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Peatiikk L

Algebralise siimboolika alged.

§ 1. Taht arvu tdhisena.

Algebra esimeseks iilesandeks on luua lihikiri,
milles oleks holpus avaldada

arvulisi vahekordi meid iimbritsevas toelikkuses,

arvude vallas tdhelepandud tésiasju ja

juhiseid mitmesuguste suuruste arvutamiseks.
Motete avaldamisel algebra liihikirjas sagedasti tdhis -
tame arve tidhtedega.

'lesanne 1. Nidalapidevadest on iihed toopédevad,
teised puhkepievad, kuid ikka on modlemaid kokku 7.
Avalda see tosiasi lithikirjas.

Lahendus. Tihistame niddala toopidevade arvu
tiahega t, puhkepievade arvu tidhega p. Tdsiasi, et mole-
maid kokku on 7, avaldub siis lithidalt kujul:

t+p="1.
UUlesanne 2. Ametniku aastateenistus koosneb
tema 12 kuupalgast. Avalda see tosiasi liihikirjas.
Lahendus. Tihistame ametniku aastateenistuse
kroonides tdhega @, kuupalga kroonides tdhega k. Siis
a=k+k+k+k+k+k+k+k+E+k+Ek+Ek,

ehk lithemalt
a=12 k.

1 Algebra opik.



Ulesanne 3. Olgu tarvis médrata kasvava puu
14bimo66t ja olgu modduriistana kasutada sentimeeter-
pael. Sellega me ei saa mésta noutavat labimootu, kuid
saame kergesti midrata puu iimbermésd u. Noutava
1abim66du saab siis arvutada juhise jargi: ,Puu libi-
mo6t on seitse kahekiimne kahendikku puu iimbermoo-
dust. Avalda see juhis lithikirjas.

Lahendus. Miargime puu ldbim66du sentimeetrites
tdhega I, puu iimbermasdu sentimeetrites tihega . tlal-
sonastatud juhis puu libimésdu maaramiseks avaldub siis
Iihidalt kujul

§ 2. Ulesannete lahendamine tihelisil andmeil.

Ulesanne 1. Linnades nummerdatakse majad
tdnava iihel poolel paarisarvuliste numbritega 2, 4, 6, . .. ¥
tédnava teisel poolel paarituarvuliste numbritega 1, 3, 5, . . .
Missugust numbrit kannab 7-es maja ténava iihel poolel,
missugust numbrit n-es maja tdnava teisel poolel ?

Lahendus. Ténava iihel poolel kannab

esimene teine kolmas . . . maja
numbrit 2 4 6
ehk 2 2-2 2
Seega n-es maja kannab numbrit

2+n.

Ténava teisel poolel kannab

esimene teine kolmas . .. maja
numbrit 1 33 5
ehk i e G | P | ARt |




Seega nm-es maja kannab numbrit

2.-n—1. . i

Oma arutluste tulemuse voime lithidalt kokku votta

nonda:
n-es paarisarv on 2-n,
n-es paarituarv on 2-n—1.

Ulesanne 2. Kirjutusmaterjali ostuarve tasu-
takse @ kiimnesendise ja b lihesendise rahaga. Kui suur
on ostuarve?

Lahendus.
1 kiimnesendine on vairt 10 senti,
a kiimnesendist on véaart a - 10 senti,

- ehk, muutes tegurite jarjekorda, 10 -« senti.

Kokku @ kiimnesendist ja b iihesendist raha on vairt
: 10-a+b
senti. Seega on ostuarve suurus leitud.
Oma arutluste tulemuse voime liihidalt kokku vétta
nonda: |

arv, mis koosneb a kiimnest ja b iihest, avaldub kujul
B 10-a+b

Ulesanne 3. Jaamas seisab iihel réopapaaril
kaubarong, mille pikkus on p meetrit. Kérvaloleval roopa-
paaril séidab kaubarongist mooda reisijaterong, mille pik-
kus on ¢ meetrit. Reisijaterongi kiirus on v meetrit sekun-
dis. Mitu sekundit kestab reisijaterongi moodasoit kauba-
rongist?

Lahendus. Tee, mille reisijaterong peab katma
teisest rongist mooda soites, on esimese ja teise rongi pik-
kuste summa, seega !

P+q

1*
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meetrit. Kiiruse puhul » meetrit sekundis on selle tee soit-
miseks tarvis aega

prta
v

sekundit, millega néutud aeg on leitud.

Ulesanne 4. Xlassis on to6] ¢ opilast; haiguse
tottu puudub & 6pilast., Mitu protsenti 6pilasist on haiged?

Lahendus. Tervete Opilaste arv on ¢, haigete opi-
laste arv on h; seega on kéiki opilasi kokku

t h.
Haigete 6pilaste arv moodustab sellest osa, mis avaldub
kujul
h
t+nh°

Kui selle murru kirjutame protsentides, saame, et haigeid
opilasi on

§ 3. Matemaatilised siimbolid.

Matemaatilised siimbolid on tédhised, mis asendavad
kirjutatud sénu; nii kirjutame

SOnade S f e mida
asemel loeme
seitse 7 seitse
mingi arv 0 o e
N suur h, suur n, ...
QS alfa, beeta, . . .




sonade e mida
tahise
asemel loeme

on, on vordne on, on vordne

liita -+ pluss

lahutada — miinus

korrutada . korda

jagada —_— murrujoon, jagada
voi : jagada

ei ole vordne = ei ole vordne

on ligikaudu vordne A~ on ligikaudu vordne
on suurem Kkui = on suurem kui

on viiksem kui < on viiksem kui

Punkt korrutamisméirgina kirjutatakse poole rea kor-
guséle. '
~ Kabhe tidhe vahel, sageli ka numbrilise teguri ja tédhe
vahel jidetakse korrutamispunkt dra. Nii tdhendab Nz |
sama, mis N -z ja 3,8 u sama, mis 3,8 - u. ; i

{1laltoodud matemaatiliste siimbolite kogu tdiendame
hiljemini vajaduse kohaselt.

Miarkus. Siimboleid kirjutiste lilhendamiseks kasu-
tame ka igapievases elus; nii kirjutame

sonade asemel tadhise
meeter m
gramm g
naelsterling £
dollar -

§ 4. Algebraline avaldis.

Algebraliseks avaldiseks nimetame kogu arvtihiseid, mis on
isekeskis iihendatud tehtemirkidega.
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Naiiteks on
POl Gle 1ok, U 2n—1,
p-+q 100h_
i Bl t+h

algebralised avaldised.

Ka iiksikarve, nagu 7, a, 7::—, N, loeme algebralisteks
avaldisteks.

§ 5. Kordaja.

Korrutises esinevat numbrilist tegurit nimetame kor -
dajaks.
Tavaliselt kirjutatakse kordaja teiste tegurite ette.

Nii on avaldistes 12k, 3n, —,7—2

;g.vKordaja 1 jietakse kirjutamata. Nii kirjutame aval-
dise 1 - bc asemel lihtsalt be.

u kordajaiks arvud 12, 3 ja

Tdhendagu @ mingit arvu. Liihiduse otstarbel kirju-
tame siis

summa a4 a kujul 2-a ehk 2¢
e ata-+a 5 S ST
s e+a+a+t+ata LRl SRR 51

Selle eeskujul moistame kirjutist 100a summana, mil-
les arv @ on véetud liidetavana 100 korda.

Avaldistes % % ja 0,72a on kordajad murdarvu-
lised.

Téaisarvuline kordaja niitab, mitu korda korda-
jale jargnevat avaldist tuleb vétta liidetavana; murd-
arvuline kordaja niitab, missugune osa tuleb votta
kordajale jirgnevast avaldisest.




§ 6. Arvu ruut. Arva kuup.

Niide 1. Ruudukujuline pdrand kaetakse male-
laua sarnaselt ruudukujuliste parkettkividega. Mahtugu
nii péranda pikkusse kui ka laiusse « kivi. Siis mahub
porandale

a-a ehk aa

kivi. Korrutise aa kirjutame kujul a2.

Uldiselt: kui ruudu kiiljesse pikkusiihik mahub
@ korda, siis ruudu pindala on a? vastavat ruutiihikut.

Selletottu avaldist a2 loetakse @ ruut.

Niide 2. Mahtugu kuubi servasse & pikkusiihikut.
Tiidame kuubi kuupihikutega, see on kuupidega,
mi]le serva pikkus on 1 pikkusiihik. Kuubi pohi kattub
siis @-a ruutithikuga; sellel pohjal asetsevas kihis on
seega o - a kuupiihikut; kihte on a, seega on kuubis kuup-
“iihikuid kokku

a-a-a=aq- a3

Korrutise a-a-a ehk a-a2? kirjutame kujul a3.
Niisiis : kui kuubi servasse pikkusiihik mahub « korda,
siis kuubi ruumala on a3 vastavat kuupiihikut.
Sellepirast avaldist a3 loetakse @ ku u p.

§ 7. Aste.
Ulal kirjutasime
korrutise a - a ehk aa lithemalt a2
ja korrutise a-a-a ehk aea lithemalt as.

Kirjutame selle eeskujul
korrutise ¢-a-a-a ehk aoaa lilhemalt a4 ja iildiselt
n vordsest tegurist koosneva korrutise a-a-a...d ehk
aaa . ..o lihemalt a”.




Arve a2, @3, a4,...a" nimetame arvu ¢ teiseks, kol-
mandaks, neljandaks, ... n-daks astmeks. Seega:

arvu a n-es aste on korrutis, milles on n vordset tegurit a.

Arv a! on arvu esimene aste; me loeme ta vordseks
arvu a enesega. Astendaja 1 jietakse kirjutamata.

Avaldises a” nimetame arvu ¢ astendatavaks ehk astme
aluseks, arvu n — astendajaks.

Astendaja nditab, mitu korda alus on vdetud tegurina.
Astme leidmist nimetame astendamiseks.

§ 8. Sulud.

Ulesanne 1. Avalda iildkujul kahe jirjestikuse
téisarvu korrutis.

Lahendus. Téhistame viiksema kahest kénesole-
vast arvust tdhega N; sellele jdrgnev arv on siis N + 1.
Kui kirjutaksime need arvud kérvuti ja paigutaksime
punkti korrutamismérgina nende vahele, saaksime

N:N4+1.

Lugedes kirjutatut nieme, et esimeseks tehteks on
korrutamine, teiseks liitmine; kirjutatud avaldis néuab
seega esmalt arvu N korrutamist arvuga N ja arvu 1 liit-
mist saadusega. Et iilesande lahenduses dra mirkida nouet
esmalt toimetada arvude N ja 1 liitmist ja siis alles saa-
duse korrutamist arvuga N, vétame summa N +1sul-
gudesse ja kirjutame ndutava korrutise kujul

N (N +1).
Erijuhul, kui N on niiteks arv 7, tahendab

avaldis N- (N 4+ 1) arvu (=8 “ehki 56
» N-N41 R T ok B Rl
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tlesanne 2. Ruudukujulise ménguviljaku kiilg
on k meetrit. Viljaku suurendamiseks pikendatakse tema
kiilgi 3 meetri vorra. Viljaku katmiseks on kasutada V
kuupmeetrit liiva. Kui paks tuleb valjaku katekiht?

Lahendus. Peale viljaku laiendamist on tema

kumbki kiile (k-4 3) meetrit, seega viljaku pindala
(% -+ 8)2 ruutmeetrit; tihendab, liivakiht tuleb

e W o)
(k+3)?
meetrit paks.
Viimast avaldist tuleb méista nonda: , Liida arvuga
L arv 3, arvuta tulemuse ruut ja jaga arv V leitud ruu-
duga.“
Seevastu avaldist
MR
k3%
méistetakse nonda: ,,Arvuta 3-e ruut, liida tulemus arvuga
k ja jaga arv V leitud summaga.‘

Jagatise
T+ 3%
kirjutamisel murrujooneta tuleb jagaja paigutada sulgu-
desse:
V : (k 4+ 32).
{laltoodud arutlusist ndeme, et

sulud on siimbolid, millega mirgitakse tehete jarjekorda.

Et dra hoida kahtlust selle kohta, missuguses jérje-
korras sooritada avaldises maérgitud tehted, on kokku
lepitud jargmiselt:
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Kui avaldises sulgusid ei esine, tuleb esmalt sooritada
astendamised, siis korrutamised ja jagamised, ning viimaks liit-
mised ja lahutamised selles jirjekorras, milles esinevad margid
pluss ja miinus. Kui avaldises esineb sulgusid, tuleb koigepealt
sooritada need tehted, mida noéuavad sulgudes olevad tehtemir-
gid; kui see on toimunud, tuleb edasi kidia eespool-toodud
juhise jirgi. ;

Naide. Avaldisest
3 m
a4 be2 — i

loeme kisku: ,,Leia arvu ¢ ruut; korruta saadus arvuga
b; jaga arv m arvuga n; liida korrutis arvuga a; lahuta
tulemusest varemini-saadud jagatis.*

Seevastu avaldises
m
a0z —2)
n
nieme nouet: ,,Leia arvu ¢ ruut; jaga arv m arvuga n;
lahuta esimesest saadusest teine; korruta tulemus arvuga
b; liida saadus arvuga a.

Viimaks avaldis
(a 4+ be)2 — %

titleb meile: ,,Korruta arvud b ja c¢; liida saadud korrutis
arvuga a; arvuta leitud summa ruut; jaga arv m arvuga
n; lahuta jagatis eelmisest tulemusest.*

Sulgudest on tarvitusel

immargused sulud %)
nurgelised sulud {74
loogelised sulud !

Ve

Monedes kiisimustes osutub vajalikuks kasutada kaht
voi isegi kolme liiki sulgusid. Néiitame seda jiargmise
iilesandega.
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{flesanne. On teada, et
1 inglise nael on 20 Sillingit ehk 240 pennit
ja vadrtuselt vordne fimmarguselt 18 krooniga. Mitu
krooni on vaart
n inglise naela s Sillingit ja p pennit?

Lahendus. 1 inglise nael on 20 §illingit, seega
n inglise naela on 7 - 20 ehk 20 - ehk 20n §illingit; koos
s Sillingiga annab see

20n + s

Sillingit.

Edasi teame, et

1 &illing on 12 pennit,
seega
(20m - s) sillingit on (20 +8) - 12
- ehk
12(20n + )

pennit. Koos p penniga annab see

12(20n +8) + P
pennit. Iga penni on vaart % ehk 43—0 krooni, seega antud
summa Inglise rahas on véért

40 [12(20n +5) + p]

krooni.

§ 9. Avaldise numbriline vddrtus.

{flesanne 1. Kui suur on ringi pindala, kui ringi
rsadius on 10 sentimeetrit?
Lahendus. Ring, mille raadius on 7 sentimeetrit,
omab pindala
e
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ruutsentimeetrit. Kénesoleval juhul on » = 10, seega otsi-
tav pindala on
i w-102=3,14 - 100 — 314

ruutsentimeetrit.

Arv 314 on avaldise @2 numbriline viir-
t u s tdhe » vaartusel 10.

Ulesanne 2. Kui suur on kolmnurga pindala, kui
tema alus on 16 sentimeetrit ja korgus on 28 sentimeetrit?

Lahendus. Kolmnurk, mille alus on a sentimeet-
rit ja korgus on k sentimeetrit, omab pindala
1
o
ruutsentimeetrit. Konesoleval juhul on =16, h—28,
seega otsitav pindala on

ah

516-28=8.28—224
ruutsentimeetrit.
Arv 224 on avaldise % e¢h numbriline vadir-

tus, kui ¢ =16 ja h =28,

Ulesanne 3. Méiira avaldise
2pq
(r+9)?
numbriline vadrtus, kui p = 1,2 Jai0=—58.
Lahendus. Lihtsuse méttes arvutame eraldi
lugeja ja nimetaja:
2pq=2-12-56=2,4-5,6=13,44

p+q¢q=12-1}5,6=6_.8
(» + q)2=16,82 — 46,24,
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Seega

apg 1344 8IS
o o T 7

Kokkuvottes:

selleks, et saada avaldise numbrilist viadrtust temas esine-
vate tihtede antud vadrtustel, asetame avaldisse need vaartused
tihtede asemele ja toimetame nendega tehted, mida avaldises
seisvad tehtemirgid ette kirjutavad.

Sageli on tarvis teada iihe ja sama avaldise numbri-
lisi vadrtusi mitmel tdhe erivddrtusel. Sel puhul korral-
dame kogu arvutamistoo kindla plaani ehk ske emi
jirgi. See holbustab tood, aitab hoiduda vigadest ja ker-
gendab tunduvalt tulemuste kontroilimist. Asja selgita-
miseks olgu jargmine néide.

Niide. Arvutame avaldise

142n

(1)
vidrtused n-i taisarvuliste védrtuste jaoks vahemikus
2.st 8-ni. Saadused anname sajandikeni.

Té6 korraldame, nagu allpool-seisvast skeemist ﬁéha;
skeemi tiidame veergude kaupa.

y ‘ ; L3 BENSRT i —+2n
n \ 2n ' 142n n—1 (n—1) (71:1—)5
2 4 ‘ 5 1 1 5,00
3 6 7 2 4 1,75
+ 8 9 3 9 1,00
5 10 ’ 11 4 16 0,69
6 12 ] 13 5 25 0,52
7 14 | 152 6 36 0,42
8 166 s srppelainad Ty 49 0,35
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§ >10. Arvude kujutamine sirgel.

Olgu antud arvud
3 7 12
ja ndutagu neid kujutada sirgel joonel. Selleks vétame
sirge joone (joonis 1), valime temal méne punkti, mirgime
selle kriipsukesega ja kirjutame selle kriipsu vastu tihe O.
Valime sobiva pikkusiihiku, niiteks 5 mm, ja kanname sir-
gele, ldhtudes punktist O, 16igud
OA=38-5mm OB=7-5mm OC=12-5mm

0 A B C

¢

e 3 )

7 w
12

Joonis 1.

Léigud OA, OB ja OC kujutavad antud
arve 3, 7 ja 12. Neil l6ikudel on iihine al gus-
punkt O. Seega on igaiiks neist 16ikudest miiratud
niipea, kui on teada tema 16pp-punkt. Et punktid A4,
B ja C méidravad 16ike OA, OB ja OC ja need 16igud kuju-
tavad arve 3, 7 ja 12, siis iitleme ka, et

punktid A B (04
kujutavad arve 3 T 12
ehk teisiti:
arvud 3, 7 ja 12 on kujutatud punktidega
A,.B ja C.
' Sirget, millel kujutame arve, nimetame arvtel jeks.

Kujutamiseks valitud pikkusiihikut nimetame ku jutamis-
ihikuks.

Kokkuvottes:

selleks, et kujutada joonisel arvu x, vétame méone sirge arvtel-
jeks; valime sellel teljel méne punkti O alguseks; valime sobiva
kujutamisiihiku; kanname, lihtudes algusest, teljele 15igu OX, mille
pikkus on x iihikut; punkt X kujutab siis arvu x.
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§ 11. Avaldise numbriliste vadrtuste graafiline
kujutamine.

Jlesanne. On antud avaldis
‘l,x (x—1).

Arvuta ja kujuta selle avaldise numbrilised véar-
tused z-i taisarvuliste véddrtuste puhul 1-st 6-ni.

Lahendus. Konesolevate numbriliste védrtuste
arvutamise toimetame allseisvas skeemis:

L z—1 z(@x—1) %m(m—l)
1 0 0 0
2 1 2 1
3 2 6 3
+ ‘ 3 12 6
5 | 4 20 10
6 1 5 30 1 15

Liihiduse méttes méargime antud avaldise iiheainsa
tihega y. Kokkukuuluvad - ja y-vaartused leiduvad meie
skeemis ikka samas reas:

z-vagrtusele 1 vastab y-vdiartus O
”» ”»” 2 b2 ”» » 1
”» ”» 3 2 ” » 3
jne.

Kénesolevate - ja y-vadrtuste kokkukuuluvust saame
esitada naitlikult jargmiselt (joonis 2) : vétame lehe milli-
meeter-paberit; valime iihe seal leiduvaist sirgeist z-tel-
jeks; valime sellel mone punkti O alguseks; valime
sobiva pikkusiihiku, nditeks 1 cm, ja kujutame x-i vair-
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tused tuntud viisil punktidena z-teljel; punktid téhis-
tame numbrikestega 1, 2, 8, 4, 5, 6. Punktis O tdmbame
sirge risti z-teljega; selle sirge nimetame y-teljeks. Punk-
tidest 1, 2, 3, 4, 5, 6 tombame sirged roobiti y-teljega;

131

Y

Ht
I 5

I 1
-
'S

%
+H

ama

T

1T
1T
s

134
'8 B
T

Tt

H
-HH
puash

Joonis 2.

valime paraja pikkusiihiku, niiteks 0,5 cm, ja kanname
praegunimetatud sirgeile 16igud 0, 1, 3, 6, 10, 15. Need 15i-
gud kujutavad antud avaldise numbrilisi viirtusi. Saa-
dud loikude 16pp-punktid iithendame koveraga. See
kover kujutab avaldise y vadrtuse muu-
tumist z-i muutudes.
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Kokkuvottes:

Selleks, et kujutada avaldise y vidrtuse muutumist x-i muutu-
des, votame mdne sirge x-teljeks ja mérgime sellel teljel alguse O.
Sellest punktist tombame sirge risti eelmisega ja nimetame selle
sirge y-teljeks. Valides kohase pikkusiihiku kujutame x-vaidrtused
x-teljel punktidena; saadud punktidest tombame sirged roobiti y-tel-
jega; valides sobiva pikkusiihiku kujutame neil sirgeil y-vaartused
16ikudena; lidbi saadud ldikude 16pp-punktide joonistame kovera;
see kover kujutab avaldise y vairtuse muutumist x-i muutudes.

§ 12. Valem.

Valemiks nimetame matemaatilisis siimboleis kirjutatud juhist,
mille jirgi iilesande andmeist arvutatakse otsitav.

Niide 1. Juhise ,et arvu l saada, tuleb arvust

votta 576 “ kirjutame valemina kujus
7
s~
Seda loeme lithidalt nii: ,,l on seitse kahekiimne kahen-
dikku .“

Niide 2. Juhise ,et arvu s saada, tuleb arv a kor-
rutada 10-ga ja saadusega liita arv b“ kirjutame vale-
mina kujus

u.

s=10a } b.

Seda loeme liihidalt nii: ,,;s on vordne a kiimnekordse
ja b summaga.‘

Niide 8. Juhise ,et arvup saada, tuleb arv h kor-
rutada 100-ga, arvud t ja h liita ja esimene saadus jagada
teisega‘ kirjutame valemina kujus

100 A
Ayl B

Seda loeme lithidalt nii: ,,p on vérdne murruga, mille

lugejaks on sada h ja nimetajaks arvude ¢ ja h summa.

2 Algebra Oopik.
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Valem koosneb ikka kahest osast: vasakul pool vor-
dusmérki seisab otsitava tdhis; paremal pool vor-
dusmirki seisavad andmete tdhised, mis on isekeskis
iihendatud tehteméirkidega; need mirgid niitavad, mida
peab andmetega tegema, et otsitavat saada.

Eriti sageli puutume valemitega kokku kaudse
mootmise klisimusis.

R~

<—d—>\ Ld—J Lfd——>

Joonis 3.

Pikkuste mootmisel loendame, mitu pikkusiihikut voi
selle osa mahub méddetavasse 16igusse.  Sidrast méstmis-
viisi nimetame otseseks. Enamik teisi mootmisi,
néiteks pindala, ruumala ja aine erikaalu mdotmised, toi-
muvad kaudsel viisil: méodetakse otseselt moned vaja-

likud andmed ning otsitav suurus saadakse neist andmeist
alles arvutamise teel.

Nidide. Midrame iilalseisval joonisel (joonis 3)
kujutatud lesta pindala.

Moodame, niiteks sentimeetrites, lesta pikkuse, laiuse
ja véljaldigatud ringide diameetrid. Olgu mé&6tmise tule-

mused vastavalt p, 1 ja d. Arvutades pindalasid ruut-
sentimeetrites leiame, et
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lesta ristkiiliku pindala on vordne Ip,

tihe ringi pindala i i %:rvd'—’,

3 ringi kogupindala i 1 %ndﬁ :

seega otsitav pindala on vordne
3t
lp e —4— e
Tiahistades otsitava pindala tdhega S, saame valemi
LG 3 72
S=1Ip— o wwad? .

Sellest valemist ndeme, et otsitava pindala S arvuta-
miseks tuleb koigepealt leida pikkused I, p ja d; otsitava
arvutamine toimub siis juhise jargi: ,korruta arvud I ja
ps leia arvu d ruut, korruta see arvuga & ja vota kor-

rutisest —i—; lahuta saadus korrutisest Ip“.

§ 13. Uksliige. Hulkliige.

Korrutised, astmed ja jagatised kannavad iihist nime-
tust iksliige. Uldisemalt defineerime nii:

iiksliikmed on niisugused avaldised, milles viimane tehe pole ei
liitmine ega lahutamine.

Uksliikmed on néiteks avaldised :

a2 3a2b 0,7a-0,5cx2 N :(N-+1)
2a\° 0,57 a2 n?
b T2 bm (n+5)3 °

Hksliikmetest koostatud summad ja vahed kannavad
ithist nimetust hulkliige. Seega:

hulkliikmed on niisugused avaldised, milles viimane tehe on
kas liitmine vo6i lahutamine.

21
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Hulkliikmed on niiteks avaldised
o -+2b 3m2 - n2 Ted + 4f2
f2g —h3 (N4 1) T pq — o2
22 —3x +4 x3 4+ px 4+ ¢.

Hulkliiget, mis koosneb ainult kahest iiksliikmest, nimetame
kaksliikmeks ehk binoomiks; hulkliiget, mis koosneb kolmest
iiksliilkmest, nimetame kolmliikmeks ehk trinoom iks.

Niiteks hulklitkmed

142 20 + b 402 — 22
on binoomid, seevastu hulkliikmed
14 x4 22 3uz —2u+-1 az2 -+ bz ¢

ontrinoomid.

Iga iiksliige, mis esineb hulkliikme avaldises kas liidetavana
v6i lahutatavana, on selle hulklilkme liikmeks.

Niiteks on hulklitkme 5p2 - 6pq — 1?3— q2 liikmeiks
avaldised
5p2 6pq 12 2.

Uksliikmeid, mis erinevad ainult kordajailt, nimetame sar-
naseiks.

‘Niisugusteks on niiteks tikslitkmed

a3b2¢ ]? asb2c 10a3b2¢,
samuti
5 bk 06 2 ol
mn " mn 2 mn’

§ 14. Hulkliikme koondamine.

v Kui hulkliikmes esineb sarnaseid liikmeid, siis on voi-
malik hulkliiget koondada, asendades mitme sarnase

AR
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liikme summa voi kahe sarnase liikme vahe iiheainsa: liik-
mega. Nii on *

150 — 4a + a=1la + a =12a.

Toimingu iiksikuid samme loeme nii: viisteist a mii-
nus neli ¢ on iiksteist a; iiksteist a pluss iiks @ on kaks-
teist a.

Teimingut, millega hulkliikmes mitme sarnase liikme summa
v6i kahe sarnase lilkme vahe asendatakse itheainsa liilkmega, nime-
tame hulkliilkme koendamiseks.

Nidited.

1. 9cx — 5cx | 8cex — Yex =3cx.
2. 10Nh2 4+ Nh2 — TNh2 — 3Nh2 = Nh?2.

2

ik (_“1_)3_{_233_’_3‘Aj_(“):'}_’{:{,v/ﬁ:__[

x

§ 15. Algebralised teisendused.

Hulkliikme koondamisel muutub hulkliikme viline
kuju, mitte aga hulklilkme numbriline véértus: igasuguse
vidrtuse asetamisel tihe asemele hulkliikme algkujusse ja
hulkliikme koondatud kujusse saame ikka iihe ja selle-
sama tulemuse. Asetades néiteks vorduses

15a — 4a 4 a = 12a
tihe a asemele vidrtuse 4, saame
150 —4a +a=15-4—4-44+4=60—16 4=
44 + 4—148
ja samuti 12¢ =12-4=48.

Toiminguid, mille puhul muutub kiill algebralise avaldise kuju,
mitte aga tema numbriline viirtus, nimetame algebralisteks teisen-
dusteks.

Teisenduse tulemuse kontrollimine toimub sel teel, et
me nii avaldise liahtekujusse kui ka teisendatud kujusse
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asetame tidhtede asemele lihed ja samad arvud; kui tule-
mused on vordsed, siis voib arvata, et teisendus on soori-
tatud oieti.

Algebraliste avaldiste teisendamise peaeesmiargiks on
nende avaldiste lihtsustamine. Niites

150 —4a +a=12¢

nouab avaldise algkuju numbrilise vddrtuse arvutamine 4
tehet, avaldise 1oppkuju numbrilise vadrtuse arvutamine
koigest tihtainsat tehet.

§ 16. Tidht tundmatu arvu tdhisena.

Tundmatu arvu mérkimine tdhega on aluseks koigile
uldisile votteile, mida algebra pakub iilesannete lahen-
damiseks.

Niaide. Arimehed Kask ja Ménd asutavad ette-
votte, kusjuures Miand paigutab sellesse 2 korda suurema
summa kui Kask. Ettevote poleb maha. Kindlustusselts
tasub kindlustussumma 4800 krooni. Kui palju langeb
sellest summast Kasele?

Me lahendame iilesande jargmiselt: tdhistame Kasele
langenud, esiotsa tundmatu kroonide arvu mingi tdhega,
naiteks tihega s. Et Ménni osakapital oli 2 korda suu-
rem Kase osakapitalist, siis peaks temale langema kind-
lustussummast ka 2 korda suurem osa kui Kasele, seega
2s krooni. Kokku molemale langes (s 4 2s) krooni; see
summa on aga teada, nimelt 4800 krooni. Tahendab

s + P 4800,
ehk
3s =4800.
Selles vorduses son tundmatu ehk otsitav.
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Meie vordus iitleb, et kolm s on 4800; iiks s on kolm
korda viiksem, seega

s =1600.
Niisiis langeb Kasele 1600 krooni.

Mirkus. Tundmatuid tdhistatakse tavaliselt tédhes-
tiku viimaste tihtedega, niiteks z, 2, %, s. Tundmatu téhi-
sena on aga voimalik kasutada ka iga teist téhte, naiteks

e f, N, Q.

§ 17. Vorrand.

, Otsitava tegelik midramine toimus eelmises niites
“vorduse abil
s -+ 2s = 4800.

Véordust, mille kaudu miiratakse otsitav, nimetame v or-
randiks.

Igal vorrandil on vasak pool japarem pool;
esimene seisab vordusmirgi eel, teine vordusmirgi jérel.

Otsitava arvutatud viirtust nimetame vorrandi lahen diks.

Vorrandi lahendi leidmist nimetame vorrrandi lahenda-
miseks.

Leitud lahendi kélblikkuse proovimiseks —lahendi
kontrollimiseks — asetame selle lahendi otsitava
asemele nii vorrandi vasakusse kui ka paremasse poolde;
kui tulemused on vordsed, on tegemist dige lahendiga, vas-
tasel korral mitte. Esimesel juhul iitleme, et asetatav arv
rahuldab vorrandit, teisel juhul, et ta vorrandit ei
rahulda. Nii ndeme, et
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vorrandil on lahend sest
quk) s g 24 _8
PR - L6
24 6 =>5s S 221 6=10

ja ka 5-2=10

P —bti=1-+1 A | 7 —5.7T=14
ja ka T.4-7=14,

Vorrandi lahendamise niditeid.
Nédide 1. Lahendame vorrandi
3u—2=".
Arutame kiisimust nénda: 8u —2="7, tdhendab 3u

on 2 vorra suurem kui 7, seega ta on 7 - 2 ehk 9; niisiis
B3u=9; ilks w on 3 korda vidiksem, seega u—3.

Kontroll: kui #=38, siis 34 —2=—=8:-3—2ehk 9—2
ehk 7, nagu peab olema.

Nidaide 2. Lahendame vorrandi
-52) $lL 484091,
Nieme: % t -+ 13 =21, jarelikult ,': t on 13 vorra

21-st vdiksem, seega 21 — 13 ehk 8; niisiis ~§t=8. Uks
viiendik ¢ on kaks korda viiksem kui kaks viiendikku ¢,

seega ‘1) t=—24; terve t on oma viiendikust 5 korda suurem,
seega t = 20.

Kontroll: kui = 20, siis %t + 13 =
8 4+ 13 ehk 21, nagu peab olema.

-20 4-13 ehk

o ro




Peatiikk IL
Arvutamise pohiseadused.
§ 18. Loendamise tulemuse iihesus.

Nii kogu arvutamine kui ka algebraliste avaldiste tei-
sendamine tugineb vihestele todedele, mille tildnimeks on
arvutamise pohiseadused. Nende seaduste
kisitlemise rajame silmandhtavale tosiasjale, et

antud kogus olevate esemete Joendamise tulemus ei olene
esemete loendamise viisist,

kui loendamisel pole iihtki eset vahele jietud ega ole iihtki
- eset arvestatud enam kui iiks kord.
Seda tosiasja nimetame lithidalt loen damis-
aksioomiks.
Esemete arv mingis kogus on ikka tdisarv. Et sel-
les peatiikis me tegeleme ainult esemete kogudega, siis siin
koik arvutdhised a, b, ¢, ... M, N, ... tihendavad ikka

tdisarve.
Koik taisarvud moodustavad tdisarvu de rea

1,28, 4,6,...n,2+1,n42,...

Tiaisarvude real pole loppu.

§ 19. Nelja pohitehte rajamine loendamisele.
Liitmine.
Noutagu liita arv 5 arvuga 7. Vdotame selleks téis-

arvude rea:
1,2 3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12, 18550 4%
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otsime selles reas arvu 7 ja loendame sellest edasi 5
arvu:

s Eeh Ve i U (O
Arv 12 on arvude 7 ja 5 liitmise tulemus ehk arvude 7 ja
5summa. ;
Uldistame toodud arutlust.
Olgu antud kaks tiisarvu a 3 bt

Utlust ,liida tiHisarvud a ja b“ moistame nii, et tuleb tiis-
arvude reas vitta arv a ning sellest edasi loendada b arvu;

neid arve kirjutame o - 1, a+2,a4+38,...a-+0b.

Tulemust a + & nimetame antud arvude a jabsummaks,
antud arve endid liidetavaiks.

Joonis 4.

Summat a 4 b saab holpsasti masrata mehaaniliselt:
olgu meil kasutada kaks iihesugust vordsete jaotistega
skaalat (joonis 4), niiteks ecm-jaotistega moddupuud.
Suunda kasvavate arvude poole nimetame skaala suu -
naks. Paigutame skaalad teineteise alla nii, et nende
suunad {iihtiksid. Nihutame skaalasid, kuni iilemise skaala
a-kriipsu vastas alumisel seisab 0. Siis seisab alumise
skaala b-kriipsu vastas iilemisel skaalal néutav kriips
o-+0b.

Et tédisarvude rida ei 16pe, siis on véimalik temas leida
kuitahes suuri arve ja nendest veel edasi loendada kui-
tahes kaugele. See tdhendab, et

liitmist on vdimalik teostada iga arvude paari a ja b puhul.
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Lahutamine.

Noutagu lahutada arv 6 arvust 14. Vétame selleks
tiaisarvude rea, otsime selles reas arvu 14 ja loendame siit
tagasi 6 arvu:

130120 1010, 198y

Arv 8 on arvust 14 arvu 6 lahutamise tulemus, ehk
arvude 14 ja 6 vahe.

Uldistame toodud arutlust.

Olgu antud kaks tédisarvu « ja b ning olgu a > b.

Utlust ,Jahuta tidisarvust a tiisarv b“ moistame nii, et tuleb

votta tidisarvude reas arv @ ning sellest tagasi loendada b arvu;

. 0 a-b

Joonis 5.

neid arve tidhistame ¢ —1, a —2, a—3,... a—Db.

Tulemust @ — b nimetame antud arvude a ja b vaheks,
arvu @ vihendatavaks, arvu b lahutatavaks.

Vahet @ —2b saab holpsasti méddrata mehaaniliselt
meie skaalade paariga (joonis 5): paigutame skaalad
teineteise alla nii, et nende suunad oleksid vastupidised, ja
nihutame neid skaalasid, kuni iilemise skaala a-kriipsu
vastas seisab alumise skaala kriips 0. Siis seisab alumise
skaala b-kriipsu vastas iilemisel skaalal just noutav kriips
a—Db.

Taisarvude reas b arvu tagasiloendamine arvust o
on teostatav iiksnes siis, kui @ > b:

lahutamine on teostatav ainult siis, kui vihendatav on suu-
rem kui lahutatav.
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Kui téisarvude reas votame arvu «, loendametagasi
b arvu, ning sealt loendame edasi (arvude kasvamise
suunas) jalle b arvu, siis tuleme arvu ¢ juurde tagasi; siim-
bolites kirjutame seda nii:
(¢ —0b) -4 b=a.

Arv a esineb siin summana, arvud b ja a — b liideta-
vaina. Neist arvudest oli lahutamisel summa a« antud
vahendatavana ja liidetav b lahutatavana; teine liidetav
a — b esines otsitavana. Seega:

lahutamine on tehe, mille abil antud summa ja iithe liidetava
jargi madratakse teine liidetav.

Lahutamine on liitmise po66rdtehe.

Korrutamine.
Utlust ,korruta tidisarv b tiisarvuga a‘‘ moistame nii, et tuleb
arv b votta liidetavana a kerda;
stimbolites:

TR PR

a liidetavat

Arvu b, mis korduvalt vdetakse liidetavana, nimetame ko r -
rutatavaks; arvu @ mis niitab, mitu korda arv b liidetavana
tuleb vétta, nimetame korrutajaks; korrutamise tulemust
nimetame korrutiseks. Korrutatav ja korrutaja kannavad
ithist nimetust tegur.

Lithiduse méttes kirjutame eespool-toodud summa
b+b+b+...40
kujul
ab;
nagu tavaliselt viisiks, kirjutame korrutaja esimese
tegurina.
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Eespool-6eldust néeme, et korrutamine on liitmise eri-
juht; niisugusena teostub ta loendamise teel.

Nagu liitmine, nii ka

korrutamine on teostatav iga arvude paari a ja b puhul.

Jagamine.

Olgu antud kaks tédisarvu e ja b ning olgu ¢ > b.

Utlust ,jaga tiisarv a tdisarvuga b“ moistame nii, et tuleb
leida, mitu korda jirjest on voimalik lahutada arvu b arvust a.

Arvu a, mida jagame, nimetame jagatavaks; arvu b, mil-
lega jagame — jagajaks, jagamise tulemust jagatiseks.

4 Oeldust jareldub, et jagamine teostub korduva lahu-
tamise teel ja seega, nagu teisedki tehted, taandub loen-

damisele. Lahutamise voimalikkuse tingimusest nideme, et

jagamine on teostatav tdisarvudes ainult siis, kui jagatav on
suurem kui jagaja.

Jagamisel voib juhtuda, et lahutades arvust a jirjest
arvu b jouame viimaks arvuni 0; sel puhul arv b mahub
tiisarv korda arvusse @, ehk arva on jaguv arvuga b.
Vi jille juhtub, et lahutades arvust o jirjest arvu b
jouame viimaks arvuni, mis viiksem kui b; seega edas-
pidine arvu b lahutamine osutub voimatuks; sel korral
arv @ pole jaguv arvuga b, jagamisel tekib j&aak.

Kui arv b mahub arvusse o tidisarv korda, kirjutame
arvude ¢ ja b jagamise tulemuse kujul

G b

See arv niitab, mitmest liidetavast b koosneb arv a;
jarelikult
(a:b)wo=a,
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Arv a esineb siis korrutisena, arvud b ja (¢ :b) tegu-
ritena. Neist arvudest oli jagamisel antud korrutis ¢ jaga-
tavana ja tegur b jagajana; teine tegur (a : b) esines otsi-
tavana. Seega:

jagamine on tehe, mille abil antud korrutise ja iihe teguri
jdrgi leitakse teine tegur.

Jagamine on korrutamise péordtehe.

Kui arv b mahub arvusse ¢ tiisarv ¢ korda ja jaab
Jadk r, siis voime kirjutada, et

q:-b-+1r=a,
see tdhendab:

jagatise ja jagaja korrutis liidetud jddgiga annab jagatava.

Aritmeetika Opetab, kuidas antud arvudest « ja b
saada voimalikult viahese vaevaga nende
summat, vahet, korrutist ja jagatist, see on arve

a0, a-£2ihi O s by

Pohiliku tahtsusega tehnilisteks abindudeks nende
arvude madramisel on liitmistabel ja korruta-
mistabel.

Arvude

at+b,a—b, a-bijaa:b

leidmist andmeist @ ja b nimetame lithidalt arvutami seks.

Arvutamise iiksiksammude péhjendamine toimub
arvutamise pohiseaduste varal.

§ 20. Liitmise pohiseadused.

Ulesanne 1. IIa klassis on a opilast, ITb klassis
on b opilast. Opilaste vihesuse tottu kummaski klassis
thendatakse need iiheksainsaks II klassiks. Kui suur
on oOpilaste arv selles klassis?
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Lahendus. Noutava arvu véime leida kahel vii-
sil: kas liites ¢ Gpilasega b opilast, see annab
a-+0b

opilast, voi liites b opilasega a opilast, see annab

b+a
opilast. Et mélemal juhul on loendatud iihed ja samad
opilased, siis on loendamisaksioomi jirgi

a-+b=>b- a.
Viimase vorduse sisu voime sénastada nii:

summa ei olene liidetavate jidrjekorrast.

Konesolevat tésiasja nimetame liitmise vahe-
tuvuse seaduseks ehk, vdorkeelse nimetusega,
liitmise kommutatiivsuse seaduseks.

Ulesanne 2. Perekonnapea surma puhul pirib
perekond kindlustussumma « krooni ning sellele lisaks
pangas oleva hoiusumma b krooni iithes juurdekasvanud
intressiga ¢ krooni. Kui suur on piarandi koguviirtus?

Lahendus. Noutava viidrtuse véime arvutada
kahel viisil: esiteks sel teel, et leiame kogu pangast saada
oleva raha, see on kroonides

b+ec,

ja liidame selle kindlustussummaga; see annab kroo-
nides

a—+ (b+c¢);

teiseks voime parandi koguvédirtuse arvutada sel teel, et
kindlustussummaga liidame hoiusumma, see annab kroo-
nides

a-b,
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ja tulemusega liidame hoiusumma intressi, see annab
kroonides

(a+ D) +ec.

Et kumbki pirandi arvutuse viis loendamisaksioomi
jargi annab sama tulemuse, siis peab olema kehtiv vordus:

a-+ (b+c)=(a+b) e
Viimase vorduse sisu voime sonastada nonda:

selle asemel, et arvuga liita kahe teise arvu summa, voib
selle arvuga liita esimese liidetava ja tulemusega teise liidetava.

Konesolevat tosiasja nimetame liitmise iihen-

duvuse seaduseks ehk, voorkeelse nimetusega,

liitmise assotsiatiivsuse seaduseks.

irlesanne 8. Hadletamisel saab kandidaat iihes
hiiletamisjaoskonnas e hidlt, mis koik kehtivaks loe-
takse, teises hiiletamisjaoskonnas b héailt, millest aga
¢ hiilt kehtivusetuks loetakse rikutud hédletamissede-
lite t6ttu. Kui palju on kandidaat saanud kehtivaid h&éli?

Lahendus. Noutava hiiltehulga voib arvutada
kahel viisil: loendades kehtivad hiiled teises jaoskonnas,
neid on b — ¢, ja liites need esimeses jaoskonnas saadud
hailtega, leiame

a4 (b—c);

voi jalle: loendades k 6 i k antud hééled, neid on a - b, ja
lahutades neist ¢ kehtivusetut haalt, leiame

(a4 b) —e.

Et kehtivate hiilte hulga loendamise tulemus ei olene
hiilte loendamise viisist, siis peab olema

e+ (b—c)=(a+Dd)—ec.
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Viimase vorduse sisu vdoime sdnastada nii:

selle asemel, et arvuga liita kahe teise arvu vahe, véib selle
arvuga liita vihendatava ja tulemusest lahutada lahutatava.

Konesolevat tosiasja nimetame vahe liitmise
seaduseks.

Avaldises (@ 4 b) 4 ¢ sulud méirgivad sama tehete
Jjérjekorda, milles tehted on mérgitud avaldises a + b -+ ¢;
samuti avaldises (¢ + b) — ¢ sulud mérgivad sama tehete
jérjekorda, milles tehted on mérgitud avaldises a - b — .
Seepidrast voime kirjutada, et

a+ (b+ec)=a+b+c
ja_

a+ (b—c)=a-+b—ec.
Kokkuvottes :

sulgudes seisva summa véi vahe liitmisel vdib sulud #ra jitta.

Liitmise pohiseaduste rakendamise
niaited.

1. 84+34+67=67+3+8="70-+4 8="T8.

vahetuvuse seaduse pohjal

2. 573 4 65=0573 4 60 4 5—=1633 + 5—638.

ithenduvuse seaduse pohjal

3. 899 4 4175 — 4175 + 899 — 4175 + (900 — 1) —

vahetuvuse seaduse pohjal

=4175 4+ 900 — 1 =5075 — 1 = 5074.
vahe liitmise seaduse pohjal
4. 3n+ (m—2n) + (n—m) = 3n+m —2n -+
+ n—m =2n.

3 Algebra opik.
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§ 21. Lahutamise pohiseadused.

Ulesanne 1. Ametniku palgast a krooni peetakse
kinni tasumata tulumaks b krooni ja viivitusraha ¢ krooni.
Kui suur summa kuulub viljamaksmisele?

Lahendus. No6utava summa voib arvutada kahel
viisil: esiteks sel teel, et tulumaksu ja viivitusraha lii-
dame, see annab (b 4 ¢) krooni, ja tulemuse lahutame
palgast; nii saame kroonides

a— (b +c).

Teiseks voiksime palgast koigepealt lahutada tulu-
maksu, see annab (¢ —b) krooni, ja tulemusest veel lahu-
tada viivitusraha; nii saame kroonides

(a —0b) —ec.

Et kummalgi arvutusviisil loendamisaksioomi jirgi
saame sama tulemuse, siis peab olema o6ige vordus:

e—(b+c¢)=(a—>b) —e.

Viimase vorduse sénastame nii:

selle asemel, et arvust lahutada kahe teise arvu summa, voib
sellest arvust lahutada iihe liidetava ja tulemusest lahutada teise
liidetava.

Konesolevat tosiasja nimetame summa lahuta-
mise seaduseks.

Ulesanne 2. Kiirarvutuse testil hinnatakse parima
ja norgima t66 tulemused vastavalt ¢ ja b punktiga
(¢ >b); viimasest b punktist kustutatakse too vilise
kiilje puudulikkuse téttu veel ¢ punkti. Mitme punkti
vorra liletab parim t66 norgima?
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Lahendus. Noutava arvu véib maidrata kahel
viisil: esiteks sel teel, et leiame nérgima t66 16puhin-
nangu, see on (b —c) punkti, ja lahutame selle parima
t06 hinnangust; nii saame

a— (b—ec);

~ teine tee néutava arvu saamiseks on see, et eeskitt leiame
esialgsete hinnangute vahe, see on ¢ —b punkti; pannes
tdhele, et siin oleme lahutanud liigselt ¢ punkti, paran-
dame varemini-leitud vahet selle ¢ punkti liitmisega ;
see annab

(a—D) +ec.

Et kummalgi arvutusviisil loendamisaksioomi jirgi
saame sama tulemuse, siis peab olema kehtiv vérdus:

¢— (b—c)=(a—D) +ec.

Selle vorduse voime sonastada nii:

selle asemel, et arvust lahutada kahe teise arvu vahe, vdib
sellest arvust lahutada vihendatava ja liita tulemusega lahutatava.

Praegu-sonastatud tésiasja nimetame vahe lahu-
tamise seaduseks,

Avaldis (¢ — b) — ¢ tdhendab sedasama, mis aval-
dis a—b-—c; samuti tédhendab avaldis (¢ —b) +¢
 sedasama, mis avaldis ¢ —b - ¢. Seega véime kirju-
tada:

a— (b+c¢)—=a—b—c
a—(b—c)=a—>b-}c.

Kokkuvottes :

summa voi vahe lahutamisel voib sulud #ra jatta, kui muuta
sulgudes olevate liikmete ees mirgid vastupidisteks, see on kirju-
tada mirgi + asemele miark — ja mirgi — asemele miark +.

3*
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Lahutamise pdhiseaduste rakendamise
niited.

1. 483 —56 — 483 — (50 + 6) — (483 —50) —6 =

summa lahutamise seaduse pdhjal

=433 — 6 =42T.
2. 1347 —298 = 1347 — (300 — 2) =

vahe lahutamise seaduse pohjal

— 1347 — 300 + 2 =1047 + 2 =1049.

3. Bp—(2p—3q) — Bp+ q) =5p—2p + 3¢ —
—3p—q=2¢.

§ 22. Korrutamise pohiseadused.

Ulesanne 1. Ruudulise paberi lehekiiljel leiame
lehe pikkusel a ruutu, lehe laiusel b ruutu. Mitu ruutu
on lehekiiljel ?

Lahendus. Noutava ruutude arvu saab méé-
rata kahel viisil: esiteks nii, et me ruute loendame
ridade viisi:igas reas b ruutu, ridu on a, seega ruu-
tude arv on

a-b;
teiseks voime aga ruute loendada ka veergude viisi:
igas veerus a ruutu, veerge on b, seega ruutude arv on
b-a.
Et kummalgi viisil loendamisaksioomi jirgi saame
sama arvu ruute, siis peab olema odige vordus:
a-b=>b-a.
See tdhendab, et

korrutis ei olene tegurite jirjekorrast.
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Konesolevat tosiasja nimetame korrutamise
vahetuvuse seaduseks ehk korrutamise
kommutatiivsuse seaduseks.

Ulesanne 2. Telliskivid on laotud iiksteise ligi
virna, mille pikkuses b kivi, laiuses ¢ kivi, kérguses a kivi.
Kui suur on kivide arv virnas?

Lahendus. Noutava arvu saab médrata esiteks
sel viisil, et me kive loendame rohtsate kihtide viisi:
kihis on b -¢ kivi, kihte on «a, seega koiki kive

a-(b-c).

Teiseks voime kive loendada aga ka laiuti —ridade

viisi: reas ¢ kivi, ridu on a-b, seega koiki kive
E (a-b)-c.
~ Et nii iiks kui teine kivide arvu mééiramise viis annab
loendamisaksioomi pohjal sama tulemuse, siis peab olema
oige vordus:
(a-b)y-c=a-(b-c).

Kokkuvottes:

selle asemel, et korrutada arvu kahe arvu korrutisega, véib arvu
korrutada iihe teguriga ja saaduse korrutada teise teguriga.

Kénesolevat tosiasja nimetame korrutamise
iihenduvuse seaduseks ehk korrutamise
assotsiatiivsuse seaduseks.

t/lesanne 3. Kaupmehel on tasuda oma kauba-
varustajale Ameerikas kaks arvet ¢ $ ja b $ suuruses. Kui
palju liheb kaupmehel maksma nende arvete tasumine
Eesti rahas, kui $ maksab praegu ¢ krooni?

Lahendus. Noutava summa voib arvutada kahel
viisil; esiteks voib méidrata kogu véla suuruse dolla-
rites, see on

a-+ 0,
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ja hiljemini arvutada see summa iimber Eesti rahasse, see
annab kroonides

(a+0) -c.

Teiseks voib médrata kummagi arve suuruse Eesti
rahas, see annab kroonides

asiciiia. s bee;

ja siis molemad tulemused liita; see annab kokku kroonide
arvu

a:b+b-c.

Et kummagi arvutusviisi puhul loendamisaksioomi
jérgi saame sama rahasumma, siis peab olema &ige vordus :

(a4+b)-c=a-¢+b-e,
ehk, muutes tegurite jarjekorra,
c-(a+b)=c-a+tc-bd.
Oma arutluse tulemuse véime sénastada nénda:

selle asemel, et summa korrutada méne arvuga, véib korrutada
sama arvuga eraldi iga liidetava ja liita saadused.

Konesolevat tosiasja nimetame korrutamise
Jaotuvuse seaduseks ehk korrutamise
distributiivsuse seaduseks.

Ulesanne 4. Riigiametniku kuupalk on krooni,
millest maha arvatakse b krooni pensionimaksu. Kui suur
on ¢ kuu eest ametnikule viljamakstud teenistustasu?

Lahendus. Noutava tasu vbéime arvutada kahel
viisil. Esiteks sel teel, et leiame ametnikule tegelikult
viljamakstava kuupalga, see on kroonides

a—D>,
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ja selle vahe korrutame kuude arvuga; see annab
kroonides
c-(a—D0b).

Teiseks voiksime méédrata kogu ¢ kuu jooksul teenitud
palga, see on kroonides
c-a,

siis leida -sama aja kohta mahaarvatava pensionimaksu,
see on kroonides ’
c b,

ja viimaks esimesest korrutisest lahutada teise; see annab
kroonides
c-a—c-b.

Et nii iiks kui teine arvutusviis annab loendamisaksi-
oomi jirgi sama tulemuse, siis peab olema

¢ (@a—b)=c-a—c:b.

See vordus titleb:

selle asemel, et vahe korrutada mingi arvuga, voib selle arvuga
korrutada eraldi vihendatava ning lahutatava ja lahutada esimesest
saadusest teine.

Konesolevat tosiasja nimetame vahe korruta-
mise seaduseks.

Korrutamise pohiseaduste rakendamise
ndited.

1. 27-5=5-271=5:-(20+4+7)=5-20+5-7=135.

vahetuvuse seaduse jaotuvuse seaduse
pohjal pohjal
2. 38-14-5=—05-14-38 =170 - 38 = 2660 .
vahetuvuse seaduse ithenduvuse seaduse

pohjal pohjal
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3. 46-98=46- (100 —2) —46-100 — 46 -2 —
vahe korrutamise
seaduse pohjal

— 4600 — 92 = 4508.
4 3a-4b-;a=3-4-+.a-a-b=3.2.a2.b=6a.

5. p(P+q) +2(»—q) = (p2 + pq) +
(92 — pq) =p? + pq + p* — pg = 2p=.

§ 23. Jagamise pohiseadused.

Olgu a, b ja c taisarvud ja jagugu arv b arvuga ec.
Siis jagub selle arvuga ka korrutis ab.
Toepoolest, andku arv b jagamisel arvuga ¢ jagatise n:

siis
Sellest jareldub, et
obE=a (0 o)
ehk, korrutamise itihenduvuse seaduse jirgi,

¢-b=(a-n)-ec,
teiste sonadega,

a-b
———=an.
c

See niitab, et korrutis ¢ -b jagub arvuga e.

Ay 3 Tt i b
Asendades viimases vorduses m-i jagatisega— :
c

saame:
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Selles vorduses peituva lause sonastame lithidalt nii:

selle asemel, et jagada korrutis mingi arvuga, voib jagada selle
arvuga korrutise iithe teguri ja tulemuse korrutada teise teguriga

Konesolevat lauset nimetame korrutise
mise seaduseks

jaga-
Analoogilise toestuskidigu rakendamisel jouame otsu-
sele, et juhul, kui arvud e ja b on jaguvad arvuga ¢, siis

a—(}l—b _+_“__

ja edasi, et juhul, kui arvud «¢ ja b on jaguvad arvuga c
ning a > b, siis

a—b

e s g
&R ¢
Toepoolest :
Olgu
a ¢ b
—=m ja.—=mn;
e e
siis
LRV (2T P
e e
' Teiselt poolt
a= ¢ mrigay ch==ic'n,
seega
gebDe=Coin - can,
ehk

atb=c'(mEn);
ee tihendab, et

I+

=mxn
c
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Jarelikult
axb ik ﬁ

¢ c e
m. o. t. t. (mida oligi tarvis toestada).

’

Eelmises vorduses peituvad laused :

selle asemel, et jagada summa moéne arvuga, voib jagada selle
arvuga kummagi liidetava ja liita tulemused;

selle asemel, et jagada vahe mdne arvuga, voib jagada selle
arvuga vihendatava ning lahutatava ja lahutada esimesest tulemu-
sest teine.

Praegu-sonastatud tésiasju nimetame vastavalt
summa ja vahe jagamise seadusteks.

Naited.

1 e T L ki, S P B R

T 25
korrutise jagamise
seaduse pohjal

S5 JXwo0p L 96 w0 75

15 15 TR T aE
summa jagamise
seaduse pohjal

=é%¥ﬁ+5=§4myk&=&mu+&=%a
5
korrutise jagamise
seaduse pohjal

§ 24. Arvutamise pohiseaduste rakendusi.

Eespool oleme nédidanud arvutamise pohiseaduste keh-
tivust taisarvude vallas. Hiljemini ndeme, et need sea-
dused jaavad kehtima ka murdarvude puhul. Niiteks

| g 2. gy
XA Y 0
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ja
S2428)=3 1243 28
Iga arvutamise pohiseadust on voéimalik avaldada
kahel viisil: iiks kord eespooltoodud vordusega, teine
kord vahetades selles vorduses pooled; néiteks {ihtaegu
vordusega
¢—(b—c)=a—b-+c
on kehtiv vordus
a—b+c=a—(b—c);
iihtaegu vordusega
a-(b4+c)=a-b+ta-c
cn kehtiv vordus
a-b+a-c=a-(b+ec).
Arvutamise pohiseadused on aluseks nii numbrilisele
arvutamisele kui ka avaldiste teisendamisele.

Niide 1.
89 — 17 +7—89— (17— 17) —89 —10="T9.
Niide 2
8- 1l lpigis Lo uhpe il yuagig Lige:
- Bl 3 3 3
Naide 3.

y=17(x + 2) —5(2x — 13) +—(8z — 172).
Korrutamise jaotuvuse seaduse pohjal saame
y= (17z 4 34) — (102 — 65) + (42 —86).

Vahe lahutamise ja vahe liitmise seaduste pohjal leiame
edasi
y=17x 4+ 34 — 10z + 65 + 4x — 86.

Koondamisel saame
y=11z + 13.
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Avaldise ¥ numbrilise vadrtuse arvutamisel tema alg-
kujust ldhtudes tuleks sooritada 10 tehet, sama viirtuse
arvutamine avaldise teisendatud kujust néuab ainult 2
tehet.

Naide 4. :
S:ﬁ—&.%m+b%{w

Avaldise teine liige on korrutamise vahetuvuse seaduse
pohjal vordne avaldisega

1 g
2:5 30 (a+d);

korrutamise iihenduvuse seaduse pohjal on see aga vordne
korrutisega

Lo(atb).
Seega

S-—_aQ——i a(a 4 0b).
Korrutamise jaotuvuse seaduse pohjal saame
) 1o 1
S=a2— (Xa,2 + 4ab)
ning siit summa lahutamise seaduse péhjal
1 1

o3 ¢ AL RREURGY | b5 S —
== 7@ 4ab
3 1
2= S inome Sab § Al
T 4(JLb,

seda saame korrutamise jaotuvuse seaduse péhjal kirju-
tada kujul

Szé a(3a—D>).




Peatiikk JIL
Positiivsed ja negatiivsed arvud.

§ 25. Vastassuunalised suurused.

Niide. Opilase tulude-kulude raamatus leiame jérg-
mised mirkmed moodunud nadalal olnud tulude ja kulude
kohta:

Piev P E i K N R \ L
n |
Tulu
sentl 100 10 25 75 1

kL [
Kulu B
Sentl 29 39 “ 40 75 ! 113

Esitame need andmed niitlikult joonisel.

i'ks voimalikkudest viisidest selleks on jargmine:
votame vabalt méne sirgjoone (joonis 6), mirgime sel-
lel vordsete vahemikkude jirel rea punkte ja valime need
niddalapievade kujutisteks, tdhistades neid jarjest tahte-
dega P, E, T,... Neist punktest tombame piistsirged ja
kujutame viimaseil kohaselt valitud mo6dus tulud néiteks
iilespoole suunatud 16ikudena, kulud aga vastassuu-
nas, see on allapoole suunatud 16ikudena. To66 tulemu-
sena esineb joonisel kujutatud pilt. Selles peegeldub opi-
lase tulude-kulude kiik koigis iiksikasjus: sealt ndeme
esimesel pilgul, mis pievadel esines vaid tulu, mis pdevadel
vaid kulu, mis péeval tulu oli kuluga tasakaalus, mis pae-
vadel kulu oli iilekaalus.
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Suurusi, nagu tulu ja kulu, varandus ja volg, kahju
ja kasu, vilja- ja sisseveetud kauba hulgad, nime-
tame vastassuunalisteks suurusteks. Sii-
raste suurustena esinevad ka alakaal ja iilekaal, tempera-

100

75

15

5
Joonis 6.

tuuri sooja- ja kiilmakraadid, kérgused iilalpool ja allpool
merepinda, aastaarvud enne ja piarast Kristuse siindimist.

Koik eespool-nimetatud suurused on suuna ga
suurused; nende vastandina olgu nimetatud suu-
nata suurused, nagu niiteks: linna elanikkude arv,
ringjoone pikkus, keha kaal.

§ 26. Positiivsed ja negatiivsed arvud.

Olgu kassas mingi rahasumma. Kui sellele lisanduks
tulu b senti, siis oleks kassas endisest summast b senti
enam; kui kassas olevast rahast tuleks kanda kulu
¢ senti, siis oleks kassas endisest summast ¢ senti vih e m.
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Sel pohjusel asendame edaspidi tulu-kulu kiisimusis

kirjutise: kirjutisega:
tulu b senti + b senti
kulu ¢ senti — ¢ senti

samuti asendame kasu-kahju kiisimusis

kirjutise: kirjutisega:
kasu m krooni -+ m krooni
kahju n krooni — n krooni

ja sooja-kiilma kiisimusis

kirjutise: kirjutisega :
sooja p kraadi -+ p kraadi
v kiilma ¢ kraadi — q kraadi

Neis kirjutisis mérk pluss asendab meil sénu tulu,
kasu, sooja; mdrk miinus aga sonu kulu, kahju, kiilma.
Jarelikult siimbolid 4 ja — ei ole siin tehteméirgid,
nagu tavaliselt, vaid suuruse suuna tahised.

Me iitleme, et siimbolid nagu

+5 +T +11,4

kujutavad positiivseid arve; seevastu siimbolid
nagu

. 3
—8 —3 5 —12,7

kujutavad negatiivseid arve.
Kui positiivse voi negatiivse arvu kirjutises jitame dra suunda

nditava mirgi, saame selle arvu absoluutviddrtuse.

Niiteks arvu —{—7% absoluutvdirtus on 7 %
” _3!8 IT) 7] 3,8.
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Liithemalt kirjutame viimaseid sénastusi nii:
1 |
[+73|=73

|—3,8| =8,8.
Positiivseid ja negatiivseid -arve nimetame iihise nimetusega

relatiivseteks arvudeks ehk suunatud arvudeks.

Kui véimaliku valesti moistmise péirast on vaja nii-
data, et mirgid 4+ ja — on arvu suuna t#hised, siis voe-
takse siimbolid

drad o o, SO BTN TR 4 U e

sulgudesse:

(+b) (=€) (+m) (—m) (+p) (—9).

Kirjutusviisi sulgudega kasutame igal juhul, kui
maéargid pluss ja miinus esinevad korvuti, iiks kord tehte-
mérgina, teine kord suuna tidhisena. Niiteks kirjutises

—T+ (48) + (—2) — (45) — (—1)
teine ja neljas pluss ning esimene, teine ja viies miinus on

suuna tadhised; seevastu esimene ja kolmas pluss
ning kolmas ja neljas miinus on tehteméargid.

§ 27. Relatiivsete arvude jirjestus suuruse jirgi.

Ulesanne. Laskevoistlusel saavﬁtas

opilane K aru 15 punkti alla klassi keskmist,
5 M:and:di 5 iile klassi keskmise,
0 Vali klassi keskmise,
o Susi 18 punkti iile klassi keskmise,
5 K ik T as- b alla klassi keskmist.

Jéirjesta need Gpilased nende laskeosavuse paremuse jérgi.
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Lahendus. On selge, et kasvava paremuse jirje-
kord on see:

Karu Kask Vali Ménd Susi
15 p. alla 7p.alla ei iile 4 p. iile 18 p. iile
keskmist keskmist ega alla keskmise  keskmise

keskmist

Mirgime Vilja taseme, mille suhtes punktid on loetud
iile ja alla olevateks, siimboliga 0. Tarvitame alla-suuna
siimboliks mirki —, iile-suuna siimboliks mérki . Siis
saame konesolevad voistlustulemused kirjutada lihidalt
kujul:

Karu Mind Vili Susi Kask
—15 -+4 0 +18 —T

vol jarjestatult kasvava paremuse jérjes
Karu Kask Vili Méind Susi
—15 —T7 0 +4 418

Seega tuleb lugeda kehtivaks vorratuste rida:
—15 < —T<0<+4 < +18.
Uldistades eelmist mottekdiku iitleme nénda:

iga negatiivne arv on viiksem igast positiivsest; kahest posi-
tiivsest arvust on see suurem, millel on suurem absoluutviirtus;
kahest negatiivsest arvust on see suurem, millel on viiksem absoluut-
vadrtus; null on suurem igast negatiivsest arvust ja vidiksem igast
positiivsest arvust.

§ 28. Relatiivsete arvude skaala.

Eriti tilevaatliku pildi suuruse jargi jarjestatud posi-
tiivsetest ja negatiivsetest arvudest saame jargmisel vii-
sil: votame arvtelje (joonis 7), valime temal moéne
punkti nullpunktiks ning sellest punktist ldhtudes kan-
name teljele kujutamisiihiku 1, 2, 3, ... korda nii pare-

4 Algebra opik.
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male kui ka vasakule poole. Saadud 16ikude 16pud mér-
gime kriipsukestega ning viimased tidhistame méirkidega
-+1, +2, 43, ... nullist paremale poole liikudes ja mirki-
dega —1, —2, —3, ... vasakule poole liikudes. Saadud
joonist nimetame positiivsete ja negatiivsete arvude
skaalaks ehk astmikuks. Seda skaalat vaadeldes
nideme, et arvude suurem-vidiksem-olemise tunnust voime
niilid sonastada lithidalt nii:

kahest arvust on see suurem, millele vastav kriips skaalal aset-
seb teise omast paremal pool.

+ -+
-4 =55 -2 =1 0 +1 +2 A3 +4

Joonis 7.

Positiivsete ja negatiivsete arvude astmiku tuntui-
maks néiteks on termomeetri skaala. See seisab harilikult
piisti. Kahest temperatuurist on see kdrgem, millele vas-
tav kriips termomeetri skaalal asetseb krgemal.

§ 29. Relatiivsete arvude liitmine.

Ulesanne. Mingitakse onneméngu. Ldppegu esi-
mene voor voiduga 9 senti ja liitugu selle viduga teisel
voorul véit 4 senti. Kui suur on kogu véit?

Lahendus. On selge, et kogu voit on 9+ 4 ehk
13 senti: voit 9 senti koos voiduga 4 senti on sama, mis
voit 13 senti.

Samal viisil véiksime kirjutada, et v6it 9 senti koos
kaotusega 4 senti on sama, mis vdit 5 senti, ja edasi, et
kaotus 9 senti koos voiduga 4 senti on sama, mis kaotus




51

5 senti, ning lopuks, et kaotus 9 senti koos kaotusega 4
senti on sama, mis kaotus 13 senti.

Kirjutades need laused matemaatilises liihikirjas
saame:
(+9) + (44) = (+13)
(49) 4 (—4) = (4-5)
(—9) + (4+4) = (—5)
(—9) 4+ (—4) = (—13).

+9
" +4
aj 13 ’l—.——-«————;"
+9 b
+5 >
=9
O
+4
4 o =2 E
s -13
Joonis 8.

Jittes mitte-hddavajalikud sulud lithiduse méttes éra,
kirjutame iilaltoodud summade veeru nii:
+9+ (+4) =+18
+9 4 (—4) =+5
—9+ (+4) =—
—9 4 (—4) =—18.

Kujutades andmed suunatud 16ikudena voiksime need
tulemused ka kohe jooniselt dra lugeda (joonis 8).

Andmete péaritolu arvestamata sonastame tulemuse
ildkujul nénda:

kahe sama mirgiga arvu summal on sama mirk, mis liideta-
vailgi; summa absoluutvddrtus on liidetavate absoluutviirtuste
summa;

4*
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kahe erineva mairgiga arvu summal on selle liidetava mairk,
millel on suurem absoluutvdirtus; summa absoluutvdirtus on liideta-
vate absoluutvédirtuste vahe.

Positiivsete ja negatiivsete arvude summa saame
médrata ka mehaanilisel teel. Olgu niiteks liita
kaks positiivset v6i negatiivset arvu a ja b. Kasutame sel-
leks kaht iihesugust, vordsete jaotustega skaalat. Paigu-
tame nad teineteise alla nonda, et nende suunad iihtiksid,
ja nihutame neid, kuni iilemise skaala a-kriipsu vastas
alumisel seisab 0. Siis leiame alumise skaala b-kriipsu
vastas lilemisel skaalal noutava summa a + b.

Sooritades arvude liitmist graafiliselt joonisel 8 voi
ka mehaaniliselt kahe skaala abil, ndeme, et kirjutis

+9 4 (44) tdhendab sedasama, mis +9 4 4

+9 + (_'4) ”» ” ” +9 —4
—9 'Jf' (+4) ”» »” ” _9 + 4
_9 + ('_“4) ” ” 2] "_‘9 o gt 4 ’

ehk iildiselt:
a+ (+b) =a+b
a4 (—b)=a—»b.
Seega liitmisel
markide paar 4+ (4) asendub ainsa mérgiga -+,
” ” + ('—") » »” ” T e
Niaited.
1. +19+ (+7)=+194+T=-1426.
2. —31+4+ (—9) =—31—9=—40.
3. —dx + (—13x) =—A4r —13x =—1Tx.

§ 30. Relatiivsete arvude lahutamine.

Ulesanne. Maapinnal niitab termomeeter 139,
lennukil chus aga koigest 40, Kui suur on esimese ja
teise temperatuuri vahe?
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Lahendus. Otsitav vahe on
+18 — (+4)
kraadi. Kiisimus nouab niisuguse arvu x leidmist, mis
+4-ga liites annaks 413:

+4 4+ = +138.
o . i 4
+13—-¢— 13
149 1 1
+4 :_J_ P 7 +4*:)_r “
04 od | 0 } 0
5 ‘4:—J‘ 3-17 ‘4;—]‘
’ -
—19 J =18 i

Joonis 9.

Proovimise teel leiame, et otsitavaks arvuks on +9:
toepoolest 44 4 (49) = +13. Seega:
+18 — (44) = +9.
Samale tulemusele jouame eriti kergelt, kui vaatleme
termomeetri skaalat (joonis 9); toepoolest
+18 — (+4) = +9.
Analoogiliselt leiame termomeetri skaalal, et
+183 — (—4) = +-17
ja edasi, et
—18 — (+4) =—17
—13 — (—4) =-9.




54

Relatiivsete arvude vahet saame madrata kamehaa -
nilisel teel

Olgu a ja b kaks relatiivset arvu. Noutagu lahutada
arvust a arv b. Votame kaks iihesugust vordsete jaotus-
tega skaalat, paigutame nad teineteise alla ndonda, et skaa-
lade suunad oleksid vastupidised, ja nihutame neid,
kuni iilemise skaala a-kriipsu vastas seisab alumisel skaa-
lal 0. Siis leiame alumise skaala b kriipsu vastas iilemi-
sel skaalal noutava vahe @ — b.

Niiteks leiaksime, et
+13— ($+4) =49 ‘ja . 18 — (—4)=1}17.

Sooritades arvude lahutamist mehaaniliselt kahe
skaala abil, ndeme, et kirjutis

+13 — (+4) tdhendab sedasama, mis 13 —4

+13 b7 (_4) . ” ” ” +13 + 4
'_"'13 T (+4) » ”»” ” —13—4
e (‘_4) ” ) ) —13 + 4 )

ehk iildiselt:

a—(+b) =a—0>b
a—(—b)=a-+b.

Seega lahutamisel

méirkide paar — (4-) asendub ainsa mirgiga —,

”» ) » 3 » -

Niited.

L. 425 (1) = DB - 1T o 18
2. Sl dadf) - B 16e . 15
8. —4N2 — (—BN2) =—_4N2 4 5N2—N2.
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Vahetades vorduses

a-+ (—b)=a—0
pooled, saame
a— b=a- (—b).

See tdhendab, et negatiivsete arvude kasutamisele

votmisel arvu lahutamist saab ikka asendada vastassuu-
nalise arvu liitmisega, teiste sonadega,

iga vahet vo6ib vaadelda summana.

See tosiasi voimaldab tunduvat kokkuhoidu lausete
sonastusis, sest kaob vajadus summa ja vahe juhu erista-
miseks.

Ko6iki hulkliikmeid vaatleme edaspidi ikka summa -
dena; esinevaid mérke pluss ja miinus loeme liikme
juurde kuuluvaiks. Selle kokkuleppe pohjal on hulkliikme

x3 —bx? 4 6 — 1T
litkmeiks avaldised

+a3 —bx2 +62 —T.

§ 31. Relatiivsete arvude korrutamine.

Ulesanne 1. Kell jddb 5 sekundit tunni kohta
jarele, seega tema kiigu parandus on - +5 sekundit tunni
kohta. Keskpdeval kell nditas parajasti oiget aega. Mis-
suguse paranduse peab lisandama kella hilisemale
néditamisele, iitleme kell 4-4, et saada 6iget aega?

Lahendus. Arutame asja nonda:

Niidates keskpideval oiget aega ja jdddes jargneva 4
tunni jooksul jirele kokku 4 -5 ehk 20 sekundit, néitab
osuti kella 4 ajal 20 sekundit vadh em kui tarvis. Seega
on otsitav parandus 20 sekundit, mis tuleb kella néitami-
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sele lisandada. Seepirast kirjutame néutava paran-
duse sekundeis kujul

-+20.

Sellest kirjutisest pole aga n#ha paranduse saa-
mislugu: ta on koostunud positiivse 4 tunni
jooksul vordseist iiksiktunni parandusist -5 sekundit.
Et seda asjaolu nidhtavale tuua, kirjutame konesoleva
paranduse kujul

(+4) - (+5),
moistes selle kirjutisega arvu +20:
(+4) - (4-5) =4-20.
Kiisime edasi, missuguse paranduse peab lisandama

kella varasemale niitamisele, iitleme kell 4 tundi
enne keskpieva ehk kell —4, et saada diget aega?

Arutame asja nonda:

Jéédes keskpéevale eelneval 4 tunnil jarele kokku 4 - 5
ehk 20 sekundit, néitas osuti keskpieval Giget aega. Tihen-
dab, kella —4 ajal niitas osuti 20 sekundit e na m kui
tarvis. Seega on otsitav parandus 20 sekundit, mis tuleb
kella néditamisest lahutada. Seepirast kirjutame néu-
tava paranduse sekundeis kujul

—20.

Selle paranduse saamislugu on jirgmine: ta on koos-
tunud 4 negatiivse tunni jooksul vordseist iiksiktunni
parandusist +5 sekundit. Et seda asjaolu nihtavale
tuua, kirjutame konesoleva ajaparanduse kujul

(—4) - (+5),
moistes selle kirjutisega arvu —20:

(—4) - (+5) =—20.
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Ulesanne 2. Kell ruttab 5 sekundit tunni kohta
ette, seega tema kiigu parandus on —5 sekundit tunni
kohta. Keskpdeval kell niditas oiget aega. Missuguse
paranduse peab lisandama kella hilisemale niitami-
sele, iitleme kell }-4, et saada oiget aega?

Lahendus. Arutades eespool-ndidatud viisil ndeme,
et otsitav parandus on sekundeis —20. Kirjutame selle
paranduse, mérkides {ihtlasi tema saamislugu, kujul

(4+4) - (—5),
(4) - (——5) =~20.
Kiisime edasi, missuguse paranduse peab lisandama

kella varasemale niditamisele, iitleme kell —4, et
saada oOiget aega?

nii et

Arutades jille eespool-ndidatud viisil ndeme, et otsi-
- tav parandus on sekundeis +20. Kirjutame selle paran-
duse, mirkides iihtlasi tema saamislugu, kujul

(~~4) - (=B),;
(—4).: (—5) =120,
Jittes korvale andmete péritolu moistame edaspidi
ikka

nii et

avaldist arvuna
(+4) - (+5) +20
(—4) - (+5) —20
(+4) - (—5) —20
(—4) - (—5) -+20

Uldiselt asja sonastades titleme nii:

korrutis on positiivne, kui tegurid on iihe ja sama mirgiga
arvud; korrutis on negatiivne, kui tegurid on erinevate mirkidega
arvud;

korrutise absoluutviairtus on vordne tegurite absoluutvidrtuste
korrutisega.
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Relatiivsete arvude korrutise mirkimisel asetame
tegurid alati sulgudesse. Korrutamise tulemuse kirjuti-
ses jatame sulud ira.

Niaited.

L (—2) (—105)=+42-F =21,
2. (+40,05) - (—17,2) =—0,36.

3. (—a): (+a2) =—qs3.

§ 32. Relatiivsete arvude astendamine.

Eelmises paragraafis 6eldu pohjal saame, et
(+7)2 = (+7) - (+7) =449
(45)3 = (+5) - (+5) : (+5) = (+25) - (+5) = +125
(—9)2 = (—9) - (—9) =481
(—4)3=(—4) - (—4) - (—4) = (+16) - (—4) ——64

(+a)2 = a2 (—a)2 = +a2
(+0)3=-1tas3 (—a)3 =—as.
Eriti leiame, et
(—1)2= 1 (—1)8=—1
(—1)¢=+41 (—1)s=—1
ja tildiselt, et
(—1)2n= +1 (—1)2n~1—=_1,
Samuti leiame, et iga astendaja n puhul on
(+a) n=—gqn

ja
(—a)2 n=q2n
(___a)?'n—-l = —q2n-1

Néeme, et

Dositiivse arvu aste on positiivne; negatiivse arvu paaris-
arvulise astendajaga aste on positiivne; negatiivse arvu paaritu-
arvulise astendajaga aste on negatiivne.
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§ 33. Relatiivsete arvude jagamine.

Olgu o ja b kaks relatiivset arvu. Nende jagatisena
moistame niisugust arvu z, mis korrutamisel arvuga b
annab arvu a, teiste sonadega, arvu 2, mille puhul

bt —a.

Et korrutise absoluutvidirtus on vordne tegurite abso-
luutvaartuste korrutisega, siis peab olema:

b - |z| = la.
Siit saame jagatise absoluutvaidrtuse kujul
la]
Arvu x méargi peab valima nonda, et korrutis bz saaks

arvu ¢ margi: kui b ja ¢ on iihe ja sama mérgiga, peab
" » olema maiargiga -, vastasel korral méirgiga —.

(ol =

Seega:

jagatis on positiivne, kui jagatav ja jagaja on iihe ja sama mir-
giga arvud; jagatis on negatiivne, kui jagatav ja jagaja on erinevate
markidega arvud;

jagatise absoluutviiirtus on jagatava ja jagaja absoluutvidir-
tuste jagatis.

Relatiivsete arvude jagatise mérkimisel jagamismér-
giga : asetame jagatava ja jagaja alati sulgudesse; jaga-
tise mérkimisel murrujoone abil pole sulud vajalikud.
Jagamise tulemuse kirjutises jatame sulud &ra.

Niited.
(+35) : (+7) =+5 (+35) : (—=7)=—5
(—35) : (4+7)=—b (—35) : (—T)=+45

£ +3 3 fo ge
g+ Hara L = L B R S

-1
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§ 34. Arvutamise pohiseadused positiivsete arvude
vallas.

Eespool-antud tehtejuhiste jargi kiies leiame, et

+8 4 (+8) =48 + (+3),
[(+2) - (+8)] - (+T) = (+2) - [(+8)- (+D)],
(+2) - [+8 + (+5)] = (42) - (+8) + (+2) - (45).

Neil ja teistel niisugustel niidetel veendume, et arvu-
tamise pohiseadused, mis kehtivad suunata arvude val-
las, kanduvad muutumatult iile positiivsete arvude valda.

Kui vaatleme positiivseid arve ja tehteid nendega, siis
ndeme, et need arvud oma omadustelt milleski ei erine
meile varemini tuntud mérgita ehk suunata arvudest.

Niiteks on

+3 < +5 ja roobiti sellega 3 < 5,
+7 —(+4)= 43 R ) 7T—4=38,
edasi
(+30) : (+5)= +6 5 A » 80 :5==26,
samuti
(+3)4= 81 i 5 . ioteeHl.

Jarelikult pole pohjust arvutamisel vahet teha arvude
+3 ja 3, arvude +7é ja 7% ning arvude --9,4

ja 9,4 vahel. Seepirast jitame positiivse arvu
kirjutamisel miérgi pluss #dra, kui seda
maérki pole tarvis eriti réhutada miinus-mirgi vastandina.
Nii kirjutame vérduse

+7 +(—8)= 44
asemel lithemalt
7+ (—3)=4
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ja vorduse

(—9)? =81
asemel lithemalt

(-=9)¥=81"

§ 35. Arvuvalla laiendamine negatiivsete
arvudega.

Pole raske veenduda, et positiivsete arvude vallas
kehtivad arvutamise pohiseadused kehtivad ka positiiv-
sete ja negatiivsete arvude vallas, kui aga mdista seal
summat, vahet, korrutist ja jagatist nii, nagu neid ees-
pool seletasime.

r Ni#kted.
e -2 T+ (4+18) =—T+13=-+46
+13 + (—T7) =413 —T=+6.
Seega
—T7 + (+13) =+ 13 4 (1),
tihendab, niite puhul kehtib liitmise vahetuvuse seadus.
2. (—7)-[(—5)" (+3)]=(—T) - (—15) =+105
[(—T7) - (—5)] - (+3) = (+385) - (4-3) = +105.
Seega

(=7) - [(—5) - (+3)1=[(—T) - (—B)]- (+3),
tihendab, ndite puhul kehtib korrutamise iihenduvuse
seadus.

3. (—4) [+18—(+N)1=(4) -[18-T]=
= (—4) - (4+6)=—24
(—4) - (+13) — (—4) - (+T) =—52 — (—28) =
——52 1 28 =—24.
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Seega

(—4) [ I8 (L) Py G gy~ ()L (LT,
tahendab, niite puhul kehtib korrutamise jaotuvuse
seadus.

Neist niiteist ndeme, et arvutamise pohiseadused, mis
valitsevad positiivsete arvude vallas, on muutumatult keh-
tivad ka positiivsete ja negatiivsete arvude vallas. Oeldu
pohjal voime vaadelda negatiivseid arve mitte mingi oma-
ette arvuliigina, vaid positiivsete arvude valla loomuliku
laiendina. Positiivsed ja negatiivsed arvud moodustavad
koos relatiivsete arvude valla,

Relatiivsete arvude valda kuuluvaks loeme ka arvu 0.
Oma omadustelt ta erineb tunduvalt koigist teistest arvu-
dest. Leiame koigepealt, et igasuguse arvu a puhul

¢+ 0=a ¢e—0=aqa
0F+a=a 0—a=—ua,
Olgu niitid ¢ moni tdisarv. Siis korrutamise definit-
siooni jéargi
¢ 0=0+4+0+04...4+0,

a liidetavat
ehk
@0=—0.
Siit jareldub, et
0%0=—170.

Olgu ¢ murdarv 7:—: Véttes nullist iihe n-diku ja siis

m niisugust, ndeme, et vordus

2 0==10
jaab kehtima ka murdarvulise « puhul. Samuti jiib teh-
tud eeldusel kehtima vérdus

0:a=0.
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Avaldisel 0-a korrutamise definitsiooni jargi pole
motet. Lepime kokku mdista selle siimboliga sedasama,
mis siimboliga @ -0. Siis oleks korrutamise vahetuvuse
seadus kehtiv ka nulli puhul ja oleks

0 Far== 01
Kiisime 16puks, mida tihendab siimbol
Qi)
Jagamise definitsiooni jargi siimbol @ : 0 néuab nii-
suguse arvu « leidmist, mis korrutamisel nulliga annaks

arvu a. Niisugust arvu x aga ei leidu: tdepoolest, mis-
suguse vadrtuse ka annaksime z-le, ikka on

O —0

ja mitte a, nagu noutakse. Sellest jareldub, et siimbolil
@ : 0 pole motet ja seepédrast

nulliga jagada ei saa.




Peatiikk IV.

Taisavaldised.

§ 36. Uksliikmete korrutamine.

Olgu antud korrutada kaks iihe ja sama arvu astet,
naiteks avaldis a™ avaldisega a®, Tuletades meelde nende
avaldiste tdhendust, saame

AUAYE= T LS R RO e, s

m tegurit n tegurit

Paremal pool seisvate tegurite koguarv on m -+ n;
seega vOib nende tegurite korrutist kirjutada lithemalt
kujul am+*; jarelikult

am-: qn — gn+n,

Nédeme, et ilihe ja sama arvu astmete korrutis on
sama arvu aste; korrutises esinev astendaja on tegurites
esinevate astendajate summa. Kergema meelespidamise
otstarbel anname tulemuse olulise osa lithisonastuses:

iihe ja sama arvu astmete korrutamisel astendajad liidetakse.

Niited.

1. a2-a3—a2+8 =q5,

s A =t Al

3. u-u2-ud—=—yl+2+3 —ysb,
Olgu antud korrutada iiksliikmed 5a2x3 ja —Taxzt. Nou-
tav korrutis on

5a2x3 - (—Tax*).
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Korrutamise vahetuvuse seaduse pohjal voime seda kir-
jutada ka nii:
5:(—T7):a2-a .23 x4

ja edasi korrutamise iihenduvuse seaduse pdohjal:

[6-(—7)1:[a2-a] - [«3 - 24]
ehk
(—35) - (a3) - (x7)
ehk, lithemalt,
—35a327.
Uldistades voime tulemuse lithidalt sonastada nonda:

iiksliikmete korrutamisel tuleb nende kordajad korrutada ja
iihesuguste tiheliste tegurite astendajad liita.

Niide.
(—3abx2) - (_z_;. a2x3) = (—38) » (=2 ;) - a8bYs =

= (8 '%)a3bx5 — Tasbas.

§ 37. Uksliikmete jagamine.

Olgu antud jagada kaks sama alusega astet, niiteks
avaldis a” avaldisega a”. Olgu astendaja m suurem asten-
dajast n, siimbolites: m > n. Siis

am . a‘l’l P aﬂl—”.

Téepoolest, korrutades kontrolliks jagatist jagajaga,
saame
am".q" = am—vu+n e am,

nagu peab olema.
Seega: kui m > n, siis

am: ghr= g™ ",

5 Algebra opik.
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Tulemuse véime liihidalt sénastada nénda:

ithe ja sama arvu astmete jagamisel astendaja jagajas lahuta-
takse astendajast jagatavas.

Jagatis a™ :am=1 igasuguse astendaja m puhul.

Olgu antud jagada iiksliige —28a5b3z iiksliikmega
—4a2b3, Rakendame korrutisega jagamise juhist:

selleks, et jagada arvu korrutisega, véib arvu jagada esimese
teguriga ja saaduse teise teguriga.

Jagame jagatava eeskitt jagaja esimese teguriga —4;
saame 7abb3x; jagame saaduse teise teguriga a2; see annab
Ta3b3x; jagame selle saaduse kolmanda teguriga b3; see
annab loppsaadusena 7a3z.

Uldistades véime iiksliikmete jagamise juhise sénas-
tada lithidalt nonda:

iikslilkmete jagamisel tuleb nende kordajad jagada ja iihe-
suguste tiheliste tegurite astendajad lahutada.

Niide.

3cN2ub : (—4N2y2) :—%cuﬂ.

§ 38. Uksliikmete astendamine.

Olgu antud astendada avaldis a» arvuga n.
Astme definitsiooni kohaselt kirjutame

(@™ =am.aqm.qm ... g».

n tegurit

Meelde tuletades, et iihe ja sellesama arvu astmete
korrutamisel astendajad liidetakse, leiame, et

(am)n ey am+m+m+ .o +m.
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Summa m -+m -+ m ... m, kus esineb n vordset
liidetavat ja iga liidetav on m, voime kirjutada liihe-
malt nm. Seega

(am)n = qgmn,

Tulemuse voime sonastada liihidalt nonda :

astme astendamisel astendajad korrutatakse.
Niaited.
(x2)3:x6 (u3)5=u15

Olgu antud astendada korrutis ab arvuga n.
Astme definitsiooni jargi on

5 (ab)* =ab-ab-ab ... ab.

n tegurit

Rakendades korrutamise vahetuvuse seadust ndeme, et

(ab)t=a-a:a...a - b-b-b...0

n tegurit n tegurit

ehk
(ab)r=an - bn.

Tulemuse voime sonastada liihidalt nonda:

korrutise astendamisel astendame iga tema teguri.

Nidide. Leida iiksliikme —3ab2¢3 neljas aste.
Eelmist juhist rakendades saame
(—3ab2e3)4 = (—3)4-a4- (b2)4- (¢3)4 =
=-}81-a4-b8-cl2,
ehk lithemalt
(—3ab2¢3)4 = 8latbsc12,

b*
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§ 39. Poliinoomide korraldamine.

Hulkliikmeist omavad erilist tdhtsust need, mis koos-
nevad iihe ja sama arvu astmeist. Neid hulkliikmeid nime-
tatakse voorkeelse nimetusega poliinoomideks.

Niiteks jirgmised avaldised on poliinoomid:
2¢—1, N2—3N, 5u2--2u—1T, h3-+h-}1.

Ulevaatlikkuse otstarbel on viisiks kirjutada polii-
noome nii, et neis liikmed esineksid kas kasvavate
voi kahanevate astendajate jarjekorras.
Ulaltoodud niiteis on poliinoomid korraldatud kahanevate
astendajate jarjekorras.

Niiteis
1 +l2z, H—3H2 -+ H3, w - 2w3 4 w5 — w7

on poliinoomid korraldatud kasvavate astendajate jirje-
korras.

Markus. Korraldatud poliinoomidena esinevad
meile k6ik kiimnendsiisteemis kirjutatud
arvud. Niiteks tdhendab kirjutis

25371
oieti poliinoomi

2:1044-5-103+8-102 4+7-104-1.

Liithiduse otstarbel on arvude mérkimisviisis dra jée-
tud kiimne astmed ja tehtemérgid. Missuguse kiimne
astme juurde kuuluvad kirjutises 25371 kordajad 2, 5, 3,
7, 1, seda nditab nende kordajate koht arvu 25371 kirju-
tises: paremalt vasakule poole seisavad esimesel kohal
tihed, teisel kohal kiimned (10!), kolmandal kohal sajad
(102), neljandal kohal tuhanded (103) jne.
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§ 40. Hulkliikmete liitmine ja lahutamine.

Hulkliikmete liitmine ja lahutamine tugineb liitmise
ja lahutamise pohiseadustele. Nende tehete sooritamise
viis on ndha jargmisist néiteist.

Néited.

1. (a3 +42x2+b5rx—1) 4 (a3 —202—2¢ -+ 1) =
=3 4 202 b — 1+ 03 —202 —2x + 1=
=213 + 3.

2. (u3—>bu-+4T7) — (u8 —3u2 -+ 6) =
=u3—b5u+T7—u3 4 3u2—6—=3u2—>5u-+1.

= 3. (bawx? -+ 3bz2 — Tabc) + (bz2 — bax2 - 6abe) =
=5ax2 + 3bz2 — Tabe -+ bz2 — bax? 1 6abec =
= 4bz2 — abe.

Monikord on otstarbekohasem kirjutada liidetavad
ja lahutatavad hulkliikmed iiksteise alla nii, et sarnased
litkmed esineksid samas veerus. Puuduvate astmete
koht jdetakse tiihjaks. Vote on sama, mida rakendame
arvude liitmisel ja lahutamisel, selle vahega, et dra jaavad
iilekanded ja laenamised.

Niited.
1. 4035 43 +8k+5
+ 1720 i k2 4 2k
43 4k + 3
4798 Ak3 - Thk2 - 9k 18
2. 175938 Tkt + 5k3 + 9%2 + 3k + 8
~ 30708 T 8ks + Tk2 S

45230 4kt 1 5k3 4 2k2 + 3k
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§ 41. Hulkliikme korrutamine ja jagamine iiks-
liikmega.

Hulkliikmete korrutamine iiksliikmega taandub kor-

rutamise jaotuvuse seaduse rakendamisel iiksliikmete kor-
rutamisele. 3

Hulkliikmete jagamine iiksliikmega taandub summa
jagamise seaduse rakendamisel iiksliikmete jagamisele.
Niaited.

1. (+522) - (x8 —4x2 32 —1) =
= b5 — 2024 4 1523 — b2,

2. (—4ab2x) - (5a2z -+ 3bx2 — Tab) —
) = —20a3b2x2 — 12ab323 | 28a2b3x.

3. (35Nu3 —14N2y2 |- TN3u) : (—TNu) =
= —>bu2 + 2Nu — N2,
Kokkuvéttes ‘vdime sonastada jargmise juhise:

hulkliikme korrutamiseks iiksliikmega korrutame selle iiks-
lilkmega eraldi hulkliikme iga liikkme ja liidame tulemused.

Analoogiline eeskiri kehtib hulkliikme jagamise kohta
tiksliikmega :

hulkliikme jagamiseks iikslilkmega jagame selle iiksliikmega
eraldi hulkliikme iga lilkkme ja liidame tulemused.

Niited.

1. (4ax3 -+ 12abx2 — Babcex) : dax —
=2 + 3bx — 2bec.

2. (2% Ntut 101 N3us — 16 N2u2) : TNuz =

2 1 1
=g Nouz+15 Nu—25N.
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Vorrand.

§ 42. Vordus. Vorratus.

Kui kaks avaldist on vordse d, siis mérgime seda
vordusmirgiga nende avaldiste vahel. Niiteks kirjutame:

5:18—T7-4=38-9-+10

13(114+9)=2-2:5-13

2.741_ 1)2

IRy 3 O T o (2)

o+ 40 =2a -} 3a

3z (a —4¢) = 3ax — 12¢x.

Niisuguseid kirjutisi nimetame vordusteks. Kui

kaks avaldist p ol e vordsed, kasutame selle tosiasja mér-
kimiseks siimboleid

e o <5 o

Niiteks kirjutame:
52 32 (5—3)2
7 >82-4+9
0,52 <1—0,5.
Niisuguseid kirjutisi nimetame voérratusteks.
Iga vordus koosneb ikka kahest osast; neid osi nime-

tame lithidalt véorduse vasakuks pooleks japare-
maks pooleks. Samu nimetusi kasutame ka vorra-

tuste puhul.
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§ 43. Samasus.

Vordust nimetame samasuseks, kui ta kehtib temas esineva
tihe voi tahtede igal vairtusel.

N&dide. Olgu antud vordus:
(x—1)(x—2) =22 —3x | 2.

Asetame vorduse kummaski pooles tihe x asemele niiteks
arvud
1

0,000y 212, 1 =21 0 ey i 0,8

ja korraldame tulemused tabelisse. Saame

@ 0 1 A i o Kot i M SO Y
| f 2 |
| 1 | it
o W e [ 0 s 12 . ‘ 0,24
| | i
T T B R
@2 — 3z 4 2 -t g il e oy L T | 0,24
| | i | |

Néeme, et iga kasutatud z-vddrtuse puhul nii iiks kui
teine avaldis omab iiht ja sama viértust. Sedasama nieme,
andes tdhele x veel teisi vaidrtusi. Seega antud vérdus on
samasus.

Samaselt vordumise tdhiseks on ==.

Oeldu péhjal voime antud vorduse kirjutada kujul:
(x—1)(2—2) =22—38x 2.
Samaselt vorduvad avaldised tihendavad iiht ja seda-
sama, erinedes iiksteisest vaid viliselt kujult.

Koik avaldiste teisendused, mis otseselt véi kaudselt
tuginevad arvutamise pohiseadustele, ei muuda avaldise
numbrilist vaartust, vaid muudavad ainult tema vilist
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kuju; niisuguste teisenduste tulemus on seega alati sama-
selt vordne ldhteavaldisega.

Niaide.

62(2x — a) + a(bx — 4a) = 1222 — 6ax | 6axr — 402 =
== 1222 — 402 =4 (822 — a2).

Miarkus. Siimbolit = tarvitatakse ainult siis, kui
on tarvis er iti rohutada asjaolu, et vordumine on kehtiv
samaselt. Muidu tarvitatakse siimboli = asemel hari-
likku vordusmiarki =, nagu meie seda seni olemegi teinud
kéigi teisenduste puhul.

§ 44. Vorrand.

. Olgu antud vérdus z2=3x - 28. See vordus ei ole
samasus. Toepoolest, asetades tidhe x asemele niiteks
arvu 4, saame vasakul poolel 4% ehk 16, paremal poolel aga
3 -4 -+ 28 ehk 40. Tulemused pole vordsed.

Voib kiisida, kas ehk siiski leidub z-i véartusi, mille
puhul mélemad avaldised omavad iiht ja sama viér-
tust, tdhendab, z2 saab vordseks avaldisega 3z - 28.

Asetades 2-1 asemele arvu 7 nideme, et esimene avaldis
omab vidrtust 72 ehk 49 ja teine viartust 3 -7+ 28, ehk
ka 49. Téahendab:

kui ® =17, siis on x2=3x | 28.
Vérdust, mis sisaldab mingit tidhte ja ei ole samasus, nime-
tame vorrandiks.
Niited. Vordused
20— 10 =17 —=z
r22—5x-1+-6=0
x3=3x 42
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onvorrandid, sest asetades z-i asemele niiteks nulli,
saame vorduste vasakul poolel ja paremal poolel vastavalt

=10 38 17, ' a0, "0)8 2
seejuures
—107= 17, “620," 0=2.

Arvust, mis asetamisel otsitava asemele vérrandi kummassegi
poolde annab vordsed tulemused, iitleme, et ta rahuldab vér-
randit.

Naiiteks rahuldab vérrandit
wZ=— Ty —-12
2-i védrtus 3, sest 32—=9 ja ka 7-3—12—0.
Vorrandit rahuldavat arvu nimetame vorrandi lahendi ks.
Niiteks arv —2 on vérrandi

w8 =382 2% g
lahendiks.-

- Vorrandi lahendi leidmiseks vajalikkude teisenduste ja tehete
sooritamist nimetame vdrrandi lahendamiseks.

Uks vorrandi lahendamise viisidest tugineb proo-
vimisele.

Nédide. Lahendame vorrandi Tz — 22 — 44,
Asetades z-i asemele arvud

A (e R g Vi ol N

saame vasakul poolel

—49 —42 35 —28 —21 —14,
paremal poolel seevastu
+5 —8 —19 —28 —35 —40.

Néeme, et arv —4 annab asetamisel kummalgi poolel
vordsed tulemused; seega arv —4 on antud vérrandi
lahendiks.
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Algebra rakendamisel tegeliku elu poolt seatud kiisi-
mustes on esimeseks piiiideks avaldada need kiisimused
liihikirjas vorrandite ndol. Algebra tédhtsamaid
iilesandeid on votete loomine vdrran-
dite lahendamiseks.

§ 45. Vorduse ja vorratuse pdhiomadused.

Igal vordusel on 4 pdhilise tdhtsusega omadust, mis
silmansdhtavalt kehtivad ja toestamist ei vaja. Sonas-
tame need vorduse omadused jiargmiste aksioomi-
dena:

1. Liitmisaksioom. Kui kahe virdse arvuga liita iiks
ja sama arv, saame vordsed tulemused. ‘

Siimbolites : Kui ae=0,

siis a-+m=>b-+ m.

2. Lahutamisaksioom. Kui kahest vordsest arvust
lahutada ilks ja sama arv, saame vordsed tulemused.

Siimbolites: Kui a—0
siis a—m=b—m.
3. Korrutamisaksioom. Kui kaks vordset arvu kor-
rutada iihe ja sama arvuga, saame vordsed tulemused.
Siimbolites : Kui a=—0,
siis ma = mb.
4. Jagamisaksioom. Kui kaks vordset arvu jagada
iihe ja sama arvuga, saame vordsed tulemused.

Siimbolites : Kui a=b;

siis

3|

m
Arvuks m ei saa olla null.
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Ulaltoodud 4 aksioomi moodustavad aluse, millele
tugineb kogu vérrandite teisendamine ja lahendamine.

Néadide. Lahendame vérrandi %x —1=_8.

Teisendame selle vorrandi jark-jargult: liites kum-
magi poolega arvu 1, saame liitmisaksicomi pohjal vor-
randi

9;

l

3x
4

jagades siin kummagi poole arvuga 3 saame jagamis-
aksioomi pohjal vérrandi

korrutades niitid kummagi poole arvuga 4 saame korruta-
misaksioomi poéhjal
Aeli=ift 124

millega otsitav lahend on leitud.

Kéik vorrandid, mis saame ménest lihtevérrandist
iilaltoodud 4 aksioomi rakendamisel, on ldhtevérrandi
teisendid. Lahtevorrand ja tema teisendid omavad
koik samu lahendeid. Seepdrast nimetame kéiki neid
vorrandeid iiksteisega samavididrseiks ehk ekvi-
valentseiks.

Ro66biti iilaltoodud vorduste omadustega on kehtivad
jidrgmised vérratuste omadused:

1.0 Kl W=D, Kui @ < by
siis a4+m>b+m. siis a+m<b-+m.
250K a >, Kui A

sils a—m >b—m. siis a—m<b—m.



3. Kui
ja
siis

Seevastu:
Kui
ja
siis

4, Kui
ja
siis

Seevastu :
Kui
ja
siis

m >0 Kui
a>uby ja
siis
ma > mb.
m <0 Kui
a>b, ja
siis
ma < mb.
m >0 Kui
00 ja
siis
8.z
m~ m
m <0 Kui
a0 ja
siis
Qo
m< m’

Mirgime l6puks veel jargmise tosiasja:

siis igasuguste @ ja b puhul

ma=mb .

Seepirast: kui m =0, siis vordusest

ma = mb

ei saa jareldada, et ka

. ==3h,

(il

m> 0
a. <D

ma < mb.

Se

kui m =0,
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§ 46. Vorrandite teisendamise lause.

Vorrandi iga liiget voib kanda iile iihelt vorrandi poolelt teisele,
muutes seejuures lilkme mirgi vastupidiseks.
Téepoolest, olgu tegemist niiteks vérrandiga
23 + 192 = 1022 — 30.
Liihiduse mottes kirjutame ta kujul
A+ B=C—D,
kus A, B, C ja D tahendavad avaldisi z3, 192, 10x2 ja 30.

Tahetagu siin iile viia liige B vasakult poolelt
paremale poolele. Selleks lahutame vérrandi kummastki
poolest liikme B; lahutamisaksioomi péhjal on seejuures
tekkivad vahed vordsed; seega

AlB—B—=(C-~D-—B
ehk, liihemalt,
A e LR
Néeme niitid liiget B vastupidise mirgiga seismas vor-
randi paremal poolel.
Tahetagu algvorrandis iile viia paremalt poo-
lelt vasakule poolele liige —D. Selleks liidame vérrandi

kummagi poolega arvu D; liitmisaksioomi pohjal on tule-
mused vordsed; seega

A+B+4+D=C—D-+D
ehk, liithemalt,
A+ B4 D=C.

Néeme niilid liiget D vastupidise mirgiga seismas vér-
randi vasakul poolel

Nédide 1. Olgu antud vérrand
5z 4 1 =8z — 20.
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Praegu-toestatud lause lubab selle vérrandi kirju-
tada kujul 5z 4+ 21 =8z v6i 1 =32 — 20 voi 0 = 3z — 21.
Koik need 4 vorrandit on samaviaidrsed. Kéiki neid
4 vorrandit rahuldab arv 7.

Néaide 2. Olgu antud vorrand x2 4+ 52 — 6 =0.

Praegu-toestatud lause lubab sama vorrandit kir-
jutada kujul 224-5xr=6 VoI x2=-—bxr-}6 VoI
22—6=—>5x v0i bxr=—6-—2a2 Ko6ik need vorrandid
on samavaadrsed. Koiki neid vorrandeid rahuldavad
arvud —6 ja 1.

§ 47. Lineaarvorrand.

Olgu antud mingi vorrand, milles pole liikmeid otsi-
tavaga nimetajas. Votame vorrandi liikmed vasakule
poolele nii, et paremale poolele jddks null; avame koik
sulud ja koondame vasaku poole.

Kui peale koondamist otsitav esineb vorrandis ainult esimesel
astmel, siis nimetame seda vorrandit esimese astme vorrandiks ehk
lineaarvorrandiks.

Sama nimetuse anname sel korral ka ldhtevorrandile.
Niiteks on
2z =17 Sz —4=—19 7x—1=§1x—}—29
lineaarvorrandid.
Seevastu
2=z-+3 %-—23::10
pole lineaarvorrandid.

Lineaarvorrandis peab leiduma liige otsitava esimese
astmega; kirjutame selle liitkme kujul azx. Korvu sellega
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voib leiduda otsitavast vaba liige; mirgime selle tihega b.
Seega
lineaarvorrandi iildkuju on ex -+ & =0.

Jargmised iilesanded selgitavad lineaarvorrandi lahen-
damise kaiku.

Ulesanne 1. Lahenda vdrrand 12z — 21.

Lahendus. Jagades voérrandi kummagi poole
12-ga, saame jagamisaksioomi po6hjal vordsed arvud;
seega

ehk, taandades,
e=1=13
4 4
Ulesanne 2. Lahenda vorrand z -8 =13.
Lahendus. Lahutades kummastki poolest 8, saame
lahutamisaksioomi pohjal vordsed arvud; seega
r—13 —8 ’
ehk
L3l

Ulesanne 3. Lahenda vorrand 4z} 7=38.
Lahendus. Lahutades kummastki poolest 7, saame
lahutamisaksioomi péhjal vordsed arvud; seega
! dp—3 -1,
ehk
4 ——4.
Jagades kummagi poole 4-ga, saame jagamisaksioomi poh-
jal vordsed arvud; seega

ehk
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§ 48. Uldkujulise lineaarvérrandi lahend.

Olgu antud lahendada vorrand
axr—+b=0.

Kummastki poolest arvu b lahutades saame lahuta-
misaksioomi pohjal
ar=——b;
kumbagi poolt arvuga a jagades saame jagamisaksioomi
pohjal
r=——,
a
Et vorrand ax + b = 0 oleks toesti esimese astme vor-
rand, selleks peab ¢ olema nullist erinev: a = 0.
Sel eeldusel on murrul — % kindel iihene véaartus. Seega

lineaarvorrandil on iiks ja ainus lahend.

§ 49. Lineaarvorrandi lahendamine.

Aja ja vaeva kokkuhoiu moéttes on otstarbekohane
lineaarvorrandi lahendamist toimetada jargmiselt:

1. avame sulud, kui vorrandis esineb suluavaldisi, ja koondame;

2. kanname koik otsitavaga liikmed iihele pooolele ja koik otsi-
tavast vabad liikmed vorrandi teisele poolele;

3. koondame;

4. jagame molemad pooled otsitava kordajaga ja taandame
saaduse.

Leitud lahendit kontrollime, asetades selle algvor-
randisse otsitava asemele.

Ulesanne. Lahenda vérrand
5(xr—4) —282z+T7) —14=9(2z }+5) —x —21.

Lahendus. Avame sulud:
5020 —20 —62r—14 —14=18z -} 45 — 2 —21;

6 Algebra opik.
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koondame kummagi poole:
— — 48 =1Ta -+ 24 ;

votame otsitavaga liikmed vasakule poolele, otsitavast

vabad litkkmed paremale poolele:
g Vg 24 A8
kooudame nii vasaku poole kui ka parema poole:
—18x="T2;

jagame kummagi poole —18-ga:
72

LT IaR

taandades saame l6puks
x=—4.
Kontrollime leitud lahendit.
Leitud a-vdartuse puhul antud voérrandi
pool on:
5:(—4—4)—2-[8:-(—4) +7] —14=
=5:(—8)—2  (—1247) —14=

vasak

=—40—2 - (—5) — 14 —=—40 + 10 — 14 — —44;

sama z-vddrtuse puhul vorrandi parem pool on
9- 127 (—4) + bl — (—4) 2l =

RTINS e Ve gl e % P Y [

e 2T e 4 ] =48 4 4 === 44,

Et kummalgi poolel saime sama tulemuse, siis arv

—4 toepoolest rahuldab vorrandit.

Kontrollimisel tuleb leitud lahend asetada otsitava
asemele vorrandi algkuju kummassegi poolde, mitte
aga juba teisendatud vorrandi pooltesse. Vastasel korral
asetamine ei ilmutaks viga, mis ehk on juhtunud juba vor-

randi teisendamisel.



Preg'tiivk k> Vi:
Arvutamise abivalemid.

§ 50. Kaksliikmete korrutamine.

Olgu antud kaksliikmed @ + b ja ¢ +d. Nende kor-
rutis on

(a+0b) - (c+d).

Et saada seda korrutist sulgudeta avaldisena ehk aren-
datud kujul, rakendame korrutamise jaotuvuse sea-

dust:
m- (¢c+d) =me -+ md.

Konesoleval juhul m=a +b. Seega
(a+0b)-(c+d)=(a+b):-c+ (a+bd)-d.
Rakendades viimase vorduse paremal poolel uuesti sama

seadust, saame

(a+b) - (c+d)=ac+bc+ ad } bd.
Samal viisil saame

(@a+0b)-(¢c—d) =ac+ bc— ad— bd
ja

(@a—0) - (¢c—d) =ac—bec—ad + bd.
Sonastame tulemuse nénda:

kaksliikmete korrutise arendamiseks korrutame iihe kaksliikme
kummagi liikme teise kaksliikme kummagi lilkmega ja liidame saa-
dused.

e'



84

Niited.
(x4 1) (x+2) =22+ 2 +2r+2=a2+ 3z 2.

2. (204 u) (e —3u) =202 +au — 6ou — 3u? =
= 202 — bau — 3u.

§ 51. Summa ruudu valem.

Olgu antud kahe arvu summa a -+ b. Selle ruut on
(a+b)2.

Et saada seda avaldist arendatud kujul, rakendame
kaksliikmete korrutamise eeskirja; see annab:

(@+b)2=(a+Db) - (a+b) =a? +ab+ ba + b2;
sellest jareldub, et
(a + b)2 = a® + 2ab + b%
Sonastame tulemuse nonda:

kahe arvu summa ruudu arendamiseks tuleb liita esimese arvu
ruut, esimese ja teise arvu kahekordne korrutis ja teise arvu ruut.

Naited.

(a+38)2=0a2}+2-a-3+4+32=0a2+6049.

2. (4a+Tb)2=(4a)24+2-4a-Tb 4 (Tb)2=
= 1602 4 56ab - 49b2.

3. 1082 = (100 +8)2=1002 +2-100-8 4 82=
=10000 - 1600 - 64 — 11664.
§ 52. Vahe ruudu valem.

Olgu antud kahe arvu vahe a —b. Selle ruut on
(a —Db)2.
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Et saada seda avaldist arendatud kujul, rakendame kaks-
litkmete korrutamise eeskirja; see annab:

(a—b)2=(a—0b) - (a—Db) =a2—ab —ba } b2,
millest jareldub, et
(a—b)2=a? — 2ab + b2.
Sonastame tulemuse nonda:

kahe arvu vahe ruudu arendamiseks tuleb esimese arvu ruudust
lahutada esimese ja teise arvu kahekordne korrutis ja saadusega
liita teise arvu ruut.

Niited.
1. (a—5b5)2=0a2—2-a-5-+52=a2—10a -+ 25.
2. (83a—2b)2= (3a)2—2-:3a-2b-+ (2b)2 =
. = 9a2 — 12ab -} 4b2.
3. 972=(100—3)2=1002—2-100-3 | 32=
: =10000 — 600 - 9 = 9409.

§ 53. Kahe arvu summa ja vahe korrutise valem.

Kahe arvu ¢ ja b summa ja vahe korrutis avaldub
kujul
(a4 0b) (a—D).

Selle avaldise arendamine kaksliikmete korrutamise ees-
kirja jargi annab:

(a+b)(a—Db) =a2—ab -+ ba— b2,
millest saame
(a+b) (a—b) = o> — b2
Sonastame tulemuse nonda:

kahe arvu summa ja vahe korrutise arendamiseks tuleb esimese
arvu ruudust lahutada teise arvu ruut.
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Niaited.
1. (z+5)(x—b)=1a2—25.
2. (3a 4 2b) (3a —2b) = (3a)2 — (2b)2=19a2 — 4b2.
3. (a4 2)(a—=x)(a2+ a2) =

= (a2 —22) (a2 + 22) — a4 — x4,

Miairkus. Ulaltuletatud valemites voib vahetada
pooled. See laiendab veelgi nende valemite kasutamise
voimalust arvutamisel ja avaldiste teisendamisel.

Niaited.

142zt 22= (14 x)2.
i 1\2.
du2 —u -+ 1—6-—(2u—T)
3. 932172 = (934 7)(98 —17) = 100 - 86 = 8600.

§ 54. Hulkliikmete korrutamine.

Hulkliikme korrutamine hulkliikmega taandub korru-
tamise jaotuvuse seaduse rakendamisel hulkliikme korru-
tamisele iiksliikmetega ja saadud korrutiste liitmisele.
Hulkliikmete korrutamise eeskirja sonastame nii:

kahe hulkliikme korrutise saamiseks tuleb korrutada esimese
hulkliikme iga liige teise hulkliikme iga liikmega ja liita saadused.

Korrutise anname koondatud kujul.

Niide 1.
(x2—2x+38)(x+4)=
=3 — 222 4 3x + 402 —8x + 12=
=23 4 222 — 5 + 12.
Niaide 2.
(8ax2 4 4bu2) (ax + dbu) =
— 3a2x3 4 dabux 4+ 3abux? + 4b2u3.
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Poliinoomide korral on iilevaatlikkuse méttes otstarbe-
kohane osakorrutisi kirjutada iiksteise alla nii, et sarna-
sed liikmed esineksid samas veerus. Puuduvate ast-
mete kohad jaetakse tiihjaks. Vote on sama, mida raken-
dame arvude korrutamisel.

Niide 3.

(x3—224-8) (@2 f2x—1)

x5 — 223 |- 322
—+ x4 — 222 + 32
— 23 -+ 2x —3
x5 - x4 —3a3 4+ 22+ br—3

§ 55. Summa kuubi ja vahe kuubi valemid.

Olgu antud kahe arvu summa ¢ -+ b. Selle kuup on
(a4 b)3.
Et saada seda avaldist arendatud kujul, kirjutame:
(@+b)8=(a+0) (a4 b)2=
= (a +b) (a2 + 2ab + b2) =
==a?® -+ 2a2b - ab2 - a2b - 2ab2 | b3
ehk lithemalt:
(a + b)? = a® + 3a2b -+ 3ab® -} b3.
Samal teel leiame, et
(a—b)2 = a® — 3a2b + 3ab2® — b3.
Sonastame tulemused nénda:

kahe arvu summa kuubi arendamiseks tuleb liita esimese arvu
kuup, esimese arvu ruudu ja teise arvu kolmekordne korrutis, esimese
arvu ja teise arvu ruudu kolmekordne korrutis ning teise arvu kuup;
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kahe arvu vahe kuubi arendamiseks tuleb esimese arvu kuu-
bist lahutada esimese arvu ruudu ja teise arvu kolmekordne kor-
rutis, vahega liita esimese arvu ja teise arvu ruudu kolmekordne
korrutis ning saadusest lahutada teise arvu kuup.

Naited.
1. (1—=z)3=1—3x 4 3x2— x3.
(10,1)3 = (10 + 0,1)3 =
=1000 +3-100-0,1+43-10-0,01 4 0,001 =
=1000-+3-10 4+ 3-0,1 -+ 0,001 =1030,301.

Miarkus. Arvutamise abivalemid hélbustavad tun-
duvalt arvutamist, voimaldades seda ménikord toimetada
peast. Need valemid on ka téhtsaks abinduks avaldiste
teisendamisel.

Naited.

1. 452= (40 + 5)2 = 1600 4 400 + 25 = 2025.
872 — 132 = (87 4+ 13) (87 — 13) =100 - 74 = 7400.

(8a+ b)2— (3a—Db)2=

=9a2 + 6ab + b2 — 9a2 + 6ab — b2 = 12ab
voi teisiti:

(8a +b)2— (Ba—Db)2=

—Ba+b+3a—>b) (Ba+b—3a+b)=
=60 1 2b' = 1240\

4, (x+3)(z—4) —(x—2)2=
= (22 4 8z —4x —12) — (22 —4x + 4) =
=(2—2x—12—224+40—4=3x—16.
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Arvude ja tiksliikmete jaguvus.

§ 56. Arvu jagaja.

Selles ja jargmistes sama peatiiki paragraafides
me tegeleme tdisarvudega. Sona arv ja tdhised
a, b, N, q... tdhendavad siin tdisarve.

Iga arv jagub arvuga 1, nditeks
45k —d BT il =5 8T QAR g
samuti iga arv jagub arvu enesega, niiteks

10110 =13 198 :198=1, N 1

Arvu a jagamisel mone arvuga b, kus b > 1 jaa > b,
voib esineda k a ks juhtu: arv @ annab jagamisel arvuga
b jadgi voi arv a jagub arvuga b.

Kui arv a jagub arvuga b, siis iitleme, et

arv b on arvu a jagajaks,
ehk

arv b on arvu a teguriks,
ehk

arv a on arvu b kordne.

Niiteks arv 210 jagub arvuga 42, seega arv 42 on
arvu 210 jagaja ehk arv 42 on arvu 210 teguriks ehk arv
210 on arvu 42 kordne.
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Arvu jagajate leidmine voib toimuda proovimise
teel. Nii leiame arvu 20 puhul, et tema
jagajaiks on
s i ik 10, 20;
jagajaiks pole
35 6. T8O P2 13, 00 kO,

§ 57. Algarv. Kordarv.

Taisarvude reas

16258, AB L 61T R, 19 QLR g 12 3L A Vi G AT
leidub arve, millel pole teisi jagajaid peale arvu iihe ja
arvu enda. Niisuguseks arvuks on niiteks 7: ta jagub
1-ga ja T-ga, ei jagu aga 2-ga, 3-ga, 4-ga, 5-ga, 6-ga.

Arve, milledel ei leidu iihest suuremaid ja arvust enesest
viiksemaid jagajaid, nimetame algarvudeks.

Arvu 1 me ei loe algarvude hulka.

Vahemikus 1-st 100-ni leiame proovimise teel jirg-
mised algarvud:
2ydno A1 13,) 1T, 19,423,129 81 87,4 48:47..63, 59,

61, 6%, 711,13, 79,'88, 89,97

Vastandiks algarvudele on arvud, milledel leidub iihest

suuremaid ja arvust enesest viiksemaid jagajaid.

Arve, milledel leidub iihest suuremaid ja arvust enesest
viiksemaid jagajaid, nimetame kordarvudeks.

Kordarvudeks on niiteks arvud 6, 15, 28.

§ 58. Jaguvuse tunnused.

Kiisimust, kas antud arv jagub mone teise arvuga voi
mitte, on igal juhul véimalik otsustada, tegelikult jagades
antud arvu selle teisega. Niiteks arv 495 ei jagu arvuga
17, sest jagamisel tekib jadk 2.
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Jagamise tegelik ldbiviimine on kiillaltki tiilikas. Pal-
jude sageli esinevate jagajate puhul, nagu 2, 3, 4, 5, 9,
saame jaguvuse kiisimust otsustada tunduvalt véiik-
sema vaevaga, rakendades jaguvuse tunnuseid.
Jaguvuse tunnuste tuletamisel toetume jérgmistele lau-
setele:

1. Kui kumbki kahest liidetavast jagub mdne arvuga, siis
jagub sellega ka nende summa.

2. Kui iiks liidetavaist jagub mone arvuga, teine aga annab

arvuga jagamisel sama jadgi.

Esimese lause toestamiseks arutame jargmiselt:
Olgu lauses nimetatud liidetavad mirgitud tdhtedega
¢ ja b, nende summa tédhega N:

N=a-+b.

Jagugu arvud @ ja b arvuga c; siis on a ja b arvu ¢

kordsed ja me vdime Kkirjutada:

ATy T

QE=haiiey
kus p ja ¢ on tdisarvud. Liitmisaksioomi pohjal saame:

a+b=p-c+t+q:c
ehk
N=(p+4q :ec.

Siit ndeme, et N on arvu ¢ kordne, seega jaguv arvuga c.
Lause jééib kehtima ka 3, 4, 5 jne. liidetava puhul.

Teise lause toestamiseks arutame jiargmiselt:

Olgu liidetavad nagu varemalt tdhistatud ¢ ja b.
Jagugu arv a arvuga ¢ ja andku arv b jagamisel arvuga ¢
jagatise ¢ ja jaagi r. Siis on

a=Dp-¢
b=q-c+r.
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Liitmisaksioomi pohjal saame
at+bdb=p-ct+q-c+r,
N=({p+4q c+r.

Siit ndeme, et arvu N jagamisel arvuga c tekib jaik 7,
m.o. bt -

ehk

Jaguvuse tunnused jagajate puhul
20154520110

Olgu antud mingi arv N; olgu temas kiimneid % ja
tihelisi % ; siis on N = 10k + u.

Viimase summa esimene liige on arvude 10 ja k kor-
rutis; tegur 10 on 2-ga jaguv, seega on 10k korrutise jaga-
mise seaduse pohjal jaguv 2-ga. Teise lause pohjal arv
N annab jagamisel 2-ga sama jaidgi, mis annab iiheliste
arv u jagamisel 2-ga. Jirelikult arv N on jaguv voi mitte-
jaguv 2-ga vastavalt sellele, kas tema iihelised on 2-ga
jaguvad vo6i mitte. 2-ga jaguvad iihtedest vaid 0, 2, 4, 6, 8.
Seega :

arv on jaguv 2-ga, kui tema kirjutis 16peb nulli v6i paaris-
numbriga.

Samal viisil arutades leiame, et
arv on jaguv 5-ga, kui tema Kkirjutis I6peb numbriga 0 véi 5.
Samal viisil arutades leiame ka, et

arv on jaguv 10-ga, kui tema kirjutis 16peb numbriga 0.

Jaguvuse tunnus jagajate 4 ja 25 puhul

Olgu antud mingi arv N; olgu temas sadu s, kiimnelisi
k ja iihelisi u; siis on
N =100s -} 10k -+ u,

S0 N =100s - (10k 4 u).
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Viimase summa esimene liige on korrutise jagamise
seaduse pohjal jaguv 4-ga. Teise lause pohjal arvud N
ja 10k + u annavad jagamisel 4-ga lihe ja sama jaagi.
Jarelikult arv N on jaguv voi mittejaguv 4-ga vastavalt
sellele, kas 10k + » on jaguv 4-ga voi mitte. Seega:

arv on jaguv 4-ga, kui ta kirjutise kaks viimast numbrit kuju-
tavad 4-ga jaguvat arvu.

Samal viisil arutades leiame, et

arv on jaguv 25-ga, kui ta kirjutise kaks viimast numbrit
kujutavad 25-ga jaguvat arvu.

Jaguvuse tunnus jagajate 9 ja 3 puhul

Olgu tegemist mingi arvuga N; olgu tema numbrid
pareialt vasakule poole 7y, Mg, Mg, ... Siis on selles
arvus n, iihelist, n, kiimnelist, ny sajalist jne. Niiteks
arvu 7509 puhul n; =9, n,=0, n3=>5 ja ny="T. Oma
numbrite kaudu arv N avaldub kujul:

N=n1+10n2+100n3+...

Selle summa voime kirjutada ka nii:

N=mn,+ (9ng + ng) + (993 + n3) {...

ehk, avades sulud ja litkmed teisiti rithmitades,

N= 9,4+ 99n3+...) + (ny +ns + ng+...).

Esimeses suluavaldises on iga liige ilmsesti 9-ga
jaguv; esimese lause pohjal on seega suluavaldis ise
9.ga jaguv. Teise lause pohjal annab arv N jagamisel
9-ga sama jadgi, mille annab jagamisel 9-ga avaldis

ny+ne+ N3+ ...

ehk arvu N ,,numbrite summa‘. Jéirelikult on arv N jaguv
voi mittejaguv 9-ga vastavalt sellele, kas arvu numbrite
summa on jaguv 9-ga voi mitte. Arvu numbrite summat
nimetame arvu ristsummaks.
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Kokkuvaottes :
arv on jaguv 9-ga, kui arvu ristsumma on jaguv 9-ga.
Samal viisil arutades leiame, et
arv on jaguv 3-ga, kui arvu ristsumma on jaguv 3-ga.
Nédide. Arv 780126 on jaguv 2-ga, sest 6 on jaguv
2-ga; arv pole jaguv 4-ga, sest 26 pole jaguv 4-ga; arv
pole jaguv 5-ga, sest 6 pole jaguv 5-ga. Arvu ristsumma

T840 L1584 gLy

on jaguv 3-ga, pole aga jaguv 9-ga; seega antud arv on
jaguv 3-ga, mitte aga 9-ga.

§ 59. Arvude lahutamine algtegureiks.

Olgu antud moéni kordarv a; olgu b iiks selle arvu
tegureist ; siis on BBl
Selles vorduses arv a esineb korrutisena. Kui arvud
b ja q on algarvud, siis meie vordus annab arvu «
tema algtegurite korrutisena, ehk, nagu
itleme, algtegureiks lahutatud kujul
Niiteks esinevad vordustes

b=t Tt B o 611 =13 - 47

arvud 15, 77 ja 611 lahutatult oma algtegureiks.

Olgu vorduses iy
iiks tegureist, niiteks b, kordarv. Siis peab temale
leiduma jagaja, mis on suurem kui 1 ja vdiksem kui b;
olgu see jagaja c¢. Sel puhul voime kirjutada

=c-p,

seega ok
Olgu viimases vérduses iiks tegureist, niiteks ¢, jil-
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legi kordarv. Siis peab temale leiduma jagaja, mis on
suurem kui 1 ja vidiksem kui c¢; olgu see d. Sel puhul

By -
voime kirjutada oS

seega wle gl gt

Nonda edasi minnes ja kordarvulisi tegureid jarjest
korrutistena kirjutades jouame viimaks niikaugele, et
koik paremal poolel seisvad tegurid on algarvud: arv
« esineb siis oma algtegurite korrutisena ehk lahutatult
algtegureiks.

Tegelikult toimub arvu e algtegureiks lahutamine sel
viisil, et me proovime, kas algarv 2 on arvu teguriks;
kui mitte, siis proovime, kas 3 on selle arvu teguriks; kui
mitte, =siis proovime, kas 5 on selle arvu teguriks, jne.
Vaib juhtuda, et iikski arvust a vidiksem algarv ei ole arvu
a teguriks; siis on a ise algarv. Vastasel korral
leidub arv ¢, mis on arvu a teguriks. Sel puhul médidrame
arvu a ja leitud teguri ¢ jagatise b, kirjutame a =1t b ja
toimetame edasi arvuga b, nagu eespool arvu a puhul sele-
tatud.

N dide. Lahutame arvu 396 algtegureiks.

Talitades eespool-seletatud viisil saame:

BY6=—2" 198 =—2:2-99—2" 2 8 = 3= 2 1%+ 3 5s Ll

Sobivat skeemi arvu algtegureiks lahutamiseks 6pime
jargmisist nditeist:

Niide 1. Niide 2.
396 | 2
198 | 2 3003 | 3
9ae 3 1001 | 7
33| 3 143 | 11
11|11 13 |13

306 —=2-2.3.8.11=22.8%.11" 3003=8.7-.11-13

b AR Bt e et R e bt e ]
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Seega on antud arvude suurimaks ihisjagajaks
arv 6. Arvude suurimat tihisjagajat nimetame ka arvude
suurimaks thisteguriks. Niisiis:

antud arvude suurimaks iihisteguriks nimetame suurimat
arvu, millega jagub igaiiks antud arvudest.

Olgu kaks arvu lahutatud algtegureiks. Kirjutame
vilja molema arvu tihised algtegurid, Vottes
neid tegureid tksikult, siis korrutatult paarikaupa, kolme-
kaupa jne. saame koik meie arvude tihisjagajad;
suurima neist saame, arvutades koigi iihiste alg-
tegurite korrutise.

Nidaide. Olgu antud arvud 420 ja 2700. Lahutades
need algtegureiks saame:
420=—=2"2"8 57 200 =223 53 b
Antud arvudel on jédrgmised iihised algtegurid:
i a4 Bty
seega on antud arvude iihiseiks jagajaiks arvud

2,8y 205 22, 2udiudabindio b
24280 22 by 23y 2828 ¢b.

Neid arve voime kirjutada lithemalt nii:
2::8;6; 4,6, TONE6; 32, 205 80760
nendega seltsib veel endastmoistetavalt jagaja 1.
Arvude 420 ja 2700 suurim iihisjagaja ehk suu-
rim tithistegur on 60.
Eespool-deldut iildistades jouame jargmisele reeglile:
selleks, et saada antud arvude suurimat iihistegurit, lahutame
arvud algtegureiks, kirjutame vilja arvude iihised algtegurid
ja leiame nende korrutise.

N idide Leiame arvude 1452, 1980 ja 6600 suurima
ithisteguri.

7 Algebra &pik.
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Korraldame t66 nii:

6600 | §2

1980 | 2 3300 | 2
1452 | 2 990 | 2 1650 | 2
726 | 2 495 | 3 825 | 3
363 | 3 165 | 3 275 | 5
121 | 11 55| 5 55| 5
11|11 11|11 11|11

1452 =22.3.112 1980 =22.32.5.11 6600 =29.3.5%.11
Arvude 1452, 1980 ja 6600 suurim iihistegur on
22.8-11=132.

§ 62. Antud iiksliikmete suurim iihistegur.

Antud avaldiste suurimaks iihisteguriks nimetame avaldiste
koigi iihiste algtegurite korrutist.

Olgu antud {iksliikmed
42a3b2x ja 106ab2z2
ehk, lahutatult algtegureiks:
2:3-7T-a3b2x ja 38-5-T- ab2x2
Nende avaldiste suurim iihistegur on
3-T7-ab2x
ehk, lithemalt,
2lab2zx.

§ 63. Antud arvude viikesim iihiskordne.

Olgu antud arvud 12 ja 15. Nende iihe-, kahe-,
kolme-, ... kordsed on vastavalt

12, 24, 36, 48, 60, 72, 84, 96, 108, 120, 132 . . .

15, 30, 45, 60, 75, 90, 105, 120, 135, 150, 180 . . .




Kordsete ridades leidub G hiseid arve, niiteks
60, 120 ja edasi 180, 240, . . .

Neist Ghiskordseist on (ks viiikesim; meie
juhul 60; teised on selle Ghe-, kahe-, kolme- jne. kordsed.

Antud arvede viikesimaks Ghiskordseks nimetame viikesimat
arve, mis jagub iga anted arvega.

Olgu kaks arvu a ja b lahutatud algtegureiks. Olgu
nende arvude vilikesim Ghiskordne k. Vaadeldes arvu k
arvu a kordsena, niieme, et temas peavad leiduma kéik
arvu a algtegurid; vaadeldes teda arvu b kordsena, niieme,
et temas peavad leiduma samuti kdik arvu b algtegurid.
Jirelikult saame arvu k, kui kirjutame villja kéik arvu a
algtegurid, lisaks neile veel need arvu b algtegurid, mis
arvus a ef esine, ja moodustame viljakirjutatud tegurite
korrutise.

Niide Lelame arvude 126 ja 56 vilikesima @his-
kordse,

Korraldame 186 nii:
126 | 2 6| 2
63'3 282
213 142
77 7| :
126 =2.30.7 50 == .7

Arvude 126 ja 56 viikesim Ghiskordne on
22T 222932 7T=89-7=504.

Eespool-deldut tldistades jouame jargmisele reeglile:

selleke, of snada anted arvede viikesimat Shiskordeet, lahutame
ummmmummw
Foaks teiste arvede meed algtogurid, mis veel pusdevad, ju leiame
biigi viljakirintated algtegurite horrutise.

b o
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Antud arvude viikesima iihiskordse leidmise reegli
voib sonastada ka nii:

selleks, et saada antud arvude viikesimat iihiskordset, lahutame
arvud algtegureiks ja korrutame iithe antud arvudest teiste arvude
nende algteguritega, mis voetud arvus ei esine.

§ 64. Antud iiksliikmete viikesim iihiskordne.

Antud avaldiste viikesimaks iihiskordseks nimetame iihe aval-
dise korrutist teiste avaldiste nende algteguritega, mis vdetud aval-
dises ei esine.

Olgu antud iikslitkmed
40m2n3p ja 84mng?
ehk, lahutatult algtegureiks:
23-5-m2n3p ja 22-3-T-mng2
Nende avaldiste vidikesim iihiskordne on
23.5./"7’2.1713 .p.3.7.q2
ehk
23.3.5.7 -m?.n3.p-q2
ehk
840m2n3pq2.
Antud iiksliikmete viikesima iihiskordse leidmise
juhise voib sonastada nii:

selleks, et saada antud iiksliikmete viikesimat iihiskordset,
votame iihe neist iiksliikmeist ja korrutame selle teiste iiksliikmete
nende algteguritega, mis voetud iiksliilkmes ei esine.
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Algebraline murd.

Esimene tsiikkel.

§ 65. Murd.
5

Murdu % moistame tulemusena, mille saame, kui ter-

viku jaotame 7-ks vordseks osaks ja neid osi vétame 5.
Uldi_stame seda motet. Olgu m ja n kaks positiivset tiis-

m ~o . .
arvu. Murdu = moistame tulemusena, mille saame, kui
terviku jaotame n vordseks osaks ja neid osi vétame .

Arvu, mis niditab, mitmeks osaks on jaotatud tervik, nimetame
murru nimetajaks; arvu, mis niitab, mitu niisugust osa on
voetud, nimetame murru lugejaks.

Selle asemel, et enne jaotada iiks tervik » vérdseks
osaks ja siis votta m niisugust osa, véime enne votta m
tervikut kokku ja saaduse jaotada n vordseks osaks. Oeldu

~1 o ~'e m e . . .
pohjal véime murdu 3 tolgendada jagatisena, mille
saame, jagades arvu m arvuga n. Seega

murd ”* on niisugune arv, mis korrutamisel arvuga n annab
”n

arvu m.

Stimbolites avaldub see definitsioon kujul:

m
Wesl—mooull
n

Olgu p ja q kaks positiivset tdisarvu. Murru esimese t5l-
genduse jargi siimbolitel
Sl D
s a FX 02
g ey
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pole motet, kiill aga omavad nad mdtet praegu-antud
definitsiooni jidrgi. Viimasest ndhtub, et kumbagi neist
siimboleist tuleb moéista murruna —%:

3 el g Biaa D

q T q
Sellest jiareldub, et pole vajadust eraldi uurida murdu,
mille lugejaks vdi nimetajaks on negatiivne arv, vaid
murru omaduste tuletamisel ja murdudega tehete kisit-
lemisel voime eeldada, et murru lugeja ja nimetaja on
positiivsed.

§ 66. Murru pohiomadus.

Murru pohiomaduse tuletamisel ldhtume silmanihta-

~ a .
vast toest, et murru 5 vaartus m korda suureneb, kui

lugejat korrutame arvuga m, ja m korda vidheneb, kui
arvuga m korrutame nimetajat. Siit jareldub, et

murru vaiartus ei muutu, kui korrutame iihe ja sama arvuga nii
murru lugejat kui ka tema nimetajat.

Siimbolites avaldub see tosiasi nonda:

fl, s TI} 'a
b m-b’

Lugedes sama vordust paremalt poolt wvasakule
nieme, et

murru vaartus ei muutu, kui jagame iihe ja sama arvuga
murru lugejat ja nimetajat.

Ulaltoodud vorduses peituvat murru omadust loeme
murru pohiomaduseks.
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§ 67. Murru laiendamine ja taandamine.

Korrutades murru % lugejat ja nimetajat arvudega

5 7,9, 10 ja 13, saame murrud
15 2201 Zaben. o 90
20 28 36 10 5207
Murru pohiomaduse jérgi on kéigil neil murdudel iiks ja

seesama vaiartus i seega koik need murrud on murru i
teisendid.

Jagades murru ?;1700 lugejat ja nimetajat arvudega

2, 10, 20, 140 ja 280, saame murrud
5 420 84 42 6 3

560 112 6 8 s

Murru pohiomaduse jargi on koéigil neil murdudel iiks ja
42 d

seesama vadrtus %g; seega koik need murrud on murru

420

£ teisendid.

Teisendust, mille puhul murru lugejat ja nimetajat korrutame
ilhe ja sellesama arvuga, nimetame murru laiendamiseks;
teisendust, mille puhul murru lugejat ja nimetajat jagame iihe ja
sellesama arvuga, nimetame murru taandamiseks.

Murru laiendamiseks pole toket; murru taandamist
on aga voimalik teostada vaid niikaua, kui murru lugejal
ja nimetajal on veel iihiseid tegureid.

Murdu, mille lugejal ja nimetajal pole iihiseid tegureid (peale
arvu 1), nimetame taandumatuks.

Niiteks on murrud

7 13 23
12 18 41

o w
|
1
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ja _ ,
a m 2p xz+1

n? 3q a®

taandumatud murrud.

Murru taandamist selgitame jargmiste iilesannete
varal. .

; 2
Ulesanne 1. Taanda murd %.
Lahendus.
i ST NV R R
ST R G e e e a5 i i

taandades taandades taandades
kahega kolmega kolmega

Saadud murd g on taandumatu, sest tema lugejal ja
nimetajal pole iihiseid tegureid peale arvu 1.

Selle asemel, et taandamist toimetada samm-sammult,
voib seda teha iihekorraga, jagades lugejat ja nimetajat
nende suurima tiihisteguriga.

832
864 °

Lahendus. Lugeja ja nimetaja algtegureiks
lahutamine annab 832=—=26-13 ja 864 =—25-33, seega
nende arvude suurim tihistegur on 25. Jagades lugejat ja
nimetajat arvuga 25 leiame, et 832 :25 =2-13 =26 ja
864 : 25 — 33 =27, jarelikult

Ulesanne 2. Taanda murd

e
864 27 °
o
Murd ;—? on taandumatu, sest tema lugejal ja nime-

tajal pole iihiseid tegureid peale arvu 1, teiste sdna-
dega, lugeja ja nimetajaon iihistegurita arvud.
Samal viisil toimetame taandamist tdheliste murdude
puhul.
Ulesanne 3. Taanda murd
_132a%b2¢%
165ab3c*d
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Lahendus. Kirjutame antud murru kujul

22-3- 11" atb2c®
35 11 abdcid

Lugejal ja nimetajal on jirgmised iihised tegurid:
I 13 [ ) e b O
Jarelikult lugeja ja nimetaja suurim iihistegur on
33ab2c3.

Jagades sellega antud murru lugejat ja nimetajat
saame, et

132a4b2%¢® _ 4a®
156ab3cid — bbed
§ 68. Murdude iihenimelisteks teisendamine.

Murde, milledel on iiks ja seesama nimetaja, nimetame ii he -

nimelisteks; niisuguste murdude nimetajat — nende i his -
nimetajaks.
Niiteks A
_Ii i 13 16
17 17 17 17

on iihenimelised murrud; samuti on
a b2 cd h

2mn 2mn 2mn 2mn
ithenimelised murrud.

Antud murde on alati véimalik teisendada iihe-
nimelisteks murdudeks, vottes nende iihisnimetajaks
antud nimetajate mingi {ihiskordse. Lihtsuse mattes
votame selleks iihisnimetajaks harilikult antud nimetajate
vdikesima iihiskordse. Murdude iihenimelisteks tei-
sendamist selgitame jargmiste iilesannete varal.

g &
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; TR | R X
Ulesanne 1. Teisenda murrud — ja 5 tihenime-

12
: listeks.

Lahendus. Arvude 12 ja 15 viikesimaks iihiskord-
seks on 60; see on 5 korda suurem kui 12 ja 4 korda suu-
rem kui 15. Jirelikult murru pshiomaduse jirgi

HERIE STIB0IR S IAIemIfaeE 4iag
ol TG T S 17 iy
Arvu, mis niditab, mitu korda murru laiendamisel suureneb
murru lugeja ja nimetaja, nimetame murru laiendusteguriks.

Eelmises iilesandes olid murdude laiendustegurid vas-
tavalt 5 ja 4.

Uldine reegel, mille jirgi murde teisendame iihenime-
listeks, on jéargmine:

~ selleks, et erinevate nimetajatega murde teisendada iihenime-
listeks, miirame nende nimetajate viikesima iihiskordse ning votame
selle murdude iihisnimetajaks; murdude uued lugejad saame, korru-
tades antud lugejad vastavate laiendusteguritega.

3

9 11
14’ 35

'ja — iihe-

Ulesanne 2. Teisenda murrud 53

nimelisteks.

Lahendus. Lahutades nimetajad algtegureiks
saame
14=2 -7 SR 5" 24 —D08 8"

seega nimetajate viikesim iihiskordne on
' 23-8.5-7 =840
ning vastavad laiendustegurid on

22:83-5 23-8 5-17
ehk
60 24 35.
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Jéarelikult
9 __9.60 _ 540 3. 8.2 72
14~ 14-60 840 35 35-2¢4 B840
1. ik aes - 885
ST oA 35 T Q)
Samal viisil toimime t#dheliste murdude iihenimelis-
teks teisendamisel.

Ulesanne 3. Teisenda murrud
g i A8 48D
12abx 20ab? 150223
tihenimelisteks.
Lahendus. Lahutades nimetajad algtegureiks
saame
T 22.8-abx 22.5-ab2 3:5-a2x3;
seega nimetajate viikesim iihiskordne on
22-3-5-a2b2x3,

ehk
60020273,
Murdude laiendustegurid on vastavalt
Babx2 3ax3 4b2,
Jérelikult voime antud murrud asendada murdudega
Tc - babx? 132 - 3ax3 8b - 42
60a2b%x® 60a2b%2? 600223
ehk, lithemalt kirjutades, murdudega
35abcx? 39axt 323
60a2b2x3 60a2b2x3 60a2b2x3 °

§ 69. Murdude vordlemine.

Lahtume silmanidhtavast toest, et

vordsete nimetajate puhul on see murd suurem, millel on suu-
rem lugeja; vordsete lugejate puhul on see murd suurem, millel on
viiksem nimetaja.
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T 3
Niiteks murdude reas on suurimaks

8
Tl Tl 1

7

E)

©| = =

11 7 L
murruks %4 murdude reas e on suuri-

2

7
maks murruks 5

Juhul, kui vordlemiseks antud murrud erinevad nii
lugejailt kui ka nimetajailt, teisendame nad iithenime-
listeks.

Lol Plorsied ey
Ulesanne. Jirjesta murrud S nende suu-
ruse jargi.
Lahendus. Asendame antud murrud murdudega

10 8 15
20 20 20
tdhele pannes, et

8 10 15
20 < 20 < 3p°
jareldame, et
2 1 3
s i

§ 70. Murdude liitmine.

Ulesanne 1. Liida murrud %, i;) ja %
Lahendus. Koigil liidetavail on iihine nimetaja.
On selge, et
2 seitsmendikku + 3 seitsmendikku + 5 seitsmendikku —
= (24 3 + 5) seitsmendikku,
ehk teisiti:
2 3 5 24345
mprisTpabay 7 Gty e

Saaduse voime kirjutada lithemalt 179 ehk 1%.



109

Samal viisil saame, et

__ 8a+2b
5N T BN = BNT

Sonastame oma arutluste tulemuse nonda:

iihenimeliste murdude summa on murd, millel on seesama
nimetaja mis liidetavailgi, lugeja aga on antud murdude lugejate
summa.

Ulesanne 2. Liida murrud 12,29 6!

35’32’70
Lahendus. Teisendame murrud {ihenimelisteks.
Uhisnimetajaks votame viikesima véimalikest, see on,
nimetajate viikesima iihiskordse. Et

85 =167 40— 3T HO=—2 57
siis on iihisnimetajaks arv

2:-5:-7-3 ehk 210

ja laiendustegureiks arvud
258" b 'jA 5B 1 ehk 16, " by JakISE
Seega

61 12-6 90,5 - 8F 8 145 , 183
35+42+70 35”.6 42. 5+703 91o+210+210

Sl 7"—1—145—{-]83 __ 400 _ 40

7 adoisdR10 T (e 1‘

Samal viisil talitame tidheliste murdude liitmisel.

Ulesanne 3. Liida murrud
Gk PRI vol v, Ni
3a? 10ab  15b%
Lahendus. Uhisnimetajaks on avaldis
30a2b2
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ja laiendustegureiks vastavalt
1002, 3ab, 2a2;
seega
71082 g- 3ab 2080
3a2 + 10ab T 15b2 T 3a2.1062 T 10ab - 3ab i 1562 . 2a2

SRYelUbs + 3abg“_J_ 202l 10b2f+73abg-}—2a2h.
30a2b2 302262 | 304202 30a2b2

Vajalikke abiarvutusi peast tehes véib eelseisvas
vorduste ahelas kaks vahepealset liili kirjutamata jatta.

Ulesanne 4. Liida segaarvud 4— LS8 1
Lahendus. Arvestades seda, et
3 3 I 2 Jiat 7 7
bg=itg, 25=2++ ja Igp=1+r,

leiame:
43 Flg= (42442 o) =
- 2 s 19
=7+(m+4‘6+4‘o)=7+@=‘+14‘o=8ﬁ'
Kokkuvattes:

segaarvude liitmisel liidame tiisosade summa murdosade sum-
maga.

Médrkus. Monikord on otstarbekohane kirjutada
algebralist segaavaldist murdavaldise kujul. Kiisimus
taandub murdude liitmisele, kui arvestame tosiasja, et iga
tdisavaldist véime kujutada murdavaldisena, mille nime-

taja on 1.
Niaide.
& < . 3
+ “_{_E:Z_“.Eci_ub_:l_c?ﬁ‘ba :
B2 5¢2 5¢2 | pe2 5c2



§ 71. Murdude lahutamine.

Ulesanne 1. Lahuta murrust % murd 2 .
Lahendus. On selge, et
7 tiheksandikku — 5 iiheksandikku —
= (7—5) iiheksandikku
ehk, teisiti kirjutades,

7 5 7—35

AR T W g
mida voime kirjutada liihemalt —g—.
Samal viisil lahutame iihenimelisi tdhelisi murde.
Néaide.

953 a’c 90 —a?c
. 10H?u 10H?u ~ 10H?u

Sonastame oma arutluste tulemuse nonda:

iihenimeliste murdude vahe on murd, millel on seesama nime-

taja, mis antud murdudelgi, lugeja aga on antud murdude luge-
jate vahe.

Ulesanne 2. Lahuta murrust *z murd %.

Lahendus. Teisendades antud murrud iihenime-
listeks saame

l

|

I

I
w| w
&l o

ll

g
8

=| o

11
ehk 51 °

Samal viisil lahutame tdhelisi murde.
Niide 1.
ba 95 _ bab¢ 96 2u _@c—leu

T4cu? ~ 85¢2u  7T0c2u® T0c%u®  70c%u?
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Naide 2
h 20%b%c _ mh 2a2b2%¢ __ mnh?® _2a2b2c .
e R i e < i 7 TR, T R
__ bmnh® — 2a%b%c
5nh?

19

}2_0‘ .
Lahendus. Teisendades murdosad iihenimelisteks

saame:

Ulesanne 3. Lahufa arvust 31—71; arv 1

7 57
THE 60"
Et 35-st pole voimalik lahutada 57, siis votame 3-st
taisiihikust tihe ja peenendame ta 60-ndikeks; saame:
95 57 95 — 57 38 38 19
P Rh i e R T et Bl el

Sonastame oma mottekdigu tulemuse nonda:

3 1%:3%_1

segaarvude lahutamisel lahutame tédisosad omaette ja murd-
osad omaette ning liidame tulemused; tarbe korral peenendame
murruks iihe vihendatava iihtedest.

Kisiteldud juhule ei leidu vastet tdheliste murdudega
tootamisel.

§ 72. Murdude korrutamine.

Utlust ,,Korruta arv A tdisarvuga t“ moistame nii,
et tuleb votta arv A liidetavana nii mitu korda, kui palju
iihtesid on arvus . Niiteks tdhendab kirjutis

3-42
sedasama, mis kirjutis

2 2 2
4444
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Seega korrutamine tédisarvuga taandub liitmisele ega
paku sisuliselt uut. Kiisime, kuidas maista iitlust , Kor-

ruta arv A murruga %“. Sellel iitlusel endises tdlgenduses

pole motet. Sellele iitlusele sisu leidmiseks vatame
jargmise tilesande.

Ulesanne. Kauba kilogrammi hind on A krooni.
Kui palju maksab ¢ (tidisarv) kilogrammi seda kaupa?

Kui palju maksab ;'Lf (murdarv) kilogrammi seda kaupa?

Lahendus. Esimesele kiisimusele saame vastuse:
t kilogrammi kaupa maksab kroonides

A W
Teis.xe kiisimuse lahendame nénda:

1 kg kaupa maksab A krooni
1

& A
ps n korda viahem, seega 2
n

» » ”

m-A

m
m korda enam, seega oy s

n

”» »” ”»

Esimese kiisimuse lahendame, korrutades arvu
A taisarvuga t; teise — leides arvust A kui ter-

vikust osa ,::1_ Et molemad kiisimused on oma laadilt

samased, siis on loomulik nimetada iihe ja sama nimega
ka toiminguid nende lahendamiseks. Sel kaalutlusel nime-

tame osa 1: leidmist arvust A kui tervikust
arvu A korrutamiseks murruga :'l—‘ Jire-
likult :

korrutada arv A murruga " tihendab leida arvust A kui ter-
n

& m
vikust osa —,
n

8 Algebra opik.
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Selle definitsiooni jargi on

See tiahendab:

kahe murru korrutis on murd, mille lugejaks on antud mur-
dude lugejate korrutis ja nimetajaks antud murdude nimetajate
korrutis.

Niide.

TR T - W 1 L o TR g o DY)
Samal viisil toimime tdaheliste murdude korruta-
misel.
Niide.

15a2¢2x 24zn£ __15-24.a%c*>mwy® _ 3.20% __ 6a’x .
8dmn2y® ~ 35¢2  84.35.mmn2c2y®  T-Tnly  49nly

Kui tegurina esineb segaarv, teisendame selle mur-
ruks ja arvutame korrutise, nagu tiilal seletatud.

Niide.
75 adiin 15 1611510t Bud

L = 5= 85, =10
Samal viisil toimime tdheliste avaldiste puhul.
Niide.
b bk b) (k
(Dol ulvto el e e b)),

§ 73. Murdude jagamine.

Olgu antud kaks arvu a ja b. Utlust ,Jaga arv a
arvuga b“ moistame ndudena leida niisugune arv z, mis
korrutamisel jagajaga » annaks jagatava a; siimbolites

b-2—a.
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Votame lihemale vaatlusele juhu, et jagaja b on murd,

néiteks 1:: Sel puhul on

m
—r=a,
n

jérelikult jagamisaksioomi péhjal

ehk

Me nédeme:
. m . .
selleks, et saada arvu @ ja murru oy jagatist, tuleb
. n . n
moodustada arvu a ja murru W korrutis. Murd o on

saadud antud murrust%, vahetades temas lugeja ja nime-
taja. Lugeja ja nimetaja vahetamise teel saadud murdu
nimetame antud murru pédérdeks. Niiteks murru

70 1
-‘75 poore on - ja arvu 5 ehk ‘?A poore on 5

Kokkuvottes iitleme:

selleks, et jagada arvu murruga, korrutame selle arvu murru
poordega.

Niited.

. 1
36° 705 =39 55 = 3955 —3.5=15= li5-

8.
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o bz as? _ ae® 3bs_ a%bet b _
S 95 e\ RhE e Oy ax? 2nz-axz
_abs-3be _ Sab'es
TR ROm I R

Méarkus. Skeem, mille abil tuletasime arvu a ja

murru fnf jagatise x, on toeliselt terviku leidmise skeem,

m

kui on teada terviku osa it Seega voime oelda:

m

jagada arv @ murruga — téhendab leida tervik, mille osa

n
ﬁ on arv a.
n

§ 74. Murru astendamine.

Astme definitsiooni jargi on

sk v e i e
2 S T TLF e R

n tegurit

Murdude korrutamise eeskirja jargi voime
parema poole asendada avaldisega

a-a-a...a a"
bbb palls

seega
ek PS4
bl o

Tulemuse sonastame nonda:

vorduse

murru n-es aste on murd, mille lugeja ja nimetaja on vasta-

valt antud murru lugeja ja nimetaja n-dad astmed.

Niaide.

3a2\® _ (3423 _ 27a
48] T (4v3P T 64D°
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§ 75. Arvutamise pohiseadused murdarvude vallas.

Eespool on antud mitmeid eeskirju tehete soorita-
miseks murdarvudega. Tekib kiisimus, kas need eeskir-
jad on kokkukélas arvutamise pohiseadustega. Veendume
mone néite varal, et antud arvutamise eeskirjad tagavad
arvutamise pohiseaduste kehtivust ka murdarvude vallas.

Nidide 1. Liitmise iihenduvuse seadus viidab, et
a+ (b+¢) = (a+bd) +ec.

Naiitame, et see seadus on kehtiv ka murdarvude vallas.
Olgu tegemist kolme murruga
s B
n q 8
‘Kiies murdude liitmise eeskirja jirgi leiame iihelt poolt, et
m P, r\_m  ps+gqr_ mgs—+npsngr
n+(q+s)_n+ qs :

ngs

Teiselt poolt saame, et
mop\, r__mgtrnp | r  mgs{nps—ngr
(n+q)+s— nq +s— nqs 3

Et tulemused on samad, siis peavad seda olema ka lihte-

2: L 4 I p L

Saadud vordus niitab, et liitmise iihenduvuse seadus on
kehtiv ka murdarvude vallas.

Nédide 2. Korrutamise jaotuvuse seadus viidab, et

a-(b+ec)=a-b+a-c.
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Niitame, et see seadus on kehtiv ka murdarvude vallas.
Olgu tegemist kolme murruga

i

n q s
Kiies murdude liitmise ja  korrutamise eeskirjade jargi
leiame iihelt poolt, et

ﬁ.(ﬁ_‘_i\’ _m psqr _m(ps+gqr) _mps + mqr

qs ngs ngs

Teiselt poolt on

m p ﬂ.L mp mr __mps + maqr
noaq 2 n + nqs Y
Et tulemused on samad, siis peavad seda olema ka ldahte-
avaldised, seega
m ﬂ _i m ]7 m _
n (q + s ) + s
Saadud vordus niitab, et korrutamlse jaotuvuse seadus
on kehtiv ka murdarvude vallas.

Analoogiliselt voime veenduda ka teiste arvutamise
pohiseaduste kehtivuses murdarvude puhul.

Et murdarvud alluvad samadele arvutamise pohi-
seadustele, mis tdisarvudki, siis voime nii tihti kui teisi
kokku vétta iihiseks téis- ja murdarvude vallaks ehk ra t -
sionaalsete arvude vallaks.

Negatiivsete arvude loomisel positiivsete arvude kor-
vale oleme laiendanud ennemalt-tuntud arvuvalda:
arvudega 1, 2, 3, ... seltsisid arvud 0 ja —1, —2, —3, .
Nende tdisarvude vallas iga kahe teineteisele jiargneva
arvu vahe on ii k s. Murdarvude loomisega oleme tihen -
danud arvuvalda' néiteks arvude 2 ja 3 vahele on ase-

tunud arvud 2% 2—- ja kuitahes palju teisi.
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§ 76. Kahe arvu suhe.

Kahe arvu suhte motte selgitamiseks toome jargmise
iilesande.

Ulesanne. Arimees on mahutanud iihte ettevot-
tesse 1200 krooni, teise 6000 krooni, ja saab aastas kasu
esimesest ettevottest 120 krooni, teisest ettevottest 400
krooni. Kumba ettevottesse on kapitali mahutamine kasu-
likum?

Lahendus. Esimene ettevote annab iihelt kroonilt

120 1 . s s 400
kasu o ehk = krooni, teine ettevote seevastu P ehk
1 : ) :
B krooni. Saadud murdudest on esimene suurem kui

teine; jarelikult on kasulikum mahutada kapitali esimesse

120 .. 400

1200 6000

ettevotte kohta kasu suhte kapitalisse.
Uldiselt defineerime suhet nonda:

ettevottesse. Murrud annavad kummagi

arvu a suhteks arvusse b nimetame murdu g ehk jagatist a: b.

Sageli antakse kahe arvu suhe protsentides;
néiteks
suhe Lel0 =0 800 —10%

ja suhe 1:16=6> :100 =62 %.

§ 77. Vorre.

Vorde motte selgitamiseks toome jargmise iilesande.

Ulesanne. Opilane moddab mootpaelaga klassi
pikkust ja leiab selle olevat 10 m veaga mitte ilile 25 mm;
teine pilane moddab oma todlaua pikkust ja leiab selle
olevat 0,80 m veaga mitte iile 2 mm. Kumb mootmissaadus
on tdpsem?
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Lahendus. Esimese mootmise puhul tuleb iihe

meetri kohta viga kuni ?—3 ehk 2,56 mm, teise mootmise

puhul viga kuni ehk samuti 2,5 mm. Seega on méle-

0,80
mad mootmised vordtdpsed. Murrud }0 ja (7%6
vad kummagi mostmisvea suhte méotmissaadusse ja kuju-
tavad mootmiste relatiivseid vigu. Need murrud
on vordsed :

anna-

no

S5 2

10 70,80,

Vordust, nagu konesolev, nimetame vordeks.
Uldiselt defineerime voérret nonda:

vordeks nimetame niisugust vordust, mille kumbki pool on kahe
arvu suhe.

Niiteks vordused

20 a
30 x

W T 1

a—}—u=7

e ! P
0 b

on vorded.

Neli arvu, millest vorre @ :b=c : d ehk
a c

hanid
koosneb, on vorde liikmed; neist b ja c on siseliikmed,
ajadonvialisliikmed.

Vorretega puutume sagedasti kokku nn. vordeliste
suuruste puhul. Olgu néiteks kaks suhkruhulka kilogram-
mides mairgitud ¢ ja d, nende suhkruhulkade viairtused
kroonides @ ja b. Siis @ on nii mitu korda suurem b-st,
kui palju korda ¢ on suurem d-st; siimbolites:

c

kPR3
ERES
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Me iitleme, et kauba hulk ja selle vadrtus on vorde-
lised suurused. Niisugusteks suurusteks on ka
hoiusumma ja selle kantud intress, ruudu kiilg ja ruudu
iimberm66t, piima ruumala ja piima kaal.

Uldiselt defineerime nii:

suurusi, mille vastavate vaidrtuste suhted on vordsed, nimetame
vordelisteks suurusteks.

Niiteks hapniku hulk ja vesiniku hulk vees on
vordelised suurused, sest igasuguse veehulga puhul on
temas leiduva vesiniku hulga ja hapniku hulga suhe iiks
ja seesama, nimelt 1 : 8.

§ 78. Vorde pohiomadus.

Viidame:

vorde siselilkmete korrutis on vordne sama vorde vilislilkmete
korrutisega.

Téepoolest, olgu tegemist vordega

o ANt 0
R

kirjutades need murrud iihise nimetajaga saame:
ad __be
bd ~— bd’

korrutades vorduse kumbagi poolt avaldisega bd, leiame:
ad—Dbc,

miio:it. b

Umberpoordult :

kui neli arvu a, b, ¢, d rahuldavad tingimust ad =bc, siis voib
neist moodustada vorde.
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Toepoolest, olgu
ad— bc;

jagades molemad korrutised bd-ga leiame:

ad-_be
bd ~ bd’
ehk, taandades,
a i c
B3 A

mi oi:it:it.

Praegu-tdestatud lause annab meile murdude
vordumise tingimuse: kui ad=be, siis
e ol
R e
Vorduses ad=bc on véimalik vahetada tegurite
jédrjekorda paremal poolel, vahetada tegurite jarjekorda
vasemal poolel ja ka vahetada vorduse pooli. Sellest jérel-
dub, et iihtaegu vordega a :b=c :d on kehtivad vérded

asic—D:d d:b—c:a D.i0—d ie.

See tdhendab, et

vordes voib siseliikmed isekeskis iimber paigutada;
vordes voib vilisliikmed isekeskis iimber paigutada;

vordes voib siselilkmed votta vilisliikmeteks ja valisliikmed
siseliikmeteks.



Peatiikk IX.

Ruutjuur. Kuupjuur.

§ 79. Seose y— x2 graafik.

Olgu antud ruut, mille kiilg on & sentimeetrit. Selle
ruudu pindala ¥ on siis @2 ruutsentimeetrit:

=2
Viimane vordus kujutab seost ruudu kiilje ja ruudu
pindala vahel. Uurime seda seost lihemalt, arvestamata
tema péritolu.
Andes 2-le rea viairtusi, niiteks 0; 0,4; 0,8;... ja
arvutades nende vidrtuste ruudud, saame kokkukuulu-
vate x ja y viidrtuste tabeli:

w'O}OA!O,S'l,OI],ﬁ

2,0 ‘ 3,0 i 40

y i 0 ‘0,16 ‘ 0,64 l 1,0 12,25 } 4,0 ! 9,0 i'm,o

Nieme, et igale a-vdirtusele vastab oma kindel ¥-
vadrtus.

Andes z-le vaartused —0,4; —0,8;... saame, nagu
enneminigi, ¥ jaoks 0,16; 0,64;...

Arvude z ja y vahelist seost saab esitada néitlikumal
viisil, kujutades y-viidrtuste muutumist graafiliselt. Sel-
leks votame lehe millimeeter-paberit, valime z-telje, votame
sellel alguse O, valime sobiva kujutamisiihiku ja kuju-
tame z-teljel vairtused —4,0; ... 0; 0,4; 0.8 5 4.0:
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fx

L o |

+4

5

+3
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——

+2

14

12

10
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+

—— e

3
t

2 ——

+

Joonis 10.
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Punktist O tombame risti z-teljega y-telje. Arve —4,0;
—3,0; ... kujutavaist punktest tombame y-teljega roo-
bikud sirged ja kujutame neil, alates z-teljest, kohaselt
valitud kujutamisiihiku abil y-vaartused 16,0; 9,0; ...

Pilk saadud joonisele naitab, et nende y-l6ikude 16pud
asetsevad ladusal koveral (joonis 10). See kover kannab
parabooli nime. Ta kujutab y-viadrtuste muutumist
a-vadartuste muutudes.

§ 80. Parabooli kasutamine arvutusabinéuna.

Eespool-saadud joonist saab kasutada arvutus-
abindéuna. Toepoolest, olgu antud mingi z-viirtus,
niiteks & =2,8; kiisime, kui suur on z*? Otsime z-teljel
punkti 2 =2,8; liigume seda punkti ldbivat ristsir-
get mooda iiles koverani ja loeme saadud l6igu pikkuse
7,8. Moodapidsematute viikeste mootmis- ja joonista-
misvigade tottu saadus ei ole tdpne: 2,82 =17,84 ; saadus
on aga tidpsele vidrtusele viga ldhedal, erinedes temast
koigest 0,04 vorra.

Veelgi tulusam on joonise kasutamine p6drd -
iilesande lahendamisel. Toepoolest, olgu antud mingi
y-vadrtus, néditeks 3,7; kui suur on vastav x? Teiste sona-
dega: missuguse arvu ruut on 3,7? Kiisimuse lahendami-
seks votame y-teljel punkti 3,7 ja tombame sellest punk-
tist réobiku a-teljega, nihkume piki seda rodbikut kove-
rani, sealt ristsihis alla a-teljeni ja loeme siin kaks
vidrtust

—1,9 ja —+1,9.

Kontroll annab
(—179) 2 = (+1;9) 2= 3;61 ’

mis on antud viidrtusest umbes 0,1 vorra viiksem.
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Esimeses iilesandes oli antud x, otsiti selle ruutu y;
tehet, mille abil see y saadakse, nimetatakse z-i ruudu
leidmiseks. Teises iilesandes oli antud z-i ruut ¥;
otsiti arvu «; tehet, mille abil see z saadakse, nimetatakse
y ruutjuure leidmiseks.

Leida ruutjuur arvust A tihendab leida niisugune arv, mille -
ruut on vordne A-ga.

Ulal tutvusime graafilise vottega ruutjuure leidmi-
seks; hiljemini anname ka numbrilise vétte selle iilesande
lahendamiseks.

§ 81. Ruutjuure siimbol.

Noudeid liita, lahutada, korrutada ja jagada me
oleme. mirkinud siimbolitega =+ =5 *y 5 :n6uet ,leida

ruutjuur arvust A“ mirgime siimboliga)/ 4, loe: ruut-
juur arvust 4.
Oleme aga kirjutisi
a-+b a—2>b a-b a:b

mobistnud mitte ainult néuetena toimetada liitmise, lahu-
tamise jne. tehted, vaid ka siimbolitena nende
tehete tulemuste tahistamiseks. Nii tdhen-
dab néiteks kirjutis a4 b arvude o ja b summat, kirjutis
@-b arvude a ja b korrutist. Samuti nieme ka stimbolis

VA
mitte ainult ruutjuure leidmise nouet, vaid ka selle tehte
tulemuse tdhist. Nii kirjutame:

V16= V49 = /8,7 ~ 1,93,
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Summa, vahe, korrutise ja jagatise midramisel joud-
sime ikka iihele ja ainsale tulemusele. Ruutjuure
médramine seevastu viib meid alati kahele tulemusele.
Téepoolest, noutagu arvu, mille ruut on A. Mirgime otsi-
tava tdhega x; siis peab olema

ity L
Rahuldagu seda néuet positiivne arv a, nii et
a2=2A4A;

siis rahuldab seda néuet ka negatiivne arv —a;
toepoolest
: (—0)t =02,
seega ka
(—a)2=A.

Niisiis peaksime kirjutama
VA=a jaka VA=—a.

See tdhendab aga, et siimbolil /4 on kaks tdhendust.
Kaiki seni tarvitusel olnud kirjutisi, nagu
A

"‘2_ ’

tuli ikka méista vaid iih es tihenduses. Tahtes ka siim-
bolit

CTRR R L SR T A?

VA
moista iih esainsas tihenduses, lepime kokku tédhistada
sellega ikka vaid vorrandi #2—A positiivset lahen-
dit. Nii kirjutame, et vorrandi

r2=064
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lahendid on

T, =V 61—=8 jg z;=-—)64=_387*)

§ 82. Ruutjuure leidmine ruutude tabeli abil.
Ulesanne. Olgu kasutada arvude ruutude tabel:

10

w

i ’ \
PR < ‘ 11’12}... 18 19'20;

| 400 | ...

100 | 121

Leia ruutjuur arvust 350.

Lahendus. Arv 350 asetseb 324 ja 361 vahel.
Jarelikult otsitav ruutjuur asetseb 18 ja 19 vahel. Voime
teda kirjutada kujul 18 -} a, vaadeldes arvu « paran-
dusena, mis tuleb lisandada arvule 18 ruutjuure oige
vadrtuse saamiseks. Ulevaate kergendamiseks kirjutame
abitabeli :

«2 144 324 | 361

217
l
419

2

i | Y=
18 | 324

18+a | 350 = 324+ 26
19 | 361

*) Olgu tahendatud, et teaduslikus kirjanduses siimbolit J A4
sageli moistetakse kahesena; sel puhul vorrandi 22 = 64 lahen-
did esinevad kujus

z=V64,

ehk, tidielikumalt,
x1=|V@|=8 ja x2=—[Va1=—8.
On kokkuleppe asi, kuidas moista iiht voi teist siimbolit.
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Nieme: z-i kasvades « vorra y kasvab 26 vorra, z-i
kasvades 1 vorra y kasvab 37 vorra. Kui a- ja y-
kasvud oleksid vérdelised, siis oleks

a 26

TRy
Tegelikult on see vaid ligikaudu nénda; seepirast

a 26
T

ja seega parandatud z-i vididrtus on 18,7.
Kontroll : saadud arvu ruutu tostes leiame 18,72 —
= 349,69, mis erineb antud arvust 350 umbes 0,3 vorra.
Votet voib korrata. Kirjutame uue abitabeli:

Zh | y =2
18,7 | 349,69
18,7+ | 350 — 349,69 - 0,31
19 | 361

Samadel kaalutlustel nagu eespool saame

0,31

8 o8
(1 e ) 6 T

see tdihendab, et

0,3-0,3
B~ —1 ~0,008,

nii et veel kord parandatud juure véirtus on 18,708.
Kontrolliks saadud arvu ruutu tostes leiame
18,7082 — 349,989264 ,
mis erineb antud viirtusest 350 koigest umbes 0,01 vorra.
Niisiis

V 350 ~ 18,708.

9 Algebra opik.
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Votet veel kord rakendades saaksime néutava ruut-
juure veelgi suurema tdpsusega.

Kiasiteldud votet nimetatakse voorkeelse sénaga
interpolatsiooniks.

Miarkus. Tavaliselt abitabeleid vilja ei kirjutata.
Vajalikud arvutused toimetatakse, kus véimalik, peast.

§ 83. Ruutjuure leidmise algoritm.

Ruutjuure leidmise algoritm on véte ruutjuure kiireks
médramiseks. Votte kisitlemist toimetame kahes osas: esi-
meses selgitame, mitu numbrit on ruutjuures, teises —
missugused on ruutjuure numbrid. Asume esimese kiisi-
muse késitlemisele.

Iga lihekohaline arv a rahuldab tingimust

1< o <{dllys;
sellest jareldub, et
1 <a?2<100;

see tdhendab, et iihekohalise arvu ruut on iihe v6i kahe-
kohaline arv. Iga kahekohaline arv b rahuldab tingimust

10 < b <! 100;
sellest jareldub, et

100 < b2 < 10000;

see tdhendab, et kahekohalise arvu ruut on kolme- véi
neljakohaline arv. Mottekiiku iildistades ndeme, et n-
kohalise arvu ruudul on kas 2n—1 vdi 2»n numbrit.
Umberp6ordult: ruutjuur arvust, millel on 2n — 1 voi
2n numbrit, on n-kohaline arv.
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Siit jareldub vote numbrite arvu méiramiseks arvu
ruutjuures:

riihmitame juuritava arvu numbrid, alates ithelistega, kahe-

ka iiksainus number; siis tekkinud numbririihmade hulk annab
ruutjuure kohtade arvu.

Nidide. /190873454 on viiekohaline arv. Tdepoo-

lest, juuritava arvu numbrite rithmitamine annab
1'90'87'34'54,
seega 5 riithma.

Asume niitid ruutjuure numbrite otsimisele. Selgi-
tame kiisimust niitel /1369 . Riihmitades juuritava arvu
numbreid, saame 13'69; numbririihmi on 2, seega /1369
on kahekohaline arv. Olgu temas kiimnelisi z ja
libelisi y. Otsitav arv esineb siis kujul

10-2+ 9
ja tema ruut on
100-2242-10-2 -y 4+ 92,
jarelikult
100-224+2-10-x-y 4+ y2=1369.
Kirjutades selle vorduse kujul
22:100 +2-10-2 -y + y2=13-100 + 69

ndeme, et paremal poolel sadade arv on 13, vasakul poolel
aga z2, milledele voivad lisanduda veel méned sajad liik-
meist 2-10-z -y + 2. Seega z2 ei saa olla suurem kui
13. Et 22 onruutarv, 13 aga seda ei ole, siis ei saa
22 olla vordne 13-ga; seega peab olema z2 < 13. Véstame
z-i védrtuseks suurima arvu, mis viimast vorratust
rahuldab. Et suurimaks ruuatarvuks, mis arvude reas
seisab enne 13, on 9, siis 2 =9 ja otsitav kiimneliste arv
x=)9, ehk z=3.

9=
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Asetades vorduses
10022 4+ 2-10-2-y 1 y2=1369
2-1 asemele 3, saame
100-9+2-10-3 -y -4 y2=1369,
ehk ‘
2:10-3-y -+ y2=469,
ehk
2:-3-y-10+y2=46-1049
See vordus lubab méirata tundmatut y.
Selleks arutame nii: vasakul poolel on niha 2-3-y
kiimmet; neile véivad lisanduda veel méned kiimned
arvust ¥2; seega igal juhul ;

2-3.-9 <46, ehk y< 8

5.30 ehk ¥y <<T;
see tdhendab, et ¥ on 7 voi sellest viiksem. Missugune
see ¥y toepoolest on, seda otsustame proovimise teel, alates
suurimast voimalikust vadrtusest. Vottes katseks ==,
leiame

2-3-7-10 + 72 =420 -} 49 — 469,

just nagu peab olema; seega y=7, 10z +4+y=37 ja

V1369 = 37.
Uheliste leidmist vGib kergendada tihele pannes, et

neid maédravat vorrandit

2:3-y-104 y2=469
saab kirjutada kujus

(2-3-10-+y) - y=469.
See titleb: kui kahekordsele kiimneliste arvule juurde kir-
jutame iiheliste arvu ja tulemuse iiheliste arvuga korru-

tame, peame saama 469. Kiimneliste arv oli 3; selle kahe-
kordne on 6. Véttes juurdekirjutatavaks arvuks 7, saame
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arvu 67, mis korrutamisel 7-ga annab 67 - 7= 469, nagu
peab olema.

To6d voib korraldada iilevaatlikult alljirgnevate
skeemide jirgi, millest esimeses on kasutatud téielikumat,
teises aga lithemat kirjutusviisi:

V1369 =307 1/ 1369 = 37
900 9
2.30-7 | 469 67 | 469
7| 469 7 | 469

Vote lubab iildistamist juhule, kus ruutjuur on 3-,
4-, 5- jne. kohaline arv.

Niide Leiame /989567,

Riihmitame juuritavas numbrid paarikaupa, sammu-
des paremalt poolt vasakule; saame

28'95'67;

siit ndeme, et otsitav ruutjuur on kolmekohaline arv. Selle
leidmine vo6ib toimuda, nagu allpool nédha:

)/ 28'95'67 — 538 puudusega
25 v6i 539 liiaga.

103|395

3 |309
1068 | 8667 1069 | 8667
8 | 8544 9 | 9621
+123 ;_ 954

538 < /289567 < 539.
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Miarkus. Eelmises niites ruutjuure leidmisel me
ei saanud otsitavat juurt tdpselt; leidsime ainult kaks
teineteisele jargnevat tdisarvu, mille vahel asetseb otsitav
ruutjuur:

538 < /289567 < 539.

Neid kaht arvu nimetame otsitava ruutjuure lahen -
deiks; esimene neist on puudusega, teineliiaga.

Arvude 538 ja 539 vahe on 1. Et }/289567 asetseb
nende arvude vahel, siis ta erineb kummastki vihem kui
" lihe vorra. Seega vorduste

/289567 = 538 ja )/ 289567 = 539
viga ei kiilini iiheni.

§ 84. Ruutjuure leidmine ettekirjutatud tipsusega.
Leida arvu a ruutjuur veaga alla 1 tihendab leida 2 arvu,
n

mille vahe on 1_ ja mille ruutude vahel asetseb arv a.
n

Konesolevaid arve voime tdhistada % ja “v_: ', Nad
peavad rahuldama noduet, et

x’-’/ x4 1\2
(; bkt 0k

Korrutades vorratuste koiki litkmeid sama arvuga n®
saame

r2<an? < (x4 1)2.

Arvud z ja 2 + 1 erinevad 1 vorra ja nende ruutude vahel
asetseb arv an2. Seega on meie iilesanne taandunud arvu
am? ruutjuure leidmisele veaga alla 1. Viimast iilesannet
oskame aga juba lahendada ruutjuure leidmise algorit-
miga.
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Niaide. Leiame ruutjuure arvust 2 veaga alla
0,0001.

Meie juhul on @ =2, n—10 000; seega
n2 =100 000 000 ja an2 =200 000 000
Ruutjuure leidmise algoritm annab
/200000000 = 14142 puudusega
voi 14143 liiaga.
Jagades leitud arvud 10 000-ga saame
V2 =1,4142 puudusega
voi 1,4143 liiaga.
Kontroll annab:
1,41422 —1,99996164 ;

see on viiksem kui 2, erinedes sellest vihem kui 0,0001

vorra;
1,41432 = 2,00024449 ;

see on suurem kui 2, erinedes sellest vdhem kui 0,0003
vorra.

§ 85. Irratsionaalarv.

tTlesanne. Kui pika peab vétma ruudu kiilje, et
ruudu pindala oleks 2 ruutmeetrit?

Lahendus. Olgu néutava ruudu kiilje pikkus
2 meetrit. Siis on tema pindala x2 ruutmeetrit; seega
peab olema
22=——2
Katsudes seda nouet rahuldada tdisarvuga nideme, et

12— 11252 22=4>2
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ja veelgi suuremad on 32, 42, 52 jne. Nii nieme, et ei
leidu tdisarvu, mille ruut on 2.

Katsume nouet x2 — 2 rahuldada murdarvuga, niiteks

a . - .
murruga . Loomulikult vétame proovitava murru tema

lihtsamal, see on, taandatud kujul; sel juhul @ ja b on
iihistegurita arvud.

Kirjutame murru % nii, et tema lugeja ja nimetaja

esineksid algteguriteks lahutatuina :

wikekelilm

e
b  peqer...v’

siin on lugeja tegurid ko6ik erinevad nimetaja teguritest.
Ruutu tostes saame

b

Néeme, et ka sellel murrul lugeja tegurid koik erinevad

a)2_lz-h-k-k-l-l ce.men
~_—p-p-q-q-r-r s anat

nimetaja teguritest, seega ka murd (%)2 on taandumatu.
Meie noude kohaselt peab

a 2
(7) o
tdhendab, konesolev murd (%)2 peab olema taanduv tiis-
arvule 2. Murd ei saa korraga olla taandumatu ja taanduv.

Seega peab meie noudes peituma viga. See tihendab, et
ei leidu ka murdarvu, mille ruut on 2:

Ulaltoodust ndeme, et pohimétteliselt on  véimatu
nouet 22—=2 tdpselt rahuldada tiis- véi murdarvuga.

Kiill aga on voimalik nouet rahuldada ligikaudu,
Jja pealegi nii histi kui iganes soovime. Rakendades ruut-
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juure leidmise algoritmi ja jiark-jargult viga vihenda-
des nideme, et

L < aRsE
N b7 L e B
L4k <o v 142
Didil 4 i<y <1 A5
14142 < z < 1,4143
1,41421 < = < 1,41422
1,414218 < = < 1,414214
1,4142135 < z '< 1,4142136
jne.

Nii seisab arv x suletuna jiarjest kitsamasse ja kitsa-
masse vahemikku. Vasempoolses tulbas seisavad z-i 1ahen-
-did puudusega, parempoolses tulbas x-i lidhendid liiaga.
Vastavate ldhendite viga jarjest vdheneb: esimeses reas
ei kiilini viga 1-ni, teises reas ei kiiiini ta 0,1-ni, kolmandas
reas ei kiitini ta 0,01-ni jne. Nii iihe kui teise tulba ldhen-
did juhivad meid z-i vdédrtusele:

Lo AT AZTED Sk

Selles kirjutises numbrite jada ei 16 pe.

Toepoolest, kui see poleks nii, siis seisaks meie
ees tavaline kiimnendmurd ning selle ruut oleks 2; ees-
pool-toestatu pohjal pole sddrast murdu olemas. Seega
on z loputa kimnendmurd. Seda loputa kiim-
nendmurdu pole véimalik kirjutada iihegi hariliku mur-
runa; vastasel korral leiduks niisugune harilik murd,
mille ruut on 2.

Tiisarve ja harilikke murde nimetasime koos ratsio-
naalseteks arvudeks.

Arve, mida ei saa kirjutada ei tdisarvuna ega hariliku murruna,
nimetame irratsionaalseteks arvudeks. :
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Murru 1,4142135... saamislugu tagab, et tema
ruut on 2:
(LA TA21850 c)a—— -

vastavalt sellele kirjutame selle 16puta kiimnendmurru
lithiduse méttes siimboliga }/2.

Uldiselt:

kujutagu siimbol ]/ A ratsionaalset vdi irratsionaalset arvu,
ikka on (V4 )?= A.

Nagu }/2, nii kujutavad ka V'3, V5, V10
irratsionaalseid arve.

§ 86. Arvuvalla tihendamine irratsionaalsete
arvudega.

Omal ajal laiendasime arvude valda, luues positiiv-
sete arvude korvale negatiivsed arvud. Siis tihendasime
arvuvalda murdarvudega ja saime nii ratsionaalsete
arvude valla. Irratsionaalsete arvude loomisega ratsionaal-
sete arvude vahele tihendame arvuvalda veelgi. Negatiiv-
sete arvude loomisega said siimbolid, nagu
1
?’
kindla métte ja sisu. Irratsionaalarvude loomisega saa-
vad moétte ka siimbolid nagu

o VB oY By
milledel pole vastet tdis- ja murdarvude vallas. On tdes-
tatud, et arvutamise pohiseadused jidivad kehtima ka
irratsionaalsete arvude puhul. Ratsionaalsed ja irratsio-

naalsed arvud moodustavad koos reaalarvude
valla.

—1, —5, —T
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§ 87. Ruutjuur korrutisest ja jagatisest.
Niitame, et
Vab=Va-Vb.
Viite toestamiseks oletame vastupidist,
nimelt, et
Vab#=Va -Vb.

Vorratuse kummalgi poolel seisavad positiivsed
arvud. Kui kaks positiivset arvu pole vordsed, siis pole
vordsed ka nende ruudud. Seega

(Vaby2=WVa Vi)
(Vab 2=WVa) - Vb)?
abis= an by

mis on voimatu. Tehtud oletusest jareldub véimatu tule-
mus; jarelikult on see oletus vale ja seega meie viide dige.

ehk

ehk

Samal viisil saame niidata, et

i-%

Toestatud vordustes voib vahetada pooled. Nii toes-
tatud vordused kui need, mis saame poolte vahetamisel,
leiavad kasutamist avaldiste teisendamisel, eriti teguri
juuremiargi alla toomisel Jia . beguri
juuremiargi ette toomisel

Olgu niiteks tegemist juurega }/m%a. Toestatud
lause pohjal saame

Vnla =Vn*-Va=nla.

Samu vordusi vastupidises suunas lugedes saame

nWa =Vn*Va=Vnla.
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Kokkuvottes :

arvu, mille ruut esineb tegurina ruutjuure mirgi all, voib votta
tegurina juuremirgi ette; arvu, mis seisab tegurina juuremirgi ees,
voib votta ruutu téstetult tegurina juuremairgi alla.

Naited.
ik Vm=Vm=V%.V§=5V§.

2. 10 Srar MR 19 P va
Y 5 =VF.Y 2=} 9.0~y

§ 88. Kuupjuure leidmine kuupide tabelist.

Kuupjuureks arvust A nimetame niisugust arvu, mille kuup
on A.

3

Kuupjuure siimboliks on )/ . Niiteks on

3 3 3
V8=2 VY2T—=3 VI1%—5.
Nagu ruutjuurt saime leida ruutude tabeli abil, nii
saame kuupjuurt leida kuupide tabeli abil.

Nidide. Olgu kasutada arvude kuupide tabel:

| 1] 2] s

NS

64

a3 1 ’ 8 ! 27
Leiame kuupjuure arvust 41.
Kasutame selleks meile juba tuttavat int erpo-

latsioonivdotet. Arv 41 asetseb arvude 27 ja 64

vahel. Jérelikult otsitav kuupjuur asetseb 8 ja 4 vahel.

Léhisvidrtusele 8 lisatava paranduse « méadramiseks
koostame abitabeli :

|
PR e

1000 :

T [ z3

I ¢
3+a | 41=27414
4 | 64
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Kui oletada, et arvu ja selle kuubi kasvud on vor -
delised, saame:

a 14
T
millest a~ 04,

Seega otsitav kuupjuur on ligikaudu 3 -+ 0,4 ehk 3,4.
Seda arvu kontrolliks kuupi tostes leiame 3,43 ~ 39,3,
mis erineb antud viidrtusest 41 umbes 1,7 vorra. Votte
veelkordseks rakendamiseks koostame abitabeli:

x a3

3,4 39,3

3448 41 =39,3 + 1,7

4 64
Saame:

8 LT
0B 247’
millest leiame
3o %5916_ ~ 0,04

Seega otsitav kuupjuur on 3,44. Seda arvu kontrol-
liks kuupi tostes leiame 3,443 ~ 40,7, mis erineb antud
vadrtusest 41 veel koigest umbes 0,3 vorra.

Abitabeleid vajasime iilal interpolatsioonivétte seleta-
miseks. Kui votte rakendamisviis on selge, jitame abitabe-
lite koostamise dra ja arvutame paranduse peast.

3
Voib niidata, et }/41 ei ole tipselt avaldatav iihegi

3
murru % kaudu. Nagu }/2 ja }/5, nii on ka V41 irrat-
sionaalne arv.




Peatiikk X.
Ruutvérrand.

§ 89. Ruutvérrandi iildkuju.

Olgu antud mingi vorrand, milles pole liikmeid otsi-
tavaga nimetajas. Votame vérrandi liikmed vasakule
poolele nii, et paremale poolele jdiiks iiksainus liige null;
avame koik sulud ja koondame vasaku poole;

kui peale sulgude avamist ja koondamist korgeim aste, milles
esineb otsitav, on teine aste, siis nimetame vérrandit teise astme
vorrandiks ehk ruutvérrandiks.

Sama nimetuse anname sel korral ka lahtevorrandile. Nii
on vorrandid

a2 =T 422 =9 lar—2x110
502 —4d =z 0,322 + 0,7 — 10 =10
kéik ruutvérrandid. Seevastu vorrandid
: 4 2
E—x=7 —x—_—§_5 3=2x2-}10

p ole ruutvorrandid.

Ruutvorrandis peab esinema liige otsitava ruuduga;
peale selle v6ib esineda liige otsitava esimese astmega ning
otsitavast vaba liige. Kui need liikmed tihistame ax2, bx
ja ¢, saame vorrandi kirjutada kujul

ax? + bx 4+ ¢c=0.



143

See on ruutvorrandi iildkuju. Selles vor-
randis e ei saa olla null, sest vastasel korral, kui a =0,
vorrand poleks enam ruutvérrand.

Voéime ikka oletada, et @ > 0; kui see poleks nii, saa-
vutaksime selle, korrutades vorrandi kumbagi poolt
—1-ga.

Jagades viimase vorrandi koéiki liikmeid arvuga a,
saame

b ¢ .
e et
valides kordajate % ja —Z— jaoks uued tidhised p ja q, saame
vorrandi kirjutada kujul
@2 4 px + ¢=0.
Sel kujul kirjutatud ruutvorrandit nimetame taan -
datud ruutvorrandiks.

Kokkuvottes :

vorrandit ax? 4+ bx+ ¢ =0 nimetame iildkujuliseks
ruutvorrandiks, vorrandit x* 4+ px 4+ ¢ =0 taandatud ruutvor-
randiks.

Vo6ib juhtuda, et ruutvorrandis puudub teine voi kolmas
liige v6i molemad;

kui ruutvorrandis puudub otsitavast vaba liige voi liige otsi-
tava esimese astmega, siis nimetame ruutvorrandit mitte-
taielikuks.

§ 90. Mittetdielikkude ruutvérrandite
lahendamine.

1. juht. Kuiruutvorrandi vaba liige on null, omab

vorrand kuju
ax2 + bxr=20.




144

Selle lahendamiseks votame vasakul poolel otsitava
sulgude ette; saame:

x(ax+b) =0.
Viimane vordus néuab, et tegurite z ja ax 4+ b korru-
tis oleks 0. Seda nouet saab rahuldada ainult vottes
kasw =0 voi gag-l-b—0,

see tahendab, vottes
b

kag' ¢ —0- Vb1 P
Teisi vorrandit rahuldavaid z-vadrtusi pole; vorran-
dil on k a k s lahendit.

Ulesanne. Lahenda vorrand 4x2 4 3x=0.
Lahendus. Kirjutame antud vorrandi kujul
x(4z + 3) =0.

Siit jareldame, et
Jeas - =1 w0l dp -8 =)

see tidhendab, vorrandi lahendeiks on

X1= 0 ja Xy —— —2—.
2. juht. Kui ruutvérrandis puudub liige otsitava

esimese astmega, omab vorrand kuju

ax? +c=0.
Siit saame
ax2 ——c
ja
2= — e
a

Kui avaldis —% on positiivne, saame k a k s lahendit:

a=]~2 n a=-]-2L.
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. . c .o P . s -
Kui avaldis S on negatiivne, siis meie vorrandil
ei ole lahendit; toepoolest, nouet
¢

L2 e

a
sel juhul téita ei saa, sest vasakul poolel seisab oma loo-
mult positiivne suurus, paremal aga negatiivne.

Kui ¢ =0, siis on ka —»5:0, seega ka x*=0, ja vor-
randil on iksainus lahend:
o=
Néaited.
1. 922 —16=0 x?=19—6 x1=-4- 9c2=——4

3
Vorrandil on k a k s lahendit.

2. 22-+-10=0 22=—10.
Vorrandil p ole lahendit.

§ 91. Ruutvorrandi (x4 m)2=—n lahendamine.

Vorrandi (xz + m)?=mn vasak pool on tdisruut.
Kui n < 0, pole voimalik seatud nduet rahuldada, sest
vasakul poolel seisab oma loomult positiivne suu-
rus, paremal aga oletuse jargi negatiivne. Sel juhul
vorrandil p ole lahendit.

Kui n=0, siis ka (x+m)2=0,

seega

x+m=0
ja

T=—m,

mis on vorrandi ains a ks lahendiks.

10 Algebra opik.
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Kui n > 0, saame
ztm==Vn,
seega
r=—m=Vn,
millest leiame vorrandi kaks lahendit:
ty=—m+Vn ja zo=—m—Vn.

tlesanne. Lahenda vorrand

(x4 8)2=25.
Lahendus. Saame
x+8==x)25
ehk
e SI=="0r

seega x;—=—3-+5=2 ja x,=—3—5=—2_8.

§ 92. Taandatud ruutvorrandi lahendamine.

Ulesanne 1. Lahenda vorrand 2 4 6x + 9=49.
Lahendus. Kirjutades antud vorrandi kujul
(x4 3)2=49

ndeme, et ta kuulub eespool-kisiteldud vorrandiliiki.
Lahendades saame

24 8= )49,

seega

z+8==xT,
niisiis

r=—38=+17,
jarelikult

ry=—3+T7 ja 12o=—3—1T

ehk

x1:4 ja x2=—-10.
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Ulesanne 2. Lahenda vorrand x2-}- 6x==55.

Lahendus. Vorreldes seda vorrandit eelmises
iilesandes esinenud vorrandiga paneme tihele, et vasakud
pooled erinevad vaid vabaliikme 9 vorra. Liidame selle
arvu vasaku poolega ja teeme sama ka parema poolega, et
vordus jadks jousse; saame:

%2 + 6z +9=5519

ehk
(x48)2=064;
siit
z+3==+)64
ehk
pEE3=—"E8
ehk
2=y
ehk

Fiehe e Bt B el 3 o S ren BE= 2415

Ulesanne 3. Lahenda vorrand 2 -} 8x — 10=20.

Lahendus. Teisendame antud vorrandi nii, et
vorrandi vasak pool on tdisruut. Selleks viime vaba-
lilkme paremale poolele; saame:

2 + 3z =10.
Tdhele pannes, et avaldist 3z voime kirjutada kujul
2 —g z, ndeme, et vasak pool saab tidisruuduks, kui temaga

liidame (%)2 ; et vordus jadks jousse, tuleb sedasama teha
ka parema poolega; nii saame:

22 43z 4 (3)°=10 +(3)°.

10¢
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Seega on
lo+3) =10+
ehk
3=

siit
see tdhendab

seega

S L . 3
xlz—?—{—?:Z Ja To————

Praegu-arendatud mottekaik leiab rakendamist jarg-
mises paragraafis taandatud ruutvorrandi lahendi valemi
tuletamisel.

§ 93. Taandatud ruutvorrandi lahendi valem.

Kirjutame antud vorrandi

z2+pr+q=0
kujul

x2 4+ pr=—q
ja tdiendame vasaku poole tdisruuduni;
selleks liidame vasaku poolega liikme (pT)o, et vordus

jadks jousse, teeme seda ka parema poolega; nii saame:

e -(2]

SERCR

ehk



x=—£+
of

p 2
o .
Saadud vérdust nimetame taandatud ruutvorrandi

lahendi valemiks; sonastame selle jargmiselt:

taandatud ruutvorrandi lahendeiks on vastasmirgiga voe-
tud otsitava esimese astme kordaja pool == ruutjuur selle poole
kordaja ruudu ja vabaliikme vahest.

» Ulesanne. Lahenda vorrand x2—2z—20=0.

Lahendus. Siin on p=—1, ¢q¢=—-—20, seega

Jarelikult

ehk
z=5=) 1420
ehk
1 81 1 9
BT Ul (0 s

Seega
1 9 10 s
x1=~2—+—‘—z=—2—={)]a (1,‘2=

Leitud arvude 5 ja —4 asetamine z-i asemele vor-
randi vasakusse poolde kinnitab, et need arvud tdesti on
antud vorrandi lahendid.
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Saadud lahendi valemil on métet ainult siis, kui juure-
alune avaldis on positiivne v6i null:

(g)—— q > O )
see tihendab, kui ]
p2—4q > 0.
Kui
p2 oS 4q 2 0 ’

siis on vorrandil 2 erinevat lahendit:

N AL

ja
ezt (4 ¥4 1
e A
Kui
p2—4q:0)
siis on vorrandil i ksainus lahend
Lt Ll
o 5
Kui
p2—49 <0,

siis vorrandil pole iildse lahendit.

Avaldist p? — 4¢ nimetame taandatud ruutvorrandi diskri-
minandiks.

Diskriminandi mark méérab, kas vorrandil on lahen-
dit voi mitte. Diskriminant tdhistatakse sageli tihega d.

Diskriminandi d kaudu voime taandatud ruutvorrandi
iahendi valemi kirjutada kujul

—pxVYd y

Xr= B
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§ 94. Uldkujulise ruutvorrandi lahendi valem.

Nagu iilalpool nédgime, ruutvérrandi tildkuju on
ax2+bx+c=0.

Et kordaja a == 0, siis véime vorrandi kummagi poole
jagada selle kordajaga; saame

b e
x2+; x—}"a :0.

Rakendades taandatud ruutvérrandi lahendi valemit,

saame
A X% e
i _’2;—1/(507)_;'

Juufemirgi all seisva avaldise voib kirjutada kujul

2
i £ ehk

i, 8
4>  a 402

’

vottes ruutjuure sellest avaldisest, saame:
A e g

492 4a® 2a
Seega
=___{)_ +Kb2—4ac
20 — 2a
ehk
Lok V52 — dac
2a

See on iildkujulise ruutvorrandi lahendi valem;
selle voime sonastada jargmiselt:

iildkujulise ruutvorrandi lahend on murd; selle nimetaja on
otsitava ruudu kordaja kahekordne; lugeja aga on vastasmir-
giga voetud otsitava esimese astme kordaja == ruutjuur selle kor-
daja ruudu ja neljakordse otsitava ruudu kordaja ja vabaliikme
korrutise vahest.
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Saadud valemil on moétet ainult siis, kui juurealune
avaldis on positiivne v6i null.

Kui
2—4ac >0,
siis on konesoleval ruutvorrandil 2 erinevat lahendit:
A bV B = dap
X1 AT T
2a
ja
—b—Vb*—4ac
Foi——co
2a
Kui
b2'—4ac =0,
siis on vorrandil iksainus lahend z— —Ob—a 7
Kui
2 —_4ac <0,

siis vorrandil tildse pole lahendit.

Avaldist b2 — 4ac nimetame iildkujulise ruutvérrandi diskri-
minandiks.

Seda diskriminanti tdhistatakse sageli tdhega D.
Diskriminandi mérk médrab, kas voérrandil on lahendit
vOi mitte.

Diskriminandi D kaudu véime iildkujulise ruutvér-
randi lahendi valemi kirjutada kujul:

—b=VD
2a
Ulesanne 1. Lahenda vorrand 6x2 -+ 7o — 3=0.

oy —

Lahendus. Vérrandi diskriminant

D=1T2—4-6-(—3) =49+ 72=121;
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D on positiivne; seega vorrandil peab olema kaks
erinevat lahendit.

Lahendi valem annab:

5 SR o VA R I oy 1
S 12 12
Seega

LS 4 1

i e I g Ll
ja

x__—7—11___1_8_ 3
AR 12 2

Ulesanne 2. Lahenda vorrand 322 —x—1=0.
Lahendus. Vorrandi diskriminant

D on positiivne; seega vorrandil peab olema kaks
erinevat lahendit.

Lahendi valem annab:

Seega

: 1
ja  Xo=—r—

0 AT
o'

iflesanne 3. Lahenda vérrand 5z2 —4x + 7=0.
Lahendus. Vorrandi diskriminant
D= (—4)2—4-5-7T=16 — 140 =—124;

D on negatiivne; seega vorrandil lahendit pole.

R R P e R e
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§ 95. Biruutv@rrandi lahendamine.
Ruutvorrandi kaudu lahenevad ka moned vorrandid,
mille aste on korgem kui 2, niiteks biruutvorrand
azt + bz2 +¢c=0.
Toepoolest :
Tahistades 22 tdhega x nieme, et
ax2+bx+c=0.
Olgu selle ruutvorrandi lahendid z; ja »,. Noutavad
z-vadrtused saame lahendades vorrandid

22 —apiiiia R s

Ulesanne. Lahenda vorrand:
24 —1422__32—0,

Lahendus. Vottes 22—, saame:
x2 — 140 —32=0.
Selle vorrandi lahendid on
Ty — 167138, @s=—=—20
Téahendab:
kas 22=16 vGi 22—=-—2.

Teist nouet rahuldada ei saa, sest 22 on positiivre.
Esimesest aga saame

21=4 ja z,——4.
Kontroll: 4*—14-4>—32=256 —224 —32—=0

ja samuti (—4)*—14- (—4)2—32=0,
nagu peab olema.
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§ 96. Ruutvérrandi koostamise ja lahendamise
niiteid.
iflesanne 1. Ristkiilikukujuline spordiviljak on
88 aari suur. Kui iiht tema kiilge vihendada 2 m vorra,

teist aga suurendada 10 m vorra, saame ruudukujulise
viljaku. Kui suur on selle ruudu kiilg?

Lahendus. Olgu ruudu kiillg  meetrit. Siis on
ristkiiliku kiiljed meetrites z + 2 ja x —10. Seega rist-
kiiliku pindala on ruutmeetrites

(x+2) (z—10)
ehk
x2 — 8x — 20.

Teiselt poolt see pindala on 88 aari ehk 8800 ruut-

meetrit. Jarelikult
yoat Qe g-— 8800

ehk
Do Qo SRIN=—0

Vorrandi lahendi valem annab:
x=4+ }/8836
ehk
r=—4-+94;

seega,
2y=—=4-}94—=—98 ja 2o =4 — 94 =—90.

Et ruudu kiilg on oma loomult positiivne suu-
rus, siis z, meie iilesande lahendina ei tule arvesse. Ain-
saks iilesande lahendiks jddb x=98; see tihendab, et
otsitav ruudu kiilg on 98 m.

Kontroll: viljaku kiiljed on meetrites 98 + 2=
=100 ja 98 — 10 = 88; seega viljaku pindala on 100 - 88
ehk 8800 ruutmeetrit ehk 88 aari, nagu peab olema.

e
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Ulesanne 2. Ema kingib tiitrele 21,60 krooni
taskurédttide ostmiseks. Poes selgub, et ritid on vahe-
peal hinnas langenud 10 senti tiikilt, mille t6ttu neid
ratte saaks kingitud raha eest osta 3 tiikki enam kui kavat-
seti. Mitu ratti kavatseti osta?

Lahendus. Olgu osta soovitud rittide arv z. Nende

eelarvestatud tiiki hind oleks siis 21%) senti. Ré&ti hind
poes on sellest 10 senti madalam, seega

2160 2119
z

senti. Selle tiikihinna puhul saaks ritte osta 3 tiikki enam
kui kavatseti, niisiis

x4 3.
Réttide koguhinna sentides saame kujul
(@<+3) (_160 _10);
see koguhind oli 2160 senti, jarelikult

(x4 3) (“—“ﬁ— 10) — 2160.

Et x # 0, siis véime x-ga korrutada vérrandi kum-
magi poole; saame:

(x +3) (2160 — 10x) = 2160z
ehk
2160z + 6480 — 1022 — 30x — 2160z
ehk
—1022 — 302 - 6480 =0
ehk, jagades vorrandi kumbagi poolt —10-ga,
%2 4 3x— 648 =0.
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Otsitava & midramine néuab taandatud ruutvorrandi
lahendamist. See annab:

3 ]/9 —3=} 2601

ehk
—3—51

a7 R P o e s i

—3 451
2

xr, = B}

Et rattide arv on oma loomult positiivne, siis
teine lahend ei tule arvesse. Seega kavatseti osta tasku-
riatte 24 tiikki ehk 2 tosinat. Ré&ti eelarvestatud hinna
saame jagades 21,60 krooni 24-ga; nii leiame:

21,60 krooni : 24 =—= 2160 senti : 24 — 90 senti.

,Kontroll: 90— 10=280; nii mitu senti maksab
ratt poes; 2160 : 80 = 27 ; nii mitu ratti saaks osta; see
arv on just kolme vorra suurem 24-st, nagu peab olema.

Ulesanne 3. Kahe koha A ja B vaheline kaugus
on 349 km. Kohast A lahkub s6iduk koha B suunas.
Uks tund hiljem lahkub kohast B teine s6iduk koha A suu-
nas. Teise séiduki kiirus on 8 km vorra tunnis vidiksem
kui esimese kiirus. Sé6idukid kohtuvad 216 km kaugusel
kohast A. Kui suure kiirusega liigub kumbki s6iduk?

Lahendus. Olgu esimese séiduki kiirus v kilo-
meetrit tunnis; siis on teise kiirus (v — 8) kilomeetrit
‘ tunnis. Kuni kohtumiseni tuli esimesel so6idukil katta

216 km, teisel 349 — 216 ehk 133 km. Selleks kulus aega

esimesel 2—? tundi,

s

teisel Jﬁg tundi.

Esimene aeg on teisest iihe tunni vorra pikem, seega
S
216 183 1
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Saadud vérrandi lahendamiseks vabaneme murdudest:
216(v — 8) — 183 =10 (v —8) ;

avame sulud:
216v — 1728 — 133v —v2 —8v ;

viime liikmed vasakule poolele, koondame ja korrutame
—1-ga; see annab:
v2 —91v + 1728 =0.

Vorrandi diskriminant on

91224 1728 =——=1369"3
et see diskriminant on positiivne, siis on vorrandil 2
lahendit. Lahendi valem annab:

= 5 91 =+ 37
o L—‘V—ls—@ ebkk v=—7—;

2 2
seega

Wi=—164 )8 Wo=— 27T,

Niisiis on esimese soiduki kiirus kas 64 km tunnis voi
27 km tunnis ning teise soiduki kiirus sellele vastavalt kas
56 km tunnis vo6i 19 km tunnis.

Kontrollime tulemusi tilesande teksti varal.

Esimese lahendipaari puhul esimene soiduk tarvitab
kohtumiseni aega

216

3 e 133 3 g
e ehk 3§ tundi, teine seevastu T3 ehk 2—8— tundi;

aegade vahe on 3%~2% ehk 1 tund, nagu peab olema.

Teise lahendipaari puhul esimene s6iduk tarvitab koh-
tumiseni aega

2—2176 ehk 8 tundi, teine seevastu %3 ehk 7 tundi;

aegade vahe on 8 —7 ehk 1 tund, nagu peab olema.
Molemad lahendipaarid kolbavad.
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§ 97. Taandatud ruutvorrandi lahendite omadused.

Taandatud ruutvorrandi

224 pr+q=0
lahendid on

ja

s=—b /%~

Moodustame lahendite summa; et liitmisel juured
koonduvad, siis saame:

o tom=—=tt (—H)=—».
Moodustame lahendite korrutise; saame:

wnm[ A [ VA

Rakendades summa ja vahe korrutise valemit, leiame:

- 2 2 2 2
S S L VR i gt ey D il g T

Niisiis

&y + Ty =—p
ja
o == (s
Tulemuse voime sonastada jargmiselt:

taandatud ruutvorrandi lahendite summa on vordne vastas-
mirgiga voetud otsitava esimese astme kordajaga; lahendite korru-
tis on vordne vabaliikmega.
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§ 98. Ruutvorrandi koostamine antud lahendite jargi.

Ulesanne.
lahendid x; ja «..

Koosta ruutvorrand, millel on antud

Lahendus. Eespool-tuletatud lause pohjal on

Xy +2o=—p
Lai- Lo =m0
ehk, teisiti,
p=—(2; + x3)

Seega noutud ruutvorrand on

ja g=2,"2,.

22 — (21 4 22)x 4 2, - 23 =0.

Niide.

155 1
SR o

Antud lahendite summa

Koostame ruutvorrandi,

i g L
ey e

lahendite korrutis (— 7‘1;)-

Jarelikult p

ruutvorrand on

Korrutades kummagi
lahenditega iildkujulise ruutvorrandi

1222 - 40 —1=0.

mille lahendid on

ning seega otsitav

poole 12-ga saame samade




Preatiiik k¢ X1.

Algebraline murd.
Teine tsiikkel.

§ 99. Hulkliikme tegureiks lahutamine.

Moéned hulkliikmed on esitatavad korrutistena, mille
tegurid on iikslitkmed ja hulkliikmed. Néiteks
v Ta2 o= Ta(la—="1)y
n2—5bn+46=(mn—2) (n—38),
23 4+ 8x2 — 10z = z (2 4+ 5) (x—2).

Sel juhul risigime hulkliikmete tegureiks
lahutamisest.

Hulkliikme algtegureiks loeme tema algarvulisi tegureid, nagu
b T 41, 13,
tiahelisi tegureid, nagu
kDN T
ja hulkliikmelisi tegureid, mis ei luba lahutamist tegureiks, nagu
b+1, 3N+2, a-+u,
a2 + 22, wud 4 abe, 234 5a2d.

Lahutada hulkliige algtegureiks tihendab esitada teda tema
algtegurite korrutisena.

Hulkliikme teguriteks lahutamise votetest kisitleme
jargmisi: 1) iihise teguri sulgude ette toomise vote; 2) liik-
mete riithmitamise véte; 3) arvutamise abivalemite kasuta-
mise vote ja 4) ruuttrinoomi teguriteks lahutamise vote.

11 Algebra opik.
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Soltub hulklitkmest, missuguse votte abil teda onnes-
tub lahutada tegureiks.

1. vote. Uhise teguri sulgude ette toomise vote tugi-

neb valemile
ma + mb =m(a -+ d).

Niaited.
122 -1-86 —12(x 3)=—2%3: (x +3).
u3 — bu2 —u2(u — 5).
18th2 — 2442h2 — 6ih2(3 — 41) =28 : 1h2(3 — 41).
Tu(8¢g —2) - 5(3¢g —2) = (8q — 2) (Tu 4 5).
2. vote. Liikmete riihmitamise votte puhul paigu-
tame hulkliikmes liikkmed nii sulgudesse, et onnestuks
mone avaldise sulgude ette votmine.

Niaited.
1. 11N(52+4) —52—4 = 11N(5z }+4) — (52 4-4) =
= (B2 Ay A(1TNAI1),
2. px—+py —2qx —2qy = (px + py) — (292 4 2qy) =
=p(x+y) —2¢(x 4 y) = (z 4+ y) (p—29q).
3. u3 — bu?2 — 3u + 156 = (u3 — 5u2?) — (Bu — 15) =
=u2(u—5) —3(u—>5) = (u—>5) (uz2—3).
"8. vote. Arvutamise abivalemite kasutamise véte
tugineb valemeile:
a2 —b2=(a+b)(a—0D),
(a =b)2=0a2 = 2ab + b2,
(a #= b)3 =a3 = 3a2b }+ 3ab2 + b3,
Niited.
1. 9a222 —1= (3ax + 1) (Bax —1).
2. h2x2? 4 2ah2x 4 h2a2= h2(22 + 2ax + a2) =
=h2(z 4 a)2.
3. 6322 —84x + 28 ="T(922 — 122 + 4) ="T7(3x — 2)2.

LA R e
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4. vote. Ruuttrinoomi tegureiks lahutamisel kasu-
tame taandatud ruutvérrandi lahendite omadusi. Me
nigime eelmises paragraafis, et ruutvérrandi

22+ pr+q=0

véime kirjutada tema lahendite kaudu kujus:
22 — (21 4 23) *+ 2,2, =0,

Avades sulud leiame:
22 — 28 — Xk + X125 — 0;

rakendades riihmitamise votet saame:

-

(22 — 2y2) — (Xox — 2125) =0

-ehk
(x—2y) —xo(x—2,) =0
ehk
(2 —2z)(x—23) =0;
seega

22+ px 4+ q= (x —2xq) (x —x3).

Sonastame tulemuse néonda:

et lahutada ruuttrinoom x2 4 px 4 q tegureiks, vérrandame
ta nulliga ja lahendame saadud vdrrandi; leitud lahendite x1 ja xo
abil ruuttrinoom lahutub tegureiks kujul:

x24 px + g = (x — x1) (x — x2).

Kui trinoom on antud kujul

ax? + bx + ¢,

siis votame koigepealt kordaja e sulgude ette ja toimime
eespool-antud juhise jirgi.

F ¥
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Ulesanne 1. Lahuta tegureiks trinoom:
1 x2—"Tx + 6.
Lahendus. Vérrandame trinoomi nulliga:
x2—Trx4-6=0;
lahendame saadud voérrandi:

ehk

-3

5 g 7 )
Be=shy =m0t =505
seega
2—Tx+6=(x—1)(x—6).
Ulesanne 2. Lahuta tegureiks trinoom
x2—"To -+ 4.

Lahendus. Kirjutame trinoomi kujus

S TR 4
HEEC el e g
3(93 5 Z 3).

Taandatud vorrandi 2% — 5w + 5 = 0 lahendid on

needsamad, mis vorrandil
842 —Tx+4=0.
Selle vorrandi lahendid aga on
1Y —4.3.4 TxY49—_48 7xVYT1,

X, == = — — ==

_ 7y 5 il
seega’ ¢
i AL B e BN
ot S TRy 1O LR LT 6
Jérelikult
3x2—7x+4:3(x_1)(x_§)

ehk :
| 322 —Tex+4=(x—1)(Bx—4).
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§ 100. Hulkliikmete suurim iihistegur.

Hulkliikmete suurima iihisteguri leidmiseks lahutame hulk-
lilkmed algtegureiks, kirjutame villja nende iihised algtegurid ja moo-
dustame viimaste korrutise.

Ulesanne. Leia poliinoomide

15h2 — 15k, 903 — 9h ja 24h3 — 48h2 | 24h
suurim iihistegur.

Lahendus. Antud avaldiste algtegureiks lahuta-
mine annab:

Ibre=—Gn — Ioh(l— 1) — 85 bF{h T},

9h8 —9h=9r(R2—1) =32-h(h+1) (Rh—1),

24h3 — 48h2 |- 24h — 24h (h2 — 2k + 1) =

=28:3-h(h—1)2.
Seega noutud suurim iihistegur on
Sh(h—1).

§ 101. Hulkliikmete viikesim iihiskordne.

Hulkliikmete viikesima iihiskordse leidmiseks lahutame hulk-
lilkkmed algtegureiks, kirjutame vilja iihe hulkliikme, siis selles
puuduvad algtegurid teistest hulkliikmetest ja moodustame vilja-
kirjutatud avaldistest korrutise.

Ulesanne. Leia avaldiste
4N2x — 4N2, 6N(x2}2x—38) ja 20Nz22— 20N
vidikesim iihiskordne.
Lahendus. Antud avaldiste algtegureiks lahuta-
mine annab:
4N2g — AN2 —=4N2(x — 1) =22 - N2(z— 1),
6N (22} 20 —38) =6N(x—1) (x4 3) =
=2-3-N(zx—1)(z+3),
20Nz2 — 20N = 20N (22 — 1)=
=22.5-N(z—1)(x+1);
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seega noutud viikesim iihiskordne on
22-N2(x—1)-3-(z+38)-5-(x+1)

ehk
60N2(x—1) (x+1) (x+3).

§ 102. Hulkliikmelise nimetajaga murrud.

Jirgmised niited selgitavad murdude teisendamisi ja
tehteid murdudega hulkliikmelise nimetaja puhul.
Ulesanne 1. Taanda murd

(z+3) (*x+2)+2(=—3)
a% 4 14w |49 :
Lahendus. Lugeja teisendamine annab:
(4+38) (x+2) +2(x—3) =2 + 52 +6 4 22 — 6 —
=ax2 4+ Te=x(x4 7).
Nimetaja lahutub tegureiks jargmiselt:

22+ 142+ 49 = (x 4 7)2.

Seega
@+3) (@+2)4-2@@—3)  a@47) x

x? | ldo + 49 T @FE T TFTC
Ulesanne 2. Lihtsusta avaldis
12 1 1
(2a + b2 — 912 +ab+b2 i’ ab—=pA "

Lahendus. Nimetajaid tegureiks lahutades saame:

(2a +0)2 —9b2= (2¢ b 4 3b) (2a + b — 3b) —

= (2a 4 4b) (20 — 2b) =22(a + 2b) (a — b) ;
ab+0b2=>0(a+D);
ab—b2=">b(a—0>).
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Seega antud nimetajate viikesim iihiskordne on:

22b(a + b) (e —Db) (e +2D) .
Teisendades antud murrud iihenimelisteks saame antud
avaldise kujul: '

12b (a -+ b) + 22(a — b) (a + 2b) — 22 (a -+ b) (a |- 2b)
22b (a + b) (a — b) (a - 2b) A

Lugeja lihtsustamine annab:
12(ab + b2) + 4(a2 + ab — 2b2) — 4(a2 + 3ab + 2b2) =
- =12ab } 12b2 + 4a2 4 4ab — 8b2 — 4a2 — 12ab —8b% =
= 4ab — 4b2 = 4b(a —Db).
Seega omab antud avaldis kuju

4b (a — b)
4b (a -+ b) (@ — b) (a - 2b)

ehk
(a+Db)(a—+2b)
Ulesanne 3. Lihtsusta avaldis
a2 —4u2 a2 — ul
ztu "o 2u
Lahendus. Saame:

(42w (z—2u) (et+w)(@—u) (x — 2u) (x —u).

x4 u x4 2u
U'lesanne 4. Lihtsusta avaldis
| 2n —1
l Rt wow
i s
n+ n—2

Lahendus. Lugeja teisendamine annab:

2n—1__ n(n—-2)+2n—1__712——2n+2n—1_n'-’—1_

n+n—-2— n—2 n—2 T R

i) (n—1)
TR e G

P B N
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Nimetaja teisendamisel saame:
n _nm—2)4n_  n2—-2ntn _n"—n_ an—1I)
2rs 0 nog e SRR
Seega .
o m+1)(m—1) nn—1) n-41

n—2 ¥olf, BT n

Kokkuvattes :

murdude puhul, mille nimetajateks on hulkliikmed, kiime tei-
sendamisel ja tehete sooritamisel nendesamade juhiste jargi, mis
andsime iiksliikmeliste nimetajatega murdude puhul.

§ 103. Vorrete omadusi.

1. omadus.

S e . a+t+b c+d |
Kui 3= FSiis ot B
Toéepoolest, kui
R ¥
b o
siis liitmisaksioomi p&hjal
a Cc
—4+1=-=11
b is d i
ehk, kirjutades vorduse kummagi poole murruna,
61b _c+d
BB TR
Mo Uit
2. omadus.
Kui & € siis "_‘lzc_—d_"".

Toestus toimub lahutamisaksioomi rakendades.
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3.omadus.
a

4 c 2
Kui —— >, siis
b d

Viide jéreldub esimesest ja teisest omadusest jaga-
misaksioomi rakendamisel.

a:b - ctd

a—b c—d°

§ 104. Tiheliste kordajatega lineaarvorrand.

Selgitame jargmiste niaidete varal lineaarvorrandi
lahendamise kiiku tidheliste kordajate puhul.

Ulesanne 1. Lahenda vorrand

n-}—x+m—m_2

i m n

’

milles # on otsitav ning m ja n on antud arvud.
Lahendus. Vasakul poolel noutud liitmist teosta-
des saame:

n(n + x) + m(m — x)___ 2

mn

ehk, korrutamisaksioomi péhjal,
n(n -+ x) +m(m —x) =2mn.
Sulgusid avades saame:
n2 4 nx 4+ m2 — mx = 2mn

ehk
ne — mx = —n?2 -|- 2mn — m?2

ehk, korrutades kummagi poole —1-ga,
me — nx = n2 — 2mn 4 m?2
ehk, kummagi poole teguriteks lahutades,

(m—n)z= (n—m)2;
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jagades kummagi poole otsitava kordajaga, leiame:

e (n — m)? i (m — n)?
m—n m—n
ehk
rX=m-—n.

Kontroll : asetades leitud viirtuse z-i asemele antud
vorrandi vasakusse poolde, leiame:

n 4 (m — n) g m — (m — n) i) n—+m—mn +m—m—}—n

m n m n

__1rz+_:_z_=l+l=2’

m

nagu peab olema.

Ulesanne 2. Lahenda vorrand

b a(8x — 1)
dax —a  4bzx—0b =2r

lugedes arvud ¢ ja b andmeiks ja arvu z otsitavaks.

Lahendus. Vasakul poolel seisvate murdude nime-
tajaid tegureiks lahutades saame:

dor —a=a(4dx—1) ja 4bx—0>b =b(dr—1),
seega nimetajate viikesim iihiskordne on
ab(4dx —1)
ja murdude laiendustegurid on vastavalt b ja a. Soorita-

des vorrandi vasakul poolel noutud lahutamise, leiame:

b2 — a2 (8 Gy

ab (4x — 1) v

Kasutades korrutamisaksioomi vabaneme nimetajast:

b2 —a2(8x —1) =2ab(4x—1)
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ekk, sulge avades,
b2 — 8a2x -+ a2 — 8abxr — 2ab.
Siit
—8a2x — 8abx = —a2 — 2ab — b2
ehk, korrutades kummagi poole —1-ga:
8a2x + 8abx — a2 4 2ab | b2
ehk teisiti
8a(a + b)x —= (a + b)2;

jagades kummagi poole otsitava kordajaga, saame:

a+b
Bac

Kontroll : asetades leitud vaidrtuse x-i asemele algvor-
randisse leiame, et vorrandi esimene liige on

b Gt b " 2b {412
4a-a+b—a—Lﬂ—a— at+b—2a b—a’
8a 2

Samuti leiame, et vorrandi teine liige on

a—+4b a-b
o851 el s iarkbesa

ALY g b.‘iﬂ_bzb__(“+f)’_’—2“b=
8a 2a 2a
2ab 2ab 2ab 2a

R T x e S PR ey v RS Yy PRy

Jirelikult vorrandi vasak pool on
20 2a 20—2a _ 2(b—a) 9

p— == ’

dong. . DG Ty M e =

nagu peab olema.
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Kokkuvaottes :

tdaheliste kordajatega lineaary()rrandi lahendamisel

1. vabaneme murdudest, korrutades vorrandi kummagi poole
likmete iihisnimetajaga;

2. avame sulud ja koondame;

3. toome koik otsitavaga lilkmed iihele poclele ja kdoik tei-
sed liikmed teisele poolele;

4. koondame;

5. vbétame otsitava sulgude taha ja jagame kummagi poole
otsitava kordajaga;

6. taandame leitud avaldise;

7. kontrollime vastust, asetades leitud avaldise otsitava ase-
mele antud vorrandisse.

§ 105. Vorrandid otsitavaga nimetajas.

Vorrandi lahendamisel voib eksida teisendamistes ja
arvutustes. Seepérast on viga soovitav kontrollida leitud
lahendi kélblikkust, asetades selle lahendi otsitava ase-
mele lahendada antud vérrandisse. Leitud lahendi kontrol-
limine on ilmtingimata vajalik, kui lahendami-
seks ettepandud voérrand sisaldab otsitavat nimetajas.
Selgitame sel puhul vérrandi lahendamisel esinevaid ise-
drasusi jargmiste iilesannete varal.

Ulesanne 1. Lahenda vérrand

x4 1 __»3x—8
3t —7 = 3(Bx+4)

Lahendus. Vérde pshiomadus annab:
3(3z+4)(x+1) = (82 —1T) (3z —8),
millest peale sulgude avamist saame:

922 1 212 + 12 =922 — 45z + 56
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ehk, koondades,

66r — 44,
seega 44 9
X == 6—-6 ooy ? %

Kontroll : asetades leitud vididrtuse z-i asemele ldhte-
vorrandisse, saame vorrandi vasakul poolel
3

5 S 1
2 RN R TR
3'*3“—7
ja vorrandi paremal poolel
2
i S b o R A
3(3._23__}_4_) 3(2F4) 3.6 3

seega leitud z-i vadrtus téesti rahuldab vorrandit.

Ulesanne 2. Lahenda vorrand

4x 45 . 4

Te — 8 7
Lahendus. Vorde pohiomadus annab
T(4x +5) =4(Tx —8) ;
sulge avades saame:
28z -+ 35 = 28x — 32.

Lahutades vorduse kummastki poolest 28z nieme, et
arv35 peaks olema vordne arvuga —32, mis on voi-
matu. Selles vorrandis peituv noue pole rahuldatav, vor-
randil pole lahendit.

Ulesanne 3. Lahenda vorrand:

41
A S

Vil ety Py
3+

xr—1
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Lahendus. Korrutades vasakul poolel seisva
murru lugejat ja nimetajat avaldisega z — 1, saame:

2@—1)+@+1) _,
3(m—l)+(2:n71) 2

ehk, avades sulud ja koondades:

3 — 1
5x»—4_‘2'

Korrutades vorrandi kummagi poole avaldisega
5x — 4, vabaneme nimetajast ja saame:

3t —1=2(bx—4)

ehk
3r—1=102—38
ehk
—Tx=—"T
ja seega
=1

Kontroll: asetades leitud vidrtuse x-i asemele vor-
randi vasakusse poolde saame:

1—1
2 —1

gl

1—1

et §ERED T
3+

ol =|o|

£ 2 : 1 5 G
Nii murrul + kui ka murrul 5 pole motet; lei-

tud vddrtus =1 ei rahulda vorrandit; vérrandil pole
lahendit.

Teame, et lineaarvorrandil az +b=0 on olemas
alati iiks ja ainus lahend. Kisiteldud niide opetab, et
vorrand, milles otsitav esineb nimeta-
jas, voib teisendamisel taanduda lineaarsele; sellest
hoolimata ei tarvitse tal olla lahendit,

—;u




Peatiikk " XIL
Vorrand-siisteem.

§ 106. Kahe tundmatuga lineaarvorrand-siisteem.

Moénede kiisimuste lahendamisel on otstarbekohane
kasutada mitut tundmatut.

Nédide. Elektridri poolt koostatud valgustusseadme
eelarve niditab jirgmist: kui véimla valgustamiseks votta
4 leeklampi ja 7 hodglampi, liheb valgustusseade maksma
- 236 krooni; kui aga votta 3 samasugust leeklampi nagu
ennemgi, ja 11 hooglampi, siis ldheb see seade maksma
223 krooni. Kui kallilt on adri poolt arvestatud leeklambi-
ja kui kallilt héoglambiseade?

Mirgime iihe leeklambiseadme hinna tidhega I, iihe
héoglambiseadme hinna tidhega h, kusjuures kumbki hind
on arvestatud kroonides. Ulesande sonastuse jargi on siis
iihelt poolt

4] |- Th — 236,
teiselt poolt
8l 4 11h = 223.

Ulesande lahendamine on taandatud néudele: leida
kaks niisugust arvu ! ja 2, mis rahuldavad iihtaegu
nii esimest kui ka teist vorrandit, ehk teisiti, leida kaks
niisugust arvul ja h, mis rahuldavad vérrand-
siisteemi:

47 4+ Th —236
{3l <11k — 223
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Nouet, et tuleb tihtaegu rahuldada kaht vorrandit,
mirgime sel viisil, et molemad vorrandid votame looge-
lise suluga {ihte.

Et voérrandeis tundmatud esinevad esimeses astmes,
siis on need vorrandid lineaarsed ja siisteem on line-
aarvorrand-siisteem.

Uldiselt titleme nii:

kaks vorrandit

ax +by=m

{ cex+dy=n
milles @, b, ¢, d, m ja n on antud arvud ja x ja y on otsita-
vad, moodustavad kahe tundmatuga lineaarvorrand-siisteemi; lahen-

dada see siisteem tihendab leida niisugune x- ja y-vdirtuspaar, mis
iihtaegu rahuldab nii esimest kui ka teist vorrandit.

§ 107. Lineaarvorrand-siisteemi lahendamine
asetusvottega.

Olgu lahendada eespool-toodud vorrand-siisteem :

4l -+ Th==236
3l 1+ 11k — 223

Arutame nii: kujutleme, et meil on juba onnestunud
leida iiht otsitavat, niiteks otsitavat h; siis pole enam
raske leida teist otsitavat I. Toepoolest, asetame niiteks
esimeses vorrandis & asemele tema jaoks leitud véir-
tuse; peale tuntud liikmete iilekandmist paremale poolele
saame siis

41 —236 — Th,
millest

j_ 236—7Th
=0,
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Seega oleks ka [ leitud. Saadud ! peab aga rahuldama
ka teist vorrandit; see tdhendab, et

s e LI LY LG

Nii jouame vorrandile, milles ainsaks otsitavaks on k.
Selle vorrandi lahendamine ei tee raskusi: korrutades
vorrandi pooli 4-ga saame:

3-(236 —Th) + 44h —892;

siit
708 — 21h - 44h — 892
ehk
23h — 184
ehk
=S

- Asetades selle vaartuse [-i avaldises & asemele
saame

236 — 7.

BO-7-8__ 180 4=

b 4 T

Niisiis
b= 8; == 40

Kontroll. Asetades tulemused vorrandite vasaku-
tesse pooltesse, saame:

4-45 -1 7-8=—=180 -} 56 — 236, nagu peab olema;

3-45 4+ 11 -8=135 -+ 88 = 2283, nagu peab olema.

Kokkuvottes voime anda jargmise eeskirja kahe tund-
matuga lineaarvorrand-siisteemi lahendamiseks:

avaldame iihest vorrandist iihe tundmatu teise kaudu; asetame
saadud avaldise teise vorrandisse varemini avaldatud tundmatu
asemele; lahendame tekkinud vérrandi ja asetame lahendi teise
tundmatu avaldisse.

12 Algebra opik.
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Kisiteldud vote kannab asetusvétte nime.
Ulesanne. Lahenda lineaarvérrand-siisteem :
[ 6z + 5y =205
| 42 4 3y =135

Lahendus. Teisest vorrandist saame

3y=185—4z ehk y=— ¥4,
seega esimesest jéreldub, et
~ 135 — 42
o 6x + 5 3 = 205
18z + 5(185 — 42) — 615

ehk

182 4 675 — 202 — 615
ehk

—2x—=—60;
siit
Z =80

ja jéarelikult
185~ 4.80 15

()]

3 3

Kontroll. Asetades tulemused vorrandite vasa-
kutesse pooltesse, saame:

6-304-5-5=180 - 25 =205, nagu peab olema;

4-30+3-5=120 -+ 15 =135, nagu peab olema.

§ 108. Lineaarvorrand-siisteemi lahendamine
liitmisvottega.

Kui lihemalt vaatleme lineaarvérrand-siisteemi lahen-
damiseks antud eeskirja ja selle rakendamist iilalkisitel-
dud néitele, siis nieme, et viotte kahe esimese sammu ees-
mérgiks on tuletada iihest vorrandist teise abil niisugune
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vorrand, mis oleks vaba itihest tundma-
135 — 4x
3

4z + 8y —135 teisend ja vérdus 6x -+ 5 ‘_313—& =205
on vorrandi 6x -+ 5y — 205 teisend, mis saadud eelmist
vorrandit arvestades.

tust. Toepoolest, vordus ¥y — on vaid vorrandi

Toimingut, mille abil kahest kahe tundmatuga vorrandist
tuletatakse iihe tundmatuga vorrand, nimetatakse iihe tund -
matu elimineerimiseks.

Tundmatu elimineerimist v6ib teostada mitmel viisil.
Uks lihtsamaid on jargmine: tundmatu y elimineerimi-
seks siisteemist

6x - by =205
{ 4z 4+ 3y =135
korrutame esimese vorrandi kummagi poole —3-ga,
teise vorrandi kummagi poole 5-ga; lihemas konekddnus:
korrutame esimest vorrandit —3-ga, teist 5-ga; saame
stisteemi :
{—18 z— 15y =—=—615
20 + 156y = 675

Liidame vordsed suurused vordsetega; liitmisaksioomi
pohjal on tulemused vordsed; seega

22 =60.

See vorrand on vaba tundmatust y ja seega on sea-
tud eesmirk saavutatud. Selleks tarvilikud tehted: korru-
tamine —3-ga, korrutamine 5-ga ja tulemuste liitmine
on lubatavad operatsioonid; nende toimin-
gute lubatavust kindlustavad korrutamis- ja liitmisaksi-
oomid.

12%




Edaspidine lahenduskiik on lihtne:

180

=50
4-3043y=135

3Yi=—1b

WY emia b5

Niisiis siisteemi lahendid on z — 30 JanE=—=6,

Kokkuvéttes véime anda jidrgmise eeskirja iihe tund-
matu elimineerimiseks kahe tundmatuga lineaarvérrand-
slisteemist :

korrutame kummagi vérrandi kohase teguriga, valides tegurid
nii, et saadavais vorrandeis eemaldatava tundmatu ees seisaksid

absoluutselt vérdsed, kuid vastupidiste mirkidega kordajad; saa-
duste liitmise tulemus on siis vaba sellest tundmatust.

Nidide. Elimineerime siisteemist
{ 62 + 5y =205
4x + Ty =135
tundmatu z.
Selleks korrutame esimese vérrandi 2-ga, teise vor-
randi —3-ga ja liidame saadused:
122 + 10y = 410
—12x — 21y =— —405
— 1ly = 5
Saadud vérrand on vaba tundmatust 2

Miarkus. Ka eelmises paragraafis kisiteldud ase-
tusvote on vaid iiks voimalikkudest viisidest iihe tund-
matu elimineerimiseks kahest lineaarvérrandist,

§ 109. Lahendumatud vorrand-siisteemid.

Ulesanne 1. Lahenda slisteem

3z -+ by— 8
6z 410y =15
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Lahendus. Elimineerime tundmatu y. Selleks
korrutame esimese vérrandi 2-ga, teise —1-ga; saame:

{ 6x - 10y= 16
—6x — 10y = —15

- Liitmisaksioomi péhjal jireldub neist vérdusist, et
null peaks olema vérdne iihega, mis on véimatu. Siin on
tegemist juhuga, kus siisteemi vérrandid on iiks-
teisele vasturdidkivad: esimene nduab, et
62 + 10y oleks 16, teine seevastu, et sama summa oleks 15.

Ulesanne 2. Lahenda siisteem:

20—3y= 17T
4¢ — 6y =14

_ Lahendus. Elimineerime tundmatu . Selleks
 korrutame esimese vorrandi 2-ga, teise —1-ga; saame:

4o —6y=— 14
{ —A4x + 6y —=—14

Liites need vorrandid saame vorduse
0="0.

See noue on tdidetud olenemata sellest, missuguse
viadrtuse me anname tundmatule y. Seepdrast ei saa siit
ka mingit y-vaartust miidrata. Siin on tegemist juhuga,
kus kumbki vorrand noéuab iiht ja sedasama voéi iiks vor-
randeist on teise vorrandi teisend; tdepoolest: kui
teise vorrandi jagame 2-ga, saame esimese. U hest nou-
dest ei jiatku kahe tundmatu méédramiseks.

Kokkuvottes:

lineaarvorrand-siisteem on lahendumatu, kui selle siisteemi
vorrandid on iiksteisele vasturdadkivad voi kui iiks siisteemi vorran-
deist on teise vorrandi teisend.
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§ 110. Vérrand-siisteemi koostamine.

Ulesanne 1. Kullasepal on kaks hébepeekrit ja
nende juurde kuuluv hébekandmik, mille hind on
16 krooni. Kandmik iihes esimese peekriga maksab
4 korda rohkem kui teine peeker; kandmik iihes teise
peekriga maksab 3 korda rohkem kui esimene peeker.
Kui kallis on kumbki peeker?

Lahendus. Mirgime esimese peekri hinna kroo-
nides tdhega p, teise peekri hinna kroonides tahega q.
Siis esimese peekri ja kandmiku hind kokku on p 1 16,
teise peekri neljakordne hind on 4q; seega

»+ 16 =4q.

Teise peekri ja kandmiku koguhind on ¢q + 16, esi-
mese peekri kolmekordne hind on 8p; seega

q-+ 16 =3p.

Nii saame kahe tundmatuga lineaarvorrand-siisteemi :
»+ 16 —=4q
{ 7-+16=3p

ehk, teisiti kirjutades:

{3p—q= 16

Seega on iilesande lahendamiseks vajalik vorrand-siisteem
leitud.

Siisteemi lahendamine annab
3

2
3

=T 11°?

¢d=5

¢ 3 . s 9 .
S. t. esimene peeker maksab 7 i krooni, teine 5H krooni.

Ebatavaline vastuse kuju on seletatay sellega, et iilesanne
on périt XVI sajandist.
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Ulesanne 2. Kaks sportlast A ja B vaistlevad
800 meetri jooksus. Esimesel katsel annab A 30 m maad
B-le ette, tuleb aga sellest hoolimata 2 sekundit varem
sihile kui B. Teisel katsel annab A 50 m maad B-le ette
ja tuleb niiiid 1,2 sekundit hiljem sihile kui B. Kui kii-
resti jookseb kumbki sportlane?

Lahendus. Moddame jooksukiirust iihikuga mee-
ter sekundis ja méirgime sportlase A jooksukiiruse
tdhega @, sportlase B jooksukiiruse tdhega b. Oma tee

katmiseks kulus A-1 esimesel katsel §2~0 sekundit, B-1 see-

vastu @%ﬂ ehk ™ sekundit. Esimene aeg on teisest

b
2 sekundi vorra lithem, seega
800 770
o +2= .
Samal viisil arutades leiame, et teise katse puhul
800 750
T Y 1’2 = _E* .
Saadud vorrandeid teisiti kirjutades saame:
800 _ 700 _
a b
800 750
L S 1,2

Miérkides murrud ; ja I]) vastavalt tihtedega a ja f8
nieme, et need abitundmatud peavad rahuldama
vorrand-siisteemi

{ 800 — 7703 =—2
800 — 7503 = 1,2

Maiirates siit a ja B saame
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jarelikult
8000

A iy A 4 Lee s
@ = = ~ 6,61 ja b—3’2-_6,.45.

Niisiis sportlase 4 jooksukiirus oli 6,61 meetrit sekundis
ja sportlase B jooksukiirus 6,25 meetrit sekundis.
Kokkuvéttes toimub lineaarvérrand-siisteemi koosta-
mine jargmiselt:
mirgime otsitavad kohaselt valitud tihtedega; avaldame nende
tihtede ja iilesande andmete abil seosed, mis iilesandes on viljen-

datud sonadega; saadud vérrandeid teisendame nii, et siisteem
esineks kujul

{ax—{—by:m
ex. tdy—n;

tarbe korral kasutame abitundmatuid.

§ 111. Ruutvérrand-siisteem.

Olgu tegemist siisteemiga, mis koosneb kahest vorran-
dist kahe tundmatuga.

Kui iiks voi mdlemad siisteemi vorrandeist on ruutvorrandid,
siis nimetame siisteemi ruutvorrand-siisteemiks.

Niiteks on siisteemid
{xﬁ—ny:32 {x2—{<y2=10
3z +y=10 LY —-3
ruutvérrand-siisteemid.

Stisteemi nimetame ka siis ruutvorrand-siisteemiks,
kui tema véorrandeis ei esine ei liiget x2-ga, ega ka
liiget y2-ga, kiill aga liige tundmatute korru- .
tisega xy. Niiteks on siisteem !

x+y=5
S =5
ruutvorrand-siisteem.
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Kisitleme allpool ainult monda ruutvérrand-siisteemi
eritiiiipi. :

1. tiliip. Uks siisteemi vorrandeist on ruutvor-
rand, teine lineaarvérrand.

Niisugust siisteemi nideme esimeses iilaltoodud néiites.
Konesolevat tiilipi vorrand-siisteem laheneb jargmiselt:
avaldame lineaarvorrandist ithe tundmatu ja asetame lei-
tud avaldise selle tundmatu asemele ruutvorrandisse;
saame iihe tundmatuga ruutvorrandi; seda lahendades ja
lineaarset vorrandit arvestades leiame siisteemi lahendid.
Nidide. Lahendame siisteemi:

{ 2x +y=10
i 22 | y2=2=65

Esimesest vorrandist saame
. y=10— 2z,

seega jareldub teisest, et
22 4+ (10 —2x)2 =165

ehk
22 | 100 — 40z + 422 =165
ehk
52 — 40z +35=0
ehk
22—8x+7=0,
millest

e e | ja o=
ja jarelikult
Yy=8"""ja " Yg—=—4.
Meie siisteemil on kaks paari lahendeid

Tr—i ; To—
ja
{?/1':8 {?/2=_‘4
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2. tilip. Tundmatud esinevad vérrandeis siim-
meetriliselt. Sel puhul vérrandid oma kuju ei muuda, kui
vahetame tundmatud. Niisugusteks siisteemideks on
néiteks 3 jargmist siisteemi:

22 —y2 =21 {x+y=8
rd-y="17 | 2y=15
22 4 y2=10
BH— B
Ulesanne 1. Lahenda siisteem
22 —y2=21
{x—}—y=7.
Lahendus. Jagamisaksioomi pohjal saame
r—y=3;
et »
z+y="1,
siis
20 ==
seega
5
ja
Y=
Ulesanne 2. Lahenda siisteem
x4+ y=38
XY =215

Lahendus. Vottes esimese vérrandi kummagi
poole ruutu, saame
(x+y)2=064;
lahutades siit
42y — 60,
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saame .
(x—y)2=4,"
millest
T — =D
Seega

o2 o {x—y=—2
x+y=2~8 z+y=38

Jarelikult siisteemi lahendid on:

{.’X}1=5 ja {x1=3
y1:3 y1=5

U7lesanne 3. Lahenda siisteem

5 z2 -+ y2=10
TY—9
Lahendus. Korrutame teise vorrandi 2-ga; saame:
x2 + Y2 = 10
2% —0

ks kord vorrandite vastavaid pooli liites, teine kord
lahutades, saame: '

(x4 y)2=16
ja
(x—y)2=4.
Seega
xFy—=4
ja

el
See annab 4 vorrand-siisteemi; neist esimene on

{x+y=+4
x—y =42
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Selle lahendamisel saame esimese siisteemi lahendid

{.’E1=3
y1=1

188

Kolme iilejédiva siisteemi lahendid on

{xzzl j =38 {x4=—1
Y2=38 |y3=—1 Yy =—

Kokkuvattes:

olgu antud lahendada ruutvorrand-siisteem; kui iiks antud
vorrandeist on lineaarne, siis elimineerime selle abil iihe tundma-
tuist; kui kumbki vorrandeist on teise astme vorrand, siis piiiiame
tuletada niisugust vorrandit, milles vihemalt iiks tundmatu esineb
esimeses astmes; edasi toimime, nagu eespool seletatud.




Ajaloolisi andmeid.

Algebra nimi. Algebra nime algvormiks on al-jabr;
nii see esineb tihtsa araabiakeelse matemaatilise teose pealkirjas:
al-jabr w’al mugébalah. Teos on pirit IX sajandi algusest; tema
autoriks on kuulus Araabia matemaatik Muhammed ibn Misa
al-Khowarizmi, see on: Muhammed, Misa poeg, parit Kho-
warizm’ist. Sona al-jabr on tolgitud kui negatiivse liikkme iilekand-
mist vérrandi iihelt poolelt vorrandi teisele poolele. Uuemad uuri-
mused on aga niidanud, et sdna al-jabr on arvatavasti asstiliria
péritoluga ja tihendab eesti keeles ,on tihtsuselt vordne‘. Toe-
nioliselt ‘see sona jii Viike-Aasias tarvitusele ka parast Assiiliria
riigi kokkuvarisemist. Ristiusuliste siitirlaste kaudu, kes olid
araablastele kreeka teaduslikkude teoste tolkijaiks araabia keelde,
kandus sona al-jabr araablaste juurde vordumise tdhenduses vor-
randite puhul. Araablased tolkisid sona al-jabr oma keelde sonaga
al-mugébalah, kasutasid molemaid sdnu roobiti teineteisega, omis-
tades hiljemini kummalegi tdhenduse ,0petus vorrandeist. Samas
mottes mdistame algebrat meiegi.

Algebra si mbolid. Arvutamisvotete viljaarendamiseks
oli vaja luua vaid esimese liheksa arvu tahised ja nulli ja harjuda
mbttega, et number omab tdhendust alles iihenduses kohaga, millel
ta seisab; niaiteks kirjutises 777 paremalt esimene number tdahen-
dab 7 iihte, sama number, seistes paremalt teisel kohal, tihendab
7 kiimmet ja sama number, seistes paremalt kolmandal kohal, tdhen-
dab 7 sada.

Algebra viljakujundamiseks tuli luua tunduvalt rohkearvuli-
sem siimbolite kogu: oli tarvis sitmboleid tundmatute téhistamiseks
ja stimboleid tehete ja tehete jarjekorra mairamiseks. Korvu sel-
lega tuli luua uued arvuliigid: positiivsed ja negatiivsed, ratsionaal-
sed ja irratsionaalsed arvud. Sageli uued mbisted seisid iilepddsema-
tus vastuolus seniste arusaamistega; niisuguste mbistete nditeina
nimetame arve, mis on viiksemad kui null, ja arve, mida ei saa

B : :
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avaldada ei iihegi tdisarvu ega iihegi murdarvuga. Toodud pdhjus-
tel algebra arenes suhteliselt aeglasemalt kui aritmeetika. Tee
algebra joudsamaks arenemiseks avanes alles péarast algebra stim-
boolika 16plikku viljakujunemist XVI ja XVII sajandil.

Algebra siimbolite arenemises leiame palju juhuslikku; hili-
semad autorid kasutasid oma eelkiéijate loodud siimboleid, muutes
ja tédiendades neid enam oma_ maitse kui otstarbe kohaselt. Ainsa
tokke stimbolite uputusele seadis asjaolu, et pirast triikikunsti avas-
tamist autorid olid tahes-tahtmata sunnitud kasutama valmis triiki-
mérke. Enamik praegu-tarvitatavaid matemaatilisi stimboleid on
saadud tdhtede ja sonalithendite lihtsustamise teel.

Tehtemiargid. Vanimas meile siilinud matemaatilises
kisikirjas, Ahmes’e papiitiruses (XVII sajandist e. Kr.) kasuta-
takse liitmise mirkimiseks siimbolit /\__ ja lahutamise mirki-
miseks sitimbolit _ A . Diophantos (IIT sajandil p. Kr.) mir-
kis liitmise sel teel, et kirjutas liidetavad krvuti teineteisega,
lahutamise aga siimboliga /N« Fibonaceci (loe: fibonatsi)
a. 1202 mirgib liitmist sénaga plus ja lahutamist sonaga minus;
esimene neist tiahendab enam, teine tdhendab vihem. Mole-
mad sonad on siilinud ténini liitmise ja lahutamise mirkide nime-
tustena. Tehtemirgid + ja — esinevad esmakordselt Widman’i
aritmeetika dpperaamatus a. 1489. On tdenioline, et miark 4 on
tekkinud ladinakeelse séna et kokkutombamisel, millega varemini
sageli mérgiti liitmist; sona et tihendab eesti keeles »i8ff Mirk —
on tekkinud tGenioliselt tihe m kokkutdmbamisel. Punkt korruta-
mismérgina ja kaks punkti jagamismérgina voeti tarvitusele Leib -
nitzi (1646—1716) poolt. Murrujoont kasutasid juba araab-
lased.

Vorduse ja vorratuse tdhised. Kahe suuruse
vordumist mérgib Diophantos mirgiga (7; see on nihtavasti
sona  (gos lithendiks, mis tidhendab »vordne“. Keskajal mirgiti
vordumist sama tédhendusega ladinakeelse sonaga aequalis. A. 1637
kasutab Descartes (loe: dekart) vordumine stimbolina mérki oo,
Praegu tarvitusel olev miark — on R ecorde’i (loe: rekord) loodud
a. 1557, pohjendusega, et ,ei ole kaht teist asja, mis oleksid nii vord-
sed, kui kaks roébikut vordpikkust 15iku, Suurem ja viiksem ole-
mise mirgid > ja < on loodud Harrioti (loe: hiirriot) poolt;
triikis ilmusid nad a. 1631, kiimme aastat piirast autori surma.

Otsitava tahis. Vanim viis on mirkida otsitavat sGnaga.
Nii kasutab Ahmes otsitava mérkimiseks séna suurus véi
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sona kuhi. Al-Khowarizmi nimetab otsitava esimest astet
sonaga juur, otsitava teist astet sGnaga ruut. Fibonacci
tolkis need sonad araabia keelest ladina keelde sonadega radix ja
quadratus. Hilisemad Itaalia autorid kasutasid otsitava méarki-
miseks sonu res ehk cosa, tihendusega a s i, ka sona numerus, tdhen-
dusega arv. Otsitava ruut ja kuup mérgiti sonadega censo ja
cubus. Sonad asendati hiljemini liihenditega; nii margib Vieta
(loe: vieeta) XVI sajandi 16pul otsitava, tema ruudu ja kuubi
tihtedega N, Q ja C. Sageli jieti tundmatu iildse kirjutamata;
nii nideksime avaldisi 7, 8x, 9x2

Chuquet (loe: Siikee) kirjutises a. 1484 kujul 79, 81, 92

1 2

Bombelli L i 78 grang
Biirgi o P 0 b S 7, 8I, 9I1

. Astme ja juure tahis. Astme praeguse markimis-
viisi valmistasid ette

Harriot a. 1631 kirjutisegaa, aa, aca, aaad,...
Hérigone (loe: erigoon) a. 1634 5 0028 sy ad, %
ja Descartes a. 1637 I 0 e g, Ir L

Juure tihisena kasutati ladinakeelse sona Radiz voi radiz (see
tihendab juur) esimest tihte, B voi r. Nii kirjutab Bombelli
a. 1572 ruutjuurt siimboliga R. ¢. ja kuupjuurt siimboliga R. c.;
nii kirjutab Stevin a. 15685 neid juuri vastavalt V ja V3 Kui
palju praegu-kasutatav tdhistusviis on lihtsam ja iilevaatlikum
varemini-tarvitatud tihistusviisidest, seda nieme korvuseadmisest:

praegu kirjutame Bombelli kirjutas a. 1572
bt

V20 — 6% + =2 Reqs l20-m-ép-i‘[
Viimases kirjutises R. g¢. tdhendab ruutjuurt, tdhed [ ja r
tididavad sulgude aset, tdhed m. ja p. tihendavad miinust ja plussi,

1 Sgho
viimaks 6 ja 1 tdhendavad 6 ja «2




Mirksonastik.

Kriips rea alguses tihendab eelmise rea séna kordumist ;

nool téhendab ,,vt. noolele jirgnevat sona‘‘;

sbna sulgudes tdiendab sulgude ees seisvat sona ;

arv tidhendab lk. numbrit, kus selgitatakse rea alguses seisev séna;
j. arvu taga tihendab ,,ja jargnev*;

ii. arvu taga tihendab ,ja jirgnevad‘’

abivalemid (arvutamise) 83 ii.
absoluutviairtus 47
algarv 90
algoritm (ruutjuure) 130 ji.
algtegur 94, 96, 164
algtegureiks lahutamine 94, 96
algus-punkt 14
alus (astme) 8
arendamine 83 jj.
arvtelg 14
arvutamine 30, 83 jj.
arvutamise pohiseadused 25 jj.

30, 42
arvuvald 61 jj., 117 j., 138
asetusvote 176 jj.
assotsiatiivsus 382, 37
aste 8, 59, 64, 67, 116
astendaja 8
astendamine 7, 58, 66 j., 116
astendatav 8
astme astendamine 66
astmete jagamine 65

— korrutamine 64
astmik 50
avaldis 5
binoom -> kaksliige
biruutvérrand 154
definitsioon 101
diskriminant 150, 152 jj.
distributiivsus 38

ekvivalentne - samaviairne

elimineerimine 179

graafik 123

graafiline (kujutamine) 15 jj.

hulkliige 19, 69 j. 86, 161, 165 h

interpolatsioon 130

irratsionaalarv 137 jj.

jagaja 29, 89, 96

Jagamine 29 j., 30, 40, 69, 65.j.,
70, 115

jagamisaksioom 75

jagatav 29

Jjagatis 29, 59, 119, 139

jaguv 29

jaguvus 89 jj.

jaotuvus 38 j.

jaak 29

kahene 128

kaksliige 20, 83

kaudne (modtmine) 18

koefitsient - kordaja

kolmliige 20

kommutatiivsus 31, 37

kontroll (vérrandi lahendi) 23

koondamine (hulkliikme) 20

koostamine (vérrandi) 155 iie
182

kordaja 6, 169

kordarv 90

kordne 89




korraldamine 68

korrutaja 28

korrutamine 28 j., 386, 55, 64, 70,
83, 112

korrutamisaksioom 75

korrutis 55, 83, 85, 114, 139

korrutise jagamine 41 j.

korrutisega jagamine 66

kujutamine (arvude) 14 j.

kujutamisithik 14

kuup 7, 87

kuupide tabel 140

kuupjuur 140

lahend (vorrandi) 23

lahendamine (vorrandi) 23, 74,
81

lahendi valem 149, 151

lahendumatu 180

lahutamine 27 j., 34, 52, 69, 111

- — algtegureiks 94, 96, 162

lahutamisaksioom 75

lahutatav 27

laiendamine (murru) 103

laiendustegur 106

liidetav 26

liige (hulklitkme) 20
— (vorde) 120

liitmine 26, 30 j., 50, 69, 108

liitmisaksioom 75

liitmisvote 178 j.

lineaarvérrand 79 j., 169 jj.

— -siisteem 175 jj.

loendamine 25

loendamisaksioom 25

lugeja 101

miinus 5, 47

mittetdielik (ruutvorrand) 143

m.o.t.t. 42

murd 101 jj., 166 jj.

murdude vald 117

negatiivne arv 47, 49, 59, 61

nimetaja 101

null 49, 63, 75

numbriline viairtus (avaldise)
129,

otsene (mootmine) 18

otsitav 22

paarisarv 3

paarituarv 3
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parabool 125
parandus 56, 128
pluss 5, 47, 61
poliinoom 68
positiivne arv 47, 49, 59 jj.
proportsioon - vorre
protsent 4
pohiomadus (murru) 102
— (vorde) 121
pohiseadused (arvutamise) 25 jj.,
117
poordtehe 28, 30
poordiilesanne 125
poore (murru) 115
rahuldama (vorrandit) 23, 74
ratsionaalarv 118, 138
reaalarv 138
relatiivsed arvud 48 jj.
ristsumma 93
ruut 7, 84 j.
ruutjuur 126 jj.
ruuttrinoom 163
ruutude tabel 128
ruutvorrand 142 jj.
ruutvorrand-siisteem 184 jj.
samasus 72
samaviirsed vorrandid 76
sarnased liikmed 20
segaarv 110, 112
siseliige (vorde) 120
skaala 26 j., 49
skeem 13, 15, 95
suhe 119
sulud 10 jj., 33, 35, 51
summa 26, 55
— jagamine 42
jaguvus 91
korrutamine 38
kuup 87
— lahutamine 34, 36
liitmine 32
ruut 84
suunaga suurused 46
suunata suurused 46
suunatud arvud 48
suurim iihistegur 97 j., 165
stimbol 6, 126
siimboolika 1 jj.
taandamine (murru) 103
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taandatud ruutvorrand 143, 146, vordeline 121

159
taandumatu (murd) 103
tegur 28, 89
tehete jarjekord 10
tehtemargid 47 j.
teisendus 21
telg 14 i
tihendamine (arvuvalla) 118, 13
korrutatav 28
trinoom - kolmliige
tundmatu 22
tunnused (jaguvuse) 90 jj.
taisarv 25
tipsus 134
vahe 27, 55
— jagamine 42
— korrutamine 39 j.
— lahutamine 384, 36
— liitmine 33
— kuup 87
— ruut 84
vahetuvus 31, 33, 37, 39
valem 17 j., 83 jj., 149, 151

vordlemine (murdude) 107
vordumine (murdude) 122
vorduse omadused 75
vorrand 23, 73 jj., 172
vorrandi teisendamine 78
vorrand-siisteem 175
vorratus 72, 77

vorre 120 jj., 168
vahendatav 27

véaikesim tihiskordne 98, 165
valisliige (vorde) 120
vadrtus (numbriline) 12, 15
tthenduvus 32, 33, 37, 39
tithenimelised murrud 105
ithesus 25

tthisjagaja 96

tithiskordne 98, 100
thisnimetaja 105

thistegur 96

tiksliige 19, 64 jj., 96, 98, 100
ildkuju 80, 142

tildkujuline ruutvorrand 143, 151
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