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XT klassi matemaastika

Té0juhend on koostatud programmi jérgi, kusjuures
terve aasta Sppematerjal on jaotatud 10-ks arvestuseks.
Mérkuste all on toodud mSningad antud programmi kuulu-
vad pbhitSed, mida on tehetud 8piku k8rval rShutads v&i
millele on antud Spikust erinev formuleering. Mérkuste
all antekse ka népunditeid teoreetilise materjali &ppi-
miseks ja iilesannete lshendemiseks.

Enne kohustuslike harjutusiilesannete lahendamist,
mis tulevad Spetajale esitada arvestusele tulles,on va-
Ja Oppida vasteva osa teooria Jja lébi lahendada juhen-
dis toodud néidisiilesended. Ige arvestuse 1l&pul on an-
tud rida kiisimusi enesekontrolliks.

Opik: E., Btverk, O. Prinits. Matemaatiks XI klassi-
le, 1968.
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1. Programm

Tasapind ja selle kujutamine., Tsentraalprojektsioco-
ni ja paralleelprojektsiooni m8iste. Tasapinna médramine
punktide ja sirgjoonte abil.

Kahe sirgjoone vastastikused asendid ruumis. Kiiv-
sirged.

Sirge ja tasapinna vastastikused asendid.

Kahe tasapinna vastastikused asendid.

Kolme tasapinna vastastikused asendid.

Kolm paralleelset sirget ruumis.

Vastavalt paralleelsete haaradega nurgad. Paralleel-
projektsiooni omadused.

2. Markusi

Tuleb meeles pidada punktide, sirgete ja tasapinda-
de téhistamisviis, samuti ka tasapinns kujutamine jooni-
sel. Edasist t006d h&lbustab tunduvalt ka mitmesuguste
matemaatiliste lausete mirkimine lithidalt vastavate siim-
bolite abil. Téhtsamad neist on:

< (asetseb), D (1&bidb), > (18ikub), [/ (on paralleel-
ne)

Néiteid:

1) tasapind < 1lébib sirget 8: X D=

2) sirge s asetseb tasapinnalx : 8 &

3) sirge s ja tasapind « 1l8ikuvad: s X ok

4) tasapind o¢ on médratud punktidega A, B ja C:@

o = ABC
5) tasapindot on middratud sirgetega s ja t:X =st.
6) punkt O on sirge s ja tasapinna «« 1l¥ikepunkt:
O= 88Xk
7) sirge s on paralleelne tasapinnagact : 8 [/
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Erinevalt tasapinnalisest geomeetriast, kus mitte-
iihtivad sirged kas 18ikuvad v8i on paralleelsed, v8ivad
sirged ruumis omada veel kolmanda vastastikuse asendi:
olla kiivsed, s.t. olla mitteparalleelsed ja mittelliku-
vad. Kiiveirgetest ei sesa 1#bi panna iiht ja sama tesa-
pinde.

Sirge ja tasapinna ning kshe tasapinna vastastikus-
te asendite juures tuleb rangelt vahet teha definitsioo-
ni ja tunnuse vahel. Definitsioon anneb iildise iseloomus-
tuse, médrab ndhtuse olemuse, Néiteks: sirge ja tasapind
on paralleelsed, kui neil ei ole iihtki ihist punkti. Tun-
nus aga on teoreem, mille t8estus tugineb vastavale defi-
nitsioonile ja mis v&imaldadb teatavate piiratumate tingi-
muste alusel kindlaks teha sirge ja tasapinna v8i kahe
tasapinna vastastikust asendit. Néditeks: sirge ja tasa-
pind on paralleelsed, kui antud sirge on paralleelne ta-
sapinnal asetseva sirgega: (s.t. ta ei oma tasapinnal
asetseva sirgega ilihtki ithist punkti).

Kuna teoreemide t8estamisel on vaja sagelli kasutada
gbitasapindu, tuleb hiésti teada tasapinna méiremise tin-
gimusi.

3. Néidisiilesandeid

Ul¢sanne 1, On antud neli punkti, mis ei
ole iihel ja samal tasapinnal, Kas v8ib leiduda nende
hulges kolm punkti, mis asetsevad iihel ja samal sirgel?
Mitu sirget ja mitu tasspinda on médratud nende nelja
punktiga? -4

Antud punktide seas ei saa
olla kolme punkti nii, et nad
asetseksid iihel ja samal sirgel,
sest siis oleksid k8ik neli
punktl iihel tasapinnal, kuna 8 c
sirge ja vidljaspool seda aset-
sev punkt madravad ilhe tasapin-
na. Joon. 1.



Jérelikult peavad neli punkti asuma nii nagu on néha
Jjooniselt 1.

Et ige 3irge on médratud kahe punktiga, siis saadb
igast antud punktist joonestada teistesse punktidesse 3
sirget (punktist D saad joonestada sirged punktidesse A,
B ja C). Kuna punkte on neli, siis sirgeid peaks saama
Jjoonestada vastavalt 4 . 3 = 12, Jooniselt nieme aga, et
erinevaid sirgeid on ainult 6. PShjus on selles, et iga
sirge on joonestatud 2 korda - niditeks punktist D punkti
A ja punktist A punkti D jne. Sellepidrast tulebki arute-
lu tulemusena saadud sirgete arv 12 jagada 2-ga. Seega
saab ldbi antud nelja punkti joonestadas 6 sirget.

EKuna nelja punkti on v8imalik riihmitada kolme kaupa
neljal erineval viisil, siis antud 4 punkti miiiravad ka
neli erinevat tasapinda.

Ulesanne 2, Kuidas v8ib asetseda tasapinns-
ga paralleelne sirge sellel tasepinnal antud sirge suh-
tes?

a) MSlemad sirged on paralleelsed jubul, kui nad
asetsevad thel ja samal tasapimnal.

b) Sirged on kiivsed, kui nad ei asetse ilhel ja sa~
mal tasapinnal.

Ulesanne 3, Antud on tasapind ja sellega
paralleelne sirge. TOestada, et seda sirget liébiva tasa-

pinna ja sntud tasspinna l3ike-

;joon on paralleelne antud sirge-
STy E: sllx ja 8 el asetse  -1.
A>os

,( \... i — AXX=t
vtk lh
Joon. 2. T.: Oletame vastuvéditeliselt
et sirged ¢t ja s 13ikuvad mingis
punktis O. Sel juhul asetseb punkt O nii sirgel t kui ka
sirgel s. Bt t T, esiis ka 0 CX ja seega peaks sirgel
8 olema tasapinnaga & iiks ilhine punkt O. See aga on vas-
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/
tuolus eeldusega (8 [/ ) ja meie oletus osutus valeks.
Sea2ga ¢t [/ s.
Ulesanne 4, Ldbi antud punkti panna tasapind,
mis on paralleelne antud tasapinnaga.
Antud: o ja vdljaspool tasapinda punkt A. Konstru-
eerida tasapind /ﬂ nii, et ADA ja /6 X .

Lahendus:

1) Jocnestame tasapinnal « kaks l8ikuvat sirget s X t.

2) Asetame l&bi sirge s tasapinna )* nii, et XX =s.

3) Joonestame tasapimnal ¥ s'[| s.

4) Asetame 1#bi sirge t tasapinna & nii, et Ixo =g,

5) Joonestame tasapinnald t'[| t.

6) 8' ja t' kui kaks 1l8ikuvat sirget midravad ilhe tasapin-
na, mis tasapindade paralleelsuse tunnuse pdhjal on pa-
ralleelne tasapinnaga o . Seega saamegi tasapinna /.': o

4, Harjutusiilesandeid

Opikust lahendade iilesanded: 2, 3, 5, 9, 12, 13, 18,
21, 25, 26(1), 29, 31.

5. Kordamisgkiisimusi

1. Millal asetsgseb sirgjoon antud tasapinnal?

2. Millal kaks sirgjoont iihtivad?

3. Millal keks tasapinda ilihtivad?

4, Millised sirged ei mddra tasapinda?

5. Millised on kahe sirge vastastikused asendid ruumis?
6. Millal on sirge paralleelne tasapinnaga?

7. Milline on keshe tasapinna paralleelsuse definitsioon?
8. Milline on paralleelsete tasapindade pdhiomadus?

9. Mida nimetatakse kahe kiivsirge vaheliseks nurgeks?
10, Nimetage paralleelprojektsiooni omadusi.



I ARV EPTUS

1. Programm

Kahetahuline nurk. Ruuminurk, Tasapinna normasal ja
selle omaduged. Punkti ja sirge normaslprojektsioon.

2. Markusi

Kahetahulise nurga joonnurga saame kui kahetahulist
nurka ldikame tema servaga ristuva tasapinnaga. Tekkivad
18ikejooned moodustavadki joomnurge. Jocnnurga saamiseks

1) v8tame kahetashulise nurga serval iihe vaba punkti

2) joonestame 1dbi valitud punkii servaga, ristuvad
sirged mSlemal kshetahulise nurga tshul.

Kahe tasapinna vaheliseks nurgaks nimetatakse nende
tasapindade vahelist teravnurka, Seda nurka m&ddetakse
tema joonnurga abil.

Tasapindade 18ikumisel i{ihes punktis tekivad r u u-
minur g a d, Kumera ruuminurga tasanurkade summa on
véiksem kui tdispidre. Kolmetahulise nurga korral kehtib
lisaks eelnimetatud omadusele veel teoreem: kolmetahuli-
se nurga iga tasanurk on vdiksem kui iilejédnud tasanur-
kade summa (Jja suurem kui ililejddnud tasanurkade vahe).

Tasapinna normsali korral ilmneb eriti selgesti de-
finitsiooni ja tunnuse erinevus. Definitsioon nduab, et
sirget vdib nimetada tasepinna normaaliks ainult. siis,
kui ta on risti kdigi selle tasapinna sirgetega. Tunnuse
pdhjal on sirge tasapinna normaaliks, kui ta on risti
tasapinna kahe l8ikuva sirgega.

Oluline on meelde jatta ka k8ik Jpikus toodud tasa-
pinna normaali omadused, kuna neid on edaspidistes tdes-
tustes sageli vaja.

Tecrsemi tdisnurga ristprojektsioonist (kolme rist-
sirge teoreeri) tuleb hiljem sageli kasutada ruumisirge-
te ristseisu plhiendamisel. Teoreem ise mingisuguseid
erilisi reskusl ei valmista, kuid raskusi pakub tema &ra-
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tundmine, Sellepdrast tuleb teoreemi sisulisele mSistmi-
sele poorata erilist tdhélepanu.

3. Néidislilesandeid

Ulesanne 1. Kaks vbrdset vdrdkiilgset kolm-
nurka kiiljepikkusega a asetsevad nii, et neil on iiks
kiilg iihine ning kolmnurkade tasapinnad ristuvad. Avalda-
ds mitteilihiste tippude vaheline kaugus.

D Antud:
AB =BC =AC=AD=DB =a
IE 1 AB
CE.L AB
L CED = 90°
Leida: CD
Lahendus: Et AE = EB = &
4 ‘Aﬂh (v8rdkiilgse kolmnurga kgrgus
£  poolitab aluse), siis Piitago-
rase teoreemi jérgi saab lei-

Joon. 3.
da A -st BED:

2
il (5)2 R 38

DE® = BD® - EB® = @& e
CE2=DE2=3-EE

2 2 2
A -86 CED: CD2=CE2+DEZ=2%—+%=§E—

Vastus: Mitteiihiste tippude veheline kaugus on %V’ -

Ulesanne 2. Kolmetahulise nurga iiks tasanurk
on 75° ja teine 126°. Missugustes piirides on kolmanda
tasanurga suurus,

Et kolmetahulise nurga iga tasanurk peab olema véik-
sem kul kahe ililejédénud tasanurga summa ja suurem kui sa-
made tasanurkade vahe, siis kolmas tasanurk peab olema

126° - 75°€ o < 126° + 75°
Seega
1% . & 2017,



Kuna samaaegselt k8ikide tasanurkade summa peab olema vailk-
sem kui 360°, siis
126° + 75° + x < 360°
ehk
x < 360° - (126 + 75°)
ag X 1997
Siit saamegi nurga X suuruse jaoks jédrgmised piirid

51° ¢ < < 159°

U 1lesanne 3. Kolmetahulise nurga k3ik tasanur-
gad on 60°. Arvutada kahetahuliste nurkade suurused.

A Antud: Z DAC = /. CAB = /DAB = 60°
L ADB = / ADC = 90°
Leida: / CIB

Lahendus: Et iga kolmnurga sise-
nurkade summa on 180°,
siis X = /3 = 90° - 60° = 30°

e/

b E Kui téhistada
AD = x, siis
(] AC = 2x ja samuti
Joon, 4, AB = 2x

DC:DB=V412-12=IV3—

Et A CAB on vdrdhaarne ja ta tipunurk on 60°, siis
ka alusnurgad on 60° (&O;%—'—-G-O—) ning kolmnurk on
vBrdkiilgne. Seega ka kiilg BC =

A CDB on ka v8rdhaarne kolmnurk Ja kui tipust D tome-
mata k8rgus alusele BC, siis see kdrgus poolitab aluse,
s.t. CE = x. !

A ~-st CDE leiame

ein / CDE = %= = -
575
LCDE = arcsin L
V3
L CDB = 2 arcsin—%



Vastus: Kahetahuliste nurkade suurused on 2 arcsin %
3

Ulesanne 4, Risttahuks mddtmed on 7 cm, 4 cm
Ja 5 cm, Kui suur on nurk risttehuka diagonaali ja kdige

vaiksema tahu vahel.

Antud: AB = 7 cm
BC = 4 cm
BBy =5ecm

Leida:

Lahendus:

£ BC,D, = 90°, kuna D,C4 on
risti tsp-ga BCC,\B,].

BC, = =VBc? + ccd = V16 + 25 =
41 cm
Joon. 5. D.C. = 7 cm
1C1
R R TR L2
™ By TV’

kust o = arctan —L.
' Var

Vastus: diagonaali ja k8ige vdiksema tahu vaheline
nurk on arctan

Ulesanne 5. Loiku pikkusega 20 cm 18ikab ta-
sapind nii, et 13igu otspunktid on tasapinnast 4 cm ja
6 cm ksugusel. Kui suur on 18igu ja tasapinna vaheline

nurk.,

A Antud: AB = 20 cm
AC = 6 cm
BD= 4 cm
Leida: o
Lahendus: A AEC VW A BED
o B
c D
EX N AC
X BE i BE K g’
\ Kui AE = x, siis
R BE = 20 = x.
Joon, 6.
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Seega s
2x
5x

X
AE

« = 30°

Ulesannet saab lahendada ka lihtsamalt, kui sirget
AB viia roopliikkega iiles 4 cm vdrra. Sel juhul tekidb tédis-
nurkne kolmnurk, milles teravaurga X vastaskaatel on
6 + 4 = 10 cm ja hiipotenuus on 20 cm. Analoogiliselt leia-
me, et sin & = A3 = %, kust o = 30°.

4, Harjutusiilesandeid

Opikust lahendada iilesanded: 56, 58, 60, 62, 65, 67,
D072

5. Kordamigkiisimusi

1. Mis on kahetahuline nurk?

2, Kuidas joonestada kahetahulise nurga joonnurka?

3, Millised on kolmetahulise nurga tasanurkade omadused?

4, Mis on tasapinna normaal?

5. Millised on tasapinne normaali omadused?

6. Mis on sirge ristprojektsiooniks?

7. Millega v3rdub 13igu ristprojektsiooni pikkus?

8, Milline oluline erinevus on sirge ja tasapinna rist-
seisu definitsioonil ja tunnusel?

9. Sdnastage teoreem tédisnurga ristprojektsiooni kohta?

e



IXIT ARVESTUS
1. Programm

Trisonomeotriliste funktsioonide tuletised. -

Ekstreemumiiilesanded.

Tuletise mdiste kasutamine v8rrandite ligiksudsel la-
hendamisel.

Funktsiooni y = [f(x)] D tuletis.

Newtoni binoomvalem, selle kasutamine ligikaudsel ar-
vutamisel.

Funktsiooni diferentsiaal; selle kasutamine ligikaud-
sel .arvutamisel.

2. Mérkusi

Enne, kui asuda trigonomeetriliste funktsioonide tu-
letiste Sppimisele, tuleb korrata tuletise mdistet {ildse
Ja algebraliste funktsioonide tuletiste leidmist.

Trigonomeetriliste funktsioonide tuletiste leidmine
eeldab 1) piirvadrtuse definitsioconi tundmist ja oskust lei-
da konstandi, summa, korrutise ja jagatise piirvéidrtust,

2) mitmesuguste trigonomeetria valemite tundmist na-

gu

a) pdhiseosed: sin2¢x + cosztx =1
_ Bin &
tan o ‘= CO8 o<

tanoC ¢« cotxX = 1
b) liitmisvalemid:

sin (X XA) = sinx cosf3
cos (X t/3) = cos cos/p
sin 2 = 2 sino(cos
co8 2 = cos8“K - sin“oC
2 tano

1= tanzd

¢) korrutiseks teisendamise valemid:

cosx sin/3
sing sin/.

+ I+

tan 2xX =

13



X+ )
2 sin 57— €08 —%

2sin9£'§ﬁécos-°i£-£-
2c051§-‘écos%~é
-25:[n°<+ s:Ln"LE—'/—“‘3

Trigonomeetriliste funktsioonide tuletiste leidmiseks
on vaja teada avaldise Si'x" X piirvédrtust, kui x >0, Ar-
gumenti x m83dame siin radiasanides, mitte kraadides. (Kesk-
nurga x suurus radisanides v8rdub temale vastava kasare pik-
kuse ja raadiuse suhtega.) Et x —> O korral lédheneb nullile
nii B3BX pinetaje kui ka lugeja, siis tuleb lim S12X
leida geomeetriliselt, kasutades ihikringi, X0

Funktsiooni cos x tuletise leidmiseks tuleb kasutada
samasust

8in &£ + s:Ln/3

sinx - sin/S

cos & + cos/.‘>

cos X = cosﬁ

cosoX = cos /5 =-2sin°(—'2'-é sin 23 3

cos (x +AX) -cosx:—?_sinx“‘zx'}- sinx+A21+x=
= -2gin 8.X jp X H8x 5 g AX AX
= - Tt Bih Sew—=e = snTsin(x-o-—z—-).

Trigonomeetriliste funktsioonide astmete (sin2 x,
cos2 X, tan2 X jne.) v8i kordse argumendi trigonomeetrilis-
te funktsioonide (sin 2x, tan 2x, jne.) tuletiste leidmi-
sel tuleb need funktsioonid teisendada enne sellisteks, et
seal esineksid ainult sin x, cos x vdi tan x teguritena
v8i liikmetena,

Ekstreemumiiilesannete lahendamisel peab teadma, et
funktsioonil v3ib olla meksimum v3i miinimum neil argumen-
di véartustel, millede korral funktsiooni tuletis on v&rd-
ne nulliga s.o. £'(x) = O,

Ekstreemumiiilesannete lahendamisel tuleb teha k3ige- ;
pealt selgeks, millise funktsiooni maksimumi v&i miinimumi
me otsime, anda see funktsioon ithe muutuja kaudu ja siis
leida selle funktsiooni tuletis,

14



Et rakendada Newtoni v8tet v8rrandi f£(x) = O lahendi
leidmiseks, tuleb leida proovimise teel lahendi x, esime-
ne léhend X4 Selleks tuleb otsida tundmatu x kaks niisu-
gust vidrtust, millele vastavate funktsiooni f(x) vaartu-
sed on erimirgilised. x, asub viimaste vahel, sest teine
teisel pool nullkohta on funktsioonil eri mark,

Ruutv8rrandi korral saame lahendite esimesed ldhendid
ruutvdrrandi leshendivalemi abil, Kuupvdrrandi ja kdrgema
astme vdrrandite korral leitakse lahendi esimesed léhendid
graafiliselt. Teise ldhendi leidmiseks kasutame Newtoni
vitet ja saame, et teine ldhend X, on

£(x4)
b o g o 3
Analoogiliselt leiame kolmanda léhendi X3
f(xa)

x3=xa—r'rx—p Jjne.

Kuupvdrrandi x3 + px + @ = O lahendi esimese lahendi
leiame funktsioonide y = x3 ja y = - px - q graafikute
18ikepunktide abstsissidena,

Kuupvdrrandi x3 + bx2 + ¢cx + d = O lahendi esimese
lédhendi leidmiseks kasutatakse ruutliikmest vabanemise tei~
sendust ( asendatakse x avaldisega x + a ja leitakse selli-
ne a, mille korral ruutliige muutub nulliks) ning sel teel
taandatakse idhendi leidmine eelmisele juhule,

Newtoni binoomvalemi tuletamisel tuleb seligeks teha
binoomi (x + 1)n arendi kordajate leidmise vdte.

Vdrdusest Ck = Cn—k néeme, et binoonrea algusest ja
18pust vdrdsetel kaugustel olevate liikmete kordajad on
vdrdsed (vt, Pascal'i kolmnurk).

Binoomi (a + b)™® arendi liige

n! an—kbk
ki(n - k)!

on selle arendi k + 1 liige. Seda liiget nimetame arendi
ildliikmeks ja tédhistame tédhega Thepqe Taandades kordaja

15



ERnLlE)T korrutisega (n - k)!, saame {ildliikme kujul

Tk+1 . on - 1)(n 7-.2..::.n -k + 1 an"kbk;
(k=12 0 5m)
ehk %
N
Tk+1 = Cka kb .

Eul k = O, siis Co =1

. Néidisiilesandeid

Ulesanne 1. Leida cos® x tuletis.

Et ccus2 X = co8 X + coe X, 8iis kasutades korrutise
tuletise leidmise eeskirja, saame:

(c052 x)!' = (coB x)' + co8 X + cos X +» (cos xX)'
= 2 co8 x(co8 x)' = 2 co8 x (- sin x)
==2 8in X ¢c08 X = -8in 2x

Ulesanne 2, Leida tan 2x tuletis.

Et tan 2x = ?_2%5’ siis kasutades kdigepealt ja-

gatise tuletise leidmise eeskirjm, saeme:

(tan 2x)' = (2.tan X)'(1 - tan® x) - 2 tan x(1- tan®x)'
(1 - tan“x)
_ 2(tan x)'(1 - ten®x) + 2 tan x(tan® x)'

(1 - tan” x)

Kuna s
t ' = S A
e b cos® x

Ja
(tan2 x)!' = (tan x * tan x)' =
1 9 0052 X
:-.-M--—-tanxi-tanx-T = e
cos‘b'- x cos® x an x?
siis asendades masne:

16



21-tan2:: *Ztanx.2tux

(tan 21). . cos " X - cCOB X -
! (1 - tan“ x)
=2—2tm2x_+4tanax=
cc.mz x(1 - tan?x)

2
2(1 + __2__5111 Xy

2.+ 2 tan® x 2 cos” x i
= w5 = : =
cos” x(1 - tan® x) 2 8in® x.2
cos“x (1 --—-2——)
cos” x
2 c052 X + s:l.n2 X
k" cgs p S ik 2 L8
5 2 e 2
cos2 x(So8 X ~ sin 1)2 cos x » 898" 2x
cos™ X cos’ X
i 2
c:oa2 2x

Ulesanne 3. Léi'daﬁmktsiooniy'=—32——tu-
letis. -

y' = (1)'. cos® x - 1(cos® s Ll - cos® x + gin 2x -
cos’ X cos ' X

=ain2*z=251nxcosx=251hx'
cos X cos X cos’x

lesanne 4, On antud virrand x>+ 3xz¥21-1=0. ’
Teisendada see vOrrand kujule, kus puudub ruutliige. Mille
v8rra saadud v8rrandi lahendid erinevad antud v8rrandi la-‘
henditest?

Asendame x avaldisega x+a
(x+a)3 + 3(x+a)2 + 2(x+a) -1 =0
x’ + 3 +3azx+u3+312+63.x+352+2x+2a-1=O
x3+(3a+3)x2+(3a2+6a+2)x+a3+3a2+2a-‘l=0

Ruutliige muutub nulliks, kui 3a + 3 = 0, s.t. a = =1,
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Kui niiid & asendame oma véartusegs, sasme vOrrandi
kujul
24 3. (=D245. (=142 x + (=1)3 + 3.(=122+ (=1) = 1=0.
x3 -x=1=0

Olemegi saanud ndutud vSrrandi kuju.

Kune me x asendamisel (x + a)-ga viéhendame tundmatut
& v8rra, siis saadud v8rrandi lahendid erinevad antud vdr-
randi lshendeist a vdrra, s.t, on a virra védiksemad. Antud
Jubul on uue vdrrandi lahend 1 virra suurem esialgse v&r-
randi lshendist, kuna véhendamine -1 v8rra tédhendab 1 vdr-
ra suurendamist,

Ulesanne 5, Kolmnurga pindala on 12,5 cm F
Leida kolmnurga kdrgus ja alus nii, et nende summa oleks
minimaalne.

Olgu kclmpurge alus a ja kdrgus h, siis nende summa

- y=4a+h,

Leida tuleb selle funktsiooni minimaalne vidrtus.Sel-
leks peame andma ta lihe muutuva suuruse kaudu. Kuna iiles—
ande andmetes on antud kolmnurga pindala, mis ka avaldub
suuruste a ja h kaudu, ssame pindala avaldisest (S =5—'E-1-’-)
avaldada kdrguse h

-28_2
h = a‘_ai

Asendades saame:
i 22
Y= 8k =,
Leiame sasadud funktsiooni tuletise:

y=1-23,

a

Et leida, millise a véddrtuse korral on y ekstremaalne,
vlrdsustame y' nulliga:
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Uurime, kas a = 5 korral on y minimasalne v8i maksi-
mealne, Selleks anneme a-le S5-st veidi erinevad vadrtused
Ja arvutame vastavad y véirtused,

Olgu a= 51, sils y=51+ $4r=8,1 + 4,91 = 10,01,

Kui & = 4,9, sils y = 4,9 + %29” 4,9 + 5,11 = 10,01.

Kui @ = 5, siis y= 5+ % = 5 + 5 = 10. 811t niiens,

Siit néeme, et a=5 korral on funktsioonil y=a+h mi-
nimsalne vddrtus.

Edasi arvutame h,
h=ga2=-2;=5.

Vastus: Antud pindala korral on aluse ja k8rguse sum-
ma minimaalne siis, kui a = h = 5 cn. :

Ulesanne 6. Tuleb valmistada pealt lahtine
risttshukekujuline anmum, mille pShjaks on ruut ja mille
ruumala on 32 1. Millised peavad olems snuma méStmed, et
selle valmistamiseks kuluks véhim hulk materjali?

Olgu pShjaks oleva Tuudu killg a ja anums kérgus h,
siis materjalii kulu on v8rdne risttahuka kiilgpindala ja
itihe pdhja pindala summaga

2

S =4a « h + a°,

Leida tuleb selle funktsiooni minimaalne vaidrtus.
Et selle risttahuka ruumsla on antud, siis ssame
ruumala avaldisest avaldada suuruse h,

V= a - h, ust

h %:%.

a a

Asendame saadud kdérguse pindala valemisse:
83“-}%+a233%§+.2
a

Jja leiame pindala tuletise
Bl 128
8 = - + 2a.,
e
V&8rrutame saadud tuletise nulliga ja leiame a vidr-

tuse, mille korral pindala on ekstremaalne,

19



2a -

i
283 - 128 = O
283 = 128
13..64
a=4

Kontrollime, kas a = 4 korral on pindala minimaalne.
Kui a = 4, sils § = 222 + 16 = 32 + 16 = 48
Kui @ = 3,5; siis S = }2-? + 12,25 = 36,6 + 12,25= 4885

Kui a = 4,5; siis 8 = }%g} 20,25 = 28,6 + 20,25 = 48,85
Selgub, et a = 4 korral on pindala minimaalne.

Arvutame h: & %
h=?=%€=2

Vastus: Antud ruumala korral kulub anuma valmistami-
seks materjali minimaalselt, kui pdhjaserv on 4 dm ja kdr-
gus on 2 dm.

lesanne 7. Leida funktsiooni cos® x tuletis,

Tuletise leidmisel kasuteme funktsiooni f(x)® tuleti-
se leidmise eeskirja.

2 2

(c.oa3 x)!' = 3 co8“ x.(cos x)' ==3 co8“ x sin x

lesanne 8. Leida funktsiooni n(x + 1)~
tuletis.

[n(x + 1)n-1j' n(n-1)-(x+1)n'2. (x + 1)' =
a(n - 1)+(x + 1)22

Ulesanne 9. Leida binoomi (a2 + ::)8 kuues lii-

ge.
Kuuenda liikme korral k = 5, Valemist ck = cn—k saa-
me, et 05 = 08-5 = 03. Seega

ng = 858 o855 - 56’

Ul1esanne 10, Leida binoomi (x - %)9 kolmas
liige.
Kolmanda liikme korral k = 2. Saame
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= -2—:2-!9-2- (= %)2 = 36!7'1?- = 3&!5.
Ulesanne 11, Arondndnbinoe-(az--:-)'?.
(a® = D7 = (D7 + %8+ (- H+ 1§ (027 (D2 +
B Z—S—; (aH* h3+ :5, F 2. - DY+

+ (= %)7 = a.“’ - 7&12; .-} + 21110- - - 35:8- :13 +

6 3 4 1 2759
+ 35a°. - 212" + 7a% . -
gl @ o®

e Sl ¥

14 11 8 5 2
=za "=-7a  + 21a - 35" + 35a° - &= + -,
3 '.2‘ a’

U1 esanno 124 Leidno988tapsuaop.0000‘l

Kirjutades 0,98% kujul (1 - 0,02)8, erendame sasdud
binoomi ritta, kirjutades vdlja need liikmed, mis mSjuta-
vad veel neljandat kohta

0,98% = (1 - 0,02)% ~ 1 - 8.0,02 + §£+ (0,02)2 -
= %5;5% .(0,02)> = 1 - 0,16 + 28-0,0004 -
- 56:0,000008 = 1 = 0,16 + 0,0112 - 0,000448 =

~ 11,0112 - 0,1604 = 0,8508.

Viies liigo r %—%—2 (o, 002)4] ei m3jute enam nel-
Jjandat kohta.

tlesanne 13, Leidafunktsioonixz-t;mmt

Ja diferentsiaal.
Et funktsiooni £(x) muut on f£(x +4x) - f(x), siis
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(x+Ax)2+. ] -(xz+%)=12+22h+(ﬂx)2+

X +Ax

A -12-%=2xAx+(Ax)2+
x +Ax

+—1—-_-;-=2xAx+ (Ax)aq.x-_.x-—A-x-z
x +4x x(x +4 x)

e [2! oy x(x 1Ax)] Lo

Funktsiooni diferentsiaal on:
| 1
(12 E3 -i)'dx = (2x - ?-)dx.

Ul1lesanne 14, Arvutada diferentsiaali abil
Ves,2. ¥

Vaatleme funktsiooni y =\/x. Antud iilesandes tuleb
votta x = 64; dx = 0,2.

y=V€_4=8.
dx 0,2 1
dy = ——— = A= = = 0,0125.
2Vx R
dx =.0,2
X = 64

Veu4,2 = 8,0125.
Tgbelist saame: V64,2 = 8,012,

4, Harjutusiilesanded

Opikust lahendada iilesanded: 94(a, £), 101, 109, 113,
115, 127, 129(a), 133(£, J), 139(d), 144, 145(b).

Kordamisgkiisimusi

1. Millega v3rdub (sin x)', (cos x)' ja (tan x)'?
2. Kuidas sash proovimise teel kindlaks médrata v8rrandi
lahendi esimese léhendi?

3. Milles seisneb Newtoni v8rrandi lahendi tépsustamise
vote?



4, Euidas saab vlrrandi x3 + 3x2 + 4x - 2 = O vabastada
ruutliikmest?

5. Milliseid binoomkordajate omadusi saab selgitada Pas-
call kolmnurga abil?

6. Milline on binoomi arendi (a + b)® iildliikme valem?

' Kuidas avaldub arendi S5-es liige?

7. Mida té&hendab kirjutis 5!, kui suur on selle viddrtus?

8., Mida nimetatakse funktsiooni diferentsiaaliks?

IV ARV ESTUR
1. Programm

K8verjoonse trapetsi pindala. Pindala tuletis., Alg-
funktsioon., Médramata integraal. Mdaratud integraal.
Newton-Leibnizi valem.

Antud funktsiooni f(x) algfunktsiooniks nimetatakse
funktsiooni F(x), mille tuletis on vdrdne f(x)-ga, s.t.

F'(x) = £(x).

Et aga

[F(x) + c]' = £2(x),
kus C on midédramata konstant, siis v3ime iildiselt lugeda
f£(x) algfunktsiooniks F(x) + C. Funktsiooni f(x) alg-
funktsiooni ehk méédramata integraali téhistatakse siimbo-
liga

jf(x) dax,
néiteks
/sinx dx =-cos x + C,

sest

(-cos x + C)' = sin x.

Siit néeme, et midramata integraali lahendamine t&-
hendab niisuguse funktsiooni leidmist, mille tuletis vdr-
dub integraali aluse funktsiooniga.
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Geomeetriliselt tédhendab middramata integraal kdvera
f£(x) graafiku aluse kdverjoonelise trapetsi pindala. Selle
trapetsi pindals s8ltub trepetsi aluste asukohast, Kui iiks
trapetsi alus on kohal a, teine aga muudab oma asukohta
x-teljel, siis k8verjoonelise trapetsi pindala on x funkt-
sioon, Téhistame ta S(x). Seega on

8(x) =/I(x) dx = F(x) + C,

Juhul, kui esimese aluse asukoht on fikseeritud min-
gil kindlal kohal x = a, siis vastab igale argumendi
véddrtusele iliks kindel pindala, s.t. ‘et médramata konstant
C omab siis kindla arvulise vid&rtuse

C = -F(a)
Ja x

f £(x) d&x = F(x) - F(a).
a

Kul ka teise aluse asukoht on fikseeritud, néiteks
x = b, siis saame, et
b
J 2x) ax = #v) - ¥a).
a

Integraali, mille rajad on antud, nimetatakse miira-
tud integraaliks.

Toodud seos kaennab Newton-Leibnizi valemi nime ja an~
nab meile eeskirja midratud integraali arvutamiseks. Sel-
leks tuleb k¥igepealt leida funktsioeni f£(x) algfunktsioon
F(x) ning asendada siis selles x algul iilemise rajaga b,

siis alumise rajaga a ja esimesest tulemusest lahutada
teine: b

b
J2x) ax = #x)| = FO) - Ba)
a -4
Méddratud integraal geomeetriliselt tdhendab kéverjoo-
nelise trapetsi pindala, mille mdlemad alused on fikseeri-
tud. Seda pindals teiselt poolt defineeritakse kui viga
kitsaste ristkiilikute pindalade summe piirvéirtust, mis-
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t8ttu midratud integraali vdib defineerida ka kui summa
piirvéédrtust. Sellel téhelepanekul on véga suur tdhtsus,
kuna see viimaldab geomeetriliste kehade ruumalade leid-
mise taandada médratud integraali arvutamisele, samuti ka
leida mitmesuguste joontega piiratud kujundite pindalasid.

3, Néidisiilesandeid

Ulesanne 1, Laiendada mddramata integraalid:
a)_/?n dx (n on naturaalarv)

dx
b)
/3
c)d/xV; dax
Ulesande lahendamisel otsime sellist funktsiooni,
mille tuletis v8rdub integraali aluse funktsiooniga.

1 1
a) v/;n ax = %2;1 +C, sest (%2;; +0C)' = ggiizl%zf =
= x°,

: xn+1
Saab ndidata, et valem _/xn ax = 71+ C kehtib

ka n negatiivse ja murrulise véartuse korral.

Nagu saadud tulemusest ndhtub, saame astme integree-
rimisel tulemuseks 1-e vdrra suurema astendajaga astme ja
uue astendaja jagatise. Kasutame saadud téhelepanekut
jérgmiste lilesannete lahendamisel.

; ~5+1 ~i :
b)‘/i§ =‘/x % ax = §577T + C = §K— +C =-;i¢ + C

c)vfxv;-dx =/-xg = 3§;;; +C = Eg +C = 23;!:2 * O

Kontrollimiseks leiame saadud tulemustest tuletised,
mis vdrduvad integreeritavate avaldistega.
Ulesanne 2, Lahendada mddramata integraalid:

3
o [54] e
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b) /(sin f + cos %)2 ax

Enne lsowndamist teisendame integreeritavaid funktsi-
oone.

a)x3+'i=(x+1;(:21-x+1)=x2_i+1'

=+

Seega 3
__‘Tll -X + 1 -3— ?— + X + C.,

Kontroll.

(%3--52—2+x+c)'=}§-12-2-x+1=x2-x+’|.

b) f(sin’évf cos %)de =f(sin2§+ 2 sin§ ecos & +
e x
+ co8 E)dx:f(1+sinx)dx=x-cosx+c.
Kontroll, (x - cos x + ¢)' = 1 + sin x.

Ulesanne 3, Leida mddratud integraalid:
8y
. v 2
a) _] d;zx ‘b)j sin x dx c) f (x2-2x+1)dx
2 o 1 :
Kasutame Newton-Leibnizi valemit

1 SR £ %
?f;z= z?"s'("z)“s*r%;
T ‘ Iy
b) 'Js:i.n X dx =~co8 X | = =cos X~ (- cos 0) =
) o

== (=1) = (1) =

2

2
c)f(x2—2x+1)dx=(3‘;—x2+x) =(§-_4+2)_
l‘

-

SRidendlcges
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lesanne 4, Leida kujundi pindala, mida pii-
ravad funktsiooni y = ;:15 graafik, x-telg ja sirged x = 1
Jax =58

Piirkonnas 1 < x € 5 on funktsioon fz 2 0. Seega

asub kogu kujund iilalpool x-telge ja me viime tema pind-
ala leida korraga (joon. 7).

Niisiis
5
g AL AR
fy--1]-

-E-(M=1-3=%

Ul1esanne 5. Leida
k8veraga y = =" Jja sirgega y =
=~X + 1,5 piiratud kujundi
pindala.

Jooniselt 8 nideme, et see
pindalae v8rdub trapetsi Ax,'sz
pindala S,l Jja iihekordsete joon-
tega viirutatud pindala S, (Ax,lszOé) vahega. Integree-
rimisrajad x, Jja x, on doonto Y= T Jay=~-x+ 1,5
16:Lkepunktide abstsissid.

Nende leiimiseks tuleb la-
hendada siisteem:

3 e
y:-x+1,5

Rasutades asendusvd-
tet, sasme:

Joon., 7.

T:-x+1,5;
= -2x + 3
x2+2x-3=

Joon, 8.
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Selle ruutvérrandi lahendid on

X ==3,
12 = 10
Leiame trapetsi Ax,‘sz pindala S1:
1 1
8,4 ='£ (=x + 1,5)dx = (.1.; +1,5 x) | = 3+ 1,5 -

-(.2-4,5)=1+9=10.

Leiame niiiid iihekordsete joontega viirutatud kujundi
pindala 82=

B gy 2 4. 0 o A
SZ=£?B=%L=E-(- ):g-b--g:-g-:lij.
Otsitava kujundi pindals

§=8,-85,=10- 4% & 5%.

4, Harjutusiilesanded

Opikust lahendada iilesanded: 154(a, e, i), 155(d,e,f),
157(e), 159(a,d), 167(b,d,h), 168(d,e), 171(a), 174(b),
176,

5. Kordamiskiisimusi

1. Mis on antud funktsiooni algfunktsiooniks?

2. Mis on méddramata integrasli geomeetriliseks vasteks?

3. Mis on méiratud integraal geomeetriliselt?

4, Kuidas saame seose C = -F(a).

5. Kuidas saame leida midratud integraali viaartuse?

6. Millist integraali nimetatakse mddratud integraaliks?

7. Kuidas sasb kontrollida, kas oleme integreerinud Biges-
ti?
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YV ARVESPTUS

1, Programm

Prisma; selle omadused. RoOptahukas; selle omadused.
Risttahukas; selle omadused. Prisma kiilg- ja tdispindala.
Risttahuka ruumala, Piistprisma ruumala.

2. Markusi

Suurt tédhelepanu tuleb podrata jooniste valmistamise-
le nii t8estamisel kui ka iilesannete lahendamisel.

Ruumiliste kehade joonestamisel tuleb need jooned,
mis jdévad pindade taha, joonestada punktiirjoontena v3i
mirgatavalt peenemate pidevate Jjoontena. Paralleelsed
Jooned on ka joonisel paralleelsed ning virdsete pikkus-
tega paralleelsed 1ldigud vdrdsed. K&ik vertikaalldigud
on joonisel vertikaalsed, Iga iilesande juurde tuleb teha
vastava ruumilise keha joonis, Hasti tehtud joonisest sdl-
tub suurel médral lilesande lahendamise edukus. Sageli on
llesannetes vaja lahendada tasapinnalisi kujundeid, mil-
leks on kasulik teha vastav abijoonis. Tuleb meeles pida-
da, et otsitavate leidmiseks peab koostatud seoste (vdr-
randite) arv v3rduma neis seostes (vdrrandites) esinevate
tundmatute arvuga.

Kdigepealt tuleb védlja kirjutada lilesande teksti
pdhjal koostatavad seosed ja siis leida jooniselt kolm-
nurki, mis seovad otsitavat suurust (18iku, nurka) antud
16ikude v8i nurkadega. Sageli osutub vajalikuks tdienda-
da joonist uute kolmnurkadega.

Tundmatute seostamiseks kasutame trigonomeetrilisi
seoseid, Pitagorase teoreemi tuleks rakendada ainult ju-
hul, kui tédisnurkses kolmnurgas pole antud teravnurka.

Ulesanne on soovitav lahendada kBigepealt iildkujul,
s.t. tédheliste andmetega, 18pptulemus lihtsustada,asen-
dada tédhed arvudega ja teha vastavad arvutused.
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K8ik eespool antud juhised kehtivad ka 6. ja 7. arves-
tuse kohta,

3. Néidisiilesandeid

Blesanne 1. Risttahukaakiilgserv on 12 cm, dia-
gonazl 13 cm ja pdhja pindala 12 cm®, Leida risttahuka pd-
hiservad.

Antud: 1= 12 cm D, c,
d="13 cm 1
B a2 cmz
A, i (3
) Leicda: x ja y. ;
Lahendu s: Esimese seo- \i\d
se szane tingimusest, et risttahu~- L )'_2_______ ¢
ka pShja pindala on 12 cm®: /
Y
xy = 12 T A " %

kus x ja y on vastavalt risttahuka
péhja pikkus ja laius.

Teise seose leidmiseks Jjoones-
tame pdhja diagonaali AC (joon. 9). Tekkinud btdisnurkne
kolmnurk seob tumdmatuid x ja y:

2° + 32 = AC°. ' (2)

Joon. 9.

A02 leidmiseks vaatleme té@isnurkset kolmmurka A1AC.
Selles kolmnurgas on teada hiipotenuus d ja kaatet 1. Seega
A2 = a2 = 12 = 132 - 122 = 25,

Asetades A02 = 25 vArrandisse (2), saame vdrrandi-
slisteemi:
x2 + y2 B
Xy = 12..
Saadud v8rrandislisteemi lahendamiseks korratame teist
v8rrandit 2-ga ja liidame vdrrandid:
X2 ¥ y2 = e
2xy = 24,
x2 + 2Xy + y2 = 49,
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rillest
(x + y)2 =
Ja
x+y=7(x jay summa ei saa olla =7).
Lahutades esimesest v8rrandist teise, saane:

2xy+y2-1,
(x-y) = iin 583
x-y:t‘l.
Vdrrandisiisteemide
(X +y =7 X+y=719
{x-y:’l Ja {x-y:-'\

lahendid 4 ja 3 ongi risttabhuka pdhiservade pikkused.

V ast us, Risttahuka pdhiservaed on 3 cm ja 4 cm.

Markus, Antud lilesandes oli otstarbekas agsendada an-
tud suurused kohe arvudega.

Ulesanne 2, Risttahuka diagonaalldike pind-
ala on 824 m2 Jja pbhiservad 14,5 m ja 24,2 m. Leida dia~-
gonaalidevaheline nurk,

' Antuds 5, ; = 824 n°

a
b

14,5 m
24,2 m

Leida: «¢

L ahendus: Risttahuka
(Jjoon. 10) diagonaalldige AA,C,C
on ristkiilik, Nurk ACA v&rdudb
2-. Téisnurksest kolmnurgast ACA,]

saame
tan %( = ;c“q_ )
Joon, 10, Ldigu AC leiame téisnurk-

sest kolmnurgast ABC, kasutades
Plitagorase teoreemi:

AC = '\/az +’b2

Teades, et risttahuka diagonaalldige on ristkiilik,
saame:
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‘ SA’|c = A.A1 *« AC
Ja s
A,'C
AA,‘ = —
AC
Asetades AC ja AA,‘ avaldised valemisse (1), saame:
S S
« A1C A,]C
et Hheoye: Skt e o
AC a~ +b
tan %f L 824 £ 824 & 824
14,5° + 24,2°  210,3+585,6 795,9
Jja
o«
log tan 5= log 824 - log 795,9 = 2,9159 -2,9009 = 0,0150.
Siit
-
: o = 92°,

V a st u s. Risttahuka diagonaalide vaheline nurk on
92°,

Ulesanne 3, Pistprisma pdhjaks on romb, mille
kiilje pikkus on 24 cm ja teravnurk on 35°. Prisma pikema
diagonaali ja pdhja vaheline nurk on 62°. Leida tédispind-
ala,

D, C,
|
A ¥ ’
|
al S 5 c
/s 0
A 8
Joon . 11, Joon., 12.
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A= 35°
& = 62°
Leida: S‘7

Lahendus, Pistprisma (joon. 11) téispindala
st=sk+2sp,msk=u * AA,. L8igu AA, leiame téis-
nurksest kolmnurgast ACA4:

M,‘ = AC ¢ tamn X,

Teades, et rombi diago;malid poolituvad 18ikepunktis,
on risti ja poolitavad rombi nurgad, saame tédisnurksest
kolmnurgast ABO (joon. 12)

%: a cosgaa AC = 2a cosg.
Niilid leiame, et

Aby = 2a cosétm«.

Jja
S, = 8a° cos,g tan «,

Plistprisma pShja pindala on

2
S, = 285y = 2‘—5“—-"-.é= a2 sin 4

s, = 8a° cosgtan« + 28° sin A

Ja téispindala

ehk
St = 8&2 cosétano( + 40.2 lmécoaél'

ehk
St = 40.2 cos f(z tanx + si.né).

Tédispindala véddrtuse leidmiseks tuleb tuua avaldisse
iilesandes antud a, A ja X védrtused ning siis arvutada.
Ulesande andmetest nihtub, et arvutusteks piisab arvutuslii-
kati tépsusest.

U1lesanne 4, Pistprisma pdhjaks on kolmnurk
kiilgedega 12 cm, 9,2 cm ja 7,6 cm, Prisma kdrgus on 30 cm.
Leida prisma ruumala,
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Antud: a = 12 cm
b =9,2 om |
0 ="7.:6. CR i
h=30cm I
Leida: V | A
Lahendus, Prisma i
(joon. 13) ruumala R B
L e ~
V= SP Tl 8 '*Sa
P8hja pindala leidmi-
seks kasutame Heroni valemit Joon, 13,

8, = Vp(p - a)(p = b)(p - o),

kus p = & +Db + c,
Ruumala leiame siis valemi jérgi:

V=haYp(p - a)p - b)(p~c).

Leides eelnevalt avaldiste p = EJL%}JLEW P-a p~-Db,

P - ¢ arvulised viddrtused, arvutame ruumala arvutusliika-
ti abil,

4, Harjutusiilesanded

Opikust lahendada iilesanded: 208(c), 210, 220, 232,
233,237, 250, 257,

5. Kordamiskiisimusi

1. Millise kujuga on prisma kiilgpinnalaotus?

2, Nimetage k8ik prisma eriliigid ja defineerige need.

3. Euidas leitakse risttahuka téispindala? Kuidas ruum-
ala?

4, Millega v8rdub prisma ruumala?

5. Vastata 8pikus toodud kiisimustele nr, 185-191, 195=-207
ja 221-224,



VI . ARVESBSTUS

1. Programm

Pliramiid; selle omadused. Tiivipliramiid. Piiramiidi
kiilgpindala ja tdispindala. Piramiidi ruumala, Tiivipiira-
miidi ruumala, Kaldprisma ruumala,

2. Mirkusi

Piramiidi pdhjaga paralleelse 18ike omaduste tdes-
tamine tugineb sarnaste kolmnurkade omadustel:

1) vastavad joonelemendid on v8rdelised (s.o. nende
suhted on vérdsed)

2) pindalad suhtuvad nagu vastavate joonelementide
Tuudud.

Tuleb meeles pidada, et Spikus antud piliramiidide
pindalade valemid kehtivad ainult korrapéraste piiramiidi-
de korral. Ainult korrapéraée tdisplramiidi kiilgtahud on
k8ik v8rdsed vérdhaarsed kolmnurgad, mille k&rgus on pii-
ramiidi apoteemiks.

Korrapédrase tlvipliramiidi kiilgtahud on k8ik v8rdsed
vordhaarsed trapetsid.

Korrapiarasel pilramiidil on v3rdsed:

1) kiilgtahkude ja pShitahu vahelised nurgad;

2) kiilgservade ja pdhitahu vahelised nurgad.

3) kiilgtahkude tipunurgad;

4) kiilgservade ja pthiservade vahelised nurgad.,

Pliramiidi ruumala valemi tuletamisel kasutame vale-

nit n-1

b
£(x) ax = lim 7 £(x;) ‘A x,.
5[ W™

Kui pliramiidi pShjaga paralleelse l3ike kaugus ti-
pust on x, siis 16éke pindala on x funktsioon S(x), L&i-
ke pindala S(x) = —B x2, kus on konstant, Kui 13igete-

h
vaheline kaugus on x, siis
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n
V = 1lim Z,' S(xi)Ax
n->00

i=1
See avaldis on aga virdne madratud integraaliga
h
o

Léhtudes viimasest valemist saamegi piliramiidi ruumala
avaldise.

Teades, et korrapédrase n-nurge ilks sisenurk on

(n - 2)180°
n
Jja korrapérase tahkkeha tipu juures olevate tasanurkade
summa peab olema vdiksem kui 360°, saab ndidata, et kor-
rapéraseid tahkkehi saab olle ainult viis, Neist on
kolmnurksete tahkudega 3, nelinurksete tahkudega 1 ja -
viisnurksete tahkudega 1 tahkkeha.

Et korrapdrase kolmnurges iga sisenurk on 60°, sasb
selliseid tasanurki panna iihe ruuminurga tipu Juurde 3
(tetraeeder), neli (oktaeeder) v8i 5 (ikosaeeder). Kuue
tasanurga korral on nende summa 360° ja kumerat ruuminur-
ka el teki,

Korrapdrase nelinurga iga sisenurk on 90° Jja sellis-
test tasanurkadest saab moodustada ainult kolmetahulise
ruuminurga (heksaeedril). o

Korrapidrase viisnurga sisenurk on SBLIE
= 108° ja ka neist sasb moodustada ainult kolmetahulise
kumera ruuminurgs (dodekaeedril).

Korrapdrase kuusnurga iga sisenurk on 120° Jja et
3 « 120° = 360°, siis neist kumerat ruuminurka ei saa
moodustada ja kuusnurksete tahkudega korrapédrast tahkke-
ha ei teki.

Analoogiliselt v3ibniidsta, et kaiilejédénud korrapéra-
sed hulknurgad ei saa olla korrapdrase tahkkeha
tahkudeks.
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., Ndidislilesandeid

Ule=sanne 1. Korrapédrase kaheksanurkse piira-
miidi pShiserv on 10 cm. Killgtahu ning pdhitahu vaheline
nurk on 40°, Kui pikk on pliramiidi apoteem?

llesande lahendamiseks pole
tarvis vdlja joonestada kogu
korrapédrast kaheksanurkset pris-
mat, vaid ainult osa sellest.

Antud: AB:an=1O cm

Loms = X = 40°
n=8
Leida: n,
Lahenadus: Tédisnurkses
kolmnurgas ODS (joon. 14):

k;' = ‘cOB. o 3
1 “n )
Joon., 14, m = B i
cos &

Tédisnurkses kolmnurgas DOB on

millest

Asetades k  avaldise virdusesse (1), saame

180°
a, cot y

2 cos X

mnz

Asendame niilid antud avaldises olevad suurused nende
arvuliste vadrtustega
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m. 2 10 . cot 22°30' _ 5.cot 22930°
g 2 cos 40° cos 40°

Jja arvutame siis arvutusliikatige mg vadrtuse.
Ulesanne 2, Korrapidrase nelinurkse tiivipira-
miidi pShiservad on a ja b ning killgserv on c¢. Leida apo-
teem ja kdrgus.
Antud: BC = a
ByCqy =D
CC,] =e
Leida: KE, ja EE, = 00,
Lahendus, Apotee~
mi KE,‘ leidmiseks vaatleme
tédisnurkset kolmnurka Lec,
(joon. 15). Sellest saame:

ks - 930 o
KE1 = ch - (1-5-2)2.

Tédisnurksest kolmnurgast E.‘KE saame:
EE, = /KEZ -

a~->b
KK = OK - 048, = &5-2
2 2 2
\/2 2= 53" (g =B) ‘[2 a - b)2
mqgc_LE - T =°_LT-2-'
00, = Jc? - L8R,

U1esanne 3, Piramiidi pShjeks on kolmnurk,
mille kiilgede pikkused on 17 cm, 28 cm ja 39 cm, Piramii-
di k8rgus on 24 cm, Arvutada pliremiidi ruumals.

Aptud: a = 17 cm
b =28 em
C=39 cm
h=24cn



Leida: V
Lahendus: Piramiidi (joon.
16) ruumala arvuteme valemi Jérgi

v:%-n-s

P
P8hja pindalz leidmiseks kasutame He-

roni valemit:

Sp = Ve(p = a)(p ~B)(p ~ ), 5
a+b+ec
kus p = Somy. g DE Joon, 16.

Ulesanne 4, Ruudukujulise pShjaga kaldprisma
pdhiserv on a, Prisma kiilgserv on b ja see moodusted pdh~-
Ja diagonaaliga nurgea & , Leida ruumala,

Antud: AB = a

AA,‘ =Db

£ A4h0 =
Leidas V /

Lahendu s: Teame,.et V = S -h,kussp=a2.
Tédisnurksest kolmnurgast AOA, (joon. 17) saame:

b sin«X.

a2b sin X

Joon, 17, Joon, 18.

U1lesanne 5, Korrapdrase kuusnurkse tiviplira-
miidi pShiservad on 14 m ja 10 m, Kiilgserv moodustab suu-
rema pdhitashuga nurga 38°. Leide ruumala.

Antud: a = 14 m
b=10m
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of = 38°
Leida: V
Lahendnus:

e T eyl 0y
' V = 3- (SP1 + Sm Sp2 + Spa).
Téisnurksest kolmnurgast AllA1 (joon. 18) leiame
h=AM . tan X

Korrapérase kuusnurga korral AD = 2A0 = 2a ja A,ID,‘ =

= 2.&101 = 2b.
AM = g - b;
h=(a=-Db) tanoxX ;
2 o
8p, = 6 ¢ £.80 60 _ 35° sin 60°%
sz
Asendades ssadud aveldised ruumala valemisse, saame:

i -&'—bg"&‘i . (3e° sin 60° +V9a%2 sin®60° +

+35281n60°=ﬂ"‘—b§M.(3.25u600+
o
+ 3ab suso°+3bzsinso°)=9_-_b)_tm__dj'_2_ﬂlli,

x (12 + ab + b2) = (33 - b3) tan® sin 60°,

Ruumala arvulise vidartuse leidmiseks tuleb asetada
ruumala avaldisse iilesandes antud a, b ja  védrtused ning
siis arvutada tulemus,

3b2 sin 60°.

4, Harjutusiilesanded
Opikust lahendada iilesanded: 274, 277, 282, 291, 300,
304, 312, 332, 343.
5. Kordamiskiisimusi

Vastata 8piku kiisimustele nr, 262-270, 283-286,

306-308, 314-318. 341 ja 342,
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YII KXRY ESTES

1. Programm

Silinder; selle kiilgpindala ja tdispindala. Silind-
ri ruumala.

Koonus. Tiivikoonus. Koonuse ja tiivikoonuse kiilg- ja
tédispindala. Koonuse ruumala., Tiivikoonuse ruumala.

Kera. Kera tasapinnaline 18ige. Kera osad.

Sfasri ja selle osade pindala,

Kera ja selle osade ruumala.

2. Mérkusi

Defineerides silindrilise pinna ja silindri, tuledb
meeles pidada, et edaspidi vaatleme ainult piistringsilind-
rit, mida nimetame lihtsalt silindriks,

Néitame, et silindri (plistringsi-
lindri) telgl8ige ABCD on ristkiilik
(joon. 19).

Kui silindri pdhjasid (mis defi-
nitsiooni jédrgi on paralleelsed) 18i-
gata kolmande tasapinnaga ABCD, siis
tekkinud 18ikesirged AB ja DC on pa-
ralleelsed. AB = DC kui v8rdsete rin-
gide diameatrid. Kui nelinurgal on aga
ks paar vdrdseid ja paralleelseid kiil-
gli, siis on ta roopkilik. Et aga si-
lindri moodustajad on pdhjaga risti,
s8iis ka DA on risti 18iguga AB (jéreldub tasapinna normaa-
1i omadusest). Kui roopkiiliku iliks nurk on tdisnurk, siis
on ta ristkilik,

Nii silindri kiilgpindala kui ka ruumala arvutamisel
tuleb silmas pideda, et ringi sisse kujundatud korrapérs-
se k88lhulknurga limbermd8du (n - ln) piirvddrtus kiilgede
arvu tdkestamatul kasvamisel v3rdub ringi lmbermdSduga

Joon. 19.
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n%:.gxo (n - an) = 27%r.

Defineerides koonilise pinna ja koonuse, tuleb meeles
pidada, et edaspidi vaatleme ainult piistringkoonust, mida
me nimetame lihtsalt koonuseks.

Néitame, et koonuse telgl8ige on
vérdhaarne kolmnurk (joom. 20).

Koonuse kdrgus OS on risti pdhja
diameetriga AB (miks?). Tdisnurksed
kolmnurgad AOS ja BOS on vdrdsed,sest
neil on iliks lhine kaatet OS ning kaa-
tetid AO ja BO on vdérdsed kui iihe ja
sama ringi raadiused., Siis on vdrdsed
ka nende hiipotenuusid AS ja BS ning
seega kolmnurk ABS on v8rdhaarne. Joon, 20.

Tivikoonuse saamiseks l3ikame an-
tud koonusest dra paralleelse tasapinnaga nn. tipukoonuse,
Saab ndidata, et tiivikoonuse telgldige on vdrdhaarne tra-
pets.

Kui koonuse v3i tivikoonuse telgl8ige on médratud,
s.t, kui on antud piisavalt andmeid tema ililejdédnud elemen-
tide leidmiseks, siis on md&dratud ka koonus vdi tiivikoo-
nus.

Kera ja tema osade pindalade ja ruumalade arvutami-
sel on vaja hdsti omandada kera definitsioon, mille jérgi
kera on korrapédrase hulknurga §66r1emisel imber siimmeetria-
telie tekkinud poordkeha piirasend hulknurga nurkade arvu
t8kestamatul kasvamisel,

Nagu Opiku jooniselt 132 né&htub, koosneb tekkinud
pédrdkeha koonustest ja tiivikoonustest, mille kiilgpindala-
de summa on poéordkeha pindalaks ja ruumalade summa on
péordkeha ruumalaks.

Kera pindala leidmiseks on otstarbekas v@tta korrapé-
rane hulknurk, mille kiilgede arv on paarisarv, sest niisu-
guse hulknurga siimmeetriateljeks on tema suurim diagonaal.
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Opikus on arvutatud tiivikoonuse kiilgpindale hulknur-
ga apoteemi (an) ja tiivikoonuse kdrguse (A xi) kaudu

Si =27~ k2n ‘Axi'

Néitame, et sama valem kehtib ka koonuse korral. Koo~
nuse kiilgpindala on

Siz.’lt"HG"HS.
H
/ N
=

Joon. 21.

Kan

o

@
g b -
*

Sarnastest kolmmurkadest ONS ja HGS (joon. 21)

saame o L RN k2n
g b}
Axi NS
millest
HG - NS = k2n -Axi.
Et
¥ = B,
siis
’ HG 'HS:Zkan -Axi
Jja

Si = 2 Wie an 'Axi°

Seega avalduvad nii tiivikoonuste kui ka koonuste kiilg-
pindalad iihtse valemina ja et neid on n tikkki, siis tekki-
nud poordkeha pindala on
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L
S R A
i=1
Kuna 29tk2n on k8ikidel liikmetel v8rdne, siis v@ime tuua
selle summamirgi ette:

n
27k, R Ax,.
i=1
Teame, et

n b
lin 33 £(x;) ‘Ax = j £(x) ax.
i
R0 ;1 a
Antud juhul on integreeritav funktsioon f(x) = 1 ja seega

n jr 3ll’.‘
limn 2OAx= [ &x=x| =o2r,
n—® i=1 - -

Joon, 22,

K8verjoonelise trapetsi aCDb (joon. 22) pdorlemisel
iimber x-telje tekkiva podrdkeha ruumala arvutamiseks jao-
tame ta x-teljega ristuvate tasapindadega n v¥rdseks osaks
ja lédhendame need silindritega, Jooniselt ndhtub, et i-nda
silindri k&rguseks on Axi Jja pthja raadiuseks on funktsi-
ooni y = f(x) védrtus kohal x; 8.0, f(xi).

uly



Seega i-nda silindri ruumala
Vi > fa(xi) 4 Xy

1T 25y Do
Opikus on leitud nende silindrite ruumalade summa
abil podérdkeha ruumala

= I%( fz(x) ax.

Kasutades pddrdkeha ruumala valemit ja teades, et
ringjoone v8rrand on 72 o x2, v3ime f2(x) asendada
(r2 -~ 12)—33. Valides vajalikud integreerimise rajad,
vdime leida nii kera kui ka tema osade ruumala,

3, Ndidisiilesandeid

Ulesanne 1, Silindri telgldige on ruut kiil-
jega a., Avaldada silindri kiilgpinnalaotuse md3tmed.

Silindri kiilgpinnalaotus on ristkiilik, mille kdrgus
v8rdub silindri kdrgusega ja mille alus vordub silindri
pdhja lmbermddduga. Silindri kdrgus vOrdub telgldike kiil-
Jega a. Et silindri raadius on %, siis silindri pdhja im-
bermddt

U:zﬁ-%:x&

Vastus. Silindri telgldike md&tmed on jCa ja a.

Ulesanne 2, Rudukujulise ristldikega metall-
vardast treitakse maksimaalse ruumalaga silinder (joon.
23). Kui suur on metalli kadu protsentides?

Olgu varda pikkus h ja ristldike kiilg a, Siis on ka
silindri kbrgus b ja libimdgt a. Varda ruumala V, = a%h
Ja silindri ruumala V2 —JL—Ef
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Joon, 23. Joon, 24,

Joon,. 25.

Ruumala kadu on

2
Vy =V, = an- k8 Pae1 - D),
Metalli kadu L%
v, -V, a®h(1 - ) 100% R
—v1-—' « 100% = azh = 25(4 =it )%.

Vastus. Metalli kadu on 25(4 -7 )%.

Ulesanne 3. Koonuse 1dbimddt on 10 cm ja
kdrgus 12 cm. Arvutada koonuse kulgplnnalaotuae kesknurk.,

Antud: h = 12 cm

d = 10 em

Leida: a.

Lahendus. Koonuse kiilgpinnalaotuz on sektor
(joon. 25), mille raadius vordub koonuse moodustajaga m
ja mille kesknurk o = £2E radiaani.
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CAER. D ABOCE 3607
% b 4 m

m m

X radiaani.

Tdisnurksest kolmnurgast OAS (joon. 24), saame

m= V(92 + 02 =V 25 4+ mae V169 = 13,
Seega
(<]
X = 2 0 138%28! ,
Vastus. Koonuse kiilgpinnalaotuse kesknurk & = 138028'.
Ulesanne 4, Avaldada koonuse ruumala, kui koo-
nuse kdrguse ja moodustaja vaheline nurk on X ning telgl&i-

ke pindala on Q. s
Antud: ZASO = &
SASB:Q
Leida: V. i
L ahendus. Koonuse ruumala
V.= %ﬁ.’ 2h.
: A 8
Kolmnurga ASB (joon, 26) pindala Q =
= hr. Kolmnurgast BSO saame:
tan . = E; Joon, 26.
Seega
r=h tan X ,
millest
n° tan X = Q,
e | A T

Asendades ruumala valemis r ja h saadud avaldistega,
saame:

1 ETRET i i
V_B-Jeranog\/tano‘—jer\/Q,tano( ;
u7



Vastus. Koonuse ruumal i« \/
. a on 3”Q‘ Q tan« .

Ulesanne 5, Tivikoonuse k3rgus on 3, Uhe pdh-
Jja raadius on kaks korda suurem teise pdhja raadiusest ja
moodustaja kaldenurk pdhja suhtes on 450. Avaldada tiivi-

koonuse ruumala.

Antud: 00' = h = 3;
L. CBL = o = 45%
0B = T4 = 21‘2
Leida: V.
Lahendus. Tivikoonuse
ruumala arvutame valemi jargi

Vv = %rh (r,z| + TqT, + r22).

Ruumala valemist ndeme, et tundmatud

Joon, 27. on pshjade raadiused r, ja T,. Kolm-
nurgest CIB (joon. 27) 18ik IB =
Ty~ Ty Jja &
rq =T, =hootaxX =3 cot 45" = 3;
o S 33
1‘2 = 33
r,‘ = 6,
Ceega

v:7—r§—1(36+18+9)=637:.

' Vastus. Tivikoonuse ruumala on 63 7 ruumalaiihikut.
Ul1esanne 6. Kera véd kdrgus on 7 cm ning pdh-
jade raadiused on 16 cm ja 33 cm. Arvuteda v86 pindala.

Antud: DC = h = 7 em D :
B = T, = 16 cm ‘
CA = T, = 33 cm
Leida: S
L ahenadus. Kera véd
pindala S = 2 5%Rh, milles tundma-
tuks on kera raadius R.
Joon, 28.



Vaatleme kolmnurka ODB (joon. 28), millest saame
(h + x)2 + r,‘2= R2,
kus x = 0C.
Kolmnurgast OAC saame
x2 + r22= R2.
Nendest kahest vdrdusest jareldub, et
(h + x)2 + r12= x2 + r22,

h2+2hx+12+r12 x2'+r2,2,

2 2
2hx=r22-r,|-h,
2 3 2
ry =T, =N
X = 2 i H
£ 4 s 2h
x=33“‘-16 -7 =‘1089-256-L|-9=56 om;
2 w7 14

R2 = x2 + 1‘22,
R = 56° + 332 = 3136 +1089 = 4225;

R = 65 cm,
Wiiid leiame kera voo pindala.

S=27%.65 -7 = 910%cn®,

Vastuz. Kera voo pindala on 9107 cm2.
Ulesanne 7, Leida funktsiooni y = 1? graafiku
x

podrlemisel ilimber x-telje tekkinud pdordkeha ruumala vahe-
mikus 1-st 3-ni.
3
T . x-4+1

3 3 3
T 2 7 Lok 1
V=2 (—2-)d1=lc T AX 3 —p=oa ok B A =
1/" '1/ T - L

-7y - P =T = 2F ruumithikut,

Ulesanne 8, O8nes teraskuul, mille 1ibimddt
on 10 cm, kaalub 3,2 kG, Leida kuuli seina paksus, kui te-
rase erikaal on 7,8,
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Antud: d = 2r = 10 cm
P = 3,2 XG = 3200 G
e=17,8

Leida: x.

Lahendus,. Olgu 38nsuse raadius r,, siis x =
=T - rﬂ. Teraskesta ruumala V = %TrB - %-7(1‘13.
Teraskesta kaal P = Ve, millest V = %.

Nendest vdrdustest saame:

= %7[1‘3 - %/‘tl‘,ﬁ; :

Wi el
W

o R d i GRS
un‘_gur %

s

H

el T 8
1 nRe

r3 = 125
Ja
L2200 g
4Xe 4. 7,8
siis
r] =125 - 98 = 27;
T, = 3 cms
Xm Hwi3 =22 oy
Vastus, Kuuli seina paksus on 2 cm,

4, Harjutusiilesanded

Opikust lshendada iilesanded: 3605 367, 379, 391, 392,
399, 403, 410, 416, 421, 432, 442, 446, 462, 468, 483.

5. Kordamiskiisimusi

Vastata Spikus toodud kiisimustele nr., 350-357, 361-=363,
371-373, 382-390, 396-398, 404-407, 417-420, 427-429,
455-458 ja 472-475,
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VIIT ARVESTUS

1, Programm

Arvuvalla laiendamise vajadusest. Naturaalarvud,
tédisarvud, ratsionaalarvud, reaalarvud.

Kompleksarvud ja nende geomeetriline t8lgendamine,
Kompleksarvu trigonomeetriline kuju. Tehted kompleksar-
vudega.

Kompleksarvude kasutamine kolmanda ja neljanda ast-
me kaheliikmelisie v8rrandite lahendamisel, Algebra p&-
hiteoreem (tO8estuseta).

2, Markusi

Vaadeldav teema kujutab endast lilevaateteemat, kus
tehakse kokkuvdte keskkoolis Sppimise vdltel vaadeldud
arvuhulkadest. Meenutatakse arvuhulkade juba tuttavaid
omadusi ning antakse ka lisaks uusi. Oppimise kéigus
peab saama selgeks, millistesse arvuhulkadesse vaadeldav
arv kuulub, millise hulga k3ik elemendid kuuluvad teise
hulka ja millisesse (k&ik ratsionaalarvud kuuluvad reaal-
arvude hulka jne,). Lisaks varem tuntud arvuhulkadele
Spitakse tundma ka kompleksarvude hulka, (Samuti ka ima-
ginaararvude hulka.) K8ige parema pildi reasl-, imagi-
naar- ja kompleksarvude vahekordadest annab nende graafi-
line pilt. Peame meeles, et:

1) reaslarvu kujutav punkt asub reaalteljel (x-tel-
Jel),

2) imaginaararvule vastav punkt asub imsginsartel-
Jel (pubtimaginsararv) ja ka vdljaspool telgi (igal pool
tasapinnal védlja arvatud reaaltelg),

3) kompleksarvule vastsb mistshes tasapinna punkt
(mdlemad teljel, samuti ka telgede vahelistel osadel).

Algebralises kujus on a + bi imaginaararv, kui
b # O. Kui viimane tingimus &ra jdtta, siis a + bi tdhen-
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dab mistahes kompleksarvu. See kompleksarv on reaalarv,
kui b = O ja imaginaararv, kui b # O. Kui a = b = 0, siis
tulemuseks on arv null,
Kompleksarvu a +bi trigonomeetriline kuj: cn r(cos ¥ +

+ i sin @), kus \p téhistab nurka 0° Jja 260° vahel. Komp-
leksarvu trigonomeetrilise kuju leidmisel pesd hédsti jél-
gima, et ‘f oleks valitud 8iges veerandis, Seda on kdige
kergem méirata, kul mdttes teha a ja b mirkide jérgli kind-
laks, kus asub seda kompleksarvu kujutav punkt koordinaat-

teljestikus,

3. Néidisiilesandeid

Uliliesanne 1, Lahendadavbrra.ndx'z-sx+8=o.

5*\/25-u'8 5TLZ 5_11_3/1_
.a 5_-2iz x 20307

Ulesanne 2, Leida x ja y vidrtus nii, et keh-
tiks vdrdus

J-2ix+iy=1+x - 2y,
Kirjutame antud v8rde teisiti:

3+ (2x+y)i=x=-2y+ i,

Kasutades kompleksarvude vdrdsuse tingimust, saame

{ 3=x-2y
-2X + y =
ehk
X=2yis )
{-Zx-'-y:'l.

Lehendades saadud v8rrandisiisteemi liitmis-lahutamis-
vdtte abil, saame
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{x-ay 3.7 e { x-2y=3

2x+y=1 2x 4+ y=1 [+2
2x - 4y = 6 xX=-2y=3
{-2x+ y=1 -4x + 2y = 2
-3‘y=7 -k: 5
y=-§ X = -;.

Vastus, Saadud vérdust rahuldavad x = - g ja
7= -3
Ulesanne 3, Leida arvu 1 - i\/? trigonomeet-
riline kuju.
Antud: a = 1
b=-V3
Leida: r
Lahe'ndns:r=\/a2+b2=V1 +3 =

Et a (abatsiu) on positiivne ja b (ordinaat) on ne-
gatiivne, siis 1 - l.V’;-lo vastav punkt asub neljandas
veerandis. Seega

¥ = 360° - arctan V3

Y = 360° - 60° = 360°,
Vastus. 1 - 1{/3 = 2(cos 300% + i sin 300°).
Ul1esanne 4, Leida korrutis

2(cos 28° + 1 sin 28°). 4(cos 52° + 1 smin 52°).

Easutades trigonomeetrilisel kujul antud kompleksar-
vude korrutamise eeskirja, saame korrutise mooduliks
2 ¢«4=28
ja argumendiks 28° + 52° = 80°,
Seega

2(cos 28° + 1 sin 28°) - 4(cos 52° + i sin 52°) =
= 8(cos 80° + i sin 80%).
Ulesanne 5, Leida jagatised:
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T o
< 1_115. b) 6(coaj3-—isj_n%)’

14+1V3 3(cos & - 1 sin 5)
PO RS R SR K o - N e
1+4V3 (1 +4iy3)(1 -1V3) 143
SRR SO G )
= P = E > .
e o
G(cosé-—isml) Fox e
b) 2 = 2 cos (% - %) + 1 sin ey
3(cosg-isin%) 2 x it (3- 3
= 2(cos ’g"- i sin g).
#l1esanne 6, Lahendada v8rrand
xa + 4 = 0.
Annsme v8rrandile kuju 24 + aq’ = 03
x“- * (v_é-)q» =0y
Kasutades vérrandi x* + a” = 0 lahendi valemeid,
saame
x = + -@ (A A )
iy
SR b e
13’4- - ﬁ (1 & i).

Xontroll. Vdrrandit rahuldavad need x-viddrtused, mille

korrsa.. x“' = =4,
a) (M+0%=(1+21+1%2 = (1421 =12 = (21)° = 45

(1«28 m D & (<80)° a (=2)% 12 » 8:(a1) &

b) (1 - 1)*
= =43

€) (14 )%= (1 =211 2 (-20)° = <43
Q) 1-)%s(1+0%= 4,

Vaecua.x1=1+i; x2:’1—1: x3=-1+1;

x4=-1-i.
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4, Harjutusiilesandeid

Opikust lahendada iilesanded: 496(b), 509(a,c,f),
513(e), 514(a,b) 518, 528(a,b,c,d), 535(a,c,d,f), 540(a,b),
542, 544(a,b,c), 546(d), 547(e,f,g), 550(b,d), 551(b,e,h),
553(a,c,d).

5. Kordamiskiisimusi

1. Vastata 8pikus toodud kiisimustele nr, 491-495, 507-508,
510-511, 541,

2. Millal on kaks kompleksarvu vdrdsed?

3. Milline on antud kompleksarvu kaaskompleksarv?, milline
vastandarv?

4, Mis on kompleksarvu moodul?, mis argument?

5. Millised arvud kuuluvad kompleksarvude hulka?

6. Milline omadus kannab algebra pd8hilause nime?

. JaX - ARV B8 T U5

Keskkooli kursuse kordamine,
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