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Lühikokkuvõte. Magistritöös tõestatakse omnibuss-teoreem, mis annab uusi sa-
maväärseid tingimusi Banachi ruumi kinnise alamruumi totaalseks sileduseks.

Samuti vaadeldakse normeeritud ruumide ranget kumerust ja siledust ning esita-
takse detailsed tõestused Taylor–Fogueli teoreemile ja hästituntud teoreemile, mis kir-
jeldab normeeritud ruumi siledust kerajadade omaduste terminites.

Märksõnad. Normeeritud ruum, Banachi ruum, U -omadus, range kumerus, sile-
dus, totaalne siledus, üksteisesse sisestatud kerade jadad.

Uniqueness of norm preserving extensions
Master’s Thesis

Tauri Viil

Abstract. The main objective of this master’s thesis is to prove an omnibus theo-
rem giving conditions equivalent to the total smoothness of a closed subspace of a
Banach space.

Also, strict convexity and smoothness of normed spaces is considered, and detailed
proofs of the Taylor–Foguel theorem and a well-known theorem describing smoothness
in terms of properties of nested sequences of balls are given.

Key words.Normed space, Banach space, property U, strict convexity, smoothness,
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Sissejuhatus

Olgu Y normeeritud ruumi X kinnine alamruum. Vastavalt Hahn–Banachi teoreemile
leidub igal funktsionaalil g ∈ Y ∗ normi säilitav jätk f ∈ X∗ ruumile X. See jätk
ei ole üldiselt üheselt määratud. Öeldakse (vt [Ph]), et alamruumil Y on U-omadus
(sõnast “uniqueness”) ruumis X, kui igal funktsionaalil g ∈ Y ∗ leidub parajasti üks
normi säilitav jätk f ∈ X∗. Sel puhul öeldakse ka, et Y on Hahn–Banachi mõttes sile
(“Hahn–Banach smooth”) ruumis X (vt nt [S], [SS] ja [L]).

Liao ja Wong tõid oma 2010. aasta artiklis [LW] sisse totaalselt sileda alamruumi
mõiste.

Definitsioon (vt [LW]). Öeldakse, et alamruum Y on totaalselt sile normeeritud
ruumis X, kui alamruumi Y igal kinnisel alamruumil Z on U -omadus ruumis X.

Artiklis [LW] pannakse tähele, et alamruumi totaalset siledust saab iseloomustada
tema kaasruumi range kumeruse abil.

Lause 0.1 (vt [LW], lk 1630). Olgu Y normeeritud ruumi X kinnine alamruum. Järg-
mised väited on samaväärsed:

(i) alamruum Y on totaalselt sile ruumis X;

(ii) alamruumil Y on U-omadus ruumis X ja kaasruum Y ∗ on rangelt kumer.

Artikli [LW] põhitulemuseks on järgnev teoreem, mis iseloomustab alamruumi to-
taalset siledust üksteisesse sisestatud kerade terminites.

Teoreem 0.2 (vt [LW, teoreem 3]). Olgu X reaalne Banachi ruum ja Y tema kinnine
alamruum. Järgmised väited on samaväärsed:

(i) Y on totaalselt sile ruumis X;

(ii) mis tahes lahtiste kerade Bn = B(yn, rn) ⊂ X, kus yn ∈ Y , n ∈ N, korral, mis
rahuldavad tingimusi

B1 ⊂ B2 ⊂ . . . ja rn −−−→
n→∞

∞,

on ühend
∞⋃
n=1

Bn lahtine poolruum ruumis X või võrdne kogu ruumiga X.

Selle teoreemi prototüüp on järgnev Vlassovile kuuluv hästituntud teoreem (vt [Vl,
lause 3.5]).
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Teoreem 0.3 (Vlassovi teoreem). Olgu X reaalne Banachi ruum. Järgmised väited on
samaväärsed:

(i) X∗ on rangelt kumer;

(ii) mis tahes lahtiste kerade Bn = B(xn, rn) ⊂ X, n ∈ N, korral, mis rahuldavad
tingimusi

B1 ⊂ B2 ⊂ . . . ja rn −−−→
n→∞

∞,

on ühend
∞⋃
n=1

Bn lahtine poolruum ruumis X või võrdne kogu ruumiga X.

Teoreem 0.2 on Vlassovi teoreemi üldistus: Vlassovi teoreem on teoreemi 0.2 erijuht,
kus Y = X.

Teoreemi 0.2 tõestus artiklis [LW] tugineb oluliselt Vlassovi teoreemile 0.3. Käesole-
va magistritöö põhieesmärk on anda teoreemile 0.2 niisugune tõestus, mis Vlassovi teo-
reemi ei kasuta ning sobib nii reaalsete kui ka komplekssete ruumide jaoks. (Märgime,
et nii Vlassovi teoreemi 0.3 kui ka teoreemi 0.2 kompleksne versioon järelduvad lihtsasti
ka vastavast reaalsest versioonist, kui kasutada seost pideva komplekslineaarse funkt-
sionaali ja tema reaalosa vahel (vt teoreemi 1.4).) Teine eesmärk on tuletada erinevaid
tarvilikke ja piisavaid tingimusi selleks, et Y oleks totaalselt sile. Kolmas eesmärk on
uurida ruumi (range kumerusega duaalse mõiste) sileduse kirjeldust kerajadade kaudu
ning tema vahekorda alamruumi U -omadusega nii reaalsel kui ka komplekssel juhul.

Magistritöö koosneb seitsmest paragrahvist.

Esimeses paragrahvis kirjeldame hüperalamruume ning lineaarsete funktsionaalide
lineaarset sõltuvust nende tuumade kaudu. Samuti selgitame pideva lineaarse funkt-
sionaali vahekorda tema reaalosaga.

Teises paragrahvis esitame kumerate hulkade omadusi ning sõnastame Hahn–
Banachi eraldamisteoreemi.

Kolmandas paragrahvis tutvume poolruumidega. Muuhulgas anname tarvilikke (ja
piisavaid) tingimusi selleks, et teatavate kasvavalt sisestatud kerajada kerade ühend
sisalduks etteantud poolruumis või oleks sellega võrdne.

Neljas paragrahv käsitleb ruumide ranget kumerust ning U -omadust. Nende mõis-
tete vahelise seose paneb paika Taylor–Fogueli teoreem, mille me esitame selles parag-
rahvis koos tõestusega.

Viiendas paragrahvis sõnastame ja tõestame magistritöö põhiteoreemi, milles an-
name alamruumi totaalsele siledusele seitse samaväärset tingimust.

Kuuendas paragrahvis käsitleme normeeritud ruumi siledust. Muuhulgas esitame
siledate ruumide hästituntud kirjelduse kerajadade omaduste kaudu, mis on hästi võr-
reldav Vlassovi teoreemiga.
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Seitsmendas paragrahvis uurime ruumi sileduse seost U -omaduse nõrga variandiga
ning anname sileduse kirjeldusele kerajadade kaudu uue, geomeetrilise tõestuse.

Kõikjal magistritöös vaatleme me normeeritud ruume (ja vektorruume) üle korpu-
se K, kus K on kas reaalarvude korpus R või kompleksarvude korpus C.

Töös on kasutatud järgmisi tähistusi.

Kui X on vektorruum, siis elemendi x ∈ X lineaarset katet ja reaallineaarset katet
tähistame vastavalt sümbolitega 〈x〉 ja 〈x〉R, s.t

〈x〉 :=
{
αx : α ∈ K

}
ja 〈x〉R :=

{
αx : α ∈ R

}
.

Sümbol ker f tähistab (lineaarse) funktsionaali f : X → K tuuma, s.t

ker f :=
{
x ∈ X : f(x) = 0

}
ning sümbol f |Y tema ahendit ruumi X alamruumile Y .

Normeeritud ruumi X kaasruumiks nimetatakse pidevate lineaarsete funktsionaa-
lide f : X → K Banachi ruumi, mida tähistatakse sümboliga X∗. Lahtist ja kinnist
kera keskpunktiga a ∈ X ja raadiusega r > 0 tähistame vastavalt sümbolitega B(a, r)

ja B(a, r), s.t

B(a, r) :=
{
x ∈ X : ‖x− a‖ < r

}
ja B(a, r) :=

{
x ∈ X : ‖x− a‖ 6 r

}
,

ning ruumi X ühiksfääri ning lahtist ja kinnist ühikkera vastavalt sümbolitega SX ning
B◦X ja BX , s.t

SX :=
{
x ∈ X : ‖x‖ = 1

}
,

B◦X := B(0, 1) =
{
x ∈ X : ‖x‖ < 1

}
,

BX := B(0, 1) =
{
x ∈ X : ‖x‖ 6 1

}
.

Sümbolid A, ∂A ja convA tähistavad vastavalt hulga A sulundit, tema raja ja tema
kumerat katet.
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§ 1. Lineaarsed funktsionaalid

Selles paragrahvis toome sisse hüperalamruumi mõiste ja näitame, et kinnised hüper-
alamruumid normeeritud ruumis on parajasti pidevate lineaarsete funktsionaalide tuu-
mad, tõestame piisava tingimuse kahe funktsionaali lineaarseks sõltuvuseks nende
funktsionaalide tuumade sisalduvuse kaudu ning selgitame (pideva) lineaarse funkt-
sionaali ja tema reaalosa vahekorda.

Definitsioon. Vektorruumi X pärisalamruumi Y nimetatakse hüperalamruumiks, kui
leidub z ∈ X nii, et

X = Y ⊕ 〈z〉, (1.1)

s.t iga x ∈ X esitub ühesel viisil kujul

x = y + αz, kus y ∈ Y ja α ∈ K.

Järgnevalt näitame, et (kinnised) hüperalamruumid on parajasti nullist erinevate
(pidevate) lineaarsete funktsionaalide tuumad. Kõigepealt tõestame

Lause 1.1. Olgu X vektorruum, olgu f : X → K lineaarne funktsionaal ning olgu
z ∈ X selline, et f(z) 6= 0. Siis

X = ker f ⊕ 〈z〉;

seejuures iga x ∈ X korral

x =

(
x− f(x)

f(z)
z

)
+
f(x)

f(z)
z, kusjuures x− f(x)

f(z)
z ∈ ker f . (1.2)

Tõestus. Kuna (1.2) on ilmne, siis, eeldades, et x = y + αz, kus y ∈ ker f ja α ∈ K,
jääb lause tõestuseks näidata, et

y = x− f(x)

f(z)
z ja α =

f(x)

f(z)
.

Selleks märgime, et

f(x) = f(y) + f(αz) = f(αz) = αf(z),

millest α =
f(x)

f(z)
ning seega ka y = x− αz = x− f(x)

f(z)
z, nagu soovitud.
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Järeldus 1.2. (a) Olgu Y vektorruumi X alamruum. Järgmised väited on sama-
väärsed:

(i) Y on hüperalamruum;

(ii) Y = ker f mingi nullist erineva lineaarse funktsionaali f : X → K korral.

(b) Olgu Y normeeritud ruumi X alamruum. Järgmised väited on samaväärsed:

(i) Y on kinnine hüperalamruum;

(ii) Y = ker f mingi f ∈ X∗ \ {0} korral.

Tõestus. (a). (i)⇒(ii). Olgu Y hüperalamruum, s.t Y on alamruum, kusjuures leidub
element z ∈ X \ {0} nii, et kehtib (1.1). Defineerime funktsionaali f : X → K,

f(x) = α, x = y + αz ∈ X, y ∈ Y, α ∈ K.

Vahetult on kontrollitav, et f on lineaarne ja f 6= 0 (sest f(z) = 1) ning ker f = Y .

(ii)⇒(i) järeldub vahetult lausest 1.1

(b). (i)⇒(ii). Olgu Y kinnine hüperalamruum, s.t Y on kinnine alamruum, kusjuures
leidub element z ∈ X\{0} nii, et kehtib (1.1). Kuna z 6∈ Y , siis Hahn–Banachi teoreemi
põhjal (punkti ja kinnise alamruumi eraldamisest) leidub f ∈ X∗ nii, et f |Y = 0 ja
f(z) = 1. Aga nüüd on vahetult kontrollitav, et ker f = Y .

(ii)⇒(i) järeldub kohe lausest 1.1, sest pideva lineaarse funktsionaali tuum on kin-
nine.

Järgnev lemma annab piisavaid tingimusi kahe lineaarse funktsionaali lineaarseks
sõltuvuseks.

Lemma 1.3. Olgu X vektorruum ning olgu f, g : X → K lineaarsed funktsionaalid.

(a) Kui ker g ⊂ ker f , siis leidub c ∈ K nii, et f = cg.

(b) Kui mingi α ∈ R korral

ker g ⊂
{
z ∈ X : Re f(z) > α

}
, (1.3)

siis leidub c ∈ K nii, et f = cg.

Märkus 1.1. Kasutades matemaatilist induktsiooni, saab tõestada väitest (a) üldise-
ma väite (vt nt [M, lk 78]): kui X on vektorruum ja f, f1, . . . , fn : X → K on lineaarsed
funktsionaalid, siis funktsionaal f esitub funktsionaalide f1, . . . , fn lineaarse kombinat-

sioonina parajasti siis, kui
n⋂
j=1

ker fj ⊂ ker f .
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Lemma 1.3 tõestus. (a). Olgu ker g ⊂ ker f . Üldisust kitsendamata võime eeldada,
et f 6= 0 (sest kui f = 0, siis f = 0g), s.t mingi x ∈ X korral f(x) 6= 0. Nüüd ka
g(x) 6= 0 (sest vastasel korral x ∈ ker g ⊂ ker f ; niisiis f(x) = 0 – vastuolu). Mis tahes
z ∈ X korral, arvestades, et

z =

(
z − g(z)

g(x)
x

)
+
g(z)

g(x)
x = y +

g(z)

g(x)
x,

kus y := z − g(z)

g(x)
x ∈ ker g ⊂ ker f ,

f(z) = f(y) + f

(
g(z)

g(x)
x

)
= f

(
g(z)

g(x)
x

)
=
g(z)

g(x)
f(x) =

f(x)

g(x)
g(z);

seega f = cg, kus c =
f(x)

g(x)
.

(b). Leidugu α ∈ R nii, et kehtib (1.3). Väite (a) põhjal piisab näidata, et ker g ⊂
ker f . Oletame vastuväiteliselt, et mingi u ∈ ker g korral f(u) 6= 0. Valides β ∈ R nii,

et β < α, paneme tähele, et v := β
f(u)∣∣f(u)∣∣2 u ∈ ker g, kuid

Re f(v) = Re
(
f(v)

)
= Re

(
β

f(u)∣∣f(u)∣∣2 f(u)
)

= Re β = β < α;

niisiis v ∈
{
z ∈ X : Re f(z) < α}; seega v ∈ ker g \

{
z ∈ X : Re f(z) > α

}
–

vastuolu.

Olgu X kompleksne vektorruum (s.t vektorruum üle korpuse C). Siis X on loomu-
likul viisil tõlgendatav reaalse vektorruumina, defineerides seal liitmise ja reaalarvuga
korrutamise nagu kompleksse ruumi X puhul – kompleksarvude korpus sisaldab reaal-
arvude korpuse, seega on elemendi korrutamine reaalarvuga ruumis X defineeritud.
Ruumi X, tõlgendatuna sel viisil reaalse ruumina, nimetatakse (kompleksse) ruumi-
ga X assotsieeruvaks reaalseks (vektor)ruumiks ja tähistatakse sümboliga XR. Rõhu-
tame, et kui X 6= {0}, siis ruumid X ja XR on algebralises mõttes erinevad: näiteks
kui x 6= 0, siis elemendid x ja ja ix on ruumis X lineaarselt sõltuvad, ruumis XR aga
lineaarselt sõltumatud.

Öeldakse, et funktsionaal u : X → R on reaallineaarne, kui mis tahes x, y ∈ X ja
α ∈ R korral

1◦ u(x+ y) = u(x) + u(y),

2◦ u(αx) = αu(x).
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Teisisõnu, reaallineaarseteks funktsionaalideks komplekssel vektorruumil X nimeta-
takse lineaarseid funktsionaale assotsieeruval reaalsel ruumil XR.

Lineaarseid funktsionaale X → C nimetame edaspidi ka komplekslineaarseteks
funktsionaalideks.

Komplekslineaarse funktsionaali f : X → C reaal- ja imaginaarosa Re f ja Im f

defineeritakse loomulikul viisil:

(Re f)(x) = Re
(
f(x)

)
ja (Im f)(x) = Im

(
f(x)

)
, x ∈ X.

Edasises jätame avaldistes Re f(x) ja Im f(x) täiendavad sulud panemata, sest sõltu-
mata nende asukohast on avaldise tähendus sama.

Kui X on normeeritud ruum, siis ka XR on normeeritud ruum sama normi suh-
tes. (Juhime tähelepanu sellele, et meetriliste ruumidena on X ja XR identsed, kuid
normeeritud ruumidena juhul X 6= {0} mitte, sest nad on vektorruumidena erinevad.)

Järgnev lause selgitab komplekslineaarse funktsionaali ja tema reaalosa vahekorda.

Teoreem 1.4 (vt nt [M, lk 72]). Olgu X kompleksne vektorruum.

(a) Olgu f : X → C komplekslineaarne funktsionaal. Siis Re f : X → R on reaal-
lineaarne. Seejuures

f(x) = Re f(x)− iRe f(ix) iga x ∈ X korral.

(b) Olgu u : X → R reaallineaarne funktsionaal. Siis leidub parajasti üks kompleks-
lineaarne funktsionaal f : X → C nii, et u = Re f . Seejuures

f(x) = u(x)− iu(ix) iga x ∈ X korral.

(c) Olgu X normeeritud ruum ning olgu f : X → C komplekslineaarne funktsionaal.
Siis f ∈ X∗ parajasti siis, kui Re f ∈ X∗R. Seejuures ‖f‖ = ‖Re f‖.

Edasises, kui X on reaalne vektorruum, mõistame temaga assotsieeruva reaalse
ruumi XR all ruumi X ennast.
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§ 2. Kumerad hulgad ja kerad

Selles paragrahvis toome sisse hulga kumeruse mõiste ja tõestame mõned kumera-
te hulkade ja kerade omadused. Samuti sõnastame kumeratele hulkadele rakendatava
Hahn–Banachi eraldamisteoreemi.

Definitsioon. Olgu X vektorruum ning olgu B ⊂ X. Öeldakse, et hulk B on kumer,
kui mis tahes x, y ∈ B ja λ ∈ [0, 1] korral

λx+ (1− λ)y ∈ B.

Hulga B kumerusel on lihtne geomeetriline tõlgendus: koos mis tahes kahe punktiga
x, y ∈ B sisaldab hulk B ka neid punkte ühendava sirglõigu

[x, y] := {λx+ (1− λ)y : λ ∈ [0, 1]}.

Joonisel 1 on vasakul pool kumer hulk – see hulk sisaldab mis tahes tema kahte
punkti ühendava sirglõigu. Paremal pool on näide mittekumerast hulgast – selle hulga
teatavate punktide vahelised sirglõigud ei sisaldu selles hulgas.

Joonis 1: Näide kumerast ja mittekumerast hulgast

Lause 2.1. Olgu X normeeritud ruum ning olgu Bn ⊂ X, n ∈ N, kumerad hulgad,

kusjuures B1 ⊂ B2 ⊂ . . . Siis ka ühend
∞⋃
n=1

Bn on kumer hulk.

Tõestus. Olgu x, y ∈
∞⋃
n=1

Bn =: B ning olgu λ ∈ [0, 1]. Siis mingite n,m ∈ N korral

x ∈ Bn ja y ∈ Bm. Tähistame l := max{n,m}; siis x, y ∈ Bl. Hulga Bl kumeruse tõttu
λx+ (1− λ)y ∈ Bl ⊂ B. Järelikult on B kumer hulk.
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Teoreem 2.2 (Hahn–Banachi eraldamisteoreem (vt [W], lk 103)). Olgu X normeeritud
ruum ning olgu U, V ⊂ X kumerad hulgad, kusjuures U on lahtine ja U ∩ V = ∅. Siis
leidub f ∈ X∗ nii, et

Re f(u) < Re f(v) kõikide u ∈ U, v ∈ V korral.

Järgnev abitulemus on esitatud juba Banachi doktoridissertatsioonis [B1, lk 141,
teoreem 10].

Lemma 2.3. Olgu X 6= {0} normeeritud ruum ning olgu a1, a2 ∈ X ja r1, r2 > 0.
Järgmised väited on samaväärsed:

(i) B(a1, r1) ⊂ B(a2, r2);

(ii) ‖a2 − a1‖ 6 r2 − r1.

Tõestus. (i)⇒(ii). Olgu B(a1, r1) ⊂ B(a2, r2). Kui a1 = a2, siis ilmselt r2 > r1, seega
‖a2 − a1‖ = 0 6 r2 − r1.

Olgu a1 6= a2. Kui 0 < t < r1, siis a1 + t
a1 − a2
‖a1 − a2‖

∈ B(a1, r1) ⊂ B(a2, r2), seega

∥∥∥∥a1 + t
a1 − a2
‖a1 − a2‖

− a2
∥∥∥∥ < r2

ehk ∥∥∥∥(1 + t

‖a1 − a2‖

)
(a1 − a2)

∥∥∥∥ < r2

ehk
‖a1 − a2‖+ t < r2.

Protsessis t→ r1− järeldub siit, et ‖a1 − a2‖+ r1 6 r2 ehk ‖a1 − a2‖ 6 r2 − r1.

(ii)⇒(i). Olgu ‖a2 − a1‖ 6 r2 − r1. Mis tahes x ∈ B(a1, r1) korral ‖x− a1‖ < r1,
seega

‖x− a2‖ = ‖a2 − a1 + a1 − x‖ 6 ‖a2 − a1‖+ ‖a1 − x‖ < (r2 − r1) + r1 = r2,

järelikult x ∈ B(a2, r2). Niisiis B(a1, r1) ⊂ B(a2, r2).

Pideva linaarse funktsionaali väärtusi etteantud keral võimaldab hinnata järgmine
folkloorne tulemus, mis osutub kasulikuks juba järgmises osas poolruumide uurimisel.

Lemma 2.4. Olgu X normeeritud ruum, olgu y ∈ X, olgu f ∈ X∗ ja olgu r > 0. Siis

sup
{
Re f(x) : x ∈ B(y, r)

}
= Re f(y) + r ‖f‖
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ja
inf
{
Re f(x) : x ∈ B(y, r)

}
= Re f(y)− r ‖f‖ .

Tõestus. Teame, et B(y, r) = y +B(0, r) = y + rB(0, 1). Seega

sup
{
Re f(x) : x ∈ B(y, r)

}
= sup

{
Re f(x) : x ∈ y + rB(0, 1)

}
= sup

{
Re f(y + rz) : z ∈ B(0, 1)

}
= sup

{
Re f(y) + rRe f(z) : z ∈ B(0, 1)

}
= Re f(y) + r sup

{
Re f(z) : z ∈ B(0, 1)

}
= Re f(y) + r ‖f‖ .

Nüüd

inf
{
Re f(x) : x ∈ B(y, r)

}
= − sup

{
−Re f(x) : x ∈ B(y, r)

}
= −

(
−Re f(y) + r

∥∥−Re f
∥∥)

= Re f(y)− r ‖f‖ .

Järgnev lause annab tarviliku ja piisava tingimuse selleks, et üksteisesse sisesta-
tud kerade ühend ei oleks võrdne kogu ruumiga, ning näitab, kuidas mõjutab sellist
kerajada iga üksiku kera raadiuse suurendamine ühe ja sama konstandi võrra.

Lause 2.5. Olgu Bn := B(yn, rn), n ∈ N, lahtised kerad normeeritud ruumis X, mis
rahuldavad tingimusi

B1 ⊂ B2 ⊂ . . . ja rn −−−→
n→∞

∞,

ning olgu ε > 0. Tähistame B :=
∞⋃
n=1

B(yn, rn).

(a) Järgmised väited on samaväärsed:

(i) B 6= X;

(ii) leiduvad δ > 0 ja N ∈ N nii, et ‖yn‖ > rn − δ iga n > N korral.

(b)
∞⋃
n=1

B(yn, rn + ε) =
{
x ∈ X : d(x,B) < ε

}
.

Tõestus. (a). (i)⇒(ii). Olgu B 6= X, s.t leidub x ∈ X \ B. Siis iga n ∈ N korral
‖x− yn‖ > rn, seega

‖yn‖ =
∥∥(yn − x) + x

∥∥ > ‖yn − x‖ − ‖x‖ > rn − ‖x‖.
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(ii)⇒(i). Kehtigu (ii). Kuna rn −−−→
n→∞

∞, siis mingi m ∈ N korral rm > 2δ. Fiksee-
rides vabalt n > max{N,m}, piisab implikatsiooni tõestuseks näidata, et −ym 6∈ Bn,
s.t ‖yn + ym‖ > rn. Arvestades, et sisalduvuse Bm ⊂ Bn tõttu lemma 2.3 põhjal
‖yn − ym‖ 6 rn − rm,

‖yn + ym‖ =
∥∥2yn − (yn − ym)

∥∥ > 2‖yn‖ − ‖yn − ym‖

> 2rn − 2δ − (rn − rm) = rn + rm − 2δ > rn.

(b). Olgu x ∈
∞⋃
n=1

B(yn, rn+ε), s.t mingi n ∈ N korral ‖x−yn‖ < rn+ε. Kui x = yn,

siis d(x,B) = 0, seega jääb vaadelda juhtu, kus x 6= yn. Kuna θ :=
‖x− yn‖
rn + ε

< 1, siis

ilmselt
z := yn + θrn

x− yn
‖x− yn‖

∈ B(yn, rn) ⊂ B;

seejuures, arvestades, et
x = yn + θ(rn + ε)

x− yn
‖x− yn‖

,

‖x− z‖ = θε < ε; niisiis d(x,B) < ε.

Teiselt poolt, olgu d(x,B) < ε. Siis ‖x − z‖ < ε mingi z ∈ B korral. Olgu m ∈ N
selline, et z ∈ B(ym, rm); siis

‖x− ym‖ 6 ‖x− z‖+ ‖z − ym‖ < rm + ε;

seega x ∈ B(ym, rm + ε) ⊂
∞⋃
n=1

B(yn, rn + ε).

Järgevalt esitame ühe jällegi hästi tuntud kumerate hulkade omaduse.

Lause 2.6. Olgu X normeeritud ruum ning olgu A ⊂ X lahtine kumer hulk. Siis
(A)◦ = A.

Tõestus. Ühelt poolt (sisemuse monotoonsuse tõttu) A = A◦ ⊂ (A)◦.

Teiselt poolt, olgu x ∈ (A)◦. Siis mingi r > 0 korral B(x, r) ⊂ A. Kuna x ∈ A,
siis leidub y ∈ B(x, r) ∩ A. Ühisosa B(x, r) ∩ A lahtisuse tõttu leidub ρ > 0 nii, et
B(y, ρ) ⊂ B(x, r) ∩ A. Tähistame z := x + (x − y) = 2x − y; siis (lemma 2.3 põhjal)
B(z, ρ) ⊂ B(x, r), sest (jällegi lemma 2.3 põhjal)

‖x− z‖ = ‖y − x‖ = ‖x− y‖ 6 r − ρ.

Kuna z ∈ B(z, ρ) ⊂ B(x, r) ⊂ A, siis leidub u ∈ B(z, ρ) ∩A. Nüüd v := x+ (x− u) =
2x− u ∈ B(y, ρ), sest

‖v − y‖ = ‖2x− u− y‖ = ‖2x− y − u‖ = ‖z − u‖ < ρ;
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seega, arvestades, et u ∈ A ja v ∈ B(y, ρ) ⊂ A, hulga A kumeruse tõttu

x =
1

2
u+

1

2
(2x− u) = 1

2
u+

1

2
v ∈ A;

niisiis (A)◦ ⊂ A.
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§ 3. Poolruumid

Selles paragrahvis defineerime poolruumi mõiste ning uurime poolruumide omadusi.
Muuhulgas anname tarvilikke ja piisavaid tingimusi selleks, et teatavate kasvavalt sises-
tatud kerade ühend sisalduks etteantud poolruumis või oleks sellega võrdne.

Definitsioon. Poolruumiks normeeritud ruumisX nimetatakse hulka, mis esitub kujul{
x ∈ X : Re f(x) < α

}
või

{
x ∈ X : Re f(x) 6 α

}
, kus f ∈ X∗ \ {0}, α ∈ R. Siin

esimest tüüpi poolruume nimetatakse lahtisteks poolruumideks ja teist tüüpi poolruume
kinnisteks poolruumideks.

Märgime, et lahtised ja kinnised poolruumid on esitatavad ka vastavalt kujul

{
x ∈ X : Re f(x) > α

}
ja

{
x ∈ X : Re f(x) > α

}
(3.1)

ning, teiselt poolt, hulgad kujul (3.1) on vastavalt lahtised ja kinnised poolruumid, sest

{
x ∈ X : Re f(x) > α

}
=
{
x ∈ X : Re(−f(x)) < −α

}
ja {

x ∈ X : Re f(x) > α
}
=
{
x ∈ X : Re(−f(x)) 6 −α

}
.

Lause 3.1. Lahtine poolruum on lahtine hulk ja kinnine poolruum on kinnine hulk.
Seejuures f ∈ X∗ \ {0} ja α ∈ R korral

∂
{
x ∈ X : Re f(x) < α

}
= ∂

{
x ∈ X : Re f(x) 6 α

}
=
{
x ∈ X : Re f(x) = α

}
;

niisiis {
x ∈ X : Re f(x) < α

}
=
{
x ∈ X : Re f(x) 6 α

}
.

Tõestus. Olgu xn ∈
{
x ∈ X : Re f(x) 6 α

}
, n ∈ N, sellised, et xn −−−→

n→∞
x mingi

x ∈ X korral. Kinnise poolruumi kinnisuseks piisab näidata, et Re f(x) 6 α. Kuna f
on pidev, siis ka Re f on pidev. Seega Re f(x) = lim

n→∞
Re f(xn) 6 α.

Lahtise poolruumi lahtisus järeldub asjaolust, et lahtise poolruumi täiend on kinnine
poolruum, seega kinnine.

Olgu nüüd x ∈ X selline, et Re f(x) = α, ning olgu δ > 0. Lause tõestuseks jääb näi-
data, et B(x, δ)∩

{
z ∈ X : Re f(z) < α

}
6= ∅ ja B(x, δ) ∩

{
z ∈ X : Re f(z) > α

}
6= ∅

ehk, teisisõnu, inf
z∈B(x,δ)

Re f(z) < α ja sup
z∈B(x,δ)

Re f(z) > α. Veendume selles: lemma 2.4
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põhjal
inf

z∈B(x,δ)
Re f(z) = Re f(x)− δ ‖f‖ = α− δ ‖f‖ < α

ja
sup

z∈B(x,δ)

Re f(z) = Re f(x) + δ ‖f‖ = α + δ ‖f‖ > α.

Lause 3.2. Olgu X normeeritud ruum, olgu f ∈ X∗\{0}, olgu α ∈ R ning olgu y ∈ X.
Siis

y +
{
x ∈ X : Re f(x) < α

}
=
{
z ∈ X : Re f(z) < Re f(y) + α

}
.

Tõestus. Paneme tähele, et

y +
{
x ∈ X : Re f(x) < α

}
=
{
y + x : x ∈ X, Re f(x) < α

}
=
{
z ∈ X : Re f(z) < Re f(y) + α

}
.

Lemma 3.3. Olgu X normeeritud ruum, olgu B ⊂ X mittetühi lahtine hulk ning olgu
f ∈ X∗ \ {0}. Siis

Re f(x) < sup
z∈B

Re f(z) iga x ∈ B korral.

Muuhulgas, kui α := sup
z∈B

Re f(z) <∞, siis B ⊂
{
x ∈ X : Re f(x) < α

}
.

Tõestus. Olgu x ∈ B. Kuna B on lahtine, siis leidub δ > 0 nii, et B(x, δ) ⊂ B. Aga
nüüd lemma 2.4 põhjal

Re f(x) < Re f(x) + δ ‖f‖ = sup
{
Re f(z) : z ∈ B(x, δ)

}
6 sup

z∈B
Re f(z).

Lemma 3.4. Olgu X normeeritud ruum, olgu Bn := B(yn, rn), n ∈ N, lahtised kerad
ruumis X, mis rahuldavad tingimusi

B1 ⊂ B2 ⊂ . . . ja rn −−−→
n→∞

∞,

olgu f ∈ X∗\{0} ning olgu α ∈ R ja ε > 0. Tähistame

B :=
∞⋃
n=1

B(yn, rn) ja A :=
{
x ∈ X : Re f(x) < α

}
.
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(a) Olgu B ⊂ A. Siis

(a1) Re f

(
y1 − yn
rn

)
−−−→
n→∞

‖f‖;

(a2) B = A parajasti siis, kui ∂A =
{
x ∈ X : Re f(x) = α

}
⊂ B.

(b) Aε :=
{
x ∈ X : d(x,A) < ε

}
=
{
x ∈ X : Re f(x) < α+ ε ‖f‖

}
.

Tõestus. (a1). Lemma 2.4 põhjal iga n ∈ N korral

Re f(yn) + rn ‖f‖ = sup
x∈Bn

Re f(x) 6 sup
x∈B

Re f(x) 6 α; (3.2)

kuna y1 ∈ Bn, s.t ‖y1 − yn‖ 6 rn ehk, teisisõnu,
∥∥∥∥y1 − ynrn

∥∥∥∥ 6 1, siis

‖f‖ − α

rn
+

Re f(y1)

rn
6 Re f

(
y1 − yn
rn

)
6 ‖f‖ .

Siit järeldub, et Re f
(
y1 − yn
rn

)
−−−→
n→∞

‖f‖.

(a2). Tarvilikkus on ilmne, sest kui B = A, siis ∂A = ∂B ⊂ B.

Piisavus. Olgu ∂A ⊂ B. Võrduseks A = B jääb näidata, et A ⊂ B, milleks piisab
näidata, et A ⊂ B (sest niisugusel juhul, arvestades, et A on lahtine ja B on lahtine
kumer hulk, sisemuse monotoonsuse ja lause 2.6 põhjal A = A◦ ⊂ (B)◦ = B).

Olgu x ∈ A, s.t β := Re f(x) < α. Valime u ∈ B nii, et γ := Re f(u) < Re f(x) = β

(selline valik on võimalik, sest kuna rn −−−→
n→∞

∞, siis võrratustest (3.2) järeldub, et

Re f(yn) −−−→
n→∞

−∞). Tähistame v :=
α− γ
β − γ

x− α− β
β − γ

u; siis

Re f(v) =
α− γ
β − γ

Re f(x)− α− β
β − γ

Re f(u) =
(α− γ) β − (α− β) γ

β − γ
= α,

s.t v ∈ δA ⊂ B; seejuures (arvestades, et sulund B on kumer)

x =
α− β
α− γ

u+
β − γ
α− γ

v ∈ convB = B.

Niisiis, A ⊂ B, nagu soovitud.

(b). Ühelt poolt, kui x ∈ Aε, siis mingi z ∈ A korral ‖x− z‖ < ε, seega

Re f(x) < Re f(x− z) + Re f(z) 6 ‖f‖ ‖x− z‖+Re f(z) < α+ ε ‖f‖.

Teiselt poolt, olgu x ∈ X selline, et Re f(x) < α + ε ‖f‖. Kui Re f(x) 6 α, siis
x ∈ A ja seega d(x,A) = 0. Olgu α < Re f(x) < α + ε ‖f‖; siis Re f(x) = α + ε0 ‖f‖
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mingi ε0 ∈ (0, ε) korral. Väite tõestuseks piisab leida u ∈ X nii, et Re f(u) = α ja
‖x− u‖ < ε, sest sel juhul u ∈ A ning seega d(x,A) = d(x,A) 6 ‖x− u‖ < ε.

Valime x0 ∈ SX nii, et Re f(x0) 6= 0; siis y := x− Re f(x)

Re f(x0)
x0 ∈ kerRe f , kusjuures

x = y +
Re f(x)

Re f(x0)
x0. Tähistame u := y +

α

Re f(x0)
x0; siis Re f(u) = α, kusjuures

‖x− u‖ =
∣∣Re f(x)− α∣∣

Re f(x0)
‖x0‖ =

ε0 ‖f‖
Re f(x0)

;

seega jääb väite tõestuseks märkida, et me saame elemendi x0 ∈ SX valida nii, et
Re f(x0) >

ε0
ε
‖f‖ (elemendi x0 niisuguse valiku korral ‖x−u‖ < ε, nagu soovitud).

Selle paragrahvi lõpetuseks uurime kerasid B(nx, n), n ∈ N, normeeritud ruumis X,
kus x ∈ SX on fikseeritud element. Kõigepealt veendume, et sellised kerad moodustavad
kasvavalt sisestatud jada (ning seega on sellistele keradele rakendatavad lemma 3.4
tulemused).

Lemma 3.5. Olgu X normeeritud ruum, olgu x ∈ BX ning olgu 0 < r1 < r2. Siis
B(r1x, r1) ⊂ B(r2x, r2).

Tõestus. Lemma 2.3 põhjal piisab tõestuseks märkida, et

‖r2x− r1x‖ = (r2 − r1)‖x‖ 6 r2 − r1.

Teoreem 3.6. Olgu X normeeritud ruum ning olgu x ∈ SX . Tähistame

B :=
∞⋃
n=1

B(nx, n).

(a) Olgu f ∈ X∗ \ {0}. Järgmised väited on samaväärsed:

(i) Re f(x) = −‖f‖;

(ii) sup
z∈B

Re f(x) = 0;

(iii) B ⊂
{
z ∈ X : Re f(x) < 0

}
;

(iv) funktsionaal Re f(x) on ülalt tõkestatud ühendil B.

Seejuures niisuguseid funktsionaale f ∈ SX∗, mis rahuldavad tingimust (i) ning
seega kõiki tingimusi (i)–(iv), eksisteerib.

(b) Olgu g ∈ X∗ \ {0}. Järgmised väited on samaväärsed:

(i) Re g(x) = ‖g‖;
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(ii) inf
z∈B

Re g(x) = 0;

(iii) B ⊂
{
z ∈ X : Re g(x) > 0

}
;

(iv) funktsionaal Re g(x) on alt tõkestatud ühendil B.

Seejuures niisuguseid funktsionaale g ∈ SX∗, mis rahuldavad tingimust (i) ning
seega kõiki tingimusi (i)–(iv), eksisteerib.

Tõestus. Tõestame ainult väite (a) (väide (b) järeldub vahetult väitest (a), kui seal
võtta f = −g).

(i)⇒(ii). Kehtigu (i). Implikatsiooni tõestuseks piisab tähele panna, et iga n ∈ N
korral (lemma 2.4 põhjal)

sup
z∈B(nx,n)

Re f(z) = Re f(nx) + n ‖f‖ = nRe f(x) + n ‖f‖ = −n ‖f‖+ n ‖f‖ = 0.

(ii)⇒(iii) järeldub vahetult lemmast 3.3.

(iii)⇒(iv) on ilmne.

(iv)⇒(i). Kui funktsionaal Re f(x) on ülalt tõkestatud ühendil B, siis mingi α ∈ R
korral B ⊂

{
z ∈ X : Re f(x) < α

}
; seega lemma 3.4, (a1), põhjal

Re f(x) = lim
n→∞

(n− 1)Re f(x)

n
= lim

n→∞

Re f
(
nx− x

)
n

= −‖f‖.

Jääb tõestada tingimust (i) rahuldava funktsionaali f ∈ SX∗ olemasolu. See järeldub
teoreemist piisavast arvust funktsionaalidest.
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§ 4. Range kumerus ja U-omadus

Selles paragrahvis toome sisse normeeritud ruumi range kumeruse ja tema alamruumi
U -omaduse mõiste ning tõestame U -omaduse transitiivsuse ja Taylor–Fogueli teoree-
mi, mille kohaselt normeeritud ruumi X kaasruum on rangelt kumer parajasti siis,
kui ruumi X igal alamruumil on U -omadus ruumis X. Järeldusena nimetatud kahest
tulemusest tõestame sissejuhatuses esitatud lause 0.1, mille kohaselt alamruum Y on
totaalselt sile normeeritud ruumis X parajasti siis, kui alamruumil Y on U -omadus
ruumis X ja selle alamruumi kaasruum Y ∗ on rangelt kumer.

Definitsioon. Öeldakse, et normeeritud ruum X on rangelt kumer, kui mis tahes
x, z ∈ SX , x 6= z, ja λ ∈ (0, 1) korral λx+ (1− λ)z /∈ SX , s.t∥∥λx+ (1− λ)

∥∥ < 1.

RuumiX rangel kumerusel on lihtne geomeetriline tõlgendus: mis tahes kahe erineva
punkti x, z ∈ SX korral ruumi X ühiksfäär ei sisalda neid punkte ühendavat sirglõiku

[x, z] =
{
λx+ (1− λ)z : λ ∈ [0, 1]

}
.

Joonisel 2 on vasakul pool kujutatud rangelt kumera ruumi X = `22 ühiksfääri, mille
puhul kahe erineva ühiksfääri punkti vaheline sirglõik ei sisaldu ühiksfääris. Paremal
pool on ruumi X = `2∞ ühiksfäär; kuna see ühiksfäär sisaldab ka oma punktide vahelisi
sirglõike, siis ei ole ruum X = `2∞ rangelt kumer.

Joonis 2: Ruumide `22 ja `2∞ ühiksfäärid
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Lause 4.1. Olgu X normeeritud ruum. Järgmised väited on samaväärsed:

(i) X on rangelt kumer;

(ii) mis tahes x, z ∈ SX , x 6= z, korral
∥∥∥∥12 x+ 1

2
z

∥∥∥∥ < 1;

(iii) mis tahes x, z ∈ SX , x 6= z, korral leidub λ ∈ (0, 1) nii, et
∥∥λx+ (1− λ)z

∥∥ < 1.

Tõestus. (i)⇒(ii) järeldub vahetult definitsioonist.

(ii)⇒(iii) on ilmne.

(iii)⇒(i). Olgu x, z ∈ SX , x 6= z, olgu λ0 ∈ (0, 1) selline, et
∥∥λ0x+ (1− λ0)z

∥∥ < 1,
ning olgu λ ∈ (0, 1) \ {λ0} suvaline. Implikatsiooni tõestuseks piisab näidata, et∥∥λx+ (1− λ)z

∥∥ < 1. Selleks, tähistades y := λ0x + (1 − λ0)z = z + λ0(x − z) ja
u := λx+ (1− λ)z = z + λ(x− z), piisab leida µ ∈ (0, 1) nii, et

u = µx+ (1− µ)y või u = µy + (1− µ)z.

Tõepoolest, sel juhul, arvestades, et ‖y‖ < 1, esimesel juhul,

‖u‖ 6 µ‖x‖+ (1− µ) ‖y‖ < µ+ (1− µ) = 1

ja teisel juhul
‖u‖ 6 µ‖y‖+ (1− µ) ‖z‖ < µ+ (1− µ) = 1.

Kui λ > λ0, siis, tähstades µ :=
λ− λ0
1− λ0

,

µx+ (1− µ)y = y + µ(x− y) = z + λ0(x− z) +
λ− λ0
1− λ0

(
x−

(
z + λ0(x− z)

))
= z + λ0(x− z) +

λ− λ0
1− λ0

(1− λ0)(x− z) = z + λ(x− z) = u;

kui aga λ < λ0, siis, tähistades µ =
λ

λ0
,

µy + (1− µ)z = z + µ(y − z) = z +
λ

λ0

(
z + λ0(x− z)− z

)
= z + λ(x− z) = u,

nagu soovitud

Definitsioon (Phelps, 1960 [Ph]). Öeldakse, et normeeritud ruumi X alamruumil Y
on U-omadus (sõnast “uniqueness”) ruumis X, kui igal funktsionaalil g ∈ Y ∗ leidub
parajasti üks normi säilitav jätk f ∈ X∗.

Järgnev lause järeldub vahetult definitsioonist.
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Lause 4.2. Olgu Y normeeritud ruumi X alamruum. Järgmised väited on samaväär-
sed:

(i) alamruumil Y on U-omadus ruumis X;

(ii) iga g ∈ SY ∗ korral leidub parajasti üks f ∈ SX∗ nii, et f |Y = g.

Lause 4.3 (U -omaduse transitiivsus). Olgu Z normeeritud ruumi X alamruumi Y
alamruum. Kui alamruumil Z on U-omadus alamruumis Y ja alamruumil Y on
U-omadus ruumis X, siis alamruumil Z on U-omadus ruumis X.

Tõestus. Olgu alamruumil Z U -omadus alamruumis Y ning olgu alamruumil Y U -
omadus ruumis X. Olgu h ∈ Z∗ ning olgu f1, f2 ∈ X∗ funktsionaali h normi säilitavad
jätkud, s.t f1|Z = f2|Z = h ja ‖f1‖ = ‖f2‖ = ‖h‖. Lause tõestuseks piisab näidata, et
f1 = f2. Selleks märgime, et funktsionaalid f1|Y , f2|Y ∈ Y ∗ on funktsionaali h normi
säilitavad jätkud, seega alamruumi Z U -omaduse tõttu ruumis Y kehtib f1|Y = f2|Y .
Edasi, f1 ja f2 on funktsionaali g := f1|Y = f2|Y normi säilitavad jätkud ruumile X,
seega alamruumi Y U -omaduse tõttu f1 = f2, nagu soovitud.

Järgnev teoreem annab seose alamruumide U -omaduse ja ruumiX∗ range kumeruse
vahel. Selle teoreemi implikatsioon (i)⇒(ii) pärineb Taylori 1939. aasta artiklist [T] ja
implikatsioon (iii)⇒(i) Fogueli 1958. aasta artiklist [F].

Teoreem 4.4 (Taylor–Fogueli teoreem). Olgu X normeeritud ruum. Järgmised väited
on samaväärsed:

(i) kaasruum X∗ on rangelt kumer;

(ii) ruumi X igal alamruumil on U-omadus ruumis X;

(iii) ruumi X igal kinnisel hüperalamruumil on U-omadus ruumis X.

Implikatsiooni (iii)⇒(i) tõestus kasutab järgnevat lihtsat lemmat, mida me siinkohal
ei tõesta.

Lemma 4.5. Olgu arvud an, bn ∈ K, n ∈ N, sellised, et

|an|, |bn| 6 1 iga n ∈ N korral ja an + bn −−−→
n→∞

2.

Siis an, bn −−−→
n→∞

1.

Teoreemi 4.4 tõestus. (i)⇒(ii). Olgu kaasruum X∗ rangelt kumer, olgu Y ruu-
mi X alamruum, olgu g ∈ SY ∗ ning olgu f1, f2 ∈ SX∗ sellised, et f1|Y = f2|Y = g.
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Alamruumi Y U -omaduseks piisab näidata, et f1 = f2. Selleks paneme tähele, et(1
2
f1 +

1

2
f2

)∣∣∣
Y
= g, seega

1 = ‖g‖ 6
∥∥∥1
2
f1 +

1

2
f2

∥∥∥ 6
1

2
‖f1‖+

1

2
‖f2‖ = 1,

s.t
∥∥∥1
2
f1 +

1

2
f2

∥∥∥ = 1; järelikult kaasruumi X∗ range kumeruse tõttu f1 = f2, nagu
soovitud.

(ii)⇒(iii) on ilmne.

(iii)⇒(i). Kehtigu (iii). Oletame vastuväiteliselt, et kaasruum X∗ ei ole rangelt

kumer. Siis leiduvad f1, f2 ∈ SX∗ , f1 6= f2, nii, et
1

2
f1 +

1

2
f2 ∈ SX∗ . Tähistame

Y =
{
x ∈ X : f1(x) = f2(x)

}
= ker(f1 − f2)

(siis Y on järelduse 1.2 põhjal kinnine hüperalamruum) ja g := f1|Y = f2|Y . Impli-
katsiooni tõestuseks piisab nüüd näidata, et ‖g‖ = 1 (sest sel juhul on f1, f2 ∈ X∗

funktsionaali g ∈ Y ∗ erinevad normi säilitavad jätkud, mis on vastuolus hüpertasandi
Y U -omadusega ruumis X).

Olgu z ∈ X selline, et f1(z) − f2(z) = 1. Siis iga element x ∈ X esitub üheselt
kujul x = y + az, kus y ∈ ker(f1 − f2) = Y ja a = f1(x) − f2(x) ∈ K (vt lauset 1.1).

Olgu xn ∈ SX , n ∈ N, sellised, et
1

2
f1(xn) +

1

2
f2(xn) −−−→

n→∞
1. Siis (lemma 4.5 põhjal)

f1(xn), f2(xn) −−−→
n→∞

1; seega, kui xn = yn + anz, kus yn ∈ Y ja an = f1(xn) − f2(xn),
n ∈ N, siis an −−−→

n→∞
0 ja seetõttu

lim
n→∞

‖yn‖ = lim
n→∞

‖xn‖ = 1 ja lim
n→∞

g(yn) = lim
n→∞

f1(yn) = lim
n→∞

f1(xn) = 1.

Siit järeldub, et ‖g‖ > 1 ja seega ‖g‖ = 1, nagu soovitud.

U -omaduse transitiivsuse ning Taylor–Fogueli teoreemi 4.4 abil saame me nüüd
tõestada sissejuhatuses esitatud lause 0.1, mis kirjeldab U -omadusega alamruumi to-
taalset siledust tema kaasruumi range kumeruse kaudu.

Lause 0.1 tõestus. (i)⇒(ii). Olgu alamruum Y totaalselt sile ruumis X. Siis alam-
ruumi Y igal kinnisel alamruumil Z on U -omadus ruumis X. Muuhulgas ka alamruumil
Y on U -omadus ruumis X. Kuna alamruumi Y igal kinnisel alamruumil on U -omadus
ruumis Y (vastasel korral poleks ruumi Y mingil alamruumil Z U -omadust ruumis X),
siis Taylor–Fogueli teoreemi 4.4 põhjal on kaasruum Y ∗ rangelt kumer.

(ii)⇒(i). Olgu alamruumil Y U -omadus ruumisX ja olgu Y ∗ rangelt kumer. Taylor–
Fogueli teoreemi 4.4 põhjal on alamruumi Y igal alamruumil Z U -omadus ruumis Y .
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Sellest ja eeldusest, et alamruumil Y on U -omadus ruumisX, järeldub U -omaduse tran-
sitiivsuse (lause 4.3) tõttu, et alamruumi Y igal alamruumil Z on U -omadus ruumis X.
Teisisõnu, alamruum Y on totaalselt sile ruumis X.

Selle paragrahvi lõpetuseks sõnastame ühe artiklis [OP, teoreem 1] sisalduva sama-
väärsuse, mida me kasutame töö põhiteoreemi 5.1 tõestamisel.

Teoreem 4.6 (vt [OP, teoreem 1]). Olgu Y Banachi ruumi X kinnine alamruum.
Järgmised väited on samaväärsed:

(i) alamruumil Y on U-omadus ruumis X;

(b) leidub konstant δ > 0 nii, et iga ε ∈ (0, δ), iga x ∈ SX ja iga alamruumi Y
elementide jada (yn)

∞
n=1 korral, mis rahuldab tingimusi

‖y1‖ = ‖yn+1 − yn‖ = 1 ja ‖yn‖ > n− ε, n ∈ N,

leiduvad y ∈ Y ja n0 ∈ N nii, et

‖x± yn0 − y‖ 6 n0 + ε.
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§ 5. Totaalne siledus ja kerajadad – põhiteoreem

Selles paragrahvis tõestame käesoleva magistritöö põhiteoreemi, mis annab Banachi
ruumi kinnise alamruumi Y totaalsele siledusele seitse tarvilikku ja piisavat tingimust.

Teoreem 5.1. Olgu X Banachi ruum üle korpuse K ning olgu Y ruumi X kinnine
alamruum. Järgmised väited on samaväärsed:

(i) Y on totaalselt sile;

(ii) ühiksfääri SY mis tahes elementide jada (yn) korral leidub ülimalt üks funktsionaal
f ∈ SX∗, mis rahuldab tingimust

Re f(yn) −−−→
n→∞

‖f‖ = 1; (5.1)

(ii’) ühikkera BY mis tahes elementide jada (yn) korral leidub ülimalt üks funktsionaal
f ∈ SX∗, mis rahuldab tingimust (5.1);

(iii) mis tahes lahtiste kerade Bn := B(yn, rn) ⊂ X, kus yn ∈ Y , n ∈ N, korral, mis
rahuldavad tingimusi

B1 ⊂ B2 ⊂ . . . ja rn −−−→
n→∞

∞, (5.2)

leidub ülimalt üks funktsionaal f ∈ SX∗, mille reaalosa Re f on ühendil
∞⋃
n=1

Bn

ülalt tõkesatud;

(iv) mis tahes lahtiste kerade Bn := B(yn, rn) ⊂ X, kus yn ∈ Y , n ∈ N, korral,

mis rahuldavad tingimusi (5.2), on ühend
∞⋃
n=1

Bn lahtine poolruum ruumis X või

võrdne kogu ruumiga X;

(iv’) mis tahes lahtiste kerade Bn := B(yn, rn) ⊂ X, kus yn ∈ Y , n ∈ N, korral, mis
rahuldavad tingimusi (5.2) ning mingi reaalarvu δ > 0 puhul

‖yn‖ > rn − δ, n ∈ N,

on ühend
∞⋃
n=1

Bn lahtine poolruum ruumis X;
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(v) alamruumi Y mis tahes elementide jada (yn)
∞
n=1 korral, mis mingi reaalarvu δ > 0

korral rahuldab tingimusi

‖y1‖ = ‖yn+1 − yn‖ = 1, ‖yn‖ > n− δ, n ∈ N, (5.3)

on ühend
∞⋃
n=1

B(yn, n) lahtine poolruum ruumis X;

(v’) leidub reaalarv δ > 0 nii, et alamruumi Y mis tahes elementide jada (yn)
∞
n=1

korral, mis rahuldab tingimusi (5.3), on ühend
∞⋃
n=1

B(yn, n) lahtine poolruum

ruumis X.

Tõestus. (i)⇒(ii). Olgu Y totaalselt sile. Lause 0.1 põhjal on alamruumil Y U -
omadus ruumis X ning kaasruum Y ∗ on rangelt kumer.

Olgu ühiksfääri SY elementide jada (yn) ja funktsionaalid f, g ∈ SX∗ sellised, et
Re f(yn),Re g(yn) −−−→

n→∞
1. Implikatsiooni tõestuseks peame näitame, et f = g. Kuna

Re
1

2
(f +g)(yn) −−−→

n→∞
1, siis

1

2
f |Y +

1

2
g|Y ∈ SY ∗ , seega alamruumi Y ∗ range kumeruse

tõttu f |Y = g|Y . Kuna f ja g on funktsionaali h := f |Y = g|Y ∈ SY ∗ normi säilitavad
jätkud, siis alamruumi Y U -omaduse tõttu f = g, nagu soovitud.

(ii)⇒(ii’). Olgu ühikkera BY elementide jada (yn) ja funktsionaalid f, g ∈ SX∗

sellised, et Re f(yn),Re g(yn) −−−→
n→∞

1. Implikatsiooni tõestuseks peame näitame, et
f = g. Selleks paneme tähele, et ‖yn‖ −−−→

n→∞
1 (sest vastasel korral leiduksid ε > 0

ja osajada (ykn)
∞
n=1 nii, et Re f(ykn) 6 ‖ykn‖ 6 1 − ε iga n ∈ N korral, aga sel juhul

Re f(ykn) 6−−−→
n→∞

1). Nüüd alates mingist indeksist
yn
‖yn‖

∈ SY , kusjuures

Re f

(
yn
‖yn‖

)
=

1

‖yn‖
Re f(yn) −−−→

n→∞
1 ja Re g

(
yn
‖yn‖

)
=

1

‖yn‖
Re g(yn) −−−→

n→∞
1,

seega eelduse (ii) põhjal f = g, nagu soovitud.

(ii’)⇒(iii). Kehtigu (ii’) ning olgu funktsionaalide f, g ∈ SX∗ reaalosad ühendil

B :=
∞⋃
n=1

Bn ülalt tõkestatud, s.t mingite α, β ∈ R korral B ⊂ {x ∈ X : Re f(x) < α}

ja B ⊂ {x ∈ X : Re g(x) < β}. Implikatsiooni tõestuseks piisab näidata, et f = g.

Lemma 3.4, (a1), põhjal

Re f

(
y1 − yn
rn

)
−−−→
n→∞

‖f‖ = 1 ning Re g

(
y1 − yn
rn

)
−−−→
n→∞

‖g‖ = 1.

Kuna iga n ∈ N korral
y1 − yn
rn

∈ BY , siis eelduse (ii’) põhjal f = g, nagu soovitud.

(iii)⇒(iv). Kehtigu (iii) ning olgu kerad Bn := B(yn, rn), kus yn ∈ Y , n ∈ N, ning
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B1 ⊂ B2 ⊂ . . . ja rn −−−→
n→∞

∞, sellised, et ühend B :=
∞⋃
n=1

Bn 6= X. Implikatsiooni

tõestuseks piisab näidata, et B on lahtine poolruum.

Kuna B 6= X, siis leidub v ∈ X \ B. Kuna ühepunktiline hulk {v} on kumer ning
B on lahtine ja lause 2.1 põhjal kumer, kusjuures B ∩ {v} = ∅, siis Hahn–Banachi
eraldamisteoreemi 2.2 põhjal (võttes seal U = B ja V = {v}) leidub f ∈ SX∗ nii, et

Re f(x) < Re f(v) iga x ∈ B korral.

Nüüd funktsionaal Re f on tõkestatud ühendil B; seega, tähistades α := sup
x∈B

Re f(x),

lemma 3.3 põhjal
B ⊂ {x ∈ X : Re f(x) < α} =: A.

Implikatsiooni tõestuseks piisab nüüd näidata, et A ⊂ B, mis on samaväärne sisaldu-
vusega X \B ⊂ X \ A.

Olgu z ∈ X \ B. Jääb näidata, et z ∈ X \ A, s.t Re f(z) > α. Kuna ühepunktiline
hulk {z} on kumer, saame taas rakendada Hahn–Banachi eraldamisteoreemi 2.2: võttes
seal U = B ja V = {z}, leidub g ∈ SX∗ nii, et

Re g(x) < Re g(z) =: β iga x ∈ B korral.

Funktsionaal g on tõkestatud ühendil B, järelikult eelduse (iii) põhjal f = g; niisiis

Re f(z) = Re g(z) > sup
x∈B

Re g(x) = sup
x∈B

Re f(x) = α,

nagu soovitud.

(iv)⇒(iv’) järeldub lausest 2.5, (a).

(iv’)⇒(v) järeldub, kui võtta tingimuses (iv’) rn = n.

(v)⇒(v’) on ilmne.

(v’) ⇒ (i). Kehtigu (v’) ning olgu Z alamruumi Y kinnine alamruum. Olgu 0 <

ε < δ ja x ∈ SX ning olgu yn ∈ Z, n ∈ N, sellised, et

‖y1‖ = ‖yn+1 − yn‖ = 1 ja ‖yn‖ > n− ε iga n ∈ N korral.

Teoreemi 4.6 põhjal piisab implikatsiooni tõestuseks näidata, et

Z ∩

(
∞⋃
n=1

B(x+ yn, n+ ε)

)
∩

(
∞⋃
n=1

B(x− yn, n+ ε)

)
6= ∅. (5.4)

Kuna
∞⋃
n=1

B(yn, n) on lahtine poolruum, siis lause 2.5, (b), ja lemma 3.4, (b), põhjal ka
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Bε :=
∞⋃
n=1

B(yn, n + ε) on lahtine poolruum, s.t Bε =
{
u ∈ X : Re f(u) < α

}
mingite

f ∈ SX∗ ja α ∈ R korral. Kuna 0 ∈ Bε, siis α > 0. Nüüd lause 3.2 põhjal

∞⋃
n=1

B(x+ yn, n+ ε) = x+Bε =
{
z ∈ X : Re f(z) < Re f(x) + α

}
,

∞⋃
n=1

B(x− yn, n+ ε) = x−Bε =
{
z ∈ X : Re f(z) > Re f(x)− α

}
.

Seega tingimus (5.4) on samaväärne tingimusega

{
z ∈ Z : Re f(x)− α < Re f(z) < Re f(x) + α

}
6= ∅,

mille kehtivuseks piisab veenduda, et f |Z 6= 0. Viimane tingimus järeldub lemmast
3.4, (a1).

Märkus 5.1. Teoreem 5.1 annab uue tõestuse Vlassovi teoreemile 0.3 (mida ta üldis-
tab). See uus tõestus on artiklis [OP] antud tõestuse oluline parendus: tõestus on
muutunud selgemaks tänu tingimuste (ii) ja (ii’) eraldi välja toomisele ja teoreemi 4.6
kasutamisele implikatsiooni (v’)⇒(i) tõestuses; samuti on lause 2.5, (a), kaudu selgi-
tatud konstandi δ > 0 rolli selles teoreemis. Vlassovi enda tõestus ning tema teoreemi
lokaalse versiooni – kaasruumi kinnise ühikkera kumeruspunktide (“rotund points”)
kirjelduse kerajadade omaduste kaudu – tõestus Gilesi artiklist [G] tuginesid kaasruu-
mi range kumeruse samaväärsusele lähteruumi kõigi kahemõõtmeliste faktorruumide
siledusega. Bandyopadhyay, Da Huangi, Bor-Luh Lini ja Trojanski artiklis [BHLT],
Bandyopadhyay, Da Huangi ja Bor-Luh Lini artiklis [BHL] ning Bandyopadhyay ja
Bor-Luh Lini artiklis [BL] on kumeruspunktide kirjeldust edasi arendatud: muuhulgas
on artiklis [BHL] kumeruspunktide kirjelduse kaudu esitatud Taylor–Fogueli teoreemi
4.4 lokaalne versioon ning artiklis [BL] Vlassovi teoreemi 0.3 lokaalse versiooni tõestus,
mis (erinevalt teoreemi 5.1 tõestusest ja artiklis [OP] esitatud tõestusest) ei kasuta
Taylor–Fogueli teoreemi.
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§ 6. Siledus ja kerajadad

Selles paragrahvis toome sisse range kumerusega duaalse mõiste – sileduse – ning esi-
tame ruumi sileduse kirjelduse kerajadade omaduste kaudu, mis on hästi võrreldav
rangelt kumera kaasruumiga ruumide kirjeldusega kerajadade kaudu (Vlassovi teoree-
miga 0.3).

Definitsioon. Olgu X normeeritud ruum. Punkti x ∈ SX nimetatakse sileduspunktiks,
kui leidub parajasti üks f ∈ SX∗ nii, et f(x) = ‖x‖ = 1. Öeldakse, et normeeritud ruum
X on sile, kui kõik ühiksfääri SX punktid on sileduspunktid.

Vahetult definitsioonist järeldub

Lause 6.1. Olgu X normeeritud ruum ning olgu x ∈ SX . Järgmised väited on sama-
väärsed:

(i) x on sileduspunkt;

(ii) θx on sileduspunkt iga θ ∈ K, |θ| = 1, korral.

Lause 6.2. Olgu X normeeritud ruum ning olgu x ∈ X ja f ∈ X∗. Järgmised väited
on samaväärsed:

(i) f(x) = ‖f‖ ‖x‖;

(ii) Re f(x) = ‖f‖ ‖x‖.

Tõestus. (i)⇒(ii) on ilmne.

(ii)⇒(i). Kehtigu (ii). Siis

‖f‖ ‖x‖ >
∣∣f(x)∣∣ =√(Re f(x))2 + (Im f(x)

)2
=

√(
‖f‖ ‖x‖

)2
+
(
Im f(x)

)2
,

seega Im f(x) = 0, niisiis f(x) = Re f(x) = ‖f‖ ‖x‖.

Eelnevast lausest järeldub vahetult (teoreemi 1.4 kaudu)

Järeldus 6.3. Olgu X normeeritud ruum ning olgu x ∈ SX . Järgmised väited on
samaväärsed:

(i) x on sileduspunkt (ruumis X);
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(ii) x on sileduspunkt ruumiga X assotsieeruvas reaalses ruumis XR;

(iii) leidub parajasti üks f ∈ SX∗ nii, et Re f(x) = 1.

Teoreem 6.4 (Banach, 1932 [B2, lk 168-170]; vt nt [M, lk 486]). Olgu X normeeritud
ruum ja olgu x ∈ SX . Järgmised väited on samaväärsed:

(i) x on sileduspunkt;

(ii) ruumi X norm on Gâteaux’ mõttes diferentseeruv punktis x, s.t iga y ∈ X korral
eksisteerib piirväärtus

G(x, y) := lim
t→0
t∈R

‖x+ ty‖ − ‖x‖
t

.

Seejuures, kui x ∈ SX on sileduspunkt ja f ∈ SX∗ on ainus funktsionaal kaasruumi X∗

ühiksfäärilt, mille korral f(x) = 1, siis G(x, y) = Re f(y).

Järgnev tulemus näitab, et range kumerus ja siledus on teatavas mõttes duaalsed
mõisted.

Lause 6.5 (vt nt [M, lk 481]). Olgu X normeeritud ruum.

(a) Kui X∗ on rangelt kumer, siis X on sile.

(b) Kui X∗ on sile, siis X on rangelt kumer.

Märkus 6.1. Lause 6.5 ei ole pööratav: näiteks ruumi `1 ekvivalentne ümbernormee-
ring Trojanski artiklist [Tr] on sile ja seda ümbernormeeringut defineeriva funktsiooni
diferentseeruvuse korral ka rangelt kumer (vt [P]), kuid tema kaasruum pole ei sile ega
rangelt kumer.

Lause 6.5 tõestus. (a). Olgu X∗ rangelt kumer ning olgu x ∈ SX ja f1, f2 ∈ SX∗

sellised, et f1(x) = f2(x) = 1. Ruumi X sileduseks piisab näidata, et f1 = f2. Kuna

1 =
1

2
(f1 + f2)(x) 6

∥∥∥1
2
(f1 + f2)

∥∥∥ 6
1

2

(
‖f1‖+ ‖f2‖

)
= 1,

siis
∥∥∥1
2
(f1 + f2)

∥∥∥ = 1, järelikult kaasruumi X∗ range kumeruse tõttu f1 = f2, nagu
soovitud.

(b). Olgu X∗ sile ning olgu x1, x2 ∈ SX sellised, et
∥∥∥1
2
(x1 + x2)

∥∥∥ = 1. Ruumi X
rangeks kumeruseks piisab näidata, et x1 = x2. Hahn–Banachi teoreemi põhjal leidub
f ∈ SX∗ nii, et

1 = f
(1
2
(x1 + x2)

)
= Re f

(1
2
(x1 + x2)

)
=

1

2
Re f(x1) +

1

2
Re f(x2).
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Kuna Re f(x1),Re f(x2) 6 1, siis Re f(x1) = Re f(x2) = 1 ning järelikult (lause 6.2
põhjal) ka

(jXx1)(f) = f(x1) = Re f(x1) = 1 ja (jXx2)(f) = f(x2) = Re f(x2) = 1

(siin jX : X → X∗∗ on loomulik sisestus); niisiis kaasruumi X∗ sileduse tõttu
jXx1 = jXx2 ning seega ka x1 = x2, nagu soovitud.

Järgnev sileduse kriteerium on hästi tuntud (vt nt [Beau, lk 183] (vt ka märkust 6.4)
või [L, lk 101]).

Teoreem 6.6 (vt nt [L, lk 101]). Olgu X normeeritud ruum Järgmised väited on
samaväärsed:

(i) ruum X on sile;

(ii) iga x ∈ SX korral on ühend
∞⋃
n=1

B(nx, n) lahtine poolruum ruumis X.

Teoreem 6.6 järeldub vahetult tema järgnevast lokaalsest versioonist.

Teoreem 6.7. Olgu x ∈ SX . Järgmised väited on samaväärsed:

(i) x on sileduspunkt;

(ii) leidub parajasti üks funktsionaal f ∈ SX∗, mille reaalosa Re f on ühendil
∞⋃
n=1

B(nx, n) ülalt tõkestatud;

(iii) leidub ülimalt üks funktsionaal f ∈ SX∗, mille reaalosa Re f on ühendil
∞⋃
n=1

B(nx, n) ülalt tõkestatud;

(iv) ühend
∞⋃
n=1

B(nx, n) on lahtine poolruum ruumis X.

Tõestus. Tähistame B :=
∞⋃
n=1

B(nx, n).

(i)⇔(ii) järeldub vahetult järeldusest 6.3 ja teoreemist 3.6, (a).

(ii)⇔(iii) järeldub teoreemist 3.6, (a).

(iii)⇒(iv). Kehtigu (iii). Teoreemi 3.6, (a), põhjal leidub funktsionaal f ∈ SX∗ nii,
et B ⊂

{
z ∈ X : Re f(z) < 0

}
=: A. Implikatsiooni tõestuseks piisab nüüd näidata,

et A ⊂ B, mis on samaväärne sisalduvusega X \B ⊂ X \ A.
Olgu v ∈ X \ B. Implikatsiooni tõestuseks jääb näidata, et v 6∈ A, s.t Re f(v) > 0.

Kuna ühepunktiline hulk {v} on kumer ja B on lahtine ja lause 2.1 põhjal kumer,
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kusjuures B ∩ {v} = ∅, siis Hahn–Banachi eraldamisteoreemi 2.2 põhjal (võttes seal
U = B ja V = {v}) leidub g ∈ SX∗ nii, et

Re g(z) < Re g(v) iga z ∈ B korral. (6.1)

Funktsionaali g reaalosa Re g on ühendil B ülalt tõkestatud, seega eelduse (iii) põhjal
g = f . Arvestades, et teoreemi 3.6, (a), põhjal sup

z∈B
Re g(z) = 0, järeldub võrratu-

sest (6.1), et
Re f(v) = Re g(v) > sup

z∈B
Re g(z) = 0.

(iv)⇒(i). Kehtigu (iv), s.t mingite f ∈ SX∗ ja α ∈ R korral

B =
{
z ∈ X : Re f(z) < α

}
,

ning olgu g ∈ SX∗ selline, et Re g(x) = 1. Implikatsiooni tõestuseks piisab näidata, et
g = −f .

Teoreemi 3.6, (b), põhjal B ⊂
{
z ∈ X : Re g(z) > 0

}
; seega

kerRe g ⊂
{
z ∈ X : Re g(z) 6 0

}
⊂ X \B =

{
z ∈ X : Re f(z) > α

}
.

Lemma 1.3 põhjal järeldub siit, et mingi c ∈ R korral Re f = cRe g. Kuna

c = cRe g(x) = Re f(x) = −1

(siin viimane võrdus järeldub teoreemist 3.6, (a)), siis Re g = −Re f , nagu soovitud.

Märkus 6.2. Artiklis [BM, lk 126, lemma 3] on teoreemi 6.7 implikatsioon (i)⇒(iv)
tõestatud üldisemas (kumerate hulkade homoteetiate) kontekstis.

Märkus 6.3. Artiklis [G, lk 307] mainitakse, et teoreemi 6.7 tingimuse (i) (x ∈ SX on
sileduspunkt) samaväärsus järgmise tingimusega (iv’) on ilmne:

(iv’) leidub funktsionaal f ∈ SX∗ nii, et

∞⋃
n=1

B
(
(n− 1)x, n)

)
=
{
z ∈ X : Re f(z) 6 1

}
. (6.2)

Märgime, et tingimus (iv’) on lihtsalt teoreemi 6.7 tingimuse (iv) ümbersõnastus.
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Tõepoolest, tähistades B :=
∞⋃
n=1

B(nx, n), näeme, et

∞⋃
n=1

B
(
(n− 1)x, n)

)
=
∞⋃
n=1

B
(
(n− 1)x, n)

)
= −x+

∞⋃
n=1

B(nx, n) = −x+B;

seega võrdus (6.2) on samaväärne tingimusega

B = x+
{
z ∈ X : Re f(z) 6 1

}
=
{
u ∈ X : Re f(u) 6 1 + Re f(x)

}
,

mis lausete 3.1 ja 2.6 põhjal on samaväärne võrdusega

B =
{
z ∈ X : Re f(z) < 1 + Re f(x)

}
. (6.3)

Siit järeldub implikatsioon (iv’)⇒(iv).

Teiselt poolt, kui kehtib (iv), siis mingite f ∈ SX∗ ja α ∈ R korral

B =
{
z ∈ X : Re f(z) < α

}
,

kusjuures teoreemi 3.6, (a), põhjal α = 0 ja Re f(x) = −1, s.t kehtib (6.3); niisiis kehtib
ka (iv’).

Märkus 6.4. Monograafias [Beau, lk 183] on tõestatud teoreemi 6.7 tingimuse (i)
(x ∈ SX on sileduspunkt) samaväärsus järgmise tingimusega:

(iv”) leidub funktsionaal g ∈ SX∗ nii, et

C :=
{
x+ t(y − x) : y ∈ B◦X , t > 0

}
=
{
z ∈ X : Re g(z) < 1

}
=: H. (6.4)

Märgime, et tingimus (iv”) on lihtsalt teoreemi 6.7 tingimuse (iv) ümbersõnastus.

Tõepoolest,

C = x−
{
t(x− y) : y ∈ B◦X , t > 0

}
= x−

⋃
t>0

t
{
x− y : y ∈ B◦X

}
.

Kuna {
x− y : y ∈ B◦X

}
=
{
x+ y : y ∈ B◦X

}
= B(x, 1),

siis

C = x−
⋃
t>0

tB(x, 1) = x−
⋃
t>0

B(tx, t) = x−
∞⋃
n=1

B(nx, n).

Seega, tähistades B :=
∞⋃
n=1

B(nx, n), näeme, et võrdus (6.4) on samaväärne võrdusega

34



B = x−H ehk, arvestades, et

x−H = x−
{
z ∈ X : Re g(z) < 1

}
= x+

{
u ∈ X : Re(−g)(u) < 1

}
=
{
z ∈ X : Re(−g)(z) < Re(−g)(x) + 1

}
,

tingimus (6.4) on samaväärne tingimusega (6.3), kus f = −g. Märkuses 6.3 veen-
dusime, et tingimust (6.3) rahuldava funktsionaali f olemasolu (ehk siis ka soovitud
funktsionaali g olemasolu ehk, teisisõnu, tingimus (iv”)) on samaväärne teoreemi 6.7
tingimusega (iv).

Selle paragrahvi lõpetuseks esitame implikatsiooni (i)⇒(iv’) tõestuse monograa-
fiast [Beau, lk 183]. Eelneva märkuse põhjal esitab see tõestus (mis tugineb sileduse
ja Gâteaux’ mõttes diferentseeruvuse samaväärsusele) uue tõestuse teoreemi 6.7 impli-
katsioonile (i)⇒(iv). Järgmises paragrahvis esitame samaväärsusele (i)⇔(iv) veel ühe
tõestuse (vt teoreemi 7.6 koos sellele eelneva lõiguga).

Implikatsiooni (i)⇒(iv”) tõestus monograafiast [Beau, lk 183]. Olgu x ∈ SX

sileduspunkt ning olgu g ∈ SX∗ selline, et g(x) = 1. Ilmselt C ⊂ H, sest mis tahes
y ∈ B◦X ja t > 0 korral (arvestades, et Re g(y) < 1)

Re g
(
x+ t(y − x)

)
= Re g(x) + t

(
Re g(y)− Re g(x)

)
= 1− t

(
1− Re g(y)

)
< 1.

Niisiis jääb näidata, et H ⊂ C. Olgu z ∈ X selline, et Re g(z) < 1. Peame näitama, et
z ∈ C, milleks piisab näidata, et mingi λ ∈ (0, 1) korral u := (1− λ)x+ λz ∈ B◦X (sest

sel juhul z = x+
1

λ
(u− x) ∈ C). Selleks märgime, et

‖u‖ = λ

∥∥x+ λ(z − x)
∥∥− ‖x‖

λ
+ 1.

Kuna teoreemi 6.4 põhjal∥∥x+ λ(z − x)
∥∥− ‖x‖

λ
−−−→
λ→0+

Re g(z − x) = Re g(z)− 1 < 0,

siis piisavalt väikeste arvude λ ∈ (0, 1) korral

∥∥x+ λ(z − x)
∥∥− ‖x‖

λ
< 0 ning seega

‖u‖ < 1, s.t u ∈ B◦X , nagu soovitud.
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§ 7. Siledus ja nõrk U-omadus

Selles paragrahvis toome sisse U -omaduse nõrgendatud variandi – nõrga U -omaduse,
uurime ruumi sileduse ja alamruumide nõrga U -omaduse vahekorda ning anname sile-
duse kirjeldusele kerajadade kaudu uue, geomeetrilise tõestuse, mis tugineb Lima nõrga
U -omaduse kriteeriumile aastast 1983.

Definitsioon (vt [SS] ja [L]). Öeldakse, et normeeritud ruumi X alamruumil Y on
nõrk U-omadus ruumis X, kui igal funktsionaalil g ∈ Y ∗, mis saavutab oma normi (s.t
leidub y ∈ SY nii, et g(y) = ‖g‖), leidub parajasti üks normi säilitav jätk f ∈ X∗.

Märkus 7.1. Üldjuhul on alamruumi nõrk U -omadus ja U -omadus erinevad mõisted
(vt märkust 7.3 allpool).

Märkus 7.2. Lõplikumõõtmelise alamruumi jaoks on nõrk U -omadus samaväärne U -
omadusega, sest iga funktsionaal lõplikumõõtmelise normeeritud ruumi kaasruumist
saavutab oma normi.

Järgnev lause järeldub vahetult definitsioonist.

Lause 7.1. Olgu Y normeeritud ruumi X alamruum. Järgmised väited on samaväär-
sed:

(i) alamruumil Y on nõrk U-omadus ruumis X;

(ii) iga g ∈ SY ∗ korral, mis saavutab oma normi, leidub parajasti üks f ∈ SX∗ nii, et
f |Y = g.

Lause 7.2. Olgu Y normeeritud ruumi X alamruum. Järgmised väited on samaväär-
sed:

(i) alamruumil Y on nõrk U-omadus ruumis X;

(ii) alamruumiga Y assotsieeruval reaalsel alamruumil YR on nõrk U-omadus ruumi-
ga X assotsieeruvas reaalses ruumis XR.

Tõestus. Kui X on normeeritud ruum üle reaalarvude korpuse R, on lause ilmne.
Eeldame, et X on normeeritud ruum üle kompleksarvude korpuse C.

(i)⇒(ii). Eeldame, et alamruumil Y on nõrk U -omadus ruumis X. Olgu v ∈ Y ∗R
selline, et v(y) = ‖v‖ mingi y ∈ SY korral, ning olgu u1, u2 ∈ X∗R funktsionaali v normi
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säilitavad jätkud, s.t ‖u1‖ = ‖u2‖ = ‖v‖ ja u1|Y = u2|Y = v. Implikatsiooni tõestuseks
piisab näidata, et u1 = u2.

Olgu g ∈ Y ∗ ja f1, f2 ∈ X∗ sellised (teoreemi 1.4 põhjal üheselt määratud) funkt-
sionaalid, et v = Re g, u1 = Re f1, u2 = Re f2. Implikatsiooni tõestuseks jääb nüüd
näidata, et f1 = f2. Selleks, arvestades, et funktsionaal g saavutab oma normi (sest lau-
se 6.2 põhjal g(y) = Re g(y) = ‖Re g‖ = ‖g‖), piisab alamruumi Y nõrga U -omaduse
tõttu näidata, et f1 ja f2 on funktsionaali g normi säilitavad jätkud, s.t

f1|Y = f2|Y = g ja ‖f1‖ = ‖f2‖ = ‖g‖.

Veendume selles: i ∈ {1, 2} korral

‖fi‖ = ‖Re fi‖ = ‖ui‖ = ‖v‖ = ‖Re g‖ = ‖g‖

ning
Re(fi|Y ) = (Re fi)|Y = ui|Y = v = Re g,

seega (teoreemi 1.4 põhjal) ka fi|Y = g.

(ii)⇒(iii). Eeldame, et alamruumil YR on nõrk U -omadus ruumis XR. Olgu g ∈ Y ∗

selline, et mingi y ∈ SY korral g(y) = ‖g‖ ning olgu f1, f2 ∈ X∗ funktsionaali g normi
säilitavad jätkud, s.t ‖f1‖ = ‖f2‖ = ‖g‖ ja f1|Y = f2|Y = g. Implikatsiooni tõestuseks
piisab näidata, et f1 = f2.

Tähistame v := Re g ∈ Y ∗R ja u1 := Re f1, u2 := Re f2 ∈ X∗R. Implikatsiooni tões-
tuseks piisab nüüd (teoreemi 1.4 põhjal) näidata, et u1 = u2. Selleks, arvestades, et
funktsionaal v saavutab oma normi (sest lause 6.2 põhjal v(y) = Re g(y) = ‖Re g‖ =
‖v‖), piisab alamruumi YR nõrga U -omaduse tõttu näidata, et u1 ja u2 on funktsionaali
v normi säilitavad jätkud, s.t

u1|Y = u2|Y = v ja ‖u1‖ = ‖u2‖ = ‖v‖ .

Veendume selles: i ∈ {1, 2} korral

ui|Y = (Re fi)|Y = Re(fi|Y ) = Re g = v

ning
‖ui‖ = ‖Re fi‖ = ‖fi‖ = ‖g‖ = ‖Re g‖ = ‖v‖ .

Järgnev hästituntud teoreem kirjeldab normeeritud ruumi siledust alamruumide
nõrga U -omaduse terminites.
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Teoreem 7.3 (vt nt [L, Teoreem 2.4]). Olgu X normeeritud ruum. Järgmised väited
on samaväärsed:

(i) ruum X on sile;

(ii) ruumi X igal alamruumil on nõrk U-omadus ruumis X;

(iii) ruumi X igal ühemõõtmelisel alamruumil on nõrk U-omadus ruumis X;

(iv) ruumi X igal kinnisel hüperalamruumil on nõrk U-omadus ruumis X.

Märkus 7.3. Teoreemidest 7.3 ja 4.4 järeldub, et üldjuhul on alamruumi nõrk U -
omadus ja U -omadus erinevad mõisted: kui X on sile normeeritud ruum, mille kaas-
ruum pole rangelt kumer (selliseid ruume leidub – vt märkust 6.1), siis teoreemi 7.3
põhjal on ruumi X igal alamruumil nõrk U -omadus ruumis X, kuid teoreemi 4.4 põhjal
leidub ruumi X alamruum, millel pole U -omadust ruumis X.

Tõestame kõigepealt teoreemi 7.3 samaväärsuse (i)⇔(iii) lokaalse versiooni.

Lause 7.4. Olgu X normeeritud ruum ning olgu x ∈ SX . Järgmised väited on sama-
väärsed:

(i) x on sileduspunkt;

(ii) elemendi x lineaarsel kattel 〈x〉 on nõrk U-omadus ruumis X;

(ii’) elemendi x reaallineaarsel kattel 〈x〉R on nõrk U-omadus ruumiga X assotsiee-
ruvas reaalses ruumis XR.

Tõestus. Tähistame Y := 〈x〉.

(i)⇒(ii). Olgu x sileduspunkt ning olgu g ∈ SY ∗ . Kui f ∈ SX∗ on funktsionaali g
jätk, siis, valides θ ∈ K, |θ| = 1, nii, et g(θx) = 1, ka f(θx) = 1; seega (arvestades,
et θx on lause 6.1 põhjal sileduspunkt) funktsionaalil g eksisteerib parajasti üks normi
säilitav jätk f ∈ X∗; niisiis, alamruumil Y on (nõrk) U -omadus ruumis X.

(ii)⇒(i). Olgu alamruumil Y (nõrk) U -omadus ruumis X ning olgu funktsionaalid
f1, f2 ∈ SX∗ sellised, et f1(x) = f2(x) = 1. Siis f1 ja f2 on funktsionaali g := f1|Y =

f2|Y ∈ SY ∗ (mis saavutab oma normi punktis x ∈ SY ) normi säilitavad jätkud; seega
(alamruumi Y (nõrga) U -omaduse tõttu ruumis X) f1 = f2, aga siit järeldub, et x on
sileduspunkt.

(i)⇔(ii’) järeldub nüüd (järelduse 6.3 põhjal) juba tõestatud samaväärsuse (i)⇔(ii)
reaalsest juhust.
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Teoreemi 7.3 tõestus. (i)⇒(ii). Eeldame, et X on sile. Olgu Y ruumi X alam-
ruum, olgu g ∈ SY ∗ selline, et g(y) = 1 mingi y ∈ SY korral, ning olgu f1, f2 ∈ SX∗

funktsionaali g jätkud, s.t f1|Y = f2|Y = g. Alamruumi Y nõrgaks U -omaduseks piisab
näidata, et f1 = f2. Kuna f1(y) = f2(y) = g(y) = 1, siis, arvestades, et eelduse põhjal
y on sileduspunkt, f1 = f2, nagu soovitud

(ii)⇒(iii) ja (ii)⇒(iv) on ilmsed ning (i)⇔(iii) järeldub lausest 7.4.

(iv)⇒(i). Kehtigu (iv), olgu x ∈ SX ning olgu f1, f2 ∈ SX∗ sellised, et f1(x) =

f2(x) = 1. Implikatsiooni tõestuseks piisab näidata, et f1 = f2.

Tähistame
Y :=

{
z ∈ X : f1(z) = f2(z)

}
= ker(f1 − f2).

Kui f1 6= f2, siis Y on ruumi X kinnine hüperalamruum, kusjuures f1 ja f2 on funkt-
sionaali h := f1|Y = f2|Y ∈ SY ∗ (mis saavutab oma normi punktis x ∈ SY ) erinevad
normi sälitavad jätkud, mis on vastuolus hüperalamruumi Y nõrga U -omadusega. Seega
f1 = f2, nagu soovitud.

Järgnev nõrga U -omaduse geomeetriline iseloomustus pärineb Lima 1983. aasta
artiklist [L, teoreem 2.2].

Teoreem 7.5 (vt [L, teoreem 2.2]). Olgu Y normeeritud ruumi X kinnine alamruum.
Järgmised väited on samaväärsed:

(i) alamruumil Y on nõrk U-omadus ruumis X;

(ii) mis tahes x ∈ SX , y ∈ SY ja ε > 0 korral leiduvad r > 0 ja z ∈ Y nii, et

‖x± ry − z‖ 6 r + ε; (7.1)

(ii’) mis tahes x ∈ SX , y ∈ SY ja ε > 0 korral(
∞⋃
n=1

B(x+ ny, n+ ε)

)
∩

(
∞⋃
n=1

B(x− ny, n+ ε)

)
∩ Y 6= ∅; (7.2)

(iii) mis tahes x ∈ X, y ∈ SY ja ε > 0 korral leiduvad r > 0 ja z ∈ Y nii, et
kehtib (7.1);

(iii’) mis tahes x ∈ X, y ∈ SY ja ε > 0 korral kehtib (7.2).

Märkus 7.4. Artiklis [L, teoreem 2.2] on tõestatud ainult samaväärsus (i)⇔(ii), kus-
juures on piirdutud vaid reaalse Banachi ruumi juhuga. Kuna iga funktsionaal on ühe-
sel viisil jätkatav alamruumilt selle alamruumi sulundile, siis on lihtne näha (vaadeldes
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mittetäielikku normeeritud ruumi tema täieldi alamruumina), et see samaväärsus keh-
tib ka normeeritud ruumide jaoks. Lausest 7.2 nähtub, et samaväärsus (i)⇔(ii) kehtib
ka komplekssel juhul. Implikatsioon (iii)⇒(ii) on ilmne. Kuna tingimused (ii’) ja (iii’)
on lihtsalt vastavalt tingimuste (ii) ja (iii) ümberformuleeringud, siis jääb teoreemi 7.5
kehtivuseks tõestada implikatsioon (ii)⇒(iii).

Teoreemi 7.5 implikatsiooni (ii)⇒(iii) tõestus. Kehtigu (ii). Kui x = 0, siis mis
tahes y ∈ SY ja ε > 0 korral ‖x± 1y − 0‖ = ‖y‖ 6 1 + ε.

Olgu x ∈ X\{0}, y ∈ SY ja ε > 0. Siis
x

‖x‖
∈ SX ja

ε

‖x‖
> 0, seega (ii) põhjal

leiduvad ρ > 0 ja u ∈ Y nii, et∥∥∥∥ x

‖x‖
± ρy − u

∥∥∥∥ 6 ρ+
ε

‖x‖

ehk, teisisõnu,
1

‖x‖

∥∥∥x± ‖x‖ρy − ‖x‖u∥∥∥ < 1

‖x‖
(
‖x‖ρ+ ε

)
ehk ∥∥∥x± ‖x‖ρy − ‖x‖u∥∥∥ < ‖x‖ρ+ ε,

s.t kehtib (7.1), kus r := ‖x‖ρ > 0 ja z := ‖x‖u ∈ Y .

Järgnev teoreem järeldub vahetult teoreemist 6.7 ja lausest 7.4. Allpool anname
sellele teoreemile ühe geomeetrilise tõestuse, mis toetub nõrga U -omaduse kriteeriumile
teoreemist 7.5. Lause 7.4 (mis on triviaalne) kaudu, annab see veel ühe tõestuse teo-
reemi 6.7 samaväärsusele (i)⇔(iv).

Teoreem 7.6. Olgu X normeeritud ruum ning olgu y ∈ SX . Järgmised väited on
samaväärsed:

(i) elemendi y lineaarsel kattel 〈y〉 on nõrk U-omadus ruumis X;

(i’) elemendi y reaallineaarsel kattel 〈y〉R on nõrk U-omadus ruumiga X assotsieeru-
vas reaalses ruumis XR;

(ii) ühend
∞⋃
n=1

B(ny, n) on lahtine poolruum ruumis X.

Tõestus. Lauses 7.4 juba tõestatud samaväärsuse (i)⇔(i’) põhjal piisab piirduda vaid
samaväärsuse (i)⇔(ii) tõestamisega.

(i)⇒(ii). Kehtigu (i). Tänu juba tõestatud samaväärsusele (i)⇔(i’) võime eeldada,

et X on reaalne ruum. Tähistame B :=
∞⋃
n=1

B(ny, n). Teoreemi 3.6, (a), põhjal leidub

funktsionaal f ∈ SX∗ nii, et

B ⊂
{
z ∈ X : f(z) < 0

}
=: A.
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Lemma 3.4, (a2), põhjal piisab implikatsiooni tõestuseks näidata, et ∂A ⊂ B, s.t fik-
seerides vabalt x ∈ ∂A (siis f(x) = 0) ja ε > 0, jääb näidata, et

x ∈ Bε :=
{
z ∈ X : d(z,B) < ε} =

∞⋃
n=1

B(ny, n+ ε)

(siin viimane võrdus kehtib lause 2.5, (b), põhjal). Arvestades, et alamruumil Y := 〈y〉
on eelduse põhjal nõrk U -omadus ruumis X, leidub teoreemi 7.5 põhjal

z ∈ Y ∩

(
∞⋃
n=1

B
(
x+ ny, n+

ε

2

))
∩

(
∞⋃
n=1

B
(
x− ny, n+

ε

2

))
.

Nüüd lemma 3.4, (b), ja lause 3.2 põhjal

z ∈ (x+B ε
2
) ∩ (x−B ε

2
) ⊂

(
x+ A ε

2

)
∩
(
x− A ε

2

)
=
{
u ∈ X : − ε

2
< f(u) <

ε

2

}
.

Olgu α ∈ R selline, et z = αy; siis (arvestades, et teoreemi 3.6, (a), põhjal |f(y)| = 1)

ε

2
>
∣∣f(z)∣∣ = ∣∣f(αy)∣∣ = ∣∣αf(y)∣∣ = |α| ∣∣f(y)∣∣ = |α| = |α| ‖y‖ = ‖αy‖ = ‖z‖;

seega, valides n ∈ N nii, et z ∈ B
(
x− ny, n+

ε

2

)
,

‖x− ny‖ = ‖x− ny − z + z‖ 6 ‖x− ny − z‖+ ‖z‖ < n+
ε

2
+
ε

2
= n+ ε,

s.t x ∈ B(ny, n+ ε) ⊂ Bε, nagu soovitud.

(ii)⇒(i). Kehtigu (ii) ning olgu x ∈ SX ja ε > 0. Teoreemi 7.5 samaväärsuse (i)⇔(ii’)
põhjal piisab alamruumi Y := 〈y〉 nõrgaks U -omaduseks ruumis X näidata, et

Y ∩

(
∞⋃
n=1

B(x+ ny, n+ ε)

)
∩

(
∞⋃
n=1

B(x− ny, n+ ε)

)
6= ∅. (7.3)

Kuna eelduse põhjal on B :=
∞⋃
n=1

B(ny, n) lahtine poolruum, siis lause 2.5 põhjal on

ka Bε :=
∞⋃
n=1

B(ny, n + ε) lahtine poolruum, s.t mingite f ∈ SX∗ ja α ∈ R korral

Bε =
{
u ∈ X : Re f(u) < α

}
. Kuna 0 ∈ Bε, siis α > 0. Nüüd

∞⋃
n=1

B(x+ ny, n+ ε) = x+Bε =
{
z ∈ X : Re f(z) < Re f(x) + α

}
,

∞⋃
n=1

B(x− ny, n+ ε) = x−Bε =
{
z ∈ X : Re f(z) > Re f(x)− α

}
;
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niisiis (7.3) on samaväärne tingimusega

{
z ∈ Y : Re f(x)− α < Re f(z) < Re f(x) + α

}
6= ∅,

mille kehtivuseks piisab veenduda, et f |Y 6= 0; see aga järeldub lausest 2.5, (a).
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