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Normi sailitavate jatkude iihesus
Magistrit6o
Tauri Viil

Liithikokkuvote. Magistritoos toestatakse omnibuss-teoreem, mis annab uusi sa-
mavadrseid tingimusi Banachi ruumi kinnise alamruumi totaalseks sileduseks.

Samuti vaadeldakse normeeritud ruumide ranget kumerust ja siledust ning esita-
takse detailsed toestused Taylor—Fogueli teoreemile ja héastituntud teoreemile, mis kir-
jeldab normeeritud ruumi siledust kerajadade omaduste terminites.

Mairksonad. Normeeritud ruum, Banachi ruum, U-omadus, range kumerus, sile-

dus, totaalne siledus, iiksteisesse sisestatud kerade jadad.

Uniqueness of norm preserving extensions
Master’s Thesis
Tauri Viil

Abstract. The main objective of this master’s thesis is to prove an omnibus theo-
rem giving conditions equivalent to the total smoothness of a closed subspace of a
Banach space.

Also, strict convexity and smoothness of normed spaces is considered, and detailed
proofs of the Taylor-Foguel theorem and a well-known theorem describing smoothness
in terms of properties of nested sequences of balls are given.

Key words. Normed space, Banach space, property U, strict convexity, smoothness,

total smoothness, sequences of nested balls.
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Sissejuhatus

Olgu Y normeeritud ruumi X kinnine alamruum. Vastavalt Hahn—Banachi teoreemile
leidub igal funktsionaalil ¢ € Y* normi siilitav jatk f € X* ruumile X. See jatk
ei ole iildiselt iiheselt miiratud. Oeldakse (vt [Ph]), et alamruumil Y on U-omadus
(sonast “uniqueness”) ruumis X, kui igal funktsionaalil g € Y* leidub parajasti iiks
normi sailitav jatk f € X*. Sel puhul 6eldakse ka, et Y on Hahn-Banachi mottes sile
(“Hahn-Banach smooth”) ruumis X (vt nt [S], [SS] ja [L]).

Liao ja Wong t6id oma 2010. aasta artiklis [LW] sisse totaalselt sileda alamruumi
moiste.
Definitsioon (vt [LW]). Oeldakse, et alamruum Y on totaalselt sile normeeritud

ruumis X, kui alamruumi Y igal kinnisel alamruumil Z on U-omadus ruumis X.

Artiklis [LW] pannakse tihele, et alamruumi totaalset siledust saab iseloomustada

tema kaasruumi range kumeruse abil.

Lause 0.1 (vt [LW], 1k 1630). Olgu Y normeeritud ruumi X kinnine alamruum. Jérg-

mised vaited on samavddrsed:
(i) alamruum'Y on totaalselt sile ruumis X ;
(ii) alamruumil Y on U-omadus ruumis X ja kaasruum Y™* on rangelt kumer.

Artikli [LW] pohitulemuseks on jérgnev teoreem, mis iseloomustab alamruumi to-

taalset siledust iiksteisesse sisestatud kerade terminites.

Teoreem 0.2 (vt [LW, teoreem 3]). Olgu X reaalne Banachi ruum ja'Y tema kinnine

alamruum. Jargmised vdited on samavddrsed:
(i) Y on totaalselt sile ruumis X ;

(ii) mis tahes lahtiste kerade B,, = B(yn,rn) C X, kus y, € Y, n € N, korral, mis

rahuldavad tingimusi

B, CByC... ja r, — 00,

n—oo

on thend |J B, lahtine poolruum ruumis X voi vordne kogu ruumiga X .
n=1

Selle teoreemi prototiiiip on jargnev Vlassovile kuuluv héstituntud teoreem (vt [Bur,
lause 3.5]).



Teoreem 0.3 (Vlassovi teoreem). Olgu X reaalne Banachi ruum. Jdrgmised vdited on

samavdadrsed:
(i) X* on rangelt kumer;

(ii) mis tahes lahtiste kerade B, = B(x,,r,) C X, n € N, korral, mis rahuldavad
tingimuss

B, CByC... ja Ty — 00,

n—oo

on thend |J B, lahtine poolruum ruumis X voi vordne kogu ruumiga X .

n=1

Teoreem 0.2 on Vlassovi teoreemi iildistus: Vlassovi teoreem on teoreemi 0.2 erijuht,
kus Y = X.

Teoreemi 0.2 toestus artiklis [LW] tugineb oluliselt Vlassovi teoreemile 0.3. Kéesole-
va magistritoo pohieesmérk on anda teoreemile 0.2 niisugune toestus, mis Vlassovi teo-
reemi ei kasuta ning sobib nii reaalsete kui ka komplekssete ruumide jaoks. (Méargime,
et nii Vlassovi teoreemi 0.3 kui ka teoreemi 0.2 kompleksne versioon jarelduvad lihtsasti
ka vastavast reaalsest versioonist, kui kasutada seost pideva komplekslineaarse funkt-
sionaali ja tema reaalosa vahel (vt teoreemi 1.4).) Teine eesmérk on tuletada erinevaid
tarvilikke ja piisavaid tingimusi selleks, et Y oleks totaalselt sile. Kolmas eesmérk on
uurida ruumi (range kumerusega duaalse maiste) sileduse kirjeldust kerajadade kaudu

ning tema vahekorda alamruumi U-omadusega nii reaalsel kui ka komplekssel juhul.

Magistritoo koosneb seitsmest paragrahvist.

Esimeses paragrahvis kirjeldame hiiperalamruume ning lineaarsete funktsionaalide
lineaarset soltuvust nende tuumade kaudu. Samuti selgitame pideva lineaarse funkt-
sionaali vahekorda tema reaalosaga.

Teises paragrahvis esitame kumerate hulkade omadusi ning sonastame Hahn-—
Banachi eraldamisteoreemi.

Kolmandas paragrahvis tutvume poolruumidega. Muuhulgas anname tarvilikke (ja
piisavaid) tingimusi selleks, et teatavate kasvavalt sisestatud kerajada kerade ithend
sisalduks etteantud poolruumis voi oleks sellega vordne.

Neljas paragrahv késitleb ruumide ranget kumerust ning U-omadust. Nende mois-
tete vahelise seose paneb paika Taylor—Fogueli teoreem, mille me esitame selles parag-
rahvis koos toestusega.

Viiendas paragrahvis sonastame ja toestame magistritoo pohiteoreemi, milles an-
name alamruumi totaalsele siledusele seitse samavéaérset tingimust.

Kuuendas paragrahvis kasitleme normeeritud ruumi siledust. Muuhulgas esitame
siledate ruumide héstituntud kirjelduse kerajadade omaduste kaudu, mis on hésti vor-

reldav Vlassovi teoreemiga.



Seitsmendas paragrahvis uurime ruumi sileduse seost U-omaduse norga variandiga

ning anname sileduse kirjeldusele kerajadade kaudu uue, geomeetrilise toestuse.

Koikjal magistritoos vaatleme me normeeritud ruume (ja vektorruume) iile korpu-

se K, kus K on kas reaalarvude korpus R voi kompleksarvude korpus C.
To66s on kasutatud jargmisi tahistusi.

Kui X on vektorruum, siis elemendi x € X lineaarset katet ja reaallineaarset katet

tahistame vastavalt siimbolitega (x) ja (z)g, s.t
(z) :=={az: a €K} ja (z)r:={az: a€R}.
Siimbol ker f tdhistab (lineaarse) funktsionaali f: X — K tuuma, s.t
ker f:={z € X: f(z)=0}

ning siimbol f|y tema ahendit ruumi X alamruumile Y.

Normeeritud ruumi X kaasruumiks nimetatakse pidevate lineaarsete funktsionaa-
lide f : X — K Banachi ruumi, mida tdhistatakse siimboliga X*. Lahtist ja kinnist
kera keskpunktiga a € X ja raadiusega r > 0 téhistame vastavalt siimbolitega B(a,r)
ja B(a,r), s.t

Bla,r):={z e X: |z —al|<r} ja B(a,r):={zeX: ||z—a| <r},

ning ruumi X thiksfaadri ning lahtist ja kinnist {ihikkera vastavalt stimbolitega Sx ning
B()D( ja B X, s.t

Sy ={zeX: |z|| =1},
B% :=B(0,1) = {z e X: |z| <1},
Bx :=B(0,1)={z € X: |z|| <1}.

Siimbolid A, OA ja conv A tihistavad vastavalt hulga A sulundit, tema raja ja tema

kumerat katet.



§ 1. Lineaarsed funktsionaalid

Selles paragrahvis toome sisse hiiperalamruumi moiste ja néditame, et kinnised hiiper-
alamruumid normeeritud ruumis on parajasti pidevate lineaarsete funktsionaalide tuu-
mad, toestame piisava tingimuse kahe funktsionaali lineaarseks soltuvuseks nende
funktsionaalide tuumade sisalduvuse kaudu ning selgitame (pideva) lineaarse funkt-

sionaali ja tema reaalosa vahekorda.

Definitsioon. Vektorruumi X périsalamruumi Y nimetatakse hiperalamruumiks, kui
leidub 2z € X nii, et
X =Y & (2), (1.1)

s.t iga z € X esitub iihesel viisil kujul
r=y+az, kusyeY jaaeckK

Jargnevalt néitame, et (kinnised) hiiperalamruumid on parajasti nullist erinevate

(pidevate) lineaarsete funktsionaalide tuumad. Koéigepealt toestame

Lause 1.1. Olgu X vektorruum, olgu f: X — K lineaarne funktsionaal ning olgu
z € X selline, et f(z) # 0. Siis

X =ker f @ (2);
seejuures 1ga v € X korral
xr = (x - ‘;Eg z) + ;Eg z, kusjuures x — % z € ker f. (1.2)

TOESTUS. Kuna (1.2) on ilmne, siis, eeldades, et © = y + az, kus y € ker f ja a € K,

jaab lause toestuseks naidata, et

f@), o f@)

y=x— z ja a=
f(2)
Selleks méargime, et

f(x) = fly) + flaz) = flaz) = af(2),
f(z) f(x)

millest & = == ning seega ka y = v — az = xr — =——= 2z, nagu soovitud. O

f(2) f(2)



Jareldus 1.2. (a) Olgu Y wvektorruumi X alamruum. Jargmised vdited on sama-

vaarsed:

(i) Y on hiperalamruum;

(ii) Y = ker f mingi nullist erineva lineaarse funktsionaali f: X — K korral.
(b) Olgu'Y normeeritud ruumi X alamruum. Jargmised vdited on samavddrsed:

(i) Y on kinnine hiperalamruum;

(i) Y = ker f mingi f € X*\ {0} korral.

TOESTUS. (a). (i)=(ii). Olgu Y hiiperalamruum, s.t Y on alamruum, kusjuures leidub
element z € X \ {0} nii, et kehtib (1.1). Defineerime funktsionaali f: X — K,

flz)=a, z=y+azeX, yeY, ack

Vahetult on kontrollitav, et f on lineaarne ja f # 0 (sest f(z) = 1) ning ker f =Y.

(ii)=-(i) jareldub vahetult lausest 1.1

(b). (i)=(ii). Olgu Y kinnine hiiperalamruum, s.t Y on kinnine alamruum, kusjuures
leidub element z € X'\ {0} nii, et kehtib (1.1). Kuna z ¢ Y, siis Hahn—Banachi teoreemi
pohjal (punkti ja kinnise alamruumi eraldamisest) leidub f € X* nii, et f|ly = 0 ja
f(z) = 1. Aga niitid on vahetult kontrollitav, et ker f =Y.

(ii)=-(i) jéreldub kohe lausest 1.1, sest pideva lineaarse funktsionaali tuum on kin-

nine. O

Jérgnev lemma annab piisavaid tingimusi kahe lineaarse funktsionaali lineaarseks

soltuvuseks.
Lemma 1.3. Olgu X vektorruum ning olgu f,g: X — K lineaarsed funktsionaalid.
(a) Kuikerg C ker f, siis leidub ¢ € K nii, et f = cg.

(b) Kui mingi a € R korral
kerg C {z € X: Ref(z) > a}, (1.3)

siis leidub ¢ € K nii, et f = cg.

Mairkus 1.1. Kasutades matemaatilist induktsiooni, saab toestada viitest (a) tildise-
ma véite (vt nt [M, Ik 78]): kui X on vektorruum ja f, f1,..., fn: X — K on lineaarsed
funktsionaalid, siis funktsionaal f esitub funktsionaalide fi, ..., f, lineaarse kombinat-

n
sioonina parajasti siis, kui () ker f; C ker f.
j=1



LEMMA 1.3 TOESTUS. (a). Olgu ker g C ker f. Uldisust kitsendamata voime eeldada,
et f # 0 (sest kui f = 0, siis f = 0g), s.t mingi x € X korral f(z) # 0. Niiid ka
g(x) # 0 (sest vastasel korral = € ker g C ker f; niisiis f(x) = 0 — vastuolu). Mis tahes

z € X korral, arvestades, et

Z—MZL‘ +M$:y+m$,
kusy::z—Mxekerngerf,
g9(z)
B 9(2) N _p(9=) N _9G) oy fl@) o
1) =1+ 1550 ) = 1 (45 ) = 25 5t = L oo
Seega = C USC:M
Bl el e Gy

(b). Leidugu « € R nii, et kehtib (1.3). Viite (a) pohjal piisab néiidata, et ker g C
ker f. Oletame vastuvéiteliselt, et mingi u € ker g korral f(u) # 0. Valides § € R nii,

et f < a, paneme téhele, etv::BM)Quekerg, kuid
/()
_ _ fw) CReB— B
Re f(v) = Re(f(v)) =Re( 3 5 f(u) | =Ref =p < a;
|f(w)]

niisiis v € {z € X: Ref(z) < a}; seega v € kerg\ {z € X: Ref(z) > a} -

vastuolu. O

Olgu X kompleksne vektorruum (s.t vektorruum iile korpuse C). Siis X on loomu-
likul viisil tolgendatav reaalse vektorruumina, defineerides seal liitmise ja reaalarvuga
korrutamise nagu kompleksse ruumi X puhul — kompleksarvude korpus sisaldab reaal-
arvude korpuse, seega on elemendi korrutamine reaalarvuga ruumis X defineeritud.
Ruumi X, tolgendatuna sel viisil reaalse ruumina, nimetatakse (kompleksse) ruumi-
ga X assotsieeruvaks reaalseks (vektor)ruumiks ja téhistatakse siimboliga Xg. Rohu-
tame, et kui X # {0}, siis ruumid X ja Xg on algebralises mottes erinevad: néiteks
kui x # 0, siis elemendid x ja ja iz on ruumis X lineaarselt soltuvad, ruumis Xg aga
lineaarselt soltumatud.

Oeldakse, et funktsionaal u: X — R on reaallineaarne, kui mis tahes z,y € X ja
a € R korral

1° u(z +y) = ulz) + u(y),

2° u(ax) = au(z).



Teisisonu, reaallineaarseteks funktsionaalideks komplekssel vektorruumil X nimeta-

takse lineaarseid funktsionaale assotsieceruval reaalsel ruumil Xp.

Lineaarseid funktsionaale X — C nimetame edaspidi ka komplekslineaarseteks

funktsionaalideks.

Komplekslineaarse funktsionaali f: X — C reaal- ja imaginaarosa Re f ja Im f

defineeritakse loomulikul viisil:

(Re f)(x) = Re(f(x)) ja (Imf)(x)=Im(f(x)). =€ X.

Edasises jatame avaldistes Re f(z) ja Im f(x) tdiendavad sulud panemata, sest soltu-

mata nende asukohast on avaldise tahendus sama.

Kui X on normeeritud ruum, siis ka Xg on normeeritud ruum sama normi suh-
tes. (Juhime tdhelepanu sellele, et meetriliste ruumidena on X ja Xy identsed, kuid

normeeritud ruumidena juhul X # {0} mitte, sest nad on vektorruumidena erinevad.)

Jargnev lause selgitab komplekslineaarse funktsionaali ja tema reaalosa vahekorda.

Teoreem 1.4 (vt nt |[M, 1k 72|). Olgu X kompleksne vektorruum.

(a) Olgu f: X — C komplekslineaarne funktsionaal. Siis Re f: X — R on reaal-

lineaarne. Seejuures

f(z) = Re f(z) —iRe f(iz) iga x € X korral.

(b) Olgu u: X — R reaallineaarne funktsionaal. Siis leidub parajasti tiks kompleks-

lineaarne funktsionaal f: X — C nii, et u= Re f. Seejuures

f(z) = u(x) —iu(iz) igax € X korral.

(¢) Olgu X normeeritud ruum ning olgu f: X — C komplekslineaarne funktsionaal.
Siis f € X* parajasti siis, kui Re f € Xj. Seejuures || f|| = || Re f]].

Edasises, kui X on reaalne vektorruum, moistame temaga assotsieeruva reaalse

ruumi Xp all ruumi X ennast.
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§ 2. Kumerad hulgad ja kerad

Selles paragrahvis toome sisse hulga kumeruse moiste ja toestame moned kumera-
te hulkade ja kerade omadused. Samuti sonastame kumeratele hulkadele rakendatava

Hahn—Banachi eraldamisteoreemi.

Definitsioon. Olgu X vektorruum ning olgu B C X. Oeldakse, et hulk B on kumer,
kui mis tahes z,y € B ja A € [0, 1] korral

Ax+ (1 — Ny € B.

Hulga B kumerusel on lihtne geomeetriline tolgendus: koos mis tahes kahe punktiga

x,y € B sisaldab hulk B ka neid punkte iihendava sirgloigu
[z,y] == { Az + (1= Ny: A€ [0,1]}.

Joonisel 1 on vasakul pool kumer hulk — see hulk sisaldab mis tahes tema kahte
punkti iihendava sirgloigu. Paremal pool on néide mittekumerast hulgast — selle hulga

teatavate punktide vahelised sirgloigud ei sisaldu selles hulgas.

Joonis 1: Naide kumerast ja mittekumerast hulgast

Lause 2.1. Olgu X normeeritud ruum ning olgu B, C X, n € N, kumerad hulgad,
kusjuures By C By C ... Siis ka iihend |J B, on kumer hulk.

n=1

TOESTUS. Olgu z,y € |J B, =: B ning olgu A € [0, 1]. Siis mingite n,m € N korral

n=1
xr € B, jay € B,,. Tahistame [ := max{n, m}; siis x,y € B;. Hulga B, kumeruse tottu
Ax + (1 — Ny € B, C B. Jarelikult on B kumer hulk. O

11



Teoreem 2.2 (Hahn-Banachi eraldamisteoreem (vt [W], 1k 103)). Olgu X normeeritud
ruum ning olgu U,V C X kumerad hulgad, kusjuures U on lahtine ja U NV = (. Sus
leidub f € X* nii, et

Re f(u) < Re f(v) koikide w € U,v € V' korral.

Jargnev abitulemus on esitatud juba Banachi doktoridissertatsioonis [B1, lk 141,

teoreem 10].

Lemma 2.3. Olgu X # {0} normeeritud ruum ning olgu ai,as € X ja ri,r9 > 0.

Jargmised vdited on samavddrsed:
(1) B(al,rl) C B(CLQ,?”Q),’
(11) ||CL2—CL1H <7’2—T1.

TOESTUS. (i)=-(ii). Olgu B(ay, 1) C B(ag, ). Kui a; = as, siis ilmselt ro > 71, seega

H(IQ - CL1H =0 < o —T1.
Olgu a; # ao. Kui 0 < t < rq, siis a4 +t% € B(ay,r1) C B(ag,r), seega
ap — Qs
ay + tu —az|| <1y
a1 — az||
ehk .
1+ —— | (a1 —a <r

|1+ o) e <

ehk

llar — as| +1t < 7o
Protsessis ¢t — r1— jareldub siit, et ||a; — as|| + 1 < ro ehk ||a; — asf| < 7o — 71.

(ii)=(i). Olgu |lag — a1|| < ro — 1. Mis tahes z € B(ay, ) korral ||z — a1]| < 1,

seega
|z — az|| = llaz — a1 + a1 — z|| < lag — a1|| + |lay — 2| < (r2 —71) + 71 = 19,

jarelikult = € B(ag, o). Niisiis B(ay, ) C B(ag,rs). O

Pideva linaarse funktsionaali vaéartusi etteantud keral voimaldab hinnata jargmine

folkloorne tulemus, mis osutub kasulikuks juba jéargmises osas poolruumide uurimisel.

Lemma 2.4. Olgu X normeeritud ruum, olgu y € X, olgu f € X* ja olgu r > 0. Siis

sup{Re f(z): = € B(y,7)} = Re f(y) +r | /]|

12



Jja
inf{Re f(z): = € B(y,m)} =Re f(y) — | f].

TOESTUS. Teame, et B(y,r) =y + B(0,r) =y +rB(0,1). Seega

sup{Re f(z): z € B(y,r)} =sup{Re f(z): z € y+rB(0,1)}
=sup{Re f(y +r2): z € B(0,1)}
= sup{Ref(y) +7rRe f(z): z € B(0, 1)}
= Re f(y) + rsup{Re f(2): z € B(0,1)}
= Re f(y) +r|fI-

Niitid

inf{Re f(z): = € B(y,r)} = —sup{—Re f(z): z € B(y,r)}
= —(— Re f(y) + |- RefH)
=Re f(y) —rllfI-

]

Jargnev lause annab tarviliku ja piisava tingimuse selleks, et iiksteisesse sisesta-
tud kerade iihend ei oleks vordne kogu ruumiga, ning naitab, kuidas mojutab sellist

kerajada iga iiksiku kera raadiuse suurendamine iihe ja sama konstandi vorra.

Lause 2.5. Olgu B, := B(yn, ), n € N, lahtised kerad normeeritud ruumis X, mis
rahuldavad tingimust

BiCByC... ja r, — 00,

n—oo

ning olgu € > 0. Tdhistame B := |J B(Yn,Tn)-
=1

n

(a) Jdargmised vdited on samavddrsed:
() B#X;
(ii) leiduvad 6 >0 ja N € N nii, et ||y,|| = . — 6 igan > N korral.

(b) @1 B(yn,mn +¢) ={z € X: d(z,B) <¢}.

TOESTUS. (a). (i)=(ii). Olgu B # X, s.t leidub x € X \ B. Siis iga n € N korral
|z — ynl|| = 7n, seega

yall = [|(yn — ) + ]| = llyn — 2l = 2]l = 70 = [l2].

13



(ii)=(i). Kehtigu (ii). Kuna r, — 0, siis mingi m € N korral r,,, > 2. Fiksee-
rides vabalt n > max{N, m}, pllsab 1mp11kat8100n1 toestuseks néidata, et —y,, & B,,

st ||yn + yml| = rn. Arvestades, et sisalduvuse B,, C B, tottu lemma 2.3 pohjal
Hyn - ym” < T'n — Tm,

||yn +yml| = szn - (yn - ym)H > 2||yn|| - ”yn - ym”
>2r, =20 — (T —Twm) =Tp+1Tm —20 =1

(b). Olguz € |J B(yn, mn+¢€), s.t mingi n € N korral ||z —y,|| < r,+e. Kuiz = y,,

n=1
[z — ynl|

siis d(z, B) = 0, seega jadb vaadelda juhtu, kus x # y,,. Kuna 6 := n
T+ e

< 1, siis

ilmselt
T — Yn

———— € B(yn, ) C B;
|7 = Yall

Z = Yp +0r,

seejuures, arvestades, et
— Yn

= Yn 0 n T
T =1y, +0(r,+¢) T

Y

|z — z|| = 0 < &; niisiis d(z, B) < e.

Teiselt poolt, olgu d(x, B) < e. Siis ||z — z|| < € mingi z € B korral. Olgu m € N

selline, et z € B(Ypm, Tm); siis
[ = ymll < [z = 2]l + [|2 = ymll < rm +&;

seega T € B(Ym,Tm +€) C U B(Yn, n + €). O

n=1

Jargevalt esitame tihe jillegi hasti tuntud kumerate hulkade omaduse.

Lause 2.6. Olgu X normeeritud ruum ning olgu A C X lahtine kumer hulk. Siis
(AP = A,

ToEsTUS. Uhelt poolt (sisemuse monotoonsuse tottu) A = A° C (A)°.

Teiselt poolt, olgu x € (A)°. Siis mingi » > 0 korral B(z,r) C A. Kuna z € A,
siis leidub y € B(z,r) N A. Uhisosa B(x,r) N A lahtisuse tottu leidub p > 0 nii, et
B(y,p) C B(z,r) N A. Tahistame z := z + (z — y) = 22 — y; siis (lemma 2.3 pdhjal)
B(z,p) C B(z,r), sest (jéllegi lemma 2.3 pohjal)

lz =2l = lly =zl = llz =yl <7 —p.

Kuna z € B(z, p) C B(z,r) C A, siis leidub u € B(z, p) N A. Niitid v := 2 + (v — u) =
20 —u € B(y, p), sest

lo =yl =22 —u =yl =20 —y —ul = [lz = ull <p;
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seega, arvestades, et u € A ja v € B(y,p) C A, hulga A kumeruse tottu

1 1 1
u+ -2 —u)=-u+-veEA;

1
TS 7% T3

niisiis (A)° C A.

15



§ 3. Poolruumid

Selles paragrahvis defineerime poolruumi moiste ning uurime poolruumide omadusi.
Muuhulgas anname tarvilikke ja piisavaid tingimusi selleks, et teatavate kasvavalt sises-

tatud kerade iihend sisalduks etteantud poolruumis voi oleks sellega vordne.

Definitsioon. Poolruumiks normeeritud ruumis X nimetatakse hulka, mis esitub kujul
{z € X: Ref(z) < a}voi {zx € X: Ref(z) <a}, kus f € X*\ {0}, & € R. Siin
esimest tiilipi poolruume nimetatakse lahtisteks poolruumideks ja teist tiitipi poolruume

kinnisteks poolruumaideks.

Margime, et lahtised ja kinnised poolruumid on esitatavad ka vastavalt kujul
{zeX: Ref(z)>a} ja {ze€X: Ref(z) > a} (3.1)
ning, teiselt poolt, hulgad kujul (3.1) on vastavalt lahtised ja kinnised poolruumid, sest
{z€X: Ref(z)>a}={zeX: Re(—f(z)) < —a}

ja

{z € X: Ref(z)>a}={zeX: Re(—f(z))

N

“a).

Lause 3.1. Lahtine poolruum on lahtine hulk ja kinnine poolruum on kinnine hulk.

Seejuures f € X*\ {0} ja o € R korral
d{reX: Ref(r)<a}=0{zeX: Ref(z) <a}={zeX: Ref(z)=al;

NSULS

{xeX Re f(z <a} {xGX Re f(x) < }

TOEsTUS. Olgu z, € {z € X: Ref(z) < a},n € N, sellised, et z, ——u mingi
xr € X korral. Kinnise poolruumi kinnisuseks piisab néiidata, et Re f(z ) . Kuna f
on pidev, siis ka Re f on pidev. Seega Re f(z) = 1}1—{20 Re f(z,) < a.

Lahtise poolruumi lahtisus jareldub asjaolust, et lahtise poolruumi taiend on kinnine
poolruum, seega kinnine.

Olgu ntiiid = € X selline, et Re f(x) = «, ning olgu § > 0. Lause toestuseks jaéb néai-
data, et B(z,6)N{z € X: Ref(z) <a}#0jaB(z,6)N{z€X: Ref(z) >a}#0

ehk, teisisonu, inf Re f(2) <aja sup Re f(z) > a. Veendume selles: lemma 2.4
z€B(,0) z€B(z,8)
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pohjal
inf Re f(z) = Re f(z) =0 fl| =a—-0d]f] <a
z€B(x,0)
ja
sup Re f(z) =Re f(z) +0[fl = a+ 0] f] > a
z€B(x,0)

]

Lause 3.2. Olgu X normeeritud ruum, olgu f € X*\ {0}, olgu @ € R ning olguy € X.
Siis
y+{x€X Re f(x <a} {ZEX Re f(z) < Re f(y —I—a}

TOESTUS. Paneme téhele, et

y+{:n€X Re f(x <a} {y~|—x r € X, Re f(x) <a}
={z€ X: Ref(z) <Ref(y) +a}.

]

Lemma 3.3. Olgu X normeeritud ruum, olgu B C X mittetihe lahtine hulk ning olgu
fe X*\{0}. Siis

Re f(z) <supRe f(z) iga x € B korral.

z€B

Muuhulgas, kui o := sup Re f(z) < oo, siis B C {x € X: Ref(x) < a}.

z€B

TOESTUS. Olgu x € B. Kuna B on lahtine, siis leidub § > 0 nii, et B(z,d) C B. Aga

niitid lemma 2.4 pohjal

Re f(z) < Re f(z) + 6 || ]| = sup{Re f(2): z € B(z,6)} <supRe f(z).

z€B

[]

Lemma 3.4. Olgu X normeeritud ruum, olgu B, := B(yn, ), n € N, lahtised kerad

ruumis X, mis rahuldavad tingimusi
BiCByC... ja  r, — 00,

n—oo

olgu f € X*\{0} ning olgu o € R ja € > 0. Tdhistame

B::UB(yn,Tn) ja A:={z€X: Ref(z) <a}.

n=1
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(a) Olgu B C A. Siis

1) Rog (M) sl

n

(a2) B = A parajasti siis, kui 0A = {x € X: Re f(z) = a} C B.
(b) A :={z € X: d(z,A) <e} ={z € X: Ref(z) <a+e|fl}

TOESTUS. (al). Lemma 2.4 pohjal iga n € N korral

Re f(yn) + 1 [lf = sup Re f(z) <supRe f(z) < o (3:2)
r€B, z€EB
. Y1 — Yn ..
kuna y; € By, s.t ||y1 — yn|| < ., ehk, teisisonu, < 1, siis
Tn

111 = = B0 < o p (M=) < i

n n

Siit jareldub, et Ref(y1 — y") 171
Tn n—o00
(a2). Tarvilikkus on ilmne, sest kui B = A, siis 04 = 0B C B.

Piisavus. Olgu 0A C B. Vorduseks A = B jaib niidata, et A C B, milleks piisab
niidata, et A C B (sest niisugusel juhul, arvestades, et A on lahtine ja B on lahtine

o

kumer hulk, sisemuse monotoonsuse ja lause 2.6 pohjal A = A° C (B)° = B).
Olguz € A, s.t f:=Re f(x) < . Valime u € B nii, et 7 := Re f(u) < Re f(z) =0

(selline valik on voimalik, sest kuna 7, —— oo, siis vorratustest (3.2) jareldub, et

Re f(yn) — —o0). Tahistame v := g :::95 — Z :fu, siis
_a-n a8 _@-DB-(a=8)7 _
Re f(0) = = Re f(e) = 52 Re f(u - 0,

s.t v € §A C B, seejuures (arvestades, et sulund B on kumer)

a_ﬁu+ﬂ_7v€conV§:§.
a—y a—y

Niisiis, A C B, nagu soovitud.
(b). Uhelt poolt, kui = € A,, siis mingi z € A korral ||z — z|| < ¢, seega
Re f(z) <Re f(z —2) + Re f(2) <|[fl[ |z — 2| + Re f(2) < e+ e[ f]].

Teiselt poolt, olgu = € X selline, et Re f(z) < a + ¢||f||. Kui Re f(z) < a, siis
z € A jaseega d(z,A) = 0. Olgu a < Re f(z) < a+ || f]|; siis Re f(x) = a + <o || f|
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mingi g9 € (0,¢) korral. Viite toestuseks piisab leida v € X nii, et Re f(u) = « ja
|z — ul| < ¢, sest sel juhul u € A ning seega d(z, A) = d(z, A) < ||z — ul| < e,

Valime 2o € Sx nii, et Re f(zo) 7 0; siis y := z — Re /(@) 7o € ker Re f, kusjuures
f( ) Ref(l'o)
Re f(x o
T =y+ Re f(x0) xo. Tahistame u := y + Re f (0] xo; siis Re f(u) = «, kusjuures
o —uf = BI@ = el
Re f(z0) Re f(x)

seega jadb viite toestuseks miérkida, et me saame elemendi zy € Sy valida nii, et

£
Re f(z0) > — || f|| (elemendi x4 niisuguse valiku korral ||z —u|| < &, nagu soovitud). [J
£

Selle paragrahvi lopetuseks uurime kerasid B(nz,n), n € N, normeeritud ruumis X,
kus x € Sx on fikseeritud element. Koigepealt veendume, et sellised kerad moodustavad
kasvavalt sisestatud jada (ning seega on sellistele keradele rakendatavad lemma 3.4

tulemused).

Lemma 3.5. Olgu X normeeritud ruum, olgu x € Bx ning olgu 0 < r; < ry. Siis
B(rix,r1) C B(rax, ra).

TOESTUS. Lemma 2.3 pohjal piisab toestuseks méarkida, et

oz — mz|| = (rg — r1)||z|| < re — 1.

Teoreem 3.6. Olgu X normeeritud ruum ning olgu x € Sx. Tdahistame
B = U B(nx,n).
n=1
(a) Olgu f € X*\ {0}. Jargmised vdited on samavddrsed:

(i) Re f(z) = —|fI;
(ii) supRe f(z) =0;

z€B

(iii) BC {z € X: Ref(z) <0};
(iv) funktsionaal Re f(x) on dlalt tokestatud thendil B.

Seejuures niisuguseid funktsionaale f € Sx«, mis rahuldavad tingimust (i) ning

seega koiki tingimusi (1)—(iv), eksisteerib.
(b) Olgu g € X*\ {0}. Jargmised viited on samavddrsed:
() Reg(z) = llgll;
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(it) inf Reg(z) =0;
(iii) BC {z € X: Reg(z) > 0};
(iv) funktsionaal Re g(x) on alt tokestatud tihendil B.

Seejuures niisuguseid funktsionaale g € Sx«, mis rahuldavad tingimust (1) ning

seega koiki tingimusi (1)—(iv), eksisteerib.

TOESTUS. Toestame ainult véite (a) (védide (b) jareldub vahetult véitest (a), kui seal
votta f = —g).

(i)=-(ii). Kehtigu (i). Implikatsiooni toestuseks piisab tdhele panna, et iga n € N

korral (lemma 2.4 pohjal)

sup  Re f(z) = Re f(nz) +n|[fl = nRe f(x) + n|lf]| = —n[[f]| +n[f] = 0.

z€B(nz,n)

(ii)=-(iii) jareldub vahetult lemmast 3.3.
(iii)=-(iv) on ilmne.

(iv)=-(i). Kui funktsionaal Re f(x) on tlalt tokestatud tihendil B, siis mingi o € R
korral B C {z € X: Re f(z) < a}; seega lemma 3.4, (al), pohjal

Re f(xz) = lim (n = 1) Re /(2) = lim —Ref(nx —2)

n—o0 n n—00

= =l

Jadb toestada tingimust (i) rahuldava funktsionaali f € Sy« olemasolu. See jareldub

teoreemist piisavast arvust funktsionaalidest. O
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§ 4. Range kumerus ja U-omadus

Selles paragrahvis toome sisse normeeritud ruumi range kumeruse ja tema alamruumi
U-omaduse moiste ning toestame U-omaduse transitiivsuse ja Taylor-Fogueli teoree-
mi, mille kohaselt normeeritud ruumi X kaasruum on rangelt kumer parajasti siis,
kui ruumi X igal alamruumil on U-omadus ruumis X. Jareldusena nimetatud kahest
tulemusest toestame sissejuhatuses esitatud lause 0.1, mille kohaselt alamruum Y on
totaalselt sile normeeritud ruumis X parajasti siis, kui alamruumil ¥ on U-omadus

ruumis X ja selle alamruumi kaasruum Y™* on rangelt kumer.

Definitsioon. Oeldakse, et normeeritud ruum X on rangelt kumer, kui mis tahes
r,z € Sx, x # z,jaX € (0,1) korral Az + (1 — )z ¢ Sy, s.t

Az + (1 =N < 1.

Ruumi X rangel kumerusel on lihtne geomeetriline tolgendus: mis tahes kahe erineva

punkti z, z € Sx korral ruumi X iihiksfaér ei sisalda neid punkte iithendavat sirgloiku
[z, 2] = { Az + (1= N)z: A€ [0,1]}.

Joonisel 2 on vasakul pool kujutatud rangelt kumera ruumi X = /3 iihiksfiéri, mille

puhul kahe erineva iihiksfdari punkti vaheline sirgloik ei sisaldu tihiksfadris. Paremal

pool on ruumi X = ¢2_ iihiksfiir; kuna see iihiksfiir sisaldab ka oma punktide vahelisi

sirgloike, siis ei ole ruum X = (2 rangelt kumer.

-

L/

T
r

Joonis 2: Ruumide #3 ja (2 iihiksfdarid
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Lause 4.1. Olgu X normeeritud ruum. Jdrgmised vdited on samavddarsed:
(i) X on rangelt kumer;

(ii) mis tahes x,z € Sx, x© # z, korral <1;

2

1 +1
—r+ =z
2

(iii) mis tahes x,z € Sx, x© # z, korral leidub \ € (0,1) nii, et H)\x +(1- )\)ZH < 1.
TOESTUS. (i)=-(ii) jareldub vahetult definitsioonist.

(ii)=>(iii) on ilmne.

(iii)=(i). Olgu x, z € Sx, x # z, olgu A\ € (0, 1) selline, et ||)\037+ (1— )\O)z” < 1,
ning olgu A € (0,1) \ {Ao} suvaline. Implikatsiooni toestuseks piisab niidata, et

| Az + (1 — A)z|| < 1. Selleks, tdhistades y := Az + (1 — Xo)z = z + Ao(z — 2) ja
u:=Axr+ (1 =Xz =2z+ Az — z), piisab leida p € (0,1) nii, et

u=pxr+(1—py voi u=py+(1-pe
Toepoolest, sel juhul, arvestades, et ||y|| < 1, esimesel juhul,
ul| < pllzl+ @ =p)llyll <p+(1—-p) =1

ja teisel juhul
lul| < pllyll+ T —pw)llzll <p+(1—p)=1
A — o

Kui A > )\, siis, tdhstades p := T
— Ao

px+(1—,u)y:y+u(x—y):Z+)\o(9€—2)+)\_)\0 (;p_<z+)\0(m—z)>>

1—Xo
A—Xo
1—MXo

=z+4+ oz —2) + (1—=X)(z—2) =2+ ANz —2) =u;

A
kui aga A\ < )\, siis, tahistades p = oW
0

A
py+(1—,u)z:z+p(y—z):z—l—)\—(z—l—)\o(a:—z)—z):z+/\(a:—z):u,
0

nagu soovitud O]

Definitsioon (Phelps, 1960 [Ph]). Oeldakse, et normeeritud ruumi X alamruumil Y
on U-omadus (sonast “uniqueness”) ruumis X, kui igal funktsionaalil g € Y* leidub

parajasti iiks normi sailitav jatk f € X*.
Jérgnev lause jareldub vahetult definitsioonist.
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Lause 4.2. Olgu Y normeeritud ruumi X alamruum. Jargmised vdited on samavddir-

sed:

(i) alamruumil Y on U-omadus ruumis X ;
(i) iga g € Sy« korral leidub parajasti iks f € Sx« nii, et fly = g.

Lause 4.3 (U-omaduse transitiivsus). Olgu Z normeeritud ruumi X alamruumi Y
alamruum. Kui alamruumil Z on U-omadus alamruumis Y ja alamruumil Y on

U-omadus ruumis X, sits alamruumil Z on U-omadus ruumis X .

TOESTUS. Olgu alamruumil Z U-omadus alamruumis Y ning olgu alamruumil Y U-
omadus ruumis X. Olgu h € Z* ning olgu fi, fo € X* funktsionaali h normi séilitavad
jatkud, s.t filz = folz = h ja || fill = || f2]] = ||k||- Lause toestuseks piisab naidata, et
f1 = fa. Selleks mérgime, et funktsionaalid fi]y, foly € Y* on funktsionaali h normi
sailitavad jatkud, seega alamruumi Z U-omaduse tottu ruumis Y kehtib fi|y = foly.
Edasi, f; ja fo on funktsionaali g := fi|y = f2|y normi siilitavad jatkud ruumile X,

seega alamruumi Y U-omaduse tottu f; = f5, nagu soovitud. O

Jargnev teoreem annab seose alamruumide U-omaduse ja ruumi X* range kumeruse
vahel. Selle teoreemi implikatsioon (i)=-(ii) parineb Taylori 1939. aasta artiklist [T] ja
implikatsioon (iii)=-(i) Fogueli 1958. aasta artiklist [F]|.

Teoreem 4.4 (Taylor—Fogueli teoreem). Olgu X normeeritud ruum. Jargmised vdited

on samavddrsed:
(i) kaasruum X* on rangelt kumer;
(ii) ruumi X igal alamruumil on U-omadus ruumis X ;
(ili) ruumi X igal kinnisel hiperalamruumil on U-omadus ruumis X .

Implikatsiooni (iii)=(i) toestus kasutab jargnevat lihtsat lemmat, mida me siinkohal

el toesta.

Lemma 4.5. Olgu arvud a,,b, € K, n € N, sellised, et

lan], |bn] <1 dgan €N korral  ja a, + b, — 2.

n—o0

Stis ay, b, —— 1.

n—o0

TEOREEMI 4.4 TOESTUS. (i)=-(ii). Olgu kaasruum X* rangelt kumer, olgu Y ruu-
mi X alamruum, olgu g € Sy~ ning olgu fi, fo € Sy« sellised, et fi|y = fo|ly = g.
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Alamruumi Y U-omaduseks piisab néidata, et f; = f5. Selleks paneme tédhele, et

1 1
(57145 %), =9 scega
1 1 1 1
=gl < |5+ 5 | < 510+ 5118l =1,

1 1
s.t H§f1 + §f2H = 1; jarelikult kaasruumi X* range kumeruse tottu f; = fo, nagu

soovitud.
(ii)=-(iii) on ilmne.
(iii)=-(i). Kehtigu (iii). Oletame vastuviiteliselt, et kaasruum X* ei ole rangelt

1 1
kumer. Siis leiduvad fi, fo € Sx«, fi1 # fo, nii, et 3 fi+ 3 fo € Sx-. Tahistame

Y = {:L‘ € X: fi(x)= fz(l’)} = ker(f1 — f2)

(siis Y on jarelduse 1.2 pohjal kinnine hiiperalamruum) ja g := fily = f2|y. Impli-
katsiooni toestuseks piisab niitid néidata, et ||g|| = 1 (sest sel juhul on fi, f, € X*
funktsionaali ¢ € Y* erinevad normi séilitavad jatkud, mis on vastuolus hiipertasandi
Y U-omadusega ruumis X).

Olgu z € X selline, et fi(z) — fo(z) = 1. Siis iga element x € X esitub iiheselt
kujul . = y + az, kus y € ker(f1 — fo) =Y jaa = fi(x) — fo(z) € K (vt lauset 1.1).
Olgu z,, € Sx, n € N, sellised, et %fl(xn) + 5 fo(zy) — 1. Siis (lemma 4.5 pohjal)
fi(zn), fo(zn) — 1; seega, kui z,, = y, + a2, kus y, € Y ja a, = fi(z,) — fo(zn),
n € N, siis a, — 0 ja seetottu

n—oo
lim ||y,|| = lim ||z,]| =1 ja lim g(y,) = lim fi(y,) = lim fi(z,) = 1.
Siit jareldub, et ||g|| > 1 ja seega ||g|| = 1, nagu soovitud. O

U-omaduse transitiivsuse ning Taylor-Fogueli teoreemi 4.4 abil saame me niitid
toestada sissejuhatuses esitatud lause 0.1, mis kirjeldab U-omadusega alamruumi to-

taalset siledust tema kaasruumi range kumeruse kaudu.

LAUSE 0.1 TOESTUS. (i)=(ii). Olgu alamruum Y totaalselt sile ruumis X. Siis alam-
ruumi Y igal kinnisel alamruumil Z on U-omadus ruumis X. Muuhulgas ka alamruumil
Y on U-omadus ruumis X. Kuna alamruumi Y igal kinnisel alamruumil on U-omadus
ruumis Y (vastasel korral poleks ruumi Y mingil alamruumil Z U-omadust ruumis X ),

siis Taylor—Fogueli teoreemi 4.4 pohjal on kaasruum Y™ rangelt kumer.

(ii)=-(i). Olgu alamruumil Y U-omadus ruumis X ja olgu Y* rangelt kumer. Taylor—

Fogueli teoreemi 4.4 pohjal on alamruumi Y igal alamruumil Z U-omadus ruumis Y.
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Sellest ja eeldusest, et alamruumil Y on U-omadus ruumis X, jareldub U-omaduse tran-
sitiivsuse (lause 4.3) tottu, et alamruumi Y igal alamruumil Z on U-omadus ruumis X.

Teisisonu, alamruum Y on totaalselt sile ruumis X. O

Selle paragrahvi 16petuseks sonastame iihe artiklis [OP, teoreem 1] sisalduva sama-

vaarsuse, mida me kasutame t66 pohiteoreemi 5.1 toestamisel.

Teoreem 4.6 (vt [OP, teoreem 1|). Olgu Y Banachi ruumi X kinnine alamruum.

Jargmised vdited on samavdadrsed:
(i) alamruumil Y on U-omadus ruumis X ;

(b) leidub konstant 6 > 0 nii, et iga ¢ € (0,9), iga x € Sx ja iga alamruumi Y

elementide jada (y,)2, korral, mis rahuldab tingimusi
[yl = Yns1r —wnll =1 Ja [lgnll Zn—c, neN,
leiduvad y € Y ja ng € N nii, et

|2 % Yy — yll < 1o+ €.

25



§ 5. Totaalne siledus ja kerajadad — pohiteoreem

Selles paragrahvis toestame kiesoleva magistritod pohiteoreemi, mis annab Banachi

ruumi kinnise alamruumi Y totaalsele siledusele seitse tarvilikku ja piisavat tingimust.

Teoreem 5.1. Olgu X Banachi ruum tle korpuse K ning olgu Y ruumi X kinnine

alamruum. Jdrgmised vdited on samavdarsed:

(1) Y on totaalselt sile;

(ii) thiksfidri Sy mis tahes elementide jada (y,) korral leidub dlimalt iiks funktsionaal

f € Sx+, mis rahuldab tingimust
Re f(ya) —— I/l = 1 (51)

(ii’) dihikkera By mis tahes elementide jada (y,) korral leidub ilimalt ks funktsionaal

f € Sx«, mis rahuldab tingimust (5.1);

(iii) mis tahes lahtiste kerade B, := B(yn,r,) C X, kus y, € Y, n € N, korral, mis
rahuldavad tingimusi

B, CByC... ja Ty —— 00, (5.2)

n—oo

leidub dlimalt ks funktsionaal f € Sx«, mille reaalosa Re f on ihendil | B,
n=1
tilalt tokesatud;

(iv) mis tahes lahtiste kerade B, := B(yn,r,) C X, kus y, € Y, n € N, korral,

o0

mis rahuldavad tingimusi (5.2), on dhend |J B, lahtine poolruum ruumis X voi
n=1
vordne kogu ruumiga X ;

(iv’) mis tahes lahtiste kerade B, := B(yn,m) C X, kus y, € Y, n € N, korral, mis

rahuldavad tingimusi (5.2) ning mingi reaalarvu § > 0 puhul
”ynH 27"”—5, TLGN,

on thend |J B, lahtine poolruum ruumis X ;
n=1
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(v) alamruumiY mis tahes elementide jada (y,,)22, korral, mis mingi reaalarvu § > 0

korral rahuldab tingimusi
9l = [yt —wnll =1, llgnll Zn =0, neN, (5.3)

on thend |J B(yn,n) lahtine poolruum ruumis X ;
n=1

(v') leidub reaalarv 6 > 0 nii, et alamruumi Y mis tahes elementide jada (y,)o,
korral, mis rahuldab tingimusi (5.3), on dhend \J B(yn,n) lahtine poolruum
n=1

ruumis X .

TOESTUS. (i)=-(ii). Olgu Y totaalselt sile. Lause 0.1 pohjal on alamruumil Y U-
omadus ruumis X ning kaasruum Y™ on rangelt kumer.

Olgu thiksfadri Sy elementide jada (y,) ja funktsionaalid f,g € Sx- sellised, et
Re f(yn), Re g(yn) — 1. Implikatsiooni toestuseks peame niitame, et f = g. Kuna

1 1 1
Re §(f+g) (yn) — 1, siis 5 fly + 5 gly € Sy, seega alamruumi Y* range kumeruse
n—0o0
tottu fly = gly. Kuna f ja g on funktsionaali h := f|y = g|y € Sy« normi siilitavad

jatkud, siis alamruumi Y U-omaduse tottu f = g, nagu soovitud.

(ii)=(ii’). Olgu iihikkera By elementide jada (y,) ja funktsionaalid f,g € Sy
sellised, et Re f(yn), Re g(yn) — 1. Implikatsiooni toestuseks peame niitame, et
f = g. Selleks paneme téhele, et ||y,|| —— 1 (sest vastasel korral leiduksid ¢ > 0
ja osajada (yk, )2, nii, et Re f(yg,) < ||Zzlo|o| < 1 —ceigan € N korral, aga sel juhul

Re f(yk,) —/— 1). Niitid alates mingist indeksist Hy””
n—oo yn

€ Sy, kusjuures

n 1 . n 1
Ref(y ): Re flyn) — 1 ja Reg( y ): Reg(yn) — 1,
loall) = Tl — Toall) = Tl -

seega eelduse (ii) pohjal f = g, nagu soovitud.

(ii’)=-(iii). Kehtigu (ii’) ning olgu funktsionaalide f,g € Sx+ reaalosad iihendil
B = fj B, ilalt tokestatud, s.t mingite a, f € R korral B C {z € X: Re f(z) < a}
ja B gzix € X: Reg(x) < f}. Implikatsiooni toestuseks piisab niidata, et f = g.
Lemma 3.4, (al), pohjal

Y1 — Yn . Y1 — Yn
Ref(l ) Ifl=1 ning Reg( ) lgll = 1.
T n—oo Tn n—oo

n

Y1 — Un

€ By, siis eelduse (ii’) pohjal f = g, nagu soovitud.
/r‘n

Kuna iga n € N korral

(iii)=(iv). Kehtigu (iii) ning olgu kerad B,, := B(yn,7y), kus y, € Y, n € N, ning
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By C By C ...jar, — oo, sellised, et ithend B := |J B, # X. Implikatsiooni
n=1

n—o0

toestuseks piisab néidata, et B on lahtine poolruum.

Kuna B # X, siis leidub v € X \ B. Kuna iithepunktiline hulk {v} on kumer ning
B on lahtine ja lause 2.1 pohjal kumer, kusjuures B N {v} = (), siis Hahn-Banachi
eraldamisteoreemi 2.2 pohjal (vottes seal U = B ja V' = {v}) leidub f € Sx~ nii, et

Re f(x) < Re f(v) iga x € B korral.

Niitid funktsionaal Re f on tokestatud iihendil B; seega, tdahistades a := sup Re f(x),
zeB
lemma 3.3 pohjal

BcC{r e X: Ref(zx) <a}=:A

Implikatsiooni toestuseks piisab niilid nédidata, et A C B, mis on samavéarne sisaldu-
vusega X \ B C X \ A.

Olgu z € X \ B. Jadb néidata, et z € X \ A, s.t Re f(2) > a. Kuna ithepunktiline
hulk {z} on kumer, saame taas rakendada Hahn—Banachi eraldamisteoreemi 2.2: vottes

secal U = B ja V = {z}, leidub g € Sx~ nii, et
Reg(x) < Reg(z) =: f iga x € B korral.
Funktsionaal g on tokestatud ithendil B, jarelikult eelduse (iii) pohjal f = g; niisiis

Re f(z) = Reg(z) = supReg(z) = supRe f(z) = «,

z€B 2B
nagu soovitud.
(iv)=-(iv’) jareldub lausest 2.5, (a).
(iv’)=-(v) jareldub, kui votta tingimuses (iv’) r,, = n.
(v)=-(v’) on ilmne.
(v') = (i). Kehtigu (v’) ning olgu Z alamruumi Y kinnine alamruum. Olgu 0 <
£ < jax € Sy ning olgu y,, € Z, n € N, sellised, et

lvill = |yner —unll =1 ja ||| =n—e iga n € N korral.

Teoreemi 4.6 pohjal piisab implikatsiooni toestuseks néidata, et

ZN (G B(x+yn,n+€)> N (D B(m—yn,n—ira)) # (. (5.4)

n=1

Kuna |J B(yn,n) on lahtine poolruum, siis lause 2.5, (b), ja lemma 3.4, (b), pohjal ka

n=1
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U B(yn,n + €) on lahtine poolruum, s.t B, = {u € X: Re f(u) < o} mingite
f € SX Ja a € R korral. Kuna 0 € B,, siis a > 0. Niiiid lause 3.2 pohjal

UB(m+yn,n+5):x+BE:{z€X: Re f(z) < Re f(z) + a},

n=1

UB(x—yn,n—l—a):x—Bgz{zeX: Re f(z) > Re f(z) — a}.

Seega tingimus (5.4) on samavéérne tingimusega
{z€Z: Ref(z) —a<Ref(z) <Ref(z)+a}#0,

mille kehtivuseks piisab veenduda, et f|; # 0. Viimane tingimus jareldub lemmast
3.4, (al). O

Markus 5.1. Teoreem 5.1 annab uue toestuse Vlassovi teoreemile 0.3 (mida ta tildis-
tab). See uus toestus on artiklis [OP| antud tdestuse oluline parendus: toestus on
muutunud selgemaks tédnu tingimuste (ii) ja (ii’) eraldi vélja toomisele ja teoreemi 4.6
kasutamisele implikatsiooni (v’)=-(i) toestuses; samuti on lause 2.5, (a), kaudu selgi-
tatud konstandi 0 > 0 rolli selles teoreemis. Vlassovi enda toestus ning tema teoreemi
lokaalse versiooni — kaasruumi kinnise iihikkera kumeruspunktide (“rotund points”)
kirjelduse kerajadade omaduste kaudu — toestus Gilesi artiklist [G] tuginesid kaasruu-
mi range kumeruse samavéarsusele lahteruumi koigi kahemootmeliste faktorruumide
siledusega. Bandyopadhyay, Da Huangi, Bor-Luh Lini ja Trojanski artiklis [BHLT],
Bandyopadhyay, Da Huangi ja Bor-Luh Lini artiklis [BHL| ning Bandyopadhyay ja
Bor-Luh Lini artiklis [BL| on kumeruspunktide kirjeldust edasi arendatud: muuhulgas
on artiklis [BHL| kumeruspunktide kirjelduse kaudu esitatud Taylor—Fogueli teoreemi
4.4 lokaalne versioon ning artiklis [BL] Vlassovi teoreemi 0.3 lokaalse versiooni toestus,
mis (erinevalt teoreemi 5.1 toestusest ja artiklis [OP] esitatud toestusest) ei kasuta

Taylor—Fogueli teoreemi.
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§ 6. Siledus ja kerajadad

Selles paragrahvis toome sisse range kumerusega duaalse moiste — sileduse — ning esi-
tame ruumi sileduse kirjelduse kerajadade omaduste kaudu, mis on hasti vorreldav
rangelt kumera kaasruumiga ruumide kirjeldusega kerajadade kaudu (Vlassovi teoree-

miga 0.3).

Definitsioon. Olgu X normeeritud ruum. Punkti x € Sy nimetatakse sileduspunktiks,
kui leidub parajasti iiks f € Sx- nii, et f(x) = ||z]| = 1. Oeldakse, et normeeritud ruum

X on sile, kui koik iihiksfaéri Sy punktid on sileduspunktid.

Vahetult definitsioonist jareldub

Lause 6.1. Olgu X normeeritud ruum ning olgu x € Sx. Jdrgmised vdited on sama-

vadrsed:
(i) x on sileduspunkt;
(ii) Oz on sileduspunkt iga 0 € K, |0| = 1, korral.

Lause 6.2. Olgu X normeeritud ruum ning olgu x € X ja f € X*. Jargmised vdited

on samavddrsed:

(@) flx) = fIlll;

(ii) Re f(z) =[£Il ll=l-
TOESTUS. (i)=(ii) on ilmne.

(ii)=(i). Kehtigu (ii). Siis

710l > |£@)] = v/ (Re £))* + (m f@)* = /(171 el)* + (1m f(2)”
seega Im f(x) = 0, niisiis f(z) = Re f(x) = || f] ||z]|- O
Eelnevast lausest jareldub vahetult (teoreemi 1.4 kaudu)

Jareldus 6.3. Olgu X normeeritud ruum ning olgu x € Sx. Jdrgmised vdited on

samavaarsed:

(i) x on sileduspunkt (ruumis X );
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(ii) x on sileduspunkt ruumiga X assotsieeruvas reaalses ruumis Xg;
(iii) leidub parajasti iks f € Sx+ nii, et Re f(x) = 1.

Teoreem 6.4 (Banach, 1932 |B2, 1k 168-170]; vt nt [M, lk 486]). Olgu X normeeritud

ruum ja olgu x € Sx. Jdargmised vdited on samavddrsed:
(i) x on sileduspunkt;

(i) ruumi X norm on Gateauz’ moéttes diferentseeruv punktis x, s.t iga y € X korral

eksisteertb prirvidrtus

i Nz Ayl — [l
G(z,y) = %1_1}1% ; .
teR

Seejuures, kui x € Sx on sileduspunkt ja f € Sx« on ainus funktsionaal kaasruums X*
thiksfadrilt, mille korral f(x) = 1, siis G(x,y) = Re f(y).

Jargnev tulemus néitab, et range kumerus ja siledus on teatavas mottes duaalsed

moisted.
Lause 6.5 (vt nt [M, 1k 481]). Olgu X normeeritud ruum.
(a) Kui X* on rangelt kumer, siis X on sile.

(b) Kui X* on sile, siis X on rangelt kumer.

Mairkus 6.1. Lause 6.5 ei ole pooratav: néiteks ruumi ¢; ekvivalentne iimbernormee-
ring Trojanski artiklist |Tp| on sile ja seda timbernormeeringut defineeriva funktsiooni
diferentseeruvuse korral ka rangelt kumer (vt [P]), kuid tema kaasruum pole ei sile ega

rangelt kumer.

LAUSE 6.5 TOESTUS. (a). Olgu X* rangelt kumer ning olgu z € Sx ja fi, fo € Sx~
sellised, et fi(z) = fo(x) = 1. Ruumi X sileduseks piisab néidata, et f; = fo. Kuna

=L (h @ <[5+ | <AL+ IR =1

= 1, jarelikult kaasruumi X* range kumeruse tottu f; = fo, nagu

1
2 (fi + f2)

soovitud.

Siis ‘

= 1. Ruumi X
rangeks kumeruseks piisab néidata, et 1 = x5. Hahn—Banachi teoreemi pohjal leidub

f € Sx« nii, et

1
(b). Olgu X* sile ning olgu z1, x5 € Sx sellised, et H§ (x1 + x2)

1= f<%(:c1 +x2)) = Ref(%(xl + x2)> = % Re f(z1) +% Re f(x).
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Kuna Re f(z1),Re f(z2) < 1, siis Re f(z1) = Re f(x2) = 1 ning jérelikult (lause 6.2
pohjal) ka

(Jxz1)(f) = f(x1) =Re f(z1) =1 ja (jxa2)(f) = f(x2) = Re f(z2) = 1

(siim jx: X — X* on loomulik sisestus); niisiis kaasruumi X* sileduse tottu

JxT1 = JxTo ning seega ka x; = x5, nagu soovitud. O

Jargnev sileduse kriteerium on hésti tuntud (vt nt [Beau, 1k 183] (vt ka mérkust 6.4)
véi |L, Ik 101]).

Teoreem 6.6 (vt nt [L, 1k 101]). Olgu X normeeritud ruum Jargmised vdited on

samavadarsed:

(i) ruum X on sile;

o0

(ii) 1ga x € Sx korral on ihend |J B(nx,n) lahtine poolruum ruumis X .
n=1

Teoreem 6.6 jareldub vahetult tema jargnevast lokaalsest versioonist.

Teoreem 6.7. Olgu x € Sx. Jargmised vdited on samavddrsed:

(i) x on sileduspunkt;

(i) leidub parajasti iks funktsionaal f € Sx«, mille reaalosa Re f on dhendil

U B(nz,n) dlalt tokestatud;
n=1

(iii) leidub dlimalt iiks funktsionaal f € Sx«, mille reaalosa Re f on thendil

U B(nz,n) dlalt tokestatud;

n=1
(iv) thend |J B(nz,n) on lahtine poolruum ruumis X .
n=1
TOEsTUS. Téhistame B := (J B(nz,n).
=1

n—

(i)<(ii) jareldub vahetult jareldusest 6.3 ja teoreemist 3.6, (a).
(ii)«<(iii) jareldub teoreemist 3.6, (a).

(iii)=(iv). Kehtigu (iii). Teoreemi 3.6, (a), pohjal leidub funktsionaal f € Sx« nii,
et B C {Z € X: Ref(z) < O} =: A. Implikatsiooni toestuseks piisab niiiid naidata,
et A C B, mis on samavéiarne sisalduvusega X \ B C X \ A.

Olgu v € X \ B. Implikatsiooni toestuseks jaab ndidata, et v € A, s.t Re f(v) > 0.

Kuna iihepunktiline hulk {v} on kumer ja B on lahtine ja lause 2.1 pohjal kumer,
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kusjuures B N {v} = 0, siis Hahn-Banachi eraldamisteoreemi 2.2 pohjal (vottes seal
U=DBjaV ={v}) leidub g € Sy« nii, et

Reg(z) < Reg(v) iga z € B korral. (6.1)

Funktsionaali g reaalosa Re g on iithendil B iilalt tokestatud, seega eelduse (iii) pohjal

g = f. Arvestades, et teoreemi 3.6, (a), pohjal supReg(z) = 0, jareldub vorratu-
z€B

sest (6.1), et
Re f(v) = Reg(v) = supReg(z) = 0.

z€B

(iv)=(i). Kehtigu (iv), s.t mingite f € Sx- ja o € R korral
B={z€X: Ref(z) <a},

ning olgu g € Sy« selline, et Re g(z) = 1. Implikatsiooni tdestuseks piisab néidata, et
g=-—1.
Teoreemi 3.6, (b), pohjal B C {z € X: Reg(z) > 0}; seega

kerReg C {z € X: Reg(z) <0} c X\ B={z€ X: Ref(z) >a}.
Lemma 1.3 pohjal jareldub siit, et mingi ¢ € R korral Re f = cRe g. Kuna
c=cReg(r) =Re f(z) = -1

(siin viimane vordus jéreldub teoreemist 3.6, (a)), siis Reg = — Re f, nagu soovitud.
[

Mirkus 6.2. Artiklis [BM, 1k 126, lemma 3| on teoreemi 6.7 implikatsioon (i)=(iv)

toestatud iildisemas (kumerate hulkade homoteetiate) kontekstis.

Mirkus 6.3. Artiklis |G, 1k 307] mainitakse, et teoreemi 6.7 tingimuse (i) (z € Sx on

sileduspunkt) samavéérsus jargmise tingimusega (iv’) on ilmne:

(iv’) leidub funktsionaal f € Sx« nii, et

U B((n—1)z,n)) = {z€X: Ref(z) <1}. (6.2)

Miérgime, et tingimus (iv’) on lihtsalt teoreemi 6.7 tingimuse (iv) timbersonastus.
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Toepoolest, tahistades B := |J B(nz,n), ndeme, et

n=1

GE n—1)z,n)) G n—lxn))z—x—i—GB(nx,n):—x—i—E;

n=1

seega vordus (6.2) on samavadrne tingimusega
B=x+{z€X: Ref(z) <1} ={ue X: Ref(u) <1+Ref(z)},
mis lausete 3.1 ja 2.6 pohjal on samavadrne vordusega
B={z€X: Ref(z) <1+Ref(z)}. (6.3)

Siit jareldub implikatsioon (iv’)=(iv).
Teiselt poolt, kui kehtib (iv), siis mingite f € Sy ja a € R korral

B={z€ X: Ref(z) <a},

kusjuures teoreemi 3.6, (a), pohjal o = 0 ja Re f(z) = —1, s.t kehtib (6.3); niisiis kehtib
ka (iv’).

Mirkus 6.4. Monograafias [Beau, lk 183] on toestatud teoreemi 6.7 tingimuse (i)

(x € Sx on sileduspunkt) samavéérsus jargmise tingimusega:

(iv") leidub funktsionaal g € Sx+ nii, et

C::{x—l—t(y—a:):yEB t>0} {ZEX Reg(z <1}— . (6.4)

Margime, et tingimus (iv”) on lihtsalt teoreemi 6.7 tingimuse (iv) timbersonastus.

Toepoolest,

C’:x—{t(x—y):yEB;’(,t>O}:x—Ut{w— y € B%}.

>0
Kuna
{z—y: ye B} ={z+y: ye B} =B(z1),
SIS -
C=xz-— UtB(:c,l) =z — UB(tx,t) = — U B(nx,n).

>0 £>0 n=1
Seega, téhistades B := |J B(nxz,n), ndeme, et vordus (6.4) on samavéérne vordusega

n=1
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B = x — H ehk, arvestades, et

t—H=xz-{2€X: Reg(z) <1} =z+ {ue X: Re(—g)(u) <1}
= {z € X: Re(—g)(z) < Re(—g)(z) + 1},

tingimus (6.4) on samavéérne tingimusega (6.3), kus f = —g. Mérkuses 6.3 veen-
dusime, et tingimust (6.3) rahuldava funktsionaali f olemasolu (ehk siis ka soovitud
funktsionaali g olemasolu ehk, teisisonu, tingimus (iv”)) on samavéidrne teoreemi 6.7

tingimusega (iv).

Selle paragrahvi lopetuseks esitame implikatsiooni (i)=-(iv’) toestuse monograa-
fiast [Beau, lk 183|. Eelneva mérkuse pohjal esitab see tdestus (mis tugineb sileduse
ja Gateaux’ mottes diferentseeruvuse samavédrsusele) uue toestuse teoreemi 6.7 impli-
katsioonile (i)=-(iv). Jargmises paragrahvis esitame samavéarsusele (i)<(iv) veel iithe

toestuse (vt teoreemi 7.6 koos sellele eelneva 16iguga).

IMPLIKATSIOONI (i)=(iv”") TOESTUS MONOGRAAFIAST |Beau, lk 183]. Olgu = € Sx
sileduspunkt ning olgu g € Sx- selline, et g(x) = 1. llmselt C' C H, sest mis tahes
y € B jat > 0 korral (arvestades, et Reg(y) < 1)

Reg(a: +t(y — x)) = Reg(x) + t(Reg(y) — Reg(x)) =1- t(l — Reg(y)) <1

Niisiis jaab néidata, et H C C. Olgu z € X selline, et Re g(z) < 1. Peame néitama, et
z € C, milleks piisab néidata, et mingi A € (0,1) korral u := (1 — Az + Az € B (sest
1
sel juhul z = x 4+ X (u—z) € C). Selleks mérgime, et
T+ ANz —2)|| — ||
e +2G =) = ll=ll |

=A
Jul -

Kuna teoreemi 6.4 pohjal

2+ A(z — 2)|| — |||

y o Reg(z —z) =Reg(z) — 1 <0,

|z + A(z — 2)|| — ||zl

A
|lul| < 1, s.t uw € B%, nagu soovitud. O

siis piisavalt viikeste arvude A € (0,1) korral < 0 ning seega
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§ 7. Siledus ja nork U-omadus

Selles paragrahvis toome sisse U-omaduse norgendatud variandi — norga U-omaduse,
uurime ruumi sileduse ja alamruumide norga U-omaduse vahekorda ning anname sile-
duse kirjeldusele kerajadade kaudu uue, geomeetrilise toestuse, mis tugineb Lima norga

U-omaduse kriteeriumile aastast 1983.

Definitsioon (vt [SS] ja [L]). Oeldakse, et normeeritud ruumi X alamruumil ¥ on
nork U-omadus ruumis X, kui igal funktsionaalil g € Y*, mis saavutab oma normi (s.t

leidub y € Sy nii, et g(y) = ||g||), leidub parajasti iiks normi séilitav jatk f € X*.

Miirkus 7.1. Uldjuhul on alamruumi nork U-omadus ja U-omadus erinevad moisted

(vt mérkust 7.3 allpool).

Markus 7.2. Loplikumootmelise alamruumi jaoks on nork U-omadus samavéaarne U-
omadusega, sest iga funktsionaal 1oplikumootmelise normeeritud ruumi kaasruumist

saavutab oma normi.

Jargnev lause jareldub vahetult definitsioonist.

Lause 7.1. Olgu Y normeeritud ruumsi X alamruum. Jargmised vdited on samavddr-

sed:

(1) alamruumil Y on nork U-omadus ruumis X ;

(i) iga g € Sy~ korral, mis saavutab oma normi, leidub parajasti ks f € Sx« nii, et

fly =g

Lause 7.2. Olgu Y normeeritud ruumi X alamruum. Jargmised vaited on samavddr-

sed:
(i) alamruumil Y on nork U-omadus ruumis X ;

(ii) alamruumiga Y assotsieeruval reaalsel alamruumil Yg on nork U-omadus ruumi-

ga X assotsieeruvas reaalses ruumis Xg.

TOESsTUS. Kui X on normeeritud ruum iile reaalarvude korpuse R, on lause ilmne.

Eeldame, et X on normeeritud ruum iile kompleksarvude korpuse C.

(i)=(ii). Eeldame, et alamruumil Y on nérk U-omadus ruumis X. Olgu v € Y§

selline, et v(y) = ||v|| mingi y € Sy korral, ning olgu uy, us € X} funktsionaali v normi
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sailitavad jatkud, s.t ||ui|| = ||uz|| = ||v]] ja ui|ly = us|y = v. Implikatsiooni toestuseks
piisab néaidata, et u; = us.

Olgu g € Y* ja f1, fo € X* sellised (teoreemi 1.4 pohjal itheselt médratud) funkt-
sionaalid, et v = Reg, u; = Re f1, us = Re f5. Implikatsiooni toestuseks jaab niitid
néidata, et f; = fo. Selleks, arvestades, et funktsionaal g saavutab oma normi (sest lau-
se 6.2 pohjal g(y) = Reg(y) = ||Reg|| = |lgl|), piisab alamruumi Y norga U-omaduse

tottu naidata, et f; ja fo on funktsionaali ¢ normi sailitavad jatkud, s.t

fily = fly =g Ja LAl =[fl = llgll.

Veendume selles: ¢ € {1,2} korral

Ifill = [IRe fill = [lusll = o]l = [[Re gl| = [lg]]

ning
Re(fily) = (Re fi)ly = wily =v =Rey,
seega (teoreemi 1.4 pohjal) ka f;|y = g.

(ii)=(iii). Eeldame, et alamruumil Y on nork U-omadus ruumis Xg. Olgu g € Y*
selline, et mingi y € Sy korral g(y) = ||g|| ning olgu fi, fo € X* funktsionaali g normi
sailitavad jatkud, s.t ||f1]] = [|f2]l = |9 ja fily = fo|ly = ¢. Implikatsiooni toestuseks
piisab néidata, et f; = fs.

Tahistame v := Reg € Yy ja u; := Re f1,us := Re fo € Xj. Implikatsiooni toes-
tuseks piisab niitid (teoreemi 1.4 pohjal) ndidata, et u; = ug. Selleks, arvestades, et
funktsionaal v saavutab oma normi (sest lause 6.2 pohjal v(y) = Reg(y) = |Reg| =
||v]|), piisab alamruumi Y norga U-omaduse tottu ndidata, et uy ja us on funktsionaali

v normi sailitavad jatkud, s.t
uily = usly =v ja Jlus] = flusf = (o]
Veendume selles: ¢ € {1,2} korral
uily = (Re fi)ly = Re(fily) =Reg=v

ning
[uill = [|Re fill = [Ifill = llgll = Re gl = l[v]

[]

Jargnev hastituntud teoreem kirjeldab normeeritud ruumi siledust alamruumide

norga U-omaduse terminites.
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Teoreem 7.3 (vt nt |L, Teoreem 2.4]). Olgu X normeeritud ruum. Jargmised vdited

on samavdarsed:

(i) ruum X on sile;

(i) ruumi X igal alamruumil on nork U-omadus ruumis X ;
(iii) ruumi X igal ihemootmelisel alamruumil on nork U-omadus ruumis X ;
(iv) ruumi X igal kinnisel hiperalamruumil on nork U-omadus ruumis X .

Markus 7.3. Teoreemidest 7.3 ja 4.4 jareldub, et iildjuhul on alamruumi nork U-
omadus ja U-omadus erinevad moisted: kui X on sile normeeritud ruum, mille kaas-
ruum pole rangelt kumer (selliseid ruume leidub — vt mérkust 6.1), siis teoreemi 7.3
pohjal on ruumi X igal alamruumil nork U-omadus ruumis X, kuid teoreemi 4.4 pohjal

leidub ruumi X alamruum, millel pole U-omadust ruumis X.

Toestame koigepealt teoreemi 7.3 samavédrsuse (i)<>(iii) lokaalse versiooni.

Lause 7.4. Olgu X normeeritud ruum ning olgu x € Sx. Jargmised vaited on sama-

vaarsed:

(i) x on sileduspunkt;
(i) elemendi x lineaarsel kattel (x) on nork U-omadus ruumis X ;

(ii") elemendi x reaallineaarsel kattel (x)r on nork U-omadus ruumiga X assotsiee-

ruvas reaalses ruumis Xg.

TOESTUS. Téhistame Y := (z).

(i)=(ii). Olgu = sileduspunkt ning olgu g € Sy+. Kui f € Sx+ on funktsionaali g
jatk, siis, valides 6 € K, || = 1, nii, et g(fz) = 1, ka f(6z) = 1; seega (arvestades,
et 0z on lause 6.1 pohjal sileduspunkt) funktsionaalil g eksisteerib parajasti tiks normi

sailitav jatk f € X*; niisiis, alamruumil Y on (nork) U-omadus ruumis X.

(ii)=(i). Olgu alamruumil Y (nork) U-omadus ruumis X ning olgu funktsionaalid
f1, f2 € Sx~ sellised, et fi(x) = fo(x) = 1. Siis fi ja fo on funktsionaali g := fi|ly =
foly € Sys (mis saavutab oma normi punktis x € Sy) normi siilitavad jatkud; seega
(alamruumi Y (norga) U-omaduse tottu ruumis X) fi; = fo, aga siit jareldub, et = on

sileduspunkt.

(1)< (ii’) jareldub niitid (jarelduse 6.3 pohjal) juba toestatud samavéérsuse (1)< (ii)

reaalsest juhust. O]
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TEOREEMI 7.3 TOESTUS. (i)=-(ii). Eeldame, et X on sile. Olgu ¥ ruumi X alam-
ruum, olgu g € Sy« selline, et ¢g(y) = 1 mingi y € Sy korral, ning olgu f;, fo € Sx-~
funktsionaali g jatkud, s.t fily = fa]y = ¢. Alamruumi Y nérgaks U-omaduseks piisab
néidata, et fi = fo. Kuna fi(y) = fa(y) = g(y) = 1, siis, arvestades, et eelduse pohjal

y on sileduspunkt, f; = fo, nagu soovitud
(ii)=-(iii) ja (ii)=(iv) on ilmsed ning (i)<(iii) jareldub lausest 7.4.

(iv)=-(i). Kehtigu (iv), olgu z € Sx ning olgu fi, fo € Sx- sellised, et fi(z) =
fo(z) = 1. Implikatsiooni toestuseks piisab néidata, et f; = fo.

Tahistame
Yi={z€X: fi(z) = f2(2)} = ker(f1 — fo).

Kui f; # fs, siis Y on ruumi X kinnine hiiperalamruum, kusjuures f; ja fo on funkt-
sionaali h := fi|ly = faly € Sy« (mis saavutab oma normi punktis = € Sy) erinevad
normi sélitavad jatkud, mis on vastuolus hiiperalamruumi Y norga U-omadusega. Seega

fi = f2, nagu soovitud. 0

Jargnev norga U-omaduse geomeetriline iseloomustus péarineb Lima 1983. aasta
artiklist |L, teoreem 2.2].

Teoreem 7.5 (vt |L, teoreem 2.2]). Olgu Y normeeritud ruumi X kinnine alamruum.

Jargmised vdited on samavddrsed:

(1) alamruumil Y on nork U-omadus ruumis X ;

(ii) mis tahes x € Sx, y € Sy ja e > 0 korral leiduvad r > 0 ja z € Y nii, et

e £ry—z|| <7 +¢ (7.1)

(ii") mis tahes v € Sx, y € Sy ja e > 0 korral

(G B(x+ny,n+5)>ﬂ<[j B(x—ny,n+s)> NY #0; (7.2)

n=1 n=1

(iii) mis tahes x € X, y € Sy ja e > 0 korral leiduvad v > 0 ja z € Y nii, et
kehtib (7.1);

(iii") mis tahes x € X, y € Sy ja € > 0 korral kehtib (7.2).

Mairkus 7.4. Artiklis [L, teoreem 2.2| on toestatud ainult samavidrsus (i)<(ii), kus-
juures on piirdutud vaid reaalse Banachi ruumi juhuga. Kuna iga funktsionaal on iihe-

sel viisil jatkatav alamruumilt selle alamruumi sulundile, siis on lihtne nédha (vaadeldes
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mittetdielikku normeeritud ruumi tema téieldi alamruumina), et see samavéérsus keh-
tib ka normeeritud ruumide jaoks. Lausest 7.2 ndhtub, et samavéérsus (i)<(ii) kehtib
ka komplekssel juhul. Implikatsioon (iii)=-(ii) on ilmne. Kuna tingimused (ii’) ja (iii’)
on lihtsalt vastavalt tingimuste (ii) ja (iii) imberformuleeringud, siis jaab teoreemi 7.5

kehtivuseks toestada implikatsioon (ii)=-(iii).

TEOREEMI 7.5 IMPLIKATSIOONI (ii)=-(iii) TOESTUS. Kehtigu (ii). Kui = 0, siis mis
tahes y € Sy jae > 0 korral ||z £ 1y — 0| = |jy|| < 1 +e.

Olgu x € X\{0},y € Sy jae > 0. Siis Tl € Sx ja ﬁ > 0, seega (ii) pohjal
leiduvad p > 0 ja u € Y nii, et
T £
‘ —— L py—ul| <p+—
] ]
ehk, teisisonu,
e £ lelloy — el < 1 (lello+ <)
— ||z £ ||z|lpy — |z|lu|| < — (||z]lp+ ¢
edl ]l
ehk
|2 Ielloy = ol < llallo +e,
s.t kehtib (7.1), kus r := ||z||p > 0 ja z := ||z||lu € Y. O

Jérgnev teoreem jéreldub vahetult teoreemist 6.7 ja lausest 7.4. Allpool anname
sellele teoreemile iihe geomeetrilise toestuse, mis toetub norga U-omaduse kriteeriumile
teoreemist 7.5. Lause 7.4 (mis on triviaalne) kaudu, annab see veel iihe toestuse teo-

reemi 6.7 samavadrsusele (i)<(iv).

Teoreem 7.6. Olgu X normeeritud ruum ning olgu y € Sx. Jdrgmised vdited on

samavadrsed:
(i) elemendi y lineaarsel kattel (y) on nork U-omadus ruumis X ;

(i) elemendi y reaallineaarsel kattel (y)r on nork U-omadus ruumiga X assotsieeru-

vas reaalses ruumis Xg;
(ii) dhend |J B(ny,n) on lahtine poolruum ruumis X.
n=1

TOESTUS. Lauses 7.4 juba toestatud samavédrsuse (i)<(i’) pohjal piisab piirduda vaid
samavairsuse (1)< (ii) toestamisega.

(i)=(ii). Kehtigu (i). Tdnu juba toestatud samavéérsusele (i)<(i’) voime eeldada,
et X on reaalne ruum. Tahistame B := Ejl B(ny,n). Teoreemi 3.6, (a), pohjal leidub

funktsionaal f € Sy nii, et
Bc{zeX: f(z) <0} = A
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Lemma 3.4, (a2), pohjal piisab implikatsiooni toestuseks niidata, et A C B, s.t fik-
seerides vabalt x € 0A (siis f(x) = 0) ja € > 0, jddb néidata, et

v€B.:={z€X:d(z,B) <e}= UB(ny,n+€)
n=1

(siin viimane vordus kehtib lause 2.5, (b), pohjal). Arvestades, et alamruumil Y := (y)

on eelduse pohjal nork U-omadus ruumis X, leidub teoreemi 7.5 pohjal
> € > €
YN B( , —) N B( —ny, —> .
S (H x+nyn+2 ) (H x nyn—|—2

Niitid lemma 3.4, (b), ja lause 3.2 pohjal

zG(:L’+B%)ﬂ(x—B§)C(:U+A%)ﬂ(x—A§):{u€X: —%<f(u)<§}.

Olgu « € R selline, et z = ay; siis (arvestades, et teoreemi 3.6, (a), pohjal |f(y)| = 1)

g > |f(2)] = |flay)| = |afW)] = lal |[fW)] = lol = ol [yl = llayll = I|=]];

€
seega, valides n € N nii, et z € B(:c —ny,n + 5),

S g
o = nyll =l —ny = =+ 2l < o =y — ol +J2 <n+ S+ 5 =nte,

s.t ¢ € B(ny,n+¢) C B, nagu soovitud.

(ii)=(i). Kehtigu (ii) ning olgu x € Sx jae > 0. Teoreemi 7.5 samavéérsuse (i)< (ii’)

pohjal piisab alamruumi Y := (y) norgaks U-omaduseks ruumis X néidata, et

YN (G B(x+ny,n+6)) N (G B(x—ny,n—i—a)) # 0. (7.3)

n=1 n=1

Kuna eelduse pohjal on B := |J B(ny,n) lahtine poolruum, siis lause 2.5 pohjal on
n=1

ka B. := |J B(ny,n + ¢) lahtine poolruum, s.t mingite f € Sx« ja @ € R korral
n=1
B. ={ue X: Ref(u) <a}. Kuna 0 € B., siis o > 0. Niiiid

DB(m+ny,n+e):x+B€:{z6X: Re f(z) < Re f(z) + a},

n=1

GB(x—ny,n+5):x—B€:{zeX: Re f(z) > Re f(z) — a};
n=1
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niisiis (7.3) on samavéérne tingimusega
{z€Y: Ref(z) —a<Ref(z) <Ref(z)+a}#0,

mille kehtivuseks piisab veenduda, et f|y # 0; see aga jareldub lausest 2.5, (a). ]
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