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1. SIRGED JA TASAPINNAD.
1.1. TASAPIND JA SELLE KUJUTAMINE.

Geomeetria esimeses osas — planimeetrias ehk tasapinna-
geomeetrias — Opitakse tundma tasapinnaliste kujundite oma-
dusi. Geomeetria teise osa — stereomeetria ehk ruumigeomeetria
iilesandeks on uurida ruumilisi kujundeid, s.o. kujundeid, mis
ei asetse koigi oma punktidega iithel ja samal tasapinnal. Iga
kujundi uurimisel on eeskdtt vaja saada kujundist oige kujut-
lus ning osata teda kujutada joonise abil.

Koige lihtsamad kujundid on punkt, sirgjoon ja tasapind;
neid nimetatakse pohikujunditeks. Pohikujundeid me ei defineeri.
Nende abil uurime koiki teisi kujundeid.

Punkte tadhistatakse suurte ladina tdhtedega, nalteks A, B,
C jm., sirgeid véikeste ladina tdhtedega, néiteks s, ¢, u jm., ja
tasapindu véikeste kreeka tdhtedega, niiteks a, B, e jm.

Punkti ja sirge omadused on tuttavad planimeetria kursu-
sest. Tasapinda iseloomustab tema jargmine omadus, nn. tasa-
pinna pohiomadus:

kui tasapinnal ja sirgjoonel on kaks iihist punkti, siis sirg-
joone koik punktid asetsevad sellel tasapinnal.

Sel juhul Geldakse, et sirge asetseb tasapinnal ehk tasa-
pind 1 dbib sirget.

Lauseid «sirge s asetseb tasapinnal a» ja «tasapind a ldbib
sirget s» kirjutame siimbolite abil lithidalt jargmiselt:

SCa-jaie D s.
Mingist ruumiobjektist tasapinnalise kujutise saamiseks
toimime jargmiselt. Valgustame objekti iihest punktist viljuvate

voi paralleelsete valguskiirtega ja joonestame tekkiva varju piir-
joone mingil tasapinnal. Niisugust varjujoonist nimetatakse
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objekti projektsiooniks ehk kujutiseks tasapinnal ning tasapinda,
millel saadakse see joonis, projektsioonipinnaks ehk ekraaniks.
Kiired, mis tekitavad kujutise, on kujutamiskiired ehk projektee-
rivad kiired.

Ruumiobjektist tema tasapinnalise kujutise tuletamine on
teatud liiki geomeetriline teisendus. Neid teisendusi késitlev geo-
meetria osa on kujutav geomeetria.

Soltuvalt kujutamiskiirte vastastikusest asendist eristatakse
kahesuguseid projektsioone, nimelt tsentraalprojekt-
sioone ja paralleelprojektsioone.

Tsentraalprojektsiooniks nimetatakse kujundi projektsiooni
juhul, kui kujutamiskiired lihtuvad iihest punktist.

\ JOON. 1.

Joonis 1 kujutab kolmnurkse piliramiidi OABC tsentraal-
projektsiooni O’A’B’C’ tekkimist ekraanil e. Piiramiidi tippe ja
servi projekteerivad kiired SA, SB jne. viljuvad siin iihest ja
samast punktist S, mida nimetatakse silmapunktiks. Nende kiirte
ja projektsioonipinna l16ikepunktide hulk ongi kujundi projekt-
sioon. Niiteks piiramiidi tipu O projektsioon ekraanil ¢ on punkt
O’, kui punkt O’ on sirge SO ja tasapinna e loikepunkt. Viimast
asjaolu mirgime siimbolites jargmiselt:

O’=S0OXe.

Kui silmapunkt S on lopmata kaugel esemest ja ekraanist,
siis kujutamiskiired on omavahel paralleelsed. .

Projektsiooni, mis saadakse paralleelsete kujutamiskiirtega,
nimetatakse paralleelprojektsiooniks.



Et pédikesekiired on Pédikese viga suure kauguse tottu prak-
tiliselt paralleelsed, siis voib nende poolt mingil tasapinnal teki-
tatud varjusid lugeda paralleelprojektsioonideks (joon. 2). See-
vastu on fotograafilised iilesvotted tsentraalprojektsioonid. Tsent-
raalprojektsioonis tehtud kujutist nimetatakse sagedasti ka pers-
pektiiviks!. See kujutamisviis leiab rakendamist peamiselt
maalikunstis ja arhitektuuris, sest ta voimaldab kujutada ese-
meid nii, nagu neid ndeb meie silm. Kehade kujutamine paral-
leelprojektsioonis aga leiab rakendamist tehnikas ja teaduses,
sest ta voimaldab kergesti keha mootmete kindlakstegemist.

Ruumis oleva tasapinna kujutamiseks eraldame temast mot-
tes tiiki, harilikult ristkiilikukujulise, ning joonestame selle tiiki
paralleelprojektsiooni. Selleks on iildiselt roopkiilik; seepérast

kujutataksegi tasapindu harilikult réopkiilikutena. Nii kujutab joo-
nis 3 kahte rohttasapinda ja joonis 4 iiht roht- ja iiht piisttasa-
pinda. Tasapinna asendi selgitamiseks antakse monikord ré6p-
kiiliku need kiiljed tugevamalt, mis on vaatlejale ldhemal; samal
pohjusel esitatakse 16igud, mis jddvad teise tasapinna varju, kas
kriipsjoonega (nagu tasapinna B puhul joonisel 3) voi jietakse
need 1oigud iildse joonestamata (nagu joonisel 4). Viimasel juhtu-
mil tekitab joonis kujutluse tasapindadest, mis on ldbipaistmatud.

Oige kujutluse saamiseks ruumilistest kujunditest nende joo-
niste jargi peame oskama ndha jooniseid n.-6. «ruumilistena».
Selle kergendamiseks on kasulik korvuti joonistega vaadelda ka
vastavaid mudeleid. Mudelite ehitamisel kasutame tasaseid
vineeri- voi papitiikke (ka joonestuskolmnurki) tasapindadena
ning mitmesuguseid vardaid (ka pliiatseid) sirgetena.

1 perspirere (lad.) — ldbi vaatama.



Ulesandeid.

1. Kuidas saab joonlauaga kontrollida, kas laua pind on
tasane?

2. Esita joonisel tasapind iihes sellele kuuluva kahe I6ikuva

sirgega.

Kujuta joonisel kaks loikuvat piisttasapinda.

Mitu tasapinda ldheb ldbi iihe punkti, 1dbi iihe sirge?

5. Esita joonisel koim tasapinda ldbi iihe sirge.

-y

1.2. TASAPINNA MAARAMINE PUNKTIDE JA
SIRGETE ABIL.

1.2.1. TASAPINNA MAARAMINE KOLME PUNKTI ABIL.
Tasapinna mdédramine punktide ja sirgete abil pohineb jarg-
misel aksioomil (joon. 5,a):

ldbi kolme punkti, mis ei asetse iihel ja samal sirgel, ldheb
iiks ja ainult iiks tasapind.

Sama tosiasja védljendatakse veel kujul:

tasapind on médratud oma kolme punktiga, mis ei asetse
iihel ja samal sirgel.

JOON. 5.

Sellest aksioomist jéreldub nn. tasapindade iihtivuse
teoreem:
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kui kahel tasapinnal on kolm iihist punkti, mis ei asetse
iihel ja samal sirgel, siis need tasapinnad iihtivad,

sest nende kolme punktiga on méaratud ainult iiks tasapind.

Tasapinda, mis on méaratud punktidega A, B ja C, nime-
tame tasapinnaks ABC. Lause «Tasapind a on médratud punkti-
dega A, B ja C» kirjutame lithidalt kujul

a=ABC.

1.2.2. TASAPINNA MUUD MAARAMISE VIISID.

Kolme punktiga méiramise viisi korval leidub veel kolm
tasapinna médidramise viisi. Esitame need koik korraga jargmise
teoreemi néol:

tasapind on midaratud:

1) ithe sirge ja viljaspool sirget asetseva punktiga;
2) kahe loikuva sirgega;

3) kahe paralleelse sirgega.

Toestus. Kui on antud kas sirge ja viljaspool seda aset-
sev punkt voi kaks I6ikuvat sirget voi kaks paralleelset sirget, siis
saab neil kujunditel ikka valida kolm punkti A, B ja C, mis ei
asetse iihel sirgel (joon. 5, b, ¢, d). Need kolm punkti maéra-
vad iihe tasapinna, millel asetsevad antud sirgete iilejdanud punk-
tid. Kui viimaste hulgast valiksime mingi muu mitte {ihel sirgel
asetseva punktide kolmiku A4,, B;, C,, siis nendega maératud tasa-
pind iihtiks tasapinnaga ABC, sest neil tasapindadel oleks kolm
tihist punkti, mis ei asetse iihel sirgel. Seega on nende andmetega
madratud ikka ainult iiks tasapind. Seda aga oligi vaja toestada.

Jooniselt 5 selgub iihtlasi, kuidas kolmest punktist kui tasa-
pinna madramisandmete baasist saab iile minna muudele méaéra-
misandmetele.

Soltuvalt tasapinna madramise viisist saab tasapinda peale
ithe kreeka tdhe tdhistada ja nimetada ka kas kolme punkti, kahe
sirge voi punkti ja sirge tdhiste abil. Nii nditeks tasapind st on
madratud sirgetega s ja f, tasapind Ms on médratud punktiga M
ja sirgega s jne. Kui tasapind a on médératud niiteks sirgetega s
ja t, siis margime seda lithidalt nii:

a=sl.



- Ulesandeid.

6. Sirged a ja b loikuvad punktis C, sirged a ja ¢ punktis B
ning sirged b ja ¢ punktis A, kusjuures A, B ja C on erine-
vad punktid. Ndita, et need kolm sirget asetsevad iihel ja
samal tasapinnal, ja anna tasapinna koik maéadramisviisid
nimetatud kolme punkti ja kolme sirge abil.

7. On antud mittetasane nelinurk ABCD, s.o. nelinurk, mille
koik tipud ei asetse iihel ja samal tasapinnal. Mitu tasa-
pinda ja millised nimelt on méaéiratud selle nelinurga tippu-
dega? Mitmel ja missugustel tasapindadel nimelt asetseb
selle nelinurga kumbki diagonaal?

8. On antud neli punkti, mis ei ole {ihel ja samal tasapinnal.
Kas voib leiduda nende hulgas kolm punkti, mis asetsevad
ithel ja samal sirgel? Mitu sirget ja mitu tasapinda on méé-
ratud nende nelja punktiga?

9. Mitu sirget on maératud n punktiga (n>2)3 kui iikski punk-
tide kolmik pole iihel ja samal sirgel?

10. Mitu tasapinda on médratud n punktiga (n>3), kui iikski
punktide nelik pole iihel ja samal tasapinnal?

11. Paljude aparaatide toeks, nagu fotoaparaat, pikksilm, teodo-
liit jm., tarvitatakse kolme jalaga statiivi. Selgita, miks.

1.3. KAHE SIRGJOONE VASTASTIKUSED ASENDID.
KIIVSIRGED.

Uhe ja sama tasapinna kaks sirget teatavasti kas loikuvad
voi on paralleelsed. Umberp66rdult, kui mistahes kaks sirget 16iku-
vad voi on paralleelsed, siis saab neist ikka ldbi panna tasapinna.

Niitame niiiid, et kahel sirgel ruumis on veel kolmas vas-
tastikuse asendi voimalus. Selleks votame tasapinnal a sirge AB
ja véljaspool sirget punkti C (joon. 6). Kui niiiid valjaspool tasa-
pinda a asetsevast punktist D tombame sirge CD, siis viimane pole
sirgega AB iihel ja samal tasapinnal. Toepoolest, kui leiduks tasa-
pind B, mis ldbiks sirgeid AB ja CD, siis punkte A, B ja C peaks
ldbima kaks mitteiihtivat tasapinda, nimelt tasapind a«, mis ei
sisalda sirget CD, ja tasapind B, mis sisaldab sirge CD. Et punkte
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A, B ja C labib ainult iiks tasapind, milleks on a, siis tasapinda p
pole olemas.

Kahte sirget, mida ei saa ldbida iiks ja sama tasapind, nime-
tatakse kiivsirgeteks.

D

JOON.

Seega on ruumis kaks mitteiihtivat sirget kas 16ikuvad,
paralleelsed voi kiivsed.

Kahe kiivsirge kujutamisel joonestatakse see 51rge katkesta-
tult, mis jaab teise alla voi taha (joon.- 7). Paralleelseid sirgeid,
mis pole joonisepinnal (ekraanil), kujutame jooniselgi paralleel-
setena. See on oigustatud eeldusel, et kujutamine toimub paral-
leelsete kiirte abil.

Ulesandeid.

12. Mitu kuubi serva l6ikuvad iihe servaga, on paralleelsed iihe
servaga, on kiivsed {ihe servaga?

13. Mitu risttahuka serva loikuvad, mitu on paralleelsed ja milu
on kiivsed risttahuka iihe diagonaaliga?

14. Kui palju on horisontaalseid ja kui palju vertikaalseid sir-
~geid, mis ldbivad antud punkti?

15. Mitu horisontaalset sirget saab joonestada antud vertikaal-
sel tasapinnal ldbi antud punkti?

16. Kuidas asetsevad teineteise suhtes mittetasase nelinurga
diagonaalid? ;



1.4. KAHE TASAPINNA LOIKEJOON.

Kui kahel tasapinnal on iihiseid punkte, aga tasapinnad ei
tihti, siis Geldakse, et nad 16ik uv ad. Meie kujutluse jargi kahel
16ikuval tasapinnal ei saa olla ainult {iksikuid {ihiseid punkte,
vaid neil peab olema {ihine joon. Viimast nimetatakse tasa-
pindade loikejooneks. Toestame, et

kahe tasapinna ldikejoon on sirge.

Toestus. Kui kahe tasapinna o ja p l6ikejoon ei oleks sirge
(joon. 8), siis peaks ta olema kover. Koverjoonel on voimalik
valida kolm punkti K, L ja M nii, et nad ei asetse iihel sirgel. Need
kolm mitte {ihel sirgel asetsevat punkti oleksid siis tasapindade «
ja p iihised punktid ning jéarelikult peaksid need tasapinnad {ihti-
ma. Et antud tasapinnad eelduse jargi ei {ihti, siis ei saa nende
loikejoonel olla kolme punkti, mis ei asetse iihel sirgel; jérelikult
peab loikejoon olema sirge. Sellega on teoreem toestatud.

Toetudes iilalantud teoreemile saab néidata, et nii tsentraal-
kui ka paralleelprojektsioonis

sirgjoone kujutis on iildiselt sirge, erijuhul aga punkt.

M JOON. 8.

g
\s
s . Al B
O & sI
JOON. 9. €

Sirgjoone s punktide A, B ja C kujutamiskiired AA’, BB’ ja
CC’ kas viljuvad koik iihest punktist voi on paralleelsed (joon.9).
Nii {ihel kui teisel juhul asetsevad nad koik iihel ja samal tasa-
pinnal B, s.t. sirge s kujutamiskiirte tasapinnal, mis on maaratud
sirgega s ja iihe kiirega, niiteks kiirega AA’. Sirge s kujutiseks
ekraanil ¢ on tasapindade B ja e loikejoon s/, mis teatavasti on
sirge.

Kui sirge s iihtib ithe kujutamiskiirega, siis selle kiire ja
ekraani 16ikepunkt on sirge koigi punktide kujutiseks.
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1.5. SIRGE JA TASAPIND.

1.5.1. SIRGE JA TASAPINNA VASTASTIKUSED ASENDID.

Tasapinna pohiomadusest selgus, et kui sirgel on tasapin-
naga kaks iihist punkti, siis sirge koik punktid on tasapinnal.
Kui sirgel ja tasapinnal on iiksainus i{ihine punkt, siis 0el-
dakse, et sirge ja tasapind 16iku-
vad. Kui neil aga pole iihtki iihist
punkti, siis Geldakse, et sirge ja ta-
sapind on paralleelsed. Muid
voimalusi ilmselt olla ei saa. Niisiis ; Ji!
on ruumis igal sirgel iga tasapinna ]
suhtes iiks jargmisest kolmest asen-
dist: sirge kas asetseb (ehk on) a
tasapinnal, 16ikab tasapinda voi
on tasapinnaga paralleelne.

Nende  tosiasjade markimiseks
kasutame siimboleid = (asetseb), = (ldbib), X (loikab) ja || (on
paralleelne). Nii kirjutame allantud lauseid lithidalt jargmiselt:

JOON. 10.

sirge s asetseb tasapinnal a St

sirge ¢ labib punkti M t oM,
sirge u loikab tasapinda B uXp;

sirge v on paralleelne tasapinnaga vy olly.

Kahe kujundi, néiteks sirge « ja tasapinna B l6ikumise iiles-
kirjutust uXp kasutame {iihtlasi ka nende l6ikekujundi maérkimi-
seks. Nii kirjutame lause «Sirge u ja tasapinna B loikepunkt on
A» kujul

uxXp=A
ja lause «Tasapinnad a ja B 10ikuvad modda sirget s» kujul
aXp=s.
Eelneva pohjal kirjutus
(aXp) oM

tdhendab, et tasapindade a ja B loikesirge ldbib punkti M.
Kahe kujundi mingi vastastikuse asendi eitamist margitakse
vastava mérgi labitombamisega.
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1.5.2. SIRGE JA TASAPINNA PARALLEELSUSE TUNNUS.

Sirge ja tasapinna vastastikuse asendi uurimisel on otstar-
bekohane kasutada jargmist teoreemi, mida nimetatakse ka
sirge ja tdsapinna ‘paralleelsuse tunnuseks:

kui sirge, mis pole .tasapinnal, on paralleelne tasapinnal
asetseva sirgega, siis ta on paralleelne ka selle tasapin-
naga.

Eeldus. s ei asetse tasapinnal a; {<a; sl (joon. 10).
Viide. sla.

Toestus. Sirged s ja ¢t madravad tasapinna f, mis 16ikub
tasapinnaga a moodda sirget £. Kui sirge s l16ikuks tasapinnaga a,
siis nende 16ikepunkt X oleks nii tasapinnal B kui ka tasapinnal a,
jarelikult asetseks ta nende tasapindade 16ikesirgel f. Seega oleks
punkt X sirgete s ja ¢ iithine punkt. Kuid eelduse jéargi neil sirgeil
iihist punkti pole ning seepdrast ei saa sirge s loikuda tasapin-
naga a, vaid on temaga paralleelne. :

Sellest teoreemist jareldame, et

sirge, mis on paralleelne kahe tasapinna loikejoonega ega
asetse kummalgi tasapinnal, on molema tasapinnaga
paralleelne,

sest ta on paralleelne sirgega, mis asetseb nii iihel kui ka teisel
tasapinnal.

Ulesandeid.

17. Kuidas voib asetseda tasapinnaga paralleelne sirge sellel
tasapinnal antud sirge suhtes?

18. Mitu sirget saab panna ldbi véljaspool tasapinda antud
punkti paralleelselt antud tasapinnaga?

19. Niita, et risttahuka iga serv on paralleelne kahe tahuga.

20. Antud on tasapind ja sellega paralleelne sirge. Toesta, et
seda sirget ldbiva tasapinna ja antud tasapinna loikejoon on
paralleelne antud sirgega.

21. Tasapinnast o iihel pool on antud punkt A ja teisel pool
punkt B. Labi nende punktide on pandud kaks paralleelset
sirget, mis loikavad tasapinda a vastavalt punktides A, ja B,
(joon. 11). Leia punkt, kus sirge AB loikab tasapinda a.
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JOON. 11.
l 81
Ay a

/ JOON. 12.

s
Vi e
Lot

22. Joonisel 12 on antud kahe tasapinnatiiki kujutiste piirjooned
ja nende tasapindade 16ikejoone kaks punkti. Esita joonisel
nende tasapindade l6ikumine, s.t. joonesta nende 16ikejoon
ja tomba tugevamalt kummagi tasapinnatiiki piirjoone need
osad, mis on ndhtavad. (Ulesandel on kaks lahendust.)

23. Piiramiidi SABC tahul SAB on antud punkt M ja tahul SBC
punkt N (joon. 13). Tee joonis ja esita sellel:

1) tasapindade SMN ja SAB l6ikejoon;

2) tasapindade SMN ja SBC loikejoon;

3) tasapindade SMN ja ABC loikejoon;

4) sirge MN ja tasapinna ABC loikepunkt;

5) tasapindade SMN ja SAC loikejoon;

6) sirge MN ‘ja tasapinna SAC 16ikepunkt.

24,

Téhista saadud loikekujundid ja
avalda nad andmete kaudu.
Niiteks, kui sirge MN ja tasa-
pinna SAC loikepunkt on P, siis

P=MN XSAC.

Piiramiidi SABC serval SA on an-
tud punkt M, serval SB punkt N
ja serval SC punkt P. Tee joonis
ja leia sellel:

1) punktid, kus sirged MN, NP
ja PM loikavad tasapinda ABC;
2) tasapindade ABC ja MNP
1oikejoon.

JOON. 13.
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1.6. KAHE TASAPINNA PARALLEELSUS.

1.6.1. KAHE TASAPINNA PARALLEELSUSE DEFINITSIOON JA
TUNNUS.

Kaht tasapinda nimetatakse paralleelseteks, kui neil ei leidu
ithtki {ihist punkti.

Et tasapinnad voivad olla paralleelsed, seda nditab jérg-
mine kahe tasapinna paralleelsuse tunnus:

kaks tasapinda on paralleelsed, kui iihe tasapinna kahest
Ioikuvast sirgest kumbki on paralleelne teise tasapinnaga.

Eeldus. sXt; a=st; slIp; tlIp (joon. 14).
Viide. all.

JOON. 14.

Toestus. Tasapinnad o ja B ei iihti, sest sirged s ja ¢ on
tasapinnal a, kuid mitte tasapinnal . Kui tasapinnad a ja p 16i-
kuksid, siis nende loikesirge x, olles tasapinnal a, 16ikuks védhe-
malt ithega sirgetest s ja £, kuna teisega neist ta voib olla paral-
leelne. Loikugu ta néiteks sirgega s punktis X. See punkt X oleks
siis sirge s ja tasapinna B loikepunkt. Kuid eelduse jérgi on sirge
s paralleelne tasapinnaga . Jérelikult ei saa tasapinnad a ja B
16ikuda, vaid peavad olema paralleelsed. Seda oligi vaja toestada.

Selles teoreemis eeldasime, et s||p ja #l|p. Eelmises paragrah-
vis toestatud teoreemi jargi on aga niisugused eeldused tdidetud,
kui sirged s ja ¢ on vastavalt paralleelsed kahe 16ikuva sirgega
u ja v, mis on tasapinnal B, s.t. kui sllu ja f[lv. Kasutades neid
tingimusi vasttoestatud teoreemi eelduses, voime sonastada nn.
tasapindade paralleelsuse tunnuse jiargmiselt:

kaks tasapinda on paralleelsed, kui iihe tasapinna kaks
loikuvat sirget on vastavalt paralleelsed teise tasapinna
kahe sirgega.
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1.6.2. PARALLEELSETE TASAPINDADE POHIOMADUS.

Paralleelsete tasapindade Ioikamisel tasapinnaga tekivad
paralleelsed loikesirged.

Eeldus. allf; aXy=s; pXy=t (joon. 15).
Viide. slt.

Toestus. Sirged s ja ¢, olles

ithel ja samal tasapinnal vy, kas 16i-

kuvad voi on paralleelsed. Kui sirged
s ja t loikuksid, siis nende l6ikepunkt
X asetseks tasapinnal a, sest sirge s
koik punktid asetsevad tasapinnal a;
samuti asetseks punkt X tasapinnal

B, sest sirge f koik punktid asetse-
vad tasapinnal B. Seega oleks X ta- B t

iihist punkti neil tasapindadel olla ei

sapindade a ja B iihine punkt. Kuid . V

saa, sest allp. Jdrelikult s ja ¢ ei 10i-

ku, vaid on paralleelsed.

26.

JOON. 15.

Ulesandeid.

. Toesta, et risttahuka vastastahkude tasapinnad on paral-

leelsed.

Eeldades, et ruumis saame igal antud voi vabalt voetud
tasapinnal teostada planimeetriast tuntud konstruktsioone,
koosta kava jargmiste konstruktsiooniilesannete lahendami-
seks ruumis:

1) ldbi antud punkti panna mingi sirge, mis on paralleelne
antud tasapinnaga;

2) ldbi antud punkti asetada tasapind, mis on paralleelne
antud tasapinnaga (mis ei ldbi antud punkti);

3) ldbi iihe kahest antud kiivsirgest panna tasapind, mis
on paralleelne teise antud sirgega.
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1.7. KOLME TASAPINNA VASTASTIKUSED
ASENDID.

Kolm tasapinda voivad asetseda nii, et
1) neil pole iihtki loikesirget (joon. 16); sel juhul tasa-
pinnad on paralleelsed;

JOON. 16.

/ 4 JOON. 17.

2) neil on iiks loikesirge (joon. 17); sel juhul need tasa-
pinnad kuuluvad iihte tasapindade kimpu;
3) neil on kaks loikesirget (joon. 15); sel juhul kaks
tasapinda nende hulgast on paralleelsed;
4) neil on kol m loikesirget (joonised 18 ja 19).
Viimasel juhul on kolme tasapinna loikesirgetel kaks vas-
tastikuse asendi voimalust, nagu selgub jargmisest teoreemist.

Kolme tasapinna 10ikesirged on kas paralleelsed voi 10iku-
vad iithes ja samas punktis.

Eeldus. aXf=c; pXy=a; aXy=b (joonised 18 ja 19).

Vaide. 1) Kui axb=P, siis cD P (joon. 18).
2) Kuiajab ei l6iku, siis allb, allc ja bllc (joon. 19).

Toestus. Sirgetest @, b ja ¢ saab koostada kolm sirgete
paari, nimelt paari a ja b, paari a ja ¢, paari b ja c. Neist esi-
mene paar on tasapinnal vy, teine tasapinnal B ja kolmas tasa-
pinnal a. Jdrelikult pole nende sirgete hulgas kiivsirgeid.

Kui iiks paar sirgeid, néiteks a ja b, 16ikuvad (joon. 18), siis
nende 10ikepunkt P on nii tasapinnal a, kus asetseb sirge b, kui
ka tasapinnal B, kus asetseb sirge a. Niisiis on punkt P tasa-
pindade « ja B ithine punkt ja jdrelikult asetseb nende tasapin-
dade loikesirgel ¢. Sel juhul sirged a, b ja c¢ loikuvad iihes ja
samas punktis P.
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JOON. 18. JOON. 19.

Kui a ja b ei 16iku, siis allb, sest nad ei ole kiivsirged. Kuid
siis ka allc ja bllc, sest a ja ¢ vdi b ja c¢ 16ikumise puhul jérel-
duks toestuse eelmise osa pohjal, et ka a ja b 16ikuvad.

Ulesandeid.

27. Paiguta kolm papitiikki kui tasapinna mudelid iiksteise
suhtes niisugusesse asendisse, et nende loikesirgete hulgas
on iiks paar, kaks paari, kolm paari ristuvaid sirgeid.

28. On antud kiivsirged x ja y ning esimesel neist punktid A ja
B, teisel C. Missugused tasapinnad on médratud nende
punktide ja sirgetega? Kuidas asetsevad nende tasapindade
loikesirged iiksteise suhtes?

1.8. KOLM PARALLEELSET SIRGET.

Toetudes eelmisele teoreemile, saab nédidata, et ruumigeo-
mectrias jddb oigeks jargmine tasapinnageomeetriast tuntud teo-
reem:

kui kumbki kahest sirgest on paralleelne mingi kolmanda
sirgega, siis nad on ka teineteisega paralleelsed.

Eeldus. allc; bllc (joon. 20).
Viaide. alib.

2 Matemaatika XI kl. A



Toestus. Sirged a ja
¢ médaravad tasapinna f, sir-
ged b ja ¢ tasapinna a. Need
tasapinnad ei-saa olla paral-
leelsed, sest neil on iithine sir-
ge ¢. Seega tasapinnad a ja
B kas iihtivad voi l6ikuvad.
Kui o ja g iihtivad, siis on sir-
JOON. 20. ged a, b ja c iihel ja samal

tasapinnal ning vastav teo-

reem on toestatud planimeet-
ria kursuses. Kui aga tasapinnad a ja B loikuvad (joon.20), siis
votame sirgel a mingi punkti A; koos sirgega b médérab see tasa-
pinna y=Ab. Tasapindade a, B ja y loikesirgetest iiks paar sir-
geid on paralleelsed, nimelt blc. Kuid siis on eelmise teoreemi
pohjal ka tasapindade y ja B loikesirge paralleelne sirgega c,
jdrelikult iihtiv sirgega a, sest 1dbi punkti A ldheb tasapinnal B
ainult {iks sirge paralleelselt sirgega c¢. Sama teoreemi pohjal on
tasapindade B ja y loikesirgega a iihtlasi paralleelne sirgega b,
jarelikult allb.

Ulesandeid.

29. Toesta, et risttahuka iga serv on paralleelne kolme ser-
vaga.

30. Toesta, et risttahuka iga diagonaalipaar asub iihel tasapin-
nal, nn. diagonaaltasapinnal; jarelda, et rist-
tahuka diagonaalid 16ikuvad koik iihes ja samas punktis,
mis poolitab diagonaale.

31. Joonesta risttahuka 16ige tasapinnaga, mis on médratud
diagonaalipaariga.

1.9. VASTAVALT PARALLEELSETE HAARADEGA
NURGAD.

1.9.1. VASTAVALT PARALLEELSETE HAARADEGA NURKADE
OMADUS.

1. Toestame, et ka ruumis
vastavalt paralleelsete ja samasuunaliste haaradega nurgad
on vordsed.
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Eeld ustslu;  tlvy: ski=K: uXo=L
(joon. 21). ¢ /"

Vaiide Zst=-Luv.

Toestus. Votame kiirel s vabalt punkti
A ja kiirel ¢t vabalt punkti D. Sirgetega s ja u
madratud tasapinnal su joonestame 1dbi punkti \
A sirge AB paralleelselt sirgega KL; samuti ol,-" |_-s
joonestame sirgega KL paralleelse sirge DC ta- A
sapinnal tv. Tekkinud nelinurgad ABLK ja ¥
DCLK on roopkiilikud. Et roopkiiliku vastas-  joon. o1
kiiljed on vordsed, siis

AB=KL=DC.

Sirged AB ja DC, mis on paralleelsed sirgega KL, on eelmise teo-
reemi jiargi ka teineteisega paralleelsed. Seega nelinurk ABCD
on roopkiilik, sest tal on {iks paar paralleelseid ja vordseid vas-
taskiilgi. Roopkiiliku vastaskiilgede vordsuse tottu

AK=BL, KD=LC ja AD=BC.
Kolmnurkade vordsuse tunnuse kkk jargi seega
AAKD=ABLC,
millest jareldub, et
ZK=ZL,

mida oligi tarvis- toestada.

1.9.2. KAHE KIIVSIRGE VAHELINE NURK.

Eelmine teoreem voimaldab defineerida nurka kahe kiivsirge
vahel: kahe kiivsirge s ja ¢ vaheliseks nurgaks nimetatakse nurka
kahe loikuva sirge s’ ja ¢’ vahel, kui need sirged on vastavalt
paralleelsed antud kiivsirgetega s ja ¢ (voi iiks neist iihtib iihega
sirgetest s ja ¢). Niisiis (joon. 22), kui

R G E S
siis
Z:8't = Zst.

= 19
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JOON. 22.

Nii defineeritud nurga s’¢#’ suurus ei soltu nurga tipu P
asukohast, sest vottes nurga tipuks mingi teise punkti Q ja joo-
nestades 1dbi Q kaks sirget s” ja ¢ nii, et

s”|ls ja t”||¢,
saame eelnenud teoreemi pohjal toestada, et
Sl =i ST
Kui kahe kiivsirge vaheline nurk osutub tdisnurgaks, siis

Oeldakse, et kiivsirged ristuvad. Nende sirgete puhul jddb
kehtima planimeetriast tuntud teoreem:

kui sirge on risti iihega kahest paralleelsest sirgest, siis ta
on risti ka teisega.

1.9.3. PARALLEELPROJEKTSIOONI OMADUSI.

Néditame, et ruumikujundite paralleelprojektsioonidel on
jargmised omadused.

1) Sirged, mis on paralleelide projektsioonideks, on paral-
leelsed.

Paralleelsete sirgete s ja ¢ kujutamiskiirte tasapinnad g ja y
on paralleelsed, sest sirge s ja teda 16ikav mingi kujutamiskiir u
tasapinnal B on vastavalt paralleelsed sirgega ¢ ja teda loikava
mingi kujutamiskiirega v tasapinnal y (joon. 23). Paralleelsete
tasapindade B ja y loikamisel tasapinnaga e tekivad paralleelsed
16ikesirged s’ ja ¢/, mis ongi sirgete s ja ¢ kujutisteks.

2) Paralleelsed sirgloigud on vordelised oma paralleelpro-

jektsioonidega.

Olgu A’B’ ja C’D’ paralleelsete 16ikude AB ja CD kujutised
tasapinnal e (joon. 24). Votame kiirel BB’ punkti B” nii, et
AB”"||A’B’, ja kiirel DD’ punkti D” nii, et CD”||C’D’. Et eelmise
teoreemi jargi A’B’||C'D’, siis ka AB”||CD”; seega kolmnurga
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ABB” koik kiiljed on vastavalt paralleelsed kolmnurga CDD” kiil-
gedega. Kuid siis nende kolmnurkade nurgad on vastavalt vord-
sed ning kolmnurgad ise sarnased; seetottu

et Ok

(LT [

JOON. 23

Neid

ning

32.

33.

34.

JOON. 24.

AB AB"=€CD: CD".

Et nelinurgad AB”B’A’” ja CD”D’C’ on roo6pkiilikud, siis
AB"= AR =CP" =C"D’.

vordusi eespool leitud vordes arvestades saamegi, et

ABF A Bl=0DS.CD

Erijuhtumil, kui ABl|le, nelinurk ABB’A’ osutub roopkiilikuks
siis A’B’=AB ja A’B’||AB. Sellega oleme toestanud, et

3) ekraaniga paralleelne 16ik on vordne ja paralleelne oma
paralleelprojektsiooniga.

Ulesandeid.

Too risttahuka servade juurest néiteid l6ikuvatest ristsir-
getest ja kiivsetest ristsirgetest.

Pohjenda vaidet, et ristkiiliku paralleelprojektsioon on iildi-
selt roopkiilik.

Pohjenda viidet, et korrapdrase kuusnurga paralleelprojekt-
sioonil on vastaskiiljed vordsed ja paralleelsed ning vastas-
tippe iihendavad diagonaalid poolituvad nende loikepunktis.

. Nimeta moni korrapdrase kuusnurga omadus, mis jdib paral-

leelprojektsioonis piisima, ja moni omadus, mis ei jda piisima.
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1.10. KAHETAHULINE NURK.

Kahe tasapinna loikumisel tekib neli kahetahulist
nurka. Kui korvaldada teisele poole tasapindade lGikesirget jada-
vad pooltasapinnad, siis saame iihe kahetahulise nurga. Tasa-
pindade loikesirget nimetatakse selle kahetahulise nurga servaks

ja kahetahulist nurka moodustavaid pooltasapindu — selle nurga ,
tahkudeks.

Kahetahuline nurk on kujund, mille moodustavad kaks
iihest ja samast sirgest vdljuvat pooltasapinda.

Kahetahulise nurga suurust moodetakse tema joonnurga
abil. Selleks on nurk kahe kiire vahel, mis molemad on tommatud
kahetahulise nurga serva iihest ja samast punktist risti kahetahu-
lise nurga servaga ning millest iiks on iihel tahul, teine teisel
tahul. Niisiis, joonestades kahetahulise nurga serva s mingist
punktist tahul o kiire « nii, et #_Ls, ja tahul g kiire v nii, et o _Ls,
saamegi kahetahulise nurga joonnurga uov (joon. 25).

JOON. 25.

JOON. 26.

Kahetahulise nurga joonnurga suurus ei soltu nurga tipu,
asukohast kahetahulise nurga serval.

Selle toestamiseks vordleme kahetahulise nurga joonnurki,
mille tippudeks on mingid kaks punkti A ja B (joon. 26). Et joon-
nurkade haarad on risti kahetahulise nurga servaga, siis nurgad
A ja B on vastavalt paralleelsele ja samasuunaliste haaradega
nurgad. Seega LA=ZB.

Nii on siis iiksk6ik, missuguse punkti kahetahulise nurga
serval votame joonnurga tipuks.

Vastavalt oma joonnurga suurusele on kahetahuline nurk kas
tais-, terav- voi niirinurk. Kahetahulised nurgad on vordsed, kui
nende joonnurgad on vordsed.
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Kui kahetahulise nurga joonnurk on tiisnurk, siis deldakse,
et tasapinnad ristuvad; lihidalt (joon. 25):

kui Zuv=90° siis a-lp.

Kui kaks loikuvat tasapinda ei ristu, siis nende loikumisel
tekkinud kahetahulistest nurkadest kaks nurka on teravnurgad ja
kaks niirinurgad. Siis loetakse kahe tasapinna vaheli-
seks nurgaks harilikult nende 16ikumisel tekkinud terav-
nurka. Sama nurka nimetatakse ka iihe tasapinna kalde-
nurgaks teise tasapinna suhtes.

Ulesandeid.

36. Toesta, et tasapind, mis on risti iihega kahest paralleelsest
tasapinnast, on risti ka teisega.

37. Selgita, missuguseid nurki voiks nimetada kahetahulisteks
korvalnurkadeks, missuguseid kahetahulisteks tippnurkadeks.

1.11. RUUMINURK.
1.11.1. RUUMINURGA MOISTE.

Kui kolme tasapinna l6ikesirged ldbivad iihist punkti, siis
tekib selle punkti juures kaheksa kolmetahulist nurka
(joon. 27).

Uhes punktis voib l16ikuda ka enam kui kolm tasapinda —
iildiselt n tasapinda. Kujundeid, mis
tekivad tasapindade loikumisel iihes
punktis, nimetatakse ruuminurkadeks.
On loikuvaid tasapindu nditeks viis,
siis tekib viietahuline nurk (joon. 28).
Ruuminurga igal tahul asub kaks
nurga serva, mille vahel on ruuminur-
ga iiks tasanurk. On selge, et n-tahu-
lisel nurgal on n serva ja n tasanurka.

Kui ruuminurga l6ikumisel tasa-
pinnaga, mis loikab koiki servi, saa- Sobat. o
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JOON. 29.

dakse kumer hulknurk nagu joonisel 28, siis nimetatakse ruumi-
nurka kumeraks. Kumera ruuminurga iihegi tahu tasapind ei
Ioika seda nurka; mittekumera ruuminurga mone tahu tasapind
aga loikab seda nurka (joon. 29).

1.11.2. TEOREEM KOLMETAHULISE NURGA TASANURKADEST.

Kolmetahulise nurga iga tasanurk on vidiksem kui iilejdé-
nud tasanurkade summa.

Olgu kolmetahulise nurga Oabc tasanurkadest nurk ab koige
suurem (joon. 3Q). Toestame, et

Zab< Lac+ Zeb.

Kui see vdide on oige koige suurema tasanurga kehta, siis
on ta kindlasti oige ka teiste tasanurkade kohta.

Toestuseks joonestame tipust O tahul ab kiire d nii, et Zad=
= Zac, ja votame Kkiirtel ¢ ja d vastavalt punktid C ja D nii, et
OC=0D. Loikame niiiid kolmetahulist nurka tasapinnaga, mis
1dbib punkte D ja C ning loikab servi a ja b. Loige on kolmnurk
ABC. Selles

AD+DB<AC+CB,

sest kolmnurga ABC kiilg AB onviiksem teiste kiilgede summast.

Et kolmnurkadel AOD ja AOC on peale iihise kiilje AO veel
iiks paar vordseid kiilgi, nimelt OD=0C, ning ithed nurgad on
vordsed, nimelt ZAOD= ZAOC, siis on need kolmnurgad vord-
sed: seega ka nende kolmandad kiiljed on vordsed:

AD=AC.
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Lahutades iilalsaadud vorratuse pooltest vordsed liitkmed AD
ja AC, leiame, et

DB<CB.

Edasi vaatleme kolmnurki BOD ja BOC. Neil on peale iihise
kiilje BO veel iiks paar vordseid kiilgi, nimelt OD=0C, aga kol-
mandad kiiljed DB ja CB eiole vordsed: DB<CB. Kui kolmnurka
BOC poorata timber kiilje BO kolmnurga BOD peale, siis punktid
D ja C satuvad iihele ja samale ringjoonele, mille keskpunktiks on
0, ja vorratuse DB<CB tottu kiir OD jddb nurga BOC sisse.

0 JOON. 30.

JOON. 31.

Seega
ZBOD< £ZBOC

ehk
Zdb< Zcb.

Liites selle vorratuse vasaku poolega nurga ad ja parema
poolega niisama suure nurga ac, saame

Zad+ Zdb< Zac+ Zcb
ehk
Zab< Zac+ Zcb,

mida oligi tarvis toestada.

Jareldus. Kolmetahulise nurga iga tasanurk on suurem
kui kahe iilejddnud tasanurga vahe,

sest kui Lab< Zac+ ZLcb, siis Lab— ZLac< Zcb.
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1.11.3. TEOREEM RUUMINURGA TASANURKADE SUMMAST.

Kumera ruuminurga tasanurkade summa on viiksem kui
tdispoore.

Olgu Oabcdef mingi kumer ruuminurk. Toestame, et

Zab+ ZLbc+ ZLed+ ... + Lfa<360°.

Toestuseks l6ikame ruuminurka mingi tasapinnaga. Loige on
kumer hulknurk ABCDEF (joon. 31). Selle iga tipu juures lei-
dub kolmetahuline nurk, mis asub piiramiidi OABCDEF sees. Et
kolmetahulise nurga iga tasanurk on vidiksem kui kahe iilejaianud
tasanurga summa, siis tipu A juures

ZFAB< LFAO+ £OAB,
tipu B juures

ZABC< ZLABO+ ZOBC jne.,
lopuks tipu F juures

ZEFA< ZEFO+ ZOFA.

Nende vorratuste vasakute poolte summa on hulknurga
ABCDEF sisenurkade summa, seega (n—2) - 180° kus n on hulk-
nurga tippude arv. Vorratuste paremate poolte summa on kolm-
nurkade OAB, OBC,..., OFA sisenurkade summa ilma tipu O
juures olevate nurkade summata. Tahistame viimase summa
tahega x; siis vorratuste poolte liitmisel saame, et

(n—2) - 180°<n - 180°—x
ehk

x+n-180°—360° <n - 180°
ehk

X< 360°,

Et x on antud kolmnurga tasanurkade summa, siis on teo-
reem toestatud. :

Kaks ruuminurka on vordsed, kui neid saab teineteise sisse
mahutada nii, et koik ithe ruuminurga servad iihtivad teise vasta-
vate servadega. Vordsete ruuminurkade koik tasanurgad ja koik
kahetahulised nurgad on vastavalt vordsed ja iihteviisi asetatud.

26



38.

39.

40.

41.

42,

43.

44.

45.

Ulesandeid.

Kolmetahulise nurga iiks tasanurk on 75° ja teine 126°.
Missugustes piirides on kolmanda tasanurga suurus?
Kolmetahulise nurga Oabc serval a on antud punkt P,
serval b punkt Q ja tahul ac punkt R. Esita joonisel kolme-
tahulise nurga loige tasapinnaga PQR.

Kolmetahulise nurga Oabc serval a on antud punkt P,
tahul ab punkt Q ja tahul ac punkt R. Esita joonisel kolme-
tahulise nurga 10ige tasapinnaga PQR.

Kolmetahuline nurk Oabc on loigatud kahe tasapinnaga,
millest {iks 16ikab servi a, b ja c¢ vastavalt punktides 4, B
ja C, teine vastavalt punktides K, L ja M. Esita joonisel
tasapindade ABC ja KLM loikejoon.

Mitu kahetahulist ja mitu kolmetahulist nurka on kuubil?
Kui suur on kuubi kolmetahulise nurga tasanurkade summa?
Kolmetahulise nurga kaks tasanurka on 45° ja nende kahe
tahu vaheline nurk on tédisnurk. Kui suur on kolmas tasa-
nurk?

Nédpundide. Joonesta antud kahetahulise nurga joon-
nurk ja uuri tekkinud kolmnurki.

Kolmetahulise nurga kaks tasanurka on molemad 30° ja
nende kahe tahu vaheline nurk on tdisnurk. Kui suur on
kolmas tasanurk?

Kolmetahulise nurga koik tasanurgad on 60°. Arvuta kahe-
tahuliste nurkade suurused.

1.12. TASAPINNA NORMAAL.
Loigaku sirge s tasapinda a punktis A (joon. 32). Votame

tasapinnal a mingi sirge ¢ ja leiame sirgete s ja ¢ vahelise nurga
st. Kui sirge ¢ ei 1dbi punkti A4, siis sirged s ja ¢ on kiivsirged
ja nendevahelise nurga leidmiseks votame ldbi punkti A sirge ¢;il¢
(1:9.2.).

Kui Zst on tdisnurk ja jddb tdisnurgaks ka sirge f mistahes

asendi puhul tasapinnal a, siis iitleme, et tasapind « ja sirge s on
teineteisega risti (joon. 33). Tasapinnaga ristuvat sirget nime-
tatakse ka tasapinna normaaliks. Niisiis,
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sirget nimetatakse tasapinna normaaliks, kui ta on risti
koigi selle tasapinna sirgetega.

Sirget, mis tasapinda 16ikab, kuid ei ole sellega risti, nime-
tatakse selle tasapinna suhtes kaldsirgeks.

Tasapinna normaali olemasolu selgub jargmisest teoreemist,
mida nimetatakse ka sirge ja tasapinna ristseisu
tunnuseks.

Kui tasapinda 16ikav sirge on risti selle tasapinna kahe 10i-
kuva sirgega, siis see sirge on tasapinna normaal.

'Eeldus. slt; slu; tXu; tu=a (joon. 34).
Viide. sla.

e
7/
7
\ JOON. 34.

Toestus. Sirge s ristumiseks tasapinnaga a on antud defi-
nitsiooni jdrgi tarvis, et sirge s ristuks i g a sirgega, mis asetseb
tasapinnal a. Ilmselt sirge s ristub iga sirgega, mis on paralleelne
sirgega f voi u. Toestamiseks votame seepérast tasapinnal a mis-
tahes kolmanda sirge v, mis 16ikab sirgeid ¢ ja u, ja nditame, et
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s Lov. Kui sirge v ei labi punkti O=sXa, siis votame ldbi punkti O
sirge vllv ja nditame, et s L v;. Sellest jareldub siis, et s Lov. Kui
sirged ¢ ja u ei 1dbi punkti O, siis votame 1dbi punkti O sirged ?,
ja uy nii, et |l ja u)llu. Eeldusest jdreldub, et siis s L#; ja s Lu.
Edasi tdiendame joonist veel jargmiselt:

1) margime sirgel s punktid M ja N nii, et OM=O0N;,

2) votame sirgetel ¢, ja u, punktid A ja B nii, et sirge AB
loikab sirget v,; tdhistame loikepunkti tdhega C;

3) iihendame punktid A, B ja C punktidega M ja N.

Nii saadud kolmnurkadest on (tunnuse knk pohjal)
AOAM=AO0AN ja AOBM=AO0OBN,
millest jédreldub, et
AM=AN ja BM=BN.
Kuid siis
AABM= AABN,

sest {ihe kolmnurga kiiljed on vastavalt vordsed teise kolmnurga
kiilgedega. Sellest ndeme, et LCBM= ZCBN. Vorreldes niiiid
kolmnurki CBM ja CBN, selgub, et ka need on vordsed, millest
omakorda jdreldub, et CM=CN. Kuid siis kolmnurk MNC on
vordhaarne ja tema aluse MN mediaan CO on risti alusega; nii-
siis, sL v, ja seega s.lu.

Et sirge s on eelduse jédrgi risti tasapinna a kahe loikuva
sirgega t ja u ning toestuse jargi risti ka mistahes kolmanda sir-
gega v, mis asetseb tasapinnal a, siis on ta risti selle tasapinna
iga sirgega; jdrelikult s on tasapinna a normaal.

Ulesandeid.

46. Pohjenda véidet, et kahetahulise nurga serv on risti tema
joonnurga tasapinnaga.

47. Teades, et risttahuka iga tahk on ristkiilik, pohjenda véidet,
et risttahuka iga serv on risti kahe tahuga.

48. Pohjenda vaidet, et risttahuka loige tasapinnaga, mis ldbib
tema kaht diagonaali, on ristkiilik.

49. Risttahuka servade pikkused on 10 c¢cm, 12 cm ja 16 cm.
Arvuta risttahuka diagonaali pikkus.

29



50. Kuubi serva pikkus on a ecm. Kui pikk on kuubi diagonaal?

51. Sirge s on paralleelne tasapinnaga a. Kas leidub tasapin-
nal a sirgeid, mis on risti sirgega s? Kuidas need sirged
asetsevad iiksteise suhtes?

52. Sirge s on tasapinna o suhtes kaldu. Kui palju on tasapin-
nal a sirgeid, mis on risti sirgega s? Mitu neist 16ikuvad
sirgega s?

1.13. TASAPINNA NORMAALI OMADUSI.

Tasapinna normaalil on rida omadusi, millest tdhtsamaid
viljendavad jargmised teoreemid.

1. Iga punkti 1dbib ainult iiks sirge, mis on risti antud
tasapinnaga.

Toepoolest, kui punkti P ldbiks mitu sirget, mis on risti tasa-
pinnaga «, nditeks sirged PA ja PB (joon. 35), siis nende kahe

JOON. 35.

sirgega madratud tasapinnal B ldheks 1dbi punkti P kaks sirget
(PA ja PB), mis on molemad risti sirgega s=aXf. Et see pole
aga voimalik (nagu teame planimeetria kursusest), siis jarelikult
1dbib punkti P ainult ii ks sirge, mis on risti tasapinnaga a.

Et toestamisel polnud oluline, kas punkt P on tasapinnal a
voi viljaspool seda (joon. 35,a ja b), siis on védide Oige iga
punkti kohta.

2. Kui kahest paralleelist iiks on risti mingi tasapinnaga,
siis ka teine on risti selle tasapinnaga.
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Toestuseks vaatleme tasapinna a mistahes normaali p ja
selle paralleeli ¢q. Loigaku need tasapinda a vastavalt punktides
P ja Q (joon. 36). Joonestame tasapinnal a kaks sirget ldbi
punkti P ning kaks nendega vastavalt paralleelset sirget 1ibi
punkti Q. Siis sirge p on risti 1dbi punkti P joonestatud sirge-
tega, sest p on tasapinna a normaal. Et vastavalt paralleelsete
haaradega nurgad on vordsed, siis sirge g on risti 1abi punkti
Q joonestatud kahe sirgega tasapinnal a, jarelikult gL a.

3. Koik tasapinna normaalid on iiksteisega paralleelsed, sest
kui p ja g on tasapinna a kaks normaali ning Q on teise normaali
iiks punkt, siis esimese teoreemi jargi saab 1dbi punkti Q minna
ainult iiks sirge, mis on risti tasapinnaga a, teise teoreemi jargi
aga on selleks sirge p paralleel 14dbi punkti Q, seega pllg (joon. 36).

'IP Iq JOON. 36. aAM ; .
/_ jéii’ e - ‘.
q
[ P JOON. 37. §
| T
4. Tasapinna normaali ldbiv tasapind on risti esimese tasa-
pinnaga.

Toestuseks vaatleme tasapinna a normaali n lidbiva tasa-
pinna B ja tasapinna o vahelise nurga joonnurka (joon. 37), mille
tipuks on punkt M=nXa loikesirgel s=aXp. Selle joonnurga
itheks haaraks on normaal n, sest normaali definitsiooni jargi on
nls. Kuid samal pohjusel on n risti ka joonnurga teise haa-
raga f; seega

£nt=90° s. t. pLa.
5. Viimasest teoreemist jareldub, et

tasapind, mis on risti kahe tasapinna Ildikesirgega, on
risti ka nende tasapindadega.
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Toepoolest, kui tasapind y on risti tasapindade a ja p loike-

sirgega s (joon. 38), s. t. sirge s on tasapinna y normaal, siis seda
normaali ldbivad tasapinnad a ja B on viimase teoreemi jargi
risti tasapinnaga y.
6. Kui iihel kahest ristuvast
tasapinnast on voetud punkt ja
sellest on tommatud teise tasapin-
na normaal, siis see normaal aset-
seb esimesel tasapinnal.

Toestuseks eeldame, et tasapinnad
a ja p ristuvad (joon. 37) ning iihel
neist, nditeks tasapinnal B, on voetud
punkt Q. Viimasest tombame tasapin-
nal B sirge n risti tasapindade a ja B
loikesirgega s. Punktist M=nXs tombame tasapinnal o sirge
t risti sirgega s. Siis n_Lt, sest Znt on ristuvate tasapindade «
ja p vahelise nurga joonnurk. Et iihtlasi n_Ls, siis n on tasapinna
a normaal, sest ta on risti tasapinna a kahe l6ikuva sirgega s
ja t. Et punktist Q saab tasapinnale « tommata ainult iih e nor-
maali ning selleks osutus meie poolt tasapinnal g tommatud
sirge n, siis ongi toestatud, et normaal n asetseb tasapinnal B.

JOON. 38.

7. Viimati toestatud teoreem voimaldab toestada 5. teo-
reemi poordteoreemi:

tasapind, mis on risti kahe 16ikuva tasapinnaga, on risti ka
nende tasapindade 10ikesirgega.

Toepoolest, kui yLa ja yLp ning aXp=s (joon. 38), siis
selle loikesirge mingit punkti l1dbiv tasapinna y normaal peab teo-
reemi 6 jidrgi asetsema nii tasapinnal @ kui ka tasapinnal B,
seega {ihtima nende tasapindade loikesirgega s.

Ulesandeid.

53. Kaks vordset vordkiilgset kolmnurka kiiljepikkusega a aset-
sevad nii, et neil on {iks kiilg {ihine ning kolmnurkade tasa-
pinnad ristuvad. Avalda mitteiihiste tippude vaheline kaugus.

32



54. Pohjenda vaidet, et kahetahulise nurga joonnurga tasapind
on risti kahetahulise nurga tahkudega.

55. Toesta, et antud punktist paralleelsetele tasapindadele tom-
matud normaalid iihtivad.

1.14. PUNKTI JA SIRGE RISTPROJEKTSIOON.
1.14.1. PUNKTI RISTPROJEKTSIOON.

Punkti P ristprojektsiooniks tasapinnal o nimetatakse punk-
tist P tasapinnale o tommatud normaali ja tasapinna « lGike-
punkti (punkti P’ joonisel 39).

Punkt, mis ise on tasapinnal (projektsioonipinnal), iihtib
oma projektsiooniga sellel tasapinnal (punkt Q joonisel 39).

Punkti ja tema ristprojektsiooni vahelist kaugust nimeta-
takse punkti kauguseks tasapinnast. Niisiis, punkti
kaugust tasapinnast tuleb moota médda tasapinna normaali.

1.14.2. SIRGJOONE RISTPROJEKTSIOON.

Sirgjoone ristprojektsiooniks tasapinnal nimetatakse sirg-
joone punktide projektsioonide kogumit sellel tasapinnal.

4 5 s
i .
l 3 JOON. 39. l
/ b e/ S"AI/
oo JOON. 40. €
| T

Kui sirge s on risti ekraaniga ¢ (joon. 40), siis selle sirge
mistahes punkti A ldbiv ekraani normaal iihtib sirgega s ning
seetottu sirge koigi punktide ristprojektsioonid iihtivad sirge ja
ekraani loikepunktiga L; jérelikult

ekraaniga ristuva sirge ristprojektsiooniks on punki.

Kui sirge s pole risti ekraaniga ¢ (joon. 41 ja 42), siis tema
punkte projekteerivad ekraani normaalid asetsevad iihel ja samal
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JOON,. 41,

JOON. 4.

tasapinnal B, mis on risti ekraaniga e. See nn. projekteeriv tasa-
pind B on maédratud sirgega s ja tema mingit punkti projektee-
riva normaaliga, nditeks normaaliga AA’. Sirge s koigi punktide
ristprojektsioonid ekraanil ¢ asetsevad tasapindade B ja e loike-
sirgel §’; jarelikult

ekraaniga mitteristuva sirge ristprojektsioon on sirge.

Ekraaniga mitteristuv sirge s ja tema ristprojektsioon s’ on
iihel ja samal tasapinnal B ning jérelikult nad kas loikuvad voi
on paralleelsed. Esimesel juhul on sirge ekraani suhtes kaldu
(joon. 41), teisel juhul paralleelne (joon. 42).

Ekraaniga paralleelne sirge on paralleelne oma ristprojekt-
siooniga, :

sest nende 16ikumise korral antud sirge 16ikuks ekraaniga.

1.143. TEOREEM TAISNURGA RISTPROJEKTSIOONIST.

Tédisnurga ristprojektsiooniks voib soltuvalt haarade asen-
dist ekraani suhtes tulla kas kiir, sirge, teravnurk, niirinurk voi
taisnurk. Praktika seisukohalt on tdhtis silmas pidada just vii-
mast juhtumit.

Toestame jargmise teoreemi:

kui tdisnurga iiks haar asetseb ekraanil voi on sellega paral-
leelne ja teine haar pole ekraaniga risti, siis tdisnurga rist-
projektsioon on tdisnurk.

Toestus. Olgu £BAC tdisnurk, mille haar AC on paral-
leelne ekraaniga e ja haar AB pole risti selle ekraaniga (joon.
43, a). Tahistame punktide A, B ja C ristprojektsioone tasapinnal
e vastavalt A’, B’ ja C’. Siis sirged AC ja A’C’ on paralleelsed
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kui ekraaniga paralleelne sirge ja tema ristprojektsioon. Sellest
jareldub, et kiivsirged A’C’ ja AB on teineteisega risti, sest
nendevaheline nurk vordub tdisnurgaga BAC (1. 9. 2). Uhtlasi
sirge A’C’ on risti tasapinna e normaaliga n=A’A, mis loikab
sirget AB. Kuid siis on A’C’ risti tasapinnaga p=BAA’ (1. 12),
seega risti ka sirgega A’B”’ < f. Sellest ndhtubki, et antud tais-
nurga ristprojektsioon ZB’A’C’ on tdisnurk.

Kui tdisnurga BAC haar AC asetseb ekraanil & (joon. 43, b),
siis toestus lihtsustub, sest niiiild AC=A’C’ ja endiste kiivsirgete
AB ja A’C’ vaheline nurk asendub antud nurgaga BAC.

JOON. 43.

Samal viisil saab toestada, et

kui nurga ristprojektsioon on tdisnurk ja tema iiks haar
asetseb ekraanil voi on sellega paralleelne, siis see nurk on
tdisnurk.

1.144. LOIGU RISTPROJEKTSIOON.

Kaldsirge ja tema ristprojektsiooni vahelist teravnurka
nimetatakse sirge ja ekraani vaheliseks nurgaks ehk sirge kal-
denurgaks (ekraani suhtes).

Tdhistame sirge s kaldenurga, s. o. nurga APA’ joonisel 44
tdhega ¢. Kolmnurgast APA’ saame siis, et

A’P=AP - cosq

ehk
16igu ristprojektsiooni pikkus vordub 16igu pikkuse ja tema
kaldenurga koosinuse korrutisega.
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See seos kehtib ka siis, kui 16igu mo-
lemad otspunktid on véljaspool projekt-
sioonipinda nagu 16igul AB joonisel 44.
See selgub, kui ldbi 16igu iihe otspunkti A
tombame 16igu projektsioonile paralleeli

56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.
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AB,. Seega iildiselt 16igu AB ristprojekt-
sioon A’B’=AB - cos ¢.
Kui ¢=0, siis A’B’=AB, s. t.

ekraaniga paralleelne 16ik on vordne oma ristprojekt-
siooniga.

Ulesandeid.

Joonesta kuubi diagonaali ja tahu vaheline nurk loomulikus
suuruses. Kui suur on see nurk?

Risttahuka mootmed on 7 cm, 4 ecm ja 5 cm. Kui suur on
nurk risttahuka diagonaali ja koige vdiksema tahu wahel?
Kui suur on nurk kuubi diagonaali ja selle otspunktist ldh-
tuva serva vahel?

Punktist viljaspool tasapinda on tasapinnani tommatud
kaldloik, mille pikkus on 35 cm; 16igu ristprojektsiooni pik-
kus on 12 cm. Kui suur on 16igu kaldenurk tasapinna suhtes?
Kaldloigu pikkus on 13,4 m; 16igu kaldenurk tasapinna suh-
tes on 63°36". Arvuta 16igu ristprojektsiooni pikkus.
Punktist, mille kaugus tasapinnast on 12 cm, on tommatud
tasapinnani 20 cm pikkune kaldloik. Leia kaldléigu ristpro-
jektsiooni pikkus ja kaldenurga suurus.

Loigu otspunktid on tasapinnast 3 dm ja 6,3 dm kaugusel.
Leia Ioigu ristprojektsiooni pikkus, kui 16igu pikkus on
6,5 dm.

Loiku pikkusega 20 cm l6ikab tasapind nii, et l6igu ots-
punktid on tasapinnast 4 cm ja 6 cm kaugusel. Kui suur on
16igu ja tasapinna vaheline nurk?

Ruudu kiilje pikkus on 20 cm. Ruudu keskpunktist O on piis- -
titatud 15 cm pikkune 16ik OP risti ruudu tasapinnaga.
Punkt P on iihendatud ruudu kiilje keskpunktiga C. Arvuta
16igu PC kaldenurk ruudu tasapinna suhtes.

Tdisnurkses kolmnurgas kaateti a ldhisnurk g=36°48'. Kaa-
tet a on tasapinnal a ja kaatet & moodustab tasapinnaga «



66.

-67.

68.

69.

70.

T4 ¢!

/i

73.

74.

75.

nurga y=>52°44’. Arvuta hiipoténuusi kaldenurk tasapinna a

suhtes (iildkujul ja antud andmete puhul).

Punktist A ndhakse torni olevat pohja suunas; ta tipp pais-
tab korgusnurgas a=17°. Liikudes d=70 m vorra ida poole
— punkti B, ndhakse torni nihkununa B=40° vorra pohjast
lddne poole. Arvuta torni korgus (iildkujul ja antud and-

mete puhul).

Miira kahetahulise nurga suurus, kui punkt, mis asetseb
ithel tahul, on nurga servast 2 korda kaugemal kui teisest

tahust.

Kahetahulise nurga iihel tahul on voetud punkt, mis on a cm
kaugusel teisest tahust. Leia selle punkti kaugus servast, kui

nurk tahkude vahel on 45°.

Kahetahulise nurga iihel tahul on voetud punkt 25 cm kau-
gusel nurga servast. Kui kaugel on see punkt teisest tahust,

kui kahetahulise nurga suurus on 50°?

Toesta, et punktist vialjaspool tasapinda selle tasapinnani
tommatud vordsetel kaldloikudel on vordsed ristprojektsioo-

nid ja vordsed kaldenurgad.

Kaks vordset vordhaarset kolmnurka, mille alus on a ja
tipunurk on a=40° asetsevad nii, et nende alused iihtivad
ja aluste vastastippude vaheline kaugus on samuti a. Kui

suur on kolmnurkade tasapindade vaheline nurk?

Vordkiilgse kolmnurga iiks kiilg asetseb tasapinnal ja teine

. 1 p
moodustab - tasapinnaga nurga . Kui suure nurga moo-

dustab kolmnurk selle tasapinnaga?

Paralleelprojektsioonis on antud risttahukas ja selle iihel
kiilgtahul punkt A, teisel punkt B. Leia joonisel punktid,
mis kujutavad sirge AB ja risttahuka pohjade tasapindade

l16ikepunkte.

Ndpundide. Kasuta sirge AB ristprojektsioone pohjade

tasapindadel.

Paralleelprojektsioonis on antud risttahukas ja selle iihel
tahul punkt A, teisel tahul punkt B ja nende tahkude iihisel
serval punkt C. Esita joonisel risttahuka 16ige tasapinnaga
ABC. Kui tasapind ABC ei loika risttahuka kaiki tahke, siis

leia sirge, mida modda ta l6ikab selle tahu tasapindu.

Lahenda eelmine iilesanne eeldusel, et punktid A, B ja C on

antud risttahuka kolmel paariti kiivsel serval.
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76.

77.

78.

79.

80.

Ulesandeid enesekontrolliks.

Vordkiilgse kolmnurga iiks kiilg asetseb tasapinnal ja teine

moodustab sellega nurga a. Toesta, et a<%.

Vordhaarse tdisnurkse kolmnurga hiipotenuus asetseb tasa-
pinnal ja kaatetid moodustavad tasapinnaga nurga a. Toesta,

n
et o< T

Vordhaarse tdisnurkse kolmnurga iiks kaatet on tasapinnal
ja teine moodustab tasapinnaga nurga a. Néita, et hiipote-
nuus moodustab tasapinnaga nurga arcsin s’;;. Leia see
nurk, kui a=45°

Vordkiilgse kolmnurga iiks kiilg on tasapinnal ja teine moo-
dustab tasapinnaga nurga a. Néita, et kolmnurga projekt-

siooni pindala on 94—2\/3—4 sin? @, kus a on antud kolmnurga
kiilje pikkus.

Kolmnurk, mille -iiks kiilg asetseb projektsioonipinnal, moo-
dustab selle pinnaga nurga a. Toesta, et kolmnurga pro-
jektsiooni pindala vordub kolmnurga pindala ja kolmnurga
kaldenurga koosinuse korrutisega.



2. FUNKTSIOONI TULETISE RAKENDUSI.
2.1. KORDAMISEKS.

Funktsiooni y=f(x) tuletisfunktsiooniks ehk tuletiseks nime-
tatakse funktsiooni y’=f" (x), mis on defineeritud piirvdartuse
kaudu jargmiselt:

Ji=1litm %.

Ax —>0

Tuletise vaartus antud kohal x=x, nditab selle funktsiooni
muutumise hetkelist kiirust sellel kohal, geomeetriliselt aga
funktsiooni graafikule vastavas punktis (xo; yo) tommatud puu-
tuja tousu (joon. 45). ‘

Kui tahame leida mone funktsiooni tuletist, siis peame arvu-
tama

1) Ay=f(x+Aax) —f(x),

Ay _ f(x+Ax)—f(x)
B IR TOT

f(x+Ax) —f(x)

NERY e
3) Y =lim x—llm o

Ax—0 Ax—0

Et leida funktsiooni s=u(f) muutumise hetkelist Kkiirust
kohal t=a, leiame esmalt antud funktsiooni tuletise

s’=u'(t)
ning seejarel selle tuletise védartuse kohal a:

s’ =u'fa).

t=a

Funktsiooni y=f(x) graafiku puutujale vorrandi leidmiseks
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y g kohal x=x, (vt. joon. 45)
leiame esmalt puutuja tousu
kohal x=x,, s.o.

tan a=f’(xo)

/y, ja seejdrel puutepunkti ordi-
/ naadi
/a 2 ¥ Yo=F(%o)-
Puutuja vorrandi saame kujul
Y—Yo _ ¢/
JOON. 45. X—%o =’ (%o)
ehk

y—Yo="F(X0) (x—xo)

Funktsiooni uurimisel kasutame tuletist kasvamis- ja kaha-
nemispiirkonna ning ekstreemumkohtade leidmiseks.

Funktsiooni y=f(x) kasvamise tunnuseks on
I’ (x) >0,
kahanemise tunnuseks
f"(x) <0,
ekstreemumkohti otsime aga vorrandi
'(x)=0
lahendite hulgast.

Kordamiskiisimusi ja iilesandeid.

81. Mis on funktsiooni tuletis?

82. Mis on funktsiooni tuletise
a) geomeetriliseks tolgenduseks?
b) fiilisikaliseks tolgenduseks?
83. Kuidas aval(_iub

a) summa tuletis?
b) korrutise tuletis?
c) jagatise tuletis?
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84.

85.

86.

- 81.

88.

89.
90.

91,

92,

Millega vorduvad jargmiste funktsioonide tuletised?

a) y=x* e) y=vx
b) y=—~ f) y=100"
) y=x° g) y=x+x
d) y=x-2 h) y=xvx

Leia jargmiste funktsioonide muutumise hetkelised kiirused
antud kohal:

a)y-x?-kui x=0; e) %, kui x=-2;

b) 2x, kui x=-2; B 4x2 ki x=2:

c) 4x3, kui x=%; g) 10x-5, kui x=——%;
d) vx, kui x=4; h) —2vx, kui x=9.

Mis on funktsiooni
a) kasvamise tunnuseks?
b) kahanemise tunnuseks?

Mis on funktsiooni

a) maksimumkohaks?
b) miinimumkohaks?

¢) ekstreemumkohaks?

Kas funktsioon y=1/x on kasvav véi kahanev kohal 1, 9,
625, 0?

Leia funktsiooni %kasvamispiirkond ja kahanemispiirkond.

Leia jargmiste funktsioonide kasvamispiirkond, kahanemis-
piirkond ja ekstreemumkohad.

a) y=x2—3x+2 c) y=x*+2x2—3x

b) y=x3+4+x2—1 d) y=3x*—4x8

Kuidas avaldub funktsiooni y=f(x) graafikule punktis
(x0; Yo) tommatud puutuja vorrand?

Leia vorrand kovera y=f(x) puutujale etteantud kohal:
a) y=x2, kohal x=1;

b) y=x8, kohal x=—2;

c) y=x3+x24x+1, kohal x=0.
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2.2. TRIGONOMEETRILISTE FUNKTSIOONIDE

TULETISED.
sin x ;
2.2.l.xli|;10 = =i

Trigonomeetriliste funktsioonide tuletiste leidmine eeldab

piirvdédrtuse lim gus teadmist. Toestame, et
=0
lim 2% -1,
X =>0
£ Olgu antud iihikring ja sel-
les kuitahes vdike kesknurk x (joon.
¢ 46). Vaatleme kolmnurka ADC, sek-
torit ADC ja kolmnurka ADE. Té-
histades nende kujundite pindalad
/) vastavalt tdhtedega S;, S: ja Ss,
D voime kirjutada, et
SI<S2<83.
Avaldame need pindalad suu-
ruse x kaudu:
JOON. 46. S L -ADYBC = "lesin%:  wn g
A Lol oEieiod
nr? 1 X
Sz=—2;-x=§-x=—2-,
S _AD-DE=l-tanx tan x
8 g Thee
Seega

ehk
sin x<x<tan x.

Jagame need vorratused labi avaldisega sinx. Et x on véike
positiivne nurk, siis sin x>0 ja jarelikult

X 1

=

sinx. eosx’

1<
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Kui niitid x—0, siis cos x—>1 ja seega ka osx—>l. Et -SI%C- vaar-
tused peavad seejuures jddma arvu 1 ja
P4
sin x
seega kirjutada, et

e vaartuste vahele,

—1. Piirvddrtuse siimbolit kasutades voime

siis peab ka

. X
lim — =1.
sinx

x—0

Kasutades vordust

Sink il
LT e
sin x

jouamegi meid huvitava piirvaartuseni:

£ sin x Y 1 1
1 = T_T=l'
x—0 x_)osinx
Seega
lim s':x=l
x—0

2.2.2. FUNKTSIOONI sin x TULETIS.
On antud funktsioon y=sin x.
¥ 5iih
Ay=sin(x+Ax) —sinx
ja kasutades siinuste vahe korrutiseks teisendamise valemit:
Ay=2 sin % - COS (x+ %ﬁ i

2°. Moodustame jagatise:

2 sin A -cos(x—l—é{) sing
e i a2 s TR
Ax Ax PR T | . VT
2
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3°. Kui niitid Ax—0, siis saamegi otsitava tuletise:

sin Ax
lim Lﬁ=lim -cos(x+ %) A
Ax — 0 Ax—0 3
. IA%
g = Ax T
Kui Ax—0, siis ka 2——>0 ja lim =1 ning
Ax—>0
2
t Ax
lim cos (x+ 7) =oasy s 1oet
Ax—0
lim M=I - COS X.
Ax
Ax—>0
Niisiis,

(sin x)’=cos x

2.2.3. FUNKTSIOONI cos x TULETIS.

On antud funktsioon y=cos x.

1°; Siin

Ay=cos(x+Ax) —cos x
ja kasutades koosinuste vahe korrutiseks teisendamise valemit,
saame

Rt R Ax
Ay= —2sin 2—-sm(x+T :

2°. Moodustame jagatise

T AR Ax)
M__2sm2 sm(x+ 5

Ax Ax

mille kirjutame kujul

sinA—x
g ¢ : ( M)
e sin{x+ 5.
2
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3°. Kui niiiid Ax— 0, siis saamegi otsitava tuletise:

lim A—x——'nx
Az = —sinx,
Ax —0

(cos x)'= —sinx

2.2.4. FUNKTSIOONI tan x TULETIS.

Olgu antud funktsioon y=tanx. Et tan x=—:ilx- , siis kasu-

0S X

tame otsitava tuletise leidmiseks jagatise tuletise leidmise ees-
kirja. Saame

93.

94.

95.

(sin x\" cosx-cosx—sinx(—sinx) cos®x+sin?x = 1
cos X cos? x L MR Tricgstie
Seega
(tan x)’= :
€0s?x
Ulesandeid.

Leia piirvdartused.

X sin x S g 008 A%
a) lim —/= ¢) lim
3 2x
x—0 x—0
: sin 3x i tan ¥
b) lim 5 d) lim =
x—0 x—0

Leia jargmiste funktsioonide tuletised:

a)sin x—cos x d) sin?x
b) cos x+tanx e) cos?x
c) 3sinx—2tanx f) tan?x
Teades, et
1 2
cotx—ta—nx-, secx= —— ja cosecx=_—,

leia funktsioonide cot x, secx ja cosecx tuletised.
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96.

97.

98.

99,

100.

101.

102.

randi
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Leia jéir.gmiste funktsioonide tuletised:

a) Vxsinx d) Vxcosx
b) Co:x e) x?sinx
c) t::lx f) %tanx

Leia jargmiste funktsioonide tuletised:

a) sinxcosx d) cos?2x—sin?x
b) tanx cotx e) sinZx+cos?x
€)' sec x cosecx f) cos2x+sin2x

Leia jargmiste funktsioonide muutumise hetkelised kiirused
antud kohtades:

. . n . . ELg
a) sinx, kui x=3; c) sin 2%, kui x=g;

b) cos x, kui x=— %; d) x{-{-cos 2x, kui x=%.
Selgita, kas funktsioon

y=sinx+cos x
on kohtadel x;=0, x2=—’-::.— ja x3=% kasvav voi kahanev.

Selgita, kas funktsioon

y=sin 2x+cos 2x

on kohtadel x;=0, x,= 1%, X3=— 1% Xg=— %, x5=% kasvav

voi kahanev.
Leia kovera y=sin x puutuja vorrand kohal x=0, —%,2n.

Leia kovera y=cos2x puufuja vorrand kohal x=0, — %—,;n.

2.3. EKSTREEMUMULESANDED.

Teame, et funktsiooni y=f(x) ekstreemumkohti otsime vor-

f'(x) =0



lahendite hulgast. Seda tosiasja saab &dra kasutada paljude prak-
tilist laadi iilesannete lahendamiseks. Selgitame seda monede
néidete abil.

Ndide 1. Jaotada arv 70 kaheks osaks nii, et nende kor-
rutis oleks suurim.

Olgu iiks arv x, siis teine on 70—x. Funktsioon, mille mak-
simumkoht tuleb leida, on

y=x(70—x)
ehk

y=T0x—x2.

Leiame tuletise ja vordsustame selle nulliga:

Yy =T70—2x; 70—2x=0,
millest

=g

Et antud funktsioon on ruutfunktsioon negatiivse ruutliikme
kordajaga, siis haripunkti abstsiss on maksimumkohaks ja seega
korrutis

35+ 36=1225
on suurim.

Ndide 2. Missuguste mootmete korral on
silindrikujulise konservitoosi valmistamiseks ku- [N
lutatud vdhim hulk plekki ja kui palju, kui kon- | KONSERV
servitoosi ruumala on V (joon. 47)?

Tahistame silindri pohja raadiuse tdhega r,
korguse tiahega h ja tdispindala tdhega S. Siis

S =2nrh+2nr2,

bty JOONUE.
millele lisandub {ilesande andmete kohaselt tingi-
mus nr2h=V, mis voimaldab meil S avaldada kas

r voi h funktsioonina.
Avaldame vordusest V=mr2h naiteks h:

14
B e

smesstws,
e ,-1“&

ja asetame selle S avaldisse:
S§=2nr- QYF +2nr2.
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Parast taandamist saame
= 2r—V- +-250°.

Et leida, missuguse r vddrtuse korral on S vééartus véikseim,
selleks leiame tuletise r jdrgi ja vordsustame selle 0-ga:

S'=— %K +4nr;

—2V

Lahendame selle vorrandi:
—V4+2rr3=0;

1 _VW
T R
(2:1) ng
Parema iilevaate saamiseks konservitoosi kujust leiame
hte —:
su 5 °

e x
e - 1 l
* VW 34 2n 4v V
n
s.t. et konservitoosi korgus peab olema kaks korda suurem kui
raadius ehk, teisiti, konservitoosi pohja 14bimoot ja korgus pea-
vad olema vordsed.

Tekib kiisimus, kas leitud tulemuste korral kulub konservi-
toosi valmistamiseks vdhim v6i suurim hulk plekki.
Olgu Ar kuitahes viike positiivne suurus ja r vorrandi

——2r—‘2/ +4nr=0

lahend. Pannes selle vorduse vasakusse poolde r asemele r+Ar,
saame avaldise

2V

—G+an: Tan(r+ar).
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Et

2r_r>.(r-|2-‘;r)2 ja —r2'*‘v<(r:-2A‘:)2
ning

dnr < (r+Ar),
siis

1%
— B < — B (A,

Samuti selgub, et

2V 2V
1Ty +4nr>— T=An)?

+4x(r—Ar).

Teame, et
3 k!
kui r=V§V—, 8iisiS =0:
¢ 114
Niiiid veendusime, et
Y iy
kui r>‘/%, siis $’>0, ja
i
kui r< V% siis 87 <0.

: Ltk 2V oW .
Seega toimub funktsioonil S= =-+2nr? kohal r=Vﬂule-

minek kahanemiselt kasvamisele, s.t. et kdesoleval juhul on ekst-
reemumkoht miinimumkohaks.

Leitud avaldised r ja h jaoks voimaldavad arvutada vdhima
plekihulga, mis on vajalik antud andmetele vastava konservitoosi
valmistamiseks:

3 7 3/ T 3/ 2
S=2 E'V%-I-%t' 4an=
3

S Ta 7 3 3 3
=2n("éﬁ“‘” & ”;;[V)= 9V I VE+\/2aV2 =3/ 2x V2

Niisiis, antud ruumalaga V silindrikujulise konservitoosi
M
valmistamiseks kulub vdhim hulk plekki juhul, kui r=V% ja
YT, wand
h= V% Vajatay plekihulk on 3v/2xV? ruutiihikut.
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103.

104.

105.

106.

107.

108.

109.

110.

111.

112.

Ulesandeid.

20 cm pikkune 16ik on jaotatud kahte ossa. Uks osa voe-
takse ristkiiliku aluseks, teine korguseks. Missuguse aluse
puhul on ristkiiliku pindala suurim?

Ristkiiliku pindala on 100 cm?. Missuguste mootmete korral
on selle ristkiiliku iimbermoot vahim?

Toesta, et kahe positiivse arvu korrutis juhul, kui nende
arvude summa on konstantne, on maksimaalne vordsete
tegurite korral.

"Toesta, et kahe positiivse arvu summa juhul, kui nende

arvude korrutis on konstantne, on minimaalne vordsete
liidetavate korral.

Traadiga, mille pikkus on 2a meetrit, tuleb iimbritseda kol-
mest kiiljest ristkiilikukujuline koppel. Leia selle maatiiki
mootmed nii, et traadiga piiratava ala pindala oleks suu-
rim, kui traataed tuleb teha kahekordne.

Kolmnurga pindala on 18. Ehita see kolmnurk nii, et tema
aluse ja korguse summa oleks viikseim. Mitu lahendit on
sellel iilesandel?

Ruudukujulise plekitahvli kiilg on
60 cm. Plekitahvli nurkadest tuleb
loigata dra 4 ruutu nii, et jarelejda-
nud osast saaks servi {iles pdorates
suurima ruumalaga karbi (joon.
48). Leia viljaloigatud ruutude kiil-
je pikkus.

Ristkiilikukujulisest papitiikist, mille
mootmed on 3 dm ja 5 dm, tuleb
valmistada kaaneta karp. Selleks
16igatakse papititkki nurkadest éra
vordsed ruudud ja murtakse servad iiles. Kui suur peab
olema viljaloigatavate ruutude kiilg, et karbi ruumala oleks
suurim?

Mooda mone konservitoosi korgus ja pohja ldbimoot ning
leia, kui palju oleks saanud plekki kokku hoida:

a) iihe samasuguse ruumalaga konservitoosi valmistamisel;
b) 100000 sellise konservitoosi valmistamisel (vt. ndide 2).
Modda tikutoosi mootmed. Kui suur on tema ruumala? Mis-
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113.

114.

115.

116.

117.

118.

119.

120.

121.

4%

sugused peavad olema tikutoosi mootmed, et tema valmista-
miseks kuluks vdhim hulk materjali, eeldades, et toosi pik-
kus on tiku pikkusega méaratud ja toosi pandavate tikkude
arv jaab samaks? (Arvutuste holbustamiseks loeme toosi
kesta ja sahtli ristloike mootmed vordseteks.)

Kuidas tuleb wvalida silindrikujulise (pealt lahtise) liitri
mootmed, et tema valmistamiseks kuluks vahim hulk plekki?
Soovitakse valmistada 1000-liitrine silindrikujuline boiler.
Kiilje materjali ruutdetsimeeter maksab 50 kop., otste mater-
jali ruutdetsimeeter 1 rbl. Missuguste mootmete korral on
boileri valmistamise kulud vidikseimad?

Risttahukakujulise paagi pohjaks on ruut. Paagi pindala
ilma kaaneta on 108 dm? Missugused peavad olema paagi
mootmed, et paagi ruumala oleks suurim?

Tuleb valmistada pealt lahtine risttahukakujuline anum,
mille pohjaks on ruut ja mille ruumala on 32 1. Millised
peavad olema anuma mootmed, et selle valmistamiseks
kuluks vdhim hulk materjali?

Soovitakse valmistada 100-liitrine risttahukakujuline ruudu-
kujulise pohjaga akvaarium. Kuidas tuleb valida akvaariumi
mootmed, et

a) punasest vasest servad maksaksid voimalikult vdhe?

b) pohi- ja kiilgpind tuleksid voimalikult odavad?

Aken koosneb ristkiilikust ja sellele asetatud poolringist.
Akna iimbermoot on p. Kuidas tuleb valida akna laius ja
korgus, et akent labiv valgushulk oleks suurim?

Raamatu lehekiiljele soovitakse mahutada S cm? teksti ja -
jatta selle imber ! cm laiused dédred. Missugused mootmed
peavad olema lehel, et raamatu valmistamiseks kuluks voi-
malikult vdhe paberit?

Lahenda eelmine iilesanne juhul, kui [=1,5 ja S=196 cm?.
Kui palju on voimalik kokku hoida paberit, kui raamatu
lehekiiljel on teksti 11X 17,8 cm?, raamatus on 400 lehekiilge
ja raamatu tiraaz on 30000 eksemplari?

Veeanum koosneb lahtisest silindrist ja selle otsa kinnitatud
poolkerast. Missugused peavad olema selle anuma moot-
med, et tema valmistamiseks kuluks voimalikult vahe mater-
jali, kui anuma ruumala on V m?? e

Tt s . -

= - i

J It &
L F:
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122. Vordhaarse kolmnurga aluse ja korguse summa on s. Kolm-
nurk péérleb oma korguse {imber. Missugune seos peab
olema aluse ja korguse vahel, et tekkinud péoérdkeha ruum-

ala oleks maksimaalne?
2.4, NEWTONI VOTE.
24.1. VORRANDI LIGIKAUDNE LAHENDAMINE.

Lineaarsete ja ruutvorrandite lahendamine toimub kindlate
eeskirjade kohaselt ja tulemuseks saadakse alati tipne lahend.

Niiteid.
1) 3x—1=7; 2) 2x2—3x+1=0;
Sx=8: oo 3% \;9—8;
_8 4 l.
X—ﬁ. X1=Z= >
iz 1
Fye=if ==y

Kui ruutvorrandi lahendid on irratsionaalarvud, siis leides
ruutjuure kas algoritmi abil teatud tdpsusega voi kasutades tabe-
leid, saame kiimnendmurrud, mis on ruutvorrandi ligikaud -
seiks lahendeiks.

Nidide.

2x2+x—2=0;

_ —=1lx£VI1+16,

e T
— 144,123
Fhe iaetos

i 312 ~0,78;

—5,123

X9~z

~—1,28.

Siin on lahendid antud sajandiku tdpsusega.

Kuupvorrandi lahendamiseks voib kasutada ka vastavat
lahendivalemit (nagu ruutvorrandi puhulgi), kuid praktiliseks
kasutamiseks on see liialt kohmakas. Enamikul juhtudel kasuta-
takse "kuupvorrandite (samuti teiste korgema astme vorrandite)
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lahendamiseks mond nn. ligikaudse lahendamise votet. See on
vote, mille abil osutub voimalikuks kas proovimise teel voi graa-
fikult leitud lahendi ligikaudset véartust tdpsustada.

Olgu néiteks antud vorrand

x3—3x—5=0.

Tahistame vorrandi vasaku poole f(x)-ga, s.t.

f(x) =x3—3x—5.

Kui-x=1,:siis: f(Fy=<=T

» x:27 » f(2) o _3,
s X @ laito F3) =18,

Saadud tulemuste pohjal voime Gelda, et funktsioonil x3—
—3x—5 on vdhemalt {iks nullkoht arvude 2 ja 3 vahel, sest funkt-
sioon x3—3x—5 on pidev ja seega peab ta iileminekul negatiiv-
setelt vaartustelt positiivsetele ldbima nullkoha.

Kui soovime antud vorrandi lahendit saada kiimnendiku
tapsusega, siis tuleb arvude

 t bt s s s L

hulgast leida need, mille vahel asﬁb funktsiooni x®—3x—5 null-
koht. Proovimise teel saame kindlaks teha, et

[(2.2) ~—1,0 ja [(2,3) ~0,3.

Seega on vorrandi x3—3x—5=0 ligikaudseteks lahenditeks 2,2 ja
2,3. Kumb neist on tédpsem, see selgub, kui otsime funktsioonile
x3—3x—5 samal viisil nullkohta arvude

2212 292 28 209

hulgast.

Arvutustehniliselt muutub proovimise meetod jéarjest keeru-
kamaks. Matemaatikud on otsinud valemeid, mille abil saab vor-
randi lahendeid kergemini tdpsustada. Siinkohal tutvumegi neist
iihega, mille vottis kasutusele tuntud inglise fiiiisik ja matemaa-
tik Isaac Newton.

2.4.2. NEWTONI VOTE VORRANDI LAHENDI TAPSUSTAMISEKS.

Olgu antud lahendada vorrand f(x) =0, s.t. iilesandeks on
madrata funktsiooni y=f(x) nullkoht. Esitagu joonisel 49 kujuta-
tud kover funktsiooni y=f(x) graafikut. Téhistame selle funkt-
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JOON. 49,

siooni nullkoha tdhega x,, mis aga
tdhendab, et x; on antud vorrandi
tdpne lahend.

Oletame, et proovimise teel on
leitud antud vorrandi lahendi esime-
seks ldhendiks xy, s. t. xo=x,

ehk
Xo=Xx1+a,

kus a on nn. parandus, s.o.
tdpse lahendi ja ligikaudse lahendi
vahe.

Abstsissile x; vastab graafikul punkt P,. Lédbi selle punkti
koverale tommatud puutuja moodustab x-teljega nurga a;. Selle
puutuja tous k;=f'(x,)=tana,. Puutuja ja x-telje 16ikepunkt
madrab antud vorrandi lahendile mérksa parema lahendi x,, kui

seda on x;.
Kasutades joonisel
f(xy) ok
Z:g =tan ay
ja siit
o f(x1)
*1=%2= tan a;
Et

tan o, =f"(x1),
siis

g

Xo=X;— f’(xl)

esitatud kolmnurka, voime kirjutada

Kui tahame saada veel tipsemat lahendit, siis ehitame kove-
ral punkti Pa(xo; y2) ja ldbi selle punkti tombame puutuja, mis
16ikumisel x-teljega méaidrabki antud vorrandi lahendile tdpsema
lihendi xs. Et siin on probleem tdpsemalt samasugune nagu x;
maaramisel, siis voime kohe kirjutada, et

f(x2)
F'(x2) *

X3=Xg—
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‘Kui ka sellest tdpsusest ei piisa, siis tuleb analoogilise
mottekdigu abil leida jargmine ldhend:
f(x3)
I (x3)

Kuidas avaldub xs, x,?

X4=X3— jne.

N dide. Olgu tarvis leida vorrandi

x3—x—5=0
lahendi 6iged numbrid kuni tuhandikeni.

Antud {ilesandes [ (x) =x®—x—5. Proovimise teel leiame,
et f(1)=—5 ja f(2)=1. Seega on iiks lahend 1 ja 2 vahel. Olgu
x1=2. Newtoni votte rakendamiseks on vaja teada f(x) tuletist:

f(x)=3x2—1.

Niiiid voime avaldada xs:

A T L e i
=2 ) =2— g7 ~21,909.
Analoogiliselt leiame x3 ja x4

x3=1,909— % ~ 1,909 —0,005=1,904:

i LS 5 s
x4=1,904 — gz ~1,904 —0,0002~1,904.

Et koik kohad kuni tuhandikeni jdid piisima, siis voime
oelda, et saadud lahend x=1,904 esitab antud voGrrandi lahendi
oiged numbrid kuni tuhandikeni.

Ulesandeid.

123. Lahenda jargmised ruutvorrandid, leides lahendid sajan-
diku tdpsusega.

a) x2=30 d) x2—3x—3=0
b) 3x2=78 e) x24x—8=0
c) 2,3x2—46,1=0 f) 2x2—5x+1=0
124. Leia, missuguste tdisarvude vahel on jargmistel vorranditel
lahend.
a) ¥3-3x—1=0 d) x3+x2—1=0
b) x3—5x—10=0 e) x3—3x242x—1=0
c) x342,5x+440=0 f) »¥42x2—3x+1=0
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125.

126.

127.

128.

129.

tada:

56

Leia jargmiste vorrandite lahenditele tdisarvulised lahendid
ja tédpsusta neid Newtoni vottega.

a) xX3—4x+7=0 d) x3+6x2+5=0
b) x®*—6x+3,56=0 e) x3—2x+18=0
c) x3—2x—5=0 f) x*—x—4=0

Vorrandi x®*+px+g=0 lahendid on samad mis vorrandil
x3=—px—gq. Seega on antud voérrandi lahenditeks funkt-
sioonide

y=x%ja y=—px—q

graafikute 16ikepunktide abstsissid. Kasutades seda tosiasja,

kontrolli {ilesande 123 ja {ilesande 124 kahe esimese vor-

randi lahendeid graafiliselt.

Pane avaldises x3+bx2+4cx+d tdhe x asemele (x+a). Mis-

sugune vaadrtus tuleb anda a-le, et parast asendamist poleks

avaldises enam x?-ga liiget?

On antud vorrand x3+3x242x—1=0. Teisenda selle vor-

randi vasak pool niisuguseks, et sealt puuduks x2-ga liige

(vt. eelmine iilesanne). Kas antud vorrandil ja saadud vor-

randil on iihesugused lahendid? Mille vorra need lahendid

erinevad?

Lahenda vorrandid jargmise skeemi kohaselt:

1) kasuta ruutliikmest vabastamise teisendust;

2) leia saadud vorrandile ligikaudsed lahendid, kasutades
funktsiooni y=x3® graafikut;

3) tédpsusta saadud lahendeid Newtoni vottega sajandikeni.

a) ¥ 4+x2—1=0 d) x*+43x2—x—3=0
b) x¥—6x2—10=0 e) x3—3,9x2—39x+10,8=0
c) x342x2—3x+1=0 f) x3—4,2x2—12,6x+459=0

2.5. NEWTONI BINOOMV ALEM.
25.1. BINOOMI x+1 ASTMETE ARENDID.
Summa ruudu ja summa kuubi valemite jargi voime Kirju-

(x+1)2=x242x+1;
(x+1)3=x8+43x24+3x+1.



Kasutades neid valemeid, voime jdtkata x+1 astmete vilja-

kirjutamist:

jne.

(x+1)4=(x+1)3(x+1) =x+4x3+6x2+4x+1;
(x+1)5=(x+1)*4(x+1) =x+5x*4+10x3+ 1042+ 5x+ 1

Nende vorduste paremaid pooli nimetatakse lithidalt binoomi.

x-+1 astmete arenditeks.

Esitame binoomi x+1 astmete arendite kordajad tabelina:

b e OB s By |

Seda tabelit nimetatakse Pascali kolmnurgaks.
Pascali kolmnurgast ndeme, et binoomkordajate kohta keh-

tivad jargmised seaduspédrasused:

a) binoomkordajad asetsevad arendis slimmeetriliselt, s.t.
arendi algusest ja 10pust vordsetel kaugustel asetsevate
liikmete kordajad on vordsed;

b) esimese ja viimase liikme kordaja on 1;

c) teise ja eelviimase liikme kordaja on vordne bmoom1
astendajaga.

Edaspidi nditame, et need omadused kehtivad iga naturaal-

arvulise astendajaga binoomi arendi kohta.

130.

131.

132.

Ulesandeid.

Esita binoomide (x+41)%, (x+1)7, (x+1)8 arendid ja tdienda
nende kordajatega Pascali kolmnurka.

Leia Pascali kolmnurga abil, kuidas saab teise astme
binoomi arendi kordajate kaudu vilja kirjutada kolmanda
astme binoomi arendi kordajaid, kolmanda astme binoomi
arendi kordajate kaudu neljanda astme binoomi arendi kor-
dajaid jne.

Sonasta Pascali kolmnurga jatkamise reegel ja tdienda selle
abil Pascali kolmnurka binoomide (x+1)° ja (x+1)!° kor-
dajatega.
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2.5.2. FUNKTSIOONI [f(x]n TULETIS.

a) [f(x)P tuletis.

Et [f(x)]?=f(x) - f(x), siis kasutame siin korrutise tuletise
leidmise eeskirja. Saame

P =[F ()] - F(x) +F(x) - [F ()] =2f (x)[[ (x)].
b) [f(x)Ptuletis.

Kasutades eelmist tulemust ja jillegi korrutise tuletise leid-
mise eeskirja, voime kirjutada:

{F ()Y = AF@P-f(x)}= {[F(x) [ (x) +[[F () P-F(x))=
=2 (x)-[F ()] - F(x) +[F () P-[F ()1 =3[ () P+ [[ (x) .
) [fx)r tuletis.

Eeldame, et eelmiste nédidete juures tdhelepandud seadus-
parasus kehtib mingi naturaalarvu & korral, s.t. et

{FOFY =k-[F()F-[F()T,

ja vdidame, et siis kehtib ka valem
{F() 1Y = (k+1)-[F(x) - [ (£)]-
Et

[F) P =[f (%) [ (x),
siis
{FO P+ ={F (- ()]} =
={[F(D)F} T (x) +[F (x) P -{f (x)] =
=R[F ()T [F ()] - F () + () - [F(0)]) =
= (kR+ DI (=) F-[F(0)].
Et £=3 puhul see valem kehtib (vt. punkt ), siis toestatu

pohjal kehtib ta ka #=4 puhul. Kui valem kehtib aga 2=4 puhul,
siis toestatu pohjal kehtib ta ka =5 puhul jne.

Seega olemegi toestanud, et

{TCA]"} =n[f(x) ]~ - [F(x))
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Ulesandeid.

133. Leia jargmiste funktsioonide tuletised:

a) (x+1)5 f) (3x2+2x—1)8

b) “(2x—3)7 g) (sinx+tanx)!°
c) (2—§x)6 h) (x2+—;c-+x)12

d) (—4+3,72x)° i) (3cosx—2sinx)7?
&) (x+1) i) (3x+2)"

2.5.3. BINOOMI (x+1)n AREND.

a) Binoomkordajate mddramine.

Binoomi (x+1) astmete arendid on avaldatavad korrasta-
tud hulkliikmetena x astmete suhtes. Seame niiiid eesmargiks
avaldada hulkliikme kordajad binoomi astendaja n kaudu. Sel-
leks oletame, et

(x+1)"=Cox"+ C x4 Cox"~2 4+

+ ... 4+Cpox2+C,—1x+C,,
kus nn. binoomkordajad Co, C,, Cs, ..., Cp—, Cp-y, C, tuleb méa-
rata.

Binoomkordajate méddramiseks kasutatava vottega tutvume
juhul, kui n=4, s. t. seame {ilesandeks madrata kordaja Co, Ci,
C,, C; ja C4 vorduses

(x+1)4=Cox*+ C x84 Cox?+4 C3x + C4.

Kui x=0, siis

(04+1)4=Cy-04+C- 03+ C2- 024+ C;5 - 0+ C4
ja siit

14=C4, s. t. et C4=1.

Jargmised kordajad madidrame tuletise kaasabil, ldhtudes
eeldusest, et kui funktsioonid on vordsed, siis on vordsed ka
nende tuletisfunktsioonid. Seega, kui

(x+1)4=Cox*+ Cix3+ Cox2+ C3x + Cy,
siis

4(x+1)%.1=4Cox*+3C1x2+2Cox+ Cs.

59



Et ka see vordus peab kehtima x iga védirtuse korral, siis
vottes jdllegi x=0, saame
4:13=0Cs, s. t. et C;=4.
Jéitkates analoogiliselt, saame, et
3:4(x+1)2-1=3-4-Cox2+ 2-3-C1x+2C,,
ja siit, kui x=0, et 2C,=12 ja C,=6.
Edasi on
2:3:4-(x+1)-1=2-3-4-Cy- x+2-3-C,,
millest juhul, kui x=0, saame, et 6C,=24 ja C;=4, ning
2:3:4=2.3-4-C,, millest Co=1.
Nii jouamegi tuntud tulemuseni
(x+1)4=x*+4x34+6x2+4x+1.
Siin tutvustatud votet kasutades saame leida jargmised
avaldised binoomi (x+1)” arendi kordajate jaoks:

Cia=13

i

it L

Ay MLIQ)(e,ﬂ
Crs= n(n—-l)2(.n3_‘i)(n_3);

....................................

C.,_ nn=1)(n=2) (n=3)...(n—k+1)
=k eI R ’

e i) O gt e b
C"“”_C°_2-3-4-...-(n—2)(n—-1)n s

b) Faktoriaali moiste.

Jarjestikuste naturaalarvude korrutis, alates arvust 1, Kkir-
jutatakse iiles eri siimboliga, nn. faktoriaali abil.

Nii tahistame
1 22:3+4<...-n=nl,

kus stimbolit n! loeme «n faktoriaal».

60



Naiiteks

5!=1.2.3-4.

5,
8!=1.2-3-4.5

-6.7-8.
Ka siimbolile 0! on antud arvu tdhendus:
Ol=1.
c) Binoomkordajate iildavaldis.

Laiendades binoomkordaja C,-, avaldises lugejat ja nimeta-
jat korrutisega

(n—R)(n—k—1)(n—k—2)-...-2:-1=(n—k)!,
saame

C. . _Mn=1)(n=2)(n—3) - .. .- (n—k+1) (n—k) (n—k—1) (n—k—2) -...-2" ]
ik 2.3.4-... k(n—k) (n—k—1)(n—k—2) -...-2-1

Selle murru voime hoopis lithemalt {iles kirjutada, kui kasu-
tame faktoriaali siimbolit:

n!
Cot= fm—ry1*

Seega oleme saanud binoomi (x+1)" arendi kordajate iild-
liikme, mis voimaldab leida koiki binoomkordajaid, kui =0,
Pt i

d) Binoomkordajate omadused.

Kasutades binoomkordajate iildavaldist, leiame binoomkor-
dajad Cl, Cz, C3, s Cki

n! s bt S
e e A=Dln=ntD1 _ (n=D) &
e 4 n! : g2 n! Lo Jiin=1)
Co=Cp-(n—2 = (n=2) (B =R 2 T =22k g
% st n! Sopmt s e ) (-2,
Co=Cr-tn—3 = (n=3)!(n—n+3)!  (n—3)131 3! :

n! nl
Co=Cn-ta—t) = oy Tn=nTA) — G=B)TAL"
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Vorreldes kordajat C, kordajaga C,-;, nédeme, et
Ca=Co s
Seega,

1° binoomi (x+1)" arendis on algusest ja lopust vordsetel
kaugustel seisvate liikmete kordajad vordsed.

Sils on Co=C, Ci=U 4, Cy=Crs jne.

Eespool veendusime, et C,=1. Niiiid teame, et C,=C,. Sel-
lest jdreldub, et

2° binoomi (x+1)" arendis on esimese ja viimase liikme
kordajad vordsed iihega.

Négime ka, et C,-i=n. Et aga C,-;=C,, siis

3° binoomi (x+1)" arendis on teise ja eelviimase liikime
kordajad vordsed binoomi astendajaga.

e) Binoomi (x+1)* arend.

Esitame niiiid binoomi (x+1)" arendi, asendades madéra-
mata kordajad mairatud kordajatega:

(x+1)n_xn+nxn 1+ (rL xn—-2+ n(n—;’#lxn—3+
nl s nn—1)
+"°+kl(n——k)—!xn L e = T xX24nx+1.

Ulesandeid.

134. Maiidra binoomi arendi kordajad.

a) (2x+5)3=Cox3+C1x2+ng+C3

b) (4—3x)4=Cox*+ Cx8+ Cox?2+ Cax+ Cy

c) (1,2x—6)5=Cyx5+ Cix*+ Cox®+ C3x2+ Cyx+Cs
135. Leia

31,51, 1015101,

136. Kasutades binoomkordajate iildavaldist, leia jargmised
binoomkordajad.

C3—2) C4—17 C5—3’ C6—2) C7'4a CS"3~
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137. Binoomkordajaid C,- tdhistatakse sageli kujul C*. Leia
C3, C3, Ci, Ci, Ch. :
138. Esita binoomide (x+1)8 ja (x+1)!5 arendid.

2.54. BINOOMI (a+b)n AREND.

Tuginedes (x+1)" arendile, leiame niiiid (a+5b)" arendi.
Léahtume samasusest

(a+8)2=[o(5 +1)]" =b(5 +1)".
Edasi rakendame binoomi (x+1)" arendi valemit:
(@+0)r=bn[(5)" +n () + 20 (5) 7 +

_nf{n—1)(n—2) (a\n—3 44 n! 2 g
it e RS L

3 ael)

3) +ng +1]-

Avades sulud ja taandades, saame

(a+b)"=a"+na"-'b+ "(" )a" —2b24

+n(n—1;!(n—2) an—3ph34+ . . 4+ k'(n——kF an—kpk 4

+. 2D a2pn-2 4 naba-1 4 bn,

Viimast valemit nimetatakse Newtoni binoomvalemiks.

2.5.5. NEWTONI BINOOMVALEMI KORDAJATE OMADUSI.

Et Newtoni binoomvalemi kohaselt on binoomi (a+b)" aren-
dis kordajad samad mis binoomi (x+1)" arendis, siis kehtivad
siin needsamad juba tdhelepandud omadused kordajate kohta.

1°. Binoomkordajad on esitatavad Pascali kolmnurgana.
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2°. Binoomi arendi algusest ja l6pust vordsetel kaugustel
asetsevad kordajad on viordsed.

3°. Binoomi arendi liikmete arv on binoomastendajast iihe
vorra suurem. '

Vottes binoomvalemis a=bh=1, saame, et

4° binoomkordajate summa on 2n.

Kontrolli seda omadust!

Kasutades vordust' (a—b)"=[a+ (—b)]*, saame binoom-
valemi vahe jaoks. Tee seda!

Vottes niilid a=b=1, jouame omaduseni

5° paarituarvulistel kohtadel seisvate binoomkordajate
summa vordub paarisarvulistel kohtadel seisvate binoomkordajate
summaga.

Kontrolli seda omadust!

Ulesandeid.

139. Esita jargmiste binoomide arendid.

a) (1—s)* d) (2—a)®
b) (p+4)° e) (3x+4y)°
o) (u++)’ f) (x2+242)

140. Leia jargmised astmed kuni neljanda kohani pérast koma,
kasutades selleks binoomi arendist vajalikku arvu liikmeid.

a) (1,1)% d) (0,95)6
b) (1,05)% e) (0,99)5
c) (1,002)1 f) (0,998)2
141. Leia jargmised astmed, kasutades Newtoni binoomvalemit.
a) 295 c) (4+3)8 e) (a+0b)*
b) 993 d) (6—52)5 f) (a—0b)*

2.6. LIGIKAUDNE VALEM (1+x)"=1+nx.

Seame iilesandeks esitada funktsioon (1+x)" ligikaudu
lineaarse funktsioonina, eeldades, et n on naturaalarv ja x on
absoluutvaartuselt véike arv.
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Kasutades Newtoni binoomvalemit, voime kirjutada:
(I+x)"=14nx+ ... +x~

Et x on absoluutvaartuselt véike arv ja seega tema astmed
veelgi vdiksemad, siis voime kirjutada:

(14+x)"=1+nx.

Funktsiooni y= (14x)" graafikuks on nn. n-astme parabool,
mis ldbib iga n korral punkte (—1; 0) ja (0; 1) (joon. 50).

Leiame selle parabooli puu-

tuja tousu punktis (0; 1). Selleks . :E?l
avaldame funktsiooni tuletise ja <l
: : 0y
leiame selle vaartuse, kui x=0: i
ek /

’ /
Y]emo=n /

/

Seega on parabooli y=(1+x)?
puutuja tous kohal 0 vordne 2-ga,
parabooli y= (1+x)3 puutuja tous
kohal 0 vordne 3-ga jne.

Sirge y=1+nx tous on sa- /
muti n ja ta 1dbib punkti (0; 1). ]
Seega on sirge y=1+nx paraboo- ,’
li y=(14x)" puutujaks kohal 0.

Kasutades valemit (1+x)"=
~1+4nx, asendame punkti (0; 1) ldhemas iimbruses parabooli
kaare tema puutuja loiguga.

Selgitame niiiid, missuguste suuruse x vaartuste korral on
see ligikaudne valem rakendatav, kui n on ette antud.

Newtoni binoomvalemi kohaselt

JOON. 50.

(I+x)"=14+nx+a,
kus
a=C2x2+C3x3+ s +Cnx".

Asendame siin koik x astmed x?-ga, ja et x on absoluutvdartuselt
vaike arv, siis

a<(Co+Cs+ ... +Cp)x2
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siis

Et binoomkordajate summa on 27, s. t.
Co+Ci+ ... +C,=2r,

a<l (2r—n—1)x2

Suurendades x2 kordajat | vorra, saante

a< (2" —n)x2.

Seda vorratust kasutataksegi vea hindamiseks. Selle vorra-

tuse abil médaratakse, missuguste x vdartuste korral on ligikaudne
valem kasutatav.

Olgu meil néditeks ligikaudne valem
(1+x)6=~1+6x.

Siin on

a<(26—6)x2=>58x2.

Huvitagu meid, missuguste x vdartuste korral annab valem

kolm oOiget kiimnendkohta. Selleks tuleb lahendada vorratus

58x2<0,0005,

millest

142,

143.

144.
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Leia, missuguste x vairtuste korral annab

a) ligikaudne valem (1+4x)%=~1+4x kaks oiget kiimnend-
kohta,

b) ligikaudne valem (l1+4x)%= 1+8x neli oiget kiimnend-
kohta,

c¢) ligikaudne valem (l1+4+x)5=~1+5x kolm oiget kiimnend-
kohta.

Missuguseid tingimusi peavad rahuldama a ja b, et
1) (a+b)2>a2+4b??
2) (a+b)2<a?+b??
3) (a+b)2=a2+b%?
Missuguseid tingimusi peavad rahuldama a ja b, et
1) (a—b)2>a%+b%
2) (a—b)2<a%+b??
3) (a—b)2=a24-b%?



2.7. FUNKTSIOONI DIFERENTSIAAL.

2.7.1. FUNKTSIOONI DIFERENTSIAALI MOISTE.

Joonisel 51 on esitatud funktsiooni y=f(x) graafik. Kohal x
on sellele graafikule tommatud puutuja. Teame, et puutuja tous
on vordne antud funktsiooni f(x) tﬁletisega kohal x, s. o. f/(x)-ga.

Olgu x argumendi mingi etle-
antud véadrtus. Kui niiid argument 4
muulub Ax vorra, siis funktsioon y
muutub Ay vorra. Sageli osutub ots- A y
tarbekohaseks vaadelda funktsiooni 6
kohast x "alates lineaarselt muutu- /
vana. Joonisel tdhendaks see antud ax .
funktsiooni graafikule kohal x puu- / o
tuja joonestamist ja kohast x alates
funktsiooni  graafiku  asendamist
puutujaga. Sel juhul vastab jooni-
sel 51 argumendi muudule Ax funkt-
siooni muut BC, mis on tadhistatud siimboliga dy. Kui Ax—0, siis
dy—>Ay. Seega on Kkiillalt vdikese Ax korral

¢
y=f00
d

JOON. 51.

dysz.

Et punktis A tommatud puutuja tous on funktsiooni tuletis
kohal x, s. t. f’(x), ning kolmnurgast ABC saame, et

tanZ BA =§—i—,
siis

dy

E-—f (x)
ehk

dy=F[(x)Ax

Suurust dy nimetatakse funktsiooni diferentsiaaliks.
On kerge veenduda, et

lineaarfunktsiooni y=ax-+b muut ja diferentsiaal on vord-
sed.
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Toepoolest, et y'=a, siis
dy=a- Ax.

Teame aga, et lineaarfunktsiooni korral
Ay=a-Ax

ja seega
dy=Ay.

Kui vaadeldavaks lineaarfunktsiooniks on y=x, siis viimane
vordus on esitatav kujul

dx=Ax,
s. t. et
argumendi diferentsiaal on vordne argumendi muuduga.

Seega voime diferentsiaali avaldises muudu Ax asendada
diferentsiaaliga dx. Siis on

dy=1(x)dx

Seega voib kokkuvottes Gelda, et

funktsiooni diferentsiaal ja funktsiooni muut on vordsed, kui
funktsioon muutub lineaarselt;

funktsiooni diferentsiaal avaldub funktsiooni tuletise ja
argumendi diferentsiaali korrutisena.

2.7.2. FUNKTSIOONI DIFERENTSIAALI KASUTAMINE
LIGIKAUDSEL ARVUTAMISEL.

Rakendame niitid funktsiooni diferentsiaali funktsiooni
muudu ligikaudseks arvutamiseks.

Ndide 1. Leia cos 60°2’ ligikaudne vaéartus.

Selle iilesande lahendamisel peame arvestama, et trigono-
meetriliste funktsioonide, nagu y=sinx, y=cos x jt. argumenti
moodetakse radiaanmoodus. Seega peame siin 60°2” esitama koi-

gepealt radiaanides. Teame, et \

14 : .
= 180 radiaani,
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60°= %— radiaani

s ’
ja 2'= (30) 5400 radiaani.

Teame samuti, et cos x=0,5, kui x—§ Funktsiooni muudu
arvutamiseks juhul, kui Ax= —— 5400, kasutame diferentsiaali aval-
dist

dy=—sin x - Ax=—sin 3 ... =—1§—-,—“—~—0,0005.

" 5400 2 " 5400
Seega

cos 60°2"~0,4995.
Nadide 2. Leia v/16,08 ligikaudne vaartus.

Teame, et \/;=4, kui x=16. Argumendi muudule Ax=0,08
vastava funktsiooni muudu ligikaudse vaartuse leiame diferent-
siaali avaldisest

difsn i A w508 = D01 -
2Vx 2\/16
Seega

Vv 16,08~4,01.

Ulesandeid.

145. Avalda jargmiste funktsioonide muut ja diferentsiaal.

a) %= d) k-
Vx

b) 4x2—3x+2 e)- x3

e)tisiny ) aBax=2

146. y=x3—x. Leia Ay ja dy, kui x=2 ja Ax=1; 0,1; 0,01.

147. Leia funktsiooni y=sinx muudu ligikaudne védartus, kui x
muutub 30° kuni 30°1’. Millega vordub sin 30°1’? Vordle
tulemust tabelist saadava tulemusega.

148. Leia funktsiooni y=tan x muudu ligikaudne vidrtus, kui x
muutub 45° kuni 45°10°. Vordle tulemust tabelist saadava
vaartusega.
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149.

150.

151.

152.

Leia ligikaudne véaartus: sin60°3’, sin 60°18’, cos45°2’,
cos 30°4’. Vordle tulemusi tabelist saadavate vaartustega.

Arvuta funktsiooni diferentsiaali abil:

V4,03, v25,1, v48,97, v0,98.

Leia viga, mis tekib ringi pindala arvutamisel, kui raadius
on 8 cm ja raadiuse mootmisel tehtud vea i{ilemmaédr on
0,05 cm.

Leia vordkiilgse kolmnurga pindala arvutamisel saadava
tulemuse viga, kui kolmnurga kiilg on 36(%1) cm.



3. INTEGRAAL.

3.1. MAARAMATA INTEGRAAL.
3.1.1. ALGFUNKTSIOON.

Antud funktsiooni f(x) algfunktsiooniks nimetatakse nii-
sugust funktsiooni F(x), mille tuletis on vordne f(x)-ga, s.t.

F’(x) =i(x).
Olgu néiteks f(x) =3x2, siis F(x)=x3, sest (x®)’=3x2 Kui
aga f(x) =cos x, siis F(x)=sinx, sest (sinx)’=cos x.

Funktsiooni x® nimetatakse funktsiooni 3x%2 algfunktsioo-
niks ja funktsiooni sinx funktsiooni cos x algfunktsiooniks.

3.1.2. MAARAMATA INTEGRAALI MOISTE.

Funktsioonil 3x? on veel teisi algfunktsioone peale x3.
Naiteks

(x3—3)"=3x%;
(x3+100)’=3x2.
Uldiselt

(x34C)"=3x2,
kus C on mistahes reaalarv, ning seepdrast nimetataksegi kons-
tanti C middramata konstandiks.

Iga funktsioon, mille tuletiseks on cos x, avaldub kujul
sinx+C, kus C on konstant. :

Avaldist x3+ C nimetatakse funktsiooni 3x? algfunktsioonide
tildavaldiseks. Analoogiliselt on sinx+C funktsiooni cosx alg-
funktsioonide {ildavaldis.
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Tahistame funktsiooni f(x) algfunktsiooni F(x)-ga, siis on
algfunktsioonideks ka funktsioonid F(x) +C, kus C on maaramata
konstant. Avaldist F(x)+C nimetatakse funktsiooni f(x) alg-
funktsioonide iildavaldiseks ehk middramata integraaliks. S{imbo-
lites kirjutatakse see iiles jargmiselt:

jf(x)dx=F<x)+c.

mida loetakse «mdédidramata integraal funktsioonist f(x) on
F(x)+C» voi «méadaramata integraal diferentsiaalist f(x)dx on
F(x)+C».

Nii kirjutame

ij"’dx =x34+C

ja
j.cos xdx=sinx+C.
Analoogiliselt voime kirjutada, et
-x5dx= %ﬁ +C, sest (f;%—C)’——-%- k0= X0,
[x10dx = ——+C sest (“ +C) =-ll— 11x10=x10,
.x"4dx——+C sest (——+C) —— s (—3)xA=x%
kuid
x0 " & 2 =
x—ldx# o » sest nulliga jagamisel puudub mbte.

Saab nédidata, et valem (x*)’=nx"-! kehtib ka murrulise n
korral. Seega nditeks

3
el 3 03
‘\/xdx=jx2dx=—x3—+C=§x +C.
; 2
sest
4 SRk % 5 B F
(s.x + )——3-§x =x" =\x.
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Uldiselt

X
n =
jx dx e

n+1

+C, kus n on mistahes ratsionaalarv, vilja

arvatud —1.

3.1.3. MAARAMA'TA INTEGRAALI OMADUSI.
I. Olgu [F(x)V=f(x) ja [G(x)Y=g(x), siis
[F (%) + G ()Y =[F ()Y +[G (x)V =] (x) +& (%)

Niitame niiid, et

[0 +g(0)dx= [Fx)dx+ [g(x)dx
Toepoolest,
|0 +2()lax=F (1) +G(x) +C,

sest [F (x) +G(x) +CY =f(x) +g (%),
[mdx=F@x)+C, sest [Fx+Cir=fi),

jg(x)dx:G(x)+C2, sest [G(x)+Co)=g(x).

Et konstandid C, C, ja C, on mairamata konstandid, siis
voib neid suvaliselt valida ja seega on vorduse

F(x)+G(x) +C=F(x) +C1+G(x) + Cs *

kehtivuseks vaid vajalik, et avaldiste mittekonstantsed liidetavad
oleksid vordsed. Et aga :

F(x)+G(x)=F(x)+G(x),

siis vordus * kehtib ja jarelikult ka
[ +emar=i(mdx+ [g(xdx,
8.1 et

summa integreerimiseks integreeritakse liidetavad ja tule-
mused liidetakse.
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Nidide 1.
j- (x3+x5) dx=jx3dx+ J’x5dx=

x4 X6 x4 X6
bk o+ G =+ +C
Niide 2. ;

x—2x=3 . ((x+1)(x=3) , e
J’_}de_j‘ X3 dx_.j(x+l)dX——\

=jxdx+ jl cdx=% +Ci+x+Co=% +2+C.
2. Olgu [F(x)]'=[(x), siis [c-F(x)Y=c-f(x) ja
c-[F(x)Y=c-f(x).

Néitame niiiid, et

J.c~f(x)dx=c- [f(x)dx.

Toepoolest,

jc-f(x)dx-—-c-F(x) +C, sest [c:-F(x)+CY=c-[(x)

ja
fads j f(x)dx=c[F (x) +Cy), sest [F(x) +CiF =F(x).
Et
c-F(x)+C=c[F(x)+C,], sest c-F(x)=c-F(x),
siis
J'c-f(x)dx-——c-jf(x)dx,
s et
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konstantse teguri saab tuua integraali mirgi ette.
Nidide 1.

IS sinxdx=5]sin xdx=—5cosx+C.



153.

154.

155.

156.

157.

Nadide 2.
j?i?i”ﬁiidx=j - dx+j3x2dx=

cos?x cos?x

=2J' g +3jx2dx=2tanx+C;+3-%: +Cy=

cos? x

=2tan x+4x3+C.

Ulesandeid.

Leia jargmistele funktsioonidele kolm algfunktsiooni.

a) sinx c) x e) q:;_zx

b) 3 Q% e

a) ij”dx d) I ;’—f g) Ix"dx

b) "-x2dx e) j 2‘3‘7 h) j%

c) jx“‘dx . f) I% i) jsinxdx
a)-J4xdx d) J.(x+sinx)dx

b) j%x"’dx : e) j’(l+ %) dx

c) ji‘gt f) j(sin X+cos x)dx

a) j(\/'i+1)(x—\/?+l)dx d) j ‘:Ez’_l“du
b) j(l—z)"’dz e)ji’ix%r’:*—'idx
) j ‘l;’;_” dx i) j‘“‘j"’ dx
a) I(x+3)4dx b) J(z—2)5d2
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¢) ,((y+4)7dy e) I(x a)*da
@ [ (x—a)dx M) [ (24c)oax
158. a) jx,——xzs—j;wdx C) J‘X7 8x+15 dx
 x24+5x+6 [ 2x2—5x—3 8 4
b) j *+2 d d) j 2x+1
159, a) szi:—ﬁso 2 0 j B
- 543_04 x4 —8x2416
2 e d) j.[(x —2 o 9
160. 2) j‘2+_3u s 0) j (3\/v 4p2)3
v vVu
(42—5)* (]-—\/x)5
b) j———zz dz d)j e
o cos? x— sm’x
161. a) j. Nl dx c) J‘ cos x+sin x
b) [t g 0 f

3.1.4. MAARAMATA INTEGRAALI INTERPRETATSIOONE.

1. Olgu antud funktsioon y=F(x), millele oskame leida
tuletist y’=[F(x)]. Tahistame [F(x))=f(x). Olgu selle funkt-
siooni y=F(x) graafik esitatud joonisel 52. Valime argumendi
védrtuse x,, siis y;=F(x;). Teades funktsiooni tuletist kohal x,
s. 0. f(x1), saame leida puutuja tousunurga a ja joonestada funkt-
siooni y=F (x) graafikule punktis (x;; y1) puutuja. Selle puutuja
vorrand on

y—yi=[(x1) (x—x1).

Seega, kui on antud funktsioon ja oskame leida tema tuletist, siis
on funktsiooni graafiku puutuja etteantud kohal méaratud.

Olgu niitid funktsioon y'=f(x). Siis, nagu teame, pole
funktsioon y iiheselt maaratud, vaid

y=F(x) +C, kus [F(x)}=f(x).
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JOON, 52. JOON. 53.

Vaatleme joonist 53. Teame, et funktsiooni y’'=f(x) vaartu-
sega kohal x, on mairatud koigi algfunktsioonide F(x)+C graa-
fikute puutuja tous kohal x,. Sellele tousule vastavalt voime ldbi
sirge x=x,; mistahes punkti kujutada puutuja, sest antud tuletis
ja argumendi vaidrtus ei méidra puutepunkti ordinaati. Et samuti
on voimalik leida puutuja tousu koigil teistel argumendi vaartus-
tel, siis saame funktsioonile y’=f(x) tuginedes joonestada alg-
funktsioonide y=F(x) +C puutujate vdlja (joon. 54). Kasutades
neid puutujaid, saame aga konstrueerida algfunktsioonide graafi-
kuid.

Olgu néiteks antud funktsioon y’=%. Jargnevas tabelis

on esitatud selle funktsiooni vddrtused monede argumendi véar-
tuste korral.
* -1 ‘ 0 l 1 l 2

|
% I -2
3 1 1

Joonisel 55 on selle tabeli pohjal kujutatud algfunktsioonide y=

=%2+C puutujate vali ning selles monede algfunktsioonide
graafikud.

Kui tahame algfunktsioonide graafikute hulgast leida mingi
kindla kovera vorrandit, siis peat olema ette antud iiks punkt,
mida see kover ldbib. Naiteks kui tahame algfunktsioonide
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JOON. 54. ;s 3 JOON. 55.

y= %+C graafikute hulgast leida punkti (—1; 2) ldbiva kovera
vorrandit, siis peavad antud punkti koordinaadid rahuldama
kovera vorrandit, s. t.

feah

e AT
millest
Sigl
=1
ning otsitud kovera vorrandi saame kujul
L
y= XT +3-

2. Tolgendades antud funktsiooni y=s"(f) hetkelise kiiruse
avaldisena, saame integreerimise teel leida vastava litkumise

vorrandi. Kui nditeks v=#2+1, siis funktsioon s(t)=g—3+t+C
esitab keha liikumise vorrandit. See vorrand sisaldab aga mééra-

mata konstanti ja seetottu {itleme, et hetkelise kiiruse avaldisega
on liikumise vorrand maéératav kuni konstandini.

Ulesandeid.

162. Algfunktsioonide graafikute parve vorrandiks on y=sin x+
+C. Leia vorrand koverale, mis 1dbib punkti (%; ]).

2
163. Algfunktsioonide graafikute parve vorrandiks on y=Cx.
Leia vorrand koverale, mis ldbib punkti (g, Tﬂ) Leia veel

kaks punkti, mida see kover ldbib.
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164. Algfunktsioonide A graafikute parve vorrandiks on y=>5x3—

—3x2+42x+ C. Leia vorrand koverale, mis ldbib punkti (1, 2)

2
Kas see kover ldbib ka punkti (%, %)?
165. Leia keha liikumise vorrand hetkelise kiiruse avaldise jérgi. .
a) cost c) —1?
b) 3+¢2 d) ¢+

166. Leia keha liikumise vorrand hetkelise kiiruse avaldise jérgi,
kui on teada keha poolt ldbitud tee pikkus etteantud aja-
momendil:

a) (1+1)2, kui s(1)=1;

b) sini{-4cost, kui s(-g—)=0.

3.1.5. PINDALA TULETIS.

Iga kinnise koveraga piiratud pinnatiikki saab tiikeldada
osadeks, nii nagu on ndidatud joonisel 56. Need on tdisnurksed
trapetsid, mille iiks haar on koverjoon, ja kolmnurgad, mille iiks
kiilg on koverjoon. Et kolmnurka voib vaadelda trapetsi erijuhuna
(iiks alus on kodunud nulliks), siis nimetataksegi neid kujundeid
ithise nimetusega koverjoonelisteks trapetsiteks.

Vaatleme niiiid koverjoonelist trapetsit koordinaatteljestikus.
Valime x-telje nii, et sellel asuks trapetsi alustega ristuv haar
(joon. 57). See trapets on koordinaatteljestikus maératud, kui on
teada funktsioon y=f(x), mille graafiku iiks osa on trapetsi kover-

B 0 :

JOON. 56. JOON. 57.
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jooneliseks haaraks, ja kui on antud trapetsi aluste asukohti
médravad abstsissi vaartused.

Joonisel 58 on koordinaatteljestikus esitatud funktsiooni
y=f(x) graafik ja sellel ordinaatldik kohal a. Olgu see 16ik kover-
joonelise trapetsi iiheks aluseks, tema iiheks nn. 4drordinaa-
diks. Vottes niiiid x {ikskoik millise vdartuse, mis kuulub antud
funktsiooni f(x) maéadramispiirkonda, ja kujutades sellel kohal
ordinaatloigu, esitab see koverjoonelise trapetsi teist alust, tema
teist darordinaati. Igale x vdartusele vastab niiiid kindel kover-
joonelise trapetsi pindala (joon. 58). Seega voime Gelda, et

funktsiooni y=f(x) graafiku aluse koverjoonelise trapetsi
pindala on argumendi x funktsioon.

Tdhistades koverjoonelise trapetsi pindala tdhega S, voime
kirjutada, et S=S(x).

Seame niiiid iilesandeks leida S(x), kui f(x) on antud.

. y=1lx)
[ t——ran,

ki %

5 A x 7

JOON. 58. JOON. 50.

Muutugu argumendi vairtus x suuruse Ax vorra, selle taga-
jarjel muutub koverjoonelise trapetsi pindala AS vorra. Jooni-
selt 59 ndeme, et

f(x) Ax<AS<f(x+Ax)Ax.

Jagame need véirtused Ax-ga. Et Ax>0, siis jddvad vorra-
tuse margid samapidisteks:

AS
f(x)<l~\; <f(x+Ax).
Seega jadb suhe %—f vaartuste f(x) ja f(x+Ax) vahele (joon. 60).
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Kui Ax=0, siis [(x+Ax)=f(x). Et suhe 25 jaib f(x) ja
f(x+Ax) vahele, siis ka i—f—ﬁ(x), e

: AS
lim R =f(X)
Ax—0

Vorduse vasakul poolel on funktsiooni S(x) tuletis. Seega

S’ (x) =f(x),
s. t. et koverjoonelise trapetsi pindala S(x) on antud funktsiooni
f(x) algfunktsioon. Et see algfunktsioon pole iiheselt maaratud,
siis

S(x)=Jf(x)dx=F(x) 6.
Niiteks, kui f(x) =3x2, siis F(x) =x3 ja
S(x)=j3x2dx=x3+C.

Selgitame seda tulemust ka geoméetriliselt.

Vorduse S’(x) =f(x) tuletamine ei ole seotud koverjoonelise
trapetsi esimese aluse asukohaga. Seetottu ei méaragi seos
S’(x) =[(x) koverjoonelise trapetsi pindala funktsiooni S(x) iihe-
selt, sest ta sisaldab liidetavana ithe mdaramata konstandi. Kover-
jooneliste trapetsite pindalad erineva esimese aluse asukohaga
erinevad liksteisest konstantse pindala vorra, mis on vordne nende
esimese aluse asukohtade vahelise koverjoonelise trapetsi pind-
alaga. Joonisel 61 on esimene alus fikseeritud kohal a, ja a;. Need
kaks trapetsit erinevad teineteisest joonisel viirutatud pindaia
vorra. Seni, kui esimese aluse asukoht pole fikseeritud, on see
konstant médaramata
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3.2. MAARATUD INTEGRAAL.
3.2.1. NEWTON-LEIBNIZI VALEM.

Olgu koverjoonelise trapetsi esimene alus fikseeritud kohal
x=a. Niiiid vastab igale argumendi vaadrtusele kindel koverjoone-
lise trapetsi pindala, s.t. et konstant, mis enne oli middramata,
peab olema niiiid méadratav. Leiame selle.

Konstandil on niiiid iiks kindel védartus soltumata sellest, mis-
sugusel argumendi vdadrtusel on voetud teine alus. Valime koigist
voimalikest x véirtustest selle, millele vastavat pindala suurust
me teame. See on siis, kui teine alus iihtib esimesega, s.t. kui
x=a. Sel korral on koverjoonelise trapetsi pindala 0, s.t. et

F(a)+C=0
ja siit
C=—F(a).

Mirgime integraali simboli otste juurde need argumendi
védartused, millele vastavate ordinaatloikude vahel asub vaadel-
dav koverjooneline trapets. Neid vadéartusi nimetatakse ka integraali
rajadeks. Seega

jf(x)dx=F(x) _F(a)

ehk
S(x)=F(x) —F(a).

Anname niiiid ka x-le kindla vdirtuse. Siis peab vastava
koverjoonelise trapetsi pindala avalduma samuti kindla vdartusena.
Toepoolest, asendades viimastes vordustes x=>0, saame

b
jf(x)dx=F(b> —F(a)

ehk
S(b)=F(b)—F(a).

Integraale, millel on fikseeritud rajad, nimetatakse miia-
ratud integraalideks.
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Seost

b
jf(x)dx:F(b) —F(a),

kus F’(x) =f(x), nimetatakse Newton-Leibnizi valemiks. See valem
annab mddratud integraalide arvutamise eeskirja. Algfunktsiooni
jérel kasutatakse rajade markimiseks piistkriipsu. Naiteks

H 33 33 13
-
j.x2dx= T, By =0
1 1
mis tdhendab, et parabooli y=x? alune pindala argumendi véar-

tustele 1 ja 3 vastavate ordinaatldikude vahel on 8§ ruutithikut.
Maidratud integraalide puhul kehtivad samasugused omadu-
sed kui- mddramata integraalide puhul, s.t.

b b b
L U(x) +g(xldx= ji(x)dx+ jg(x)dx;

a

b

2 fc-f(x)dx:c-jf(x)dx.

Ulesandeid.

1‘0 a 4
167. a) | xdx d) j (3x2—x+1)dx 2) j%

0 0 1
a 2,5 9

b) jx“’dx e)j (2x+1)2dx h)j\/}(lﬂ/?)dx
¢ : 4
3 - 3 o

c) jexdx f) jx"dx i) j (x2+3x+xl—3)dx
2 0 0,8
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¥ T ¥
168. a) [ sin x dx; b) I cos x dx; c) J‘ dx .
. cos?x ’
0 L3 L3
6 6
5 T -
d) J (2 sin x+3 cos x)dx; e) j( ! _;)
cos? x sin? x
3

3.2.2. MAARATUD INTEGRAAL PIIRVAARTUSENA.

Integraali on voimalik defineerida ka summa piirvdédrtuse
kaudu, mis voimaldab integraali rakendada viga paljude iilesan-
nete lahendamisel. Votame selle definitsiooni selgitamisel aluseks
kinnise koveraga piiratud tasapinnatiiki pindala leidmise iiles-

ande.
Olgu antud koverjooneline trapets, mis on mdaratud funkt-

y y
\\
ay e e Y -1
0 * 0 X
JOON. 62.
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siooni y=f(x) graafikuga ja abstsissi vdirtusega a ja b. Teame,
et selle trapetsi pindala S avaldub mairatud integraaiina

b
S=~[ f(x)dx.

Ringi pindala defineerisime tema sisse joonestatud korra-
paraste hulknurkade pindalade piirvdartusena, kui hulknurga tip-
pude arv piiramatult kasvab. Et ka koverjooneline trapets pole
otseselt pindalaiihikuga vorreldav, siis selgitame, kuidas siin
jouda pindala defineerimiseni piirvdédrtuse kaudu. Vordleme kover-
joonelist trapetsit ristkiilikutega. nii nagu ndidatud joonisel 52.
Nieme, et kui tiikeldada antud trapetsit jarjest kitsamaiks trapet-
seiks ja neid kitsamaid trapetseid vorrelda ristkiilikutega, siis
erinevus antud koverjoonelise trapetsi pindala ja ristkiilikute
pindalade summa vahel jarjest vaheneb. Niisuguste ristkiilikute
pindalade summa piirvddrtusena ongi antud koverjoonelise trapetsi
pindala defineeritav. Kui tahistame a=x; ja b=x, (joon.63), siis

S=1im[f (x;) (x2—x1) +F(%2) (x3—x2) + ... +F (%) (X1 —%) +

n- x

2 +f(xn—1) (Xn—%p1)});
kusjuures koik vahed (x;;—x;)—0.

Nurksulgudes on summa, mille liidetavad erinevad iiksteisest
ainult indeksite poolest. Sellist summat saab iiles kirjutada liihe-

malt, kasutades selleks nn. summa marki >:

S=1im 3 1 (x) (1 —),

n—>oo i=1

kusjuures (xz;,—x;) 0. y {0
& S
Loeme: koverjoonelise trapetsi &

pindala on vordne piirvddrtusega
summast, mille liidetavaiks on korru-
tised f(x;) (x41—x;), kus i omab jar-
jest tdisarvulisi vdartusi 1-st (n—1)-

ni, kus n kasvab tokestamatult ja 7,

koik vahed (x;,—x;) ldhenevad nulli- . - g

le. Tahistades vahesid x;,—x;=Ax;, ol el
saame koverjoonelise trapetsi pind- ;o\ e
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ala piirvaartusena

n—1
S=lim2f(x,) Ax;.
B-+oo {=1{

Ax,—)O

Seega -

jf(x)dx—nm ) Ax.

n-—+o i={

Ax; =20

Selle seose tundmine osutub edaspidi vaga kasulikuks, sest
mitmed kiisimused, nditeks ruumala valemite tuletamisel, taandu-
vad niisugusele summa piirvdartusele. Teades, et see on vordne
madratud integraaliga, jouamegi kiiresti vastuseni.

Viimasest vordusest tuleneb ka iiks omadus, mida méaératud
integraalide arvutamise juures tuleb arvestada siis, kui integree-
rimisrajade-vahelises piirkonnas funktsiooni graafik 16ikab x-telge.
Nimelt, kui funktsiooni graafik on allpool x-telge, siis on funkt-
siooni vaartused negatiivsed; kui funktsiooni graafik on iilalpool
x-telge, siis on funktsiooni vdartused positiivsed. Vastavalt sellele
tulevad negatiivsed voi positiivsed ka korrutised f(x;)Ax;. Nende
korrutiste summaks ja selle summa piirvdartuseks saame siis
mitte selle kovera ja x-teljega maaratud pmdalade summa, vaid
vahe

I

mi ©
(TR
Il
N
BO| ==

Jooniselt 64 ndeme, et on positiivse osa pindala ja 2 nega-
tiivse osa pindala. Nii et mtegreerlmnse tulemusena saame nende
pindalade vahe.

Juhul kui funktsiooni graafik I16ikab x-telge, siis on otstarbe-
kas méadrata pindala eraldi allpool x-telge ja iilalpool x-telge ning
siis tulemused liita.

Vaatleme niiiid moningaid néiteid pindala leidmise kohta
integreerimise abil.

Ndide 1. Leida koveratega y=x? ja y=x piiratud kujundi
pindala.
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Leiame antud koverate loikepunktide abstsissid. Selleks
lahendame vorrandisiisteemi

y=x*
y==x,
millest
x2—x=0.

Selle vorrandi lahenditeks saame
% =0 ja xs=1.

Jooniselt 65 ndeme, et otsitava pindala leidmiseks tuleb
leida vahemikus [0,1] esmalt sirge y=x alune pindala, seejarel

h,rl

ot

JOON. 64. JOON. 65.

kovera y=x2 alune pindala ning siis esimesest tulemusest lahu-
tada teine. Téhistades otsitava pindala tihega S, voime kirju-
tada, et

S=fxdx—fx2 | xal—(2 ——0) é
0 0

Seega on otsitav pindala é ruutithikut.

Nidide 2. Leida koveratega y=x2—3 ja y—2x piiratud
kujundi pindala.
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Leiame antud koverate 16ikepunktid. Selleks lahendame need
vorrandid siisteemina

y=x2-3
y=2x,
millest
x2—3=2x
ja
x2—2x—3=0.

Saadud ruutvorrandi lahendid on
x|=—l ja X2=3.

Joonisel 66 on kujutatud otsitav pindala. Ndeme, et osa otsitavast
pindalast on iilalpool x-telge ja osa allpool x-telge. Seepirast

S %

AR X JOON. 66

leiame need pindalad eraldi, tahistades nad vastavalt tdhtedega
Sl ja Sz.

Ulalpool x-telge tuleb kolmnurga OCD pindalast lahutada
kujundi ECD pindala. Punkti E abstsiss saadakse vorrandi

x?—-3=0
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positiivse lahendina, seega E (V3, 0) ja

3 3 3 : 3 3
S.=§2xdx— I (x2—3)dx=x? ———%l +3x| =
0 V3 0 V3 V3

27

{00 3‘;3) +(9—31/3) =9—2V3.

Allpool x-telge tuleb kujundi BAE pindalast lahutada kolm-
nurga BAO pindala, seega

Vs o
Sz=' 5(x2 3)dx— 2xdxl—|——| —3xl ——x"‘l |=
=3 & & -
el 7 WL T
=|(\/3+5)—(3\/3+3)_(0—1)|=|-2\/3"2§|=2\/3+2§-
Kogu pindala
S=8)+8,=9-2V3+2V3+2; =1l5.

Ulesandeid.

169. Esita jargmised summad summa margi abil.
a) [(x1) +F(x2) +f(xa) +F(xe) +[(x5)
b) xi+x2+X3+ ... +x4
¢) x{ERi4xi+ .. 4l
d) (%1+x2) 4+ (x2+x3) + (X3+x4) + ... + (Xe+Xen1)

a,+a az+a as—+a Qn—1+0an
e) 122+324+526+‘.‘+ 2l

170. Esita jargmised summad summa margita.

4 4
a) Z (@i +b;) d) Z (242i+1)
b) Z’“ €) Z[f(x,)lﬂ(x.ﬂ—xl)

) Z?_—;’ ) Z[f(x )+f(xi+l)]
=3
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171.

a) Leia pindala kujundil, mida : piiravad funktsiooni
y=x?—4x+5 graalik, x-telg ja sirged x=3 ja x=5.
b) Leia parabooliga y=—'§—2,sirgetega x=3 ja x=6 ning

x-teljega piiratud kujundi pindala.

172.

173.

174.

175.

r?! /
I3
JOON. 67. S
y / *
L2
P Pe-3.1)
> ac-1,0)
Q R R(15:0) - /
0 X JOON. 68.
] % VLK Ia \ ]
S AN S
*

Leia joonistel 67 ja 68 kujutatud pindalad integreerimise
teel.

Leia sirge y=2x+3 ja parabooli y=x? poolt piiratud kujundi
pindala.

a) Leia parabooli y=x2 ja sirge y=38 vahelise kujundi pind-
ala.

b) Leia koveratega yz‘l—x2 ja y=3— %2 piiratud kujundi
pindala.

Leia joonistel 69 ja 70 viirutatud kujundite pindalad.

JOON. 69. JOON. 70.
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176.

177.

178.

179.
180.

181.

182.

183.

184.

Leia kovera y=sinx ja x-telje vahelise kujundi pindala
vahemikus (0, ) ja vahemikus (m, 2x). Vordle tulemusi.
Leia kovera y=cosx ja x-telje vahelise kujundi pindala
vahemikus {12‘— —gn) ja vahemikus (——%, %) Vordle tule-
musi omavahel ja eelmise iilesande tulemustega.

Leia koverate y=sinx ja y=cosx vahelise kujundi.pindala
nende koverate kahe jarjestikuse 10ikepunkti vahel.

Leia koveratega y=x2 ja y=x3 piiratud kujundi pindala.
Leia koveratega y=x2+4 ja y=—x2 piiratud kujundi pind-
ala.

Leia koveratega y=sinx ja y=tanx piiratud kujundi pind-
ala.

Leia koveratega y=x* ja y=10x2—9 piiratud kujundi pind-
ala.

Leia koveratega y=x* ja y=8x2+9 piiratud kujvundi pind-
ala.

Leia koveraga y=sinx ja sirgega y=0,5 piiratud kujundite
pindalade summa vahemikus —2x kuni 6.



4. HULKTAHUKAD.
4.1. PRISMA.

Kidesoleva peatiikiga alustame geomeetriliste kehade oma-
«duste kisitlemist. Tunneme kiill juba prismat, piiramiidi, silind-
rit, koonust ja kera, kuid niiiid seame eesmirgiks anda neile keha-
dele tipne definitsioon, toestada nende kehade mitmesuguseid
-omadusi ja-osalt juba tuttavate pindala ja ruumala valemite keh-
tivust.

4.1.1. PRISMALINE PIND.

Olgu antud tasapinnal a kinnine murdjoon ABCDEA ja veel
'sirge s, mis loikab seda tasapinda (joon. 71). Vaatleme niiiid teist
sirget ¢, mis 10ikab antud murdjoont ABCDEA ja on paralleelne

/f /s JOON. 71.

: ST S

sirgega s. Paneme sirge ¢ liikuma nii, et see kogu aeg loikab
antud murdjoont ABCDEA ja on paralleelne sirgega s. Olles labi-
nud koik murdjoone ldigud, on sirge ¢ kujundanud iihe pinna.
Seda pinda nimetame prismaliseks pinnaks (joon. 72).

Murdjoont ABCDEA nimetame prismalise pinna juhtjoo-
neks ja sirget { — moodustajaks.
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4.1.2. PRISMA.

Loikame prismalist pinda kahe paralleelse tasapinnaga, mis
pole paralleelsed moodustajaga. Saame kinnise pinna, millega
piiratud keha nimetatakse prismaks (joon. 73).

Seega,

prisma on keha, mis tekib prismalise pinna Idikamisel kahe
paralleelse tasapinnaga, mis pole paralleelsed selle prisma-
lise pinna moodustajaga.

JOON. 73.

JOON. 74.

Prismat piiravat prismalise pinna osa nimetatakse prisma
kiilgpinnaks ja paralleelsete tasapindade osi prisma pohjadeks.

Kui prismalist pinda l6ikavad tasapinnad on risti prismalise
pinna moodustajaga, siis tekkinud prismat nimetatakse piist-
prismaks (joon. 74), vastupidisel juhul aga kaldprismaks
(joon. 75).

Prismat piirav kinnine pind koosneb hulknurkadest. Nii-
sugust keha, mille pind koosneb hulknurkadest, nimetatakse hulk-
~ tahukaks; teda piiravaid hulknurki nimetatakse tahkudeks. Prisma
kiilgpind koosneb nelinurkadest. Neid nimetatakse kiilgtahkudeks,
pohju nimetatakse aga pohitahkudeks.

Sirgloike, mida modda loikuvad prisma kiilgtahud, nimeta-
takse prisma kiilgservadeks ja sirgloike, mida modda loikuvad
kiilgtahud pohitahkudega, pohiservadeks. Servade Ioikepunkie
nimetatakse prisma tippudeks.

Prisma tippe tédhistatakse suurte tdhtedega. Nii nagu hulk-
nurki kirjutasime iiles nende tippude jargi (nelinurk ABCD), nii
kirjutame ka prismasid iiles nende tippude jargi. Joonisel 76 on
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JOON. 75.

JOON. 76.

esitatud prisma ABCDEA,B,C,D,E,. Liihemalt kirjutatakse ka nii:
prisma AE,.

Prisma pohjade vahelist kaugust nimetatakse prisma kor-
guseks.

Kaht mitte iihel tahul asetsevat tippu iithendavat sirgloiku
nimetatakse prisma diagonaaliks. Néiteks on joonisel 77 prisma
diagonaalideks loigud AC,, BD,, CA, ja DB,.

JOON. 77.

JOON. 78.

Prisma kaks mitte {ihele tahule kuuluvat kiilgserva mééra-
vad prisma diagonaalldike (joon. 78).

Mitu diagonaalliget saab kujutada joonistel 77 ja 78 esita-
tud prismadesse?

Mitu diagonaali saab kujutada joonisel 74 esitatud pris-
masse?
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4.1.3. PRISMA OMADUSED.
1°. Prisma kiilgtahud on réopkiilikud.

Prisma kiilgtahkudeks on nelinurgad. Nendel nelinurkadel
on vastaskiiljed paralleelsed: {iks paar vastaskiilgi (prisma kiilg-
servad) on paralleelsed prismalise pinna konstruktsiooni pohjal,
teine paar vastaskiilgi (prisma pohiservad) on aga paralleelsed
seetottu, et nad on kahe paralleelse tasapinna loikamisel kolman-
daga tekkinud loikesirgete 16igud. Seega on prisma kiilgtahud
ro0pkiilikud.

2°. Prisma pohjad on vordsed hulknurgad.

Et prisma pohjade vastavaid tippe ithendavad l6igud AA,,
BB, jne. on:

a) paralleelsed (prismalise pinna konstruktsiooni pohjal),

b) vordsed (kui paralleelsete tasapindade vahelised paral-

leelsete sirgete loigud) ja

¢) samasuunalised,
siis saab prisma pohjasid rooplitkke abil iihtimisele viia, sest nii
nagu tasapinnal, nii teisendub ka ruumis iga kujund rooplitkkel
temaga vordseks kujundiks. Seega on prisma pohjad kongruent-
sed hulknurgad.

Piistprismat, mille pohjaks on korraparane hulknurk, nime-
tatakse korrapiraseks prismaks.

Prismat nimetatakse kolmnurkseks, nelinurkseks, iildiselt
n-nurkseks, kui tema pohitahud on vastavalt kolmnurgad, nelinur-
gad, n-nurgad.

Kiisimusi ja iilesandeid.

185. Missugust pinda nimetatakse prismaliseks?

186. Missugust keha nimetatakse prismaks?

187. Nimeta prisma omadusi.

188. Missugust prismat nimetatakse piistprismaks?

189. Mis on prisma diagonaal? diagonaalloige?

190. Missugust prismat nimetatakse korrapiraseks?

191. Missugust hulknurka nimetatakse korraparaseks?

192. Niita, et piistprisma kiilgserv on vordne tema korgusega.

193. Niita, et piistprisma kiilgtahud on ristkiilikud.

194. Missuguse nurga moodustab pustpnsma kiilgserv . pohiser-
vadega? Miks?
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4.14. ROOPTAHUKAS.

Prismat, mille pohjaks on roopkiilik, nimetatakse rodptahu-
kaks (joon. 79).

Piistrooptahukat, mille pohjaks on ristkiilik, nimetatakse
risttahukaks (joon. 80).

JOON. 79. JOON. 80. JOON. 8l1.

Risttahukat, mille iihest tipust viljuvad servad on vordsed,
nimetatakse kuubiks (joon. 81).

Rooptahuka koik tahud on roopkiilikud, risttahuka koik
tahud on ristkiilikud ja kuubi kéik tahud on ruudud.

Rooptahuka neid kiilgtahke, millel pole iihiseid servi, nime-
tatakse vastastahkudeks. Nii on nditeks joonisel 79 tahud
AA,D:D ja BB,C,C vastastahkudeks.

4.1.5. ROOPTAHUKA OMADUSED.

1°. Rooptahuka vastastahud on paralleelsed.

Selle omaduse pohjendamine tugineb kahe tasapinna paral-
leelsuse tunnusele: kaks tasapinda on paralleelsed, kui iihe tasa-
pinna kaks loikuvat sirget on paralleelsed teise tasapinna kahe
16ikuva sirgega. Toesta see rooptahuka vastastahkude omadus!

2°. Rodptahuka vastastahud on vordsed.

Rooptahuka vastastahud on roopkiilikud. Roopkiiliku diago-
naal poolitab roopkiiliku kaheks vordseks kolmnurgaks. Seega.
kui tahame tGestada kahe roopkiiliku vordsust, siis titkkeldame kum-
magi roopkiiliku diagonaaliga kaheks vordseks kolmnurgaks ja
toestame vastavate kolmnurkade vordsuse.

Tuginedes kolmnurkade vordsuse lausetele, voime sealt jarel-
dada roopkiilikute vordsuse tunnused. Néiteks: kaks roopkiilikut
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on vordsed, kui iihe réépkiiliku ldhiskiiljed on vordsed teise ro6p-
kiiliku lahiskiilgedega ja nurgad nende kiilgede vahel on vordsed.

Sellele lausele tuginedes saabki toestada réoptahuka vas-
tastahkude vordsuse. Tee seda!

3°. Rooptahuka diagonaalid 16ikuvad kdik iihes punktis, mis
on iihtlasi nende poolituspunktiks.

Toestame selle omaduse, tuginedes joonisele 82.

Vaatleme diagonaali B;D ja tdhistame tema poolituspunkti
tdhega O. Néditame, et ka rooptahuka teised diagonaalid BD,, A,C
ja AC, labivad seda punkti O ja poolituvad selles punktis.

Rooptahuka servad BB, ja DD, on vordsed (miks?) ja paral-
leelsed (miks?). Seega on nelinurk BDD,B, roopkiilik. Selle roop-
kiiliku diagonaalideks on réoptahuka diagonaalid BD; ja BD. Et
roopkiiliku diagonaalid loikuvad ja loikepunktis poolituvad, siis
peavad diagonaalid BD, ja B;D 16ikuma punktis O, milles pooli-
~ tub ka diagonaal BD;.

Nelinurgad A,B,CD ja B;C;DA on samutl roopkiilikud
(miks?). Neil molemal on {iheks diagonaaliks B;D, mis poolitub
punktis O. Et roopkiilikute A,B,CD ja B,C,DA teisteks diagonaa-
lideks on vastavalt AC ja AC,, siis peavad ka nemad ldbima
punkti O ja seal poolituma (miks?).

4°. Nimetades risttahuka pohiservade ja kiilgservade pikkust

|
0 C |
|
B JOON. 82. ) d
W |
0 e |
D, X s
/b/
JOON. 83. <
Ay Br a

tema mootmeteks, saab Piitagorase teoreemile tuginedes néidata,
et
risttahuka diagonaali ruut vordub tema kolme mdodtme
ruutude summaga

ehk, tuginedes joonisel 83 toodud tihistustele,
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d?’=a%+b?+c?

Et kuubi servad on koik vordsed, s.t. a=b=¢, siis kuubi

diagonaal

d=av/3,

kus a on kuubi serva pikkus.

195.
196.
197.
198.
199.
200.
201.
202.
203.

204.
205.
206.

207.
208.

209.

210.

24%;

212,

213.
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Kiisimusi ja iilesandeid.

Missugust hulknurka nimetatakse roopkiilikuks?

Nimeta roopkiiliku omadusi.

Missugust roopkiilikut nimetatakse ristkiilikuks?

Nimeta ristkiiliku omadusi.

Mis on romb?

Nimeta rombi omadusi.

Mis on ruut?

Nimeta ruudu omadusi.

Tuginedes kolmnurkade vordsuse lausetele, sonasta roop-
kiilikute vordsuse tunnused.

Mis on rooptahukas? risttahukas? kuup?

Nimeta réoptahuka omadusi.

Sonasta risttahuka diagonaali omadus.

Sonasta koosinusteoreem ja siinusteoreem.

Leia risttahuka diagonaali pikkus, kui tema mootmed on:
a) 'l cm, 2 cm"ja-2 cmi;

b) 6 m, 60 dm ja 700 cm;

¢} 8.dm; 90 cm:ja, 1,2 m;

Risttahuka pohiservad on 7 dm ja 24 dm ning korgus on
8 dm. Arvuta diagonaalloike pindala.

Risttahuka kiilgserv on 5 cm, diagonaalloike pindala on
205 e¢m? ja pohja pindala on 360 cm?. Leia pohiservad.
Korrapérase nelinurkse prisma pohja pindala on 144 cm? ja
korgus on 14 cm. Arvuta prisma diagonaal.

Arvuta korrapdrase nelinurkse prisma diagonaal, kui pohja
diagonaal on 8 cm ja kiilgtahu diagonaal on 7 cm.

Prisma pohjaks on korrapdrane kuusnurk kiiljega a. Prisma
kiilgtahud on ruudud. Leia prisma diagonaalide pikkused ja
diagonaalloigete pindalad.



214. Korrapirases kuusnurkses prismas, mille kiilgtahud on ruu-
dud, pannakse tasapind ldbi alumise pohja iihe serva ja
tema vastas asetseva iilemise pohja serva. Pohiserv on a.
Leia saadud 1o6ike pindala.

215. Leia kuubi diagonaalide vaheline nurk.

216. Risttahuka mootmed on 3, 4 ja 5. Leia diagonaalidevaheline
nurk.

217. Leia plistrooptahuka diagonaalloike pindala, kui rooptahuka
korgus on vordne pohja lithema diagonaaliga ja pohiservad
on 3,4 ja 5,7 ning nendevaheline nurk 62°10".

218. Leia risttahuka diagonaallcike pindala, kui pohiservad on
18,2 cm ja 31,6 cm ning selle diagonaalldike diagonaalide
vaheline nurk on 32,1°

219. Risttahuka diagonaal moodustab risttahuka servadega nur-
gad a, B ja y. Toesta, et cos? a+cos? B+cos?y=1. Leia a,
ja vy, kui risttahuka mootmed on 8,5 ¢cm, 7,2 cm ja 4,8 cm.

220. Risttahuka diagonaal moodustab iihe otspunkti juures tah-
kudega nurgad a, B ja y. Toesta, et sin? a+sin? p+sin? y=1.

4.1.6. PRISMA KULG- JA TAISPINDALA.

Prisma kiilgpindalaks nimetatakse tema kiilgtahkude pind-

alade summat.

Piistprisma kiilgtahkudeks on ristkiilikud, mille {iheks kiil-
jeks on pohiserv ja teiseks prisma korgus.

Naita, et

piistprisma kiilgpindala S, on vordne pohja umbermoodu
ii, ja korguse h korrutisega, s. t.

Sy =ii, - h

Kaldprisma kiilgpindala leidmi-
seks loikame prismat tasapinnaga, mis
on risti kiilgservadega (joon. 84). Pris-
malise pinna poolt sellest tasapinnast
eraldatud hulknurka nimetatakse pris-
ma ristloikeks.

JOON. 84.

7 99



Kaldprisma kiilgtahud on réopkiilikud. Vaadeldes kiilgservi
roopkiiliku alusena ja ristloike serva roopkiiliku korgusena, saab
ndidata, et

kaldprisma kiilgpindala S, on vordne ristldike iimbermododu
ii, ja kiilgserva 1 korrutisega, s. t.

8 =il -1

Tee seda!
Prisma tédispindalaks nimetatakse tema kiilgpindala ja poh-
jade pindalade summat.
Tahistades tdispindala siimboliga S; ja pohja pindala siim-
boliga S,, voime kirjutada

St= Sk+2Sp

Kiisimusi ja iilesandeid.

221. Kuidas avaldub korrapdrase hulknurga pindala kiilgserva
kaudu?

222. Kuidas avaldub kolmnurga pindala
a) kolme kiilje jargi?
b) kahe kiilje ja nendevahelise nurga jargi?
c) iihe kiilje ja selle ldhisnurkade jargi?

223. Kuidas avaldub rombi pindala :
a) kiilje ja sellele vastava korguse kaudu?
b) diagonaalide kaudu?

224. Kuidas avaldub korrapdrase prisma kiilgpindala? tiis-
pindala?

225. Korrapidrase kolmnurkse piistprisma korgus on 12 ecm ja
pohiserv 3 m. Leia prisma tdispindala.

226. Risttahuka tédispindala on 1714 m2. Pohja ldhisservade pikku-
sed on 25 m ja 14 m. Arvuta kiilgpindala ja kiilgserv. '

227. Kuubi diagonaal on 10 cm. Leia kuubi tédispindala.

228. Kolmnurkse piistprisma pohiservad on 6 cm, 7 cm ja 8 cm
ning korgus 5 cm. Leia tdispindala.

229. Korrapérase viisnurkse prisma pohiserv on 3 c¢cm ja korgus
4 cm. Leia tdispindala.
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230. Kolmnurkse kaldprisma kaks kiilgtahku on teineteisega risti;
nende iithine serv on 24 cm ning asetseb teistest kiilgserva-
dest 12 cm ja 35 cm kaugusel. Arvuta prisma kiilgpindala.

231. Risttahuka pohiservad on 36 cm ja 15 cm. Risttahuka diago-
naal moodustab pohitahuga 38°-se nurga. Leia risttahuka
kiilgpindala.

232. Piistprisma pohjaks on romb kiiljega 4 cm ja teravnurgaga
36°15". Leia prisma tédispindala, kui prisma korgus on vordne
rombi pikema diagonaaliga.

233. Piistrooptahuka pohjaks on romb, mille kiilje pikkus on
58 cm ja teravnurk 63°. Rooptahuka pikem diagonaal moo-
dustab pohitahuga 52°-se nurga. Leia tédispindala.

4.1.7. RISTTAHUKA RUUMALA.

r a) Olgu antud risttahukas R, mootmetega a, b ja ¢ ning
risttahukas R, mootmetega na, b, ¢, kus n on naturaalarv. Nagu
joonisel 85 ndeme, on risttahukas R, saadav n risttahukast R;.
Téhistades esimese risttahuka ruumala V, ja teise oma V,, voime
kirjutada
Vg‘—‘fl . V].
Seega,
kui risttahuka moode suureneb naturaalarv n korda, siis
suureneb ka tema ruumala n korda.

b) Vaatleme niiid korvuti risftahukaga R, risttahukat Rj,

mille mootmed on g-a, b ja e, kusq£ on positiivne murdarv

(joon. 86). Jaotame risttahuka R, paralleelsete tasapindadega g

Ry
JOON. 85. JOON. 86."

R, na




vordseks risttahukaks Ry, mille m66tmed on %- a, b ja c.Risttahu-
kaid Ry mahub risttahukasse R, tédpselt p tiikki. Tahistades rist-
tahuka R; ruumala siimboliga V3 ja risttahuka R4 ruumala siim-
boliga V,, saame

V3=p £ V4.

Et risttahukaid R, mahub risttahukasse R, parajasti ¢ tiikki,

siis
V1 =q- V4.
Avaldades sellest vordusest Vy:
1
V4=7- Vi

ja asendades eelmises vorduses Vs saadud avaldisega, saame
1 P
TIPSO T e N
g GRS Rt

Seega,
kui risttahuka moode muutub murdary —3— korda, siis muu-
tub ka tema ruumala sama murdarv % korda.

; ¢) Vaatleme niiiid veel risttahukat Rj,
SRR, mille mootmed on ea, b, ¢, kus ¢ on irrat-
sionaalarv (joon. 87). Irratsionaalarvu saab
ldhendada kuitahes suure tédpsusega ratsio-
naalarvu abil. Olgu ¢ mingiks ldhisvdartu-
seks puuduga g, ja lilaga g, s.t. g,<e<e.
Seega sulgub risttahuka Rs ruumala V5 oma

@ suuruselt risttahukate R; ja Rs, ruumalade
JOON. 87. V;,p ja Vs, vahele:

€p'd —ey

fo—r Ep-3
o

€a

Vsp <Vs<Vy,.
Juhu b) pohjal teame, et
Vsp =gp- Vi ja Vs, =g+ Vi,
ja seega
ep Vi<Vs<g - Vi
Teiselt poolt, lahtudes vorratustest
ep<e<ey,
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saame
€p V1<8 ¢ V1<8[ ’ Vl.
Et mo6lemad vorratuste read jddvad kehtima, kui e, ja g esi-
tada jédrjest suurema arvu kohtadega pérast koma, siis
V5=8 .. V[.
Kui risttahuka mdode muutub irratsionaalarvu ¢ kordseks,
siis muutub ka risttahuka ruumala ¢ kordseks.
Vaadeldud kolm juhtu v6ib kokku votta lausega:

kui risttahuka iiks modode muutub mingi arv korda, siis
muutub risttahuka ruumala sama arv korda,

risttahuka ruumala on vordeline ithe oma mootmega, kui
teised mootmed ei muutu.

Olgu risttahuka mootmed a, b ja ¢, siis voime kirjutada, et
V=rkabc.
Toepoolest, kui b ja ¢ ei muutu, siis
kbc=k, ja V=nka;
kui a ja ¢ ei muutu, siis
kac=Fky ja V=rksb;
kui @ ja b ei muutu, siis
kab=Fk3 ja V=rksc.

Seega tuleb risttahuka ruumala valemi saamiseks maérata
vorduses V=~kabc vordetegur k.

Et see konstant peab olema sama iga a, b ja ¢ vdartuse kor-
ral, siis madrame k vairtuse niisuguse risttahuka abil, mille
ruumala me teame. Ruumala mootmise iihikuks on ithikkuup, s. o.
niisugune risttahukas, milles koik mootmed on vordsed iihikuga,
seega

l=kecdisl
fa.siit R=1.

Seega risttahuka ruumala

V =abc
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Risttahuka ruumala on vordne tema kolme mootme korru-
tisega

ehk, vaadates néiteks tahku mootmetega a ja b pohjana,

234.

235.

236.

237.

238.

239.

240.

241.

242,

243.

104

risttahuka ruumala on vordne pohja pindala ja korgUSe
korrutisega.

Ulesandeid.

Leia risttahuka ruumala, kui tema mootmed on

a) 1,03 m, 2,45 m, 0,67 m;

b) '3% cm, 5% cm, 7% cm;

a

?n

Risttahuka moo6tmed suhtuvad nagu 4 : 5: 6. Risttahuka téis-
pindala on 592 cm? Kui suured on risttahuka mootmed? Kui
suur on risttahuka ruumala?

Kahe risttahuka vastavad mootmed suhtuvad nagu m: n.
Kuidas suhtuvad nende risttahukate tdispindalad? Kuidas
suhtuvad nende risttahukate ruumalad?

Risttahuka moo6imed suhtuvad nagu 1:2:3. Kui suured pea-
vad olema need mootmed, kui risttahuka ruumala on 1 ms.
Risttahuka diagonaalloikeks on ruut pindalaga 100 m2. Leia
selle risttahuka tdispindala ja ruumala, kui pohiservad suh-
tuvad nagu 3: 4.

Risttahuka mootmed suhtuvad nagu 12:16:21. Risttahuka
diagonaal on 87 cm. Kui suur on selle risttahuka ruumala?
1,6 cm paksustest laudadest tehti kast, mille vdlimised moot-
med on 1,6 m, 95 cm ja 50 cm. Kui palju kulus kasti val-
mistamiseks puitu ja kui suur on kasti sisemine ruumala?
Hobepaber (stanniolpaber) pikkusega 24 cm ja laiusega
15 cm kaalub 6,561 grammi. Kui paks on see paber, kui
stannioli erikaal e=7,29?

Risttahukakujulisest paagist pikkusega 4% m, laiusega 3,4m

¢) a, 2a,

ja korgusega 121 m, mis on tédidetud veega, lastakse éra
joosta 96 hl vett. Kui korgel on niiiid paagis veepind?

Viikese risttahukakujulise klaasvanni vidlised mootmed on:
pikkus 8 cm, laius 5 cm ja korgus 4 cm. Klaasi paksus on



244.

245.

246.

247.

6 mm. Leia klaasvanni raskus ja sellesse vanni mahtuva
elavhobeda kaal, kui klaasi erikaal e;=2,4 ja elavhobeda
erikaal e;=13,6.

Risttahuka mootmed on 3 cm, 4 cm ja 5 cm. Kui iga tema
serva suurendada x cm vorra, siis suureneb tdispindala
54 cm? vorra. Mitu korda suureneb ruumala?

Risttahuka kolme tahu pindalad on 2 m?, 3 m? ja 6 m? Leia
ruumala.

Leia risttahuka ruumala, kui tema diagonaal moodustab
pohitahuga nurga «, suurema kiilgtahuga aga nurga p. Rist-
tahuka diagonaali pikkus on d. Uuri saadud valemit.
Risttahuka pohja diagonaal on d, pohja diagonaalide vahe-
line nurk on o ning risttahuka suuremat pohiserva ldbiva
loiketasapinna ja pohitahu vaheline nurk on f. Leia rist-
tahuka ruumala. Arvuta ruumala, kui d=7,5; a=43° ja
p=57°.

4.1.8. PUSTPRISMA RUUMALA.

a) KOLMNURKSE PUSTPRISMA RUUMALA.
Joonisel 88 on risttahukas loigatud mooda diagonaalldike

tasapinda kaheks osaks. Saadud kolmnurksetel piistprismadel on
pohjadeks vordsed tdisnurksed kolmnurgad ning samuti on neil

D, ¢ D, 0 c D><B

| |

| | ) \ D'
A B A l —>8 B’ A 8

|

| | : '

' c 0y D;\ G i,/
1/ » N i Y
A B ~ ! /é' = D,
A 1 A1 B] B,l Ay B;
JOON. 88.

kolmnurksetel piistprismadel vordsed korgused. Poorates iiht pool-
test, nditeks prismat DC, iimber serva CC; 180° vorra, on voima-
lik neid prismasid paralleelliikke abil iiksteise sisse asetades viia
iihtimisele, s. t. need kolmnurksed piistprismad on ruumvordsed.
Téhistame iihe kolmnurkse piistprisma ruumala V-ga, siis

105



2V =abc
ja

V=1abe.

2

5 éab on vaadeldava kolmnurkse piistprisma pohja pind-
ala ja ¢ korgus, siis tdhistades pohja pindala S,-ga ja korguse
h-ga, saame

V=8, «h,

Olgu niiiid kolmnurkse piistprisma pohjaks mistahes kolm-
nurk (joon. 89). Loikame seda prismat niisuguse pohjadega ris-
tuva tasapinnaga, mis ldbib {iht kiilgserva ja on risti selle serva
vastastahuga. Saame kaks kolmnurkset piistprismat, mille pohja-
deks on taisnurksed kolmnurgad. Tédhistame antud prisma pohja
pindala S),-ga ja ruumala V-ga. Loikamise tulemusena saadud
kolmnurksete prismade pohja pindalad tdhistame S;-ga ja S,-ga
ning ruumalad V,-ga ja V,-ga. Siis

Sp=Sl+Sz ja Yoz V1+V2.

Et

Vlﬁsl -h ja V2=S2 . h,

siis

V=8,-h+Sy;:- h=(S,+S2)h=S, - h.

¥ S, okt

Kolmnurkse piistprisma ruumala on vordne pdhja pindala
ja korguse korrutisega.

JOON. 89. | AR, JOON. 90.




b) PUSTPRISMA RUUMALA.

Olgu niitid piistprisma pohjaks mingi hulknurk. Loikame

seda prismat niisuguste pohjadega ristuvate tasapindadega, mis
on madratud kahe mitte iihel tahul asetseva kiilgservaga. Selle
tagajdrjel antud prisma tiikeldub kolmnurkseteks prismadeks
(joon. 90). Kolmnurkse prisma ruumala valemi tuletamisel kasu-
tatud mottekdiku jiargides saab ndidata, et

iga piistprisma ruumala on vordne pohja pindala ja korguse
korrutisega.

Naita seda!

Kaldprisma ruumala val‘emi tuletame hiljem, kasutades sel-

leks piiramiidi ruumala valemit.

248.

249.

250.

251.

253.

254.

255.

Ulesandeid.

Arvuta korrapérase kuusnurkse prisma ruumala, kui prisma
koik servad on vordsed a-ga.

Arvuta korrapidrase kuusnurkse prisma ruumala, kui prisma
korgus on 12 m ja pohiserv 35 cm.

Piistprisma korgus on 1,8 m ja ruumala 0,54 md. Leia
prisma pohiservad, kui prisma pohjaks on tdisnurkne kolm-
nurk, mille kaatetite pikkused erinevad 70 cm vorra.

Leia nelinurkse piistprisma ruumala ja téispindala, kui
prisma pohjaks on romb, mille diagonaalid on 8 cm ja 6 cm
ja kui prisma korgus on 10 cm.

. Piistprisma pohjaks on vordkiilgne kolmnurk kiiljepikkusega

0,8 m. Prisma korgus on 1,5 m. Leia ruumala.

Majale pikkusega 18 m ja laiusega 12 m on ehitatud 60°-se
nurga all katus. Kui suur on pooning?

Piistprisma pohjaks on kolmnurk kiilgedega 6,5 cm, 7,2 cm
ja 4,8 cm. Leia prisma ruumala, kui korgus on 60 cm?
Maantee rajamiseks tuleb ehitada teetamm, mille ristloikeks
on vordhaarne trapets iilemise alusega 8 m, haaradega 2,6 m
ja korgusega 2,4 m. Mitu m® pinnast tuleb vedada kohale
niisuguse teetammi iga 10 m pikkuse 16igu ehitamiseks?
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256.

257.

258.

259.

260.

261.

Kanal on alt 20 m ja veepinnalt 25 m lai. Vee siigavus
on 3,5 m. Mitu kuupmeetrit vett voolab 1 tunni jooksul 14dbi
kanali, kui veevoolu kiirus on 40 cm sekundis?

Risttahuka diagonaal d moodustab pohjaga nurga o. Pohja
diagonaali ja pohiserva vaheline nurk on . Leia risttahuka
kiilgpindala, tdispindala ja ruumala, kui =21°30", a=54°20"
fa-8—17.9 m.

Piistrooptahuka pohjaks on romb, mille véiksem diagonaal

on d ja teravnurk on a. R6optahuka korgus on %. Leia roop-
tahuka tdispindala ja ruumala, kui d=25,8 ja a=75°20".
Piistprisma pohjaks on kolmnurk ABC, mille kiilg AC=
=38,1 dm, kiilg BC=34,8 dm, ja nurk ABC=58°20’. Prisma
kiilgserv vordub kolmnurga ABC kiiljele AB tommatud kor-
gusega. Arvuta prisma ruumala.

Piistprisma korgus h=20 dm. Prisma pohjaks on ringi
timber kujundatud tdisnurkne trapets, mille teravnurk
a=45°30"; ringi raadius r=6 dm. Arvuta prisma ruumala.
Piistprisma pohjaks on vordhaarne kolmnurk, mille haar
on a ja tipunurk a. Ulemise pohja tipust on tommatud vord-
sete kiilgtahkude diagonaalid, mille vaheline nurk on .
Leia prisma tdispindala ja ruumala, kui a=97,84 cm;
a=63°30" ja p=39°40".

4.2. PURAMIID JA TUVIPURAMIID.

4.2.1. PORAMIIDILINE PIND.

Olgu tasapinnal « antud kinnine murdjoon ABCDEA

(jbon. 91) ja véljaspool seda punkt T.

A Vaatleme sirget s, mis 1dbib punkti
v T ja antud murdjoone iiht punkti, nai-
teks punkti A. Paneme sirge s liikuma
nii, et ta kogu aeg loikaks murdjoont

na, mida nimetatakse piiramiidiliseks

gl ABCDEA, kusjuures punkt T jadks pai-
y c gale. Kui sirge s on ldbinud koik murd-
Ry 5 joone 1o0igud, siis on ta kujundanud pin-

JOON. 91.
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JOON. 92. JOON. 93.

Murdjoont ABCDEA nimetatakse vaadeldava piiramiidilise
pinna juhtjooneks ja sirget s moodustajaks.

Punkti T nimetatakse piiramiidilise pinna tipuks. Tipp jao-
tab piiramiidilise pinna kaheks {ihesuguseks osaks.

4.2.2. PURAMIID.

Loikame piiramiidilist pinda tasapinnaga B, mis ei ldbi tippu
ja mis pole paralleelne piiramiidilise pinna moodustaja {ihegi
asendiga. Piiramiidiline pind moodustab koos selle tagapinnaga f
kinnise pinna. Saadud kinnise pinnaga piiratud keha nimetatakse
piiramiidiks (joon. 93). Seega,

piiramiid on keha, mis tekib piiramiidilise pinna l6ikami-
sel niisuguse tasapinnaga, mis ei ldbi tippu ja mis pole
paralleelne piiramiidilise pinna moodustaja iihegi asendiga.

Piiramiidi piiravat piiramiidilise pinna osa nimetatakse
piiramiidi kiilgpinnaks. Kiilgpind koosneb iihise tipuga kolmnur-
kadest, milliseid nimetatakse piiramiidi kiilgtahkudeks. Kiilgtah-
kude {ihist tippu nimetatakse piiramiidi tipuks. Peale kolmnur-
kade on piliramiidi piiravas kinnises pinnas veel iiks hulknurk,

109



mida nimetatakse piiramiidi pdhitahuks ehk pohjaks. Sirgloike,
mida modda loikuvad kiilgtahud, nimetatakse piiramiidi kiilg-
servadeks ning sirgloike, mida modda l6ikuvad kiilgtahud ja pohi,
piiramiidi pohiservadeks.

Piiramiidi tipu kaugust pohjast nimetatakse piiramiidi kor-
guseks. Korguse ja pohja iihist punkti nimetatakse korguse alus-
punktiks.

Piiramiidi kaks mitte iihele tahule kuuluvat kiilgserva mia-
ravad piliramiidi diagonaalldike (joon. 94).

JOON. 94. JOON. 95.

Piiramiidi tahistatakse piiramiidi tipu tédhise ja pohjaks
oleva hulknurga tippude tédhiste abil. Joonisel 95 esitatud piira-
miidi tdhistame SABCD, tema korguseks on SH.

Piiramiidi, mille pohjaks on korrapdrane hulknurk ja mille
korguse aluspunktiks on pohja keskpunkt, nimetatakse korrapi-
raseks piiramiidiks. ,

Korrapdrase piiramiidi kiilgtahu korgust nimetatakse piira-
miidi apoteemiks.

Piiramiidi nimetatakse kolmnurkseks, nelinurkseks, iildiselt
n-nurkseks, kui tema pohitahkudeks on vastavalt kolmnurgad,
nelinurgad, n-nurgad.

Kiisimusi ja iilesandeid.

262. Liigita kolmnurgad kiilgede (nurkade) jargil

263. Missuguseid kolmnurki nimetatakse vordseteks, missuguseid
sarnasteks?

264. Millal kaks hulknurka on sarnased?

265. Missuguseid 16ike nimetatakse vordelisteks?

266. Nimeta kolmnurkade sarnasuse tunnused!
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267. Naita, et korrapdrase piiramiidi kiilgtahud on kongruentsed
kolmnurgad.

268. Missugust pinda nimetatakse piiramiidiliseks pinnaks?

269. Missugust keha nimetatakse piiramiidiks?

270. Missugust piiramiidi nimetatakse korrapéraseks?

271. Kui pikk on korrapdrase nelinurkse piiramiidi apoteem, kui
piiramiidi korgus on 15 cm ja pohiserv 16 cm?

272. Korrapédrase kuusnurkse piiramiidi korgus on 1,5 m ja pohi-
serv 1,2 m. Leia apoteemi ja kiilgserva pikkus.

273. Korrapdrase nelinurkse piiramiidi pohiserv on 25 c¢m ja kor-
gus 20 cm. Kui suur on kiilgserva kaldenurk pohja suhtes?
kiilgtahu kaldenurk pohja suhtes?

274. Korrapdrase viisnurkse piiramiidi pohiserv on 10 cm ja kiilg-
tahu ning pohja vaheline nurk on 50°. Kui pikk on piira-
miidi apoteem?

275. Piiramiidi pohjaks on korraparane kolmnurk. Uks kiilgtahk
on risti pohitahuga, teised aga moodustavad pohitahuga
kumbki nurga ¢=30°. Kui suured on nurgad kiilgservade ja
pohitahu vahel?

276. Korrapédrase nelinurkse piiramiidi kiilgtahu tipunurk on
a=60°. Leia piliramiidi kiilgtahkude ja pohitahu vahelised
nurgad. :

4.2.3. PURAMIIDI POHJAGA PARALLEELNE LOIGE.

Loikame piiramiidi tema pohjaga paralleelse tasapinnaga.
Piiramiidi kiilgtahud eraldavad sellest tasapinnast hulknurga,
mida nimetatakse piiramiidi pohjaga paralleelseks Idikeks
(joon. 96).

Toestame teoreemi:

piiramiidi pohjaga paralleelne 16ige on pohjaga sarnane

hulknurk.

Et piiramiidi pohi ja temaga paralleelne 16ige on samanime-
lised hulknurgad, siis tuleb toestada, et nende hulknurkade vasta-
vad nurgad on vordsed ja nende vordsete nurkade ladhiskiiljed on
vordelised. Nurgad, mille tipud asetsevad iihel ja samal kiilgser-
val, on vordsed kui vastavalt paralleelsete ja samasuunaliste haa-
radega nurgad. Vordsete nurkade ldhiskiilgede vordelisuse toes-
tamine tugineb kolmnurkade sarnasusele. Kasutades joonist 97,
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JOON. 96. JOON. 97.

toestame niiteks vordsete nurkade LZABC ja Z£A,B,C, lihiskiil-
gede vordelisuse. Et

AASB, ~ AASB ja AB,SC; ~ ABSC (miks?),

siis
AB, _SB, . B _SB
"ty WL, c 5B
millest
Al B
BT BE

Nii saame toestada kdigi vordsete nurkade ldhiskiilgede vor-
delisust, s. t. et

AIBI =BICI =ClDl L DlEl __ElAl

AB BC GO T =DE: . BAE

Seega olemegi tdestanud, et piiramiidi pohjaga paralleelne
loige on pohjaga sarnane hulknurk.

Toestame ka veel teise omaduse:

piiramiidi pohja pindala ja pohjaga paralleelse 1dike pind-

ala suhtuvad nii nagu neile vastavate piiramiidide korguste

ruudud.

Vaatleme joonist 97. Kolmnurgad SB;0, ja SBO (kus O, ja
O on vastavate piliramiidide korguste aluspunktid) on sarnased.
Miks? Sellest jareldub, et
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Et ka

SB, _ A,

SB .. AR
(vt. eelmise teoreemi toestust),
siis

SO, _ Ay .

0. 5 7AR

Teame, et sarnaste hulknurkade pindalad suhtuvad nii nagu
vastavate kiilgede ruudud. Tahistades pohja pindala siimboliga

S, ja loike pindala siimboliga S;, voime kirjutada:
S _Ale i
Sp i AR
Siit saame eelmist vordust kasutades, et
s _ S0
S, RO%?
mida oligi tarvis toestada.

2717.

278.

Ulesandeid.

Piiramiidi pohja pindala on 36 cm? ja korgus 8 cm. Leia
piiramiidi pohjaga paralleelse 16ike pindala, kui l16ige asub
tipust 4 cm kaugusel.

Piiramiidi pohja pindala on 30 cm? ja korgus 10 cm. Leia

\léike kaugus pohjast, kui 16ike pindala’ on 7}‘ cm2.

279.

280.

281.

282

Piiramiidi pohjaks on ruut kiiljega 6 cm. Kui pikk on poh-
jast 2 cm korgusel asuva paralleelse 16ike kiilg, kui piira-
miidi korgus on 10 cm?

Piiramiidi pohjaks on vordkiilgne kolmnurk, mille kiilg on
5 cm. Kui suur on pohjast 2 cm kaugusel asuva paralleelse
loike pindala, kui piiramiidi korgus on 8 cm?

Piiramiidi pohja pindala ja pohjaga paralleelse 16ike pindala
suhtuvad nagu 3:2. Leia piiramiidi korgus, kui 1oige asub
tipust 7 iihiku kaugusel.

Piiramiidi pohjaks on korrapdrane kuusnurk kiiljega 3 cm.
Pohjaga paralleelse 16ike kiilg on 1 cm. Leia piiramiidi pohja
pindala ja pohjaga paralleelse loike pindala, kui 16ige asub
tipust 5 cm kaugusel.
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4.24. TUVIPURAMIID.

Loikame piiramiidilist pinda iihel pool tippu kahe paralleelse
tasapinnaga, mis pole paralleelsed selle piiramiidilise pinna moo-
dustaja tihegi asendiga (joon. 98). Need tasapinnad koos piira-
miidilise pinnaga moodustavad kinnise pinna. Selle pinnaga pii-
ratud keha nimetatakse tiivipiiramiidiks. Seega,

tiivipiiramiid on keha, mis tekib piiramiidilise pinna loika-
misel iihel pool tippu kahe niisuguse paralleelse tasa-
pinnaga, mis pole paralleelsed piiramiidilise pinna moodus-
taja iihegi asendiga.

Tiivipiiramiidi médédrav kinnine pind koosneb piiramiidilise
pinna osast, nn. kiilgpinnast, mis koosneb trapetsikujulistest tah-
kudest, ja paralleelsete tasapindade osadest — pohjadest ehk
pohitahkudest, milleks on hulknurgad.

Kiilgservad, pohiservad, tipud, korguse, diagonaali ja diago-
naalloike defineerime siin samuti nagu prisma juures. Tee seda!

Tiivipliramiidi tdhistatakse tema tippude tdhiste abil. Nii on
joonisel 99 esitatud tiivipiiramiid ABCDA,B,C\D; ehk lithemalt
tiiviptiramiid AD,.

Tiivipliramiidi nimetatakse korrapiraseks, kui tema pohja-
deks on korrapdrased hulknurgad ja {ilemise pohja keskpunktist
tommatud korgus langeb alumise pohja keskpunkti.

JOON. 98.

JOON. 99.




Korrapidrase tiiviptiramiidi kiilg-
tahkudeks on vordsed vordhaarsed tra-
petsid. Toesta see vidide! Nende tra-
petsite korgust nimetatakse korrapirase
tiivipliramiidi apoteemiks.

Et pliramiidi saime piiramiidilise
pinna loikamisel {ihe tasapinnaga, tii-
viptiramiidi aga kahe paralleelse tasa-
pinnaga, siis tiivipiiramiidi voime saa-
da, kui piiramiidi 16ikame pohjaga pa-
ralleelse tasapinnaga ja eraldame
tipupoolse osa (joon. 100). Samuti on
alati voimalik antud tiivipiiramiidi tdiendada piiramiidiks. Piira-
miidi, millega tdiendame antud tiivipiiramiidi, nimetatakse tdien-
duspiiramiidiks.

Seega voib tiivipiiramiidi tilemist pohja vaadelda kui iiht
pliramiidi pohjaga paralleelset 16iget. Et aga piliramiidi pohjaga
paralleelne 16ige on pohjaga sarnane hulknurk, siis

tiivipiiramiidi pohjad on sarnased hulknurgad.

JOON. 100.

Kiisimusi ja iileSandeid.

283. Missugust prismat, piiramiidi, tiivipiiramiidi nimetatakse

korrapdraseks?

284. Missugused kujundid on prisma, piiramiidi, tivipiliramiidi
kiilgtahkudeks?

285. Defineeri prismat, piiramiidi ja tiivipiiramiidi kui hulktahu-
kat!

286. Kuidas on voimalik piiramiidist saada tiivipiiramiidi?

287. Korrapdrase nelinurkse tiivipiiramiidi korgus on 7 cm. Pohi-
servad on 10 cm ja 2 cm. Arvuta piiramiidi kiilgserv.

288. Korrapdrase kolmnurkse tiivipiiramiidi pohiservad on 4 dm
ja 1 dm. Kiilgserv on 2 dm. Leia korgus.

289. Korraparase nelinurkse tiivipiiramiidi suurema pohja serv
on a ja vdiksema oma b. Kiilgserv moodustab pohjaga 45°-se
nurga. Avalda tiivipiiramiidi kiilgserv.

290. Korrapidrase kolmnurkse tiivipiiramiidi pohiservad on 2 cm
ja 6 cm. Kiilgtahk moodustab suurema pohjaga 60°-se nurga.
Leia tiivipiiramiidi korgus.
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291. Kolmnurkse tiivipiiramiidi {ihe pohja kiiljed on 6 cm, 8 cm
ja 10 cm ning teise pohja {imbermodt on 72 cm. Kui plkad
on teise pohja kiiljed?

4.2.,5. PURAMIIDI KULG- JA TAISPINDALA.

Piiramiidi kiilgpindalaks nimetatakse tema iiksikute Kkiilg-

tahkude pindalade summat.

Tuletame valemi korrapidrase piiramiidi kiilgpindala arvuta-
miseks.

Olgu n-nurkse korrapédrase piiramiidi po-
hiserv a, ja apoteem m, (joon. 101). Uhe

kiilgtahu pindala on siis %an-m,, ja kogu
kiilgpindala

A 1

k—§n a,-my

Et n-.a, on piiramiidi pohja iimbermoét,
JOON. 101. siis

korrapirase piiramiidi kiilgpindala on vordne pohja iimber-
moodu ja piiramiidi apoteemi poole korrutisega.

Taispindala saamiseks tuleb kiilgpindalaga liita pohja pind-
ala.s: b
SI=Sk+Sp'

Kui tdhistada pohja apoteem k,-ga, siis korrapérase piira-
miidi puhul

Si= '21‘ n-a,(m,+Kk,)

Toesta see!

Mittekorrapdrase piiramiidi kiilgpindala leidmiseks arvuta-
takse koigi tema kiilgtahkude pindalad ja tulemused liidetakse.
Juhul kui koigi kiilgtahkude korgused on vordsed, avaldub piira-
miidi kiilgpindala pohja {imbermoodu ja kiilgtahu korguse poole
korrutisena.
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292.
293.
294.
295.

296.

297.

298.

299,
300.
301.
302.
303.

304.

Ulesandeid.

Korrapédrase nelinurkse piliramiidi pohlserv on 2 cm ja apo-
teem 3 cm. Leia tédispindala.

Korraparase nelinurkse piiramiidi pohiserv on 6 c¢cm ja kor-
gus 4 cm. Leia tdispindala.

Avalda korrapédrase nelinurkse piiramiidi kiilgpindala, kui
tema koik servad on a cm.

Leia kolmnurkse piiramiidi tdispindala, kui selle piiramiidi
iga serv on a cm.

Torni pohi on ruut kiiljega 5 m. Tuleb ehitada 8 m korgune
ptiramiidikujuline katus. Leia sarikapalkide pikkus (piira-
miidi tipu ja pohja tipu vaheline kaugus). Kui palju plekki
kulub torni katuse katmiseks, kui iihendustele kulub 5%
katust katva pleki pindalast?

Torni katusel on korrapdrase kuusnurkse piiramiidi kiilg-
pinna kuju. Katuse pohja iimbermdot on 10,2 m ja iga tema
tahu korgus on 6 m. Leia katuse pindala. Kui :palju vaja-
takse katuse katmiseks 4 m pikkusi ja 0,3 m laiusi laudu,
kui katuse kujust tingituna arvestatakse laudade vajadus
159% suuremana katuse pindalast? :

Paviljoni katus on kujult korrapdrane kaheksanurkne piira-
miid pohiservaga 4,6 m ja kiilgservaga 7 m. Mitu tahvlit
katuseplekki kulub selle katuse katmiseks, kui iga ruut-
meetri kohta kulub 1,2 tahvlit plekki?

Korraparase kuusnurkse piiramiidi korgus on 12 cm ja pOhl
serv on 6 cm. Leia piiramiidi tdispindala.

Korraparase kuusnurkse piiramiidi kiilgserv on 10 cm ja
apoteem 9 cm. Arvuta piiramiidi tdispindala.

Korrapérase kuusnurkse piiramiidi pohiserv on 2,4 dm ja
kiilgserv 7,6 dm. Arvuta piiramiidi tdispindala.
Korrapirase nelinurkse piiramiidi pohiserv on a ja kiilg-
tahu tipunurk «. Avalda piiramiidi tdispindala. '
Korraparase nelinurkse ptiramiidi korgus on A ja kiilgtahu
tipunurk 2a. Leia piiramiidi kiilgpindala.

Piiramiidi pohjaks on ruut, mille kiilg on a. Kaks kiilgtahku
on risti pohitahuga, teised kaks moodustavad aga pohi-
tahuga nurga ¢. Avalda piiramiidi kiilg- ja tdispindala.
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305. Piiramiidi pohjaks on romb, mille kiilg on a ja teravnurk a.
Kaks kiilgtahku, mille vahele jddb rombi teravnurk, on risti
pohitahuga, {ilejddnud kaks moodustavad aga pohitahuga
nurga ¢. Leia piiramiidi kiilgpindala.

4.2.6. TOVIPURAMIIDI KULG- JA TAISPINDALA.

Tiivipiiramiidi

kiilgpindalaks nimetatakse tema iiksikute

kiilgtahkude pindalade summat.

Tuletame valemi
arvutamiseks.

JOON. 102.

Seega,

korrapdrase tiiviptiramiidi kiilgpindala

Olgu korrapédrase n-nurkse tiivipii-
ramiidi ithe pohja serv a,, teise pohja
serv b, ning apoteem m, (joon. 102),

ntbn
Tahistades kiilgpindala S,-ga, saame

siis iihe kiillgtahu pindala on

n b

ehk

korrapirase tiivipiiramiidi kiilgpindala on vordne pé&hjade
iimbermo6tude poolsumma ja apoteemi korrutisega.

Tdispindala saamiseks tuleb kiilgpindalaga S, liita kahe
pohja pindalad S, ja S,, Tahistades nagu varemgi taispindala
Si-ga, saab nédidata, et korrapérase tiivipiiramiidi puhul

St= ';l [an(mn+kn) +bn(mn+ln)]

kus k, on selle pohja apoteem, mille kiilg on a,, ja [, on selle
pohja apoteem, mille kiilg on b,.

Niita seda!
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Kiisimusi ja iilesandeid.

306. Kuidas avaldub trapetsi pindala?

307. Missugust trapetsit nimetatakse vordhaarseks?

308. Missugust tiivipiiramiidi nimetatakse korrapédraseks?

309. Korrapirase nelinurkse tiivipiiramiidi pohiservad on 12 c¢cm ja
5 cm ning tiivipiiramiidi korgus on 30 cm. Leia tdispindala.

310. Korraparase kolmnurkse tiivipiiramiidi pohiservad on 8 cm
ja 6 cm ning korgus on 14 cm. Leia kiilgserva pikkus ja
taispindala. '

311. Korrapérase tiiviptiramiidi pohjadeks on korrapédrased kuus-
nurgad kiiljepikkusega vastavalt 20 cm ja 9 cm. Kiilgserva
pikkus on 61 cm. Leia tiivipiiramiidi korgus ja tédispindala.

312. Korrapirase nelinurkse tiivipiiramiidi pohiservad on 17,8 ¢m
ja 1,8 cm ning kiilgserv on 12,8 cm. Leia tdispindala.

313. Korrapérase nelinurkse tiivipiiramiidi korgus on & ning kiilg-
serv ja diagonaal moodustavad suurema pohitahuga vasta-
valt nurgad « ja B. Leia tiiviptiramiidi kiilgpindala.

4.2.7. PURAMIIDI JA TUVIPURAMIIDI RUUMALA.

a) PURAMIIDI RUUMALA MOISTE.

Ringjoone pikkuse ja ringi pindala defineerisime piirvaar-
tuse abil. Miks?

Et piiramiidi ei saa tiikeldada 16plikuks arvuks kehadeks,
mille ruumala oskame leida, siis kasutame siingi ruumala definee-
rimiseks piirvaartust.

Tiikeldame piiramiidi tema pohjaga paralleelsete tasapinda-
dega vordse korgusega tiivipiiramiidideks. Olgu neid tiivipiira-
miide koos tipu juurde jdanud piiramiidiga n. Tédiendame niiiid
joonist piistprismadega nii, nagu nédidatud joonisel 103. See piist-
prismade poolt moodustatud keha laheneb oma kujult piiramiidile
seda enam, mida suurem on n. Seepdrast defineerimegi piiramiidi
ruumala jargmiselt:

piiramiidi ruumalaks nimetatakse tema pohjaga paralleel-
sete loigete abil moodustatud prismade ruumalade summa
piirviirtust, kui prismade arv tokestamatult kasvab.
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JOON. 103.

JOON. 104.

Tdhistame prismade ruumalasid vastavalt V,, V,, ..., V, ja piira-
miidi ruumala tdhega V, siis

V=lim 3 V..

n—s+oo i=1{

b) PURAMIIDI RUUMALA VALEMI TULETAMINE.

Olgu piiramiidi korgus h ja pohja pindala S,.

Paneme tdhele (joon. 104), et piiramiidi pohjaga paralleelse
loike pindala on tipu kauguse funktsioon. Olgu 16ike kaugus tipust
x, siis 10ike pindala on x funktsioon, mida tdhistame S(x)-ga.

Tuginedes piiramiidi pohjaga paralleelsete loigete omadu-
sele, voime kirjutada, et

Ofx) XA
e Al
millest

S(x) =22,

Seega, piiramiidi pohjaga paralleelse 16ike pindala on tipu
kauguse suhtes ruutfunktsioon.

Kui tdhistada loigetevahelisi kaugusi Ax-ga, siis tiivipiira-
miidi, mille alumiseks pohjaks on S(x;), ldhendame prismaga V,,
mille ruumala on S(x;) - Ax. Et piiramiidi ruumala defineerisime
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koigi selliste prismade ruumalade summa piirvddrtusena, kui 16i-
gete arv tokestamatult kasvab, siis
n
V=1im 3 S(x;)- Ax.
N—soo [=1
Selline summa piirvdartus on aga vordne maééaratud inte-
graaliga. Nii saame, et
h

Y= , S(x)dx.
0

Asendame niilid S(x) tema avaldisega ja arvutame méédra-
tud integraali:

h h
s Be apra Sl Sl Llg .
V‘jmxd"f o ¥ e R e B
0 0

Saime tulemuseks, et

piiramiidi ruumala on vordne iihe kolmandikuga pohja
pindala ja korguse korrutisest.

1

v=‘3—8p'h

¢) TOVIPURAMIIDI RUUMALA VALEMI TULETAMINE.

Tiviptiramiidi ruumala valemi tuletamiseks summeerime
prismade ruumalad vahemikus h;-st ho-ni (joon. 105) ja leiame
selle summa piirvdartuse, s.t. et tiivipiiramiidi ruumala avaldub
jargmise integraalina:

ha ha 3 3
£ Sp, iR Sp, x3 1 Sp, ha—hy o
Ve —5 X dx = T TR L (R R =
3 R h 3
hy hy
_ Sp, (ha—h) (K +hiha+h)
o 2 =

Sp,*h  hy+hihy+h}
- i 12

S,k i n
o 3 ‘(1+ 'ig"l‘h—g.
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2

iyl S 2
Teades, et ¢+ =7, voime kirjutada:
2

Py
VS,,
VSp,

h P SRR
— 5 (5, +VE; 5, +5,).

Sp.ch
V=" .(1+

S Sy, -k VS, S S
: pl) Py % (l+ P, VP, + P1)=

+S_p:= 3

0 Seega,
/ titvipiiramiidi ruumala on vordne nii-
suguse piiramiidi ruumalaga, mille

korgus on vordne tiivipiiramiidi kor-
gusega ja mille pohja pindala on
vordne tiivipiiramiidi - pohjade pind-
alade ja nende geomeetrilise keskmi-
se summaga.

h S ——
V=§ (Sp1 +\/Spl' Sp2+spz)

JOON. 105.

314.
315.

316.
317.
318.
319.

320.

321.

322.
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Kiisimusi ja iilesandeid.

Millal on kaks muutuvat suurust funktsionaalses séltuvuses?
Missuguse funktsioonina avaldub kuubi tdispindala serva
pikkuse suhtes?

Nimeta piiramiidi pohjaga paralleelse loike omadused.
Kuidas defineeritakse ringjoone pikkust? ringi pindala?
Kuidas avaldub piistprisma ruumala?

Korrapédrase kolmnurkse piiramiidi iga serv on 10 cm.
Arvuta piiramiidi ruumala.

Piiramiidi pohjaks on romb, mille diagonaalid on 12 ¢m
ja 15 cm. Arvuta piiramiidi ruumala, kui piiramiidi korgus
on 21 cm.

Leia korrapdrase kuusnurkse piiramiidi ruumala, kui pohi-
serv on 2,1 m ja kiilgserv 2,9 m.

Korraparase kolmnurkse piiramiidi pohiserv on a. Kiilgserv
moodustab pohitahuga 45°se nurga. Avalda piiramiidi
ruumala.



323.

324.

325.

326.

327.

328.

329.
330.
331.

332.

333.

334.

335.

336.

337.

Korrapédrase kolmnurkse piiramiidi korgus on A. Piiramiidi
kiilgtahk moodustab pohitahuga 60°-se nurga. Avalda piira-
miidi ruumala.

Piiramiidi pohjaks on vordhaarne kolmnurk, mille haarad
on 6 cm ja alus on 8 cm. Piiramiidi koik kiilgservad on
9 cm. Arvuta piiramiidi ruumala.

Piiramiidi pohjaks on kolmnurk kiilgedega 39 cm, 17 cm ja
28 cm. Koik kiilgservad on 22,9 cm. Arvuta piiramiidi ruum-
ala.

Piiramiidi pohi on ristkiilik, mille pindala on 1 m2 Kaks
kiilgtahku on risti pohitahuga ning teised kaks moodustavad
temaga nurgad 30° ja 60°. Arvuta piiramiidi ruumala.
Korrapédrase nelinurkse piiramiidi kiilgserv on & ja kiilgtahu
tipunurk a. Avalda piiramiidi ruumala.

Korrapdrase kaheksanurkse piiramiidi kiilgserv 6=3,5 moo-
dustab pohja tasapinnaga nurga a=78°40". Leia piiramiidi
ruumala.-

Kuidas avaldub piistprisma ruumala?

Kuidas avaldub piiramiidi ruumala? tiivipiiramiidi ruumala?
Tiivipiiramiidi pohjade pindalad on 50 cm? ja 32 cm? ning
korgus on 30 cm. Leia tiivipliramiidi ruumala.
Tiivipliramiidi ruumala on 7,4 dm3. Pohjade pindalad on
1000 cm? ja 10 cm? Leia tiivipiiramiidi korgus.
Korrapdrase kolmnurkse tiiviptiramiidi pohiservad on alumi-
sel pohjal 12,5 cm ja iilemisel pohjal 7,5 cm. Korgus on
10 cm. Arvuta ruumala.

Korrapédrase nelinurkse tiiviptiramiidi kujuline anum, mille
pohjaks on tiivipiiramiidi vdiksem pcGhi, on poole korguseni
tdidetud veega. Kui palju vett on anumas, kui anuma pohjade
kiiljed on 20 cm ja 10 cm ning anuma korgus on 30 cm?
Kui suur on nelinurkse tiivipliramiidi kujulise keha erikaal,
kui ta vette asetatult (vdiksema pohjaga allapoole) vajub
vette kuni poole korguseni? Pohjade kiiljed on 14 cm ja
8 cm ning korgus on 9 cm.

.Kolmnurkse tiivipliramiidi korgus on 10 m. Piiramiidi iihe

pohja kiiljed on 27 m, 29 m ja 52 m ning teise pohja {imber-
moot on 72 m. Arvuta tiivipiiramiidi ruumala.
Tiivipiiramiidi ruumala on 1720 m?3, korgus on 20 m ja poh-.
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jade vastavate kiilgede suhe on 5:8. Arvuta pohjade pind-
alad.

338. Ruudukujulise tiigi kiilje pikkus on 80 m. Tiigi siigavus on
3 m ja kallaste kaldenurk on 60°. Mitu kuupmeetrit pinnast
kaevati vadlja tiigi ehitamisel, kui véljakaevamisel suurenes

~ pinnase maht 99%?

339. Korrapérase nelinurkse tiivipiiramiidi pohiservad on 10,5 ja
4,5 cm ning korgus on 4 cm. Leia
a) kiilgtahkude ja pohitahu vaheline nurk «;

b) kiilgservade ja pohitahu vaheline nurk B;
c) kiilgtahkudeks olevate trapetsite nurgad y ja é.

340. Korrapdrase nelinurkse tiivipiiramiidi pohiservad on 25 m ja
15 m ning kiilgtahu teravnurk on 65°. Leia tiivipiiramiidi
ruumala.

42.8. KALDPRISMA RUUMALA.
Vaatleme kolmnurkset kaldprismat AC; (joon. 106). Toes-
tame teoreemi:

iga kolmnurkne prisma on tiikeldatav kolmeks ruumvord-
seks piiramiidiks.

Loikame antud prismat kahe tasapinnaga. Uks neist labib
tippe A, By ja C, ning teine A, B ja C,. Selle tagajarjel titkeldub
prisma kolmeks piiramiidiks. Nimeta need!

JOON. 106.

Piiramiidid AA,B,C, ja C;{ABC on ruumvordsed, sest neil
molemal on pohjaks prisma pohi ning korguseks prisma korgus.
Seega on nende piiramiidide ruumalad vordsed prisma pohja
pindala ja korguse {ihe kolmandiku korrutisega. Tahistades piira-
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miidi AA,B,C, ruumala V,-ga ja piiramiidi C;ABC ruumala V.-ga,
voime kirjutada:
_ 1y _Sp-h
Vislo= 3
Vaatame niiiid piiramiide ABB,C, ja ABCC,. Need on samuti
ruumvordsed, sest nende pohjad BB,C ja BC,C on vordsed
(miks?) ja nende korgused on vordsed (miks?). Téahistame
ABB,C,; ruumala Vjz-ga. Kuna ABCC, ruumala on téhistatud
Vo-ga, siis

Vo=Vs.

Enne leidsime, et V,=V,. Seega V,=V,=V; ja teoreem on
sellega toestatud. m ¢

Et prisma ruumala V=V;+ Vy+ V3, siis arvestades eelmist
tulemust, voime kirjutada:

V=3V,.

.

Kuna V1=S”3‘h . 'siis

’

v=3.22t _s5,.n

kolmnurkse kaldprisma ruumala on vordne pohja pindala
ja korguse korrutisega.

V=Sp'h

Et iga néli-, viis-, ..., n-nurkset kaldprismat saab diago-
naaltasapindade abil titkeldada kolmnurkseteks prismadeks, siis
saame nii nagu piistprismade puhulgi ndidata, et

iga kaldprisma ruumala on vordne pohja pindala ja kor-
guse korrutisega.

Tee seda!

Kiisimusi ja iilesandeid.

341. Missugust keha nimetatakse prismaks?
342. Missugust prismat nimetatakse piistprismaks? kaldpris-
maks?
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343.

344.

345.

107).

Prisma pohjaks on kolmnurk, mille iiks kiilg on 2 cm ja tei-
sed kiiljed on 3 cm. Kiilgserv on 4 cm ja ta moodustab poh-
jaga 45°-se nurga. Arvuta prismaga ruumvordse kuubi serv.
Prisma pohjaks on kolmnurk kiilgedega 3 cm, 5 cm ja 7 cm.
Kiilgserva pikkus on 8 cm ja ta moodustab pohjaga nurga
60°. Arvuta prisma ruumala.

Kolmnurkse kaldprisma pohiserv on 17,4 cm, kiilgserv on
64,5 cm ja kiilgserv moodustab pohjaga nurga 82°40’. Leia
ruumala.

4.3. KORRAPARASED TAHKKEHAD.
4.3.1. KUUP EHK KORRAPARANE HEKSAEEDER.

Eespool tutvusime prismadega, sealhulgas ka kuubiga (joon.

Vaadeldes kuupi, paneme tdhele jargmist:

1) kuubi koik 6 tahku on vordsed ruudud ehk korrapéara-
sed nelinurgad,

2) kuubil on 8 tippu, s.t. et kuubis on 8 ruuminurka, mille
koik tasanurgad on vordsed,

3) iga tipu juurde koondub 3 serva; kokku on servi 12,
sest iga serv iithendab kaht tippu.

Kuup kuulub korrapéraste prismade hulka.

Kuupi nimetatakse ka korrapédraseks heksaeedriks. See nime-

tus parineb kreekakeelsetest sonades hex — kuus ja hedra — pind.

JOON. 107.

I
|
|
Sy

JOON. 108.
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4.3.2. KORRAPARANE TETRAEEDER.

Vaatleme korrapdrast kolmnurkset piiramiidi, mille kiilg-
tahud on korrapédrased kolmnurgad (joon. 108). Need kiilgtahud
on vordsed pohitahuga. Miks? Sellel piiramiidil on:

1) 4 tahku, mis on koik vordsed korraparased kolmnurgad;

2) 4 tippu, s.t. vaadeldavas piiramiidis on 4 ruuminurka,
mille koik tasanurgad on vordsed:

3) 6 serva.

Et vaadeldaval piiramiidil on 4 tahku ja kreeka keeles on
neli tettara, siis kannab niisugune piiramiid korrapdrase tet-
raeedri nimetust.

4.3.3. KORRAPARASED TAHKKEHAD.

Vaadeldud heksaeedril ja tetraeedril on jargmised iihised
omadused:

1) koik tahud on vordsed korraparased samanimelised hulk-
nurgad; .

2) iga tipu juurde koondub vordne arv servi.

Niisugust tahkkeha, mille koik tahud on vordsed korrapira-
sed samanimelised hulknurgad ja mille iga tipu juurde
koondub vordne arv servi, nimetatakse korrapiraseks ehk
regulaarseks tahkkehaks.

Tuleb meeles pidada, et korrapéraste tahkkehade hulka ei
kuulu koik korrapédrased prismad, vaid ainult iiks neist, nimelt
kuup. Samuti ei kuulu korrapéraste tahkkehade hulka koik korra-
parased piiramiidid ja korrapérased tiivipliramiidid, vaid jallegi
ainult iiks, nimelt korrapdrane tetraeeder.

Tekib kiisimus, kas korrapéraseid tahkkehi on ainult kaks
voi leidub veel teisigi, ja kui leidub, siis kas neid on Iopmata
palju voi loplik arv.

Nii korrapirasel heksaeedril kui ka korrapéirasel tetraeedril
on iga tipu juures kolmetahuline ruuminurk. Et korrapdrase neli-
nurga iga nurk on 90° ja korraparase kolmnurga iga nurk on 60°,
siis heksaeedri ruuminurga tasanurkade summa on 270° ja tet-
raeedril 180°.
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Teame, et ruuminurga tasanurkade summa peab olema viik-
sem kui 360°. Seda arvestades voib oletada, et eksisteerivad veel
niisugused korrapédrased tahkkehad, mille iga tipu juures olevaks
ruuminurgaks on:

1) kolmetahuline ruuminurk, kus tasanurkadeks on korra-

parase viisnurga nurgad;

2) neljatahuline ruuminurk, kus tasanurkadeks on korra-

parase kolmnurga nurgad;

3) viietahuline ruuminurk, kus tasanurkadeks on korrapéi-

rase kolmnurga nurgad.

Pohjenda, et sellised ruuminurgad voivad eksisteerida ja et
rohkem selliseid ruuminurki pole, mille tasanurkadeks on korra-
pdraste samanimeliste hulknurkade nurgad!

Seega voib peale meile juba tuntud kuubi ja tetraeedri olla
veel kolm korrapérast tahkkeha.

4.3.4. KORRAPARANE OKTAEEDER.

Joonisel 109 on esitatud tahkkeha, millel on 8 tahku, mis
koik on vordsed korrapirased kolmnurgad, ja mille iga tipu
juurde koondub neli serva. See on korrapdrane tahkkeha, mida
nimetatakse korrapidraseks oktaeedriks (kr. k. okfo — kaheksa).

Mitu serva on korrapirasel oktaeedril? Kui suur on iga
ruuminurga tasanurkade summa?

JOON. 109. JOON. 110. JOON. I11.
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4.3.5. KORRAPARANE DODEKAEEDER.

Joonisel 110 on esitatud tahkkeha, millel on 12 tahku, mis
koik on vordsed korrapérased viisnurgad, ja mille iga tipu juurde
koondub kolm serva. See on korrapédrane tahkkeha, mida nime-
tatakse korrapdraseks dodekaeedriks (kr. k. dodeka — kaksteist),

Mitu serva on korrapirasel dodekaeedril? Kui suur on iga
ruuminurga tasanurkade summa?

4.3.6. KORRAPARANE IKOSAEEDER.

Joonisel 111 on esitatud tahkkeha, millel on 20 tahku, mis
koik on vordsed korrapédrased kolmnurgad, ja mille iga tipu juurde
koondub 5 serva. Seda korrapirast tahkkeha nimetatakse korra-
piraseks ikosaeedriks (kr. k. eikosi — kakskiimmend).

Mitu serva on korrapdrasel ikosaeedril? Kui suur on iga
ruuminurga tasanurkade summa?

4.3.7 EULERI VALEM.

Koostame jargmise tabeli.

Korrapirase Tal;}_(\l,lde Ti;;;rxsde Se;\rlsde
hulktahuka nimetus (n) t) (s)
1. Tetraeeder 4 4 6
2. Heksaeeder 6 8 12
3. Oktaeeder 8 6 12
4. Dodekaeeder 12 20 30
5. lkosaeeder 20 12 30

Kontrolli selle tabeli abil valemi

n+t—s=2

kehtivust.

Et selle valemini joudis esimesena kuulus 3veitsi péritoluga
ja pikemat aega Peterburi Teaduste Akadeemias to6tanud male-
maatik Leonhard Euler (1707—1783), siis. nimetatakse seda
Euleri valemiks.

9 Matemaatika X1 kl. 129



346.

347.
348.
349.

Kiisimusi ja iilesandeid.

Missugust hulknurka, prismat, piiramiidi nimetatakse korra-
péraseks?

Missuguseid hulktahukaid nimetatakse korraparasteks?
Sonasta ruuminurga tasanurkade summa omadus.

Avalda korraparaste tahkkehade pindalad kiilgserva a kaudu.



5. POORDKEHAD.
5.1. SILINDER.

5.1.1. SILINDRILINE PIND.

Olgu tasapinnal a antud koverjoon j (joon. 112). Samuti
olgu antud tasapinda o mingis tema punktis, nditeks punktis P
loikav sirge's. Vaatleme veel teist sirget #, mis 16ikab antud kin-
nist koverjoont j ja on paralleelne sirgega s. Paneme sirge ¢ lii-
kuma nii, et ta 10ikab kogu aeg koverjoont j ja on paralleelne sir-
gega s. Olles ldbinud kogu koverjoone j, on sirge ¢ kujundanud
pinna, mida nimetame silindriliseks pinnaks.

Koverjoont j nimetatakse silindrilise pinna juhtjooneks ja
sirget ¢ — silindrilise pinna moodustajaks.

JOON. 112. / / Z / /

JOON. 113.

— ] 7] ////ll

5.1.2. SILINDER.

a) Loikame silindrist pinda, mille juhtjooneks on kinnine
joon, kahe paralleelse tasapinnaga B ja y, mis pole paralleelsed
moodustajaga (joon. 113). Saame kinnise pinna, millega piiratud
keha nimetatakse silindriks. Seega,
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silinder on keha, mis tekib silindrilise pinna loikamisel kahe
paralleelse, kuid sealjuures silindrilise pinna moodustajaga
mitteparalleelse tasapinnaga.

Olgu silindrilise pinna juhtjooneks ringjoon tasapinnal «
ja olgu moodustaja f risti selle tasapinnaga. Loikame seda silind-
rilist pinda tasapindadega B ja y, mis on paralleelsed juhtjoone
tasapinnaga a (joon. 114). Saadud silindrit nimetatakse piistring-
silindriks ehk poordsilindriks, sest ta tekib ristkiiliku poorlemisel
selle iihe kiilje iimber. Et keskkooli matemaatika kursuses késitle-
takse ainult piistringsilindreid, siis nimetame neid edaspidi liht-
salt silindriteks.

Silindri kiilgpinnaks on osa silindrilisest pinnast. Silindri
pohjadeks on ringid. Pohjadevahelist kaugust nimetatakse nii
nagu prisma ja tiivipliramiidi juureski korguseks.

Silindri pohjade vahele jddvat silindrilise pinna moodusiaja

T
g o
/( ™
14 v ; JOON. 114. JOON. 115.

16iku nimetatakse silindri moodustajaks. Silindri moodustaja on
vordne silindri korgusega.

b) Silindrit saab defineerida ka korrapédrase prisma kaudu.
Joonisel 115 on esitatud korrapédrane nelinurkne ja kaheksanurkne
prisma. Nagu ndeme, ldheneb korrapdrane prisma tema pohja
tippude arvu kahekordistamisel silindrile. Kui jdtkame prisma
tippude arvu kahekordistamist, saame prismad, mis oma kujult
jarjest enam ldhenevad silindrile. Seega,

silinder on korrapirase prisma piirkujund, kui prisma pohja
tippude arv tokestamatult suureneb.

Et korrapirase prisma pohjadeks on vordsed korraparased
hulknurgad ja et nad jadvad vordseteks ka nurkade arvu kahekor-
distamisel, siis jareldub sellest definitsioonist, et
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keha. Missuguse kujundi poorlemisel tekib
silinder? Mis on po6orlemisteljeks?

tema pohjade keskpunkte. See tasapind ldbib
siis ka nende punktide {ihendusldigu, s. a. si-
lindri
loiketasapinnast iithe osa, mida nimetatakse
silindri telgloikeks (joon. 116).

350.
351.
352.
353.
354.
355.

356.
357.
358.
359.

360.

silindri pohjad on vordsed ringid.

c) Silindrit tunneme juba kui p6ord-

Loikame silindrit tasapinnaga, mis l4dbib

telje. Silindri pind eraldab sellest

Toesta, et

silindri telgloige on ristkiilik. JOON. 116.

Kiisimusi ja iilesandeid.

Mis on ringjoon?

Defineeri silindrit kui po6rdkeha!

Missugust silindrit nimetatakse piistsilindriks?

Missugust nelinurka nimetatakse ristkiilikuks?

Defineeri ringjoon korrapédrase hulknurga piirkujundina!
Missuguse kujundi me saame, kui 16ikame silindri kiilgpinna
lahti modda tema moodustajat ja laotame siis selle kiilg-
pinna tasapinnale? Kuidas avalduvad saadud kujundi moot-
med silindri pohja raadiuse r ja korguse h kaudu?

Mis on prisma?

Missugust prismat nimetatakse korraparaseks?

Silindri korgus on 16,8 cm ja pohja raadius on 8,4 cm. Kui
suur on telgloike pindala?

Silindri telgloige on ruut kiiljega a. Leia silindri pohja
pindala.

Silindri telgloige on ruut, mille diagonaal on a. Leia silindri
moodustaja, telgloike pindala ja pohja pindala.

5.1.3. SILINDRI KULG- JA TAISPINDALA.

Teame, et silindri kiilgpindala on vordne pohja iimbermoodu

ja korguse korrutisega. Sellele tulemusele joudsime VII klassis,
kasutades silindri pinnalaotust.

10*
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Silindrilise pinna laotamine tasapinnale on aga seotud pai-
nutamisega, millega kaasnevad deformatsioonid, mistottu teada-
olev tulemus vajab kontrollimist. Kasutame selleks piirvaértuse
moistet.

Silindri kiilgpind ei ole tasapinnaline, mistottu pole otseselt
voimalik tema suurust vorrelda pindalaiihikuga, milleks on iihik-
ruudu pindala.

Silindri kiilgpindalaks nimetatakse silindri sisse kujundatud
korrapdrase prisma kiilgpindala piirvddartust, kui prisma
pohja tippude arv tokestamatult kasvab.

Kui tdhistada n-nurkse korrapdrase prisma kiillgpindala
S,-ga ja silindri kiillgpindala S;-ga, siis

Sk=11m S,,.

Et S,=n-a,-h, kus n on korrapédrase prisma pohja tippude
arv, a, — tema pohiserva pikkus ja & — nii prisma kui ka silindri
korgus (joon. 117), siis

Sy=lim(n-a,-h).

n-— o

Et h ei soltu n-st, siis

Sy=h-lim(n-a,).

n - oo

Nagu juba teame, on lim (n-a,), s. o.

prisma pohjaks oleva korra;érwase hulknurga
fimbermo6odu piirvdartuseks pohja tippude arvu
tokestamatul kasvamisel selle hulknurga timber
joonestatud ringjoone pikkus. Seega, kui

h silindri pohjaks oleva ringi raadius on r, siis
lim (n-a,) =2ar ja

n — oo

% o S,=2nrh

d

Et 2nr on silindri pohja iimbermdot ja 2 on
JOON. 117. silindri korgus, siis
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silindri kiilgpindala on vordne pohja iimbermdodu ja kor-
guse korrutisega.

Silindri tdispindala

S;=2xr(r+h)

Néita selle valemi kehtivust!
Seega iihtivad tulemused varem teadaolevatega.

361.
362.
363.
364.

365.

366.

367.

368.

369.

370.

Kiisimusi ja iilesandeid.

Kuidas tuletati ringjoone pikkuse valem?
Defineeri silinder prisma kaudu!

Sonasta silindri tdispindala valem!
Arvuta silindri tdispindala, kui

a) r=125m ja h=53 cm,
b) r=2,5 mm ja h=45,3 cm.

Ristkiilik mootmetega m ja n cm poorleb kord lithema, kord
pikema kiilje imber. Kummal juhul on silindri tédispindala
suurem, kui m>n? Arvuta need tdispindalad, kuin=15,3 cm
ja m=23,8 cm.

Silindrikujulise aurukatla 1dbimoot on 0,7 m ja pikkus 3,8 m.
Kui suur on auru rohumine kogu katla pinnale, kui auru rohk
ruutsentimeetrile on 10 kG? '

Silindrikujulise korstna korgus on 18 m ja ldbimoot 65 cm.
Mitu ruutmeetrit plekki kulub korstna valmistamiseks, kui
neetekohtadele kulub 10% kogu vajatavast plekist?

Leia ruudukujulise telgloikega silindri tédispindala, Kkui
silindri kiilgpindala on 100 cm?.

Avalda silindri tdispindala pohja pindala S, ja telgloike
pindala Q kaudu. Arvuta tédispindala, kui S,=30 cm?ja Q=
=424 cm?

Korrapdrase nelinurkse prisma {imber on kujundatud silin-
der. Leia silindri tdispindala, kui prisma pdhiserv on a ja
korgus h. Arvuta tédispindala, kui a=4,8 dm ja h=1,3 m.
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5.1.4. SILINDRI RUUMALA.

VII Kklassis votsime silindri ruumala * valemi saamiseks
silindri ja risttahuka, mille pohja pindalad ja korgused olid vord-
sed. Liiva valamisega iihest noust teise veendusime, et molemad
kehad mahutasid iihepalju liiva.

Sellist proovimise votet olime sunnitud kasutama seetottu, et
silindri ruumala vordlemine ruumalaiihikuga, milleks on {ihik-
kuubi ruumala, pole voimalik. Niisugune proovimise vote, mis
praktika seisukohalt kiill rahuldab, ei veena meid aga valemi
tdielikus tédpsuses.

Votame siingi appi piirvddrtuse moiste.

Silindri ruumalaks nimetatakse silindri sisse kujundatud

korrapdrase prisma ruumala piirvddrtust, kui prisma pohja

nurkade arv tokestamatult kasvab.

Tahistades silindri sisse kujundatud n-nurkse korrapéarase
prisma ruumala V,-ga ja silindri ruumala V-ga, voime kirjutada:

V=limV,

Et Vp=n-a,- %"'h, kus n on korrapidrase prisma kiilgser-
vade arv, a, — pohiserva pikkus, k&, — pohja apoteem ja A — nii
prisma kui ka silindri korgus, siis

V=Iim (n-an- %" -h).

Et korrutise piirvddrtus vordub tegurite piirvéértuste korru-
tisega ja et lim (n-a,) =2xr ning limk,=r, siis

n-— oo n = o

V=lim(n- ay)- lim % h=2nr . 5« h=nr?- h.

n = o n -+ o

V =nr?h

Et nr? on silindri pohja pindala, siis
silindri ruumala on vordne pdohja pindala ja korguse kor-
rutisega.

Tulemus kinnitab varem katseliselt leitud ruumala valemi
oigsust.
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371.
372.
373.
374.

375.

376.

377.

378.

379.

380.

381.

Kiisimusi ja iilesandeid.

Kuidas tuletati ringi pindala valem?

Mis on n?

Missugust prismat nimetatakse korraparaseks?

Arvuta {imarterase jooksva meetri kaal, kui tema labimoot

on 4,5 cm ja erikaal 7,8G—3.
cm

Pohjenda praktikas iimarterase massi m arvutamiseks lébi-
moodu d kaudu kasutatava valemi m=612 d? digsust, kui m
on grammides ja d sentimeetrites. Erikaal on 7,78.
Kui palju kaalub iilalt lahtine silindrikujuline anum, Kkui
anuma sisemine korgus on 20 cm, sisemine ldbimoot 6 cm,
seina paksus 2 mm ja anuma materjali erikaal 7,6?

Kui palju voolab 45 minuti jooksul ldbi toru, mille sise-

mine 14bimoot on 6 cm? Voolu kiirus on 5%]1.

Mitu veinipudeli korki kaalub 1 kG, kui silindrikujulised
korgid on 3,9 cm pikad, 2,3 cm paksud ja korgi erikaal on
0,24?

Ristkiilik mootmetega m cm ja n cm poorleb kord lithema,
kord pikema kiilje iimber. Kummal juhul on silindri ruum-
ala suurem, kui m>n? Arvuta ruumalad, kui m=13,2 cm ja
n=132 mm.

Silindri kiilgpindala on S, ja pohja iimbermoot on ¢. Avalda
silindri ruumala. Arvuta, kui $,=396,4 ja c=14,2.

Ruudukujulise telgloikega silindri pohja sisse on kujunda-
tud korrapédrane n-nurk, mille kiilg on a, Avalda silindri
ruumala. Arvuta, kui as=8,3.

5.2. KOONUS JA TUVIKOONUS.
5.2.1. KOONILINE PIND.

Olgu tasapinnal a antud koverjoon j (joon. 118) ja véljas-

pool seda tasapinda punkt T. Vaatleme sirget s, mis 14dbib punkti
T ja koverjoone j iiht punkti, nditeks punkti A. Kujutleme niiiid
sirget s liikuvana nii, et ta Ioikaks kogu aeg joont j ja labiks
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JOON. 118.

o A "~ _JOON. 119.

punkti 7. Sellel liikumisel kujundab sirge s pinna, mida nimeta-
takse kooniliseks pinnaks (joon. 119).

Koverjoont j nimetatakse koonilise pinna juhtjooneks ja
sirget s — koonilise pinna moodustajaks. Punkti 7 nimetatakse
koonilise pinna tipuks. Nagu ndeme jooniselt, jaotab tipp kooni-
lise pinna kaheks iihesuguseks osaks.

5.2.2. KOONUS.

a) Loikame koonilist pinda, mille juhtjooneks on kinnine
joon, tasapinnaga B, mis ei ldbi tippu ega ole paralleelne koonilise
pinna moodustajaga iiheski asendis. Kooniline pind koos tasapin-
naga moodustavad kinnise pinna. Seda kinnise pinnaga piiratud
ruumiosa nimetatakse koonuseks (joon. 120). Seega,

koonus on keha, mis tekib koonilise pinna ldikamisel tasa-
pinnaga, mis ei ldbi koonilise pinna tippu ega ole paral-
leelne moodustaja ithegi asendiga.

JOON. 120.
;;//’/ 7 . JOON. 121.




Olgu koonilise pinna juhtjooneks tasapinnal a asetsev ring-
joon j. Koonilise pinna tipp asetsegu sirgel, mis on risti ring-
joone tasapinnaga a ja mis ldbib ringi keskpunkti O (joon. 121).
Loomulikult ei saa tipp T asetseda punktis O. Miks? Loigates
seda koonilist pinda kas tasapinnaga a v0i mone teise tasapin-
naga, mis on a-ga paralleelne ja ei 1dbi tippu 7, saame koonuse,
mida nimetatakse piistringkoonuseks. Et keskkooli matemaatika
kursuses kisitletakse ainult piistringkoonuseid, siis nimetame
neid edaspidi lihtsalt koonusteks.

Koonuse kiilgpinnaks on osa koonilisest pinnast. Koonuse
pohjaks on ring. Tipu kaugust pohjast nimetatakse nii nagu piira-
miidi juureski korguseks.

Koonuse tipu ja juhtjoone vahelist koonilise pinna moodus-
taja 16iku nimetatakse moodustajaks.

JOON. 122.

b) Koonust saab defineerida ka korrapdrase piliramiidi
kaudu. Joonisel 122 on esitatud korrapédrane kuusnurkne ja kaks-
teistnurkne piiramiid. Nagu néeme, ldheneb korrapdrane piira-
miid tema pohja tippude arvu kahekordistamisel koonusele. Kui
jatkame piiramiidi pohja tippude arvu kahekordistamist, saame
pliramiidid, mis oma kujult jérjest enam ldhenevad koonusele.
Seega,

koonus on korrapédrase piiramiidi piirkujund, kui piiramiidi

pohja tippude arv tokestamatult suureneb.

Et korrapdrase piiramiidi pohjaks on korrapédrane hulknurk
ja viimase piirkujundiks nurkade arvu tokestamatul suurenemisel
on ringjoon, siis selgub siit, et

koonuse pohjaks on ring.
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Et pliramiidi pohjaga paralleelne 16ige séilitab oma omadu-

sed, kui tema nurkade arvu kahekordistada, siis kehtivad ka koo-
nuse juures piliramiidi késitlemisel tundmaodpitud pohjaga paral-
leelse 1oike omadused. Sonasta need! Mis jéareldub siit ringide
sarnasuse kohta?

¢) Koonust tunneme juba kui poérdkeha. Missuguse kujundi

poorlemisel tekib koonus? Mis on poorlemisteljeks?

Loikame koonust tasapinnaga, mis ldbib tema podrlemis-

telge. Koonuse pind eraldab sellest tasapinnast i{ihe osa, mida
nimetame koonuse telgloikeks.

382.

383.
384.

385.
386.
387.
388.
389.
390.
391.

392.

393.
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Toesta, et

koonuse telgloige on vordhaarne kolmnurk.

Kiisimusi ja iilesandeid.

Kuidas liigitatakse kolmnurki

a) nurkade jargi?

b) kiilgede jargi?

Nimeta vordhaarse kolmnurga omadusi!

Nimeta tdisnurkse kolmnurga

a) joonelementidevahelisi seoseid,

b) kiilgede ja nurkade vahelisi seoseid!

Defineeri koonust kui podrdkeha!

Missugust koonust nimetatakse piistringkoonuseks?

Mis on piiramiid?

Missugust piiramiidi nimetatakse korrapéraseks?
Missuguse kujundi me saame, kui loikame koonuse kiilg-
pinna lahti médda tema moodustajat ja laotame siis selle
kiilgpinna tasapinnale?

Kuidas avaldub ringi sektori pindala raadiuse ja kesknurga
kaudu?

Koonuse pohja pindala ja telgloike pindala suhe on m. Leia
moodustaja kaldenurk pohja suhtes.

Koonuse korgus on h. Kui kaugel koonuse tipust peab 106i-
kama koonust pohjaga paralleelse tasapinnaga, et loike
pindala oleks pool pohja pindalast?

Koonuse pohja raadius on r. Labi korguse keskpunkti on
voetud pohjaga paralleelne tasapind. Leia 16ike pindala.



394. Avalda koonuse pohja pindala, kui moodustaja ja pohja vahe-
line nurk on « ning telgloike pindala on Q. Arvuta see
pindala, kui «=34,2° ja Q=18 dm?.

395. Koonuse moodustaja m ja pohja vaheline nurk on a. Avalda
koonuse pohja pindala, Arvuta see, kui m=0,32 m ja
a=63,8°.

5.2.3. TUVIKOONUS.

a) Loikame koonilist pinda iihel pool tippu kahe paral-
leelse tasapinnaga, mis pole paralleelsed selle koonilise pinna
moodustaja iihegi asendiga (joon. 123). Need tasapinnad koos
koonilise pinnaga moodustavad kinnise pinna. Selle pinnaga
piiratud keha nimetatakse tiivikoonuseks. Seega,

tilvikoonus on keha, mis
tekib koonilise pinna loika-
misel iihel pool tippu kahe
paralleelse tasapinnaga, mis
pole paralleelsed koonilise
pinna  moodustaja iihegi
asendiga.

\

Vaatleme jdrgnevas kursuses
ainult neid tiivikoonuseid, mis on
saadud piistringkoonuse loikami-
sel pohjaga paralleelse tasapin-
' naga.

Tiivikoonuse kiilgpinnaks on
osa koonilisest pinnast. Tiivikoo-
nuse pohjadeks on ringid. Pohja-
devahelist ristloiku nimetatakse korguseks. Koonilise pinna moo-
dustaja 16iku tiivikoonuse kiilgpinnal nimetatakse tiivikoonuse
moodustajaks.

JOON. 123.

b) Tiivikoonust saab defineerida ka tiivipiiramiidi piirkujun-
dina (joon. 124).

Tiivikoonus on korrapirase tiivipiiramiidi piirkujund, kui
tiivipiiramiidi pohjade tippude arv tokestamatult suureneb.
¢) Nagu silindrit ja koonust, nii saab ka tiivikoonust defi-
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JOON. 124,

neerida poordkehana. Missuguse kujundi podrlemisel “tekib tiivi-
koonus? Mis on poorlemisteljeks?

Loikame tiivikoonust tasapinnaga, mis lébib tema telge.

Tiivikoonust piirava pinnaga on eraldatud sellest tasapinnast
osa, mida nimetatakse tiivikoonuse telgloikeks. '

396.
397.
398.

399.

400.

401.

402.

403.
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tiivikoonuse telgloige on vordhaarne trapets.

Kiisimusi ja iilesandeid.

Kuidas on voimalik koonusest saada tiivikoonust?
Kuidas defineeritakse tiivipiiramiidi? koonust?

Missugust nelinurka nimetatakse trapetsiks? Missugust
trapetsit nimetatakse vordhaarseks?

Tiivikoonuse moodustaja on 2a ja moodustaja kaldenurk
pohja suhtes on 60°. Uhe pohja raadius on kaks korda suu-
rem teise pohja raadiusest. Avalda pohjade raadiused.
Tiivikoonuse moodustaja on 5 dm ning pohjade raadiused
on 3 dm ja 7 dm. Arvuta telgloike pindala.

Tiivikoonuse pohjade pindalad on 4 m? ja 16 m2 Tiivikoo-
nus on loigatud pohjadega paralleelse tasapinnaga, mis
ldbib korguse keskpunkti. Arvuta loike pindala.
Tiivikoonuse pohjade pindalad on 1 m? ja 49 m2 Pohjaga
paralleelse 16ike pindala vordub nende poolsummaga. Mis-
sugusteks osadeks jaotab see 16ige korguse?

Leia tiivikoonuse pohjade iimbermdodud, kui nad suhtuvad
nagu 2:3 ja vdaiksema pohja raadius on 4 cm.



5.24. KOONUSE KULG- JA TAISPINDALA.

Koonuse kiilgpindalaks nimetatakse koonuse sisse kujun-
datud korrapidrase piiramiidi kiilgpindala piirvdartust, kui
piiramiidi pohja {ippude arv tokestamatult suureneb
(joon. 122).

Tahistame korrapdrase n-nurkse piiramiidi kiilgpindala
S,-ga ja teda piirava koonuse kiilgpindala S;-ga. Niiiid voime
kirjutada, et

Sk=11m Sn-

n = oo

1 & 5
Et Sn=§n-an-m,l, kus a, on korrapdrase n-nurkse piira-

miidi pohiserv ja m, selle piiramiidi apoteem, siis

4 2

n -+ oo

: 1
Se=lim{zn-a,- m,,)=l-2nr-m=mm,

sest lim(n - a,) =2xr ja lim m,=m, kus m on koonuse moodus-

n - oo n -+ oo
taja. Seega,

koonuse kiilgpindala on vordne pohja iimbermdddu ja moo-
dustaja poole korrutisega.

Sy=arm

Koonuse tédispindala

Si=nar(r+m)

Naita selle valemi kehtivust!

Kiisimusi ja iilesandeid.

404. Kuidas leiti koonuse kiilgpindala VII klassis?

405. Defineeri koonus piiramiidi kaudu!

406. Sonasta koonuse tdispindala valem!

407. Kuidas avalduvad korrapédrase piiramiidi, korrapdrase tiivi-
pliramiidi ja silindri kiilgpindala ja tdispindala?
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408. Koonuse telgloige on vordkiilgne kolmnurk kiiljega 75 cm.
Leia tdispindala.

409. Koonuse telgloike iiks haar on 20 cm ja telgloike tipunurk
on 72°. Leia kiilgpindala ja tédispindala.

410. Koonuse pohja pindala on 36x cm? Koonuse pohjast kahe
ithiku kaugusel asuv pohjaga paralleelne 16ige on 25x cm?.
Leia koonuse kiilgpindala.

411. Silotorni katus on koonusekujuline. Katuse korgus on 2 m
ja torni 1dbimo6ot on 6 m. Mitu tahvlit katuseplekki kulus
katuse katmiseks, kui tahvli mootmed on 0,7 mX1,4 m ja
katuse kokkuvaltsimiseks kulus 12% kogu vajatavast piekist?

412. Ringi diameetri otspunktist tommatud kool poorleb selle dia-
meetri iimber. Arvuta poorlemisel tekkiva pinna suurus, kui
ringi diameeter on 25 cm ja kool 20 cm.

413. Kui suur on koonuse telgloike tipunurk juhul, kui koonus ja
silinder on vordsete korguste, vordsete pohjapindalade ja
vordsete kiilgpindaladega.

414. Taisnurkne kolmnurk, mille kaatetid on 15 cm ja 20 cm,
poorleb kord iihe ja kord teise kaateti {imber. Leia nende
koonuste kiilgpindalade suhe. i

415. Kolmnurk kiilgedega a=13 cm, b=14 cm ja c¢=15 cm poor-
leb kord kiilje a, siis kiilje b ja 16puks kiilje ¢ {imber. Mis-
sugusel juhul on tekkiva kaksikkoonuse pindala suurim?

416. Vordhaarne trapets alustega 10 cm ja 4 cm ning korgusega
8 c¢cm poorleb pikema aluse iimber. Leia tekkiva poordkeha
pindala.

5.2.5. TUVIKOONUSE KULG- JA TAISPINDALA.

Téhistame tiivikoonuse sisse kujundatud korrapadrase
n-nurkse tiivipiiramiidi kiilgpindala S,-ga ja tiivikoonuse kiilgpind-
ala Sy-ga. Defineerides tiivikoonuse kiilgpindala tema sisse kujun-
datud korrapédrase tiivipliramiidi kiilgpindala piirvadrtusena
(joon. 124), voime kirjutada: '

Sp=lim S,.

n - oo

Olgu korrapédrase n-nurkse tiivipiiramiidi alumise pohja kiilg
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a, ja apoteem k&, ning iilemise pohja kiilg b, ja apoteem [,. Tiivi-
ptiramiidi apoteem olgu m,. Siis
ntbn
Sn: E.(_a;__) - my
ehk
neQn+n-bn
Sp=—"T5—""1 My, :

Kui n— oo, siis n-.-a,>2nr;, n-b,~2nrs, kus r; on tiivi-
koonuse alumise pohja raadius ja rp tema iilemise pohja raadius.
m, ldheneb tiivikoonuse moodustajale m. Seega

Skzlim(lz-a,,—;n-b,, ; mn) i 2Tcr1—24-2m2 st

S=am(r,+ry)

Et

am(ry+ro) =2am - 13X

siis tulemust saab sonastada jargmiselt:

tiivikoonuse kiilgpindala on vordne niisuguse silindri kiilg-
pindalaga, mille moodustajaks on tiivikoonuse moodustaja
ja mille pohja raadiuseks on tiivikoonuse pohjade raadiuste
aritmeetiline keskmine.

Tiivikoonuse tdispindala saamiseks tuleb kiilgpindalaga liita
pohja pindalad nr} ja mr2. Seega

St=ﬂ[rf +r‘§ +m(r;+ry)]

Kiisimusi ja iilesandeid.

417. Kuidas avaldub tiiviptiramiidi kiilgpindala ja tdispindala?

418. Tuleta tiivikoonuse tédispindala valem, ldhtudes tiivipiira-
miidi tdispindala valemist!

419. Missugune kujund on koonuse telgloikeks? tiivikoonuse telg-
loikeks?
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425.

426.

. Missuguse kujundi me saame, kui 16ikame tiivikoonuse kiilg-

pinna mooda tema moodustajat lahti ja laotame tasapin-
nale?

. Tiivikoonuse pohjade raadiused on 3 m ja 1,5 m ning kor-

gus 4 m. Arvuta tdispindala.

. Leia tiivikoonuse kiilgpindala, kui vdiksema pohja 1abiméot

d=10,8 dm, moodustaja m=3,7 dm ja korgus A=1,2 dm.

. Tiivikoonuse korgus h=63 dm, moodustaja m=65 dm ja

kiilgpindala S=26x m2 Arvuta pohjade raadiused.

. Avalda tiivikoonuse kiilgpindala, kui tiivikoonuse moodus-

taja kaldenurk pohja suhtes on 30° ja telgloike pindala on Q.
Avalda tiivikoonuse kiilgpindala, kui tiivikoonuse moodus-
taja kaldenurk pohja suhtes on 45° ning pohjade raadiused
on ryjars.

Leia niisuguse silindri pohja raadius, mille kiilgpindala on
vordne antud tiivikoonuse kiilgpindalaga ja mille korgus on
vordne tiivikoonuse moodustajaga, kui tiivikoonuse pohjade
pindalad on 2,56z m? ja 21,16x m2

5.2.6. KOONUSE RUUMALA.

Koonuse ruumalaks nimetatakse koonuse sisse kujundatud
korrapirase piiramiidi ruumala piirvdértust, kui piiramiidi
pohja tippude arv tokestamatult kasvab.

Téhistades korrapdrase n-nurkse piiramiidi ruumala V,-ga

ja koonuse ruumala V-ga, voime kirjutada, et

V=Ilim V,.

n - oco

Et piiramiidi ruumala on vordne pohja pindala ja korguse

korrutise kolmandikuga, siis korrapédrase n-nurkse piiramiidi
ruumala

ln.dy, -kyn
Va=3 gLl

kus a, on pohiserv, k, — pohja apoteem ja h — piiramiidi kor-
gus. Seega
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427.

428.
429.

430.

431.

432.

433.

434.

435.

Pohjenda seda vorduste rida!

Seega,

koonuse ruumala on vordne iihe kolmandikuga pohja pindala
ja korguse korrutisest.

V=%nr2h

Kiisimusi ja iilesandeid.

Kuidas avalduvad prisma, piiramiidi, tiivipiiramiidi ja si-
lindri ruumalad?

Sonasta piiramiidi pohjaga paralleelsete 16igete omadused!
Sonasta rooptahuka vastastahkude omadus ja diagonaalide
omadus!

Kui palju kaalub koonusekujuline liivahunnik, mille korgus
on 1,3 m ja pohja {imbermoot on 15 m, kui 1 m® liiva kaa-
lub 1,8 t?

Koonuse korgus on 8 cm, telje ja moodustaja vaheline nurk
on 42°. Arvuta koonuse ruumala.

Koonuse pohja raadius on 20 cm, moodustaja ja pohja vahe-
line nurk on 65°. Leia ruumala.

Koonusekujuline telk ehitatakse niisugune, et sellesse mahu-
vad 4 meest arvestusega igale 3,5 m? pinda. Telgi korgus
on 3,5 m. Kui palju kulub telgi valmistamiseks riiet ja kui
palju tuleb telgis ohku ithe mehe kohta?

Kaevati vilja vundamendisiivend mootmetega 14,50 m, 9,25 m
ja 6,60 m. Viljakaevatud mullast kerkis koonusekujuline
hunnik, mille moodustaja ja pohja vaheline nurk oli 45°.
Arvestades, et igast 25 m® kinnisest pinnasest saab 40 m?®
lahtist pinnast, leia selle koonuse korgus.

Marmorkoonusest, mille korgus oli 21 em ja pohja. labimoot
40 cm, puuriti vdlja teine koonus, mille telg iihtis antud
koonuse teljega ja mille moodustaja oli paralleelne antud
koonuse moodustajaga. See tithimik valati seisu stabiilsuse
saavutamiseks tédis seatina. Leia nii saadud koonuse erikaal,
kui véljapuuritud koonuse korgus oli 14 cm ning kui mar-

il

mori erikaal on 2,84—g—§ ja seatina erikaal 11,35 —.
cm cm
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436. Ruut, mille diagonaal on d cm, poorleb {imber diagonaali.
Leia tekkinud po6ordkeha pindala ja ruumala. Arvuta, kui
d==3:5.

437. Leia iilesande 414 andmete jirgi koonuste ruumalade suhe.

438. Leia iilesande 415 andmete jédrgi, missugusel juhul on tek-
kiva kaksikkoonuse ruumala suurim.

439. Koonuse korgus on i ning moodustaja ja pohja vaheline
nurk on a. Avalda koonuse ruumala. Arvuta, kui a=25° ja
h=14.6.

440. Koonuse pohja raadius on r ning moodustaja ja pohja vahe-
line nurk on a. Avalda koonuse kiilgpindala ja ruumala.
Arvuta, kui a=48,4° ja r=342.

441. Kolmnurgas on antud kiilg a ja selle ldhisnurgad B ja ¥y.
Avalda selle kolmnurga po6orlemisel {imber antud kiilje tek-
kiva keha pindala ;ja ruumala. Arvuta, kui a=14,6, p=78°
ja v—06

442. Vordhaarne kolmnurk, mille pindala Q=50 dm? ja tipunurk
p=100° poorleb iimber sirge, mis ldbib kolmnurga aluse
itht otspunkti ja on risti alusega. Avalda ja arvuta tekkiva
poordkeha pindala ja ruumala.

5.2.7. TUVIKOONUSE RUUMALA.

Tiivikoonuse ruumala valemi tuletamiseks kasutame meile
juba teada olevat korraparase tiiviptiramiidi ruumala valemit,
defineerides tiivikoonuse ruumala tema sisse kujundatud korra-
pdrase piramiidi ruumala piirvdédrtusena.

Olgu tiivikoonusesse kujundatud korrapédrane n-nurkne tiivi-
piiramiid (joon. 124). Téahistame selle tiivipiiramiidi ruumala
V,-ga ja tiivikoonuse ruumala V-ga. Siis

V=limV..

n— o

Et V,,=%(S,,1+\/S,,IS,,2 +Sp,), kus hon tiivipiiramiidi korgus
ja Sp ning Sy tiivipiiramiidi pohjade pindalad.

Kui n— oo, siis tiivipiiramiidi pohjad lahenevad tiivikoonuse
pohjadele, s. t. et limS, =S; ja limS, =S,

n-—oo n - oo
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Seega
V=lim 5 (Sp,+ V5,5, +S5) = 5 (S1+ V5:52+S).

n— oo
Sonasta see valem!

Olgu tiivikoonuse pohjade raadiused r; ja ro, siis saame

ruumala valemi esitada kujul

443.

444.
445.

446.

447.

448.

449.

4 o

h
Ve— % (r} +rirp+rd)

Kiisimusi ja iilesandeid.

Missugust keha nimetatakse tiivipiiramiidiks? tiivikoonu-
seks?

Kuidas avaldub tiivipiiramiidi ruumala? koonuse ruumala?
Tiivikoonuse pohjade raadiused on 4 m ja 2,5 m; korgus on
3 m. Leia ruumala.

Tiivikoonusekujulise veeanuma iilemise pohja sisemine labi-
moot on 1,20 m ja alumise pohja sisemine ldbimoot 80 cm.
Sisemine siigavus on 1,00 m. Mitu dmbrit vett mahub anu-
masse, kui dmbrisse mahub 11 | vett?

Tehase korsten on 140 m korge. Korstna sisemine 1dbimoot
alt on 5,25 m ja korstnamiiiiri paksus 1,50 m. Ulevalt on
korstna sisemine 1dbimoot 2,50 m ja korstnamiiiiri paksus
0,25 m. Arvuta:

a) korstnamiiiiri ruumala, kui miiiiri paksus vdheneb {ihtla-
selt alt iilespoole,

b) korstna kogurohk vundamendile, kui korstnamiiiiri eri-

kaal on 1,75%.
m

Tiivikoonuse pohjade raadiused on r1=25 cm ja ro=12 cm.
Moodustaja kaldenurk pohja suhtes on 75° Leia selle tiivi-
pliramiidi pindala ja ruumala.

Koonusest, mille pohja raadius on 11 cm ja mille moodus-
taja on 61 cm, loigatakse tipust 20 cm kaugusel pohjaga
paralleelse tasapinnaga dra tema koonuseline osa. Kui suur
on jérelejddnud tiivikoonuse ruumala?
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450.

451.

452.

453.

454.

Puust koonus, korgusega 45 cm, ujub vees nii, et tema tipp
on veepinnast 27 cm korgemal. Leia koonuse erikaal.

Puust koonus, kdrgusega 24 cm, ujub vees tipuga allapoole.
Leia:

a) kui siigavalt ujub koonus vees, kui puu erikaal on 0,48,
bj) kui suur on veepinnale jdidva koonuseosa ruumala ja
pindala, kui koonuse pohja raadius on 7 cm.

Tehnikas kasutatakse tiivikoonuse ruumala arvutamiseks
jargmist ligikaudset valemit:

VasGy - h, kus Gu="5 (1 +1).

Selgita selle valemi kasutamise oigsust. Kas valem annab
tdpsema tulemuse siis, kui tiivikoonus oma kujult ldheneb
silindrile, voi siis, kui ta oma kujult ldheneb koonusele?
Tehnikas kasutatakse tiivikoonuse ruumala arvutamiseks ka
valemit

V=M.h,

kus M on tiivikoonuse keskloike pindala, s. o. selle pohjaga
paralleelse loike pindala, mille 1dbimoot on ry+rs.

Selgita esitatud valemi kasutamise 6igsust. Kas valem annab
tapsema tulemuse siis, kui tiivikoonus oma kujult ldheneb
silindrile, voi siis, kui ta oma kujult 1dheneb koonusele? -
Kasutades eelmises kahes iilesandes antud ligikaudseid vale-
meid, arvuta niisuguse tiivikoonuse ruumala, mille pohjade
1dbimoodud on 18 cm ja 20 cm ning korgus on 6 cm. Kumb
valem annab tdpsema tulemuse?

5.3. KERA.
5.3.1. SFAAR JA KERA.

a) Ruumis antud punktist vordsel kaugusel asetsevate punk-

tide hulk kujutab kinnist pinda, mida nimetatakse sfdédriks ehk
kerapinnaks (joon. 125).

Keraks nimetatakse sfddriga piiratud ruumiosa.

Punkti O nimetatakse kera keskpunktiks ja sirgloigu OR

pikkust — kera raadiuseks.
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JOON. 125. JOON. 126. JOON. 127.

b) Joonisel 126 on esitatud poordkeha, mis tekib korrapérase
kuusnurga po6orlemisel tema siimmeetriatelje iimber. On ilmne, et
hulknurga tippude arvu kahekordistamisel ldheneb po6ordkeha
oma kujult kerale (joon. 127). Seega,

kera on korrapidrase hulknurga poorlemisel iimber tema
siimmeetriatelje tekkiva poordkeha piirkujund, kui hulk-
nurga tippude arv tokestamatult suureneb.

c) Kera tekib ka ringi poorlemisel iimber diameetri.

JOON. 128.

5.3.2. KERA LOIGE TASAPINNAGA.

Loikame sfaédri tasapinnaga (joon. 128). Toestame, et
sfadri ja tasapinna ldikejooneks on ringjoon.

Tombame sfdari keskpunktist ristloigu OP tasapinnale a,
iihendame sfaédri tasapinna ldikejoone mingi punkti R punktiga
P. Niiiid on OP L PR (miks?) ja seega kolmnurk OPR on téis-
nurkne.
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Sellest jédreldub, et
OR2—QP2=PR?

(pohjenda!).

OR on sfédédri raadius ja seetdottu tema pikkus on jddv iga
punkti R puhul sfdéri ja tasapinna l6ikejoonel. OP on samuti jaav
suurus kui antud tasapinna kaugus kera keskpunktist. Et jddva
suuruse ruut on jélle jadv suurus ja et jddvate suuruste vahe on
samuti jdav suurus, siis peab PR? ja seega ka PR olema jadv suu-
rus iga punkti R puhul sfddri ja tasapinna loikejoonel. See tdhen-
dab aga, et sfdidri ja tasapinna loikejoone koik punktid asetse-
vad punktist P vordsetel kaugustel, s. t. nad asetsevad ring-
joonel, mille keskpunkt on punktis P ja mille raadiuseks on PR.

Sellest teoreemist jéreldub, et

kera 16ige tasapinnaga on ring.

Kasutades seost PR=1/OR?2—OP?, jareldame veel, et

1) mida ldhemal kera keskpunktile asetseb loikav tasapind,
seda suurem on loikering;

2) loikering on suurim, kui 16ikav tasapind ldbib kera kesk-
punkti; seda loiget nimetatakse kera suurringiks; tema raadius
vordub kera raadiusega;

3) kui OP—>r, siis PR—0, s.t. et 1oikering ldheneb punktile
ja seega loiketasapind ldheneb oma pnrku]undlle — puutujatasa-
pinnale. Siit jareldub, et

kera puutujatasapind on puutepunktis raadiusega risti.

5.3.3. KERA OSAD.
a) SEGMENT.

Loigates kera tasapinnaga, jaotub kera kaheks osaks
(joon. 129). Neid osi nimetatakse kera segmentideks. Kera seg-
menti piiravat kera pinna osa nimetatakse sfddri segmendiks ja
ringi — segmendi pohjaks. Pohja keskpunktist kera pinnani tom-
matud ristloiku nimetatakse segmendi korguseks.

b) KIHT JA VOO.

Loigates kera kahe paralleelse tasapinnaga (joon. 130), jao-
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JOON. 129.
/ \
1

JOON. 130.

tub kera kaheks segmendiks ja paralleelsete tasapindade vaheli-
seks osaks, mida nimetatakse kera kihiks.

Kihi kiilgpinda, s.o. pinda, mis eraldub sfddrist tema 16i-
kamisel kahe paralleelse tasapinnaga ja mis jddb nende vahele,
nimetatakse kera vooks.

Kera kihti piiravad peale v66 veel paralleelsete tasapindade
osad — ringid, mida nimetatakse kihi pohjadeks. Pohjadevahe-
list kaugust nimetatakse nii kera kihi kui ka kera vo6o korguseks.

¢) SEKTOR.

Asetsegu koonuse tipp kera keskpunktis
(joon. 131). Koonuse kiilgpind eraldab siis
kerast osa, mida nimetatakse kera sektoriks.
Kera sektor on liitkeha, mis koosneb
kera segmendist ja koonusest. Sellel segmen-
dil ja koonusel on iihine pohi. Koonuse tipp
asetseb kera keskpunktis. JOON. 138,

VAR

5.3.4. KERA JA TEMA OSADE PINDALA.
a) KERA PINDALA.

Kera pindalaks nimetatakse kera suurringi sisse joonistatud
korrapédrase hulknurga po6orlemisel tekkinud podérdkeha pindala
piirvdartust, kui hulknurga tippude arv tokestamatult kasvab.

Olgu antud korrapédrane 2n-nurk koos tema {imberringjoo-
nega (joon. 132). Poorelgu see hulknurk iimber x-telje, milleks on
sirge, millel asub iiks keskpunkti labivaist diagonaalidest. Saame
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poordkeha, mis koosneb tiivikoonusest. Adrmised osad on Kkiill
koonused, kuid neid voib vaadelda tiivikoonustena, mille iihe

X JOON. 132.

pohja pindala on null. Kera pindalaks on nende tiivikoonuste
kiilgpindalade summa piirvddrtus. Olgu hulknurga kaheks jérjes-
tikuseks tipuks punktid A (x-1; yi~1) ja B(x; y;). Tdhistame hulk-
nurga kiilje as,-ga ja apoteemi ky,-ga. Edasi tdhistame

KB'=CD =X;i—Xi—1 =Ax,—,

AB poorlemisel tekkiva tiivikoonuse kiillgpindala S;-ga ning kera
pindala S-ga. Siis

Jooniselt ndeme, et S;=n(AC+BD) - AB. Trapetsi keskloigu
omaduse pohjal AC+BD=2EF ja seega

S;=2n-EF - AB.
Vaatleme kolmnurki AKB ja OFE. Need on sarnased. Miks?
Siit
AB_ KB
QB gk
millest

AB.EF=0FE - KB=ky, - Ax,.
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Seega
Si=2ﬂ ;3 k2n y Ax,-
ja

S=lim 3 S; =lim 3 27 - kg, - Axy=

n-o i=1 n—s>oo i=1
n n
=1im (27 + koy 3 Ax;) =2m lim(Rg, » 3 AX;) =2nr - 2r =4mr?,
n-»o0 i=1 n—>oo i=1

sest limky,=r, s.t. et hulknurga apoteem n tokestamatul kasva-

misel ldheneb hulknurga iimber joonestatud ringjoone raadiusele

n
ja > Ax;=2r.
i=1

Saadud summa piirvddrtust saab avaldada ka mdaaratud
integraali kaudu rajades (—r)-st r-ni, sest

n r
lim 3 Ax;= jdx.
n—so i=1 i

Seega

=4nre,

r
S =2nr j dx=2nrx

o o

Et hulknurga timberringjoone raadius r on ka poorlemisel
tekkinud kera raadiuseks, siis

kera pindala on vordne nelja suurringi pindalaga.

S=4nr?

b) SFAARI SEGMENDI PINDALA.

n
lim 3JAx; avaldamine mddratud integraalina voimaldab ker-

R+ 00 j—y

gesti leida sfddri segmendi pindala. Selleks tuleb niiiid integree-
rida rajades (r—h)-st r-ni, kus 4 on segmendi korgus (joon. 133).
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r r
Sseg=2nr [ dx=2nrx

r—h r—h

=2r?—2qr (r—h) =2nrh.

Sseg =2nrh

R

1=
=L

|

JOON. 133. \
\

t

t

|

/

i

JOON. 134.

¢) KERA VOO PINDALA.

V66 pindala saamiseks tuleb integreerida rajades a-st (a+
+h)-ni, kus h on v66 korgus ja a on x-telje selle punkti abstsiss,
mida 1abib kera kihi {iks pohi (joon. 134).

a+h a+th
Sovss=2mr ‘. dx=2nrx =2nr(a+h) —2nra=2nrh.
. a
vab — 2nrh

Nieme, et sfdidri segmendi ja v66 pindala avalduvad {ihesu-
guse valemiga, mida sonastame jargmiselt:

sfddri segmendi (kera v66) pindala on vordne segmendi
(vo0) korguse ja kera iimbermo6odu korrutisega.

Kiisimusi ja iilesandeid.

455. Ndita, et tilivikoonuse ruumala valemist tuleneb koonuse
ruumala valem, kui iihe pohja raadius votta vordseks nulliga.

456. Missugust joont nimetatakse ringjooneks?

457. Kuidas nimetatakse ringi osi?
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458.

459.
460.

461.

462.
463.
464.
465.

466.

467.
468.
469.
470.

471.

Kuidas leitakse ringi sektori pindala? ringi segmendi pind-
ala?

Otsitava sfdari pindala on 3 korda suurem antud sfdéri
pindalast. Kui suur on otsitava kera raadius, kui antud kera
raadius on 5 cm?

On antud kaks kera, mille raadiused on 8,8 cm ja 10,5 cm.
Kui suur on selle kera raadius, mille pindala on vordne
antud kerade pindalade summaga?

Kera, mille raadius on 41 dm, on loigatud tasapinnaga 9 dm
kaugusel keskpunktist. Arvuta 16ike pindala.

Kera raadius on 63 cm. Punkt asetseb kera puutujatasapin-
nal 16 cm kaugusel puutepunktist. Leia punkti lithim kau-
gus kera pinnast.

Kera raadius on r. Lébi raadiuse otspunkti on pandud tasa-
pind, mille suhtes raadiuse kaldenurk on 60°. Avalda tekki-
nud 16ike pindala.

V66 pohjade raadiused on 16 cm ja 33 cm; kera raadius on
65 cm. Leia vo6 korgus juhul, kui kera keskpunkt

a) on voo pohjade vahel,

b) ei ole v66 pohjade vahel.

Arvuta sfadri segmendi pindala, kui kera raadius on 15cm
ja segmendi korgus on 4 cm.

Arvuta sfdiri segmendi pindala, kui segmendi korgus on
16 cm ja pohja raadius on 30 cm.

Toesta, et kera segmenti kujundatud koonuse kiilgpindala
on selle segmendi pohja pindala ja sfddri segmendi pindala
keskmine vordeline.

Kera, mille raadius on 10 cm, on silindriliselt 1dbi puuritud
mooda telge. Puuraugu 1d4bim66t on 12 cm. Arvuta keha
tdispindala.

Observatooriumi katus on kujult sfdédri segment, mille kor-
gus on 4,6 m. See segment on osa kerast, mille raadius on
9,2 m. Leia katuse pindala.

Kuubi {imber, mille raadius on a, on kujundatud kera. Uht
kuubi tahkudest on laiendatud kuni loikumiseni kera pin-
naga. Leia tekkinud segmentide pindalad.

Kui suur osa maakera pinnast kuulub polaarvootmesse,
parasvOootmesse ja troopikavootmesse (r~6000 km)?
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5.3.5. POORDKEHA RUUMALA.

Olgu koordinaatteljestikus antud funktsiooni y=f(x) graafik
ja olgu selle graafikuga maaratud koverjooneline trapets vahemi-
kus a-st b-ni (joon. 135). Paneme selle trapetsi poorlema {imber
x-telje. Tekkinud poordkeha ruumala valemi tuletamiseks jaotame
trapetsi x-teljega ristuvate tasapindade abil n-osaks. Need osad

y y

y-Flx) 7 NY=71
x 0 X\

- ] b a L 16

S e—

JOON. 135. JOON. 136.

ldhendame silindritega, nagu nédidatud joonisel 136. Nende silind-
rite ruumalade summa

_ﬁ af? (x) Ax;

on poordkeha ruumala ligikaudseks vdadrtuseks. Poordkeha ruum-
ala all moistame nende silindrite ruumalade summa piirvdartust,
kui silindrite arv tokestamatult suureneb nii, et iga Ax;,—0 a-st
b-ni.

Tahistades poordkeha ruumala tdhega V, voime kirjutada:

V=Ilim 3] nf?(x;) Ax;.

Axi—>0

Niisugune summa piirvdartus on aga vordne maératud
integraaliga.

Seega avaldub poordkeha ruumala maédratud integraalina

b
Vo [ £2(x)dx
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5.3.6. KERA JA TEMA OSADE RUUMALA.
a) KERA RUUMALA.

Kasutades leitud poordkeha ruumala valemit, leiame kera
ruumala valemi.

Kera tekib ringjoone po6orlemisel iimber diameetri.

Olgu ringjoone keskpunktiks koordinaatide alguspunkt.
Nagu teame, on niisuguse ringjoone vorrand x2+y?=r2. Avalda-
des siit y?, saame avaldise, mida tuleb kera ruumala valemi saa-
miseks integreerida rajades (—r)-st r-ni:

-r
£ Rt 5 FatEpoy WL (R I B wu ORI L P 0
Vke,a—nj‘(r x)dx—n[r,\ 3]_r—n(r 6 S e 3 qurs.
—_r

4
Viera = 3 nrd

4 K s 5 %
Et 3 nr3=%-4n2 - r, siis voib tulemuse sonastada jargmiselt:

kera ruumala on vordne ithe kolmandikuga sfddri pindala
ja raadiuse korrutisest.

b) KERA SEGMENDI RUUMALA.

Jooniselt 133 nédeme, et kera segmendi ruumala valemi
saame sama integraali kaudu, kui integreerime rajades (r—h)-st
r-ni, kus h on segmendi korgus.

r

r xa r r3
Vseg:.ﬂ'. j ("2—°.\'2)dx=:[ [1'2/\5‘— 3 o =it (1’3— T—r3+r2h+
r—h
3 _3r2h+43rh?—h? h3 h
S en i (o sl N s A e ST
: 3 ) :r(r/z 3) th (; 3).

S =“h2' (r— —:-) '

159



c¢) KERA SEKTORI RUUMALA.

Kera sektori ruumala avaldub koonuse ja kera segmendi
ruumalade summana (joon. 131):

h
Vier= 3 ar? (r—h) +ah? (r— g).
Et
r{=r2—(r—h)?=2rh—h?,
siis

Vser= %n(2rh—h2) (r—h) +ah? (,_ %) £

= L ah (2 —2rh—rh+ K2+ 3rh—h?) = 2 r2h.
3 3
' Vsek == ;ﬂrzh

d) KERA KIHI RUUMALA.

Kera kihi ruumala saame leida kahe segmendi ruumala
vahena (joon. 134).

Kera kihi ruumala valemi saame ka integreerimise teel,
kasutades kera ruumala valemi tuletamisel saadud integraali.
Niiiid toimub aga integreerimine rajades a-st (a+h)-ni, kus a on
kihi vasakpoolse pohja kaugus koordinaatide alguspunktist ja
h on kihi korgus.

o3 31a+h h)3
(* a

Vk;ht=:n:j (r2——x2)dx=n[r2x— %]a =n[r2(a+h)—-—(2;-—)—-
a

—r2a+ %3] =n(r2h—a2h—ah2—£;) =%1 (2r2—2a2—2ah—

—22) T (2 ) 4 [ (a4 20+ 17) | 410 =

=”—;(r§+r§+%g) =“—6h (3rf+3r§ +112)-

Viane = 2 (3r2 +3r2 +h?)
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472.
473.
474.

475.

476.

477.

478.

479.

480.

481.

482.

483.

484.

485.

486.

Kiisimusi ja iilesandeid.

Sonasta kera segmendi ruumala valem.

Sonasta kera sektori ruumala valem.

Missuguse kuju omandab kera segment, kui tema korgus
saab vordseks kera raadiusega? ldbimooduga? Kontrolli seg-
mendi ruumala valemi kehtivust neil juhtudel!

Missuguse kuju omandab kera kiht, kui A=r—a? Kontrolli
kera kihi ruumala valemi kehtivust sel juhul!

Leia sirge y=2x pooriemisel iimber x-telje tekkiva poord-
keha ruumala vahemikus 0-st 3-ni.

Tuleta koonuse ruumala valem, kasutades péordkeha ruum-
ala valemit!

Leia parabooli y=x> poorlemisel {imber x-telje tekkiva
poordkeha ruumala vahemikus 0-st 2-ni.

Leia joone y=+/x poorlemisel iimber x-telje tekkiva poord-
keha ruumala vahemikus 0-st 2-ni.

Leia kuupparabooli y=x® podrlemisel iimber x-telje tekkiva
keha ruumala vahemikus 0-st 2-ni.

Praktikas kasutatakse kera ruumala arvutamiseks valemit

Vzé d®. Pohjenda selle valemi oigsust. Kui suur on viga,

kui kasutada seda valemit niisuguse kera ruumala arvuta-
miseks, mille raadius on 1 m?

Kuubil ja keral on vordne ruumala 1000 cm3. Mitu protsenti
on kera pindala vdiksem kuubi pindalast?

Kuubil ja keral on vordne pindala 600 cm2 Mitu protsenti
on kera ruumala suurem kuubi ruumalast?

Kerakujuline 6ones boi, vilise ldbimooduga 1,4 m, peab
vees vajuma poolest saadik vette. Kui paks peab sel juhul
olema terasplekk, millest boi tuleb valmistada, kui vee eri-
kaal on 1 ja teraspleki erikaal 7,8?

Puust kera, ldbimooduga 11,1 cm, vajub 6,9 cm siigavusele
vette. Kui suur on mirgamata pinna osa? Kui suur on kera
erikaal?

Tinakuulist, mille raadius on 8,6 cm, valatakse seest tiihi
kuul vilise 1dbimooduga 23,5 cm. Kui paks on uue kuuli
sein?
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487.

488.

489.

490.

Kera raadius on r ja tema sektori telgloike nurk on 120°
Leia sektori ruumala.

Kaksikkumera ldédtse sfdériliste pindade raadiused on 10 cm
ja 17 ecm. Keskpunktidevaheline kaugus on 21 cm. Arvuta®
ladtse ruumala.

Kera, mille raadius on 65 cm, on iihel ja samal pool kesk-
punkti 16igatud kahe paralleelse tasapinnaga, mille kaugu-
sed keskpunktist on 16 cm ja 25 cm. Leia nende vahel oleva
kera kihi ruumala.

Ringi segment p&orleb segmendi aluseks oleva koodluga
paralleelse diameetri iimber. Tdesta, et seejuures tekkiv
poordkeha on ruumvordne keraga, mille 1dbimooduks on
segmendi kool.



491.

492.

493.

494.

495.

496.

497.

498.

6. ULESANDEID KORDAMISEKS.

Poiss ehitas ruudukujulise pohjaga kinnist risttahukat. Ta
vahetas kogemata édra pohiserva ja korguse mootmed, “see-
tottu kulus risttahuka ehitamiseks 9600 cm? materjali enam
ja ruumala suurenes kahekordseks. Missugused pidid olema
risttahuka mootmed?

Korraparase nelinurkse piiramiidi apoteem on 15 cm ja kiilg-
servad moodustavad pohjaga nurga 70°. Leia piiramiidi
ruumala.

918,4 grammist tinast valatakse iihesuguse servapikkusega
tetraeeder ja oktaeeder. Kui pikk on see serv, kui tina eri-

kaal on 11,4 %?
cm

Korrapiarane kuusnurkne marmorsammas (g=2,84c—r(;’13
pikkusega 1,85 m lihvitakse silindrikujuliseks. Leia marmor-
samba pohiserva pikkus, kui samba kaal péarast lihvimist on
215 kG.

Puurauk 1dbimooduga 16 cm on vett tdis jooksnud. Pump
voimsusega 4500 liitrit tunnis peab 20 minutit to6tama, et
seda vett vdlja pumbata. Kui sfigav on puurauk?
Kolmnurga kiillg ¢=25 cm ja tema ldhisnurgad a=60°20"
ja p=42°10". Kolmnurk podrleb iimber kiilje ¢. Arvuta poord-
keha pindala ja ruumala.

Tiivikoonuse kiilgpindala on 100 m? ja pohjade raadiuste
summa 5 m. Leia tiivikoonuse moodustaja ja ruumala, kui
tiivikoonuse korgus on 4 m.

Ringi sektor, mille raadius on r ja kesknurk 60° po6orleb
timber siimmeetriatelje. Kui suur on podérdkeha ruumala?
Leia poordkeha ja kera mille osaks on see pdordkeha,
ruumalade suhe.
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499. Vordle jargmiste taevakehade pindala, ruumala ja massi,
kui vaatleme neid taevakehasid keradena, mille raadiused ja
tihedused on antud:

Maa: r=6370 km, tihedus 56—,
Kuu: r=1738 km, tihedus 3,3 CGF'

Péiike: r=695 300 km, tihedus 1,4 —.
500. Lahenda kolmnurk, kui on antud:

¥ d) a=15%cm ‘h,=11 cm ja a=67°24,
b) 6=38,5 cm ¢=33,7 cm jach, =352 cm;
c) a=25-cm b=17 cm ja a=118°3".

501. Toesta samasused.

sin (a—B)

a) = s =cosa-cosf

(T e L
-sm(€+a‘)v+sm F—a)_ w
S g T TR
sm(T-}-a)+sm(T—-a)

¢) cos?a+cos?(60°+a) +cos?(60°—a) = —g—

b)

tan o+tan p 4
tan (a+p)

502.* Miira tihtede viirtused, mille puhul on kehtivad jargmi-
sed vorratused ja vordused:

a) 2 >x2h) 92 y2 o) 9x —of
503. Koonda.

d) tan d - tan B+

?) %uQ——%v?—{—gui’——%v?
b) 0,85a2"— 1,73b20 4 3,52¢2" +7,88a2n — b2n +0,12¢2
¢) 5(a+b)m+n—6(a+b)m-n—3(a+b)mtr+7(a+b)mn
504. Lihtsusta.
1
b) (x-—y)?

) (9x2—-6x+1 —l—
Vx2+y?

4x2+44x+1

* Kui selles ja jargnevates iilesannetes antud voi otsitavate suuruste kohta
ei ole eraldi margitud arvuhulka, kuhu nad kuuluvad, siis on selleks drvuhulgaks
reaalarvude hulk.
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505.

506.

507.

508.
509.

510.

x y+x"z e) I/ )—-—
24y3 3

3

7

d) a7- \/'Z:a f) (—12)?- \/m

Arvuta.
a) (2,75+5?— 1) 19,75+ (4,523 +3,75) :3,95

b)( 42,75— 3) Sh (84 715+1) 142

1 3 Yoigd
o) 6:(45-2])+(513-55):3;
SRR N 1_o8
d) 8—.(7Z 26) 6§+(46 ) 55
Arvuta.
. ARE R
Bt 2'100 2% 100 %16
13,197 4.3
5258 5 4
S LA o
agd 520
5 54161 +2’ %
B e e

Leia arv, millest 409 vordub avaldise 14,7—6,3:2% vaar-
tusega.
Leia 60% avaldise 115,84-0,5-8,4 vidirtusest.

Kauba hinda tosteti esialgu 109 vorra ja mone aja moodu-
des vdhendati 10% vorra. Mitu protsenti oli niiiid kauba
hind suurenenud voi vdhenenud esialgse hinna suhtes?

Arvuta logaritmide tabelite abil ja kontrolli tulemust arvu-
tusliikatil.

3 e
a) 3,87 - 554,2 - 0,8741 d) ]/58,06— 1/0,009898
0,07529 - 230000
b 54,182 6,874 - 0,9423 2")78 )"15 0,9487 )1,5 :
) 31,09 - 3,8763 568300 0,0095

4 3/ o 3
1/ 28.75]7 7659 o (0,2389 \2 00197 \ 5
5 l/ 8645 i (4,597 ) b7 0,385 )2
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511.

512.

513.

514.

515.

516.

517.

518.

166

Kolm arvu, mille summa on 39, moodustavad geomeetrilise
progressiooni. Kui suurimat arvu vdhendada 9 vorra, saame
aritmeetilise progressiooni. Leia need kolm arvu.

Esita hariliku murruna.
a) 0,28157157 ... b) 0,8174242 ... c) 0,142857142857 ...

Aritmeetilise progressiooni 2, 14, 26 jne. iga kahe jérjestikuse
liikme vahele tuleb paigutada kaheksa arvu nii, et saaksime
jélle aritmeetilise progressiooni. Esita selle progressiooni
esimesed 10 liiget.

Mitu meetrit 14bib vabalt langev keha ohutithjas ruumis
12 sekundiga? Mitme sekundiga langeb keha 490 m?

Lahenda vorratused.

a) x+3 8 c)
d) 224 x>0
Toesta vorratus.
a) k+1>2, k>0 b) 4 +2>9 a>0, 5>0
<1 d L1 >4, a>0, >0
¢) T < ) (a+b) (z+7) >4, a>0, b>
Leia jargmised piirvaartused.
a) lim SE%22 d) lim 223
X —>00 x—>2
b) lim 7 o) lim T
X —>00 x—3
¢) lim 2= f) lim 222
x—1 e
3

Leia jargmiste koverate ekstreemumpunktid.

a) y=2x*+32x* c) y=x*+2x3—4x?

b) y=" — 108 d) y=xt+65 13— 4x2



519.

520.

521.

522.

523.

524.

525.

526.

527.

528.

Leia jargmiste funktsioonide tuletised.

a) y=(x5+x24x)?2 c) y=(x®—3x2+2x)3

b) y=(3—2x)5 d) y=(2x*+3x3—2x2+5x—6)4
Uuri funktsioone.

a) y=4x—3 c) y=3x2—2x—1

b) y=2—3x d) y=3—2x—x2

Kasutades kuupparabooli y=x® graafikut, lahenda jargmi-
sed vorrandid graafiliselt.

a) x3=10—x d) x¥*—x—1=0
b)  x24x=2 e) x*—5x+3=0
¢) ¥*—=2x=0 f) x3—3x—2=0

Parabool y=0,4 x? poorleb {imber x-telje. Leia poordkeha
ruumala, mille eraldab poordparaboolist tasapind, mis on
risti x-teljega ja 1oikab teda kohal x=3.

Arvuta jargmised integraalid.

a) j‘(x2+ %)dx d) j(x——sinx)dx
b) J (xrxm=14+ . +x24x+1)dx e) j(x— col?x) dx
¢) j’ SRE ax f) j ———°°§Z;;‘ dx

Avalda kuubi ruumala

a) kuubi serva funktsioonina,

b) kuubi tdispindala funktsioonina,
Esita need funktsioonid graafiliselt.

Kuidas soltub sirge y=mx+1 asend koordinaatteljestikus
m vaartusest?
Joonesta need sirged, kui m=—0,5; 1; 0,5 ja 2.

Kuidas soltub sirge y=—2x+b asend koordinaatteljestikus
b vaartusest?
Joonesta need sirged, kui b=—3; 0; 1,5; 5.

Leia vorrand sirgele, mis on paralleelne sirgega y=4x—7
ja ldbib sirgete 2x+y=3 ja 4x—7y=—3 loikepunkti.

Leia vorrand sirgele, mis ldbib punkti P(—1; 3) ning sir-
gete y=4x+3 ja y=2x+9 loikepunkti.
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529.

530.

531.

532.

533.

534.

535.

536.

168

On antud punktid A(3; 2), N(5; 6), T(4; 5) S(2; 1).
Niita, et punktidega ANTS mééiratud nelinurk on réopkiilik.
Lahenda jédrgmised vorrandid.

a) abx®— (a2+b%)x+ab=0

b) c2x?+ (ac—bc)x—ab=0

Lahenda jargmised vorratused.

a) [2x+1|<3, x€R c) [3x—1]>8, x €R

b) |2—3y|<6, y€Z d) lpy+2>3, y€z

Leia jargmiste vorrandite lahendite hulk.

a) |x+1|=5 c) |x+3|=11 e) |2x—3|=|x+6]
b) |x+2|=4 d) [2x—1|=13 f) |2x—3|=|x—3|

Lahenda jargmised vorrandid.

a) aib.}.bﬁc—{-aic —l=abc—x(a+b+c)

b) Sy adly At

X¥—a_  x—b  P—ab
Lahenda jargmised vorrandid.
a) V-I_-f-—\—/;T—ﬂzx—l
b) Vﬁ=137—x

Trapetsikujulise ristloikega kanali laius on iilalt 4,5 m, alt
1,5 m ja siigavus 1,5 m. Veetase kanalis on 1 m ja voolu

kiirus 30 ch Arvuta vee mass, mis voolab ldbi kanali rist-
16ike 1 tunni jooksul.

9 cm pikkuse servaga kuupi loigatakse iga tema tipu juu-
rest tasapinnaga nii, et see 16ikab kiilgservi 3 cm kaugusel
tipust. Joonesta saadud keha ja arvuta tema ruumala.
Missuguse keha me saame, kui tasapinnad loikavad servi
4,5 cm kaugusel tipust? Kui suur on niiiid saadud keha
ruumala?



537.

538.

539.

540.

541.

542,

543.

544,

Kuidas suhtub tetraeedri tdispindala kuubi tdispindalasse,
kui nende kiilgservad on vordsed? ’

Kuidas suhtub tetraeedri ruumala kuubi ruumalasse, kui
nende kiilgservad on vordsed? :

Esita silindri korgus, kiilgpindala ja ruumala pohja ldbi-
moodu funktsioonina ja joonesta nende funktsioonide graa-
fikud.

Kolmnurga kiiljed on: a=48 cm, b=36 cm ja ¢=28 cm.
Kolmnurk poorleb iimber kiilje a. Leia poordkeha pindala
ja ruumala. :
20 cm pikkuse raadiusega ringist on valja 16igatud sektorid
kesknurgaga

a) 45°% b) 60° c) 120° ja d) 240°.

Need sektorid on koonuste kiilgpindadeks. Leia koonuste
ruumala.

Koonuse telgloikeks on vordkiilgne kolmnurk.

Avalda moodustaja m ja korgus h pohja raadiuse r funkt-
sioonina. ;

Avalda kiilgpindala S, ja ruumala V pohja labimdodu d
funktsioonina.

Joonesta vastavad graafikud.

Planetaarium koosneb silindrikujulisest ruumist ja selle
peale ehitatud poolkerast, mille pinnale kujutatakse tihis-
taevas. Leia planetaariumi ruumala, kui silindrikujulise
ruumi ldbimoot on 12 m ja korgus 5 m.

Leia

a) 1 m pikkuse raadiusega kera pindala ja ruumala,

b) 1 m? suuruse pindalaga ke-

ra raadius ja ruumala, y
¢) 1 m® suuruse ruumalaga ke-
ra raadius ja pindala.
Vordhaarse taisnurkse kolm-
nurga hiipotenuus on 6 cm.
Kolmnurga iimber on joonesta-
tud poolringjoon, mis 1dbib
kolmnurga koiki tippe. Selle
poolringjoone vastu on joones-
tatud kaar, mille keskpunkt
asetseb tdisnurga tipus ja mille

JOON. 137.
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545.

546.

547.

548.

549.

170

raadius on vordne kaatetiga. Ringjoone kaarte poolt piiratud
kujund poorleb tdisnurga tippu ldbiva hiipotenuusi ristsirge
imber. Leia poordkeha pindala ja ruumala (vt. joon. 137).

Kumb on suurem:

a) V4-9 voi V4+9?

b) Va2—b? voi v/ (a—b)?2?

c) vad+bd v5i V (a+b)3?

d) V4x2—12xy+9y? voi \/4x2—9y??
Pohjenda!

Lihtsusta.

a) VIx+9—vx+14+v25x+25
b) (3V2+5V8+9v50)-v2
¢) (V3+2v5) (3v2—V5)

d) (24+V6)(2—-V6)

e) (V6+2v2)?

Lihtsusta.

ntzionts msins VR
piq~? —%
p

a)

-0,25
q

Y (e

dy—3" 3x-2

5a-05  3b=18\  (5g=05  3p=13
©) (31;—*-a +Sa-°'5) . (3b—u3_ 5a“°'5)

Lahenda jargmised vorrandid arvutusliikati abil.
a) 3*=875 d) 237*-1=489
b) 4,62*=0,595 e) V578=55
=1
c¢) 0,125¥=0,0103 f) v67,6=1,75
Lahenda vorratused.
a) x3—36>0 c) x24+6x—7<0
b) x2—5x<0 d) —5x2—18x—35>0
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551.

552.

553.

554.

Ringi, mille raadius on 7, on joonestatud ruut, sellesse ruutu
on joonestatud ring, millesse jédlle ruut, jne. Kui suur on
koikide ringide pindalade summa? Kui suur on koikide ruu-
tude pindalade summa?

Arvude 1 ja 7 vahele tuleb paigutada 6 arvu nii, et moodus-
tuks kaheksaliikmeline geomeetriline progressioon. Leia
need arvud. Leia sellele progressioonile vastav eksponent-
funktsioon.

l=1=12
143=4=22
14+34+5=9=32 jne.

Niita, et toodud niidetest ilmnev seadusparasus (sonasta
see!) on kehtiv iga naturaalarvu n puhul!

Lihtsusta.

cos a c) cos? sin2 B - cos? sin?
a) tana+ l+sina ) 4 ? . i

14cos 2
+tana-cota d) '%

1\ l—sin?a
b) I —cos? a
Leia jargmiste funktsioonide p6ordfunktsioonid.

a) y= 3% c) y=log(x+1)

4x2—1

b) y=—; d) y=log(x*—3)

Ristkiiliku ABCD mootmed on a ja b (joon. 138). Kui pikk
peab olema 10ik x, et kolmnurga AEF pindala oleks suurim?

JOON. 138. D ~0C
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Loik s tuleb jagada kaheks osaks nii, et silinder, mille raa- -
diuseks ja korguseks need 16igud on, oleks suurima ruum-
alaga.

Lahenda jédrgmised vorrandid.
a) x2— (a+b)x+ab=0
b) x2—2ax+a%—b%2=0

Lahenda jargmised vorrandid.

a) Vx+6+Vx+1=y7x+4
b) Vx+T7+Vx—5=v2x+18

Kumb on suurem: kas 99 voi (8%)9?

Teravnurga iihel haaral on voetud punkt P, mille kaugus
tipust on a. Punktist P on {6mmatud ristloik teisele haarale.
Saadud punktist Q, mis on tipust kaugusel b, on tommatud
ristloik esimesele haarale. Nii jdtkates saame iihele haarale
punktid P, Py, P, jne. ja teisele haarale punktid Q, Q;, Q; jne.
Leia koikide nende ristloikude summa, s. t. PQ+QP,+

+PQi+...

Arvuta jargmised integraalid.

10 2 - 2
a) | dx d) 2 _1)dx g) | cosxdx
) G- )
4 19 %
b) J5x3dx &) | (x+1) (x—1)dx h)J’m“;’jx
2 0 0
101 1 2n
c) iji’dx ) j’ (3x2+10) dx i) { (sinx+1)dx
100 —1 0

Koonuse korgus on 12 cm ja pohja raadius on 6 cm. Mis-
sugused on suurima ruumalaga silindri mo6tmed, mida saab
kujundada koonusesse nii, et silindri pohi asetseks koonuse
pohjal?

Koonuse korgus on 21 cm ja pohja raadius 7 cm. Missugu-
sed on koonusesse kujundatud suurima tidispindlaga silindri
mootmed?



563.

564.

565.

566.

567.

568.

569.

570.

571.

572.

573.

574.

875.

Kolme 6 m pikkuse kepi abil ehitatakse korrapirase kolm-
nurkse piiramiidi kujuline telk. Kui suur peab olema piira-
miidi korgus, et telgis oleks voimalikult palju 6hku?

On antud kaks sama orientatsiooniga vordset kolmnurka.
Leia peegeldused, mille abil saab viia iihe kolmnurga tei-
sega iihtivusse.

On antud kaks vordset, kuid erinevate orientatsioonidega
kolmnurka. Leia peegeldused, mille abil saab viia ithe kolm-
nurga teisega iihtivusse.

Vordhaarse tdisnurkse kolmnurga iiks kaatet asetseb tasa-
pinnal ja teine moodustab tasapinnaga nurga 45°. Kui suure
nurga moodustab hiipotenuus selle tasapinnaga?
Vordkiilgse kolmnurga iiks kiilg asetseb tasapinnal, mis
moodustab kolmnurga tasapinnaga nurga 60°. Kui suure
nurga moodustavad teised kiiljed selle tasapinnaga?
Kolmetahulise ruuminurga iga tasanurk on 60°. Kui suured
on selle ruuminurga kahetahulised nurgad?

Piiramiidi SABC serval AB on antud punkt M, tahul SAB
punkt N ja tahul SAC punkt P. Esita joonisel piiramiidi
1oige tasapinnaga MNP.

Kuubi serv on 10 em. Kui kaugel asetseb kuubi mingi tipp
selle vastastahu keskpunktist?

Vordkiilgse kolmnurga ristprojektsioon tasapinnal, mis 1dbib
kolmnurga iiht kiilge, on tdisnurkne kolmnurk. Leia nurk
vordkiilgse kolmnurga ja projektsioonipinna vahel.

Ruudu projektsioon tasapinnal, mis ldbib ruudu iiht tippu,
on romb, mille iiks nurk on 140°. Leia ruudu ja projektsioo-

‘nipinna vaheline nurk.

Mitu protsenti kuubi ruumalast tdidab kuubisse kujundatud
kera?

Mitu protsenti kera ruumalast tdidab kerasse kujundatud
kuup?

Lahenda jidrgmised vorrandid.

a) 240z L E=2 e x4

9x2—4  9x24+12x+4 9x2—4

b) :5+2x__5+2x i 4x2—-2
TR H ) 7+ 16x+4x2
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Ehitati ristkiilikukujuline tiik mootmetega 60 mX80 m.
Kalda kaldenurk on 45° ja tiigi siigavus 3 m. Leia tiigi ehi-
tamisel véiljakaevatud pinnase hulk, kui véljakaevamisel
pinnase hulk suureneb 99% vorra.

Tiivipiiramiidi ruumala on 74 cm?, korgus 6 cm ja iihe pohja
pindala 16 cm?. Leia teise pohja pindala.

Kas on voimalik saata 1000 pudelikorki 1abimododuga 2,2 cm
ja pikkusega 3,4 cm pakina, mis kaalub vdhem kui 5 kG, kui
korgi erikaal on 0,25?

Liivakell koosneb kahest iihesugusest iihise tipuga koonu-
sest. Tipus on ava, millest liiv 1dbi voolab. Koonuste pohjade
raadiused on 3 cm.

a) Leia koonuste korgus, kui 1 minuti jooksul voolab iihest
koonusest teise 7,5 cm? liiva ja liivakell moodab 10-minuti-
list ajavahemikku. :

b) Leia liiva seis viienda minuti kohal.
Tiivikoonusekujulise korstna korgus on 25 m. Korstna alu-
mine sisemine 14bimo6t on 1 m ja iimbermoot 7,54 m, iile-
mine 14bimoot on 0,6 m, imbermoot 3,14 m. Leia korstna
rohumine alusmiiiirile, kui korstna erikaal on 2,2.
Noguspeegel on segmendi pinnaks kerale raadiusega 10 cm.
Segmendi korgus on 2 cm. Peegel kaetakse 0,1 mm paksuse
hobedakihiga. Leia hobedakihi mass, kui hobeda tihedus on

104 io

cmd ’
Leia kera ruumala, kui kera pindala on 1296 cm?2.
Leia kera pindala, kui kera ruumala on 4500 cm?.

Lihtsusta.
a) (49x2484xy—+36y%)" . (7x+6y)"

u2+ ngx yn v2+=x

. . 242y

b) 07 - 5y 2u%+2y
95x8y72 2,8\ . 2X°x8  3xy?
c) 38x2yz + (2622~ 422 ° 422

Vordle avaldisi.

a) (4a+2a)-3, 4a+2a-3 ja 4a+ (2a) 3,
b) (5x-:2x)-2, 5x-2x2 ja Bx -(2x)-2;

g |

2

3 ¥ 2
¢) (25—16)%, 25 —16” ja 25—167.
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Vordkiilgse kolmnurga korgusele on ehitatud uus vord-
kiilgne kolmnurk, selle korgusele jdllegi uus vordkiilgne
kolmnurk jne. Leia koikide nii konstrueeritud kolmnurkade
pindalade summa, kui esimese kolmnurga kiilg on a.

Lahenda vorrandid.

a) sin2x=sinx c) 2sinx=sin(45°—x)

oy 1 n
b) cos2x=cosx d) sm(T ——x)=§ cos(T ~x)
Leia jargmiste funktsioonide miadramispiirkonnad.
a) y=v3x2—x+1 c) y=5:%x__x—xQ
b) y=Ilog(3—4x) d) y=——————|°g;ix3—6)
Leia jdrgmiste funktsioonide ekstreemumkohad. :
‘a) y=(x—1)(x—2) (x—3) d) y=x3+3x24+3x—7
b) y=x(¥+x+1) e) y=(x—a)’+ (x—b)®
c) y=(x—1) (¥2-1) i) y=(x—a) (x—b)?

Leia jargmiste vorrandite lahendid, kasutades Newtoni votet
lahendite tdpsustamiseks.

a) x3—x=33 b)x®*—x2=10 c) x3—x2+x=44 -

Nelinurkne korrapidrane piiramiid on 16igatud pohjaga paral-
leelse tasapinnaga nii, et eraldub piiramiid, mille ruumala
on pool esialgse piiramiidi ruumalast. Kui korgel pohjast
on tehtud loige?

Koonuse kiilgpinna laotuseks on ringi sektor. Avalda selle
sektori kesknurk koonuse pohja raadiuse r ja moodustaja s

suhte funktsioonina. Mis tdhendus on suhtel —%koonuse telg-
16ike puhul?

Missuguse nurga moodustavad koverate y=sin x ja y=cos x
puutujad x-teljega kohtadel

a)y %=0-b) x=%, c) x=g—, d) x=n?

Parabool y=0,4x§ poorleb iimber y-telje. Leia poordkeha
ruumala, mille eraldab poordparaboolist tasapind, mis on
risti y-teljega ja loikab teda kohal y=3. Vordle saadud tule-

must iilesande 585 vastusega.
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. Leia f(x), kui

a) jf(x)dx=x+c, d) j’f(x)dx=—% +c,
b) Jf(x)dx=4x3+c, e) j[(x)dx=x2+c,
c) J‘f(‘x)dx=9x2A+c, f) jf(x)dx=x—5+c.

Leia kuubi tdispindala, ruumala, diagonaal ja diagonaal-
16ike pindala, kui kuubi serv on i
a) 12:em, - b)oL.b ;. o) clddm.

Korrapérase iiheksanurkse piiramiidi pohiserv on 2 em. Kiilg-
tahud moodustavad pohitahuga 65° nurga. Arvuta

a) piiramiidi korgus ja kiilgserva pikkus,

~ b) piiramiidi tdispindala ja ruumala,

c¢) kiilgservade ja pohja vaheline nurk.

Oktaeedri serv on 5,3 cm. Arvuta oktaeedri pindala ja ruum-
ala. Missugune kuju on oktaeedri diagonaalloikel ja kui suur
on selle pindala?

Lahenda vorrandid.
a) 2-4%6—17.448=0
b) 4%-2—-17.2%=441=0

¢) 3v/81—10v9+3=0

Leia x, kui
1'
a) x=1007|og9—log2;
1 b=
B) v 10O T AT

C) x=4gl—log,2 +5—10g,4.

Lahenda vorrandid.

a) (g)3x—7 <L (‘:_:)7)6—3

b) 0,5%.22x+2—=p4-1

4\x 27\x—1 log4
SGrlE) " ~ns
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604.

605.

606.

607.

608.

609.

Eeldades, et kella osutid liiguvad konstantse kiirusega, leia,
mitu minutit parast kella nelja osutid kattuvad.

Kaks keha liiguvad ringjoont modda, esimene neist 1dbib téis-
poorde 5 sekundit kiiremini kui teine. Kui nad liiguvad iihes
suunas, siis nad kohtuvad iga 100 sekundi pérast. Kui suure
osa tdispoordest ldbib kumbki keha tihes sekundis?

Lahenda jargmised vorrandisiisteemid.

x+y=20 X2+ y?=164
a) {xy=64 ) {x—y=2
) Xx—y=9 ) x?+y*=208
xy=90 3 xy=96
) X2+ y?=625 f) [x?—y?=>55
x+y=35 \xy=24
Lahenda jdrgmised vorrandid.
a)y 4B-x0C=x) —| d) 2:+344x+1=320
by 10(6=x)16-2) — 100 e) F¥+249x+1=810

c) 2541 445=80

Missugustel a € Q vdartustel on vorrandil

al Xl

e

reaalsed lahendid olemas?

Missugustel a€ N viirtustel on vorrandil
x2—2(a—5)x+a?—1=0

reaalsed lahendid olemas?

Missugustel a€ R vidartustel on vorrandi
ax’—x+a=0

lahendid

a) reaalsed ja erinevad,

b) reaalsed ja vordsed,

c) imaginaarsed?

Missugustel m € R véirtustel on vorrandi
(m—8)x?—4mx+m—2=0

lahendid

Ly s
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a) reaalsed ja erinevad,
b) reaalsed ja vordsed,
c) imaginaarsed?

Lahenda jargmised vorratused.

7x—5

a) ex+3 >4

2
b) x24+10x+16

1 >10

x?—3x+42

c) x2—Tx+12 >1

Mitmes liige aritmeetilises progressioonis on 10, kui
a,=2n2—19n+34?
Mitmendad aritmeetilise progressiooni liikmed on vordsed,

kui nende progressioonide iildliikmed avalduvad vastavalt
valemitena

a,=5n2—21n—236 ja b;=2n2—11n—83?

Igal inimesel on 2 vanemat, 4 vanavanemat, 8 vanavana-
vanemat jne. Kui palju eelkéijaid oli ithel inimesel 1000 aas-
tat tagasi, kui ithe aastasaja jooksul kasvab iiles 3 polv-
konda?

Lahenda jargmised vorrandid.
a):3cos 2x=H sinx

b) 25in2x+cos2x=gsin2x
c) l+cos x+sinx=0
d) Cos 2x=co5'6x

e) sin?2x+sin?x=1

Joonesta funktsiooni graafik.

a) y=|x2—x—6| ¢) y=|cos x|
y=|—6x2+x+1| d) y=|sin x|

Leia méddramispiirkond.

2) Y=g c) y=Vx?—4x—12

b) y=vI—cosx d) y=vr+vi-x
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618.

619.

620.

621.

622.

623.

Leia funktsiooni kasvamispiirkond ja kahanemispiirkond.

x2—4
x—2

b) y=—x3+3x+4 d) y=sin2x

a) y=x2+3x—108 c) Y=

Leia piirvdartused.

x2—-2x-3

2) lim o576

=
b) li x2—3x+2

x2—4x+3
x—1

3x24+5x—2

) lim &5 Torta

x——2
Kasutades ligikaudset valemit avaldise (1+x)" védartuse
arvutamiseks, leia

a) 1,043, b) 1,035, c¢) 0,98

Lahenda vorratused.
a) |1+x|<2

b) |x+4|<3

¢) |=2x+1|>5

Jalgrattur hilines véljumisega 30 km pikkusele distantsile
3 minutit. Ta soitis aga kavandatud keskmisest kiirusest
1 kilomeetri vorra tunnis rohkem ja joudis kohale tédpselt
ettendhtud ajal. Missuguse kiirusega oli jalgratturil sGit
kavandatud?

Kohtade A ja B vaheline kaugus on 78 km. Kohast A viljub
jalgrattur koha B suunas. 1 tund hiljem alustas teine jalg-
rattur soitu kohast B koha A suunas kiirusega, mis oli esi-
mese jalgratturi kiirusest 4 km vorra tunnis suurem. Jalg-
ratturid kohtusid 36 km kaugusel kohast B. Mitu kilomeet-
rit 1dbis kumbki jalgrattur kuni kohtumiseni ja missuguse
kiirusega?

Kaks jalakdijat véiljusid samaaegselt kohtadest A ja B
teineteisele vastu ja kohtusid 3 tunni 20 minuti pérast.
Mitme tunniga ldbib kumbki jalakdija A ja B vahelise maa,
kui esimene neist joudis kohta B 5 tundi hiljem kui teine
kohta A?
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630.

631.

632.

633.

634.

Kaks toolist koos tootades l6petavad t66 8 tunniga. Esimene
neist iiksi tootades suudaks selle t66 lopetada 12 tunni
vorra kiiremini kui teine iiksi t66tades. Mitme tunniga suu-
daks selle t60 lopetada kumbki todline iiksi tootades?

Bassein tditub kahe toru kaudu 6 tunniga. Kui aga kasutada
ainult esimest toru, siis tditub bassein 5 tunni vorra kiire-
mini kui ainult teise toru kaudu. Mitme tunniga téituks has-
sein ainult esimest toru kasutades voi ainult teist toru kasu-
tades?

Abituriendid vahetasid omavahel enne koolist lahkumist
fotosid. Mitu o6pilast oli abituuriumis, kui vahetati 870 fotot?

Kahe arvu geomeetriline keskmine on 12 vorra viiksem
viiksemast arvust. Nende arvude aritmeetiline keskmine on
aga 24 vorra viiksem suuremast arvust. Leida need arvud.
Ristkiilikukujulisest papitiikist valmistati lahtine karp nii,
et nurkadest 16igati vilja ruudud kiilje pikkusega 4 cm ja
siis poorati servad iiles. Missugused olid papitiiki mootmed,
kui tema {imbermoot oli 96 cm ja saadud karbi ruumala
768 cm?®?

Ristkiilikukujulise spordivdljaku mootmed on a meetrit ja b
meetrit. Viljak {imbritsetakse koikjal {ihelaiuse teega. Leia
selle tee laius, kui tee kogupindala on vordne spordiviljaku
pindalaga.

Kaks keha, mille vahemaa on d meetrit, liiguvad teineteisele
vastu ja kohtuvad a sekundi pédrast. Kui nad liiguksid mole-
mad samas suunas sama kiirusega, siis kohtuksid nad &
sekundi pérast. Leia kummagi keha liikumise kiirus.
Vabrikus on 359 toolistest naised, iilejddnud 252 toolist on
mehed. Kui palju on vabrikus toolisi?

Kaupa miiiidi 138 rubla ja 60 kopika eest ning saadi seal-
juures 10% kasu. Kui suur on kauba omahind? -
Kauba hind oli 65 rubla. Pirast hinnaalandust maksis see
kaup 62 rubla. Mitme protsendi vorra alandati kauba hinda?
Antikvariaat ostis kaks eset 225 rubla eest ja sai miiiies
409 kasumit. Kui palju maksis kauplus kummagi eseme
eest, kui iihe cest saadi kasumit 259 ja teise eest 50%?



8. VALEMEID.

Suurus, moiste

Valem, avaldis

1. Protsendid

1. 1°. a ja b suhe protsenti-
des
2°. a muut Aa protsenti-
des

29, p % arvust @ on m

2. Keskmised

3. Arvude a4, ay,..., a, arit-
meetiline keskmine
Arvude ay, ao,..., a, geo-
meetriline keskmine

3. Abivalemid

Kahe arvu summa ja vahe
ruut

Kahe arvu ruutude vahe
Kahe arvu summa ja vahe
kuup

Kahe arvu kuupide sum-
ma ja vahe

4. Vorduse ja vorratuse
omadused

9. Vorduse omadused

i

e L B

10. Vorratuse omadused

13 Matemaatika XI kl.

a
7}--100
B¢ Sv00
a

R
el | B

m
0—7' 100
a+ay+4...4a,

n

n

Va-as-...-a,

(ax£b)2=a%2+2ab +b?

a?—b%2=(a+b) (a—0)
(axb)3=a®+3a%b+3ab?+b®

a3+ b%= (a%b) (aF ab+b?)

1% Kui a=b; :siis " b=a.

2% Kl -a=b Ja hersiissd—a
3°. Kui a=b, siis a+c=b+-c.
4°, Kui'a=b, siis ac=bc:

1°. Kui a>b, siis b<a.
2°. Kui a>b ja b>c, siis a>c.
3° Kui a>b, siis a+c>b+c.
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Suurus, moiste

Valem, avaldis

11.

12,

13.

14.

15.

16.

N

18.

19.

182

5. Ruutvorrand
Ruutvorrandi

%24 px+q=0 lahend
Ruutvorrandi

ax?+bx+c=0 lahend
Ruutvorrandi

ax?42kx+c=0 lahend

Ruutvorrandi
x4+ px+q=0 lahendite
summa ja korrutis

6. Progressioonid

Aritmeetilise progressiooni
ildliige

(ap, — n-es liige, a; —
esimene liige, d — vabhe,
n — liikmete arv)
Aritmeetilise progressioo-
ni summa (S, — n esi-
mese liitkme summa)

Geomeetrilise progressioo-
ni ildliige

(9 — tegur)
Geomeetrilise progressioo-
ni summa

Tokestamatult kahaneva

geomeetrilise progressioo-

ni summa

4°, Kui a>b ja c¢>d, siis
a+c>b+d.

5% Kuia>b ja c<d, siis

a—c>b—d.

6°. Kui a>b ja m>0, siis
ma>mb.

72 Kut a>bja <0, siis
na<nb.

_ —bxVbi-4ac

2a
—k+tVEk2—ac
o a
X1+Xo=—p

X1Xe=(g

a,=a,+ (n—1)d

1°.:S; = a';a" ‘n

20. Sn= 20’+(2n_1)d— n

an=a,q"""!

1°, §,= 270t
1—q»

o e .
2. S,,-—a! fnd




Suurus, moiste

Valem, avaldis

20.

21.
22,

23.

24,

26.

2%

28.
20
30.

31.

32.

33.
34.
35.

36.

13*

7. Astmed ja juured
Korrutise aste
Jagatise aste

Vordsete alustega astmete
korrutis

Vordsete alustega astmete
jagatis
Astme aste

Korrutise juur

Jagatise juur

Juure aste

Juure juur

Aste astendajaga null

Negatiivse  astendajaga
aste
Murrulise astendajaga
aste

8. Logaritmid

Logaritm arvust N alu-
sel a

Korrutise logaritm
Jagatise logaritm

Astme logaritm

Juure logaritm

(a1ay . ..ap)"=atasy ...ax
a\n at
(5 =%

amaqn =qgm+n

" s Rt
(Va)m=vyam
R om . mRL

va=va
a’=1

alogaN:N

log (ab) =loga+logh
log% =loga—loghb
logam=mloga

loga
m

log {'}E:
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Suurus, moiste

Valem, avaldis

37.

9. Kombinatoorika

Permutatsioonid m
mendist

ele-

38. Variatsioonid n elemen-
dist m kaupa

39. Kombinatsioonid n ' ele-
mendist m kaupa

40. Newtoni binoom
10. Funktsioonid
(x — argument, y —
funktsioon, a, b, ¢ —
konstandid)

41. Paarisfunktsioon

42. Paaritu funktsioon

43. Lineaarfunktsioon

44, Vordeline soltuvus

45. Poordvordeline soltuvus

46. Ruutfunktsioon

47. Astmefunktsioon

48. Eksponentfunktsioon

49. Logaritmfunktsioon
11. Funktsiooni piirvéiii}-

tus ja pidevus

50. Funktsiooni piirvdédrtuse
omadused

51. Arv n
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Vi=m(m—1)(m—=2)-...-

[m—(n-1)]
m Vr’:l n!
Cn = Pn  ml (n—m)!

(a+b)r=a"+Crar=1b+
+Char=202+ . .. + Cran—*bt 4
+ ... 4+Cra labr-1 4 bn

f(=x)=[(x)
f(—x)=—[(x)
y=ax+b (a#0)
y=ax (a#0)

y="¢ (a0, x70)

y=ax2+bx+c (a#0)
y=ax"

y=a* (a>0, a#l)
y=log.x (a>0, a#l)

1°. lim[f(x) + g (x)]=lim [ (x) +
+1lim g(x)

lim[f (x)- g(x)]=
=limf(x)-lim g(x)

o R (1)

3% lim g(x)  limg(x)’

(lim g (x) #0)
180")

n=lim (n - sin
n —>00

s
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52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

Arv e

Funktsiooni f(x) pidevus
kohal a

12. Funktsiooni tuletis

Funktsiooni f(x) tuletis
(Ax — argumendi muut)
Elementaarfunktsioonide

tuletised

Funktsiooni y=f(x) kas-
vamise tunnus

Funktsiooni y=f(x) ka-
hanemise tunnus

Funktsiooni y=f(x) eks-
treemumkoha tarvilik tin-
gimus

Funktsiooni y=f(x) puu-
tuja  vorrand  punktis
(%15 1)

Funktsiooni y=f(x) graa-
fiku kumeruse tunnus
Funktsiooni y=f(x) graa-
fiku nogususe tunnus

Kaanupunkti olemasolu
tarvilik tingimus

13. Joone vorrand

(x, y — joone mistahes

punkti koordinaadid; a, b,

kR, r — konstandid)

Vorrand sirgjoonele, mis

on méaéiratud

a) tousuga k ja algordi-
naadiga b

b) kahe punktiga (xi; y))
ja (x2; y2)

o= 1itn (1+ 1;)"

xlima [(x)=[(a)
f/(x) =lim f(x+Ax) —f(x)

Ax—>0 Ax

vt. tabel 1k. 193
f'(x) >0
" (x) <0

F'(x)=0

y—=yi={"(x1) (x—x,)

[ (x) <0
[”(x)>0

[ (x) =0

y=kx+b

Eoamdnl 00—
Xo—X1  Yo— U1
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65.
66.

67.

69.

70.

71.
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c) telgloikudega a ja b

Lineaarse interpolatsiooni
valem

Parabooli vorrand

Hiiperbooli vorrand

Ellipsi vorrand

Ringjoone vorrand

14. Tiisnurkne kolmnurk

Meetrilised _seosed

Kﬁl'gede ja nurkade vahe-
lised seosed

Pindala

LB A,

@ty =l
Yo—1

Ay= Xo—% Ax

y=ax2+bx+c
a

¥y=c
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15. Kolmnurk

72. Koosinuslause

73. Siinuslause

(R — {mberringjoone
raadius)

74. Teisi kiilgede ja nurkade
vahelisi seoseid

75. Kolmnurga pindala

(r — siseringjoone raa-
dius)

&
a?2=b24c2—2bccos a

0 ol NG 2R

sina  sinp siny

a+b s 218
1% ==
a=b tan a—p
2
ol
& a+b= cos 3
S Bl
sin 3
. a—p
sin
e a—b= 2
o T v
cos 5

Xy;y1)
1
o —
|5 3 he

v S=%ab siny

30 s=a2 sin Bsiny
¢ 2sina

4°. S=p(p—a)(p—b)(p—c),
~ kus p=~é— (a+b+c)
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76.

7.

78.

9.

80.
. 81.

82.

83.
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Vordhaarne kolmnurk
(a — alus, b — haar)

Vordkiilgne kolmnurk

(a — kiilje pikkus, R —
timberjoonestatud ringjoo-
ne raadius)

16. Ringjoon. Nelinurk

a) Ringjoone pikkus (r —
raadius, d — diamee-
ter)

b) Ringi pindala

a) Kesknurgale x radiaa-
ni  vastava  sektori
pindala

b) Kesknurgale x radiaa-
ni vastava kaare pik-
kus

Ruudu pindala (a —
kiilg)
Ristkiiliku pindala (a, &

— léhiskiiljed)

Rombi pindala (a — kiilg.
a — iiks rombi nurk; d;,
dy — diagonaalid)
Roopkiiliku pindala (a, b
— léhiskiiljed, « — nen-
devaheline nurk)

5. D=pr

# 55 abc
G 8= 4R

7°. S= 3 I(xn—xz) (y1—ys) —
— (x1—x3) (41— Y2) |

_%]/b'z_ a?

a=RvV3
S V3

31/3 R2

1°. S=a?sina
o 1
2. S= §d|d2

S=ah=absina
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84.

85.

86.

87.

88.

89.

90.

91.

92,

Roopkiiliku  diagonaalide
omadus (d;, do — dia-
gonaalid; a, b — lihis-
kiiljed)

Trapetsi pindala (a, b —
alused, h — korgus)

Nelinurga pindala (d;, d.
— diagonaalid, a — nurk
nende vahel)

17. Trigonomeetria vale-
mid

Seosed radiaanmoodu ja

kraadimoodu vahel

Trigonomeetrilised pohi-
seosed

Negatiivse nurga trigono-
meetrilised funktsioonid.

Taandamisvalemid

Trigonomeetriliste funkt-
sioonide perioodilisus

Nurkade summa ja vahe
valemid

di +d3 =2(a2+b?)

S= % (a+b)

S=%d,d25ina

1 rad= %9 —57°17"45"

o I B Lodas
= T50° rad~0,017453 rad

1°. sin2 a+4cos2 a=1

2°. tan a= i
% cos @
cos a

R = =
Ot & sina

4°, tana-cota=1

1° sin(—a)=—sina

2°. cos(—a) =cos a

3°. tan(—a)=—tana

1°. sin(180°—aq) =sin a
2°. cos(180°—a) = —cos a

3° tan(180°—q)=—tana
4°. sin(180°+a) =—sina
5% cos(180°+a)=—cos a
6°. tan(180°+a) =tan a

7°. sin(360°—a) = —sina
8°. cos(360°—a) =cos a

9°. tan(360°—a) = —tana

1°. sin(a+k-360°) =sin a
2°. cos(a-+k-360°) =cos a
3°. tan(a-+k-180°) =tan a
17sin(at=f)=

=sin a cos f*cos asin f
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27 icoslab )=
=cos a cos BFsinasin f
3°. tan(a=%=p) =

tan a+tan g
1 & tan a tan

93. Kahekordse nurga valemid | 1°. sin2a=2sinacosa
2°. cos 2a=cos? a—sin%a

3. tan 2a=F100—

' 94. Poolnurga valemid 19 sin % e il/@
g cos—;i =4 l+;"s°‘
32 tan %:_ Il——l-;—zgz%
4°. tan 5 = Tiltclc,%?
5°. tan % — l;:’; 2

95. Trigonomeetriliste funkt- | 1° sin a+sin =

sioonide summa ja vahe . a+B a—B
valemid =2 sin 5 COS—5—
2°. sin q—sin =
i otf ;0B
=2 00Ss 5 sin 5
3°. cos a+cos B=
o+ a—p
=2 cosS—— 2 OST
4°, cos a—cos B=
=i @ gin 348 gi 08
=—2sin 5~ sin =
96. Trigonomeetrilised pohi-
vorrandid
1°. Vorrandi sinx=m iild- | x=kn+ (—1)*arcsinm
lahend
2°. Vorrandi cos x=miild- | x=2kn*arccosm
lahend
3°. Vorrandi tan x=m iild- | x=kn+arctanm
lahend
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Kehade pindala ja ruumala valemid.

(V — ruumala; S, — kiilgpindala; S, — pohja pindala; S;—
taispindala; h — korgus; n — pohja tippude arv; r — pohja raa-

dius)
Keha Pindala Ruumala
Prisma Sp=1lly-1 V=8,h
i, — ristloike iim-| S;=8,+2S,
bermoot
I — kiilgserv
Korrapédrane pii- Sk=%na,,m,, V—% S;h
ramiid 1
n — pohja tippude S,=§ na,(my+k,)
arv
a, — pohja serv
m, — apoteem
k, — pohja apoteem
1
Piiramiid V=3S,h
Korrapdrane tiivi-| o _ nan+nba _h R
piiramiid sk— 2 My V= 3 (S_px - \/SP:SP:""‘
—  pohi 85
a, se??;ad pohjade| g _ %[a,,(mn+kn)+ p)
km ln Y p(')h]ade +bu(mn+ln)]
apoteemid
Tiivipiiramiid V= (Sn+VSpSnt+
+sz)
Silinder Si=2nrh V=nr2h
Si=2nr(r+h)
Koonus Sp=nrm V= é—nﬂh

(m — moodustaja)
Tiivikoonus

Kera (sfdir)

Kera (sfdiri) seg-
ment

Si=nr(r+m)
Sk=nm(r1+r2)
Sl=.‘l'[[rf +f§ .

+m(ri+rs)]
S=4nr?
S=2nrh

wh 2
=%‘("1+f1f2+fg)“

V=%n:r3
V=nh? (r—%)
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kN
Keha Pindala Ruumala

Kera voo (kiht) S=2nrh V=’;—f(3r% +3r} +h2)

Kera sektor Vi —?,;nr"’h
b

Poordkeha V=n j f2(x)dx

a




TULETISTE TABEL.

Funktsioon Tuletis
¢ 0
X 1
%2 2x
x° 3x2
¢ i
x X
Vx 1
2Yx
b nxn—I
sin x cos X
cos X —sin x
tan x -—12,—
cos? x
f(x) +g(x) F'(x)+&'(x)
[(x)-g(x) ['(x) - g(x)+g’(x) - f(x)
c-f(x) c-['(x)
gf_::;:, s ooy et I (x) -g(fc;(:)g]’z(x) f(x)
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