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PUNKTARVUTUS ANALUUTILISES GEOMEETRIAS.

See uurimus tahab anda vastuvdetavamat kuju punktarvutuse kui
analiiiitilise geomeetria iihe meetodi algmeile. Punktarvutust on
meetodina kavatsenud L eib niz1, tema suurema osa on vilja tostanud
M6 bius2, tiiuseni on ta viidud Grassmann’id ja Hamilton'i+
poolt sada aastat tagasi.

Punktarvutus on imevidhe rakendamist leidnud, kuigi veel kies-
oleva sajandi teisel aastakiimnel on temale tdhelepanu juhtinud
Mehmke5 ja veel kolmanda 16pul Lotzet. Selle viahese
rakendamise pdhjuseks vdiks kiill olla esiteks see, et koik
siin nimetatud autorid on piiiidnud esitada seda analiiiitilise geomeetria
meetodit iseseisvana muist meetodeist ja nagu ainudigena.
Meil Eestis? aga on kiill katsutud teda rakendada hariliku koordinaa-
tide meetodi abiks. Punktarvutuse vihese rakendamise teiseks pohju-
seks voiks olla see, et ta on koordinaatide meetodist abstraktsem ja
tema lopuleviija Grassmann’i poolt liiga abstraktselt esi-
tatud.

Punktarvutus on rakenduv geomeetrias, aga vahest
veel avaramalt mehaanikas. Esiteks voimaldab ta iiheks valemiks kokku
votta need valemid, mis on iihised punkti igale koordinaadile. Teiseks
annab ta oma korrutisega sugestiivsed avaldised geomeetrias punkte
voi sirgeid iihendavaile kui ka sirgete ja tasandite iihiseile kujundeile,
mehaanikas liikumise ja tema pingete komponendele ja paarele. Kol-
mandaks tuletab ta analiiiitilise geomeetria enese sisust determinantide
teooria ja vektorarvutuse, esimese tiielikult, kuna vektorarvutuseks
on siiski veel tarvilik lisakokkulepe kahe vektori korrutise vektoriks
lugemiseks.

Kiri Huygens’ile, 1679.

Der Barycentrische Caleul, 1827.

Ausdehnungslehre, 1844 (teine triikk 1878). Ausdehnungslehre, 1862.
Lectures on Quaternions, 1853.

Vorlesungen iiber Punkt- und Vektorrechnung, 1913.

Punkt- und Vektorrechnung, 1929.

J. Sarv, Analiiiitilise geomeetria algkursus, 1924,
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Lineaarsed punktavaldised ahvatlevad tuletama Cartesius’e koordi-
naate lihtsalt pShipunktide kordajatena. Kuid M6bius’e, Grass-
mann’i ja Mehmke sellekohased katsed ei ole andnud rahuldavaid
tulemusi. Meie oleme siin amaliiiitilise geomeetria jaoks lihtunud line-
aarse punktavaldise definitsioonist Cartesius’e koordinaatide najal.
Punktarvutuse kiisimused projektiivses ja mitteeukleidilistes geomeet-
riates jatame edaspidistele uurimustele.

Selle uurimuse tulemusteks tahaksid olla:

1. Lineaarne punktavaldis tuleb defineerida samanimeliste koordi-
naatide lineaarsete avaldiste kokkuvottena, nii et selle definitsiooni jargi
on lineaarse punktavaldise kohta kehtivad koik arvude seadused.

2. Punktide korrutise moiste tuleb kujundada, lahtudes geomeetria
igivanast siimboolikast koos Moébius’e alternatiivsusega ja jalgides dist-
ributiivsust ning assotsiatiivsust.

3. Kuna iihel sirgel on kahe punkti korrutis skalaar — kahe punkti
vahemaa, iihel tasandil kolme punkti korrutis — kolmnurga pindala ja
ruumis nelja oma — nelitahuka ruumala, tuleb tegurite arvu skalaari
omast lileulatumise korral korrutises lugeda skalaar arvkordaja vaar-
seks.

1. Lineaarne punktavaldis. Sirge joone kahe punkti A ja B Carte-
sius’e koordinaatide a: ja & jargi avalduvad selle joone iga punkti P

koordinaadid p, — %, Ps — ¥ Ja p3 = z kauguste AP ja AB jagatise

AP :AB =1t
abil kolmnurkade sarnasuse pdhjal jargmiselt:
X — a’l _*- — a’l)’
Y= t(by —ay),

z_az+t(bz—asz).
Vahel voib olla moénusam avaldada neid koordinaate kauguste AP
ja PB jagatise
P AP :PB =
abil. Siis saavad nad

Joon. 1.



Esimese kolme vorduse asemel kirjutatakse iiks:
P=A+4+t(B—A)

ja teise kolme asemel
P=(A+4iB) : (I1+ 7).

Need kaks lihendatud kirjutist esitavadki lineaarsed punkt-
avaldised, s. o. avaldised, kus on punkte liidetud, lahutatud ja arvu-
dega korrutatud véi jagatud. Nimetame neid selles jarjekorras esi-
meseks ja teiseks pohiavaldiseks. Nendest nieme, et
punkte liita voi lahutada véi arvuga kor-
rutada voi jagada tihendab liita voi lahu-
1 tada véi arvuga korrutada véi jagada nende
punktide samanimelisi koordinaate iksikult
ja et
saadus tuleb lugeda iiksikuks punktiks siis
ja ainult siis, kui ta on iiks punkt aritmee-
tika algdépetuse jadrgi s. o.kui on liidetud =
2 punkti ja summast lahutatudn—1punkti voi
jalle liites, lahutades, arvudega korrutades
ja jagades saadud m punkti ja saadus jaga-
tud arvuga ml.
Need on punktarvutuse kaks esimest pohilauset.

2. Vektor. Lineaarsete punktavaldiste hulgas on eriline see, mis
on lihtsalt kahe punkti vahe, niiteks B — A, v6i selline vahe korru-
tatud mingi arvuga nagu ¢(B — A). See lineaarne punktavaldis on
eriline selle poolest, et seal on punktide arv null ja iihe punkti saami-
seks tuleks siis see avaldis jagada nulliga, mis on aritmeetika jirgi
voimata, Selle erilise punktavaldise on Hamilton?® nimetanud vek-
toriks. Vektoris esinevaid kahe punkti koordinaatide vahesid voi
neid vahesid korrutatud selle arvuga, millega on selles vektoris korru-
tatud see kahe punkti vahe, nimetatakse selle vektori kompo-
nendeks.

P6hilauseist jargneb, et lineaarsete punktavaldiste teisendamise
kohta on kehtivad koik lineaarsete arvavaldiste teisendamise seadu-

sed. Seega on
A+ (B—A)=A—A+B=B.

1 J. Sarv, Analiiiitilise geomeetria algkursus, lk. 7—8.
2 Philosophical Magazin, 1864, k. 26—27.



Kui tuleb tarvis konelda vektorist, mis on kahe samase punkt:
vahe, nagu siin A — A, siis nimetatakse seda nullvektoriks.
Punktile liitudes ei muuda nullvektor seda punkti, kuna iga muu vek-
tor punktile liitudes veab selle punkti teiseks, nimelt selle vektori
punktide libi mineva sirge sihil — selle vektori sihil — lahku-
jast punktist — vektori algusest — teise punkti — vektori
16 pu poole, mende punktide vahelise kauguse voi selle mitmekordse
— selle vektori suuruse vorra. Vektori suurus on siis Pythago-
ras’e lause jargi ruutjuur komponentide ruutude summast.

Punktarvutuse pohilauseist ja vektori definitsioonist jargneb, et

1) vektorid on voérdsed siis ja ainult siis, kui neil on
vordsed samanimelised komponendid;

2) vektorite summaks on vektor, mille komponendeks on
liidetavate vektorite samanimeliste komponentide summad, ja

3) vektori korrutis mingi arvuga on vektor, mille
komponendeks on korrutatava romad korrutatud selle arvuga.

Esimesest pohiavaldisest ndeme, et mingi vektor B — A, liitudes
sellekohase arvu ¢ kordselt mingi antud punktiga A, veab selle punkti
edasi omal sihil ja t-kordselt oma suuruse vérra uueks punktiks P.
Kuid teine pohiavaldis niitab, et ka punkt B, liitudes sellekohase arvu
4 kordselt punktiga A pirast jagamist arvuga 1 - 1, on viinud punkti
A enese poole mineval sihil samasse punkti P. Kui on 2 — 1 ja seega
jagajaks 2, siis on P punktide A ja B (vahelise sirg-
16igu) keskpunkt, sest tema koordinaadid on A ja B omade
aritmeetilised keskmised.

Esimene pohiavaldis on teisest monusam selle poolest, et seal ei
ole tegemist jagamisega: vektoris on punktide arv null, nii et vektor,
liitudes iihe punktiga, annab ka saaduseks juba. iihe ainsa punkti.

Teisest, pohiavaldisest nideme, et siis, kui 1 vdirtus ligineb piira-
matult arvule —1, kasvavad punkti P koordinaadid piiramatult. Viime
seal jagaja 1 4 1 teisele poole kordajaks:

(1+1)P _A + 1B,

siis ndeme, et 7 liginemisel miinus dihele on punkti piiriks sirge AB
paratu punkt, kordaja 1 4 2 piiriks 0, aga parema poole piiriks vektor
A—B. Seega on vektor padratu punkt kordajaga
null,
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Kahe vektori summa saamist graafilisel teel niitab joonis siin kor-
val. Seal on vektor B— A liidetud vektoriga D — C sel viisil, nagu
see jargneb punktarvutuse pohilauseist. See on

B—A+D—C=B+D—(A+C)=

=2L —2K =2(L — K).
Siit nseme, et kahe vektori summa on nende l6ppude
keskpunkti ja alguste keskpunkti vahe kahe-
kordselt. Selleks, et sellele summale saaks iihine algus esimese
liidetavaga, s. 0. et oleks mingi punkt E, mis

B
annaks i E
B—A+4+D—C_E—A, A .
peab olema ‘- L
D—C_E—B,
kust jargneb 8D
EF 4+ C=B+4 D =2L, Joon. 2.

nii et punkti E saamiseks tuleb sirgloiku CL pikendada iile punkti L
sama pikkuse vorra. Siit ndeme, et kahe vektori graafiline
summa saab iihisealguse iiheliidetavaga siis, kui
esimese liidetava lopp voetakse alguseks teise
liidetavaga vordsele vektorile, mille l6pp siis
ongi ka summa oma. Siit ndeme ka, et graafiliselt on
vordsed kaks vektorit, mis veavad roopkiiliku iihe kiilje otsi vas-
taskiilje omiks.

Vektorit esitatakse graafiliselt peale algusc¢ ja 16pu veel noolega,

mis ldheb algusest 16ppu, ja kirjutatakse siis ka AB, kui alguseks on
A ja lopuks B. Siis Geldakse ka, et vektor ldheb punktist A punktisse
B. Kuid sagedamini kirjutatakse vektoreid viikeste tdhtedega. Saksa
autorid kasutavad selleks enamasti gooti tihti, teised sagedasti, nagu
meiegi, rasvaseid kursiivtahti.

3. Punkti avaldis pohipunktes. Meie teine pohiavaldis saab iildi-
sema kuju, kui seal parameetri 1 kirjutame murru kujul
A=

m
n
On ju siis

P= (A-[—mB): (1+m) = (nA-+mB): (n+m).



Sellel kujul esinevad siin punktid A ja B samaviirsetena, kuna esi-
meses pohiavaldises on punkt A esinemas 2 korda, B ainult 1 kord.
Kui seal aga sulud avame, siis saame

P=(1—t)A +tB,

mis on samane meie teise pohiavaldisega, ja siit paistab silma seos
meie kahe parameetri vahel:

t=1:(1412),
mis muidugi jiargneb ka nende parameetrite definitsioonest.

Sirge joone kahte punkti, milledest on koostatud avaldis selle
joone igale punktile P, nimetame selle joone pohipunkteks. Meie
pohiavaldised ongi siis iihe sirge punkti avaldised pohi-
punktes.

Nagu sirge on mairatud tema kahe punktiga, nii on tasand mii-
ratud tema kolme mitte iihel sirgel asetseva punktiga. Olgu need
punktid A, B, C. Siis saame selle tasandi igale punktile P avaldise
nende pohipunktide A, B, C kaudu, kui niiteks vaatleme
sirgel AB sellist punkti P’ ja sirgel PP’ sellist C’, et oleks P'P || AC
ja CC'||AB. On ju siis meie esimese pohiavaldise ja vektorite
C’'— P’ ja C— A vordsuse jirgi sellekohaste arvudega ¢ ja u
P=P+u(C—P)=P+u(C—A)y=A+t(B—A)+u(C—A4).
Avades siin sulud saame avaldise

P_(1—t—wu)A +tB -+ uC,

o P !

C Do 'I'
" i

B »p

+ PI 0B
Joon. 3. Joon. 4.

kus koik kolm pohipunkti esinevad samavéirsetena, igaiiks oma kor-
dajaga, mille hulgas iihe erinev kirjutis on vaid meie teise pohilause
viljend, et kordajate summaks on 1. Selline erinev kirjutis voiks siis
A kordaja asemel olla niisama histi B vdi C kordajal.
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Samuti saame ruumi igale punktile avaldise nelja mitte lihel
tasandil asetseva pohipunkti, mingite A, B, C, D kaudu, kui niiteks
vaatleme tasandil ABC sellist punkti P’ ja sirgel P'P sellist D', et
oleks P'P || AD ja DD’ | AP'. On ju siis vektorite D'—P’ ja D —A
vordsuse ja punkti P’ avaldise jiargi sellekohaste arvudega t, » ja v

P=P ++v (D —P)=A+t(B—A)+u(C—A)+v(D—A)
ja parast sulgude avamist
P—(1—t—u—v)A +tB -+ uC -+ vD.

Kui iiheks pdhipunktiks on koordinaatide alguspunkt O — tel-
gede nullipunkt — ja teisteks telgede iihepunktid, mis olgu a-teljel X,
y-teljel Y ja z-teljel Z, siis saab neis pohipunktes punktile P = (z; y; z)
esimeseks — vektoravaldiseks —

P=0+2(X—0)+y(Y—0)+2(Z2—0)
ja siis muidugi teiseks — punktavaldiseks —
P=(1—2—y—2)0+aX +yY + 2Z.

Kirjutame iihikvektorid X—0O, Y—0, Z—O Hamil-

ton’i jargi
X—0={Y—0_j,Z—0=k.
Siis on vektoravaldis koordinaadistiku pohipunktes punktil
P = (z;9;2)
P—O+4xi+yj+zk
ja igal vektoril A — B — (a; — b;; a5 — by; a3 — b3)
A—B=(a;,—b)i (a—by)Jj-+ (a3—b3)k.

4. Kahe punkti korrutis. Kui sirgel joonel on kaks punkti 4 ja B,
siis kirjutame nende kahe punkti vahelist 16iku ja ka tervet seda
sirget Eukleides’est voi vahest juba Thales’est saadik AB.
See kirjutis on praegu algebra siimboolika jirgi nende kahe punkti
korrutis. M6 bius on selle kirjutise tdhendust tapsustanud selle poo-
lest, et tuleb lugeda

AB——BA ja seega AA=—0.
See M 6 bius’e tipsustus on iildiselt tarvitusele tuinud, Kui niitid seda
kirjutist saab lugeda punktide korrutiseks, siis erineb see korrutis hari-
likust arvude korrutisest igatahes selle poolest, et temas kahe teguri

kohtade vahetamine muudab suunamirgi, Harilikus arvude korrutises
voib tegurite kohti vahetada, ilma et korrutis sellest muutuks, ta on,

9



nagu Oeldakse, kommutatiivne Meie niiv punktide korrutis on
siis mittekommutatiivne. Et tal kahe teguri vahetamisel nimelt ja ainult
mirk muutub, sellepirast nimetatakse teda alternatiivseks.
Kahe teguri korrutise pdhiomaduseks on see, et kui iiks tegur on summa,
siis on korrutisekski summa, mille liikmeiks on selle teguri liikmed,
korrutatud teise teguriga. See on niinimetatud distributiivsus.
Seega voib sirge 16igu kirjutist selle otste korrutiseks lugeda vaid siis,
kui ta on distributiivne.
Olgu sirgel AB kaks punkti

P—(1—p) A+ pB,
Q—(1—q) A+ qB.

Siis on distributiivsuse péhjal nende kahe punkti korrutis

PQ=[(1—p) A+pB] [(1—q) A + ¢B]
=(1—p) (1—q) AA+ (1—p)gAB +p(1—q) BA + pgBB.

Alternatiivsuse piarast kaovad siin esimene ja viimane liige, kuna kol-
mas saab punkttegurite kohtade vahetamisega teise sarnaseks ja on muu-
tunud méirgiga, nii et saab

PQ=[(1—p)g—p»(1—q)]AB = (¢ —Dp)AB.

Siit ndeme, et siis, kui sirge joone péhipunktide
korrutise loeme nende pohipunktide vahelise
I1oigu esitiseks suuruse ja (Mobius’e jargi ka) suuna
poolest, esitab selle sirge iga kahe punkti korru-
tamise saadus ka nende punktide vahelise 16igu
suuruse ja suuna poolest. On ju 1) lineaarse punktavaldise
definitsiooni jargi p 16igu AP suurusearv ja q 16igu AQ oma, kui
mooduks on 16ik AB, ja 2) suuna mdbiste jargi suund PQ samane
suunaga AB siis, kui on ¢ > p, aga vastupidine, kui on ¢ < p.

Sirge joone kahe punkti korrutamise saadus esitab nende punktide
vahelise 16igu ainult suuruse ja suuna poolest, mitte enam individuaal-
selt. Sest sama saaduse saame aritmeetika jargi ka siis, kui sellekohases
jarjekorras korrutame sellesama sirge mingeid muid punkte,
millede vahemaa on vordne P ja @ omaga. Kuigi iihe sirge kahe punkti
korrutamise saadus ej esita enam nende kahe punkti vahelist 16iku indi-
viduaalselt, siis esitab ta ometi individuaalselt sellesama sirge tema
pohipunktide korrutise kaudu.

Nimetame kahe punkti korrutist joonvektoriks ja nende
kahe punkti libi minevat sirget selle joonvektori kandjaks.
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Korrutatavaist punktest nimetame esimest joonvektori algu-
seks, teist 16 p u k s ning alguse ja 16pu vahelist kaugust joonvek-
tori suuruseks. Nime joonvektori teine pool tahabki rdhutada
kahe punkti korrutise sugulust nende kahe punkti vahega: kummalgi
on, sama suurus, siht ja suund. Kuid joonvektoril ei saa olla vordset
viljaspool teda kandvat sirget joont, kuna kahe punkti vahe on sellest
kitsendusest vaba — teda nimetatakse joonvektori korval vabavek-
toriks.

Korrutame mingi punkti R, mis ei asetse sirgel AB, selle sirge
mingi punktiga P. Me saame

RP =R(1—p)A + RpB — (1— p)RA + pRB.

Vaatleme selle saaduse liikmetega vordseid joonvektoreid nende sirgete
iihises punktis R. Olgu nad

(1—p)RA =RP ja pRB — RP”

Siis on geomeetria jargi PP’ || BR ja PP” || RA. Siit ndeme, et mingi
vidlise punkti korrutamine mingi sirge punktiga
seab nende kahe punkti vahelise 18igu vordseks
sellest viadlisest punktist selle sirge pohipunk-
tesse minevate sirgete 16ikude summaga, kus lii-
detavad on selle roopkiiliku iihest nukist lahtu-
vaiks kiilgedeks, mille sealtsamast ldhtuvaks
diagonaaliks on korrutatavate punktide vaheline
16ik. Siit jargneb ka juhis joonvektorite graafiliseks liitmiseks sellel
juhul, kui nende kandjail on iihine punkt.

Kahe punkti
P=(1—p)A+ pB,
Q— (1—q)A +gB. « ~p
korrutamise saadus kirjutatakse otsekohe: w8
. oA \"\ P“
PQ — ’ l—p  »| 4B
1—q q Joon. 5.

Selles kirjutises on pShipunktide korrutise kordajaks tabel tegurites
esinevaist pohipunktide kordajaist. Seda tabelit koos nende tehetega,
mis toimuvad korrutatavate punktide korrutamisel selle tabeli arvudega,
nimetatakse kaherealisecks determinandiks. Need tehted on:
1) esimese rea iga arv tuleb korrutada teisest reast sellega, mis ei asetse
temaga iihes veerus (muidu oleks saanud péhipunkti korrutis iseene-
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sega, mis oleks null) ; 2) esimese rea teise arvu korrutis teise rea esime-
sega tuleb vdtta vastasmirgiga, sest ta esineb selle korrutise BA ees,
milles tuleb tegurite kohad vahetada; 3) need korrutised tuleb liita.

Kahe punkti korrutises esinev determinant saab lihtsam siis, kui
korrutame neid punkte nende vektoravaldistes ja kirjutame pohipunk-
tide vahe B— A —1i:

P=A +pi
Q—A+qi
Saab ju siis
PQ = 1; Al = AB,

sest distributiivsuse ja alternatiivsuse parast on
Ai=A(B—A) = AB.

5. Kolme punkti korrutis. Olgu tasandil OXY 3 punkti A — (a,;
@y), B= (by; by) ja C = (¢y; ¢3), s. o. vektoravaldistena:

A O+ ayi+ ayj,

B=0 by -+ byj,

C — O + cqi + cof.
Kirjutis OXY v6i ABC tidhendab muistsest ajast saadik nende kolme
punkti vahelist tasandi tiikki ja ka tervet neid kolme punkti libivat
tasandit. Praeguse algebra siimboolika jirgi oleks siin tegu kolme punkti
korrutisega. M 6 b i u s on selliste kirjutiste tdhendust tapsustanud selle
poolest, et tuleb lugeda niiteks

OXY = —X0Y =XYO0=—YX0 =Y0X = — 0YX,

s. 0. kahe punkti koha vahetus muudab mérgi, nii et siis, kui OXY iihes
ringjarjekorrasO,X,Y,0, X,...on nende kolme punkti vahe-
line tasandi tiikk v6i terve tasand loetud positiivseks, tuleb ta vastupi-
dises ringjarjekorras X, O, Y, X, O, ... lugeda negatiivseks. Kui nende
kolme punkti hulgas on kaks samast, nii et erinevaid jaab vaid 2, siis
on nende vaheline tasandi tikkk 0 ja neid 1dbiv tasand miiramatu. Kui
siis kolme punkti kirjutist voib lugeda korrutiseks, on see korrutis
alternatiivne iga kahe teguri suhtes.

Korrutame punktid 4, B ja C. Korrutise saame otsekohe kirjutada:

1 a a
ABC= |1 b b|(0ij =0XY),
1 ¢ ¢



kui piistkriipsude vahele paigutatud arvude tabelit motleme koos nende
tehetega, mis korrutamisel pidi arvudega toimuma. Need tehted on:
1) esimese rea iga arv tuleb eraldi korrutada iga sellise arvuga teisest
reast, mis ei ole temaga samas veerus, ning iga saadud korrutis kol-
manda rea selle arvuga, mis ei ole tema kummagi teguriga samas vee-
rus (muidu oleks saanud nendega korrutatud péhipunktide korrutis
kahe samase teguriga, mis oleks null) ; 2) need kolme teguri korrutised
tuleb votta igaiiks selle pluss- voi miinusmirgiga, mis tuleb nende tegu-
ritega korrutatud pohipunktide sama-jarjekorralisele korrutisele siis,
kui seal seame jarjekorra OXY ; 3) need korrutised tuleb liita.

Kolmerealist ja kolmeveerulist arvude
tabelit koos nende tehetega nimetatakse
kolmerealiseks determinan-
diks. Kui kolme punkti korrutis esitab A
nende punktide vahelise tasandi tiiki

oC

tema suuruse poolest, siis peab determi- '

nant OXY ees olema kolmnurga ABC O LA
pindala arv, médtmise puhul OXY pind- | x B
alaga. See on toesti nii. Joon. 6.

Selle toestuseks vaatleme joonist siin kérval. Viime seal kolmnur-
gal ABC, kui ay == ¢y, tipu B ||-selt kiiljele AC z-telje peale punktiks
B’. Sellega kolmnurga pindala el muutu. Aritmeetiliselt toimub see
muutus nii, et punktile B liidame vektori C — A4 sellise arvu m-kord-
selt, et nii saadud punktil B’ saaks teine koordinaat 0:

b’y — by +m(cg—ag) =0
Selleks peab siis olema

—b,
m= —.
Co — do

Meie kolme punkti korrutis ei ole selle toiminguga muutunud. Sest
ABC=A[B+m(C—A)]C=ABC + mACC —mAAC = ABC:

meie lisandite vadrtus oli null. Seega on muutumata jainud ka kor-
daja pohipunktide korrutise ees.

Kolmnurgal AB’C viime niiiid tipu A |-selt kiiljele CB’ z-telje
peale punktiks A’. Sellega jélle ei muutu pindala. Aritmeetiliselt toi-
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mub see uus muutus nii, et punktile A liidame vektori C — B’, sellise
arvu [ kordselt, et nii saadud punktil A" saaks teine koordinaat 0:

@y — @y +les — 0.
Selleks peab siis olema

Co
Meie kolme punkti korrutis ei ole selle toiminguga jillegi muutunud,
kuna meie lisandite vdaartus on null.

Niiitid on
A= (a'y; 0) =0 +a'yd
B’ = (b'y; 0) =0+ b'yd
C=(cy; C2) =0+ cqd o5
ja seega
1a, 0
ABC=A'B'C — |1 ¢, 0| (0ij =0XY) = (b —a'y)c,0XY.
1e o

Siin on OXY kordaja nimelt selle teisendatud kolmnurga pindala arv
(kui m6oduks on kolmnurga OXY pindala, s. 0. pool ruutméstu), sest
b’y —a'y on aluse pikkus ja ¢, korgus.

Et see lihtsam determinant on vordne endisega, see jiargneb
determinantide pohiomadustest, Determinant on tema tehete méiruse
jargi temas esinevate arvude — tema elemende — korrutiste
summa. Neis korrutistes esineb element ja nimelt iiks ainus igast
reast (ja igast veerust). Sellest jargneb determinandi esi-
mene pohiomadus: kui determinandi iihe rea
(voi veeru) elemendid on koik kaheliikmelised,
siis on see determinant vordne kahe sellise
determinandi summaga, millel mdlemal on koik
teised read (vdi veerud) samased lihtedetermi-
nandi omiga, aga selle iihe rea (véi veeru) ele-
mendeks iihel ldhtedeterminandi omade iihed
liikmed, teisel teised. Punktide korrutise alternatiivsusest
jargneb determinandi teine pohiomadus: kui deter-
minandil vahetame kahe rea (vdi veeru) kohad,
siils muutub tema mirk, ja determinant on
vordne nulliga, kui tal on iiks rida (véi veerg)
samane teisega,

Liites punktide korrutises iihele tegurile teist, liidame selle korru-
tise determinandis iihe rea elemendele teise omad ja sellega selle
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korrutise determinandile determinandi, mis on null. Seega ei
muutu determinandi viaidrtus, kui lihe rea (voi
veeru) elemendele liidame teise samanimelised:
esimesele esimese, teisele teise jne. Ja ainult seda oleme teinud oma
kolmnurka nii teisendades, et tema pindala ei muutunud, sest liidetava
rea elemende iihine kordaja (I voi m) saab ju kordajaks nullile.

Seega siis, kui tasandi pohipunktide korrutise
loeme nende tWwahelise tasandi tiiki esitiseks
suuruse ja suuna poolest, esitab selle tasandi
iga kolme punkti korrutis téoesti nende punktide
vahelise tasandi tiiki nii suuruse kui ka suuna
poolest, kuid mitte enam individuaalselt: sellesama tasandi
igal sellisel kolmel punktil, millede vaheline tasandi tiikk on suuru-
selt vordne ABC omaga, saab korrutis sellekohases jiarjekorras samane
ABC omaga.

Kirjutame punkti punktavaldises ka alguspunkti kordaja iihe
tdhega: A oma ay, B oma b, ja C oma ¢,. Olgu niiiid tasandil ABC min-
gid 3 punkti P, @, R, millede avaldised punktes A4, B, C ja siis ka
punktes OXY oleksid

P —psA+pyB+p L= (pato +pbb0+pcco) (paay + ppb, +
+ pcty) (Pal2+Ppba  Pe02) Y,

Q = ¢4+ 0B + 4.C = (940 + abo + 2c¢) O+ (90t + g0+
_I" QCcl) X+ (Qaa2 + QDb2 "jf_ 9002)

R=r,4 +ryB—+4r,C= (1480 -+ 7pbo -+ 7cCo) O+ (7,0, + 7, +
—+7e¢y) (7489 rpbe - 74C0) Y.

Korrutame need punktid:

Pa Py Pe¢ Pa Db DPc] |%0 A Qo
PQR= |9 % 9| ABC=|4da @ 49c|-|b0 b b|0XY=
e Tb T¢ Ta Tb Tl [C0 € Co
Da%o+ PpboFPclo  Pats 1 Dpb1 et Pate + Pob2+ peco

qq% + beo ‘jf_ 4cCo Qa0 + + ¢ T 92 ’ .04
Talo 1 7pbo e Tath +rpby F-7eer a0 +1pbe 7o
Siit nideme, et kahe kolmerealise determinandi kor-

rutis on ka kolmerealine determinant, mille
mingis veerus (nditeksteises) jamingisreas (nii-
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teks kolmandas) asetsev arv on koostatud kor-
rutatava determinandi samanumbrise (teise)
veeru ja kordaja samanumbrise (kolmanda) rea
arvudest nii, et veeru esimene arv on korrutatud
rea esimesega, veeru teine — rea teisega Jjne.
ning need korrutised liidetud.

Punkti punktavaldises on kordajate summa 1. Siiski on siin esi-
tatud lause determinantide kohta kehtiv igasuguste arvude korral.

6. Assotsiatiivsus. Skalaar. 0-avaldis. Kolme punkti korrutami-
sel voib esiti korrutada kaks neist ja siis saaduse kolmandaga. Sest
kahe punkti korrutises, niiteks

AB = (0 + ai + agj) (O + byi + baj) —
— (by —a,) Oi 4 (ag—by) jO + (a1by  biay) i,

kui seal on pdhipunktid voetud selles jiarjekorras, millest kolmanda
juurdetulekul saakski peadiagonaali jarjekord, esinevad juba kolme-
realise determinandi koigist lilkmeist nende kahe rea arvude korruti-
sed digete markidega, nii et kolmanda punktiga seda kahe punkti kor-
rutist edasi korrutades toome vaid igale liikmele puuduva kolmanda
teguri juurde (ning arvude korrutised ei olene tegurite jarjekor-
rast). Seda kolme teguri korrutise omadust, et seal vdib enne korru-
tada iikskoik millised kaks ja siis saaduse kolmandaga, nimetatakse
assotsiatiivsuseks.

Harilikult nimetatakse kahe teguri korrutises viimast tegurit kor-
rutatavaks ja esimest kordajaks, nagu seda ka meie determinantide
korrutise juures rakendasime. Aga kui on tegu uue teguri juurdetule-
misega, siis on loomulik nimetada seda uut tegurit kordajaks. Seega
paigutub meie iildise kirjutamise suunas kordaja korrutatava taha.
Korrutist uuesti kirjutades saab teda jille ette tuua. Tapsuseks konel-
dakse eestkorrutamisest, kui kordaja on korrutatava ees, ja
tagantkorrutamisest, kui ta on taga. Muidugi on sellel
vahetegemisel maotet vaid seal, kus korrutis ei ole kommutatiivne.

Kolme punkti korrutises voime kahe punkti korrutist korrutada
kolmandaga niisama hasti tagant kui eest, sest ABC sees tuleb CAB
saamiseks vahetada kahe teguri kohti kaks korda: ABC = — ACB —
— CAB — [(by —a,) co 4 (ag — by) ¢4 + @10y — ayb,] OXY.

Kahe punkti korrutise avaldis pShipunktes iihel sirgel (s. o. kui
pohipunkteks olid selle sirge kaks punkti) sai iiheliikmeline. Niiiid
nieme, et kahe punkti korrutise avaldis pdhipunktes iihel tasandil
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(kui pohipunkteks on selle tasandi kolm punkti) on kolmeliikmeline,
kuna kolme punkti korrutise avaldis pohipunktes on sellel tasandil
iheliikmeline. Nende iiheliikmeliste avaldiste juures nigime veel, et
nad ei esitanud indiviide, nagu on antud punkt, antud sirge voi ka
antud tasand. Nimetame skalaariks seda avaldist pohipunktes,
mis on iihelitkmeline ja ei esita indiviidi.

Aritmeetika jargi on korrutis null siis ja ainult
siis, kuiiiks tegur on null. Alternatiivsuse korral on korru-
tis kiill null ka siis, kui 2 tegurit on samased, aga assotsiatiivsuse
piarast taandub selline kahe teguri korrutis jille iiheks — nulltegu-
riks. Kui niiiid meie kahe punkti korrutises on B = A4, nii et saab
by —a; =0, ag— by — 0, a;by — b;a, =0 ja seega

AB _AA=0-0i+0-jO +0-ij,
siis seda avaldist ja iildse iga nullavaldist, mille igas liikmes
on teguriks null, loeme lihtsalt nulliks sellepidrast, et tema korrutis
mingi muu avaldisega on ka nullavaldis ja et tema summaks mingi
muu avaldisega on seesama muu avaldis.

7. Sirge joon. Uhe sirge kahe punkti korrutis esitab nende kahe
punkti vahelise 16igu tema suuruse ja suuna poolest otseselt siis, kui
see sirge ldbib kahte pohipunkti. Muidu esitab see korrutis selle 16igu
alles mitme 16igu summana. Kuid igal juhul esitab niiteks tasandil
OXY punktide A =0 4+ a1+ aoj ja B =0 -+ byi + boj korrutis

AB = (a3 — by) jO + (by —ay) Oi + (215, — bya)y
terve sirge AB selle poolest, et selle sirge iga punkt
P_O+axityj
korrutatult selle kahe punkti korrutisega.
ABP = [(a; — by) z + (by —ay) ¥y + (a,by — bya,) JOXY
annab nulli. Sest iihe sirge kolme punkti vahelise tasanditiiki suurus

on null. Seega peavad sirge AB iga punkti koordinaadid rahuldama
sellesirge vorrandit

(g —bg) z + (by —ay) ¥ + a1y — byae — 0.

Selle vorrandi kordajaid ehk korrutises AB korrutiste jO, Oi ja ij
kordajaid

@y — by = Pyo, —a; — Po1, — byl = Pyo

nimetatakse selle sirge koordinaadeks. Kaks esimest neist
médravad 16igu AB suuruse, sihi ja suuna, sest py; ja pge on ju vektori
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B—A—sirge ABveklori — komponendid, kuna kolmas P12
tasandi OXY sirge ABmoment punkti O kohta — nii-
tab, et see 16ik peab olema nimelt sirge AB peal. On ju korrutise
OAB = (a1b3; — byas) OXY = p,, OXY
jargi p,, kolmnurga OAB pindala arv, mis oma suuruse ja margiga
annab aluse AB suuruse ja mirgi jirgi ka korguse (AB)O — sirge AB
ja punkti O vahelise kauguse — omad: p;» >0 korral on O sir-
gest ABja sihist ABsealsamal poolel (vasakul véi
paremal), kus sirgest ja sihist XY-gi, p;o <0 korral
vastupidiselpoolel.
Ruumi kahe punkti

A — O + ayi + ayj + ask,

B_0 b+ byj+ bk
korrutise

AB = p10i + pg2 O + po3 Ok + p12ij + Dosik + D3, ki
kordajaid

a, 1 a, 1 a.
DPor — b, Pe=|11, » Pos = 1 h.

5 __| %2 a3 s 4y
P2 — p b, 8= |by, byi» P51 = p, b,

nimetatakse sirge AB koordinaadeks ruumis. Nendest on 8
esimest selle sirge vektori B— A komponendid ja viimaseid 3 nime-

tatakse selle sirge momendeks jirgemooda z-, z- ja y-telje
kohta.

Selle sirge iga punkti
P=0 + xi -+ yj—zk
korrutis selle kahe punkti omaga:
ABP = (po1yy — Poo% + P12) OiJ:—f‘ (Poa? — Posy + pag) OFk —
~+ (—Po12 ~+ PosT ~+ p31) ORi+ (p)oz -+ pogz +-pa1y) ik
on muidugi endiselt null.

See korrutis on meljaliikmeline ja diksikud liikmed on iiksteisest
lineaarselt olenematud, see on: neist ei saa iihte avaldada
teiste summana, kuigi neid teisi enne liitmist korrutame mingite selleks
otsitavate arvudega. See jirgneb sellest, et ruumi p6hipunktid on igaiiks

teistest lineaarselt olenematud. Saab ju néiteks punktes O, X, Y lineaar-
selt avaldada kiill tasandi OXY iga punkti, aga mitte iihtegi punkti
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véljaspool seda tasandit ja siis ka mitte neljandat pohipunkti Z, Kui
lineaarselt olenematuil liikmeil on summa null, siis peab selles summas
olema iga liige null. Sest vastasel korral saaks ju iihte liiget avaldada
teiste summana ja mingite avaldiste lineaarset olenematust defineeri-
taksegi sellega, et nende summa saab olla null ainult
siis, kui nad on koik iiksikult nullid. Meie korrutise
ABP liikmeis ei saa olla nullid pohipunktide (ja pohivektorite) korru-
tised pohipunktide definitsiooni jirgi. Seega peavad nullid olema
kordajad:

Po1Y — Do ~+ P1a=0,

Pog? — Posy + Pes=0,
— Por? + Pos® + pg1 = 0,

D122 + Pag® + psy = 0.

Esimesed 3 neist vorrandeist on sirge AB projektsioonide vorran-
did jargemooda tasandeil OXY, YZO, OZX. Neljas vorrand jirgneb
neist, kui korrutame esimesed 3 jirgemooda arvudega z, @, ¥ ja sum-
meerime saadused. Sirge joon on miiratud oma kahe projektsiooniga.
Ulearune kolmas vorrand midrab seose kuue koordinaadi
vahel. Selle seose saamiseks korrutame need 3 esimest vorrandit
jargemooda arvudega Pgs, Po1, Po2 ja summeerime. Siis saame

Do3P12 + Po1P23 + Po2P31 — 0.

8. Nelja punkti korrutis. Nelja punkti

A O+ a1+ a-j + a.k,

B:0+b1i+b2]'+b3k,

C=0 ¢4+ coj+ csk,

D_0O+di+tdsj dsk,
korrutis

1a, ay ag
18, b, by
1 ¢ ¢ ¢4
1d, d, dy

esitab nende nelja punkti vahelise ruumitiiki suuruse ja suuna poolest.
Selle toestuseks tuleb niaidata, et siin esinev neljarealine determinant
on toesti selle ruumitiiki suuruse arv positiivselt voi negatiivselt, kui
modduks on ruumitiikk OXYZ. Selleks teisendame ruumitiiki ABCD
ilma suurust muutmata nii, et tema pohi tuleks tasandile OXY.

ABCD = 0XYz
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Liidame tegurile A, kui ds 3= b3, vektori D — B (s. o. viime tippu
A servaga BD ja seega pdhjaga DBC |-selt BD pikkuselt) sellise
arvu [ kordselt, et uuel teguril

oleks kolmas koordinaat null: AR,

pC
(L’3—a»3+l(d3—bn) — 0. Y sB
Selleks peab siis olema DA'dB' c
l:—a,3 : (d3_b3)' Joon. 7.

Edasi liidame tegureile B ja C vektori (D — A’) vastavalt selliste arvude
m ja n kordselt, et uutel teguritel

B =B4+m(D—A"), C=C-+n(D—A4")
saaksid ka kolmandad koordinaadid nullid:
b's =bsz +—mds - 0,¢'3=c3+ — 0.
Selleks tuleb muidugi votta
m-——bg :dz, n ——c3 :ds.

Siis on geomeetria jargi ruumitiikk A’'B’'C’'D vordne tiikiga ABCD.
Alternatiivsuse pirast on siis ka korrutis endine:

A'B'C’'D = A’(B 4+ mD — mA’) (C +nD —nA’)D = A’BCD =
= (A +1ID—IB) BCD = ABCD.

See korrutis annab

1 a'l a’2 0 !’ ’
1, ¥, 0 Ld.a,
ABCD= | ' 2| OX¥YZ=| 1V, ¥, | 4,0XYZ,
1 2 ’ ’
1d, d, d 1 ey

kus arvuline kordaja on ilmselt selle ruumitiiki suuruse arv, sest ta on
tasandil OXY asetseva pohja pindala arv, korrutatud tipu kolmanda
koordinaadiga — korgusega.

Et see arvuline kordaja — uus determinant — on vérdne endisega.
see jirgneb neist tehteist, mis punktide korrutamisel toimuvad deter-
minandi arvudega. Need tehted n-realises determinandis on:1) esimese
rea iga arv eraldi korrutatakse iga sellise arvuga teisest reast, mis ei
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ole temaga samas veerus, ning iga juba saadud korrutis eraldi jirgmise
rea iga sellise arvuga, mis ei ole selle saadud korrutise iihegi teguriga
samas veerus jne.; 2) nii saadud = teguri korrutised vietakse igaiiks
selle pluss- vdi miinusmirgiga, mis talle tuleb, kui tema tegurid sea-
takse veergude jiarjekorda jiarjest mingite kahe teguri kohti vahetades
ja igal vahetamisel mirki muutes; 3) need korrutised liidetakse. Neist
tehteist jargnevad determinandi pohiomadused:

1. Determinant on homogeenselt lineaarne iga
oma rea vdoi veeru arvudes, nii et ta on null, kui tema iihel
real voi veerul on koik arvud nullid, korrutub arvuga, millega korru-
tatakse iihe rea v6i veeru koik arvud, ja siis, kui iihe rea voi veeru
koik arvud on kaheliikmelised, lahkub kaheks determinandiks, kus iihel
on selle rea v6i veeru arvudeks iihed neist litkmeist, teisel teised, kuna
kummalgi k6ik muud read vo6i veerud on samad liahtedeterminandi omad;

2. determinandi miadrk muutub, kui tema kahel
real voi veerul vahetatakse kohad, nii et ta on null,
kui tal on 2 rida v6i veergu samased voi vordelised.

Neist determinandi pohiomadustest jargneb niilid otsekohe, et
punkttegurile teist sellesama korrutise tegurit mingi arvu kordselt liites
ei muuda me pohipunktide korrutise ette tuleva determinandi suurust.
Tuleb ju siis esimese péhiomaduse jargi sellele determinandile teine
liidetavaks juurde, aga sellel teisel saab liidetava punktteguri kordaja
votta determinandi ette ja siis on sellel determinandil 2 samast rida,
nii et ta on null teise péhiomaduse jargi.

Nelitahuka ABCD ruumala arv saab aritmeetika jargi positiivne
siis, kui tema pohja pindala ABC on positiivne, nagu ka korgus — tipu
D kolmas koordinaat, voi jille molemad negatiivsed. Siis on nelitahukal
ABCD nukkide kruvijarjekord samane nelitahuka OXYZ
omaga: kummalgi on viimane nukk eelmisi ldbivast tasandist sellel
poolel, kust kummalgi nende eelmiste ringjirjekord paistab samasena.
Ruumala arvu negatiivsuse korral oleks lugu vastupidi. Selle kohta
iitleme, et nelitahuka ruumala arv esitab ka selle nelitahuka suun a.

Nelitahuka ABCD suund on samane tema teisendi A’B’C'D omaga.
Sest kolmnurga nukki vastaskiiljega [[-selt edasi viies ei muuda me
selle kolmnurga nukkide ringjirjekorda ega nelitahuka nukki vastas-
tahuga (selle servaga) ||-selt edasi viies selle nelitahuka nukkide kru-
vijarjekorda.

Seega siis, kui ruumi pohipunktide korrutise
loeme nende punktide vahelise ruumitiiki esiti-
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seks suuruse ja positiivse suuna poolest, esitab
ruumiiganeljapunktikorrutist()estinendepunk-
tide vahelise ruumitiiki nii suuruse kui ka suuna
poolest, kuid mitte enam individuaalselt: igal sellisel neljal punktil,
millede vaheline ruumitiikk on vérdne ABCD omaga, saab korrutis sel-
lekohases jirjekorras samane ABCD omaga.

9. Assotsiatiivsuse rakendamine. Kolme punkti korrutis ruumis.
Tasand. Korrutame punktest A, B, C, D esiti kaks esimest, siis teised
ja viimaks saadud korrutised omavahel. Olgu endiselt

AB — py, Oi + o2 0f +pos Ok + Pi2d) ~+ PosJR —+ pa ki
ja analoogiliselt

CD = q, 0i + q020f + 9030k - q10t)  923JR a1 R,
kus on muidugi

1e¢ ¢y C
QO1=‘ ’ Qo2 — 1d:,(los—! ‘ A dll di
Cy C3 _ 1€
Q23 - d‘) d3 y 931 — d3 dl

Siis on nende nelja punkti korrutis

ABCD — (p01923 + D02931 + Posqi2 + P12003 +P23901 + Ps1902) OXYZ,
nii et neljarealine determinant on taandunud kuue kergesti arvutatava
liikme summaks. Kui siin saaks sirge CD samaseks sirgega AB, nii et
¢;r erineksid koordinaadest p,; vahest ainult iihise kordaja — ldikude
CD ja AB jagatise — poolest, siis oleks ju nende punktide vo6i ka 16i-
kude vaheline ruumala null ja mdéddu kordajas esineks jille iihe sirge
koordinaatide vaheline seos

Do1P23 + Po2P31 + Po3P12 — 0
mingi arvu kordselt.

Nelja punkti korrutis saab veelgi lihtsama ilme siis, kui on ker-
gesti saadav kolme oma

ABC — u,0jk + us0ki ++ uz0if + uojik,

kus on
1 ay ag 1 ag 1a a ag a; ag
uy=|10by bg |, up=11d3 b |, ug— (1 b by|, uy — |b, by b
1 ¢y ¢ 1es ¢ 1e e Ca O C3
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ja kus veergude jarjekord on ikka nii valitud, et ei tuleks tegu miinu-
sega. On ju siis

ABCD = (uldl + u2d2 + ugdg —|— uo)OXYZ.

Meie kolme punkti korrutis ruumis esitab kolmnurga ABC tema
suuruse ja seisu poolest. Sest tema esimesed 3 liiget esitavad ilmselt
selle kolmnurga projektsioonid jargemodda tasandeil OYZ, OZX ja
OXY suuruse ja suuna poolest, kuna neljas liige parast tagantkorru-
tamist punktiga O esitab nelitahuka ABCO suuruse ja suuna poolest.

See kolme punkti korrutis esitab ka terve tasandi ABC selle poo-
lest, et selle tasandi iga punkt

P =0 + xi + yj + zk,
korrutatud selle kolme punkti korrutisega, annab nulli
ABCP — (uyx + Uy + uzz + ug) OXYZ __ 0.

Sest iihe tasandi nelja punkti vahelise ruumitiiki suurus on null. Seega
peavad tasandi ABC iga punkti koordinaadid rahuldama selletasandi
vorrandit

UL + Uy + Uz + uy 0.

Selle vorrandi kordajate — selle tasandi koordinaatide uy,
U, U3, Uy, kohta teame, et esimesed 3 on kolmnurga ABC projektsioo-
nide suurused tasandeil 0YZ, OZX ja OXY, kuna viimane — vaba liige
— on selle nelitahuka suurus, millele see kolmnurk on pohjaks ja millel
tipp on koordinaatide alguses. Olgu selle kolmnurga pindala S, tema
tasandi — meie vorrandiga miadratud tasandi — ristjoon olgu r ja algus-
punkti kaugus sellest tasandist p. Siis on geomeetria jirgi

A~ A
u; =S cosOYZ - S =S cos xr

(nurk kahe tasandi vahel on vordne nurgaga nende ristjoonte vahel)
ja samuti ka

N\ /N
uo =S cos yr, Uz —S cos zr, Uy=Sp.

Seega on tasandi koordinaadid vordelised tema
ristjoone sihikoosinustega ja alguspunkti kau-
gusega temast.

10. Vektorite korrutised. Et vektori alguseks voime votta ilikskoik
millise punkti, siis vétame selleks seni koordinaatide alguse, kuni pole
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mingi muu punkt sobivam. Liihenduseks kirjutame vektori iihe véikese,
aga rasvase tidhega:

A—O—a B—O -5 jne,
nii et
a_— ayi+ d) +
b=0b,i- byj + bzk jne.

Kahe vektori kui kahe lineaarse punktavaldise korrutis on punk-
tide korrutiste summa ja seega alternatiivne, nagu punktide korru-
tiski, niiteks @ = 0, ij = — ji. Sellest jargneb

ab — (a,i - ayf -+ ask) (byi -+ byj + bsk) —

A

Sellist kahe vektori korrutist (varsti ndeme veel teissugust) on nime-
tatud b ivektoriks. Tema avaldis punktide korrutiste summana
on:

ab— (A—O0) (B—0) —AB+ BO + 0OA,

nagu ka iihikvektoreil (nendes puuduvate iihikvektorite jirje-
korras)

jk= (Y —0) (Z—0) =YZ + ZO + 0Y,
ki=(Z—0) (X—0) =ZX + X0 + 0Z,
ij = (X —0) (Y —0) =XY + YO + OX.

Neist avaldistest nideme, et bivekfor on
selliste kolme joonvektori summa, millel
igaiihel on 16pp teise alguseks. Kui esitame
Joonvektori graafiliselt noolega, mille al-
gus ja lopp (tipp) on joonvektori omad,
siis on bivektor graafiliselt esitatudnool-
kolmnurgaga, kus iga kiilje 16pp on
teise alguseks. See meenutab viga iimber-
ringilitkumist — péorlemist. Selle graafi-
lise esitise saame teisendada sellega, et
neist kolmest joonvektorist mingid kaks
liidame. Nende graafiline summa, mis
lahtub muidugi nende iihisest punktist,

Joon. 8.
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on roobik ja vordne kolmanda kiiljega, aga vastassuunaline, nagu see
jargneb muidugi ka arvutusest: kui niiteks lildame BO ja OA ja kui
on P— 0O =A—B, siis

BO+0OA=0(A—B)=0(P—0)=0PFP
ja seega
AB + BO +4- OA — AB 4 OP = AB — PO.

Kahe paralleelse ja suuruselt ning suunalt vordse joonvektori
vahena esitatud bivektorit nimetatakse lihtsalt paariks.

Bivektori avaldisest iihikvektoreis nideme, et bivektorid on
vordsed, kui nende noolkolmnurgad asetsevad
samal voi paralleelseil tasandeil ja omavad suu-
ruse ja suuna poolest vordsed pindalad. Sest iihikbi-
vektorite kordajad — avaldatud bivektori komponendid — on
selle kolmnurga projektsioonide pindalad suuruse ja suuna poolest. Sel-
lest jargneb, et vordseil paarel on joonvektori suurus
poordvordeline joonvektoritevahelise kauguse-
g a. Sest joonvektori suurus, korrutatud selle kaugusega, on bivektori
noolkolmnurga suurus — selle bivektorisuurus. Sellest jirgneb,
et bivektor, liitudes tema tasandile paralleelse joonvektoriga, viib seda
|-sena edasi oma tasandiga paralleelselt. Selle edasiviimise suund
Jja suurus jargnevad muidugi sellest, et kolmnurgal, mille alust esitab
see uus joonvektor ja mille tipp on vana peal, peavad olema pindala
suurus ja suund samased selle bivektori noolkolmnurga omiga.

Vektor on viimase saja aasta jooksul osutunud imemoéonusaks
arvutusabinduks, eriti mehaanikas, aga ka geomeetrias. Bivektor kui
poorlemise esitis ei ole rakenduv geomeetrias ja kahe joonvektori
vahena on ta seda ainult vdhe. Aga kuni tarvitatakse Cartesius’e rist-
koordinaate, seni on geomeetrias viaga tarvilik vabavektor, mille
komponendeks on bivektori omad. Seda vabavektorit
nimetatakse bivektori tegurite vektorkorrutiseks. Ta on, nagu
tasandi koordinaatide puhul mérkisime, risti selle bivektori tasandiga
ning seega oma kummagi teguriga ja tema suuruseks on nende tegu-
rile vahelise pindala suuruse arv. Vektorkorrutise tehtemirgiks vo-
tame kaldristi. Siis on

iX1=k ixXk=ikxi=j
ning siis
a, as o,

bs

a; a,

a><b= bo

i+

as
b
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Kolme vektori
a=A—0 —aqi+ a,j+ ask,
b—B—0 =bi+ bsj+ b3k,
c—C—0 ¢+ eo5+csk

korrutis a, as
abc = b1 b bs|ijk
¢, €y Cg
on assotsiatiivsuse pirast kahe esimese vektori korrutise — bivektori
— korrutis kolmandaga, s. o.
(12 as 3 a] al a‘)
=ab.c=( b2 b3 b ] kt—{» H)l iy
(¢1i+ €27 + c3k) =
las ag a3 ay | ay Go ..
by ba CI+ b3 c, bl bQ’ ijk.
Korrutame siin kummagi poole eestpoolt punktiga 0. Siis saame
as ag as a,

Siit ndeme, et sils, ku1 kolme uh1kvektor1 korrutise
loeme nende vektorite vahelise ruumitiiki esiti-
seks suuruse ja suuna poolest, esitab nii iga kol-
me vektori korrutis nende vahelise ruumitiiki.
Olgu C'C nelitahuka OABC korgus ja punkt D sirgel C'C nii, et
vektori D — C’ = d komponendid oleksid vordsed bivektori ab omiga.

D Siis on d—aXxb.
\hC Vektorarvutuses kisitletakse wvek-
"B torit tema komponentide tabelina iihe-
° realise voi iiheveerulise maatrik-
oA sin a, naiteks
<C!
a— (a; asas).

- Kahe vektori vektorkorruiis on nende
komponendest koosneva kaherealise
maatriksi, néiteks

. 9.
Joon o A3
determinantide maatriks by b5 bg
o Qg as a; a; Qg
d=aXb= Ip, by| |bs by| |b b| — %)
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Kolme vektori korrutises nieme kahe esimese vektorkorrutise d ja
vektori ¢ samanimeliste (esimeste, teiste jne.) komponentide korrutiste
summat. Kahe vektori samanimeliste (esimeste, teiste jne. kompo-
nentide korrutiste summat nimetatakse nende kahe vektori ska-
laarkorrutiseks. Meie kolme vektori korrutises abc iihik-
vektorite korrutise kordaja — kirjutame ta (abc) — on siis vek-
torite d ja ¢ skalaarkorrutis. Skalaarkorrutise mirgiks on kirjanduses
sagedasti tipp ja sellepdrast nimetatakse skalaarkorrutist ka tapp-
korrutiseks ning siis vektorkorrutist ka ristkorrutiseks. Seega
on a X b =d korral
(abc) =a X b-c=d-c=d;c; + doco + dscs

al (l2 a3

Ao dg as a a; Qs b bo b
= 1 k

b2 bs c'l bsx bl 62+ bl b2 03 2 3
€1 Co Cq

Vektori d suurus |dl | g-14,-—., on nelitahuka OABC pohja
OAB suurus. Ruumala arvu saame kerrutades pohja suurust korguse
suurusega. Korguse suurus on kiilgmise serva OC projektsioon pohja
ristjoone — vektori d sihi — peal, s. o. selle serva pikkus, korrutatud
tema ja d sihtide vahelise nurga koosinusega. Selle serva pikkus on
vektori ¢ suurus

c —-V012_+_62'+63'.
Seega on kahe vektori skalaarkorrutis nende
vektorite suuruste korrutis, korrutatud nende
sihtide vahelisenurga koosinusega, niiteks

N\
d-c—|d |c|cosde.

Kahe vektori vektorkorrutise suurus on oma-
korda nende vektorite suuruste korrutis, korru-
tatud nende vahelise nurga siinusega, niiteks

. N\
d = lal sin ab

Sest kolmnurga pindala arv on kahe kiilje pikkuste korrutis, korru-
tatud nende vahelise nurga siinusega (moodus OXY).

11. Loéikekorrutis. Jaotusvalemid. Uhe tasandi kahe sirge AB ja
CD loikepunkt kirjutatakse AB-CD. See kirjutis on oma kuju poo-
lest nende kahe sirge korrutis, ja teda kui korrutist distributiivsuse poh-
jal kisitledes saame toesti avaldise nende kahe sirge iihisele punktile.
Siin tuleb vaid silmas pidada kahte erilist asjaolu. Uheks eriliseks asja-
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oluks on see, et assotsiatiivsus on siin piiratud tapi asukohaga: enne
tuleb korrutada kummalgi pool tappi, siis alles saadud avaldised teine-
teisega. Ei saa ju niiteks siin korval joonisel sir-
oD gete AB ja CD loikepunkt olla samane sirgete

Ao AC ja BD omaga.

Teiseks eriliseks asjaoluks on siin see, et sel-
les tasandilises korrutises esineb punkttegureid 4.
Selleparast saame teostatud korrutise igas liik-
mes pohipunkttegureid 4, kuna erinevaid pohi-

Joon. 10. punkte on tasandil vaid 3. Ent tasandil on kolme
pohipunkti korrutis skalaar, mis tuleb liikmete
ithise tegurina votta korrutise ette.

Needsamad erilised asjaolud tuleb silmas pidada korrutiste
AB -CDE ja ABC - DEF arvutamisel, s. o. ruumis sirge ja tasandi 16ike-
punkti ja kahe tasandi l6ikesirge avaldiste tuletamisel. Siin saab aga
esimese avaldise liikmeis pohipunkttegureid 5, teise omis 6, kuna erine-
vaid pdhipunkte on ruumis 4. Nelja punkti korrutis kui skalaar tuleb
votta liikmete iihise kordajana avaldise ette.

Kuid koiki neid 16ikekorrutisi on lihtsam arvutada valemite abil,
mis voimaldavad neid korrutisi jaotada mitmeks lihtsaks, kus on antud
punkte iiksikult voi 16ikesirge korral kaheteguriliste korrutistena kor-
rutatud neistsamust antud punktest koosnevate skalaaridega. Neid
valemeid nimetatakse jaotusvalemeiks.

Korrutise AB - CD jaoks saame jaotusvalemi sel teel, et avaldame
korrutises AB - CD esimese punkti A teistes

A x2¢oB+ 2,C 4+ x,D,

korrutame selle (tagant) punktiga B (kusjuures esimene liige annab
muidugi 0) ja saaduse

AB = (2,C + 2,D)B
korrutisega CD, Siis saame

Be

kus tegur sulgude taga on skalaar ja seega sulgudes nimelt otsitava
punkti avaldis. Seal tuleb vaid arvutada kordajad z; ja x,. Kordaja z»
arvutamiseks korrutame punkti A avaldise korrutisega BC. Siis saame
ABC =z, DBC,
kust
%o = ABC : DBC.
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Kordaja jaoks korrutame punkti A avaldise korrutisega BD.
Siis saame
ABD _ x, CBD,
kust
2y = ABD :CBD = — ABD : BCD.

Seega on esimeseks jaotusvalemiks
AB-CD =ABC-D—ABD -C.

Selle valemi jargi saab otsekohe kirjutada sirgete AB ja CD loikepunkti
koordinaadid, kui oleme arvutanud kolmnurkade ABC ja ADB pindalade
arvud (viies seega teise liitkme miinuse skalaari ADB sisse)

1 ay a2 1 a, a2
]. bl bg _ a, ]. d1 d2
1 C[ 02 1 bl bg

On ju siis need koordinaadid

z — (ady + bey) : (a4 D),

y = (ady + bey) : (a+ D),
sest pohilausete jargi tuleb punktide jaokssaadud aval-
disjagada seal liidetud punktidekordajate sum-
magaselleks, etliidetud punktide koordinaaatide

summad saaksid avaldatava punkti koordinaa-
deks.

Otse samal viisil kui esimene, tuletub teine jaotusvalem
ABC DE— —ABCD -E + ABCE - D.

Tasandite ABC ja DEF loikejoone jaoks saame jaotusvalemi, kui
avaldame sirge AB punktes C, D, E, F':

AB = xO]_CD —I— x02CE + x03CF + m12DE -{—-x23EF + x31FD.
Siis on ju (parast nullviaidrtusega liikkmete drajitmist)
ABC — (x,93DE + xo3EF -+ x3,FD)C,

kus saame tundmatud kordajad, endiselt korrutades sirget AB sirgetega
CD, CE ja CF':

x93 = ABCD :EFCD,

23, = ABCE : FDCE,

xy0 = ABCF : DECF.
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Nii saame kolmanda jaotusvalemi
ABC - DEF = ABCD - EF 4 ABCE - FD + ABCF - DE.
Selle viimase valemi jiargi on
OAB-0CD = OABC - DO + OABD - OC
= —O0ABC-0D 4+ OABD - 0C;

on ju esimese liikme kordaja skalaar OABO null, Avaldame selle vor-
duse vektoreis, siis saame

Oab Ocd — — Oabc Od + Oabd Oc
ja iildist kahekordset kordajat O dra jattes
ab cd =—abc-d 4 abd c.
Kui siin votame bivektori ab asemele samade komponendega vektori,
mis olgu
e—=axhb,

ja bivektori ed asemele samade komponendega vektorkorrutise ¢ X d,
siis on skalaarid skalaarkorrutised

(abc) = (ec), (abd) = (ed)
ja meie kahe bivektori korrutis, mis tema avaldise jargi on vektorkor-
rutis, annab kahekordse vektorkorrutise valemi
eX (e Xd) —— (ec)d + (ed)c.

Teise ja kolmanda valemi rakendamise niaide:
A=(1—1 1) AB=(1 —2 —2 —1 4 3)
B=(2—3—1) ABC=(—4—24+4 —6—2+3

cC (3—1 2) 619
D=(5—4 2) 1+ ! 12+3)

ABCD — (—2:5) + (—5-—4) +
E—4—1—2)
ABCE — (—2-4) + (—5-—1) +
+ (4 —2)—7T=—18

ABCF = (—2-3) + (—5 —2) +
+@4-7)—7=25
L—=—ABC-DE=1[11-4418:5 (11 —1) 4 (18-—4) (11-—2) +

134 83 :
+18-2] :29:(W — 1_4)
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LM = ABC -DEF = [(25-—1) 4+ (11 —1) + (—18-2) (25-3) +
+ (11 —1)4(—18 —2) (25-—4)4(11-9)+(—18-—5) ...] =

;z:_—_ﬁ—72t
= (—72 100 89 ...) =]y=—"221 100
2= 1%+ 89

Kontrolliks peavad sirge DE punkti L koordinaadid 5 —t, —4 + 3¢
ja 2 — 4t rahuldama tasandi ABC vorrandit, nii et on

—2(5—t) —5(—4+3t)+4(2—4t)—T=0.
Siit jargneb
—29t=—11 ehk t=11:29

ja seega tOesti x =5 —t =134 :29 jne.

Sirge LM kontrolliks tuleb arvutada:

DE=(—13 —4 11 10 18)
DEF=(21—8+4+10 —12+4+7418 2—9411...) =
=(23 134 ...).

On ju sirge LM vektor risti tasandite ABC ja DEF ristjoone vektoritega

(—2—5 4), (23 13 4) ja seega vordeline nende vektorkorrutisega
(— 72 100 89).
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HCYUCJIEHHUE TOYEK B AHAJUTHYECKON T'EOMETPHH.

CBoIKa.

HcanciaeHEne TOYeK— 3T0O MeTOI aHAJUTHUECKON TeOMETpHII,
10 KOTOPOMY TOYKH IPOCTPAHCTBA BHPAMKANTCH aAre6pandecKu JUHeHHO
B 4 QyHIaMeHTAJIbHHX TOYKAaX I0J00HO TOMY, KaK BEKTODH BHpasKa-
oTcsI B 3 (yHIaMeHTAJIbHHX BekropaX. Hacrodamasa paGora ABisercs
HOIIHTKOM 60Jiee KOHKPETHOT'0, Y€M 10 CHX 110D, 101X0/1a K Ha4aJaM 9TOro
yse Gojee cra JeT NpUMeHsAeMOro Meroaa. B Hell ele mokasaHO, Kak
U3 HTOT0 BCIOMOTAaTeJHHOIO METOJa AHAJIHTHYECKON TIeoMeTpHH Yike
caMo co6on cJelylT, KaK TeOpHdA [eTepMUHAHTOB, TaK U BeKTOpHAasS
anre6pa. Benp eme Me6uyc (1827) 3aMeTHJI, 9TO BEKTOD BHpamaercs
apu¢MeTHIeCKOd pasHOCTHIO [BYX TOYeK, M COOTBETCTBEHHO 3TOMY
T'aMuabpToH (1853) naxa onpeleseHle BeKTOPa, & OCHOBHEM CBOMNCTBOM
JeTepMUHAHTA ABJIAETCS aJbTePHATUBHOCTh KOMOUHANUH CTPOK; Mebuyc
ske HamesJ, 4YTO aJbTepHATUBHOCTb €CTb TaKiKe OCHOBHOE CBOMCTBO
KOMOMHAIUN TOYeK.

Toukn o6o3HaUYeHH B 3TOH paboTe NPONNUCHHMH GYKBaMH, Kak y
Me6uyca m 'aMHUIBTOHA, XOTA MHOrHE COBpeMeHHHE AaBTODH,
oco6eHHO B I'epMaHuU, NpeAlNOYHTaT CTpOYHHE. I8 HeMemKHX aBTO-
POB BTOT NOCJeNHUI crnocol IpencraBidercs G6osee yOOoOHHM, K60 ¥
HUX JJIS1 9UCIeHHHX K09 (QHUIUEHTOB 0CTAI0TCA CBOGOJHEMU I'OTHYECKUE
OYKBHL.

T60 esitatud toimetusele 30. juunil 1945.

MB 01519.

Vastutav toimetaja H. Jaakson. Tehniline toimetaja H. Kohu. Korrektorid J. V. Veski

a B. Pravdin. Ladumisele antud 10. XI 1945. Triikkimisele antud 27. II 1946.

Paberi kaust 67X 95. 1/;6. Triikipoognaid 2. Autoripoognaid 1,89. Arvestuspoognaid

1,96. Laotihedus trpg. 44000. Tiraaz 2200. Triikikoja tellimus 1271. Trikikoda
o.Hans Heidemann“, Tartu, Vallikraavi 4. Hind rbl. 2.—

Hcumcnenre TOYEK B aHAIATHIECKON reOMeTpHH.
Ha scromckom sabike. drocmsjar ,Hayamas Jlmreparypa<, Tapry.
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