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Sissejuhatus

Kaesolevas t06s nimetatakse keskmiseks sellist pidevat kahe muutuja funktsiooni
p: I x I — I (I C R on mingi intervall), mis rahuldab tingimusi u(x,z) = x
ja wu(x,y) = wu(y,x) ning on molema muutuja suhtes rangelt kasvav. Lihtsamad
keskmised on aritmeetiline keskmine

x +

(z,y) — (z,y € R)

ja geomeetriline keskmine

(2,9) — vy (2, € [0,00)).

Keskmiste iildist teooriat (vt [B]) rakendatakse funktsionaalvérrandite lahenda-
misel, vorratuste uurimisel jm.

Matemaatilise analiiiisi seisukohalt pakuvad erilist huvi sellised keskmised, mis
on madratud mingi pideva rangelt monotoonse funktsiooniga f: I — R. Antud
bakalaureuse t06s vaadeldakse kahte sellist keskmist: kvaasi-aritmeetilist keskmist
Q/, mis on médratud seosega

Qf (x,y) — ffl (f(l');_f(y)) (I7y c I)

ja Lagrange’i keskmist Ly, kus

T

Lf(it,y) = fil <y+:v ff(t)dt) 3 kui z 7é 1Y,

x, kui x = y.

Viimase defineerimisel on lahtekohaks tuntud integraalarvutuse keskvéaartusteoreem:
kui f: [a,b] — R on pidev, siis leidub selline ¢ € (a,b), et

1) = = [ o

Kui f on seejuures rangelt monotoonne, siis ¢ on iiheselt méaratud.

T66 eesmérgiks on anda moélema nimetatud keskmise jaoks vastus kahele kiisimusele.

1. Millist keskmist ;2 saab esitada mingi funktsiooni f vastavalt kvaasi-aritmee-
tilise voi Lagrange’i keskmisena?



2. Kuidas kirjeldada nende funktsioonide klasse, millel on vastavalt sama kvaasi-
aritmeetiline voi Lagrange’i keskmine?

Kvaasi-aritmeetiliste keskmiste korral annab esimesele kiisimusele vastuse allpool
toestatav Aczéli teoreem: keskmine p on mingi funktsiooni kvaasi-aritmeetiline
keskmine parajasti siis, kui p on bistimmeetriline, st

p(p (), p(zt) = p(p (e, 2), n(y,t) (2,92t €1).

Lagrange’i keskmise jaoks saame t60s vaid osalise vastuse: antud funktsiooni f
korral kehtib = Ly parajasti siis, kui

7 (. 550) + (1 (552.))

2

fu(a,y)) = (z,y €1). (0.1)
Teisele kiisimusele on vastus mdlemal juhul sama: nii seos Q; = Q, kui ka seos
L; = L, kehtib parajasti siis, kui ¢ = aof + 3, kus o, 8 € R ja a # 0.

Kaéesolev t66 on referatiivne, tema kirjutamisel olid aluseks jargmised artiklid: L.
R. Berrone ja J. Moro [BM], J. K. Merikoski, M. Halmetoja ja T. Tossavainen
[MHT] ning J. Aczél [A]. T66 koosneb kolmest peatiikist.

Esimeses peatiikis vaadeldakse keskmisi iildiselt. Antakse keskmise definitsioon ja
tuuakse moned néited lihtsamate keskmiste kohta.

Teine peatiikk on piithendatud kvaasi-aritmeetilistele keskmistele. Esimeses ala-
punktis, mille kirjutamisel on kasutatud raamatut [NP], késitletakse kumeraid ja
nogusaid funktsioone, kuid pohieesmérgiks on néidata, et kui f : I — R on pidev,

siis vordus
; <+y> @+ W)
2 2

(z,y €1)

kehtib parajasti siis, kui f on lineaarne funktsioon, st f(x) = af(z) + 0 iga
x € I korral. Teises alapunktis defineeritakse kvaasi-aritmeetiline keskmine ja
naidatakse, et tegemist on keskmisega. Veendutakse, et kvaasi-aritmeetiline kesk-
mine on bisiimmeetriline. Antakse vastus teisele kiisimusele ja niidatakse, et Q, =
Q, parajasti siis, kui leiduvad sellised , 8 € R, et a # 0 ja g = af + 3. Mérgime,
et saadud tulemus on esmakordselt tdestatud A. Kolosarova toos [K]. Kolmandas
alapunktis toestatakse eelpool tsiteeritud Aczéli teoreem ariklist [A].

Viimases peatiikis késitletakse Lagrange’i keskmiseid. Esimeses alapunktis antak-
se Lagrange’i keskmise definitsioon ja veendutakse, et Ly on keskmine. Joutakse
esimese kiisimuse vastuseni: ;o = L parajasti siis, kui on téidetud tingimus (0.1).
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Teises alapunktis leitakse seos keskmiste Q ja Ly vahel fikseeritud funktsiooni f
korral. Selle seose abil antakse vastus teisele kiisimusele: Ly = L, parajasti siis,
kui g = af + 3, kus o, 5 € R ja a # 0. Kolmanda peatiiki tulemused on périt
artiklitest [BM] ja [MHT].

Lopetuseks mérgime, et tdht I tdhistab jargnevas tekstis koikjal mingit intervalli
korpuses R ja
Q:=1x1.

Antud x € R ja 0 > 0 korral téhistatakse
Us(z) := (z = b,z +9),
st Us(x) on punkti x J—iimbrus. Mingi jada z, korral kirjutame z, — z, kui

lim z, = z.
n—o0



1 Keskmised

Definitsioon 1.1. Olgu I C R intervall ja () := [ x I. Kahe muutuja funkt-
siooni p: @ — R nimetatakse (ildiseks) keskmiseks intervallis I, kui ta rahuldab
tingimusi

(M1) g
(M2) p(z,x) =x (refleksiivsus),
(M3) p(z,y) = u(y,z) (simmeetria),

(M4) p on molema muutuja suhtes rangelt kasvav — (monotoonsus).

on pidev,

Mirkus 1.1. Kui funktsioon p on rangelt monotoonne ithe muutuja suhtes, siis
tanu tema stimmeetriaomadusele (M3) on ta seda ka teise muutuja suhtes. Néiteks,
kui ¢ on esimese muutuja suhtes rangelt monotoonne ja y < 3/, siis

uz,y) = wy, =) < py',x) = plz,y),
st ¢ on ka teise muutuja suhtes rangelt monotoonne.

Mirkus 1.2. Aksioomidest (M2) ja (M4) tuleneb jargmine, keskmiste jaoks kdige
tdhtsam omadus:

min{z,y} < u(z,y) < max{z,y} (x,yel) (vahepealsus).
Selle omaduse kohaselt u(Q) C I, arvestades tingimust (M2), saame, et u(Q) = I.

Mirkus 1.3. Aksioomist (M4) jareldub vahetult jirgmine monotoonsusomadus:
kui z, 2" y,y € I, x <’ jay <y, siis

u(r,y) < p(@',y).
Mirkus 1.4. Aksioomi (M1) juurde mérgime, et kahe muutuja funktsioon p: Q —
R on kohal (z,y) € @ pidev parajasti siis, kui

,u(xn7yn) — ,Lb(xay)v
iga sellise jada ((a:n, yn)) korral, kus 2, y, € I ja (7, y,) — (x,y) ruumis R?, st

V(@0 —2)2 + (yn — y)? — 0.
Viimane tingimus on samaviérne tingimusega
Tp — T Ja Yy —> Y.
Niisiis, tingimus (M1) on taidetud parajasti siis, kui iga (x,y) € @ korral kehtib
implikatsioon

[:vn,yn el neN), z,—>=x, y,— y] = wW(Tp, Yn) — p(z,y).



Naide 1.1. Olgu ) := R x R. Néitame, et aritmeetiline keskmine

r+y
2 b

w: Q = R, kus p(z,y) =
rahuldab tingimusi (M1)—(M4).
(M1) Olgu (z,y) € R? suvaline ja ((x,,y,)) selline jada hulgas R?, et
Tp —> T ja Yp — Y.

Koonduvate arvjadade omadustest saame, et

Ty + Yn r+y
—
2 2 7

seega
(1 (@ns yn) = p(2,y) -
See tdhendab, et 1 on pidev punktis (x,y) .

Aksioomide (M2) ja (M3) kehtivus on ilmne.
(M4) Kui z < 2/, siis

T+ T x ' +
b2 22420 .27

2 2 2 2 2 2

pla,y) = = p(ay).
Naiide 1.2. Olgu @ := [0, 00) x [0, 00). Néitame, et geomeetriline keskmine
p: Q= [0,00), kus pu(w,y) = /xy,
rahuldab tingimusi (M1)—(M4).
(M1) Olgu (z,y) € @ suvaline ja ((xn,yn)) selline jada hulgas @, et
Ty = T ja Yy — Y.
Vottes arvesse funktsiooni x — /x pidevust, saame, et
(s ) = \Ean = T/ Tn — BV = /T = iz, y),
st u on pidev punktis (x,y).
(M2) ja (M3) kehtivus on ilmne.
(M4) Kui 0 < z < 2/, siis

(2, y) = Iy = Vay < Va'y = /'y = pla’y).



Naiide 1.3. Olgu @ := (0,00) x (0, 00). Néitame, et harmooniline keskmine

2zy
x+y’

QR Kus pe,y) =

rahuldab tingimusi (M1)—(M4).

(M1) Olgu (z,y) € @ suvaline ja ((a:n,yn)) selline jada hulgas @, et
Tp =T ja Yp =Y.

Koonduvate jadade omadusest saame, et

22,Yn R 2xy ’
Ty + Yn r+y

seega
(s Yn) — p(z,y).
See tdhendab, et 1 on pidev punktis (z,y).

Aksioomide (M2) ja (M3) kehtivus on ilmne.
(M4) Kui 0 < z < 2/, siis

2xy 2y 2y 22"y

#(@y) r+y 1+% 145 2 +y

Aczél (vt[A]) on andnud jérgmise bisiimmeetria definitsiooni.

Definitsioon 1.2. [BM] Keskmist p: @@ — R nimetatakse bisimmeetriliseks, kui

pp () (z,0) = p(p (e, 2), 0 (y, 1) (2,2t € 1), (1.1)

Lihtne on veenduda, et ndidetes 1-3 vaadeldud keskmised on koik bisiimmeetrilised.
Kontrollime seda harmoonilise keskmise puhul:

2xy 2zt
ey 2zt 2. =2 2=
(), p(z,)) = ( ) vt

T+y 2+t o4
B 8ryzt(z + y)(z + 1)
(z+y)(z+1t)- (2zy(z+t) + 22t(x +y))
dxyzt dxyzt

Coay(z )+ 2t(z +y) - xyz + xyt + w2t + yzt B




dxyzt

Caz(y +t) +yt(e + 2)

_ Sryzt(x + 2)(y + 1)
(+2)(y+1) - (2x2(y +1) + 2yt(z + 2))

. 2zz | 2yt

Ttz y+t ( 2z 2yt >
= 2xz 2yt = U )
otz T yHt Ttz ytt

= p(p(z, 2), p(y, t)).

Jargmine néide kinnitab, et koik keskmised ei ole bistimmeetrilised.

Niide 1.4. Olgu @ := (0,00) x (0, 00). Funktsiooni

p: Q@ = R, kus  p(z,y) = 7y
Inzx —1Iny
nimetatakse logaritmiliseks keskmiseks. Allpool (vt nédide 3.4) on néidatud, et u

rahuldab aksioome (M1)-(M4). Veendume, et kui votame z = e,y =t = €?, 2z = ¢
siis vordus 1.1 ei kehti. Uhelt poolt,

Y

2
5 e—e e(l—e)
pr— p— p— —1
u(e,e ) Ine — lne? 1-2 ele—1)

ja

seega

plp (e, e?) u (e’ e

) = e(e—1),& (- 1) = <Dz le D

"~ lne(e—1)—1Ine2(e—1)

B ele—=1)(1—e) B 2
Sl R Yy ey ey § =e(e—1)" =~ 17.3673.

Teisalt,

_1 2
5 56(6 —1),
seega

plp (e, €®) e (e? e?))

se(e?—1) —¢?

~ 8.0189.



Kuna
(e, e?) (e e?)) # ulu (e, e®) u (e %)),

siis keskmine p ei ole bistimmeetriline.
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2 Kwvaasi-aritmeetilised keskmised

2.1 Kumerad ja nogusad funktsioonid

Definitsioon 2.1 (vt [NP]). Funktsiooni f: I — R nimetatakse kumeraks inter-
vallis I, kui suvaliste x,y € I ja a € [0, 1] korral kehtib vorratus

flaz+(1-a)y) <af(@)+(1-a)f (). (2.1)
Kui on tédidetud vastupidine vorratus, siis nimetatakse funktsiooni fnégusaks.
Kumeruse ja nogususe geomeetrilise tdhenduse selgitamiseks votame suvalised
r1, T2 € I ja olgu x1 < xo. Naitame koigepealt, et
(21, 25] = {az1 + (1 — @) zs| a€0,1]}.
Toepoolest, kui « € [0, 1], siis
ri=ari+(1—a)ry <ary+ (1 —a)zy < arg + (1 — a) zg = 29,

seega [21,22] D {am + (1 —a)zs| a € [0,1]}. Teiseltpoolt, kui z € (z1,25),

votame o := T2 siis ¥ — 19 = o (11 — x2) , jérelikult

1—x2’

r=a(r] —x) + 22 = axy + (1 — a) 2,
niisiis (21, 22| C {az1 + (1 —a)zs| a€0,1]}.

Olgu f: I — R mingi funktsioon ja olgu [x1,25] C I. Tombame sirge 1dbi
funktsiooni f graafiku punktide (ZBl, f (.Tl)) ning (33'2, f (ZEQ)), see on méairatud
vorrandiga y = T'(z), kus

[ (w2) — f (1)

Lo — 1

T (z):=f(x)+ (x — 1) .

lga © = axy + (1 — a) 2y € [x1, x29] korral

L= T8 (0 - 1o+ (1 @) )

f(x2) = f (21)

To —T1

T (x) = f(z1) +

=f(z1)+(1-a) (g —21) = af (1) + (1 — ) f (z2).

Kui f on kumer funktsioon intervallis I, siis iga « € [0, 1] korral
f(@) = flazy + (1 — a)rz) < af(z) + (1 — a)f(z2) = T(2),
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st
flx) <T(x) (2 € [21,22])

ehk funktsiooni f : [x1,25] — R graafik paikneb allpool 1dbi punktide (x, f (331))
ja (@2, f(2)) tommatud loikajat.

Kui f on nogus, siis analoogselt

f(@)>T(z) (z € [z1,29]).

Kui f on samaaegselt kumer ja nogus intervallis I, siis suvaliste 1, x5 € I korral,
kus x1 < x5 kehtib vordus

fl@)=T(z) (x€ [z1,22)).

Lause 2.1. Funktsioon f: I — R on samaaegselt kumer ja nogus intervallis I
parajasti siis, kui ta on lineaarne.

TOESTUS. Tarvilikkus. Intervall I on esitatav kujul I = |J I, kus I,, = [an, by,)
neN
ja I, C I,y (n € N). Olgu f kumer ja nogus samaaegselt intervallis 7, siis on ta

seda ka loigus I;. Eelneva arutelu kohaselt leiduvad A, u € R, et
f@)y=Xe+p (zel).
Analoogselt saame 16igust [a,, b,] lihtudes leida A, fi € R nii, et
f@)y= +p (zel,).
Kuna I; C I,,, siis kehtib Az + p = Az + it iga x € I; korral, seega
A=Nz+p—a)=0 (zrel).

Selline vordus on vaimalik ainult juhul, kui A = X ja g = ji. Saame, et suvalise
x € I korral
f(x)=Ax+ p.

Piisavus. Olgu f(x) = Az +p  (z € 1) ja olgu x1,z9 € I suvalised. Kui z =
ax; + (1 — o) x9 mingi a € [0, 1] korral, siis

f@)=Xazi+(1—a)z) +ap+(1—a)p=aAz +p)+ (1 —a)(Azs+ p)
=af(z1) + (1 —a) f(z2).

Seega kehtib vordus

flazi+ (1= a)zs) =af(z) + (1 —a) f(z2) (w1,22 € I),

mis tdhendab, et funktsioon f on intervallis I samaaegselt kumer ja nogus. O]
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Lause 2.2 (Jenseni vorratus; vt nt [NP]). Pidev funktsioon f: I — R on kumer
parajasti siis, kui koikide x,y € I korral kehtib vorratus

f(m+y)<f<w>+f(y)

2 - 2

TOESTUS. Tarvilikkus on selge, sest kui f on kumer, siis on vorratus (2.1) rahul-
datud ka juhul, kus o = 3.

Puisavus. Eeldame, et

f(:c;y><f(x);f(y)

(z,y €1)

ja oletame vastuvaiteliselt, et f ei ole kumer. Seega leidub [a, b] C I, et funktsioo-
ni f graafik ei paikne allpool l&bi punktide (a, f (a)) ja (b, f (b)) voetud koolu.

Tahistame

o) =1 @) - IO T )@y = f@) -1,

siis vastuvaitelise eelduse kohaselt

sup ¢ (x) ==~ > 0.
z€[a,b]

Té&histame
C:={z€lab]| ¢(x)=7}.
Et ¢ on 1digus [a, b] pidev funktsioon, siis C' # (), seega

vziﬁﬁ¢@%

Kuna C on alt tokestatud, siis eksisteerib ¢ := inf C. Lahtudes infiimumi definit-
sioonist, saame leida sellise jada (z,), et =, € C ja x, — c¢. Tanu funktsiooni ¢
pidevusele

¢ (c) =limy (z,) =limy =7,

jarelikult ¢ = min C. Kuna ¢ # a ja ¢ # b, siis saame leida € > 0, et
[c—¢e,c+¢] C I. Seega

plc—e)<p(c)=7v ja plct+e)<y=9p(o),

millest tulenevalt

(c—e)+p(c+e) (c—¢)+ (c+e)
’ 2¢ <w@=w( 5 )
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Saime punktid xr =c—cjay=c+e, et

sO(x);rw(y) <(p<x7+y>‘

Néitame, et funktsiooni ¢ korral selline vorratus ei saa kehtida. Téepoolest,

; T4y _ z+y\ f)—fla) (z+y a+ta fla
() - (5) - = (-5 o
@+ 1) - O 0 - a) - f @ - T @

L
2
1 £ ()~ 1 (a)
5 (10102 0 )

IN

b—a
1 by —
"2 (f(y)_w(y—a)—f(a)) :M.
Seega on meie vastuviiteline oletus vale. -

Jareldus 2.3. Pidev funktsioon f: I — R rahuldab intervallis I tingimust

(E) A0 e

parajasti siis, kui f on lineaarne funktsioon.

TOESTUS. Lause 2.2 kohaselt kehtib vorratus (2.1) parajasti siis, kui f on sama-
aegselt kumer ja nogus. Viide jareldub lausest 2.1. O]

2.2 Rangelt monotoonse funktsiooni kvaasi-aritmeetiline
keskmine

Olgu I C R intervall ja olgu f: I — R pidev rangelt monotoonne funktsioon,
konkreetsuse mottes eeldame esialgu, et f on rangelt kasvav. Kui x,y € [ ja
r <y, siis 2 < L < yning f(z) < f(2Y) < f(y). Kuna pdérdfunktsioon
f~% f(I) — I on rangelt kasvav, siis vorratustest f(z) < w < f(y)
saame, et

o=t < (HOI <=0 e

Lihtne on veenduda, et vorratused (2.2) kehtivad ka siis, kui f on intervallis [
rangelt kahanev.
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Definitsioon 2.2. Kahe muutuja funktsiooni Q: I X I — R, mis on méératud

seosega
Q)= (FOL ) (e @),

nimetatakse funktsiooniga f mddratud (lihemalt funktsiooni f) kvaasi-aritmeetiliseks
keskmiseks.

Veendume, et Q; on keskmine, st ta rahuldab aksioome (M1)-(M4).
(M1) Olgu (z,y) € @ suvaline ja ((xn,yn)) selline jada hulgas @, et
Tp =T Ja Yy — Y.

Funktsioonide f ja f~! pidevuse tottu

lim Q; (2, yn) = lim £~ (w) — 1 (hm

_ g (f(x);rf(y)> — Q,(x,y). "

fn) + f(yn))
2

st Q; on pidev puntkis (z,y).
Aksioomide (M2) ja (M3) kehtivus on ilmne.
(M4) Kui z < 2/, siis

Qylx,y) = f" (M) <1 (M

9 9 ) = Qf (Q?’, y) :
Kuna Q; rahuldab aksioome (M1)-(M4), siis on ta keskmine.
Niide 2.1. Olgu I =R ja f : R = R, kus f (z) := z, siis f~!(2) = 2. Seega

x+y> _r+y

Q) =1 (5 1) =550

st funktsiooniga f méaédratud kvaasi-aritmeetiliseks keskmiseks on tavaline aritmee-
tiline keskmine.

Niide 2.2. Olgu I = (0,00) ja f : R — R, kus f(x) := Inz, siis f~!(z) = €.
f(ar);rf(y) _ lnﬂ”;lny %ln([ﬂy) = In /7y, siis

Q;(z,y) =™V = Jy.

Seega funktsiooniga f méaédratud kvaasi-aritmeetiliseks keskmiseks on geomeetriline
keskmine.

Kuna
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Niide 2.3. Olgu I =R\ {0} ja f: R = R, kus f (z) := 1, siis f7!(z) = 1. Seega

_;’

2zy
x+y’

1 2
Qf($7y):;+ = Tty
z2 Ty

ke =

st funktsiooniga f médratud kvaasi-aritmeetiliseks keskmiseks on harmooniline
keskmine.

Lause 2.4. Kvaasi-aritmeetiline keskmine Q; on bisiimmeetriline.

ToOrsTus. Olgu f: I — R pidev rangelt monotoonne funktsioon ning

) = Qo) = 1 (HE5 ) (g e ),

o @)t W)
)+ f(y

fu(ey) = —=—5——

ja
f(u(u(fv,y),u(z,t)))z ( )2 ( ): 2 5 2
f(@)+f(2) F)+f@#)
+

_ 2 2 _

= 5 —f(u(u(x,Z),u(y,t))).
Seega

(@), pw(z,1) = plp(z, 2), 1 (y,t)),

st kvaasi-aritmeetiline keskmine on bistimmeetriline. Il

Teoreem 2.5. Olgu f,g: I — R pidevad rangelt monotoonsed funktsioonid. Vordus
Q; = Q, kehtib parajasti siis, kui leiduvad sellised o, € R, et a # 0 ja g = af+f.

TOESTUS. Tarvilikkus. Eeldame, et Q, = Q. Lihtudes kvaasi-aritmeetilise kesk-
mise Qy definitisoonist, saame kirjutada, et

o (FE ) — 0 ) = @ e =g (15212,

seega
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Vastavalt jareldusele 2.3 on g o f~! lineaarne funktsioon, st leiduvad a, 8 € R, et
a#0ja
goflu)=au+pB (u= f(x) € f(I))
ehk
gx)=af(x)+p (zel).

Piisavus. Olgu g = af + 8, kus o # 0. Siis suvaliste x,y € I korral

Cg@)+g9ly)  af(x)+B+af(g)+p  flx)+ fly)
9(Qy(w,9)) = =—"F5—— = 5 IR

= aQ(z,y) + B = g(Q,(z.y)),

+ 5

st
Qg<x7y) = Qf($7y)'

2.3 Aczéli teoreem

Meenutame, et keskmist p: @ — I nimetatakse bisimmeetriliseks, kui

(e (@,y), p(2,1) = plpe(,2), 1y, 1) (29,2t € 1),

Moodustame funktsioonid

Y1 (21, 29) = p (21, 72)

Vo (211, T12, To1, To) 1= M(M (211, 712) , p1 (w21, $22))7

3 ($111, T112, 121, £122, L211, L2125 221, $222)

= M(M(M (111, T112) 5 4 (T121, x122))7,u(,u (T211, T212) » t (T221, 13222)))
jne.

Uldiselt on 1, 2F muutuja funktsioon. Kui x on bistimmeetriline, siis juhul k = 2
saame, et

w2($11,$127$21, 9522) = ¢2($11, T21, 12, 1‘22)-
Kasutades keskmise hariliku monotoonsuse omadust p(z,y) = u(y,x), voime kir-
jutada, et

@/12(11311711312, T21, $22) = ¢2($12, T11, T21, €E22),
jne. Seega tegelikult voime funktsiooni 1o argumente votta suvalises jarjekorras,

funktsiooni véirtused sellest ei muutu. Sama véide kehtib ka iilejadnud k£ € N
korral.
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Eespool veendusime (vt lause 2.4), et iga kvaasi-aritmeetiline keskmine on bisiim-
meetriline. Jargnev Aczéli teoreem, mis on toestatud artiklis [A], vaidab, et kesk-
mine on kvaasi-aritmeetiline parajasti siis, kui ta on bistimmeetriline.

Teoreem 2.6. Kui keskmine u: QQ — R on bisimmeetriline, siis leidub selline
pidev rangelt kasvav funktsioon f: I — R, mis rahuldab tingimust

e =17 ({5 2) @y en), 23)

st = Qy.

TOESTUS. Esitame toestuse kahes osas. Esimeses osas vaatleme juhtu, kus I on
mingi 16ik ning teises osas juhtu, kus I on suvaline intervall.

I. Our= [a, b] mingi 16ik ja olgu p: @ — R bistimmeetriline keskmine. Meie
eesmirgiks on leida pidev rangelt kasvav funktsioon f: [a,b] — R omadusega (2.3).
Selleks konstrueerime funktsiooni f poordfunktsiooni ¢ := f=1 kus ¢: [0,1] —
la, b]. Funktsioon ¢ peab olema rangelt kasvav, pidev ja rahuldama tingimust

(et o) = (37, 2.4)

kus u = f(z) ja v = f(y) on Idigu [0, 1] suvalised punktid.

A. Tihistame q
R k
D := {%‘ qG{O,...,Q }, kENQ}

ja defineerime funktsiooni ¢ esialgu hulgas D :

kui k£ = 0, siis

kui £ =1, siis

18



kui k£ = 2, siis

o (3) = = ) = (e,

¢ (3) = utat) = =2,

v (2) =1y = (i, r8Y) = (ua, b), (b, b)),
o (1) = p(b,b) = r =+

jne. Uldiselt

ja

2q +1 (k+1) K (k)
¥ ( 9k+1 ) =T, M (Té )’rq-i-l) .

Kui arvutada rekursiivselt, saame juhul & € Ny funktsiooni 11, milles muutuja-

tena esinevad vaid arvud a ja b. Osutub, et arvu 7“1(, ) sellises esituses esineb arv b

funktsiooni v, argumentide hulgas tépselt p korda. Kontrollime seda matemaati-
lise induktsiooni abil. Viide kehtib kui £ = 1. Oletame, et ta kehtib naturaalarvu
k korral ja veendume, et siis ka juhul k& + 1. Toepoolest, kuna arvu r((lk) esituses
arv b esineb ¢ korda, siis avaldises

k1
A = 0
esineb ta ¢ + ¢ = 2¢ korda ning avaldises
k41 k
’"éqil) =H (Ték)’ 73(1+)1>
aga ¢+ (q+1) = 2¢ + 1 korda.

B. Mirgime funktsiooni ¢: D — [a,b] kolme omadust.

(a) Kui ¢1 + ¢2 = ¢ + ¢5, siis

(k+1) _ (k+1) _ _(k+1)
rqﬁ-qz - rqi—‘,—qé — '2q+s
_ o . - (k+1) . (k+1)
kus 2 + s = q1 + q2 ja s = 0 voi s = 1. Toepoolest, molema arvu r, ., ja T+,

esituses esineb arv b ithepalju kordi, seejuures funktsiooni ¢, 1 siimmeetriaomadusi

arvestades
(k+1) _  (k+1)

T = .
q+q2 q+d
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(b) Funktsioon ¢: D — [a,b] on rangelt kasvav. Olgu v = & ja v = & sellised

2
arvud hulgast D, et u < v. Siis ¢; < g2, mistottu
q1 42
o) = (B) =ri <1 = (2) = plo)

(c) Hulgas D rahuldab funktsioon ¢ tingimust (2.4). Olgu v = & ja v =

suvalised punktid hulgas D, siis

l\DlQ
=

utv @ tq  2q+s
9  9k+l T 9k+1

kus s =0 voi s = 1. Seega
41 a2 k k+1
p(p(w), o(v)) = u(w (5¢) ¢ (g)) = u(rrl)) = u(rrft,) = o

B 2q+s\ U+ v
- ¥ ok+1 =¥ 2 :

C. Jitkame funktsiooni ¢ hulgast D kogu loiku [0, 1]. Kdigepealt mirgime, et
hulk D on 1igus [0, 1] tihe: kui 0 < u < v < 1, siis votame k& € N nii suure, et
2% < v — u, sel juhul leidub niisugune g € {0, ..., 2}, et u < o < .

Olgu u € (0,1) suvaline. Kuna D on tihe hulk, siis saame leida tema elementidest

moodustatud jadad (22(1)> ja (z](?)) nii, et

zi(l) Tu ja z](?) 1 u.

Siis jada (cp (zf”)) on kasvav ja ((,0 (Z](2)>> on kahanev, sest funktsioon ¢ on
hulgas D rangelt kasvav. Need jadad on tokestatud ning monotoonsusprintsiibi
kohaselt eksisteerivad loplikud piirvaartused

lim ¢ (%”) =ty ja limg (zj@)) = 1,
7 J

seejuures y; < yo. Néitame, et y; = yo. Selleks oletame vastuviiteliselt, et y; < ys,
siis vastavalt keskmise p vahepealsuse omadusele

Y1 <m =y, y2) < Yo

Leiame sellise € > 0, et
Y +e<m<ys — €.
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Kuna g on punktis (y1, y2) pidev kahe muutuja funktsioon, siis leidub selline § > 0,
et kui yy,y5 € I ja [y — 1| < 6, |y2 — ys] < 9, siis
[1(ys, y2) — iy, 9a)| < &

ehk
m—e < p(yy,vh) <m-+e.
Vottes arvesse, et ¢ <z§1)) — Y1 ja @ <z§2)> — 19, kui 2,5 — o0, siis voime

arvu y; valida jada ¢ (zi(l)> liikmete hulgast ja y5 jada ¢ (zj(?)) liikmete hulgast.

1 . 2
Y= (Zﬁf) ja Yy = (z](-a)) :

W a2

Niisiis, olgu

Seejuures voime ig ja jo valida nii, et arvude z aritmeetiline keskmine
2
z := —%—-C rahuldab tingimust
z < u.

Nimelt, kui mingid zl(ll) ja zj(f) rahuldavad tingimusi

y1—<p<sz))’ <d ja

2
yz—so(zjl )’ <9,
siis valime j := 7 ja 4o > 7 nii suure, et % > u.

Kuna u < z ja z](-Z) — u, siis leidub selline jo, et u < z](j) < z. Seega

0= 2 (4) e ()

1 _ ¢
19 2k

. . . 2 ..
Teisalt, kui z ja zj(b) = £, siis

1 2
Zz'(o)+z() _Q1+QZ

Jo

9 T 9k+1

Z:
ja
a1+ q k+1 a1 q2

(2) :90( okt1 ) :T((Ilif&) :M<‘P (27> 7@(@)) = (Y, y5) <m—+e <o

Saime vastuolu, seega y; = ys.

Defineerime

o(u) :=limp(z), kus 2z € D (i € N) ja 2z — u monotoonselt. (2.5)
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Eelneva arutelu kohaselt on arv ¢(u) itheselt madratud. Oleme defineerinud funkt-
siooni

¢: [0,1] — [a,b].
D. Niitame, et funktsioon ¢ on rangelt kasvav, pidev ja rahuldab tingimust (2.4).
(i) Olgu 0 < u <wv < 1, valime z ja z3 hulgast D nii, et

U< z1<2<0.

Olgu jadad ( ) ja (21(2)) sellised, et

zll)Tu ja zj(?)iv,

kus zi(l),zj(?) € D (i,j € N). Siis zi(l) <z <2< z](?) (1,7 € N), mistottu

w@9><w@0<w@ﬁ<w<¥v
ning
wwzhp¢<“><¢@ﬁ<¢@ﬂ<hmw(”> p(v).
Seega on funktsioon ¢ rangelt kasvav 16igus [0, 1].

(ii) Uurime funktsiooni ¢ pidevust. Olgu u € (0, 1) suvaline ja olgu e > 0. Naitame,
et leidub 6 > 0, et

[ve[0,1], |u—v]<d] = |p(u) — pv)] <e.

(2) () 52

Moodustame jadad <zl-(1)> ja (z. ) nii, et z; € D ning z T u ja z i U.

(2 Z

Definitsiooni (2.5) kohaselt gp( ) T o(u) ja cp( ) 1 ¢(u), seega saab leida
1o € N nii, et kui ¢ > g, siis

‘90 (Z,;(l)> — go(u)‘ <e Ja ‘90 <Zi(2)> — @(U)‘ <e.

Votame § := min{u — B u} Olgu v € [0,1] selline arv, et |u — v| < § ehk

0 20
u—90<v<u+d, st

(1) @)

<U<Z

w(m><¢() @GQ)

22
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ehk

millest tulenevalt
() = plu)| < max{p (=) = o), p(w) = ¢ (=) } <=

Kui u = 0, siis valime zl-(l) =0 (¢« € N) ning kui u = 1, siis zi(z) =1 (7 € N). Seega
on ¢: [0,1] — [a,b] pidev funktsioon.

(iii) Eesmirgiks on niidata, et p(p(u), ¢(v)) = ¢ (“$2) suvaliste u,v € [0, 1]
(2 @ _

korral. Moodustame jadad (z > a (z ) hulga D elementidest nii, et z

ja zl( ) . Siis

zi(l) + zi(z) U+ v
)
2 2
seejuures, vastavalt eelpool toestatud omadusele (c), kehtib vordus

(o (@) () = o (355) wem.

Kuna molemad funktsioonid ¢: [0,1] — [a,b] ja u: @ — I on pidevad, siis

1(p(u), o(v)) =lignu<so( ”) 790( ”)) = limg (M) = (u;v)

Seega on viide toestatud juhul, kui I = [a, b].

11. Olgu niitid I C R suvaline intervall. Saame leida sellise 16ikude I,, := [a,, by]

jada (I,),et [y C I, C ... C I, C ...ja I = |J I,. Néditame koigepealt, et leiduvad
neN
pidevad, rangelt kasvavad funktsioonid f,: I, = R, et Qy, (z,y) = p(x,y) koikide

x,y € I, korral ja

falx) = fi(x) (x€ly), kusk=1,...n. (2.6)

Selleks leiame vastavalt toestuse osale I fi: [a1,b1] — [0,1] vastavate omadus-
tega, seega viide kehtib juhul k£ = 1. Eeldame, et funktsioonid fi, fs,..., f, on
defineeritud vastavate omadustega ja nditame, kuidas méaédratakse f, ;. Leiame
funktsiooni foi1: Inyi — R vastavalt osale I. Teatavasti (vt teoreem 2.5) leiduvad
sellised &, 5 € R, et & # 0 ja

Qi = Qafopirsr
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Valime seejuures & ja f nii, et kui tihistada frna1 = dan + 3, siis

fn-i-l(an) = fn(G’N> ja fn—l—l(bn) = fn(bn>

Sellised & ja 3 leiduvad, nende leidmiseks tuleb lahendada lineaarne vorrandi-
stisteem

d]in-i-l(an) +? = fn(an)
&fn+1(bn> + ﬁ = fn(bn)

Sellel siisteemil on lahend, sest tema determinant on nullist erinev:

ffri—l(an) 1‘
fnJrl(bn) 1 7&0

Néitame, et f,.1(z) = fu(x) iga x € [an, b,] korral. Kuna

an+1 ([E,y) = u(x,y) = an(l‘,y) (x,y € ]n)a

siis teoreemi 2.5 pohjal leiduvad «, f € R, kus a # 0, et

fn—l—l(x) = O‘fn(l‘) + 6 (I € In)‘

Seejuures
afulan) + B8 = fulan)
ja
afn(bn) + B = fu(bn),
mistottu a(fn(an) — fn(bn)) = fulan) — fu(bn), seega o =1 ja B = 0.

Kokkuvottes
fori(z) = fulz) (z € L)

Defineerime funktsiooni f: I — R seosega
f(z) = fulz), kuixel,.
Funktsioonide f,, omadus (2.6) garanteerib selle definitsiooni korrektsuse.

Paneme téhele, et f on rangelt kasvav: kui z,y € [ ja x < y, siis leiame sellise
n € N, et z,y € I,,. Siit saame, et

f(x) = fn<x) < fn(y) = f(y>

Teiseks, f on pidev igas punktis x € I, sest kui x € [,,, siis f,, on punktis x pidev.
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Lopuks, kui z,y € I ja n on valitud nii, et x,y € I,, siis

f(uz,y) = fu(u(z,y) = f"(l’);fn(y) _ f(w);f(y)_

Seega on viide toestatud ka juhul, kus I on suvaline intervall.

Kokkuvottes saime, et keskmine p: () — R on kvaasi-aritmeetiline parajasti siis,
kui ta on bisiimmeetriline. O
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3 Rangelt monotoonse funktsiooni Lagrange’i
keskmine

3.1 Lagrange’i keskmise definitsioon ja omadused

Lagrange’i keskmise defineerimisel on ldhtekohaks jéargmine tuntud integraali kesk-
vaartusteoreem.

Teoreem 3.1. Kui funktsioon f: [a,b] — R on pidev, siis leidub arv ¢ € (a,b), et

1) = 5= [ fioe.

Mérgime, et kui lisaks pidevusele eeldada funktsiooni f ranget monotoonsust, siis
on arv ¢ € (a,b) teoreemis 3.1 iiheselt méadratud.

Definitsioon 3.1. Olgu f: I — R pidev rangelt monotoonne funktsioon. Kahe
muutuja funktsiooni L;: () — R, mis on defineeritud seosega

o (— / f(t)dt> L kuizAy,

x, kui x =y,

Lf(x7y) =

nimetatakse funktsiooniga f mdadratud (lithemalt funktsiooni f) Lagrange’i kesk-
miseks.

Tahistades

F(2) :—/f(t)dt (z€1),
saame tanu seosele F'(z) = f(z) esitada funktsiooni f Lagrange’i keskmise kujul

(F)~ <—F(y;:5(x)) =:¢, kui z # vy,

x, kui z =y.

Li(z,y) = {

Seejuures saame seose Ly (z,y) = £ kirjutada kujul
F(y) — F(x)
y—x
see on pohjus, miks funktsiooni Ly: ¢ — R nimetatakse Lagrange’i keskmiseks
[MHT].

= F'(§) = F' (Ly(z,y)) ,
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Lause 3.2. Iga pideva rangelt monotoonse funktsiooniga f: I — R mddratud
Lagrange’i keskmine Ly on keskmine, st Ly rahuldab hulgas Q) tingimusi (M1)—
(M4).

ToEsTus. (M1) Olgu (z,y) € Q suvaline ja olgu ((z,,y,)) selline jada hulgast @,
et x, = = ja y, — y. Eesmérgiks on néidata, et L¢(x,,y,) — Ly (z,y).

Esialgu vaatame juhtu, kus x # y. Voime eeldada, et x,, # v, iga n € N korral,

siis arvestades funktsioonide f~! ja z — [ f(¢)dt pidevust, saame, et
a

Ly y) = f | — /f@ﬁ

Yn — Tn
7 1 f
1 1 1
=t [rwae- — [roa) =5 [ [ roa
=Ls(z,y).

Teisalt, kui x = vy, siis x,, — x ja y, — x. Kui seejuures x,, = v, iga n € N korral,
siis
L(xn, yn) =z, — x = Ly(z,y).

Kui aga x,, # y,, siis keskvédrtusteoreemi 3.1 kohaselt

Yn
Lyonn) = £ | = [ 40t | =57 (@) = —

kus @, <y <yn ja flen) =2 [7 f(t)dt (n€N).
Kokkuvottes, kui (2, yn) = (x,y), siis Ly(x, yn) — (T, Yn).
Aksioomide (M2) ja (M3) kehtivus on ilmne.

(M4) Eeldame esialgu, et f on rangelt kasvav ja olgu = € I suvaliselt fikseeritud.
Té&histame

1
y—x

u(y) = /ﬂWt@em@m

27



siis

Yy

(y—2)f(y) — [ f(t)dt (y—a)f(y) — (y — ) f(z)

0,(y) = = x>§ = 1) (3.1)
_ fly) — fl=)
y—x

Paneme téhele, et ¢/.(y) > 0 : kui y > z, siis f(y) > f(x) ja seega €/ (y) > 0, juhul
y < x kehtib vorratus f(y) < f(x) ning samuti 0 (y) > 0. Seega on 6, hulgas
I'\ {x} rangelt kasvav funktsioon, jarelikul on ka

flob,: I\{z} =R
rangelt kasvav. Sama tulemuse saame ka juhul, kui f on rangelt kahanev.

Néitame, et kui Ly on teise muutuja jérgi rangelt kasvav, siis on ta seda ka esimese
muutuja jargi. Olgu v,y € I, kus y < ¢/. Vaatleme kolme juhtu.

Esiteks, olgu = # y ja x # 3/, siis

Ly(z,y) = [ ob,(y) < [0 b.(y) = Ls(z,y).

Teiseks, kui x = y < ¢/, siis keskvéirtusteoreemi 3.1 kohaselt leidub selline ¢ €

(2,9), et f(c) = o1 [ f(t)dt, seega

y/

1
y —x

Li(e,y) =2 <c=f " (f(2) = £ /f@ﬁ — Ly(.y).

Yy
Kolmandaks, olgu y < y' = x ning ¢ € (y,z) selline punkt, et f(c) = - [ f(¢)dt.

Yy—x
Siis

Lyte.s) =77 | [ 50 ) = 7 (70) = e < = Ly (o).

Naiide 3.1. Vaatleme lineaarset funktsiooni

f: R—=>R, kus f(z):=azx+p
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ja a # 0. Siis suvaliste z,y € R, kus = # y, saame, et

Y

Ly(z,y)=f" y%/(Oét-i-ﬂ)dt

sy 0 o)) =5 (aT 5 4 )

o Tty Tty
(e (5Y) -5

Seega lineaarse funktsiooni f Lagrange’i keskmine on kujul

U kuiz £y,

Lf<x>y) = { 2

x, kui z =y.

Néide 3.2. Olgu I = [0, %] ja

f: I =R, kus f(z):=cosz.

Kui z,y € I ja z # y, siis

Yy
1 Ly o
Lf(x7y) :f_l —/Costdt :f_l (w) = arccos w
y—x y—x

Seega on koosinusfunktsiooni Lagrange’i keskmine kujul

siny—sinx .
arccos =— ==, kui z # v,

Li(z,y) = {

x, kui x = y.

Mairkus 3.1. Osutub, et koik keskmised ei ole esitatavad Lagrange’i keskmistena.
Saab néaidata, et harmooniline keskmine

2xy
r+y

(z,y) —

ei ole iihegi funktsiooni f Lagrange’i keskmine (vt [BM]).

Teoreem 3.3. Olgu I C R mingi intervall. Keskmine p: QQ — I on funktsiooniga
f: I — R madadratud Lagrange’i keskmine (st p = Ly) parajasti siis, kui

7 (. 550) + (1 (552.))

2

fu(z,y) = ((z,9) € Q). (3.2)
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TOESTUS. Koigepealt mérgime, et vordus (3.2) kehtib suvalise funktsiooni f: [ —
R ja suvalise keskmise p: @@ — I korral, kui z = y.

Tarvilikkus. Olgu p: @ — I keskmine ja olgu f: I — R selline pidev ja rangelt
monotoonne funktsioon, et Ly = p, st

kui (z,y € I) ja z # y. Integraali aditiivsusomaduse tottu

f(u (jﬂ) +f<u (f;y,y)) = a2 [ s
2 Y

1 (z,y)),

seega kehtib vordus (3.2).

Piisavus. Eeldame, et funktsioonid p ja f rahuldavad tingimust (3.2), olgu = ja y
kaks suvalist punkti hulgast I. Uldisust kitsendamata eeldame, et x < y, vorduse
(3.2) tottu

(g L) 52 )

2 2

7 G 252)) 1 (1 (3

2
ja
f(u (x;ryy» - f(u <$T+y w;?y));f(M <#y>)
() (e ()
5 :
seega
F(ey) = f(u( 3z+y)) +f< (szgTy)) +f< (222, x+3y)> +f( (28 y)>.

4
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Paneme téhele, et

3r+y y—x
;T e
T4y 2(y — x)
T

x+3y:x+3(y—m)

niisiis,

Niimoodi korduvalt 16ike poolitades jouame n—ndal sammul valemini
(?J_l")f(ﬂ(x;?/)) Qan xz lal‘z

— X
- Z f xz 1 xz y2n 5 (33)

kus
iy — )
on
Kuna funktsioon f on pidev, siis on ta 16igus [z, y] integreeruv. Paneme téhele, et
avaldis (3.3) on funktsiooni f integraalsumma, mis vastab 16igu [z, y| alajaotusele

T, =X+

T=T)<T1 <To < ... < Togn =1.

Seetottu

(y—a) f(p(z,y) = T}Lrgto(u(xi_l,xi))y;f = /yf(t)dt

fulz,y) = m/yf(t)dt

Seega on teoreem 3.3 toestatud. O]

ehk
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3.2 Lagrange’i ja kvaasi-aritmeetiliste keskmiste vahelised
seosed

Olgu p: Q — I mingi keskmine. Defineerime kujutuse ®: @ — R? seosega

D(x,y) := (u (xx;ry)u(gc;yy)) (3.4)

Téanu funktsiooni p: @ — I pidevusele on ka kujutus ® pidev. Et selles veenduda,
fikseerime suvalise (z,y) € @ ning sellise punktide (x,,y,) € @ jada, mis koondub
punktiks (z,y), st x,, = x ja y, — y, ning nditame, et ®(z,,y,) — P(z,y). Kuna

Ty + Yn r+y
—
2 2 7

siis funktsiooni p pidevuse tottu

ja

Ty + Yn Tty

@ (20, yn) = (u (wn s ;r y") o (%Twyn»
— (u (x mTer) S 1 (%ﬂy» =®(2,9).

Lause 3.4. Olgu p: Q — I keskmine ja olgu kujutus ® madratud seosega (3.4).
Siis ®: Q — ®(Q) on homdéomorfism, st

Seega

1) ®: Q — R? on diksiihene,
2) ® on pidev,
3) ®71: ®(Q) — Q on pidev.
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TOESTUS. Esmalt veendume, et kujutus ®: @ — R? on iiksiihene. Olgu ®(xq,y;) =

(I)(anyQ)) st
M(l'bxl;yl) :M<$2,x2;—y2) (3.5)

T+ To +
/“L< 12y17y1>:/~L< 22y27?/2>- (36)

Meie eesmérgiks on néidata, et z; = x5 ja y; = yo. Oletame vastuviiteliselt, et
r1 < x9. Osutub, et sellisel juhul

ja

1+ S To + Yo
2 2

Toepoolest, kui kehtiks vorratus

1+ % < To + Y2
2 - 2 7

siis keskmise ;1 monotoonsusomaduse tottu

1+ 1+ Lo + Yo
M| Ty, 5 < u | x9, 5 S/J, T2, 2 )

mis on aga vastuolus vordusega (3.5).

Vorratustest

. Ty + To +
£ <z ja 12y1> 22y2

tuleneb vorratus
Y2 < Y1,

sest vastupidisel juhul y, > y; saaksime, et

T+ (! n Yo T2+ Yo
2 _2+2 2+2—2+2_ 2
Vorratustest n n
T1 T Ty T Y2 .
> <
B 5 Ja Y2 <
tuleneb, et

1+ U 1+ Y1 T2 + Y2
% 9 y U1 >,U 9 y Y2 >,U 9 Yy Y2 1,

33



mis on vastuolus eeldusega (3.6). Seega kehtib vordus z; = x5, vordus y; = ys
toestatakse analoogselt. Niisiis on kujutus ®: @ — ®(Q) iiksithene ning tal leidub
poordkujutus @71 O(Q) — Q.

Kujutuse ® pidevuse toestasime lausele 3.4 eelnevas mérkuses, nditame, et poord-
kujutus ®~! on pidev.

Vaatleme kdaigepealt juhtu, kus I = [a, b]. Teatavasti on kujutus T: X — Y, kus X
ja'Y on meetrilised ruumid, pidev parajasti siis, kui iga kinnise alamhulga C' C Y
originaal 77!(C) := {z € X|T(z) € C} on kinnine ruumis X. Seejuures on hulk C
kinnine parajasti siis, kui ta sisaldab koiki oma koonduvate jadade piirvaartuseid,
st kui kehtib implikatsioon

[z, €C (neN), 2z, =2z ruumis Y| = z € C.

Maérgime, et kui Yy C Y on kinnine alamhulk meetrilises ruumis Y, siis hulk C' C Yj
on kinnine alamruumis Yj parajasti siis, kui ta on kinnine ruumis Y. Uldjuhul, kui
me ei eelda alamruumi Y, kinnisust, tuleneb kinnisusest ruumis Y kinnisus ruumis
Y. Mérgime veel, et meetrilises ruumis R? kehtib Bolzano-Weierstrassi teoreem:
kui ((x,,y,)) on tokestatud jada, siis leidub tal koonduv osajada ((xnk, ynk))

Niitame, et poordkujutus @—1: ®(Q) — @, kus @Q on pidev. Selleks vitame suva-
lise alamhulga C' C @, mis on kinnine hulgas @, ja niitame, et (d~1)71(C) = ®(C)
on kinnine ruumis R, siis on ta kinnine ka hulgas ®(Q).

Olgu ((un,vy,)) selline jada, et (u,,v,) € ®(C) (n € N) ning (un, v,) = (u,v)
ruumis R?. T&histame (2, y,) := @ (up, v,) (n € N), siis (@, y,)) on tokestatud
jada (sest ta koosneb tokestatud hulga Q elementidest), mistdttu on tal koonduv
osajada ((Zn,,Yn,)), téhistame (z,y) := ligrl(xnk,ynk) ja mérgime, et (z,y) € C,

sest C' on kinnine hulk. Ténu kujutuse ® pidevusele punktis (x,y) saame, et
(Unys Uny,) = P(Tny, Yn,) = P(z,y). Samal ajal (up,, vy, ) — (u,v), niisiis (u,v) =
O(z,y) € O(C). Jarelikult sisaldab ®(C') koikide oma koonduvate jadade piir-
védrtuseid, st ¢(C') on kinnine.

Uldjuhul, kui I C R on suvaline intervall, saame leida sellise 1oikude Ij, = [ay, by]

jada (Iy), et Iy C Ixyq (K € N) ja [ = |J Ix. Tahistame Qy := I X I, siis
kEN
Qr C Qiy1 (k € N). Toestuse esimese osa kohaselt on ®1: ®(Qy) — Qy pidev.

Niitame, et ®~! on pidev suvaliselt fikseeritud punktis (u,v) € ®(Q). Tdhistame
(z,y) == P ' (u,v) € Q, leiame sellise n € N, et (x,y) € Q, seega (u,v) € D(Q,,).
Kuna ®~! on pidev hulgas ®(Q,,), siis on ®~! pidev ka punktis (u,v). O

Lause 3.5. Olgu p: Q — R keskmine ja f: I — R pidev rangelt monotoonne
funktsioon. Selleks, et j oleks funktsiooniga f mdadratud Lagrange’ keskmine, on
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tarvilik ja piisav, et kahe muutuja funktsioon
M: Q) — R,

kus M = po ®7 1, oleks funktsiooniga f mddratud kvaasi-aritmeetilise keskmise
ahend hulgas ®(Q). Teisisonu, p = Ly parajasti siis, kui

o = Qfla)-

TOESTUS. Tarvilikkus. Eeldame, et Ly = 1, kus funktsioon f: I — R on pidev
ja rangelt montotoonne. Teoreemi 3.3 kohaselt

7 (. 550) + (1 (552))

fp(z,y) = 5 (z,y €1).

Kui (u,v) € ®(Q) ja (z,y) := ® (u,v), siis seosest (3.4) tuleneb, et
u = z, 2 Ty ja v = Tty

FOI ) = 1 (@ 00))= o) = LI

niisiis M (u,v) = Q(u,v) iga (u,v) € ®(Q) korral.

Seega

Piisavus. Eeldame, et M = Q¢|s(q)- Olgu (u,v) € Q suvaline, siis

o (u,0) = HEHI0)

Kui (x,y) := & '(u,v), siis

(u,v) = @ (2,y) = (u (afx;y> u(x;yy»

ehk

ja




Saame, et iga (z,y) € @ korral

7( (. 54)) + 7 (e (55%0)

N—

See on aga teoreemi 3.3 kohaselt tarvilik ja piisav, et p oleks funktsiooniga f
maéadratud Lagrange’i keskmine. O

[lustreerime lauset 3.5 moningate niidetega.

Naide 3.3. Vaatleme geomeetrilist keskmist

gz ((0,00) x (0,00)) = (0,00), p(z,y) = /Ty.

Paneme tihele, et suvalise (u,v) € ®(Q) korral

(u.0) = B(z,y) = (M <m7:c~2ky) “u(:v—;y’y)) _ <\/x2;xy’\/xy—;y2>’

siis

2, o T H2y+y* (r4y)? _2<1’+y>2

u + v = 5 5 5
ehk
r+y  Ju?4o?
2 2
Seega
u? + v? u? + v?
u=\|x a v=
2 N
ehk
u? ) v?
T = ja y= )
u2+v2 u2+,u2
V 2 \V "2
Niisiis
2 2
-1 _ 2 2
® (u’v)_<\/u2+v2u’ u2+v2v>
ja
o @ Hu,v) =4/ 2 w  ((u,v) € D(Q)).
u? + v?
Funktsiooni

f:(0.00) 5 R, fla) =
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korral

2 u2?

_|_
2
Pidades silmas, et f~!(y) = \/L@ (y > 0), saame

Qu{u,v) = ! (M) -

wo q)il(uv U) = Qf(uv ?)) ((U,U) S (I)(Q))

Lause 3.5 kohaselt on geomeetriline keskmine funktsiooniga f(z) = % méératud
Lagrange’i keskmine.

f) _wmte w4

Kokkuvottes

Naide 3.4. Vaatleme logaritmilist keskmist

r—Yy
- (1 x (1 — (1 =
e (1,50) % (1,00) = (Loo), ) o= i
Kui (u,v) = ®(z,y) € ®(O), siis
T+y J:—xzﬂ r—y
u = 23, — =
s 2 Inz—In%¥  2(lnz —In%Y)
ja
Tty Sy T —y
V=l 7 Y :1 pray 0 = Y .
n=*—lIny 2(lnT—1ny)
Seega
1+1_ Inz—Iny 2
u v T —y 1(x,y)
ja
2 2uv
(P_l pu— pu— = .
po (u,v) = p(w,y) %—l-% W+ v

Kui f(z):=1 siis f7(y) = i (y € (1,00)). Seetottu

e (5 () () -2

Lause 3.5 kohaselt on logaritmiline keskmine funktsiooniga f(z) = i méaratud
Lagrange’i keskmine.
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Lause 3.6. Kui kahe muutuja funktsioon p: @Q — 1 on mingi pideva rangelt
monotoonse funktsiooniga f: I — R madratud Lagrange’i keskmine (st yn = Ly),
siis igal sisepunktil x € I leidub selline imbrus Us(x), et

po® Hu,v) = Qs(u,v) swvaliste u,v € Us(x) korral.

TOErsTUS. Olgu x € I suvaline. Kuna I on lahtine intervall, siis leidub ¢ > 0
nii, et Iy := U.(z) = (r —¢,2 + ¢) C I. Téhistame p. keskmise p ahendi hulgas
Qo := Iy X Iy, st

pe(&,m) = p(&m),  kui (§,1) € Qo.

Selge, et p.: Qo — Iy on keskmine. Olgu ®. keskmisega p. madratud kujutus,
paneme téhele, et &, = ®|g, : suvalise (§,7) € Qo korral

P.(€,m) = (us (5%) s He <€¥n)> = ((f,ggn) ; (6—2#77’”»
=®(&,n).
Olgu (u,v) € ®.(Qq) suvaline ja (&,n) := &7 (u,v), siis

@(5777) - ®€(€777) - (uv U)7

st
(&m) =7 (u,v),
seega
M(u,v) = po ® Hu,v) = p. o &' (u,v)
ehk

M, = p.o® ' = M| aQq)-

Rakendame keskmise p. poolt méadratud kujutusele ®. lauset 3.4, selle koha-
selt on ®. hombéomorfism. Teatavasti kujutab homéomorfism hulga sisepunktid
kujutishulga sisepunktideks. Kuna (z,z) on hulga Qy = Iy x I sisepunkt ja
O (x,z) = (z,2), siis (z,z) on hulga ®.(Qo) sisepunkt. Seetdttu leidub 6 > 0,
et U(;(x) X U(s(I) C (I)E(Qo).

Rakendame funktsioonile M, lauset 3.5, selle kohaselt on ta mingi kvaasi-aritmeeti-
lise keskmise ahend hulgas ®(Q)y), jarelikult ka ahend hulgas Us(z) x Us(z). O

Teoreem 3.7. Olgu I C R lahtine intervall ja olgu f: I — R ja g: I — R
pidevad ja rangelt monotoonsed funktsioonid. Vordus

Lf (l’,y) = Lg (xvy)
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kehtib iga (x,y) € Q korral parajasti siis, kui leiduvad sellised o, f € R, et av # 0
ja
gx)=af(x)+8 (xel).

TOESTUS. Piisavus. Eeldame, et ¢ = af + § ning a # 0. Selge, et L¢(z,y) =
Ly(z,y), kui z = y. Kui z,y € I ja x # y, siis

Ly (z,y) =g~ <yix/xyg(t)dt> =g (ay_%/:f(t)dwﬁ)

=g (af Ly (2.9) +8) = g7 (9(Ls (.9))) = Ly (2.9).

Tarvilikkus. Olgu x € I suvaline. Eeldame, et Ly (z,y) = L, (z,y) =: p(z,y),
kus x,y € I. Rakendame molema funktsiooni korral lauset 3.6 ja leiame 6; > 0 ja
09 > 0 nii, et

po® ! (u,v) =Qyp (u,v)  (u,v e Us, (x)),

po® ! (u,0) =Q,(u,v)  (u,v e Us, ().

Siis

P (L0 et =gt (1990 (et

kus ¢ := min{él, (52}

Hulgas Us (x) x Us (x) langevad funktsioonidega f ja g méédratud kvaasi-aritmeeti-
lised keskmised kokku. Teoreemi 2.5 kohaselt leiduvad «, 8 € R, et a # 0 ja

gw) =af(w+p8 (ueU(x)).
Tahistame
v :=sup{p > 0|g (u) = af (u) + B iga u € (x — &, + p) korral} (3.7)

ja néitame, et  + v = b, kus b on intervalli I parempoolne otspunkt (kui I on
tilalt tokestatud) voi oo (kui I ei ole iilalt tokestatud).

Oletame vastuvaiteliselt, et x + v < b, sel juhul saame valida 6 >0, et
(:c—i—fy—g,:c—i-*y—l—g) C (a,b).
Korrates eelnevat arutelu punktis z + v, leiame &, 8 € R nii, et @& #0 ja
g(u) =af (u)+p <u < (x+7—5,x+7+5)>.
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Olgu &,& € (m +y =01+ 7) ning & # &, siis f (&) # (&), sest f on

rangelt monotoonne. Lineaarsel vorrandisiisteemil
fE)(@—a)+(B-5)=0
f&)(a—a)+(B-5)=0

leidub vaid nulllahend, sest tema determinant on nullist erinev, st
f&) 1 ‘
0.
‘ f&) 1|7

Sellest tuleneb, et &« = & ja 8 = 3. Seega g (u) = af (u)+8, kuiu € (az —0,r+v+ S) )

Saime vastuolu seosega (3.7), see tdhendab, et vordus g(u) = af(u) + 3 kehtib iga
u € IN(x—4,00) korral.

Analoogselt veendutakse, et sama vordus kehtib iga u € I N (—o0,x + J) korral.
Kokkuvottes
g(x) =af(zx)+ L igaz € I korral.

Sellega on teoreem 3.7 toestatud. O]
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Quasi-arithmetic means and Lagrangian means

Bachelor’s Thesis
Kart Pall
Summary

In this thesis, a continuous function is called a proper mean if it is symmetric, ref-
lexive and monotonic. We mainly observe quasi-arithmetic and Lagrangian means.
Lagrangian means are defined as means obtained from applying the classical mean
value formula to a continuous and strictly monotonic function. Quasi-arithmetic
means are transformations of the common arithmetic mean. We define the quasi-
arithmetic mean Q associated with f: I — T as

Qe = s (P H) e

and Lagrangian mean Ly as

flciff®ﬁ>,ﬁx#%

x, if v =y.

Ly(z,y) ==

Many well-known means like arithmetic and geometric mean are both Lagrangian
and quasi-arithmetic. The harmonic mean however is not Lagrangian but it is
quasi-arithmetic. It is shown that there is a close relationship between Lagrangian
and quasi-arithmetic means. This relationship can be made explicit through a
homeomorphism.

The purpose of this thesis is to give answers for two questions:

1. Which means g can be represented according to some function f as quasi-
arithmetic and Lagrangian mean?

2. How to describe function classes with the same quasi-arithmetic and Lagran-
gian mean?

The answers are presented in the second and third chapter.
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In the first chapter, some of the well-known means are discussed. The definition
of a proper mean is given and illustrated with some examples.

The second chapter of the thesis, is dedicated to quasi-arithmetic means. It is
shown that Q, = Q, if and only if g = af + 8 where a, 8 € R and a # 0. A proof
of the famous Aczél theorem is given.

In the last chapter of the thesis, Lagrangian means are observed. It is shown that
L; =L, if and only if g = af + 3 where o, 3 € R and « # 0.
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