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Sissejuhatus

Esimesena kasutas nimetust ,rithma osaline toime* Ruy Excel aastal 1995 ilmu-
nud artiklis. Et osaliste toimete ja toimete vaheline seos sarnaneb bijektsioonide
ja osaliste bijektsioonide seotusega, siis on see loomulik termin. Riihmade osali-
si toimeid on loomulik vaadelda rithmade toimete tildistusena. Riihmade osalised
toimed tekivad, kui rithma toime tingimused asendada sarnaste, kuid norgemate

tingimustega.

Michael Dokuchaevi {ilevaateartiklis [1] tdpsustatakse, et Ruy Excel vottis rithmade
osalised toimed kasutusele tooriistana C*-algebrate teoorias. Veel lisatakse, et Jo-
hannes Kellendonk ja Mark V. Lawson moistsid osaliste toimete olulisust laiemalt
ning rakendasid neid erinevates algebra, topoloogia ja geomeetria valdkondades.
Hiljem hakkasid osaliste toimetega tegelema ka teised matemaatikud. Michael Do-
kuchaev on kirjutanud veel iihe iilevaateartikli [2|, millest saab jéreldada, ja ta

iitleb seda ka ise, et parast 2011. aastat on osaliste toimete uurimine hoogustunud.

Kaéesolevas referatiivses bakalaureuset66s vaadeldakse rithmade osalisi toimeid hul-
kadel, tdpsemalt tildisust kaotamata parempoolseid osalisi toimeid. Naidatakse nii
sellise toime seost rithmast siimmeetrilisse inverssesse monoidi viivate iihikut séi-
litavate eelmorfismidega kui ka monoidi tugeva osalise toimega. Esimest neist loe-
takse t66 pohitulemuseks. Need on kiill varasemalt tuntud faktid, kuid téestused

on omalooming.

Esimeses peatiikis tuletatakse meelde moned algebraliste struktuuride moisted ning
vastavad téhistused, antakse parempoolse toime ja parempoolse osalise toime de-
finitsioonid ning tuuakse ka néiteid. Veel toestatakse parempoolse osalise toime ja

monoidi tugeva osalise toime vaheline seos.

To606 teine peatiikk on stimmeetrilisest inverssest poolrithmast, mida vajatakse po-
hitulemuses. Alustatakse vastava struktuuri konstrueerimisest, jatkatakse sellel jar-

jestusseose defineerimisega. Vajalikes kohtades tuuakse néiteid ning esitatakse hil-



jem kasutatud toestuseta lause. Lisaks nédidatakse, et jirjestusseosel on olemas

alternatiivne kirjeldus.

Kolmas peatiikk algab eelmorfismi definitsiooniga ning selle ja teatud poolrithmade
vahelise homomorfismi seosega. Tuuakse ka vastavaid néiteid. T66 pohitulemus

koos toestusega moodustab peatiikist enamuse.

To66 toetub peamiselt raamatutele ja artiklitele, mille autorid on Mati Kilp, Jo-

hannes Kellendonk, Christopher Hollings ja Mark V. Lawson.



1 Definitsioonid ja abitulemused

Anname moned definitsioonid, mida selles t60s vaja ldheb.
Definitsioon 1.1 ([5]). Poolrithm on hulk S koos kahekohalise algebralise tehtega
*, mis rahuldab jargmist tingimust:

(axb)xc=ax(bxc) iga a,b,c € S korral.

Definitsioon 1.2 ([5]). Monoid on hulk M koos kahekohalise algebralise tehtega

*, mis rahuldab jargmisi tingimusi:
1. (axb)xc=ax(bx*c)iga a,b,c € M korral,
2. leidub e € M nii, et axe =e*xa = a iga a € M korral.

Definitsioon 1.3 ([5]). Riihm on hulk G koos kahekohalise algebralise tehtega x,

mis rahuldab kolme tingimust:

1. (axb)xc=ax(bxc)igaa,b,c € G korral;
2. leidub element e € G nii, et a xe = e x a iga a € G korral,

3. iga a € G korral leidub element b € G nii, et a *b=¢e = b *a.

Edaspidi téhistame poolrithmast S rédkides selle elementide a ja b korrutist ab.

Definitsioon 1.4 ([5]). Poolrithma G nimetatakse kommutatiivseks poolriih-

maks, kui selle tehe * taidab jargmist tingimust:

igaa e Gjaigabe G korral axb=>bx*a.

Iga riithm on monoid, seega voime rithma toimena vaadelda monoidi toimet.



Definitsioon 1.5 ([3]). Monoidi M parempoolseks toimeks hulgal X nime-
tatakse kujutust X x M — X, (z,s) — x - s, mille puhul kehtivad jargmised

tingimused:
1. z-1=xiga x € X korral;

2. (x-s)-t==x-stigax € X jaigas,t € M korral.

Uhtluse huvides téhistame kujutishulka viiketihtedega. Sellist tihistust on varem

kasutanud ka néiteks Mark Lawson [7].

Definitsioon 1.6 (|5]). Kujutuse f: A — B kujutiseks nimetatakse koikide nen-
de elementide hulka im(f) hulgast B, millel leidub vihemalt tiks originaal kujutuse

f suhtes. Seega
im(f)={be B|Jdac A(b= f(a))}.

Definitsioon 1.7. Osalise kujutuse « all hulgast A hulka B moeldakse kujutust
hulga A mingist alamhulgast hulka B. Seda alamhulka kutsutakse osalise kujutuse

maidramispiirkonnaks ja tdhistatakse dom a.

Ka osalisi kujutusi hulkade A ja B vahel tadhistatakse A — B. See, kas tegu on

kujutusega voi osalise kujutusega, selgub kontekstist.

Kui hulga A element a kuulub hulka dom «, siis titleme, et a(a) on defineeritud ja

kirjutame Jo(a).

Naide 1.8. Voib vaadelda osalist kujutust 5: R — R, x %, kui x # 0. Selle

médramispiirkond on R\ {0}.

Naiide 1.9. Vaatleme osalist kujutust
NxZ—=N, (n,z)—»n+z,kui n+2z>1.

Kui n =2 ja z = b, siis (n,2) — 7. Valime niitid n = 2 ja z = —5, mis tédhendab,

et n + z = —3 < 1. Jarelikult elemendil (2, —5) ei ole kujutist. Seega ldhtehulgas
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leidub nii kujutistega kui ka kujutisteta elemente ehk tegu on toepoolest osalise

kujutusega.

Osaliste kujutuste a, 3: A — B vordumiseks on tarvis niidata, et dom(«) = dom(f)

ja et iga x € dom(«) korral a(z) = 5(z).

Lihtne on mérgata, et parempoolse toime ja parempoolse osalise toime definit-
sioonid erinevad vaid selle poolest, et osalise toime tingimustes tuleb eeldada, et

vajalikud elemendid on defineeritud.

Definitsioon 1.10 (|3]). Monoidi M parempoolne osaline toime hulgal X on
osaline kujutus X x M — X, (z,s) — x - s, mis tdidab kahte tingimust:

(PAY’) iga x € X korral on defineeritud z -1 ja z - 1 = x;

(PA2’) kui on defineeritud z-s ja (z-s)-t, siis on defineeritud z- st ja (z-s)-t = x-st.
Definitsioon 1.11. Monoidi M parempoolset osalist toimet hulgal X nimetatakse
tugevaks, kui see rahuldab jargmist tingimust:

(S) kui on defineeritud z - s ja x - st , siis on defineeritud (x-s)-t ja (x-s)-t = z-st.

Definitsioon 1.12 ([4]). Rithma G parempoolne osaline toime hulgal X on

osaline kujutus

XxG— X, (x,9) = x-g, kui z-g on defineeritud,

mis rahuldab kolme tingimust:

1 1

(PA1) kui on defineeritud x - g, siis on defineeritud (z-g)-¢ "' ja (x-g)-¢g " = z;
(PA2) kui on defineeritud z-g ja (x-g)-h, siis on defineeritud z-gh ja (z-g)-h = z-gh;

(PA3) iga x € X korral on defineeritud z -1 ja z -1 = z.

Viimases definitsioonis on tilaindeksi —1 all moeldud vastandelementi tehte - suhtes.



Niide 1.13. Tuleme tagasi naites 1.9 vaadeldud osalise kujutuse N x Z — N|
(n,z) = n-z=n+z kui n+ 2z > 1, juurde ja niitame, et tegemist on rithma
(Z,+) osalise toimega hulgal N.

(PA3). Vaatleme elementi n € N. Rithma Z iihikelement liitmise suhtes on 0 ja et
n+0 > 1, siis n - 0 on defineeritud jan-0=n+0=n.

(PA2). Eeldame, et n-z ja (n-z)-u on defineeritud. Siis n+2z > 1ja (n+2)+u > 1.
Jarelikult ka n+ (2 4+wu) > 1 ehk n- (2 +u) on defineeritud ning lisaks sellele kehtib
vordus (n-z)-u=n-(z+u).

(PA1). Olgu n - z defineeritud. Siis n 4+ 2z > 1. Et (n+2) + (—z) = n > 1, siis ka
(n-z)-(—2) on defineeritud ja (n-2) - (—2) = (n+2)+ (—2) =n+0=n.

Koik parempoolse osalise toime tingimused kehtivad, seega on kujutus N x Z — N|

(n,z) = n+ z, kui n+ z > 1, parempoolne osaline toime.

Monoidi osaline toime on rithma osalise toimega iisnagi lihtsalt seotud. Jargneva

lause toestusidee péarineb artiklist [8].

Lause 1.14. Olgu G rihm. Osaline kujutus X x G — X on rihma G parempoolne
osaline toime hulgal X parajasti siis, kui see on monoidi G tugev osaline toime

hulgal X .

Téestus. Tingimused (PA1’), (PA2’) ja (PA3), (PA2) tulenevad otseselt tiksteisest
ja eeldame, et need kehtivad. Seega piisab vaite toestamiseks ndidata tugevust ning

tingimuse (PA1) kehtivust.

Tarvilikkus. Eeldame, et tingimused (PA1), (PA2) ja (PA3) kehtivad. Toestame
tingimuse (S). Olgu x - g ja x - gh defineeritud, kus € X ja g,h € G. Tingimuse
(PA1) tottu on defineeritud ka (z - g) - ¢~ ' ja (z-g) - g~ = x. Jérelikult tinu

tingimusele (PA2) on defineeritud ka (z-g) - g 'gh = (z-g)-1h = (z-g)-h ja

z-gh=((x-9)-g7") -gh=(z-9)-g 'gh=(z-g)-h.



Piisavus. Niiiid eeldame, et kehtivad tingimused (PA1’), (PA2’) ja (S). Toestame
tingimuse (PA1l). Olgu x - g defineeritud, kus z € X ja g € G. Et tingimuse
(PAT’) tottu on defineeritud x -1, siis on defineeritud ka z- gg~*. Viimasest tuleneb

tingimuse S tottu elemendi (x - g) - g~ ' defineeritus ja kehtivad ka vordused

(-9) g =ag9 =2 -1=u
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2 Summeetriline inversne poolrithm

Mark V. Lawsoni |7, lk 1] sonul defineeris inverssed poolrithmad esmalt V. V.

Wagner aastal 1952 ning seejérel temast soltumatult Gordon Preston 1954. aastal.

Mark Lawsonile |7, Ik 15] tuginedes saame selgitada ka siimmeetriat. Mingit tiitipi
matemaatilise struktuuri stimmeetriateisendusteks voib lugeda struktuuri siilita-
vaid bijektiivseid teisendusi. Nende hulk moodustab reeglina riithma teisenduste

jarjestrakendamise suhtes.

Matemaatilise struktuuri osaline stimmeetria on isomorfism selle struktuuri ka-
he alamstruktuuri vahel. Need osalised siimmeetriad moodustavad sageli inversse
poolrithma sobival viisil defineeritud korrutamise suhtes. Seda silmas pidades on
loomulik kutsuda mingi hulga alamhulkade vaheliste bijektsioonide (niinimetatud
osaliste bijektsioonide) poolriihma stimmeetriliseks inversseks poolrithmaks. Vii-
mane poolrithm on oluliseks erijuhuks niinimetatud abstraktsest inverssest pool-

rithmast, mille definitsiooni me kohe anname.

Definitsioon 2.1 (|6]). Poolriihma S elementi ¢t nimetatakse elemendi s € S

inversseks elemendiks, kui s = sts ja t = tst.

Definitsioon 2.2 ([6]). Poolriihma nimetatakse inversseks, kui selle igal elemen-

dil leidub tépselt iiks inversne element.

Definitsioon 2.3 (|7, lk 4]). Olgu X hulk. Osalist kujutust ¢: X — X nimetatakse

bijektiivseks, kui kujutus dom(yp) — im(p), = — (), on bijektiivne.

Koigi osaliste bijektsioonide X — X hulka téhistatakse I(X).

Defineerime hulgal 7(X) tehte.

Olgu X hulk ja I(X) selle osaliste bijektsioonide hulk. Defineerime hulgal I(X)

elementide ¢, € I(X) korrutamise funktsioonide kompositsioonina

(pot)(z) =@ (¥(x)) Ve dom(poy), (1)
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kus

dom (p 0 ) = ¢~ (im() N dom(y)) = {z € dom(¥) | ¥(w) € dom(p)}.

Tehte defineerisime [7, lk 4] jargi. Ilmneb, et selliselt defineeritud tehtega on hulk
I(X) poolrithm ning seda nimetatakse siimmeetriliseks inversseks poolriih-

maks.

Naéide 2.4. Riithm G on inversne poolrithm, kusjuures iga ¢ € G korral saame

valida selle inversseks elemendiks ¢~ 7.

Jargnev lause naitab siimmeetrilise inversse poolriihma elementide loogilist seost

oma inverssete elementidega.
Lause 2.5 (|7, Ik 4-5]). Kui X on hulk, siis (I(X),0) on inversne poolrihm, kus
iga ¢ € I(X) korral dom (¢~ ') = im(p), im (¢~1) = dom(yp) ja

el 2)=y <= oy) == (2)

Inverssel poolriihmal jérjestusseose defineerimiseks vajame ka idempotendi méistet.

Definitsioon 2.6 ([5]). Kui on antud mittetiihi poolrithm (S, -), siis selle elementi
s € S nimetatakse idempotendiks, kui s> = s.

Poolriihma S koigi idempotentide hulka téhistatakse stimboliga E(S).
Definitsioon 2.7 ([4]). Igal inverssel poolrithmal S saab defineerida jérjestusseose

< jargmiselt:

a<b <= (Jec E(S))a=be.

Seda jarjestusseost nimetatakse selle inversse poolriithma loomulikuks jirjestus-

seoseks.

12



Mairkus 2.8. |7, lemma 1.4.6] On voimalik néidata, et

a<b < (3f € B(S))a= fb.

Lemma 2.9. Kui < on loomulik jirjestusseos inverssel poolrihmal I(X), siis

¢ <9 <= dom(p) C dom(¢) A (Va € dom(p)) p(z) = ¥(x). 3)

Toestus. = . Olgu ¢,¢ € I(X). Eeldame, et ¢ < 1. Siis mérkuse 2.8 tottu
leidub f € E(I(X)) nii, et ¢ = f o). Jarelikult

dom(p) = dom (f o) = {x € dom(v)) | ¥(x) € dom(f)} C dom(v)).

Et f on idempotent, siis iga € dom(¢) korral

(@) = (Fov)(x) = (fofoi)(x) = (fop)x) = flox))

Et f on injektiivne, siis ¥(x) = p(z).

<. Eeldame niitid, et dom(p) C dom(?) ja iga x € dom(p) korral ¢(x) = 1 (z).
Vaja on leida sobiv osaline kujutus e € E(I(X)) nii, et ¢ = te. Ilmneb, et selleks

sobib e: dom(y) — dom(p), x — =.

Imselt e € I(X) ja e € E(I(X)). Vorduse ¢ = e kehtivuseks piisab néidata,

et dom(yp) = dom(v) o e) ja et iga méadramispiirkonna dom(y) elemendi x korral
p(z) = (P oe)(r).

Olgu =z € dom(yp), siis x € dom(e) ja seega ka z € im(e) = dom(yp). Eelduse
kohaselt niitid z € dom(¢). Jarelikult z € dom (¢ o e).

Votame z € dom (¢ o e). Siis € dom(e) = dom(y).

Sellega on médramispiirkondade vordsus naidatud.
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Fikseerime méa#ramispiirkonna dom(y) elemendi z. Niiiid eelduse tottu

(¢ oe) (x) = Y(e(z) = ¥(2) = p(2).
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3 Osalised toimed ja eelmorfismid

Selles peatiikis defineerime eelmorfismi, toestame teatud homomorfismide ja eel-
morfismide vahelise seose ning néitame, et rithmade osalised toimed on iiksiiheses

vastavuses iihikut séilitavate eelmorfismidega.

Definitsioon 3.1 ([4]). Eelmorfismiks nimetatakse kujutust f: S — T invers-

sete poolriithmade vahel, mis taidab kahte tingimust:
(PM1) f(s7!) = (f(s))"iga s € S korral;
(PM2) f(s)f(t) < f(ts) iga s,t € S korral.

Viimases tingimuses tédhistab stimbol < inversse poolriihma standardset jarjestust.

Paneme téhele, et eelnevas definitsioonis tahistatakse tilaindeksiga —1 inversset

elementi.

Niide 3.2. Votame rithma G = (Z,+), hulga X = N ning néites 1.9 vaadeldud

osalise kujutuse
NxZ—=N, (n,z)—»n+z,ku n+2z>1.
Iga fikseeritud téisarvu z korral saame osalise kujutuse
f(z): N>N,n—n+z,kui n+z>1.

On voimalik naidata, et f: Z — I(N), z — f(2), on eelmorfism, kusjuures see

jareldub teoreemi 3.6 toestusest.

Definitsioon 3.3. Olgu S ja T poolrithmad. Kujutust f: S — T nimetatakse

poolrithmade homomorfismiks, kui

f(st) = f(s)f(t)

mistahes s,t € S korral.

15



Lemma 3.4. Iga homomorfism kommutatiivsete inverssete poolriihmade vahel on

eelmorfism.

Toestus. Olgu f: S — T homomorfism kommutatiivsete inverssete poolriihmade

vahel.
(PM2). Et f(s)f(t) = f(st) = f(ts) iga s,t € S korral, siis tingimus on téidetud.

(PM1). Igal inversse poolrithma elemendil on tapselt iiks inversne element, seega

piisab néidata, et

ja

on tingimus (PM1) toestatud. O

Naiide 3.5. Vaatleme poolrithma S = (Z, min). See on kommutatiivne poolrithm,
milles koik elemendid on idempotendid, seega on see inversne poolrithm. Hulgal
Z on defineeritud nii inversse poolrithma loomulik jérjestus, tdhistame <, kui ka

harilik tédisarvude jérjestus, tdhistame <y.

Vaatleme kujutust

7 =7, z2+— —z.

Proovime néiidata, et see on eelmorfism, mis ei ole homomorfism.

(PM1). Tingimuse kehtimiseks piisab tahele panna, et iga z € Z korral
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(PM2). Uldisust kaotamata eeldame, et z <z w, kus z,w € Z. Siit saame, et
f(w) = —w <z —z = f(z). Jarelikult f(w) = min{f(z), f(w)}, kusjuures f(w) on

idempotent poolrithmas S, seega

min{ f(z), f(w)} = f(w) < f(z) = f(min{w, 2}).

Toome kontranéite toestamaks, et kujutus f ei ole homomorfism. Vaatleme ele-

mente —1,0 € Z. Nédeme, et

fmin{—1,0}) = f(-1) = =(-1) =1,

aga

min{f(-1), f(0)} = min{1,0} =0,

seega vordus ei kehti ja f ei ole homomorfism.

On selge, et siimmeetriline inversne poolrithm 7(X') on monoid tihikelemendiga idx .
Olgu G rithm iihikelemendiga 1. Me iitleme, et eelmorfism f: G — I(X) siilitab
tihikut, kui f(1) = idx.

Teoreem 3.6. Riihma G osalised toimed hulgal X on iksiheses vastavuses thikut

sailitavate eelmorfismidega G — I1(X).

Toestus. Vaatleme hulki

A:={a: X x G — X | @ on osaline toime},

B:={f:G— I(X)| f on eelmorfism}.

Peame niitama, et need hulgad on {iksiiheses vastavuses.

Vaatleme juhtu, mil X = (). Siis hulkades A ja I(X) on ainult tiihi kujutus. Viimane

tdhendab, et iga g € G korral kujutatakse g tithjaks kujutuseks. Et see on ainus
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voimalik kujutus, on ka hulgas B ainult iiks element. Jérelikult on véimalik panna

hulgad A ja B iiksiihesesse vastavusse.
Edaspidi eeldame, et X # ().

Olgu « osaline parempoolne toime a: X xG — X, (z, g) — a(z,g), kus G on rithm
ja X hulk. Iga elemendi g € G korral voib vaadelda osalist kujutust pg: X — X,

mis on defineeritud vordusega

pg () = a(z,g), kuiJa(z,g).
Muuhulgas

dom (pg‘) ={z € X | Ja(z,9)},

im (pg) = {a(z,g) | o(z, 9)}.

Néitame, et pg on hulga X osaline bijektsioon (s.t. hulga I(X) element).

Olgu z1,22 € X, g € G ning eeldame, et on defineeritud a(z1,9), a(x2,9) € X
ja pg(z1) = py(z2) ehk a(z1,9) = a(z2,9). Et g € G ja G on riihm, siis leidub
g~ ! Tingimuse (PA2) téttu on defineeritud ka o (a(azl, 9), g_l) ja (oz(:vg, 9)s g_l)
ning

=« (a(xl,g),g_l) =« (a(acg,g),g_l) = T9.
Sellega on toestatud osalise kujutuse pg tiksiihesus.

Iga o € A korral véime vaadelda kujutust
fa: G = I(X), g~ pjy.

Toestame, et f, on eelmorfism. Madramis- ja muutumispiirkonnaga probleeme ei

teki. Ilmselt I(X) téidab eeldusi, rithma G sobivust néitasime varem.

(PM1). Seetottu, et fo (¢71) = py-1 Ja (falg) ™' = (p;")fl, piisab esimese tingi-
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muse kehtimiseks naidata, et pg‘_l = (pg‘)fl.

Paneme téhele, et

dom (,0;,1) = {:I: € X | Ja (x,g—l)} =:U,

dom ((pg)~") = im (py) = {aly,9) | y € X,3a(y,9)} =: V.

Niitame, et U = V.

Olgum € U. Siis on defineeritud « (m, g_l). Tingimuse (PA1) tottu on defineeritud
ka « (a (m,g_l) , (g_l)_l) =« (a (m,g_l) ,g). Et (m,g_l) € X, siis uuesti

sama tingimust rakendades saame m = « (a (m, gfl) , g) eV.

Votame niitid n € V. See tdhendab, et leidub k € X nii, et a(k, g) on defineeritud
jan = a(k,g). Kasutades taaskord tingimust (PA1), saame kinnituse elemendi

o (a(k,g),g7") defineeritusele. Siit aga néeme, et a(k,g) € U.
Iga hulga U element kuulub hulka V' ja vastupidi ka, seega U = V.

Olgu z € U ja tahistame (pg‘)_l (z) =1y € X. Siis z = pg(y) = a(y, g). Jérelikult
tingimuse (PA1) tottu

poa(z)=a(z.gh) =alay.g).g) =y= ()" (2),

kui « (m, g_l) on defineeritud.

Kokkuvottes saime, et osalised kujutused pg ja (pg‘)f1 kujutavad méaaramispiir-

konna elemendid vordseteks kujutisteks.

(PM2). Néitame niiiid, et pg o pj < Phg 182 g, h € G korral, kus < on defineeritud

real (3). Kasutame selleks lemmat 2.9.

Teame, et

dom (pg o pfy) = {z € dom(p) | pj(z) € dom(p{)}.

Seega x on selline element, et a(z,h) on defineeritud, ja pf(x) = a(x,h) selline
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element, et a(a(z,h),g) = a(x, hg) on defineeritud. Jarelikult
dom (p§ o piy) € {x € X | Fa(x, hg)} = dom(pf,).

Lisaks sellele, iga x € dom (pg‘ o pg) korral

(62 0 2)(2) = P23 (2)) (definitsioon (1))
= py (a(z, h)) (p% definitsioon)
= a(a(z,h),q) (p§ definitsioon)
= a(x, hg) (tingimus (PA2))
= Phe(), (ph, definitsioon)

kui a(x,h) ja a(a(z, h),g) on defineeritud.

Niitid vaatleme kujutust

v: A= B, a— f,.

Peame néitama, et see on bijektiivne.

Olgu a1, ay € A ning oletame, et y(a1) = vy(ag). Siis

Y() =v(a2) <= fa, = fay == (Vg€ G)py* = pj2.

Niiiid piisab naidata, et a3 = ao.

Teame, et

dom (pgl) = {:L' e X ‘ 3041(.%,9)}7

dom (p§?) = {z € X | Jax(z,9)}.
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Seega

(Vg € G) pg* = py*
— (Vg € G) dom(p(") = dom(p?)
— (Vg € G)(Vz € X) (z € dom(pj)!) <= 2z € dom(p)?))
= (Vg € G)(Vz € X) (Bai1(z,9) < Jaa(z,g))
= (Vg e G)(Vxr € X) ((z,9) € dom(a1) < (x,9) € dom(az))
— dom(a) = dom(ay)

Varem négime, et iga g € G korral kehtib vordus pg! = pg?. Jéarelikult iga paari

(x,g) € dom(ay) korral

a1(z, ) = pg*(x) = py*(z) = aa(z, g).

Sellega oleme néidanud, et a1 = g, ja toestanud v injektiivsuse.
Niitame, et kujutus v on siirjektiivne.

Olgu antud eelmorfism f: G — I(X). Vajalik on konstrueerida osaline toime

a: X x G— X nii, et f =7(a)= f,. Loomulik on lugeda, et
dom(a) := {(z,9) € X x G | = € dom (f(g))}

ja defineerida

a(z,g) = f(g)(z)

iga (z,g) € dom(«) korral. Tarvis on néaidata, et o on osaline toime ja f = f,.
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(PA1). Eeldame, et a(z, g) on defineeritud. Siis

Ja(z,9) = x € dom(f(g))
= f(9)(z) € im(f(g)) = dom (f(g)™")
— a(z,9) €dom (f (¢71))

— da (oz(:z:,g),g_l) )

Et x € X, f on eelmorfism ja

z=((f(9) " o f(9)(=) (definitsioon (2))
= (f(g7") o fl9)) () (f on eelmorfism)
=f(97") (f(9)(2)) (definitsioon (1))
= f(g7") (al(z,9)) (o definitsioon)
=a(a(z,9),97"), (o definitsioon)

siis on defineeritud ka o (a(z, g),g7").

(PA2). Nouame «a(z, g) ja a(a(z, g), h) defineeritust. Niitid taaskord seetottu, et f

on eelmorfism,

ala(z, g),h) = f(h)(a(z,g)) (f(h) definitsioon)
= f(R)(f(g)(z)) (f(g) definitsioon)
= (f(h) o f(9))(z) (definitsioon (1))
= f(gh)(x) (definitsioon (3))
= a(x, gh). (f(gh) definitsioon)

(PA3). Votame x € X. Et f(1) = idy, siis iga © € X korral x € dom(f(1)), seega
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a(x,1) on defineeritud ja
a(z,1) = f(1)(x) =idx(z) = x.
Niiiid eelneva pohjal
a(z,1) =« (:E,gg_l) =« (a($,g),g_1) =z

Kokkuvottes o on osaline toime.

Kujutuste f ja f, médramispiirkonnad on vordsed, seega nende kujutuste vordu-

miseks peavad nende kujutised iga mé&dramispiirkonna elemendi puhul vérduma.

Olgu g € G jaxz € X. Siis

fa(g)(z) = pg(z) = a(z,9) = f(g)(z).

Muutumispiirkondade vordumine tuleneb kujutuste f ja f, méaramispiirkondade

ning iga madramispiirkonna elemendi korral kujutiste vordumisest. O
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Kokkuvote

Bakalaureuset66s anti iilevaade rithmade osalistest toimetest hulkadel. Pohitulemu-
sena naidati dra seos riithmade osaliste toimete ja rithmast stimmeetrilisse invers-
sesse monoidi viivate {ihikut séilitavate eelmorfismide vahel. Lisaks toestati riih-
made osaliste toimete seos monoidi tugeva osalise toimega, siimmeetrilise inversse
poolrithma loomuliku jarjestusseose alternatiivne kirjeldus ja et iga homomorfism
kommutatiivsete inverssete poolrithmade vahel on eelmorfism. Sobivates kohtades

anti vajaminevaid definitsioone ja toodi naiteid.

Riithmade osaliste toimete kohta on teada palju rohkem, kui siin t66s mainitud.
Seega materjali jaguks {iheks voi ka mitmeks uueks referatiivseks t60ks. See aga ei

tdhenda, et uusi tulemusi toestada ei saa.
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