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, Vorrede.

Auf keinem Gebiete der mdthematlschen W issenschatten sind e l‘OILaChutt(, 1Im
hdnzcn ungeachtet des aufgew endeten Scha[fsmns der Hltl][lﬂstei h()pic, SO oermgfuglg,
als auf dem Gebiete der 1nte sration der Dlﬂetentmlﬂluchunc”eu im Allgememen. Die
meisten Analytiker haben deshalb specielle Zweige dieses grossen Gebietes zu ti:liwi“ér
Aufgabe gew;éihlt, und ‘auch in diesen specie]lstén Zweigen ist noch unefidlich viel zu |
thun. Insbesondere sind es die iiﬁeéiren Differentialgleichungen, denen man auch sonst
in »»@dwen,Naturwis,sénschal'ten begegnet, welche eine sorgfiltigere Beachtung gefunden ha-
ben — In den vorhegenden, demse]ben lhemct erxdmeten Intenquchnnoen war naohst

den allgemeinen Betrachtungen die lnteomtlon der IEIChlln"

(@t Brtye) a4 (a, +Ba+‘yx) .+ (w, +Bx+'y2x) = 0
das Zlel das dem Verfasser vorgeschwebt ; leider oelang ]edoch die Integration nur in

besondern Fd“?ﬂ und der Verfasser wird spatex auf dasselbe - Thema /urucl\kommen. :

Der grossen Schw1erlgke1t des Satze: und des damit verbundenen Aufenthaltes
Wegen hat ein belrachthchex Theil hlerher oehorwm Untemuchunaen unterd:uckt wer-

den miissen. SN FF RS

Helmling.
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Thesen

Die gerade Linie ist ein Kreis.

Das unendlich Kleine konnte nur Missverstand aus der Ana-

~ lysis verbannen wollen.

Licht und strahlénde .Wéifrmé sind identisch.

Licht und strahlende Wirme sind nicht identisch.

Die Existenz des Aethers kann als erwiesen betrachtet werden.
Der Aether ist discret. | |

Die WagbarP Materie ist discret.

'_Keme Matene ohne Kraft.

Die Materie hat kein Wagbareq Substrat oder es glebt kem

materlelles Aton.

10) Die Herbartsche Philosophie allein ist mit dem heutlgen Stand-
punkte der Naturwissenschaften vertraghch




Allﬂ‘emﬂne Unterwchlmg uber die linedren. Differentialgleichungen dea“ Zweite
und dntten Ordnung. ‘

§ 1.

\us dem in der Einleitung Vmausgeschxcklen geht hervor, dam das aligemeine
Integral einer linedren Differentialgleichung hoherer O:dnung, wenn man die erforder-
liche Anzahl, oder noch eine grissere Zahl von pamkuldren Inteoralen hat, in viel-
facher Form daroe~tellt werden kann. Ferner ist bekannt, wie die Constanten des
allgemeinen Integrals aus der hinreichenden Anzahl von parmkuldren Integralen ge-
.iunden werden konnen.*) Nach richtiger. Bestimmung der Constanten stellt die durch
das allgemeine Integral gegebene Funktion von x eine durchwev spemahswte Curve dar.
Man darf nun wohl fraoen a) Wenn das allgemeine Integral in meh reren Gestalten
gefunden ist, und man bestimmt die Constanten durch dieselben festen Punkte oder
‘Anfangswerthe — sind dann die so gefundenen Funktionen , die durch das allgemeine
Integral reprisentirt werden, auch wirklich identisch? oder mit andern Worten: sind die
durch verschiedene Formen dargestellten Curven in allen ihren Punkten congruent? oder
besteht das allgemeine Integral eben nur darin, dass die gefundene Funklion der Difie-
rentialgleichung geniigt, ohne eine bestimmte eindeutige Losung zu geben? Man weiss,
dass bei allen LI]tBlSl]ChUI]C'BH d(:‘l Physik, Mechanik, Astronomie ete, wo die Integrale
lineirer Dxﬂerentla]glexchungen ‘eine Ro]le’ spielen , 'die Voraussetzung von der vélligen
Bestimmtheit der Losung stillschweigend gemacht wird, und das Gegentheil wiirde alle
diese Probleme in Frage stellen. Es mag deshalb wohl statthait erscheinen, einmal die
Beantwortung der sich daran kniipfenden: Frage zu versuchen: Welche Bedingunger
miissen erfillt 'werden wenn das n mehrfacher Form gefundene allgemeine Integral
eine eindeutige Funktion sein soll? und, wird diesen Bedingungen in vorkommenden
Fillen auch wirklich gentigt? | | | |

Kine andere sich unmittelbar hieran anschhosqende Frage ist: b) Wenn beliebig
viele partlkuldre Integrale und zwar mehr als die erforderliche Anzahl vorhander sind,

*) Man sehe daritber l’elzqm': Integration der linedren Differentialgleichungen., Wien 1853,
A ° i
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— welcher Zusammenhang muss zwischen ithnen und den allgemeinen Coefficien-
ten X, X, X,... X, der Differentiglgleichung stattfinden ? |

Da es 7[10'161(}11 in dem Zwecke der vorliegenden Abhandlung liegt, durch Eingehen
auf specielle Fille die allgemeinen Untersuchungen zu beleuchten, so mag es genugen,
blos die Differentialgleichungen der zweiten und drltten Ordnung in dieser Hinsicht
zu untersuchen, indem alsdann ein Fortschreiten zum allgemeineren Zusammenhang: sich:
von selbst daraus erkennen ~lasst.

Seien nun y,, ¥,, ¥y Js vier pdrtlkuldre Integrale der Differentialgleichung:

X . dy, + X, .dy, + X,. =0 . . . . - - 1)
<o miissen zwischen je dreien derselben, wenn das allgemeine Integral einen ein-
deutigen Charakter haben soll, und wenn das allgemeine Integral durch y dargestellt
wird. nothwendig folgende Gleichungen stattfinden: " |

y=d.y,+8y,=Cy+Dy,=E v.+F. s
und durch weiteles Differentiiren folgt sodann | |
y’=‘43/;’+ B.y ,=C'-}'1"':"ij/s’:Ejy;,""'F'J/é’
y=dAdy '+By ' =Cy ' +Dy =By +Fy/'
In diesem System von 9 Gleichungen ist immer je die dritle eine Folge der beiden

2)

andern, so dass sic nur 6 von einander unabhiingige Gleichungen reprisentiren. ‘Da man

nun durch eine der 6 Constanten A, B, C, D, E, F (etwa durch A) weﬂdmdlren'

. : B ¢ D E F
kann, sO muss ausser den 3 Bestlmmungsg]elchungen der Quotienten —-, —, —» ~7»
noch eine 6te Bedxnoungqglexchung zwischen den verschiedenen partlkuldren Integralen
und ilwen Ableitungen stattfinden. Eliminirt man die obigen 5 Quotienten, so findet man

ohne Schwierigkeit die Bedingungsgleichung:

VoY= ys o Yi-Ya' =Y e . ~
yi 'y Il_yll_yl —Jﬁ’-}’z”"“y ",y oo, s 3)
der man noch, wie leicht erkannt wird, die sehr compenditse Form ‘geben kann:

d, () c <>_d<>d<)* ... 3a

&&tzt man nach und nach y_ statt y,, y, statt y,, y, statt y, u. s.-W, SO hat man die
allgemeine Bedmgung fiir beliebig viele partikulire Integrale.
Denkt man sich nun das Integral N durch die in der Einleitung gegebene Form

J3id ey
Y, =7, / ;‘0 - ‘dx dargestellt, und beyelchnet man zur Abkiirzung e~ e U
Y1
U ' U
s0 hat mau: —— dx y. =y U de 42
i y"‘, 4 ﬂyl)“ 3/3 (y))? LY
- . 1V 4 . U U.y 4y, U'—U.p,
= =) = - . dx - p—
s yl (y.)® +y1 (v, )2 + dt (9’1) I /(:’1)2 i Wi)?
Udx
=y, + —

(¥1)®



"Udx

(y1)?
¥y, ¥y, die Glemhung 3 substituirt :

vy, =y, vy, =y, 24+ U—yy' Z =U,; ferner

Sei nun zur f’eme;en \ezunfac%una/ — Z, so kommt, indem man die Ausdriicke fur

U’ U
. P4 4 _— ” I'4 — / o ’ e 7’ ” - ~ .
. vS =y =y v Ly Ty e =y o
' ([l ey U :
M ’ ” ” ’ Y U= " 2} vt .
d. 1i.: Y. v, —v"vy, " . Demnach fOlét.
)b e A ! ‘U — NU’ . . i ‘. |
.71_.9?; .le-”:, —_ Y 7 I yll yzn }’1”}/2’ Odel"
Y1y =3y _ vy U Yi' Ve — Y1 Ja
. - v’ y )
Y- — V1. Yy — vy
Y1 T Yy — ¥1'¥e
Well nun zufoige der Bedeulunq von U/ sein muss:
% X, 0 bt sich — 2y, X =X }'1{}'2“"'9'1“‘72’
= - —, S0 . er e Slq Co X
U X,’ 5 Y1+X, J’l'ﬁ’zl""}ﬁ"yz

oder auch: |

- yl" (ylyz, - yl,yZ) * 'Xl —_}/1 '}/1,:}/2,' 'X0+/’V1,)/1”)/2X0 — vy] yl \J/Q”'XO - yl y]” yZ/XO
d. 1.: —_— (}"1)”2' — 71,)’2) . -X] + (‘)’1”)/2 ——Vvllyzﬂ) . ~'X0 = o0

oder was dasselbe 'ist

" 2 (‘, ,X + } ) =V (‘}/2/X} + *V‘.’”.XO)'

Aber aus der Diﬁ"er’emialglelchuno folgt werter:

X S4rv X =—v, . X,
X ) X = X

und dadurch vmd die \orheroehende Gleichung zu einer reinen Identltdt was gezeigt
werden sollte. _ |

Es wird also die allgememe Bedingungsgleichung 3) oder Ja eliullt wenn man
dic mit »  (und ganz eben so mit y,) bezeichneten Integrale substituirt, und mithin
die Richtigkeit der Oemachten Voraussetzung bestitigt. Man kinnte allerdings noch - den
'Emwand machen, dass die Integrale y und y, vielleicht gar nicht von y und y, we-
sentlich verschieden seien, und in der That lisst sich Etwas dhnliches nachwelsen wie
spiter gezeigt Wexden soll. Dass aber auch die Bestitigung erfolgt, wenn man statt
der Integrale y3, y,, ein gewissermassen heterogenes, etwa durch eine unendliche Reihe
dargestelltes partikulires Integral einsetzt, soll wenigstens in einem speciellen Fall gezeigt
werden. — Die lineire Differentialgleichung o

x.d, 4+ b.dy, —g*x¥—ly=0 . . . . . . . ¥

wo b, ¢ und n positive Constante, sonst aber belichige Grossen sein konnen, so dass
also auch 2n—1 beliebig ist, — hat', wie spiter dargethan werden soll, die 3 partikuli-
ren Integrale:



yo= e i@ =r) T de (=)
I g 4
S b—n_1 d - '
ﬁ’2 — e—x.z.(ZQ.___r‘*) n z. ' e e e e 5)
i
n-—l’
ys =‘ (4 —_— ) . CZZ.
. =T

(b kann auch negativ sein, dann ist ©s aber an die Bedn‘wuma gekniipft: 6 > — n + 1)

die unter sich durch die einfache Glelchuns, y, =5, — y, zusammenhingen. Durch
einige vorliaufige Versuche findet man, dass der Dlﬂeremlalglelchnmg auch eine un-
endliche Reihe von der Form |

y= A xx o d . xTe A A . xin 4 A a4
geniigt, und wenn man ihre anferentlale darstellt und in die Gleichung i einfﬁm‘t und
die Vorzahlen gleicher Potenzen vergleicht, so ergiebt sich, dass zuniichst zur Be-

stimmung von « die Gleichung stattfinden muss:-

b+a—1).0.d=o;

da aber 4 nicht = o sein soll, so muss entweder & = o oder o = 1 — & sein. Da-
durch ergeben sich zwei Gleichungssysteme zur Bestimmung von A, A,, 4, von
folgender Form: . o |
fiir ¢ = o | fir ¢« = 1—06

2n—140).2n. 4 =¢q" . A | | Qrn4-1—0).2n.4 =q". 4

(bn—140). bn. 4, =q". 4, | . _.'(4n+4—b).4n.42_—:92.‘41

(6 — ‘1_—-b)-.6n./13=gg./12 o (bn41—0).6n. 4, =g . 4,

(2un — 1 + b) Qp:n A,.c = g°. 4,4-- (@pn 41— b) - 2un. Ap = ¢* . Au-1
| | p =12, '3 ... in infinit. | "
Sei in dem einen Fall 4, in dem andem B dle béliebi_ge Integrationsconstante, so er-
g2. A | o ‘ ¢*.B

41 = (2n-411‘+b>f;?'72 L A T (275‘;'- b).2n
A= (?n-—t+b)(Zz—.:f’f'b)(?n)ﬂ.?! - 4= olnJirl-?i)'{zn;tf-b}(‘-’Jn)'?vf‘i!

3 7 (n—1+06) (4n—1T0) (bn—1-1b) (2n)° .37 o3 (2nt+ 1 —b) (4n+1—10b) (bn+1—b) 2n)*.3!

wobei sich fir & die weitere Bedingung ergiebt, dass b nicht = 2un +4- {1 sein darf,

wenn man die negativen b ausschliesst. Dadurch hat man also die weileren partikuliren

Integrale: .
v 4 ! qg.x‘_)” : q4.x4" : q“.xﬁn
v 4

b o155 T e 2l i B n 15 ) 'V @0*.30 @n 14 6) (hn— LT 6) (e —1F0)



j/ — xl-—b . g 1 ‘ qz.x‘.’-n' : ) 74-x4” [
5 ' 2n.(2n+1—b) V(22)2.2/,2n+ 1 —b)(4nt+1—b) !
+ L R
(272)°.31.2n+1—b) (4nt1—8) bzntt—2 ' """
‘_ Beide Relhen convergiren fiir jeden beliebizen Werth von x von — o bis <+ %, ob-

gleich hier nur die positiven x in Betracht kommen konnen. Es lassen sich nun nach
dem in der Einleitung Vorausgeschickten noch fo]oende partikul'are Integrale hinstellen:

| Y) =y, . f:rdx, dx oder Y =y1 /’-b—(-{x

(y )2 b (y )2
dx © dx
Y = ) ; Y = ' :
» = Vs Ja g T f oGy
dx | dx
| y XCRY FONORTE ERY FONTRY
Man kann demnach das aIIOememe Integral der voroe]egten Glelchun“ unter 1:1—22 = 45

Formen darstellen. Wie viele von diesen Formen im Wesenthchen 1dentlsch sein kon-
nen, soll spiter untersucht werden. | i
In Beziehung auf die Formen Y Kb Y, ‘Ya in Verbindung mit y , y,, ¥ ist die
Pritffung der aufgestellten Bedmoungscrlelchung, dem Voxhergehenden gemiss, schon erledigt.
Was die Integrale y,, ¥, und y_, ¥ betrifft, so wiirde in-der allgemeinen Form
diese Prifung Schwierigkeiten haben, weil eine Vergleichung der gewonnenen Resultate

wegen der Unausfihrbarkeit der Integnatlon nicht wohl angeht. Wihlt man jedoch .4 so,

b—n—1 o :
~dass der Bruch 2" — eme positive ganze Zahl wird, so lassen sich die bestimmten

n

Integrale in endlicher Form ermitteln, welchen positiven Werth man auch fiir 7 setzen mag.
Nimmt man etwa b =7, n =2, wobei allerdings die Form y_wegfillt, da ein

: : : ey : . b—n—1 4
Faktor im Nenner = o wird, und bezeichnet man wieder -Z— mit r, so ist ab——;—-——_ = 1,
' ~ n
und man hat:
o0 L+ o]
1 ::ﬁ—x‘z-z.k (*—r®).dz; y, =ﬁ-x2~z. (2°—177). dz
| “r ' | —r . '
Dann findet man in bekannter Weise:
2 * e~——rx2 2 | 7 4’ e rac® ‘ 2 2
y=———{4r=")y, = - (3 { 3ra®~4rixt)
' 4 . —-r.x:2 '
¥y, =4 —— 21 4 21r2® 4 9777 +2r3x6)
9 etrx? b e T rx?
Vo= i (N —r2'); )] - - (3 = 3ra” 4= 7’x?)
| k.eTr=? “
L | ) - 2 2 3.6
Y , —— - (21 —21rx® 4= 977x* — 2r°x®)

Weil nun ferner V., =Y, -——-»yl, so hat man ohne Miihe

E )



ysz——é (ra® . Go8 ra® —@mfx)

' ‘ erx2 + P'—‘rx' ' ) erx2 — e""""'rxz .
wo wie gewohnlich God ra* = - Gin ra® = ; . und weil auch

y' =y, —y ¥y, =y, —y , S0 erg geben 81011 die Differentiale von y, eben 50

leicht. . |
Bezelchnet man ferner 27z — 14 b mit b, 4n — 1 + b mit b 6n— 140 mit b,

u. s. w., so folgt aus:

: 2 2% . 4 dn 6 . 0n
\}, :4 ' gT.x + - g .x j (1 .x . . +
ST U 2mh, @mz.20b,.b, | (2n)3.3!b,.by.b, 7T
, 1 q‘z.x?n : ; (]4..'174" \ ' Q'G-xG”, . %
Yo =7 b, V 2n.!b,.b, ' @n2.2/b,.b,.5, T }
Lt 22—t g hn—t gtat  br—1 g .
Yo =5t T 1 T ] 1" " 2n.b,.b, 1T (2)2.20b,.5,. b4 + t
und also fiir & T, n = 2 | )
2 4 4 -] 6 12‘ :
=t s F oo + ..
4 £.1/2.5 42,92/22.5.7 1 43.3/23.5.7.9
. , i ‘ 92’ x4‘ 94.x8 q,ﬁ.xIZ ' z
T ? 2.1.5 4.1122.5.7 42.2/25.5.7.9 77
oo ] gs gt g oo g
i T et 2 ! 17 4102257 TR YE XN T S LI
Fithrt man die Werthe von v vy~ v, v/ , ¥, in die allgemeine Bedmgungsglelchunff:

() 0) = a2 ()

ViV =3y, ____., Y Y Y Y
yl".y “—‘j/ / Vs /" )'.-_; yll_y “""‘}' / Vo 4

ein, und lasst man ibherall die "ememaamul Faktoren weg, so muss sein:
2. (1t ra?).y,’ + 9. (34 3rx2tr2xd).y, |

(21 LU 2 9r2xdt + 23 x00) y = (BT Ira? T2ty g,

2, [(3+ 3rx? + r2xt) (1 —ra?) — (3 — 2ra2 + r224) (14 7x?)]
T2t 2rx2 92 x‘l'X‘ZrM:“) (3 —3rx2t r2xt) — (‘)1 — 2lrx2+ 97204 —273x%) (3 + 3ra? + 12, 174)

Fithrt man die nothigen Reduktionen aus, so kommt:
X . ;’4”+ y :4.7‘2.&:3.;)’4 f

und dies ist in Folge der Dli‘erentnalglelchunx &) wirklich eine identische Gleichung ¢.e.d.

Aus dem Vorhergehenden ergiebt th somit fiir die lineiiren Differentialgleichungen
der zweiten Ordnung, dass das alloememe TIntegral derselben eine eindeutige he-
stimmte Funktion ist, und wenn man die Constanten gehirig bestimmt, so hat diese
Funktion einen unverinderlichen Verlauf in ihrer ganzen Ausdehnung, in welcher Ord-
nung man auch die gewonnenen partikuliren Integrale zur Darstellung des allgemeinen

oder was dasselbe ist, v

a——
om——

Integrals verwenden moge.



_—

" Kehren wir nach diesen Betrachtungen wieder zur aligemeinen Bedingungsgleichung
3) zuriick, so kann man derselben mdem man die Nenner wegschafft, auch die folgende

Form gehen: ‘f .

R AE A PR S (S R 0 B A & v,y ,”’2”)9’3 =o .. 7T)
und die Anordnung blelbt eben <0 symmetrisch, wenn man nach Yoo ¥, y, oder v/

2

¥, ordnet Vergleicht man aber diese Form mit der oecrebenen allgememen Dlﬁ'p—
rentla\lglelChunU selbst, indem man darin y_ statt , setzt, nimlich:

+ X v/ 4 X,. == 0;

SO muss sein- |

21"y — .9"1.9/2” -z(_ 8)
Yiye! — 'y, _ X ' - - _ '

Vi ye! = 1 ys" :’_f;_ 9)

Y1V — Y'Y,
und embprechende Gleichungen ergeben sich, wenn man Y, statt vy, odel v setzt. In

der Gleichung 8) ist aber, wie man leicht erkennt:
Y=y, = —d -'-/,})
also der l&u%dtuck zur Lmken (in 8) ein vollstdndnoes leferentlal so dass man durch

Integration erhalt:

X

, ’ 2 e dx + Const. ' |
jll,yz - 9/1 y2 —— e X ) - . . . . s . 40)

oder auch: |
k.(}’lﬁ’z—-—v y)=e X,

wenn Const. = [ — gesetzt wird. Analoge Beziehungen ergehen sich zwischen je zwei

1
k
S : - - . | : /)-(—l-dx
belichigen partikuldren Integralen. Man errkennt ‘hieraus, dass der Ausdruck e-J X,
eine symmetrische Funktion je zweier partikulirer Integrale sein muss, multiplicirt mit
einer Constanten. Sind ferner Y , r, gegeben, und etwa v, nach Nr. 3a) der Einleitung

2

X1 /

' ) = dx ‘
: z e~vJ'X | R » e R

gefunden V.=V /‘ _ ,‘; . dx, 50 findet sich aus 10) derselbe Werth fiir Y., Didm-
: '{ﬁ/« ‘ . ) S
] X |

: n o 5 dx S . .
heh: y = — y oo f €7 % " dx, so dass also die beiden Funklionen y,ound y , wie
* ‘¢ Ay )?

sie auch sonst heschaffen sein mogen, em constantes Verhiltniss zu einander haben

. N ] | . - < ‘ e-:- %1‘ dx B
Apalog verhalten sich die Funktionen Y. und ¥,, wenn y =y, f ° . dx.
: ) (y) ,2 :

Es scheint mir wohl der Mithe werth, an emem Beispiel die Richtigkeit der vor-

‘ausgeschickten Sitze zu zeigen.

— 2 ?
D, e—Tx 9. erx

Nach Nr. 53) 1St ;}’1 — : '. (4 + rxz); ve

xb

(1 — r%*).  Nun hat man :



X\ —2 | 7
* —f 5 dx 2.e— %" ] = dx 12
Y1=71Je fXO r = 6 '(4+rx2)/e : — aw =
(r:)* . * | be—2 %" (A4 rx®)
| e"”" 2rx2
=< . (14 ). / . dx
(1 + rx‘z)2 |
Setzt man x* = z, so kann man das Integral durch theilweise Integratlon ohne Schwxe~
o - 1 * L (rx® —1) . -
rigkeit ermitteln und findet dasselbe = - . ——- 7, so dass n der That
2 r. (1 +re?)
1 2. (1 —ra®) 1 |
Y =— . (16 )._.. oY, 8 efunden wird und in .,lexcher Weise findet sich
y , r
Xl \ ‘
—f — dx 1
Yzzvgfe fXO . dx:':——-——.;yl. |
; ”(},2)2 8r : . |

Was das Integral y_ in Nr. § betrifft, so ergiebt sich ganz einfach: weil , =
qus v /'y ’ — & dx 1+ Const. , ” ’ "y — ) —_— v ! v l‘/ 30
u ’J'yS °’1y3'~‘e v X '?'1_(92 _—'}"1').‘—‘:‘”1 (“2 7y —5-9/1)2~—~,])2,

0 N

'Vz - ._/Vl

dass es keiner weiteren Untersuchung bedarf.

Aus den Gleichungén 8) und 9) lasst sich noch ein ‘merkwiirdiger Ausdruck fur
das vollstiindige Integral der allgemeinen Differentialgleichung X .1" -4 X,. Y+ X v=o
ableiten. Bezeichnet man die Integrationsconstanten mit /&, und e’f:, so kommt aus 8)

" le dx | .
' 'y, =Fk.e und dadurch geht dle 9 iiber mn

Y.Ye T 1Y ?
.XI o , X | .
vy, — ¥ Y, = f , und wenn man ef X, % mit e?* bezeichnet,
€¢x
'so hat man auch — d, . ( ) = £. X2 STl woraus durch Integration
1
f ‘ X i X €
=k — k. [ 2 .dx oder k—kf’ dx
Y1 ! . Xo'(.yil)g 7 ()1)2
Verbindet man, statt zu integriren, diese Gleichung mit y .y, — ¥/ .y, =k.e o,
s0 kommt: | : |
| L P - —0x
=y .k —k. \y |5 ‘ dx-l—e )—y : 1)
y y ' : X, (y,')? : ! v, : ) ¢

wenn ¥ das allgemeine Integral ‘bezeichnet.

Dass man es nicht mehr mit einem partikuliren lnteglal zu thun hat geht daraus
hervor, dass 4) swei willkiirliche Constanten darin vorkommen, und 2) alle in der
Differentialgleichung enthaltenen Funktionen von x zu seiner Darstellung verwendet sind.

Man kann sich vermittelst des oben gegebenen Beispiels (unter Nr. 5a) leicht von
der Richtigkeit des eben gesagien iberzeugen, und wenn man die Constanten entspre-
chend modificirt, so erhilt man in der That y =& .y -+ 4, .7, .




Seien ferner y , v, , 5., v, partikuldre Integrale der Differentialgleichung der drit-
ten Ordnung: . .
| X, dy, 4 X, .y, X, d, X, y=0 . . . . . 1)
und bezeichnet man wieder mit 3 das allgemeine Integral, und mit 4, B, C, D, E, F,
G, H, K, L M, N die Wlllkurhchen Integrationsconstanten, so muss, wenn das allge-
meine Integral eme elndeutlge Funktion sein soll, nothwendlg das folgende Glelchungs-
system stattfinden: |

y=dy, 4 By, +Cy, =Dy +Ey,+ Fy,=Gy,+Hy,+ Ky,= Ly, + My ,+ Ny,
u’y‘ =A)/1”"—B_}/2’+C_)/3’= D)’1,+E}/2%+FY4,= GY{’+Hy3’——Ky4’= Ly2’+M’}'a’+Ny4’
}/u — Aylﬂ_}_Byzﬂ_%_ C‘}’::: DY'lﬂ'__}_Eyzil_*_F‘)/é” — G’yllt_*_ijs”‘_g_’Ky‘}” — Ly2"+ﬂfj’3"+N9/4"

. 0 i ’”» Iy . n ’ " m ___ ) o 12 P " —_— , w ‘ [ m
V'=dy "+ By "+Cy " =Dy "+Ey "+Fy"=Gy "+ Hy "+Ky,"= Ly "+ My "+Ny,

2)

Hier reprisentirt- jede Horizontalreihe 3, von einander unabhingige Gleichungen, und man

C D N

: : : B
hat also 12 Gleichungen zur Bestimmung der 11 Quotienten 7 4 a T Setzt

man fiir diese Quotienten der Reihe nach By oy, 0,8, n, 9 4, %, A, i und driickt man
in den s0 vereinfachten Gleichungen etwa ¥  durch die iibrigen y , ¥ , y  aus, so

kommt: | |
@—Ny,=—e.0,+1.7.+0—9y,
) (J—S')J,l’—_—_-——-—e.y2’+n.y3'__(l—.—<)}/4'e 3)
0=y, =—-;-e-y2"+n-.n”+(f-—§)y4”S |
=9y =—c.0,"+ 1.0+ (="
und hieraus folgt weiter, wenn man aufs Neue die Quotienten —”— mit n' "2 it ¢ he-
zeichnet - o | 8
| Y1 o — ¥ v+ <y ‘?'4’,
}: o ""5}‘2 + 7 | 7'3 + 61 Va
V__1_: = vo!' 1y oy 44 m’f | | o ? 4)
vi° “J’zl+”1 ‘T‘gl Ya' T
ya' — ‘f?’z"”*_‘ 71 '}’3’“ + <y ya''
1" A RV E R o S PR

Eliminirt man aus der Gruppe %) die Constanten 7, §, S0 ﬁndet man nach elmgen
sich von selbst darbxetenden Transformationen die symmelrische Bedingungsgleichung:

() aCy) — ki) @) _ a() a3 —al) o)
iz’ d(,’,,)--d(“ﬂ (% ) (52 a(37) — 2 (5) - (55)

3
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oder in entwickelter Gestalt:
(yy3a —31'y2) 1 75" =31y ) — (/9" = 91920 (0195 =5, 95) ]
(9/1 },2//_}] _72’) (},1// ll/_y ”'_}/ “J"“(}/ ”}’ ’”—"}/ III}, “)(71 yg“—-y u l) 53)
(175’ =31 ¥V 'y — vy ) — 'y =0 "y ) vy —y, m

= (3! 1.9/3“-3/1” /) (9/1”_9/4’”—}’ NIJ, “)—'(}/ //}, u/__}, ///y. /") (V1'y4“—}/ ,,.1 ,.)

Will man auch diese Bedingungsgleichung durch Hinsetzung cines weiteren parti-
kuliren Integrals mach der in der Einleitung gegebenen Form (Nr. 7a) auf eine Identi-
tiit zuriickfithren, so hat man |

[ y e_f*’é_‘dx -
‘9/4:‘3/2;/‘]-9 Xo .dx—-—’yl. 2‘/ I‘o . dx
(9’1.72"’".9’1'3’2)2 (V1y2' =5 Y2)a
X1

| — dx
' 0

_ (¥1 92! —¥1'52)"
v, =y, [y @.de—y [7,. Q. dx
/,::.9/2,./1.9/1 ' ¢ ) dx.—-: 'yl’fyz ’ @ . dx

e

oder wenn man zur leichteren Uebersicht @ = setzt:

—yl’fﬂ’l ¢ dx-—-’V ffv @ dx+¢ () )’],.9’2) d. h.
X1
d dx 4 2 i;;dx d ferner:
| y fy Q. dx — Y, /y Q. dx - i und ferner:

X
—f —d=r
y1y2”_y1“y2 ' [&dx € X,
i :: 124 ) A W . . (Zx 8—- X d
Y Ya fyl @ dx Y fy2 ¢ + (.71.7’2 —¥1'y2)? ¢ + (¥1¥2'—y1'72)
Fithrt man die angedeutete Differentiation aus, so kommt:

' Y1YVe'— Y1’V

Demnach hat man, wenn zur Vereinfachung = U geselzt wird:

Y1Y2' =91V
Y, = Y,”fﬁ’, Q. dx — f.vl"fn.qo.dx 4+ U
14 114 ] h Xl "
yr=y" [y .0 de—y" [y, 0.dx—% .U
Dadurch verwandeln sich die Ausdriicke in 5a), welche y, und seine Ableitungen ent-
halten, in die folgenden:
L=yy —v v.=0.7 —5'y) [y @ ds
ﬂl:J/; '3’4" --—~J/1” y4’ — (yl'J/z” — }/1")/2’) jyl . Q. dx + yl’ U
N :ylﬂj’4"' _ 711/4J/4n — Cylr:yzm ___ylm yzm) .fyl . ¢ dx — (X] :Vlﬂ + Xoylitl) U
Bezeichnet man nun den Nenner in 5a) links mit &£, den Zihler mit Q, und fihrt man
" die so gefundenen Ausdriicke ein, so fallen die mit dem Integrale f y, . @ . dx multiplicir-"

ten Glieder heraus, der Rest geht darch U aul und man erhilt:
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Q.0 v —r v, ) ( Xy, +Xy"’)+0y By =y "y )Ry vy, —yy)=0
Um nun weiter zu reduciren, sej:

A=y, 5=y, B =y, 5/ —y
‘:Ax =:},'1/ ]'/2” m‘}/‘” })'/sl | Bl =‘}/1’ y3a - yln yal
A =.}/1a?’,2“"___y Aﬂygﬂ B =J/ﬂy3m__—.yﬂl}/u

so geht die vorhergehende Gleichung nach Einsetzung dleser Ausdriicke in Q und 2,
und nach einigen Reduktionen iiber in:
(X, v+ X .2 (AB — A B) 4 (dB,— 4.B).y =0.
Ordoet man nach den Ableitungen von ¥ oder y, oder ¥, und berucksxchtlgt man die
Gleichungen :
XO-JG“'!‘X,‘71”+X2-71,+X3'3’150
X, 5"+ X .y + X,y X y=0
| Xy +X, 0+ X, 9+ X,.p)=0
s0 erhdlt man in der That zuletzt eine identische Gleichung, und es wire nicht schwie-
rig, aber sehr umstdndhch diese Identit:it auch in dem Fall herzustel]en wenn eins

der partikuliren Integrale etwa in Form einer unendlichen Reihe zu dieser Untersuchung
verwendet wiirde.

Schreibt man die Gleichung 5a) in folgcnder Form:

A, .By—A4,.B — B-(}’1’°.74"“J’1/l'.74l)"'B1'(71 Vo' =¥, ya) v 5b)
A.B,—4,.B Bl'0’1“4’4”’""71“".74“)‘—Bz-(?:'u’%“"”’;“"”_a') '

bezeichnet man den Bruch zur Linken mit ‘]‘”ﬁ , schafft man- die Nenner weg und ordnet

man darauf nach y*, »* »’ y , so kommt:
| M.B, .y . y"+[(dB, —A4AB) .y’ — My".B .y" 4+
+[M.B,.y"+NBy"4NB, y].y, —N.B, .y .y, =0

Vergleicht man diese Gleichung mit der folgenden: '

VST X Xy Xy, =0
s0 geben die nachstehenden Glexchungen die Beziehungen an, welche zwnschen den drei
der Differentialgleichung geniigenden Particular-Integralen, y , y,, . nebst ihren Ablei-
tungen und den allgemeinen Coefficienten X, X X,, X, der Differentialgleichung
Statt finden mussen: |

Man hat namlich: -
X1 (4B, — A, B)y,  — M.y

X, T M.y
Xs __ (MB,+NB).y,"+N.B,.y, __ (4B,— A,B)y ‘' + Ny,
Xo M.B,.y," M.y 1
x Xz __ ‘N'yl "

- X, M.y, "
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Substituirt, man fiir die vorstehenden Ausdriicke ihre oben:angegebenen Werthe, so
erhilt man durch weitere Reduktion und Anordnung nach y, und seinen Ableitungen:

Xy g Y5195 =51 92 Ty (02 e =912 ") s 19—y ) 6)
Xo 9/3“(715’2 —W1 ‘Yo )ty () ya—y15"") T s (9’1 }211"”9’1”}’ )
X __ 3" 0y, ”—yi o)t st (1 a1 )t s (01 =5 ) 7)
Xo ’/#“(9’19’2 —Y1 J’z)'}}a B ye—y15" ) T ya vy 'Yl —31"¥2)
Xs gya’“ R A 20 b N O N e A P50 Ty 0y =y ) 8)
X Vs (51 Yo =y v Ty (v ve —¥152'") "17,73«(9{1"9/2“""71”.72’) '

In der Gleichuno 6) erkennt man ohne Schwierigkeit, dass der Zihler zur Rechten

das’ vollstindige leferentlal des Nenners ist, und somit ermebt sich durch Integration die
merkwurd:ge Relation:

1 , AY
R e SS AL SIS R N O F AU A -—-3' yg)—-e"'fX d + Const.
oder durch cyklische Vertauschung: |
” - f X1 dx 1T Const 63)
v, vy =, )--yz 0y =r7, )ty vy, V---yz v =e e

.__./X dx -+ Const.
v, (.5, —, 7,)--3' (y V=3 )Fr. 0y —y, )=
~ Bezeichnet man die willkiirliche Constante mit /(£), so ersicht man aus dem Glei-

ldx

chungssystem 6a), dass das Integral £. e~ / eine vollkommen symmetrische

Funktion der drei particuldren Integrale y, y,y, und 1hner Ab]eltungen ist.

Man erkennt ferner, dass diese Abhanglgkelt nur von der zweiten Ordnung ist,
“wie die der Differentialgleichung der zweiten Ordnung sich' als'eine solche von der

ersten Ordnung erwies. Die (;]elchungen 7) und 8) gehen vermdge der 6) tiber in die
folgenden:

m | ” " | Hi | A & ___k‘X — &d

y Y=y )y 0, y.,H-y (r,"y." ~"y2)—-— x e /Xo " Ta)
1 I/ »” N /) ) ” :‘;. I ‘ll k X &

IO AES I E SO (RS AC AR FAd¢d J’;"’Wl‘ ) ==t P gy

- Eliminirt man aus-den drei letzten Gleichungen die Grossen y ", v, so fallen auch
y.!, v, von selbst fort, und.man erhilt: SRLFTLSE
0 =) X 0y, =y W) K= =0 ) X,
welche Relation indessen, mit Zuziehung der Differentialgleichung selbst sich auf eine
reine Identitdt reducirt.

Zu der bemerkenswerthen Gleichung 6a) gelangt man tibrigens auch, wenn man
aus der in der Einleitung gegehenen Formel: - - | |
wf& dx ' » ___/}_(_.1 dx
X, ’ Fo € X

dx-—- . 2 0 d.x vc . . 9
AW (v ¥ =1/ yq)? | )

ys “yz 5)’1721“'.5"'1’}’2)2



und ihren Ableitungen n%imlich~
"X1

_”dx v..e v X ds
=y, / —.dx —y’ . |2 ~— . dx
(9/1}2 "‘.9/1 }’) ! V12 —¥.'95.)?

: —_— ” 0
]3 —yg

” y . }—{— dor / ,f’fi as e_f% dx
J (y,'y, —}'1’_}’2)2 cdx—y)” 192’ =¥ ' 3e? * { (¥, 52" —51'Y2)
die beiden Integrale zur Rechten eliminirt, nnd die aus dem Eliminationsprocess hervor--
gehende Bedingungsgleiéhung hinstellt. Da nun die in 6a) aufgestellte Relation zwischen
je drei partikuliren Integraleﬁ und ihren Ableitungen, unabhiingig von jeder besonderen
Form derselben, Statt findet, und da die obige Elimination zu derselben Relation fiihrt,
so folgt hieraus und aus Nr. 6a) fiir die linedren DiiTerentialgleichungen der dritten Ord-
nung der Saiz:

Wenn von beliebig viélen gegebenen partikulﬁren Integraien je zwei (y v ) zur
Darstellung eines dritten (¥_) nach Nr. 9) verwendet werden, so kann das so gefundene
Integral von einem schon gegebenen sich nur durch einen constanten Faktor

i

unterscheiden.
- Es wire wohl moglich, dieses bemerkenswerthe Ergebniss in einem speciellen Fall

zu bestitigen. Da jedoch die dazu erforderlichen Rechnungen ausserordentlich weitliufig
ausfallen und den iibersichtlichen Gang der Vo'rliegenden Abhandlung bedeutend beein-
trichtigen wiirden, so mag es geniigen, fiir Liebhaber ein jedenfalls nicht gewohnliches
Beispiel zur Untersuchung hier aufzufihren: | |

Es bezeichne X eine beliebige Funktlon von x, Jedoch soll sie innerhalb gewisser
Grenzen positiv bleiben, und es seien X’ X" X" wie gewohnlich ihre Differentiale, so
hat die lineiire Differentialgleichung der dritten Ordnung :

X.(X) . dy,+ X . [(a—l— bX) (X)) — 3 XX"]. &%, +

+ [X(?X”X”-——X’X‘”) — (a4-bX)(X')*. X*— (a4 b, X)(X")*] dy, 4 (e, 4 6,X). (X).y=0
wenn man der Kiirze wegen e X'.(z———r)”’f‘.(z—s)”‘"‘.(z—-—t)P—“‘ — Z setzt, und fir
positivé Werthe von m, = und p die Constanten «a, b, « . bll,_ a, , b, aus folgenden

Gleichungen bestimmt:
| a=m<4+nt+p; b=r4¢s+1t; ¥
a, = m(s+0) 4 n(r48) 4 pr4s): b, =rs+ rt + st;

a, = mst 4 nrt 4 prs; , = rst

zunichst die folgenden 6 partikuliren Integrale:

*) Man erkennt leicht, dass r, s und ¢ die Wurzeln der kubischen Gleichung: 23§ .22 L ) 2}, =0
sind. | |

4



-_:_—_fwz,dz; Yng%'dz5 yazf%.(lz;_ y4=:fSZ.dz;

t
-t ¢ :
yb-‘::fZ.dz; Lyﬁ:’::fZ.dz.

Da nun nach Nr. 9 je zwei der gegebenen sechs Partikulir-Integrale zu einem weiteren

. .. . 6.5
Partikuliir-Integral combinirt werden konnen, so wiirden sich also noch T3 = 15 For-

men ergeben, die der Diflerentialgleichung geniiglen, und diese, im Ganzen also 21 For-

21.20.19

men, liessen sich -auf 3

— 1330 verschiedene Weisen zum allgemeinen Inte-

gral zusammensetzen, wenn nicht in der That ‘die 13 letzteren Integrale wenigstens in
irgehd einer Ordnung mit den schon gegebenen zusammenfielen. Die gegebenen 6 hin-
gen aber, wie man sieht, wenn etwa » < s < ¢, durch die einfachen Gleichungen von
ainander ab: | |

v.+ryv.=v v.=v.trs =%+
so dass im Wesentlichen nur drel verschiedehe Formen iihrig bleiben.
~ Wenn nun m, n und p positive ganze Zahlen sind, so lassen sich, wie auch X
beschaffen sein mag, wenn es nur positiv bleibt, die Integrale y , y,, y, also auch y,
y.. V. sammtlich in endlicher Form darstellen,. und zwar in Reihen, die nach den reci-
proken Potenzen von X fortschreiten, deren Coefficienten ein iiberraschend einfaches
Gesetz befolgen. Bezeichnet man nun in Nr. 9 den constanten Faktor, der mit dem In-

‘ ) . 1 ' .
tegral — ?{-‘-dx + Const. verbunden ist, mit e—% = —; SO findet man aus den beiden
0
ersten Gleichungen in Nr. 9 durch Elimination:.
: : f,}_(_l dx :
o ~ ) Z_:_l.e XO . dx _ .y!yal_—yllys B . . J.- . . . 114)
’ P ST A1y — ¥y 5202 yl.}’fz""".'--.yl'l.}’z : c ' %
. . &dx l : o }
'/J/z'e X, (‘x — % Ya¥s'—¥2'¥s 42)
. (¥1Y2' —¥1'Y2)? . Ty =Y Ve . :

Wenn man nun hierin die so eben erwihnten endlichen Formen y , y,, y, etc. einfiihrt,
so lassen sich die Glelchungen 1) und 12) zur Daretellun0 sehr verwxckelter Integrale
“benutzen. | R
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Ermittelng complicirter bestimmter lntegrale durch die linedren Differential-
gleichungen der zweiten Ordnung,

§ 3.
Die am Schlusse des vorigen § angedeuteten Fnthcklunﬂen mogen wenigslens in

Beziehung auf die linesiren Differentialgleichungen der zweiten Ordnung hier eine Stelle
finden. Seien y , 5.,y partikulire Integrale der Differentialgleichung

X @y, + X .dy., 4+ X,.» =0 und zwar soll sein

| X, - Xy
| e—_ f dx y 7, T eo e-_ XO d
Ve =2, ) — " .dx =y .Z und der Kiirze wegen - = U:
738 ‘v 1 (71)2 U,l)z

bezeichnet man ferner der Kiirze wegen mit Z% die Difterenz (Z);‘»-- €Z),, worin en-
mal fur die Verdnderliche x, sodann g gesetzt wnrd,vao kann man 1mmer annehmen :
y,=dy 4 B.y, oder
Y, - L=4dy 4+ B.y, d i
Z=44+B. ( ) und hieraus:
%.....40, = 8. (
Ferner ergieht sich durch Differentiiren: _
’ ’ U /’ /’
Y=y LA =4y + By,

| oder Z 4 ;51’ A4+ B ( )

,ufid i}ie'faus Z: 4 ( U) — B (yl )x L B)

Yi¥y!
Ellmimirt man aus den Gleiéhunge.n-4ioa und 3 die honstante B, so kommt schliesslich:

[E (;7;) (7). 1
/ ””i | Ga—Ce | )

vorausgebeut ddbb dle verachledenen Punktlonen mnoxhalb der Integratlonsgxenze nicht

unendlich werden. |
Wie spiiter gezeigt werden soll, leistet der Differentialgleichung :

x.d? £+(o&+Bx) dyx-{-(oa -I--B "‘)x” —1 }’_O . ‘2)

das bestimmte Integnal
.__f —xn. (z-—-—-r)’"“ (2 — r ). dz _..jz dz

Geniige, wenn p und g, r und r, aus den Gleichungen:
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o=n.(ptg—D+1: «,=n.(pr+4gr),

| B"——"—'ﬁ.(l‘-*-rl); B]::n2.rr
so bestimmt werden konnen, dass p und ¢ positiv, » und r reell werden. Man sieht
zunachst dass r und r, die Wur?eln der Gleichung n*£” — Bné 43, = 0 sind, woraus:

B2 — 48 | — ) pz—4 —
— el Lo =" Ver— a8, (B>2B) .
2n | 2n !
erhalten wird, und ferner: | |
p— X acl-_—oc—é-n—"l B~r52m4ﬁ12
22 as. | n® n ' 9 B
rﬁ - 45 1 ~I 1
. 1
oder p= [0, 4+ (@4 n—1) 7 — 1B, — B)]
| 2n rﬁ2 — 4161
' 1
und eben so: ¢ = [(m-{-n-——l)(rﬂ — 40, +B)-—-—2m]
" ‘ 2n r52—431

Es ist ferner leicht zu ersehen, dass auch:

_..[Z dz, . .._[z dz  (r,>r)

die Gleichung 2) befriedigen werden — Wird emer der beiden Exponenten p oder g
negativ, so hat man immer noch wenigstens ein partxkulares Integral, wenn innerhalb
der run noch nachbleibenden Grenzen die Funktion unter dem Integralzeichen nicht un-
~endlich wird. o . - | -
Ferner sieht man leicht ein, dass das allgemeine Integral [*Z . dz immer in end-
licher Form heroestellt werden kann, wenn p und g positive ganze Zahlen sind, ein Fall,
auf den wir spiter eingehen wollen.
Versucht man die gegebene Differentialgleichung 2) in unendlichen Reihen zu in-
tegriren, so ergiebt sich, dass diese folgende Form haben miissen:
y = A.xl“—‘-dl.x”’x'/‘—l—/lg.xz”'{‘t“ 443'.'.%3".!-‘“ ...

und Well nun:

y = — [AI“ x4 A . (ndpante A, (2n+,4)x2"+f“+.4 (5n+p)x3"+1"'+ ]
¥ = [ (1) 2 A A, (npe) (1) e A (2 (21 Fu— )t ]

so findet sich, wenn man der Kiirze wegen folgende Bezeichnung gestattet:

n,=n-+p b, =a, + Bp - e =ntp—1+a
n,=2n-+4 p 52=“1+B(”+F) 02=2n+,4-—-1+a
n,=3n-+ p b, =, +B2n+p)  a=3tp—1ta

ooooooooooo

. .
ooooooooooooooo

zunichst zur Bestimmung von u die folgende Gleichung:
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4. “+F (—1)].4=0.
woraus, da A unbestimmt bleibt, p=0 und w=1-—¢ tolgl. Sodann ergeben sich zur
Bestimmung der weiteren Coefficienten A, A, d ... de folgenden Gleichuhgen :

'naz:{-[—b. A=0
n,a, A, 4 b, . /1+B A=0
n,a A4 + b . A, 4+ B, .4 =0
rya, A A b, A B =

Die hieraus her vmgehenden Formen fur . -1‘, A, .. .. sind endliche Reiher, die nach
Potenzen von f3, fortschreiten, und deren Coefficienten wieder elgenthumlwhe aber nicht
ganz einfache Blldungsgesetze befoloen Bezeichnet man etwa

b, by b, 5. b.b. b . o .
- ~—mil €y 3, 4 =t mit Cy 3 5 ¢ ®tc., so ist z. B.:

ByNgh, a, a,a, R, BB, B A, aya,a,

A y ~ 2
== 6(1,2,3,4) — L3 .B‘ + M] . B,

% — Cy, .,Ma)—}-L B, — M, B -
% + (12345b)-—L B+M B’-i-»N B
wobel L, };SZ"" 2+**—'; C’14+-—--; 034 | |
L;.'—- Ciza+-——~~ c,,g,‘,,,__;:___‘cus_'_ : :os,g,.ﬁ_"'
b= 1 1256+*“‘01456+

und man bemerkt dass In L de: Reithe nach die Zenge: 3 2 und 1 fehle,n nq LL die
Zelger £ 3, 2, 1, und ebenso in L die Zeiger 5, 4, R 2 1. 4 Dagegen sind die Gesetze

fiir M, M, . M, . .. nicht S0 emfach Man brdt -
1.

! "2"4“:‘24 . | . |
o |
= —— . O C 3 . C 1
MQ 234“2‘14 ’ + ”2"5“2“5 v + *"3"5“3“ .
1
= .C Cro4 .03 4+—~ e Caa
M’ nunga,a, -Gy 2-'. anﬁa,aé 1 4+ 50245 | +"z" a5 B L a,a‘ +
+ L . Cs3%
nen,a,4d,
N=_ ‘u.'s. LA
! nz"-lnsaa\“tlac R : |
Vorausgesetzt dass keiner der Faktoren = pnd a Nul! werden kaun, fur eine der beiden
“Annahmen von x, wo dann die entsprechen@g Belhenenthckelung unzuldssig ist, — so

sicht man aus dem Vorhergehenden leicht -ein, dass die Réihen fur ¥ convergiren fir je-

-den -eadlichen Werth von x, indem .bei fortschreitender Entwicklung die Quotienten zweier
| %
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auf einander folgender Coefficienten 4m und Am 4 1, sich auf die Quotienten ihrer
ersten Glieder reduciren. o o |
In dem bBaOﬂdEleﬂ Fall, wenmﬂ = ( 1st, netulfren die (,oethclenten A A A

ein sehr einfaches Gesetz, withrend der Annahme 3, = 0 dic Bedmgunﬂ r=~1 oder

» = 0 entspricht, so dass die Integrale y und y, immer noch Geltung haben. Man

1

erhilt so: | | | - |
b b.b, - bbb
A =——.4d; 4 =4 —>—.d; A = L2 d.. 4 =4..

2 | 3 4 4
n,a, nn,a,a, Mg Ug @y :

Die den beiden Werthen von u entsprechenden Faktoren sind:
fur p =10
=, a, =n—1 4+«
n, , = o, + nf3 a, n — 1+
¢ G, ,
, = 3n b, =a, 4+ 208 o, =3n— 14«

b

|
|
|

72
1

[
N
N

NS
Il
|
|

fir ,4 =1 —
n n41—o b, + B —a) - a, 7)
, =2n 4+ 1 —« b=a +Bn+4+1—a) e =12n

n =3 +1—w 3_..“ +B(2n+ 1 -———o&) e, =3n

II
I

14}

m_
|

o . W)

- Man erkennt hieraus, dass « und 73 30 besohaﬂ'en :,em miissen dass fur ganze
positive m, die Ausdriicke rmn 4 1 — « und mn = 1 + o nicht Null werden kon-

nen, und da dies nicht zu gleicher Lelt stattﬁuden kann', so hat man sicher immer
ein partikuldres Integral der Gleichung 2, in einer unendhchen convergenten Reihe aus-
gedriickt. Die bmden ‘partikuliren Inteoxale in Relhenform smd nan:

&, . XN | : (oc +Bn) ‘
— /‘ ! ! - 1 o 2n-—---.n-
'.}/1. l!rl.(ll~’l+x)i+ n2, 2 (n_1+“)(')n_1+“)
B} A ul.(ul-}-ﬁn)(ul—}—?ﬁn) | x3n+. B 3)
nd. 3‘(11——1+oc)(7/z~1—+u)(on——i+ac)
_ '“1'+ﬁ('1 *""“) fac +ﬁ!t~u»][u1—1»,6(zz+i——u)] ‘
/y p— xl (Z' — — {xj l . xZn N
- I § notl(n+l—a) Con? 2 a1 —a) (2nt1—e)
[, +,3(!-—-ac][ac B+t —oa)] e —-}—ﬁ(?fz"}-l———oc,] 3 p
YL )

3.3 (1 —a) (241 —a)(3n - | —«)
undk befy 1ed:0m dw Differentialgleichung : | ; -

.y, 4 (a4 Ba"). dy,+xx Ly=0 . . . . . . B)
’fi.[u‘ ro=0, st dann e =n (p 4 g — 1) +1; . =n*. pr, B::n L B] =0’

) o Al — n-—-! - J: 5&)
d. i =t g=—"44 r=".
' np lz[o’ | BRI £

In dem Falle nun, wo p u. ¢ positive ganze Zahlen sind-,— werden die Formen mn 41—,

L]



wd mn — 4 4w jetat #.(m—p—g41); und (m4p4g—1).n, so dass nur
die Reihe fir y als brauphbar -iibrig bleibt.
Man bringt die Reihen 3) und 4)" auf ihre 'einfachste Gestalt, wenn man
 n—1+4a «1+5(1——-a) | n41—a

= £: und = ;
n np ! .

._kjr

b

1 —— 8 -
Bn

setzt, wo «, B, «, und n nhren allgemeinen (Jhaxaktet benbehalten sollen. Es ist sodann
far diese Aubdmcke

— ‘ ¢ Bx £, (f+ 1) (ﬁxn 2 . (‘ + I)(t ‘4{“ ﬁ.xn '
P (B , ( Y+
‘y‘ A1 n 2. 4+1) \on ) (3N k. (,(.1_1)(,{ 0) o 3a)

T—a §, £y (ﬁx") | ey (e, + 1) /3‘“") 2 ey (2, 4+ 1) (51“1" )) (ﬁr") |
—F 1 R L S (N — ' st
b S R +9!","1(’€"1'T"1) ( 3!'{’1('£1+?)(11+?.) ) + }ia)

rn
In dieser Gestaltist es nicht schwer, diec Summirung der Reihen 3a) und- 4a) zu be-
werkslelligen. wenn man nimlich von dem bekannten Integrale ausgeht: ’
oA . Ip.T
fz”"". (1 —2z)"" . dz = P9
s Fip+q)

~und darin substituirt p=c¢ 4+ m, g=Fk—2¢e, wo m eine posm\e ganze Zahl S(‘sm

soll. Man enhalt vermoge der bekannten EKigenschatten der Gammafunctionen:
»:iz‘ tep— 1 (1 — A)‘{ ——1 r]z r(t+m) Lld—e) e+ 1).eefetm o 1) e.T'(k—2)
A I'(k—e)...T (k+m) L (1T1)...J—}-m-——!) T

B

f Bezelchnet man mtt Am einen sogleich ndhe: anzugebenden (‘oefﬁ(*mnten und  multipli-

cirt man dle vorstehende Gleichung mit 4, . ( ) so ist:

| n

R Lo E . | ot el SRR (PR N . ‘ €)
e—t 4, P g — 1 om . f (@i)m [A:P (e41) (¢ 4. m—1) p 7 Bx ) t Ie F( —g—
[2 ( ) . - n P £o(f41) 00 (hgm—1) “m: |

und wenn man nun m=0, 1,2, ... d =1 A4 = ——--/1 -—~+2, Ad,=—5. ..

:set;'t und d»w omzelnen Gheder aummlrt so findet man:

S

3 Bxr r,.r(,t_.)( : ,;g_,L B\
l‘—‘,‘ ___r/ A’——-'—“l ——— . O of ¢ m— —r—— . . \—-—
AR A T ST )+w~ u+1> n/ >

woraus 1olgt

4
- r Bat e (1) Bam\? rs " a1 £-a-1 Bx* |
—— 1 - - . > I ) "o -——-"""""‘""’""‘“‘"./ z . '—Z -e—.—z-(i” 6
¥, By ULk 1) n Fa.T(h—s;. ) (1-2) . z 6)

=

end eben so0:

R Sxfs)+ “- i /;81") o Thy.x
YN - '

20 (/(l-r—l)\\ n Pe Teh -2 )0

-1

1 ‘ N .
/ (1-—z) Gt e~ 5 %dz T)

" " iy F Ig . . . . . . s . 4 ‘.
Seizt man firr ¢ £ und = ihre Werthe, so ergiebt sich mit Ritcksicht auf die Gleichun-

n
B

FL

gen 5a) . . . e=p.k—e=¢g =r a—4t=n(p4+g—1) und eben so e =1—p,

E,—s =14 — ¢; also k=2 — (p+q) =2 — u.... dadurch erhilt man in 6) and 7)



po(p+1) (reme po(p+1t)(p+2) (ra®>

~ . p’wn - :
=1 — . . — e e =
Y w1 +ﬂ~(n+1) S :“-(Mf’""”-(#.““??)f 31 + | ~
¢ 'S I o : ’ S ' .
= ;th’) fzp~1>;'(4"——z)q-1.e——‘rr"-z.dz e .o 8)
q % |
. U, ‘ - (1 ""’P) oAt (‘___ 2._....pj (, T” o i |
, ....x-"‘(P""I“” ‘ ] . U ——
Ré | 2—w 1’-":+(2—~.u),(3*~m, 2! ;

1

/ z7P. (4-—-2)—‘9’ e=rers de . .. 9)

I‘(‘)-—,u) x—n@tq—1)
rt—p). F1~—q1

0

Man ersieht hieraus, dass die ‘Summation del belden Relhen in 8) und 9) nar

in dem Falle zulissig ist, wenn p und q posnne aichte Briiche sind. Fiir -einen

[ ]

gZrosseren positiven Werth von p und ¢ ist nur die .Form in '8), fir einen nega-
tiven von p und ¢ nur die Form in 9) von endlicher Bedeutung.

N I
Das der Differentialgleichung 2) gentigende bestimmie Integral:.

T,

f.,e —wr.z (z—p)P—t. (z—r)9—1.dz geht fir r = 0, rz statt z, und wenn man

r N I
1 :

schliesslich 7 fiir » schreibt, iibel‘ in: (— 1)1""‘-l . TP .fe‘“"-"”‘ - .zP"i-.(’l — z)?*‘". dz,
(1]

- _welches smh wie man sieht, nur durch einen constanten Faktor von dem obigen un-
‘terscheidet. — Aus 8) und 9) ergeben sich ‘noch, wenn man rx® = u setzt, die be—
stimmten Integrale:

r / [ pu pp+1)u? p.(p+1) (P+2‘) u® IPP'IFP‘
—uz -1. —z2)9 V. dz={1— "~ = s, e — 10)
~ '[e» “ ZP, (4 ?) dzwu i‘ w 1 a(ut1) 2! pe(utD)(et2) 3! Y Ta - )
[ o—ss F('-—-p} r'(1—q) _(—p) u (1—p)(2—p) " u?
‘[ S (4”—2) * d?~ T@2—w) 1- (" —p) 1’ +(2~*M*(3-—-.«) 2!
1P C—pG=p) w1 T
T €“~ﬂ)(3~*—ﬂ)(4-ﬂ) 3! ‘f*_

e Sw_Y

wobel die‘Reihen w1e man eleht etwaq raschet convergiren ale dle Reihe fu: ex .



