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I peatikk.

RELATIVISTLIK MEHHAANIKA.

Relativistliku mehhaanika tlesehitamisel on vaja eel-
kdige silmas pidada relatiivsusprintsiipi. Mehhaanikasea-
dused ja vastavad voOrrandid peavad olema niisugused, et
Ukski 1inertsiaalsiusteem ei oleks teistega vOrreldes eelis-
tatud. Selleks peavad mehhaanika dldised vdrrandid olema
mistahes inertsiaalsisteemis Uhesuguse kujuga. Seda oma-
dust - olla Ghesuguse kujuga mistahes inertsiaalsiistee-
mis - nimetatakse invariantsuseks . Vor-
randites sisalduvad suurused voivad kill muutuda dlemine-
kul teise inertsiaalsisteemi, kuid nendevahelised seosed
jéavad muutumatuks. Vdrrandite invariantsuse tdestamise ul-
diseks meetodiks on nende viimine ilmselt in -
variantsesse ehk kovariantses -

s e kujju. Vorrandite kovariantsus on relatiivsusteoorias
vaga tahtis. Selleks vajalik matemaatiline aparatuur on

tensorarvutus . Tensorid on suurused, mis tei-
senevad uleminekul Uhest inertsiaalsiisteemist teise kindla-
te eeskirjade jargi. Jarelikult, kui vdrrandi mdlemal poo-

lel seisavad sama liiki tensorid, siis teisenevad mGlemad
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pooled ihesugusel riisil ja vorrand sailitab oma kuju.
Seega ongi niisugune vdrrand kovariantne.
Alustame kaesolevat peatikki tUlevaatega tensorarvu-

tusest.

$13. Tensorarvutue neljamddtmelises ruumis.

Me nagime &-s 8, et imaginaarse ajakoordinaadi kasu-
tamisel saab aegruumi geomeetria formaalselt eukleidili-
seke. Lorentzi teisendused on aegruumi ortogonaalsed koor-
dinaatteisendused, kusjuures iga inertsiaalsisteem etendab
ortogonaalse (Cartesiuse) koordinaatsisteemi osa. Seetdttu
on ka tensorarvutue neljamddtmelises ruumis viaga samane
tensorarvutusega kolmemddtmelises ruumis.

Suurust, mille vaartus on s6ltumatu inertsiaalsistee-
mi valikust, nimetatakse invariandiks ehk
skaalariks . Neljakomponendilist suurust, mille
komponendid teisenevad Lorentzi teisenduste puhul nagu aeg-
ruumi koordinaadid, nimetatakse neljamddtmeliseka v e k -
toriks ehk nelivektoriks ehk lihtsalt vektoriks (kui
ei ole karta segiminekut kolmemddtmelise vektoriga). Vekto-
ri komponente tahistatakse Uhe indeksiga, ndit. . Siin
ja edaspidi (nagu juba varemgi, alates £ -st 7) muutuvad
kreeka indeksid 1-st 4-ni, kuna ladina indeksid 1-st 3-ni.

Niisiis on vektori teisendusvalem jargmine:

Ar=-4 « A . (3.1)



Teist jarku tensoriks nimetatak-
se 16-komponendilist suurust, ~Tpv , mille komponendid tei-

senevad Lorentzi teisenduste puhul jargmise valemi _jargis

vV,
Teist jarku tensorit esitatakse sageli tema komponentidest

moodustatud maatriksi kujul, naiteks

ImTu 77, Tn T,

U1 T, rg

= G-3)
78 2 T} T

Tv, 3 Ny
Analoogiliselt teist jarku tensorile saab defineerida ka
kdrgemat jarku tensorid. n-ndat jarku tensor on 4n - kom-
ponendiline suurus, mille komponendid teisenevad Lorentzi

teisenduste puhul jargmise valemi jéargis

e ofp = A . I:)A~~Vn " VX .- G-4
Vektor on seega 1. jarku tensor ja invarianti voib nime-
tada O-ndat jarku tensoriks.

Peale tensorite on olemas pseudotensorid. Mingit jéar-
ku pseudotensor erineb sama jarku tensorist ainult selle
poolest, et kui LjCIl—~~i * siis muutuvad pseudotensori
komponentide margid vastupidiseks (peale valemiga (3.4)
madratud teisenduse). Naiteks, pseudovektori teisendus-

valem on

sl = U233

6ldse, mistahes jarku pseudotensori teisendusvalem eri-



neb sama jarku tensori teisendusvalemist ainult lisateguri
poolest. See tahendab, et teisenduste puhul, kus [||£9 -

= 1 , el erine pseudotensor tensorist; erinevus ilmneb ainult
ruumilise peegelduse vOi aja inversiooniga seotud teisenduste
puhul.

Vaatleme nuidd algebralisi tehteid tensoritega.

Triviaalsel kombel on ilmne, et kahest (v0i mitmest) sa-
ma jarku tensorist (vOi pseudotensorist) vdib moodustada sum-
ma, liites samade indeksitega komponendid; see summa on sama
jarku tensor (voi pseudotensor) nagu koik liidetavadki. Nai-
teks kahe vektori, A”™ ja summa on vektor , sest
kui A/l= <M.yAv ja =d&/<yBY, siis ka

Edasi vaatleme (pseudo)tensori koondamist.
Koondamine on algebraline operatsioon, mis seisneb (pseudo)-
tensori komponentide summeerimises (he indeksite paari jargi.
Koondamine on seega vdimalik alates teisest jargust. Koonda-
mise tulemuseks ehk koondiseks on (pseudo)ten-
sor, mille jark on koondatava (pseudo)tensori jargust kahe
vorra vaiksem. Selle tdestuseks olgu néditeks 3. jarku tenso-
ri koondiseks * Naitame, et see on 1.jar-

ku tensor (s. o. vektor). 3. jarku tensori teisendusvalem on

I/ PT f U
Ay W

Koondades, saame

K HAV ~ v/ *
Lorentzi maatriksi ortogonaalsuse tottu (vt. valem (2.22))

on



asetades eelmisesse valemisse ja summeerides fl jargi saa-
me

xR/

See valem naitabki, et on vektor. Téapselt sama-
sugune on see toestus ka mistahes tensori koondamise puhul.

Nii on 2. jarku tensori koondis invariant, 2. jarku
pseudotensori koondis pseudoinvariant. 3. jarku tensorist
vOib saada koondamise teel kolm vektorit, mis on Gldjuhul
kdik Uksteisest erinevad. 4. jarku tensor on koondatav kuuel
eri viisil. Teistkordse koondamise jarel saadakse aga ainult
kolm erinevat invarianti. Need on tensori koondami -
sel oMAan Ja A e Alates 6 3argu3t
saab tensorit koondada jarjest kolm korda jne.

Edasi vaatleme tensorite ja pseudotensorite korruta-
mist. Tensoreid on voimalik tUldiselt mitmel eri viisil kor-
rutada, kuid pohiliseks korrutiseks on otsekorru-
t 1 s . KOik teised saadakse otsekorrutisest koondamise
teel. Kahe tensori otsekorrutiseks nimetatakse suurust, mil-
le komponentideks on esimese tensori kdikide komponentide
korrutised teise tensori kdikide komponentidega. Naiteks
vektori A x ja 2. jéarku tensori 7”7y otsekorrutis on Axl"y.
Otsekorrutise komponentide arv on seega vOrdne mélema tegu-
ri komponentide arvude korrutisega. Otsekorrutis on ise ka
tensor, mille jark vdrdub mdlema teguri jéarkude summaga.
Selle véite tdestus on triviaalne: selleks tuleb vaid mble-
ma korrutatava tensori teisendusvalemid kirja panna ja see-

jarel teineteisega korrutada. Naiteks:



A= AK i
Tofly = Z S vf E/ 4

mis ongi 3.jarku teneori teisendusvalem.

Samal viisil korrutatakse ka pseudotensoreid. Kui kor-
rutises on mélemad tegurid pseudotensorid, siis on Kkorru-
tis tensor, kui aga (ks tegur on tensor ja teine pseudoten-
sor, siis on korrutis pseudotensor.

Kahe teneori vO0i pseudotensori otsekorrutist saab sa-
mal viisil korrutada kolmandaga, jne. Kui mitme tensori voi
pseudotensori otsekorrutises on paarisarv pseudotensoreid,
siis on see korrutis tensor, kui paaritu arv, siis pseudo-
tensor. Otsekorrutise jark vOrdub kdikide tegurite jarkude
summaga. Otsekorrutamine ei ole lldiselt kdmmutatiivne; nai-
teks korrutised AOTaOx. ja ~ 4Ay on erinevad.

Otsekorrutisest saab koondamise teel tuletada kdiksugu
teisi korrutisi. Naiteks kahe vektori skalaarne
korrutis Bf* on nende otsekorrutise koondis.
Vektori ja 2. jarku teneori otsekorrutise koondis on vek-
tor AATAV  voi {\» . Vektori skalaarset korrutist
iseendaga AMNA,* nimetatakee tema ruuduks ja
ruutjuurt sellest korrutisest vektori absoluut-
vadadrtuseks. Kaht vektorit nimetatakse teinetei-
sega ortogonaalseks , kui nende skalaarne
korrutis on vérdne nulliga. Vektorit, mille ruut on posi-
tiivne, nimetatakse ruumisarnaseks , kuna
negatiivse ruuduga vektorit nimetatakse ajasarna -
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eeks. Vektorit, mille ruut on vordne nulliga, e. o.
iseendaga ortogonaaleet vektorit nimetatakse isot-
roopseks.

Seoses vektorite ruumi- ja ajasarnasusega tuleb pea-
tuda tensorite komponentide reaalsuse ja imaginaarsuse Kkii-
simusel.

Eeldades, et tensor kujutab reaalset fiuusikalist suu-
rust, veendume, et mdned tema komponendid peavad olema ima-
ginaarsed (imaginaarse ajakoordinaadi kasutamise korral).
Olgu meil néditeks vektor A” . Selle komponendid teise-

nevad valemite jargi*

Al - eAe + £<y A* |

AU = -£*«Ae '
Kui A, , , A3 on reaalsed, siis, kuna Lorentzi maat-
riksi elemendid on imaginaarsed, peab A«, olema

samuti imaginaarne selleks, et f\1*A* * A3 oleksid reaal-
sed. Siis on uUhtlasi imaginaarne. Samal viisil, raken-
dades teisendusvalemit mistahes n-ndat jarku tensori kompo-
nentidele, vdib veenduda, et reaalsed on kdik need komponen-
did, mille indeksite hulgas on paarisarv neljasid, ja imagi-
naarsed koik need, mille indeksite hulgas on paaritu arv
neljasid. Naiteks 2. jarku tensori komponendid 7™y Ja
X, on reaalsed, Ulejddnud imaginaarsed. Sama kehtib pseudo-
tensorite komponentide jaoks.

Tensorit (v0i pseudotensorit) nimetatakse mingi indeksi-
te paari osas stimmeetriliseks , kui kompo-

nendi vaartus nende indeksite lUmberpaigutamisel ei muutu.
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Kui aga komponent indeksite uUmberpaigutamisel muudab margi,
siis nimetatakse tensorit selle indeksite paari osas an -
tisummeetriliaeks <« Tensori siummeetria ja
antislimmeetria on invariantsed omadused (vt. Ulesanne 4).
Teist jarku simmeetrilisel tensoril on 10 sdltumatut kompo-
nenti ja antislimmeetrilisel tensoril 6. lga teist jarku ten-
sor on esitatav siUmmeetrilise ja antisummeetrilise tensori

summana:
+ (3>6)

Vaatleme nidd kaht erilist tensorit. Need on Uhikten-
sor (f, ja taielikult antisummeetriline pseudotensor
£ . . Nad on erilised selles mdttes, et nende kompo-
nendid on kdigis inertsiaalsisteemides Uhesugused, olgugi
et nad alluvad Uldistele teisendusvalemitele.

Ohiktensori komponendid on defineeritud jargmiselt:

= 1» kui fu=v
@G.7
0, kui p.tvVv }

Maatriksina on

(3.8)
*™q
Need komponendid on Uhiktensoril mistahes inertsiaalsiistee-

mis, sest valemi (3.2) pdhjal

thiktensoril on see omadus, et tema korrutis mistahes ten-

soriga (mille jark on vahemalt 1) on parast Uhekordset koon-



damist vOrdne selle tensoriga (siit ka uhiktensori nimetus).
Naiteks
~f3f = 7*/

Pseudotensori R komponentide definitsioon on
jargmine: ﬁm‘138— 4 , kui kdik indeksid on erinevate vaar-
tustega ja moodustavad paarispermutatsiooni (s. o. 1234 ja
sellest paarisarvu transpositsioonide abil saadud permutat-
sioonid); =s—- 1, kui kdik indeksid on erinevate vaar-
tustega ja moodustavad paaritu permutatsiooni; =0 »
kui kdik indeksid ei ole erinevate vaartustega. Seega on
selle pseudotensori 256 komponendist ainult 24 nullist eri-
nevad. TOestame, et rakendades niiviisi defineeritud kompo-
nentidele pseudotensori teisendusvalemi, saame jalle need-

samad vaartused. Esiteks,

a £ KXAY - A le

Kui teeme indeksite 1234 seas lihe transpositsiooni, saame
komponendi vaartuseks -1, sest determinandi vaartus tema
kahe rea transponeerimisel muudab margi. Kui aga asendame
he indeksi vaartuse modne teisega, nii et enam ei ole kbOik
indeksid erinevad, siis saame komponendi véA&rtuseks O ,
sest determinant kahe (hesuguse reaga on vdrdne nulliga.
Seega on véide toOestatud.

Pseudotensori abil vdib mistahes 4. jéarku

tensorist moodustada pseudoinvariandi:

- . 3.9

Niisamuti, kui on pseudotensor, siis X on inva-
riant.
-1 -



Samuti vdib igast 3. jarku tensorist moodustada pseudo-

vektori (voi pseudotensorist vektori)*
| ».10)

Edasi, kui T, on 2. jarku tensor vo0i pseudotensor,

6U S

on 2* jarku pseudotensor voi tensor. Paneme tahele, et
on antisummeetriline.

Lépuks, kui AV on vektor vsi pseudovektor, siis

A (3.12)

on 3. jarku pseudotensor v0i tensor. Ta on tdielikult anti-
summeetriline.

Margime veel, et kui valemites (3.9) - (3.11)

vOi Tyuv on simmeetriline mistahes indeksite paari

jargi, siis on vastavalt I , vii U.vdrdne nulli-
ga. See jareldub pseudotensori mX™MLyt antisummeetriaet.

ITuid asume tensorite diferentseerimise juurde koordi-
naatide jargi. Sellega on tegemist alati siis, kui tenso-

rid tdhendavad valjasuurusi, mis olenevad ajast ja ruumist.

Osatuletise operaator on vektoriliee iseloomuga,

sest VA



mis naitabki, et see operaator teiseneb nagu vektor.

Teneori gradiendiKks nimetatakse suurust,
mille komponentideks on selle tensori kdikide komponentide
osatuletised kdigi nelja koordinaadi jargi. Valemist (3«13)
jargneb, et gradient on Uhe vbrra kdrgema jarguga tensor
(niisamuti on pseudotensori gradient (he vdrra kdrgema jar-

guga pseudotensor). Nii on invariandi gradient vektor:

fT-cuAU. = } (3.14)

vektori gradient 2. jarku tensor¥®

<Jxao(A n = 0.15)

jne. Operaatori ---——- indeksit loetakse tavaliselt gradien-
di viimaseks indeksiks ja eraldatakse teistest indeksitest
komaga.

Viimase kahe indeksi jargi koondatud gradient! nimeta-
takse divergentsiks. Naiteks vektori diver-

gente on invariant:

. A .
di\r "2X = A da > (3.16)
2. jarku tensori divergente vektor:

(3.17)

jne. oOldse, mistahes tensori divergente on ihe vdrra mada-
lama jarguga teneor.
Defineerime veel vektori rootori. See on

Jargmine antisummeetriline teneor:

-« tA A A
A

IXY- V Ay (3.18)
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Vaatleme edasi Uht teist jarku tuletise operaatorit.

See on operaatori A T mida nimetatakse
D> 33X,
neljamdotmeliseks Laplace*i operaatoriks ehk d “Alembert

operaatoriks ja tahistatakse mérgiga O m

DX-3X, OIX KK K

=J1 xqgtp * (3.19)

kus O on kolmemddtmeline Laplace*i operaator. Operaator
31 on invariantne; selle rakendamisel mistahes tensorile
saame sama jarku tensori.

Viimase kisimusena vaatleme kaesolevas paragrahvis in-
tegreerimist neljam6dtmelises ruumis.

Ruumala elemendi maaravad neljam6otmelises ruumis neli
I6pmata vaikest nihkevektorit d*« dx?, dx2, dx?,
mis on selle elemendi kui ldpmata vaikese rddptahuka serva-

deks. Elemendi ruumala vordub (médrgi tédpsusega) pseudoinva-

riandiga

dQ =e M. Tdx”"dx?dx.?2J*?, 0. 20)

kusjuures sel viisil defineeritud ruumala on imaginaarne
( dyLH imaginaarsuse tdttu). Teisiti vdib 4Q. avaldada
determinandinas
dx1 dum™ dx? c/x«
d _ dxi4 dx? dx? dx?
Q = (3.21)
d%? dx? dx@ dx?
dx? dx? dx? dx?

- 14 -



Juhul kui ruumielemendi servadeks on koordinaattelgedesuu-
nalised nihkevektorid, siis on determinant diagonaalne ning

d Q avaldub lihtsamalt:

dQ = dxAdy."dxidX4=LcdVdt, (3.22)
kus cLIf=dx% xzdx3on kolmemddtmelise ruumi element.
Kolmem6otmelise huperpinna elemendi maarab neljamoot-
melises ruumis l8pmata vaikeste vektorite kolmik dx*1 ,

dx'y , d@ﬁg . Pseudovektor

(3.23)

on ilmselt ortogonaalne mistahes vektoriga sellest kolmi-
kust. Seega on ta risti selle huperpinna elemendiga. Abso-
luutvaartuselt aga vdrdub see pseudovektor huperpinna ele-
mendi "pindalaga"”, kusjuures see pindala vB8ib olla ka ima-
ginaarne. Kui néaiteks on ruumisamane pseudovektor,
siis v@ime Uhe ruumilise telje votta 0l2y. suunas ja vale-

mist (3.23) saame:

dx™ dx? dxi'>
dx” dx[X
dx? dx™ dx

(3.24)

Determinant selle valemi paremal poolel ongi vdrdne hiper-
pinna elemendi imaginaarse pindalaga. Kui aga on aja-
eamane pseudovektor, siis vdtame selle vektori suunas aja-

telje ja valem (3.23) annab



dx“© dx« dx'r
dx» dx? dx" (3.25)

dx,« dx™ rfxf*

kus determinant on nuid vdrdne reaalse "pindalaga™. Siit
naeme veel, et Aj? on iee imaginaarne pseudovektor sellee
ubttes, et tema ruumilised komponendid on imaginaarsed, sy
reaajaline (neljas) komponent on reaalne.

Kahem6dtmelise pinnaelemendi md&rab neljamdootmelises
ruumis lopmata vaikeste vektorite paar t . Hii-

sugust elementi vdib kirjeldada kas tensoriga

dF, =dx?2dx"; (3.26)
v0i pseudotensoriga

ds” = dxindK?"’ (3.27)
Ilmselt

dS~AvdF, =o . (3.28)

Kui vdétame kaks koordinaattelge tasandis, mis on maaratud
vektoritega c¢/x"17ja siis on nendel vektoritel
nullist erinevad ainult need komponendid, mis vastavad nen-

dele telgedele. Olgu need naiteks 1. ja 2. telg. Siis vale-
mist (3.27)leiame, et

°-2
s. 0. pseudotensori ainsad nuxlist erinevad komponen-
did on absoluutvaartuselt vdrdsed vaadeldava pinnaelemendi

pindalaga. Analoogilise tulemuse saame ka siis, kui “ekto
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rite dx (@) ja dxIx tasandil on uks telg ruumiline ja
teine ajaline. Siis on pinnaelemendi pindala imaginaarne.

Neljamdotmelises ruumis vOib integreerida neljal vii-
sil: Ule ruumi, Ule kolmemddtmelise huperpinna, lle kahe-
modtmelise pinna ja dle joone. Mitut liiki integraalide
vahel on olemas seosed, mis on analoogilised integraalseos-
tega kolmemddtmelises ruumis.

Tuletame esmalt Gauss-Ostrogradski valemi. Ruumiele-
ment, mille servadeks on vektorid dx”} dXyZtdx~dx™
on piiratud kaheksa huperpinna elemendiga (hupertahuga).
Naiteks vektorid c/x": J x T on kahe teineteise vas-
tas asetseva hlpertahu servadeks, kusjuures iks neist on
nihutatud teise suhtes vektori dxj’;I vorra. lgale hiper-
tahule seame vastavusse ortogonaalse pseudovektori d L x
kas valemi (3.23) jargi voi sellest ainult margi poolest
erineva valemi jargi. Mark tuleb valida igakord nii, et
hiipertahuga ortogonaalse pseudovektori skalaarne korru-
tis vektoriga, mis viib selle hipertahu juurest vastasta-
hule, oleks vdrdne miinusega vbetud ruumielemendi ruumala-

ga
- dQ =

(vt. (3.20)). See valik tahendab seda, et d ™~ on suuna-
tud kdigil hipertahkudel valjapoole ruumielementi.

Olgu nidd A~ mingi valjavektor. Moodustame summa

Z A xdlI.?

A =l .
tile koigi kaheksa hupertahu. Arvestades eespool seletatud

3 - 17 -



viisil d Z 1 suuna, leiame:

Z A xclZ"= -A pzXvtTdA~rdA™'d "> +
i-i

+(\ -~ d*?)eXw d*?2d*?2>d*? +

—(ArH-Y%E<**?) A
- aan vrn o1 n r* +
+(A + A7) ennh +

+A*eXAve<s A~V x ““W>c"al-

- (A*+1 JE MX?>) e XAvV. yerfxiw m
Avade3 sulud ja koondades liikmeid saame

2-ANn<*hr-n-le® c° BXU + £/**1. ?>xv (3 O

ren<jir] ~ +

Sulgudes olevat avaldist saat lihtsustada;
( SAN ~ "SAN
YUy - xX» e/*b<N 34, Jj w

"BAN » A>On (3-31)
+-euVtfX -sXr -

Selle vOrause kehtivuses veendume jargmiselt. Vahetult née*
me, et vasak pool on indeksite JryY , suhtes taielikult
antistummeetrilinee Valides aga {w-1 , V" Z , =3 ,

, leiame, et vasaku poole igas liikmes on sumxaeeri-
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mieel X jargi nullist erinev ainult iUks liige. Need liik-

"b/U  BA3 . -
- - ja nende 2mrs ongi

med on A = s
oXA oMy

NUud saab valem (3.30) kuju:
2 A dXvhyclLQ . (3.32)

Votame edasi aegruumis meelevaldse piirkonna, mis cn
piiratud kinnise huperpinnaga. Jaotades selle piirKonna
ruomielementideks ja summeerides valemis (3.32) avaldatud

summat iile kbéigi elementide, saame

<< (3.33)

See valem ongi neljamootmeline Gauss-Ostrogradski valem.
Ta kehtiomitte ainult vektori jaoks, vaid mistahes jarku
tensori (voi pseudotensori) jaoks. Kui selle jark on suu-

rem kui null, saab valem kuju:
(3.34)

selle tuletuekdik ei erine sellest, mis on toodud eespool
vektori jaoks. Kui aga tensori jark on null, s. t. tege-
mist on invariandiga 1 , Siis saame Gauss-0Ostrogradski

valemi kujul:

Ka selle valemi tuletuskdik on sama, selle vahega, et va-

lemis (3.31) X ei ole summeerimise indeks, sest ase-
mel seisab J . Siiski kehtib see valem ka sel juhul,
sest vottes /4. =<,V =2, <3 =3= veendume kergesti,
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et mistahes A vaartuse puhul on kdik liikmed vasakul poo-
lel vordsed nulliga, peale ihe, mis v@rdubki paremal poolel

seisva liikmega.
Vaatleme nuid Stokes*i lause neljamootmelist analoo-

gi. Votame aegruumis pinnaelemendi, mis on maaratud vekto-
ritega (vt. joonis 43, kus need vektorid
on piltlikult naidatud nool-

tena). Olgu A1 mingi valja-

vektor. Selle tsirkulatsioon

tUle pinnaelementi piirava

neljast Idpmata vaikesest

vektorist koosneva joone aval-

dub jargmiselt: Joonis 43.

ehk

*ul
ehk, arvestades valemeid (3.18) ja (3.26),

(3.36)
1—
Votame niid aegruumis mingi pinnatuki, mis on piiratud
kinnise joonega. Jaotades selle pinna elementideks ja

summeerides (3.36) iUle kdigi elementide, =caue

£Ax<** = |'"veEANN/TTW =
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See valem ongi neljamddtmeline Stokes"i valem.

Kolmandaks on neljamddtmelises ruumis vdimalik veel uks
integraalteisendus, millel puudub kolmemddtmeline analoog.
Votame kolmemddtmelise hiperpinna elemendi, mis on piiratud
kuue kahemdootmelise pinnaelemendiga. Olgu véaljavektor.
Arvutame summa A N , kus d S~} on maaratud va-
lemiga (3.27) voi sellest ainult mdrgi poolest erineva va-
lemiga. Margi maarab ndue, et korrutis Aus
on selle pinnaelemendi kui hiperelemendi tahu juurest vas-
tastahule viiv vektor, pe'ab vdrduma vastasmargiga voetud
hiperpinna pseudovektoriga
- eyezd*i»dx?>dxp

(vt. (3.23)). Sel eeldusel saame

TV o« (MHIxT +

dx?)d*12dx% L

- (e r bAM
AABT D X¥
-f£ YU J* -
_ .NE. - O li
- 1 >v*¥«rfxx Aytf b / y n .



Viimane Gleminek pdhjeneb siin seosel

>A0 X T ™A ATV r >\vtf DX (3.38)
- b

e
AAVETC "OXI

mille digsuses vdib kergesti veenduda, pannes tahele, et
molemad pooled on indeksite VtGtT suhtes taielikult
antisunmeeerilised; kui A vordub uhega neist, néiteks

A -V , siis saame mGlemal poolel suuruse

« X »

kus f<~ v, . Kui aga A® A A L »
siis saame samuti mdlemal poolel uhe ja sama avaldise;

naiteks, A =i, V—2*><5=3 -4 korral

Nx 4 2,

ja analoogiliselt mistahes permutatsiooni korral. Seega

= - N g AN
TRy 1T, AT N F N HGE
i=<
Kui votame aegruumis kolmemdotmelise hiperpinna, siis

(&3 M
kehtib see seos mistahes selle hiperpinna elemendil. Sum-

meerides ule kdikide elementide, saame

(3-40)
kus vasakpoolne integraal on vdetud ile kinnise kahem6dt-
melise pinna, mis piirab eeda hiperpinda. See valem ongi

kolmas integraalteisendus.
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itlesanded.

1. Naidata, et kui on invariant ja Aft on
vektor, siis ka BF" on vektor. t
Lahendus . Kuna eelduse jargi
ja = siis /ABY=[d N YAYBjt . Siit » YN, ENEY=

= 0 . St see vordus peab kehtima identselt s6ltumatult Lo-
rentzi teisendusmaatriksist£r * , siis peab olema
Siit

B;=/rv=RBv,

mida oligi vaja naidata.

2. Naidata, et neljamb6otmelise vektori komponendid
kaituvad ruumiliste crtogonaalteisenduste puhul jargmi-
selt: kolm esimest komponenti kui kolmemddtmelise vek-
tori komponendid ja neljas komponent kui kolmemddtmeli-
ne invariant.

Lahendus . Lorentzi maatriks, mis kujutab
ruumilist teisendust, on kvasidiagonaalne (vt. valem
(2.21)), s. o. -~ie » ~unuy-1 ja Ulejaanud elemen-
did on vordsed nulliga; @ on ruumilise teisenduse maat-
riks. Rakendades niisuguse kvasidiagonaalse kujuga maat-
riksit vektorile A ™ , leiame:

Ak= ““KEAj

K =A, ,

mida oligi vaja ndidata.

3. Naidata, et neljambotmelise 2. jarku tensori 7/Lv
komponendid kaituvad ruumiliste ortogonaalteisenduste pu-
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hui jargmiselt: 7~ kui kolmemd66tmeline 2. jarku tensor,
Py ja ~M4K kui vektorid ja "7 kui invariant.
Lahendus . Rakendades maatriksit (2.21), leia-

me :

T,.=4 ~ ™ =4an
- y ~~Ly = "/uu >
mida oligi vaja naidata.

4. Naidata, et tensori summeetria vdi antisimneetria
mistahes indeksite paari suhtes on tensori invariantne oma-
dus.

Lahendus . Toestuses v0ib piirduda teist jar-
ku tensoriga, sest kdrgemat jarku tensori puhul on tdestus
tiapselt samasugune. Olgu 'f= - :t'7[:;. Teises sisteemis

ffr
on

~fAr = ~A/»(S ,
Tr=/,r™n,Tro

Siit vahetult ndemegi, et ka teises sisteemis

Tmvs—AZ| vy -
5. Naidata, et kui 77~y on antislimmeetriline tensor,

siis koosneb pseudotensor

(3.41)

sanadest komponentidest nagu Thv
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Lahendue Sellee veendume vahetu arvutuse

teel. Kui

\V4

siis
Ty, 0 T,
r’™M-Tn 1 1n
K Ty, o
Antisummeetrilist pseudotensorit nimetatakse anti-

summeetrilise teneori T2V suhtes duaalseks

Ka vastupidi, "72v on duaalne ., suhtes, sest ilm-

selt

Tg/*y gl’—o > (3.42)
6. Naidata, et mistahes 2. jarku tensori TrITV pu-

hul kehtib vordus:
- N-E3FEKA By Iny 0 (T I~vd) . (3.43)

Lahendus Valemitest (3.41) ja (3.42) jarg-

neb antisummeetrilise tensori -421-~(T0T I_éjaoks, et

(T~<rr~ 7*4) - AOQTXXAXXAuv (TAN~TAN)
Vahetades paremal poolel teises liikmes summeerimisindek-

sid V. , saamegi siit valemi (3.43).

7. Toestada jargmised seosed:



<u dony  EOLP>

(3.44)
€ i f <v 4,
PV p &a Sf4 s/p
<2XA o>ty $xp
Y y * (3.45)
4 [ V
/
fy/4
€@ty E7*vpe
n*y« Gftvap— 6 ¢e (3.47)
€vpe "V e = 24 (3.48)
Lahendus. Valemi  (3.44) kehtivus juhul

o ot=X=4y p=r>=2, [V »3, x=p"V

jargneb sellest, et sel juhul seisab paremal poolel {hik-

maatriksi determinant; kehtivus jaab rikkumata ka mistahes
«@m VoI eespool antud vaartuste permutat-

siooni puhul, sest iga transpositsioon muudab margi mdle-

mal poolel. Kui aga indeksite *. vli AfaLy,p hul-

gas on vdrdseid, siis on m6lemad pooled ilmselt vdrdsed

nulliga.
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Samasugune on ka valemi (3*45) toestus. Kui ot*/< ,
AN*v  »/®P Ja nende kolme indeksi seae on vérdseid,
siis on mdlemad pooled v6rdsed nulliga. Kui aga <=t |,
Bsv ,/ kérval kehtivad vdrratused »
siis seisab mdlemal poolel - 1. Ldpuks, kui teeme indek-

site «, £j/ vbi /<, v, p mistahes permutatsiooni,

jaah valem ilmselt kehtivaks« Selle valemi kehtivuses

voib veenduda vahetult ka valemi (5*44) koondamise
teel™*

tilejaéanud valemid (3.46) - (3.48) jarelduvad samuti

kdige lihtsamalt valemi (3.45) oteese koondamise teel.

8. Naidata, et kui vektor on ruumisarnane, siis lei-
dub niisugune inertsiaalsusteem, milles tema 4. komponent

on vérdne nulliga.

Lahendus . Teisendades vektori A® neljan-
da komponendi, saame
Af ~E4*A)c £uy Ay .
Tuleb naidada, et kui /{* on ruumisamane, siis saab A"
teha nullike. Valemi (2.30) pdhjal eee tahendab tingi-
must
—iRA +/\J= 0j
kus /\ on kolmemddtmeline vektor komponentidega nK
Kui téhistame , siis peab olema AO© = /3A
Ruumieamasuse tdttu on |/\| >|/\,| , seega jgidub tdes-
ti niisugune Kiirus B , et vérdus O, = 3A kehtib.
9. Naidata, et kui vektor on ajasaraane, siis leidub
niisugune inertsiaalsusteem, milles kolm esimest komponen-

ti on vordsed nulliga.
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Lahendus <« Esmalt pédrame ruumilist koordinaa

distikku nii, et kolmemddtmeline vektor A , mille kom-
ponentideks on neljam6otmelise vektori kolm esimest
komponenti, oleks x1-telje suunaline. Siis on .

Edasi rakendame erikujulist Lorentzi teisendust (2.17)* Si-a
on AE = A » 0 , ja et oleks ka A - 0 , tuleb teha
O ™0 r O ehk, asendades # Ajasarna-
suse tottu |At-j < j , seega on niisugune teisendus tdes-
ti vdimalik.

10. Haidata, et vektor, mis on ortogonaalne ajasarna-
se vektoriga, on ruumisarnane.

Lahendus. Olgu Ar* QO: 0, kus Ai; on aja-
sarnane. Valime susteemi, kus AK —0. Siis /§1BffsA”
Et /\tho » siis Bq =0 . See tahendabki [  ruumisarna-

sust.

11. N&didata, et kui kahe erineva, kuid vdrdsete abso-
luutvaartustega ajaearnase vektori neljandad komponendid
on samamédrgilieed, siis on nende vektorite vahe ruumisar-
nane vektor, aga nende summa ajasarnane vektor.
Lahendus . Kasutame inertsiaalsusteemi, milles

thel antud vektoritest on ainult neljas komponent nullist

erinev. 0Olgu see A4=. CA0 . Teise vektori komponendid sa-
mas slsteemis olgu 6 K ja LBO , kusjuures eelduse jar-
gi AcBo>0 j a . Viimasest vdrdusest jargneb, et

iBol >IAol. MOlema vektori vahe absoluutvaartuse ruut on
B* - A? + ZA .Bo=

F2A(Bo™A0)
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eest A*”~ O korral on BOKAO ja ~*>0 korral &YAo =
Seega on vahe tdesti ruumisarnane vektor. Vektorite summa
absoluutvaartuse ruut on aga vdrdne »

Br-ce,-/-A)r= 4l1l-b.x-A? -i/fue.=
=-2A.(A,+B,) <0,

s. a summa on tdesti ajasarnane vektor.

12. Ndidata, et kui kahel ajasarnasel vektoril on ab-
soluutvaartused vordsed ja neljandad komponendid samamargi-
lised, on nende summa absoluutvddrtus absoluutvaartuselt

suurem kui the liidetava kahekordne absoluutvaartus.

Lahendus. Olgu vektorid A*. ja B. . Vaatle-
Zmm -
me neid susteemis, kus /A =0 . Siis on (vt. eelmine (les-

anne) nende summa absoluutvaartus vordne

Tuleb naidata, et

>ZIA .

See vOrratus on samavaarne vdrratusega
A.(R.-A.) >0,
ja see kehtib tdesti, nagu eelmises Ulesandes négime.
Samal viisil saab ndidata, et summa absoluutvaartus
on absoluutvaartuselt suurem ka teise vektori, B , ka-
hekordsest absoluutvaartusest. Selleks tuleb ile minna

slisteemi, kus R “ 0 , ja siis arutleda nagu eespool.

N 14. Relativistlik mass ja impulss.

Klassikaline mehhaanika ei ole kooskdlas relatiivsus-
teooriaga, sest kiirus on klassikalises mehhaanikas tokes-
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taraatu suurua. Kui néditeks kehasse mojub konstantne joud,
siia on kiirendus konstantne ja kui joud mojub kullalt
kaua, siia kaevab kiirus kuitahes suureks®

Niisiis, relativistlik mehhaanika peab erinema klas
aikaliseat. Relativistliku mehhaanika Ulesehitamise lahte
aluseks votame Jaav uee sead.used» Kaes-
olevas paragrahvis defineerime relativistliku massi ja re-
lativistliku impulsi, lahtudes nende suuruste jaavuse pos-
tulaadist ja pidades silmas relatiivsusteooria ndudeid.

Impulsiks nimetatakse relativistlikus mehhaanikas, sa-
muti nagu klassikalioes, suurust, mille m6dduks on massi ja
kiiruse korrutis. Kui kehasse mdjub joud, siis impulss kas-
vab ja v0ib saada kuitahes suureks. St aga kiirus valguse
kiirust lUletada ei saa, peab kiirusega kasvama ka mass, kus-
juures see kasv peab olema tekeataraatu. Kiiruse lahenedes
valguse kiirusele peab mass kasvama kuitahes suureks.

Ruumi 1isotrcopsuee ndudel vOib mass s6ltuda ainult kii-
ruse absoluutvdartusest, mitte aga suunast. SOltuvuse kuju
eaab aga tuletada ndudest, et massi ja impulsi jaavus peab
kehtima igas inertsiaalsisteemis, s. o. ndudest, et need
seadused on kooskflas relatiivsusprintsiibiga.

Selleks vaatleme kahe Uhesuguse osakese taielikult mit-
teelastset kokkuporget. Osakesena vdib mbéelda mistahes keha,
mille sieemist struktuuri ei arvestata. Osakeste algkiiru-
sed olgu vdrdvastupidised: M ja — U piki Ght sirgjoont,
mille votame x-teljeka (vt. joon. 44). Kummagi osakese mass

paigalolekus olgu m(0) , kiiruse u. puhul aga rrt(U)
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Porke tulemusena tekib (ks liitosake, mille kiirus impulsi
jéévuse pohjal peab olema null. Seega on kokkupdrge taieli-

kult mitteelastne. Liitosakese mass paigalclekus olgu

Joonis 44.
Massi jaavust valjendab vdrdus:
2,mca) = M (0) = (3.49)

Hild vaatame sama protsessi teises inertsiaalsisteemis. Lii-

kugu see esimese suhtes x-telje positiivses suunas sellesa-

ma kiirusega U. . Kiiruste liitmise valemi (2.125) jargi
ZsU .

on teise osakese kiirus uues siusteemis--—-—-—- ,liitoaa-

kese kiirus — U. , kuna esimene osake on muidugi liikumatu.

Seega massi jaavuse pdhjal

+ =M (*) (3.50)

ja impulsi jaavuse pdhjal

S et 3.51

lj -tU. b) i+U.b/C3 ( )
Elimineerides M (u.) , saame

rKO) = =V YCP ot 1y (3.52)

1-hUX¥C X lii~Uu*/c4
Tahistame



Siis
jj _ Tjitv/c. -y/1-TS/c (3.54)
C y/T+V/C +-\/i—V/C
ja
t =Jj-vVvcecl . (3-55)
l1+u,ycz *

Jarelikult saab valem (3*52) kujus

/\(V):_pa:- (3.56)

v<- a
See ongi valem, mille me pidime tuletama» Samakujulise va-

lemi saame ka liitoeakese jaoks. Selleks kirjutame (3*56)
péhjal valemi (3.49) umber kujuls
M(@©O) =JRd°L

i i ni 1 v?-~n
ja valemi (3.51) kujuls

IAU-)=
(seet (3.53) ja (3.55) pohjal oil
“fttuve1l — y-fvvra"  1-uyc*
Seega

mu)=J"NL

Niisiis, me tlestasime, et massi ja impulsi jaadvuse
kehtivus kahes inertsiaalsusteemis nduab massi olenevust
kiirusest kujul (3.56). Nuud tuleb tdestada, et niisugu-
ne olenevus kindlustab massi ja impulsi jadvuse seadus-

te kehtivuse taieliku sdltumatuse inertsiaalsisteemi va-



likust. See tadhendab, et kui mass ja impulss on mingis
protsessis jaavad ihes inertsiaalsusteemis, siis nad on
JAdvad ka mistahes teises inertsiaalslsteenmis.

Selleks vaatleme mingit meelevaldset Uksikutest osa-
kestest koosnevat mehhaanilist slsteemi. Osakeste vahel
voivad toimuda elastsed vOi mitteelastsed kokkupdrked, mil-
le tulemusena voivad muutuda nende massid ja impulsid ja ka
nende arv. Valjaspool neid elementaarprotsesse on aga osa-
kesed vabad. See eeldus on vajalik selleks, et poleks vaja
arvestada véaljade moju osakestesse. Muidu ei oleks meie sis
teem enam puhtmehhaaniline. Valjade olemasolu korral tuleks
arvestada ka nende massi ja impulssi; kuid see viib juba

mehhaanika raamidest valjapoole.

Osakeste seisumassid olgu hni(o) ja kii
rused U.* . Siis on susteemi kogumass vérdne
M=z -7 "~ % = (3*57)

ja koguimpulss

P =2 . (3.58)
i y7-
Samakujulised avaldised kehtivad kogumassi ja koguimpulsi

jaoks ka mingis teises inertsiaalsisteemis:



Eeldame nitd, et /1 ja P on jaavad:

M & Coh.it.
(3.61)
P = Cotbit.

ja néitame, et siis kehtib jadvus ka teises inertsiaalsus-

teemi3i M* = CCKi-t.

P '= Oo*b$t. (3.62)
Et ruumikoordinaadistiku poore j&&vust ilmselt ei mbjuta,
siis piisab, kui vaatleme teist sisteemi liikuvana x-telje
suunas. Olgu tema kiirus 1 . Avaldades Kiiruste kom-
ponendid kiiruste liitmise valemite (2.123) jargi ning ar-
vestades ka valemit (2.128), péarast asetamist valemitesse

(3.59) ja (3.60) leiame:

Mo, 1 v r7i(o)(j-U-uv/cl (3.63)

vi- W i Vi-uS/c™*
n 1 *n-iCo)(U-iK- y)
““|/bg T "Ji-uf/C*

3.64

1 i yl/i-u?/c* 9 @60
p' m t(0)U£2

i N/1-U?/Cr

Vorreldes saadud avaldisi valemitega (3.57) ja (3.58), leia-

me, et kogumass ja koguimpulsi komponendid avalduvad teises
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inertsiaalsusteemis lineaarsete homogeensete funktsioonide-

na samadest suurustest esimeses inertsiaalsusteemis:

V-B
j‘l_
N\ =——x N (3.65)
Oa
F)(:: B - rrAi
vVcec *
(3.66)
«>5 *
P=p, -

Nendest valemitest ndib vahetult jarelduvat M* ja P  jaa-
vus, kui on jéévad 1 ja P« see jJareldus on toepoolest
o0ige, kuid ei ole siiski nii lihtne. Asi seisneb selles, et
mélema inertsiaalsusteemi ajad on erinevad M ja P jaa-
vus téhendab seda, et kahel hotkel, ja , on nende

suuruste vaartused samad:

wa ]* ja P jaavus peab tahendama, et need suurused séi-
litavad oma vaartused teise silsteemi ajas:
H'it.'i = n1'UD,
= p'(tl.
Need vdrdused aga ei jargne vahetult eelmistest vaatamata
seostele (3.65) ja (3.66).
Siiski on jareldus 0dige: kui M ja P on jéavad,

siis on jaavad ka JI* ja P* _ Asi seisneb selles, et jaa-
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A %
vust vé}b mé}sta Invarianteei kombel, sdltumatult uhe vé}

teise slsteemi ajast (kuigi jdavad suurused ise on definee-

ritud uhes vO0i teises inertsiaalsisteemis). Kahe hetke

t asemel tuleb selleks vaadelda kaht invariantset ruumi-

2
sarnast hiperpinda. Joonisel 45 kujutavad x-teljega paral-

leelsed jooned kaht hupertasandit, kus = ja =t

Joonte vOrk, mis ldikavad esimest hupertasandit punktides

Joonis 45.

A » » Cl ja teist punktides ,8r,@>2r , kujutab
osakeste maailmajooni. Osakeste arv ei ole jaav; nad por-
kuvad uksteisega, liituvad ning jagunevad, nagu naitavad
selle vorgu solmpunktid. Selle osakeste sisteemi massi ja
impulsi jaavus ajas t tahendab seda, et masside summa
punktides A1 . B, . Qon vordne masside summaga punk-
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tides *Bb , , 2~ ja impulsside summad nimetatud
punktides on samuti vOrdsed. Kuid me v0ime hipertasandid
asendada kahe meelevaldse ruumi sarnase hiiperpinnaga (joo-
nisel mérgitud numbritega 1 ja 2). Huperpinna ruumisarnasus
tdhendab seda, et mistahes selles pinnas asetsev joonelement
on ruumi samane. Osakeste maailmajooned lIdikavad 1. hilper-
pinda punktides A ,"A 1 ja 2. huperpinda punktides ,
fA\aﬁ Ri'>C 1 Ai e Eelduse kohaselt on osakesed valjaspool
nendevahelisi elementaarprotsesse vabad ja jddvuse seadused
on kehtivad igas elementaarprotsessis. Jarelikult on mass
punktis &1 vdrdne masside summaga punktides B* ja B" ;
impulss punktis Bf on vdrdne impulsside summaga punktides
BL oa b; ; sama kehtib punktis Jjj/» oleva massi ja impul-
si ja punktides /\r ja olevate masside ja impulsside
summa kohta. See tdhendab, et kui kogumass ja koguimpulss
hipertasandil on vOrdsed kogumassi ja koguimpulsiga hi-
pertasandil , siis samasugune vdrdus kehtib kogumassi

ja koguimpulsi vahel hiperpindadel 1 ja 2. See ongi jaavu-

se invariantne esitus. Massi ja impulssi, mis on defineeri-
tud kull teatavas in”~rtsiaalsusteemis, me ei vaatle siin mit-
te selle sisteemi aja funktsioonina, vaid invariantsete ruu-
misarnaste hiuperpindade funktsioonina.

P66rdudes niud tagasi valemite (3.65) ja (3.66) juur-
de, on meil Oigus vaita, et M ja p jaavusest (eespool
seletatud invariantses mdttes) jargneb vahetult ka M' ja
P 7 jaavus.

Niisiis oleme joudnud tahtsale tulemusele, et massi
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olenevue kiirusest (3.56), relatiivsusprintsiip ja massi
ja impulsi jaavuse seadused, moodustavad kooskdlalise ter-
viku.

Edasi defineerime neljamddtmelise Kkiiruse ja neljamoot-
melise impulsi. Need on m6lemad neljam66tmelised vektorid.
Liikuva osakese neljam6dtmeliseks kiiruseks bl nimetatak-

se tema neljamddtmelise kohavektori X tuletist omaaja jar-

d*
“dv ' (3.67)
et dV on invariant, siis on U]‘I vektor. Neljamddtmeli-
seks impulsiks ~ nimetatakse seisumaesi Ws0 ja kiiru-

se U korrutist

oiV (3.68)
Et seisumass on invariant, siis on ka vektor.
Leiame seosed neljamootmeliste vektorite L, ja
A 7>
komponentide ja vastavate kolmemddtmeliste vektorite -

kiirust U ja impulsi p komponentide vahel.
Et
az =dt
(vt. (2.76)), siis

«..= N

et aga X* on kolmem6G6tmelise kohavektori X komponen-
did ja X4=U.t, siis

u. . -

UH= - I (3-69)



Korrutades need valemid seisumassiga, saame

b = :
I/i—uyz* > (3.70)
. cynoc
=>4 -
ehk, kuna
_ Me
m. = (3.71)

on kiirusest olenev mass ja

b- mU= _mou (3.72)

vyY-uVc*

*

on kolmemddtmeline impulss, siis

(3.73)
/>, = iwt . :l

Seega on neljamootmelise impulsi kolm esimest komponenti
identsed kolmemddtmelise impulsi komponentidega ja neljas
komponent on vdrdeline massiga. Margime, et Kkiiruse puhul
(vt. (3.69)) on seos kolme- ja neljamootmelise suuruse
komponentide vahel veidi keerulisem.

Leiame veel-mdlema vektori, UM ja &l absoluutvaar-

+uste ruudud. Kiiruse jaoks valem (3.69) annab:
3 (3.74)

ja impulsi jaoks valemist (3.68) jargneb:

= -m"ct - <3.75)
Mélemad vektorid on seega ajasarnased. Valemitest (3.73)

ja (3.75) jéareldame veel:
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(3.76)

n = m *"c* e (3.77)

Massi valemid (3.71) ja (3.76) erinevad teineteiseat selle
poolest, et esimeaes on mass avaldatud kiiruse ja teises
impulsi funktsioonina# tUhel juhul kaotab valem (3.71) mot-
te. On olemas osakesi (footon, neutriino), mis liiguvad
valguse kiirusega. Nendel on nullist erinev 16plik impulss
ja mass. Seega on nende eeisumass vordne nulliga (muidu an-
naks valem (3.71) Idpmatu massi). Valem (3.71) annab seega
massi jaoks madramatu avaldise . Sellevastu jaab valem

(3.76) taiel mééaral kehtivaks ning annab

(3.78)

nagu peabki olema vastavalt valemile (3.72). Neljamddtme-

lise impulsi komponendid on niisugustel osakestel

(3.79)

ja absoluutvaartus vdordne nulliga. Impulss pole seega sel
erijuhul ajasamane, vaid on isotroopne vektor. Neljamdot-
melist Kkiirusvektorit aga sellistel osakestel olemas ei
ole. Ei ole nendel ka omaaega.

Vaatame I6puks, kuidas teisenevad kiiruse ja impulsi

komponendid uleminekul (hest inertsiaalsiisteemist teise
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Piirdume juhuga, kus teine sisteem liigub esimese suhtes
x-telje suunas. Olgu tema kiirus V* . Rakendades nelja-
mootmelieele Kkiirusele vektori teisendusvalemit ja ar-

vestades valemit (3.69), leiame:

u. QK- y
u, ut
(3.80)
ni
\/l-u'Vcz *
1- L./3/¢
V7- Nl-uVe*- J

Siit saame kergesti juba varem teisel teel tuletatud Kii-
ruste liitmise valemid (2.125) ja uhtlasi ka valemi (2.128),
Impulsi jaoks saame valemite (3.73) abil analoogili-

selt:

n- &~

(3.81)

(3.32)



Heed valemid on kujult samasugused nagu eespool tuletatud
valemid (3.65) Ja (3.66). Vahe on ainult selles, et seal
vaatlesime osakeste slisteemi massi ja impulssi, siin aga

Uksiku osakese massi ja impulssi.

Ulesanded.

1. Kaks osakest seisumassidega Ja h\® liiguvad
thel sirgjoonel teineteisele vastu, kusjuures nende massid
on vaetavalt M.f ja Wz . Kui suur on teise osakese mass
tn. selles inertsiaalsisteemis, milles esimene osakene on
liikumatu?

Lahendus . Votame 1. osakese liikumissuuna
x-telje positiivseks suunaks. Siis liigub sisteem, milles
see osake on liikumatu, algelsteemi suhtes x-telje positiiv-

ses suunas kiirusega

U~ Cyji - (Vn"/nnJ*~
(vt. (3.71)). Teise osakese impulsi x-komponent on algsis-
teemis (3.76) pbhjal vordne
~ *KXC"* J
Teisendades 2. osakese massi valemi (3.82) jargi algsiistee-

mi suhtes kiirusega U. Iliikuvasse slsteemi, leiame:

4 r 1 * (3.83)
Et seda avaldist lihtsustada, tahistame:



M=m"uA.

2. Osake seisumassiga tAO laguneb paigalolekus kaheks
osakeseks seisumaesidega rw® ja e Impulsi jdavuse
péhjal on nende impulsid ja - vOrdvastupidised.
Avaldada ja kaudu. Avaldada samuti mdlema
sekundaarse osakese massid ja M4 -

Lahendus < Massi jaavus annab valemi (3*76)

pbéhjal:
MO =\/1*/r + f>4cx + y/hxI™Ni-pve* .

Lahendades selle vdrrandi jb suhtes, leiame:

J

p=1irr .
iMo * (3.84)

Sekundaarsete osakeste massid saame valemitest:

milles p tuleb asendada valemist (3*84-). Niiviisi leiame:

r -
>
™.
(3.85)
M.
kusjuures J110 , nagu peabki olema. Anname valemi-

tele (3.84) ja (3.85) geomeetrilise interpretatsiooni. Olgu



_/e- (3.86)

Siis
-m!
PHmic (3.87)
Alp
Kirjutades valemi (3*86) umber kujul:
+ CC1D);
ndeme, et imaginaarseid suurusi ifvt"C » , CAINC

vOib vaadelda kolmnurga kilgedena, kusjuures kiulje c/40c

vastasnurk on Tt—Op e Siis on
irk°mic.3
Z

selle kolmnurga pindala ja - yb selle korgus. Graafikul

(vt. joon. 46) on kolmnurga kilgedeks kolme osakese nel-

Joonis 46.

jamdéotmelised impulssvektorid P N ja P, mille ab-

soluutvaartused ongi IMOC » ja IEC * Impulsi



jé&vus véaljendub graafiliselt selles, et need vektorid moo-
dustavad kinnise joone. Et primaarne osake on liikumatu, on
tema impulssvektor OB paralleelne ajateljega. Sekundaarse-
te osakeste impulsid on OA ja AB , nende kolmem6otmelised
impulsid on aga neljam6dotmeliste impulsside ruumilised kom-
ponendid /=CA ja 22 . Sekundaarsete osakeste impuls-
side ajalised komponendid on QC ja CB , mis kujutavad see-
ga nende osakeste masse kooskdlas valemiga (3.85).

Vrd. ka iUlesanne 5 |-s 11.

3. T -meson laguneb paigalolekus mutioniks ja neutrii-
noks. Leida auuoni mass , kui tema seisumass on f<O ,
7t -mesoni seisumass on ja neutriino seisumass on vdrdne
nulliga. Leida ka mddoni ja neutriino impulsi absoluutvaar-
tus p

Lahendus. Valemite (3.84) ja (3£5) jargi leia-

me:
K *

2-h\t

Neutriino mass voérdub muidugi /<L , s. o.

Zr*o
mis jargneb ka valemitest (3.85)»
4. Miidon laguneb paigalolekus elektroniks ja kaheks
neutriinoks. Muloni seisumass on , elektroni oma M 0 ,
neutriino oma null. Leida suurim voimalik elektroni massi

vaartus ta.«»* ja sellele vastav maksimaalne impulsi v&ar-

tus -
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Lahendus . O0lgu elektroni impulss ja neut-

riinode impulsid yef ja . Impulsi jaavuse pohjal on

siit
/>1=Nr +- >

kus <p on O  ja /> vaheline nurk. Jarelikult
Ao=N +tL tL = As/L.

. L oo » /w>
Teisest kuljest, massi jaavuse pohlal on *~~nr=: - ——

Vottes selle vorduse ruutu ja lahutades eelmisest, leia-

me:

+ V» o
c
Siit jargneb, et /n on maksimaalne siis, kui Cf*O , s.o.

kui molema neutriino impulsid on samasuunalised. Seega

M. -
i/<0 )
ja sellele vastab maksimaalne impulss
~ (hZ-rti)c
i/Ko
5. K-meson laguneb paigalolekus kolmeks 7C -mesoniks,
mille impulsid on absoluutvaartuselt vOrdsed. Kui suur on
iga XX -mesoni impulss , kui K-mesoni seisumass on
He ja X -mesoni oma T[KO ?

Lahendus < Impulsile jbo vastab mass

mel|// x> t

Seega on massi jaavuse pohjal
JIt a3 r*9y j+ p*/10kxe * .
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Siit
P= "3\AZ- t

6« K-meeoni lagunemisel paigalolekus tekivad kolm
7i -mesonit, mille massid suhtuvad nagu kusjuu-
res jacX+/3+ "~ = f. K-mesoni seisumass on J1O,
A -mesoni oma  h\O . Missugust vdrratust rahuldavad ar-
vud massi ja impulsi jadvuse seaduste tottu? Kui
suur on @M -mesoni suurim vdimalik impulss yY=¥y?

Lahendus < Massi jaavuse pdhjal on TT-meso-
nite massid vdrdsed . Nende impulsside

absoluutvaartused avalduvad siit nii:
£A=cl/alALl- m» (

/>v=c )

Et algimpulss on null, siis-f-yb"-f-yt73=0, Kkust

M t'x+ *3 »

YarAlaw- m* 2 | / / 3 **1 . (3.88)

See ongi otsitav vdrratus, mida peavad rahuldama arvud

0L jaavuse seaduste tottu. Peale selle muidugi pea-
vad kehtima vdrratused:
0,
- < &< Yobrs,
J,
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/IXoy jy A— 2/Y*0 >
) _ MMpry”™* Mo ) ) -
Suurima impulsi p”™*r leidmiseks olgu impulsside fa ja
= vaheline nurk < . Siis
A 1= JT*-* J1* + *+>blOop*r- "
n on suurim siis, kui dc =m0 < Sel juhul y~*= a

vOorratus (3.88) saab vordueeks:

A/cx~rC-n? (3.89)
Edasi tuleb leida maksimaalne vdimalik o vaartus. Diferent-

seerides (3.89) saame

«<*E*x RdR fd f
Y<* Yyp YrrM~-*o
teiseks tottu

doL-tap +d/ =0.
Siit jargneb, et doL-O puhul on

3 /
«/pVvC-"n V/XMS->*7
s. 0. ]3 A . Valem (3.89) annab sel juhul
Siit
a-+
- 2 IM Z
B=/= -1-
L°puks ftn"x= ehk

AN *(C/\ ‘)V(/\_I\)(H /\3m/\
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7* Liikuv osake, mille eeisumass on Jll« * laguneb ka-
heks osakeseks seisumassidega ja . Nende impulsid on
absoluutvaartuselt vordsed ja on teineteisega risti. Leida
primaarse osakese mass JIL

Lahendus. Primaarse osakese impulss P avaldub

kui
P=C -
Impulsi jaavuse pohjal on kummagi sekundaarse osakese im-

pulss yb vdrdne

Siit avaldame sekundaarsete osakeste massid

N IV T D™

Seega kehtib massi jaavuse p6hjal vordus

Lahendades selle vdrrandi M suhtes, leiame:
h=1JhZ - < X+i/ni-i N +*2N +2Kwvo

8. H<-meson, liikudes kiirusega V , laguneb kaheks
footoniks. Missuguses vahemikus véib olla vaartusi footoni-
te impulsside vahelisel nurgal B ? Kui suur on see nurk

juhul, kui impulsid on absoluutvaartuselt vdrdsed? Leida ka
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footonite impulsside absoluutvdartuste suhte ildine olene-
vus nurgast Q ja selle suhte suurim ja véikseim vaartus.

Lahendus . Vaatleme HA=-TeBorl lagunemisprot-
sessi eemalt tema paigaloleku sisteemis. Impulsi jaavus ndu-
ab, et footonite impulsid on selles silisteemis vordvastupidi-
sed, ja-p . Votame mesoni kiiruse suuna x-teljeks ja
p moodustagu selle teljega nurga <p . Selle nurga tasan-
di vOtame xy-tasandiks. Siis on 1. footoni neljambotmelise
impulsi komponendid

faCosy , if>

ja 2. footoni omad

Teisendame need komponendid niid algsusteemi, milles meson

liigub kiirusega V . Tulemus on niisugune. Esimesel foo-
tonil on
, pcoscf
r* -~ [-——— »
(3.90)

ja teisel footonil

-hfip

(3.91)
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Siit saame nurgad 0~ ja O~ , mille need impulsid moo-

dustavad x-teljega, s. o. mesoni Kkiirusega:

CCSB,= * 4 V s

1 1+BCOiy
si*e, =

1+/3CoS(f

ja

$iB = -

4 i —

Siit avaldub mdlema impulsi vaheline nurk Q ~Q 1~ Q jarg-

miselt: v
cele=i-M ITAL .
/-/3A Co5”<p £3*%92;
ehk
o*f = - A = ; (3»93)

- - - - —* -
See valem naitab, et COI-U/Q minimaalne vaartus on 0 (kui
(]

< » 0) ja maksimaalne vaartus ~3 (kui (p =£ ). Niisiis,
Xa.'LCCoSR 4 T. (3.94)

Kui footonite impulsid on absoluutvaartuselt vdrdsed, />*=
=yt*, siis, nagu jargneb valemitest (3.90) ja (3.90, cm
C0S~s0 ; seega on sel juhul

e = e ~ = iaxccot/3.

Footonite impulsside absoluutvdartuste suhe avaldub Gldi-
selt nii:
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pf A+-RCoS<p (3.95)

~K ~ i - B Cos(f
Elimineeridee eiit ja valemist (3.93) » leiame:
> +Y pr—co5a™-

ehk (3.94) péhjal,

B n- 0-0
+ 1 - ————- 5tK - 7~
R ——-——¥ o . (3.96)
AN iN —
f - JW -IN=A
vV X
Suhte euurima ja vaikseima vaartuee saame vahetult va-
lemiet (3.95). Suurim vaartus on m ja vaikseim s
1-8 i+ B

Heil juhtudel on Q « 180°

Tuletame taienduseks veel mdned lihtsad seosed. Definee-

rime suurused ja y
f -#*y3Co5y
"ccse”M-e”SL.,
1-fiCoi(f
tk* =R ,
tkijf= cpsy>.
Siis
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9. Osake, mille seisumass on JHO0 , laguneb kaheks
thesuguseks osakeseks seisumassiga mO ja massidega m f

ja . © Leida nurk Q nende osakeste impulsside vahel.

Millise kiirusega V liikus primaarne osake?
Lahendus . Kui primaarse osakese impulss on
P ja sekundaarsete osakeste impulsid [,  ja , siis
ning
Pr= />» +e )

ehk, avaldades impulsid masside kaudu,

M*--M *= »S54* »V* v

kus M on primaarse osakese mass. Massi jadavuse pdhjal
M *wi4+mt

Asendades eelmises vorrandis M selle summaga, leiame:

- N (3.97)

Primaarse osakese kiiruse saame seosest

A
Vf-v*/c*

mis annab
*
v - c /4
10. Kiirusega ir [liikuv osake laguneb kaheks Ulhesu-
guseks osakeseks, mille massid on /Kf ja ja seisu-
mass m.0 . Missugused nurgad 01 ja moodustavad

nende kiirused kiirusega V ? Kui suur on nurk 6 nende



kiiruste eneste vahel? Kui suur on primaarse osakese seisu-
mass p\O ?

Lahendus. Inertsiaalsisteemis, milles primaar-
ne osake on liikumatu, on sekundaarsete osakeste impulsid
vordvastupidised ja massid vordsed, votame kiiruse V suuna
x-teljeks ja sekundaarsete osakeste impulsside tasandi xy-ta-
sandiks. Moodustagu 1. sekundaarse osakese impulss (primaar-
se osakese paigaloleku sisteemis) x-teljega nurga <P . Siis
on sekundaarsete osakeste neljamGdtmeliste impulsside kompo-

nendid selles sisteemis jargmised;

kus f) on nende (kolmemddtmeliste) impulsside absoluutvaar-

tus. Arvutades need komponendid Umber siisteemi, milles pri-

maarne osake liigub kiirusega V , saame 1. osakese jaoks:
nt
(3-98)
>'= fiincf
ning
(3-99)

ja 2. osakese jaoks:

k -
rk ~ ~ L e

(3.100)
A*= - pSitLCf



ning

1 C-Ji-Ri

Lahendades vorrandid (3.99) ja (3.01) Cf ja y suhtes,

leiame:

cosa =
' (3-103>

Asetades need avaldised valemitesse (3.98) ja (3.100), saa-

me
K ZR *
/_ Cy/[(yn.1+rrLxf B X-(hb1-hXF] (1 -R X - 4 B 2y
Jja
sy — (WE*TI)C +B*(i*.i+i*b)C
A"
; - CT/f0» . +-nu)*73 **3r] (1-pY - v/3*-Mi
o - XA

Siit leiame ndutud nurkade

0 = axcuos -

b
0,- axcco5 -rfe-
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tue - CVAR-F C Jtr * ¢ ' IM" T 3aoks

valemid:

to>e .
rBV N~ -~ (.10
rrjf (4+fid™N4<-Ne *i
AnJ
Ja
5= 1 N/ LT N, + 1-Cng-—>»)I]Al1- w0 <3‘1(B)
swill, = ——————————————————— /m e -
23yVJI-Trj

MBlema sekundaarse osakese vaheline nurk on @a BW— Oz( ; va-

lemite (3.104) ja (3.105) abil leiame:

* (37106>

Primaarse osakese seisumassi leiame otseselt massi jaavuae

seadusest:

M. = Cm, + »wt)VF-y3r . (3.107)
Selle valemi abil saab eelmine lihtsama kuju:
- n - Al*
- (3.108)

mis langeb Uhte varem tuletatud valemiga (3.97).



Erijuhul, kui h”sroO , Saame

*>50= 1- A -
2.M,m.t (3.109)

See valem langeb sisuliselt Uhte valemiga (3.92) 8. ulesan-
dest, kus meil oligi tegemist mesoni lagunemisega kaheks
footoniks. Toepoolest, kui mesoni seisumassi tahistame AIO »
siis massi jaavuse pohjal

/ *x " 4 / e o o
VF-/37~

Aga valemist (3.95) jargneb

seega (3.92) saab kuju:

ehk

See ongi i1dentne valemiga (3-109), sest footonite massid on
m,=fJc ,
«w.=>VC =
11. Osake 8eisuma8siga liigub kiirusega V jJa
laguneb kaheks Uhesuguseks osakeseks, mille seisumass on
hx0 . Millises vahemikus vOib olla vaartusi nende osakes-
te massidel ja #>7? Millisel juhul on vdimalik, et
uhel neist on mass vordne seisumassiga? Millise Kilrusega

U liigub sel juhul teine neist?
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Lahendus . Kasutame eelmise uUlesande lahen
damisel saadud valemeid (3.99), (3.101), (3»1°2) ja (3.107).

Viimasest kahest jargneb:

I»———— r *
asetades selle avaldise valemitesse (3«99) ja (3.101),

leiame:

N\Q-h I3CO5y yft .
m__ 3‘5 ______________________
° } (3.110)
r77n1
g tahendab siin teravat nurka kiiruse I ja uhe se-

kundaarse osakese kiiruse vahel sisteemis, milles pri-

maarne osake on liitkumatu. Et CoS<f maksimaalne vaartus

on 1, siis " _ ,
Ma-P Mn- <m < Y/10—-YT1*
Zy/l-/3* 4 “ry (3.111)

lisatingimusega

*4
Selleks, et uhe osakese mass voiks olla vOordne seisumas—
8iga, on vajalik, et seda vdimaldaks masside alumine to-
ke valemis (3.111), s. o. peab olema

-Siit

0 (3.112)



ja sellele vastav primaarse osakese mass on

/v
2. hip (3.113)
Niisiis, ainult juhul, kui primaarse osakese mass on
, on vOoimalik, et Uks selamdaarne osake tekib
liikumatuna (kuigi see ei tarvitse tingimata juhtuda).

Teise sekundaarse osakese mass on siis virdne
Alt-Z r N

tema Kkiirus on aga samasuunaline primaarse osakese kilru-

sega:
3.114
1+131 * ¢ )
ehk, absoluutvaartuselt,
u.
C (3.115)

Peatume veel lahemalt valemi (3.111) juures ja tule-
tame lisaks mbned téiendavad seosed. Selle valemi vOime
teisiti tuletada eelmises Ulesandes saadud valemist
(3-108). Tahistame

/ = a _ Y/-/?7*
- /0
Iriivi-g*
Mo

(3.116)
f-1 =

Siis saab see valem kuju:
L, i*Ui-B4 +InZ 14 (i-i)-(1-R 1)

h/LiW -w -W Ki-p'rt-H ta-svj (3.m)
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Siit jargneb, kuna igal juhul on cob2&”1 » et

sfi-e) G

* (F 4rtz
ehk
YO3Y n sc< A0V Ak
2MO N (3.119)
See vOrratus, arvestades | definitsiooni (3.116), ongi

samavadrne vorratusega (3.111). Teeme siit mbned edasised

Jareldused.
Esiteks on selge, et
Al. - /3 V/-/51
2N . n M. b
sest sellega on samavaarne vorratus
( -2nn.)r> 0.
Et aga T °Y* téhendab véikseimat voimalikku £ vaar-

tust, sii:? eon £ aarmised vaartused vorratuses @\.119),
millele vastab cos™6 = 1 , alati voimalikud. Vaatame la-
hemalt, milliseid vaartusi vOib tldse omada Co$Q . Siin
tuleb eraldi vaadelda kolme juhtu.

1) Kui primaarse osakese kiirus on killalt vaike,

, X y/IMr—u”~yp

P Ni» ! 0.120)
8ii° £= Al.£/8y/p0-YT.*-

> ZM.
juures on Cos9 = —1 . Seega on sel juhul vbdimalik Q mak-

simaalse vaartusena 180°. Minimaalse vaartuse saame, arvu-

tades tuletise:
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dcce  nltt-pi)(i-2.s)[§(i-fm 2-(ii-R")m ii
dl £3.121)

Et vaadeldaﬁyal Juhul  (3.118) ja (3-120) pohjal
0

siia on Co40 ekstreemum olemas ainult R Juures. Ar-

vutades valemist (3.117), leiame:

0 , rouictoLh.(JU =ei.y"flI°c-4*0.)
n \ B Alo / = B.122)
Erijuhul (vt. llesanne 8) kehtib (3.120) alati ja

valem (3.122) taandub valemiks (3.94).

2) Kuil primaarse osakese kiirus on kullalt suur,

P > n * nz23)
siis _.
_ Alp#/3 yA-UrH?
* = 2,/
Juures on Coi&=-i < Seega - Maksimaalne vairtus

on aga kahel alajuhul erinev. Kui

/3 > , (3.12%)
siis on 0 ainult £=*- juures, ja me saame
cJ * D
2)
Kui sica
Vv a i < < Vai
Al* 1 (3.126)
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SIiS on

dcojQ -0
~ 7f
ka
MO ¥Y/n
G-12n)
Juures. Sellele véaartusele vastab
Q ,, azcdn. M*VI=firt < T | (3.128)
ma* 2m.

kuna eelmine ekstremaalvaartus (3.125) osutub sel juhul O

minimaalseks vaartuseks. Molemad sulavad Uhte, kui

r Zr*0
3) Kui

n -

n ni.

t. (3.112)), siis (3.107) pohjal
= ZmO(r*f+ *Hb) 9

ning valem (3.108) saab kuju:
coio - [ (3.129)

kust nahtub, et

CLXCCD1 F-° <B < — e (3-130)
Fl_***«* 4 r -
maksimaalne vaartus vastab juhule, kui Uks sekundaarne

osake tekib liikumatuna, mis, nagu algul nagime, ongi VOi-
malik ainult ‘M
~= 0T -
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korral. Sel juhul aga ei ole nurka olemaski, sest ta saab

maaramatuks.

12. Ji -meson laguneb mulioniks ja neutriinoks, Iiiku-
des massiga K+ . Mution lendab valja suunas, mis on ris-
ti Ji -mesoni liikumise suunaga. Leida muloni mass ,

neutriino impulss fo  ja nurk <X neutriino ja 7 -meso-

ni impulsside vahel. JI -mesoni seisumass on , mudoni
oma , heutriino oma null.
Lahendus . Massi jadvus annab seose

Xe = MC-hre

ja impulsi jaavus seosed

CY m¥= <>
Jja
Need kolm vdrrandit madaravadki otsitavad suurused
5 oi . Lahendades vdrrandisisteemi, leiame:

N Z/\ -
N ._//\)C
— — /<o
13. Kui suur peab vahemalt olema JC -mesoni mass tn

selleks, et tema porkel liikumatu nukleoniga saaks tekkida

nukleoni-antinukleonipaar (kusjuures meson neeldub, esimene
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nukleon aga jaab alles)? Nukleoni (ka antinukleoni) seisu-
mass on AlO0 , mesoni oma

Lahendus. Minimaalne vajalik mass on see,
mille puhul kaks nukleoni ja antinukleon, mis on protses-
si I0ppsaaduseks, on kdik liikumatud sisteemis, milles ko-
guimpulss on vordne nulliga (massikeskme sisteemis). Selles

slisteemis on mesoni ja primaarse nukleoni impulsid vordvas-

tupidised; olgu need Ww ja —p . Siis on massi jaavu-
se pohjal
(G.13D)
kust
cy/( -*t) (16Mi- (3.132)

Sellele impulsile vastav nukleoni mass on
3.133
M = n/Mc'u- - - ¢ )

Siit on nukleoni kiirus

Iy

V= o = i
Mesoni mass on agamassikeskme sisteemis vordne
$Mo ~hmi
Vl
Teisendades mesoni massi valemi (3.82) abil primaarse nuk-

leoni paigaloleku siusteemi, leiame:
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a,- V*EAN
ehk

----- zwT“ - °-134)

Saadud tulemus kehtib ka siis, kui # -mesoni asemel
tekitab nukieoni-antinukleonipaari moni teine osake, mis
seejuure ise neeldub. Valemis (3.134) tdhendab sel juhul

tag selle osakese seieumaesi. Haiteks footoni korral

ja
m. = 4MO .
(3.135)

14. Kui suur peab vahemalt olema nukleoni mass /4
leks, et ta,pdrkudes liikumatu nukleoniga, vOiks tekitada
nukleoni-antinukleonipaari, jaades ise alles? Nukleon, mis
oli algul liikumata, jaab ka alles. Hukleoni kui ka anti-
nukleoni seisumass on /!B

Lahendus. Lahenduskéaik on sama mis eelmises
Ulesandes, kus tuleb asendada Mo ja arvestada pea-

lelangeva nukleoni allesjaamist. Fii saame (B.131) aseme-

le vOrrandi
kust

p= Al.Cv/3 ,

cV3

) r
ja

n=2?M

° (3.136)

sel-



15. Pooton massiga m~ porkub liikumatu elektroni-
ga, mille seisumass on fAOQO e Parast pdrget liigub footon
suunas, mis moodustab algsuunaga nurga jf (Comptoni efekt).
Leida elektroni ja footoni massid /11 ja krJ parast por-
get ja elektroni liikumise suund.

Lahendus . Massi ja impulsi jdavust valjen-
davad seosed:

\
h™-t- 1B — M j

oY +n/m-M 0% = X

#rusre A - = 0,

kus £ on nurk footoni algsuuna ja elektroni liikumi-

se suuna vahel. Lahendades voOrrandisisteemi, leiame:

Mo 2



4 15. Dunaamika pohivorrand.

Eelmises paragrahvis leidsime, et massi ja impulsi
Jaévuse seadused on kooskdlas relatiivsusprintsiibiga ai-

nult siis, kui mass oleneb kiirusest valemi

L 313>

jargi. Sealsamas defineerisime neljamdotmelise kiirusvekto-

- *
Wa® #dX (3.138)

Jja neljamdotmelise impulssvektori

d x
= >"e , (3.139)

mille komponentideks on kolmemddtmelise impulsi komponen-
did ja mass:
£ = (p> irrLC) (3.140)
Kui keha on vaba (koikidest mdjudest isoleeritud),

siis on tema mass ja impulss jaavad, seega ka neljamdot-
meline impulss:

dp

—65%*—= 0 (3.141)

kus 'C on selle keha omaaeg. Et



eiis tahendab p Ja hx jaawus ka r=o j® ~  jaavust.

Keha liigub eeega Uhtlaselt ja sirgjooneliselt.

Kui aga

siis ei ole keha isoleerituds temasse mojub joud. Ilittere-

lativistlikus dunaamikas kehtib péhivorrand (Hewtoni 11
seadus):

dp oUz . 0.0

kus 3" on kehasse mdjuv joud. Analoogiliselt kehtib re-
latiivsusteoorias dunaamika pohivorrand kujul:

/4 dx av (3-H4)
kus 5 on neljambédtmeline jouvektor. Siin eeldame, et
keha sisemine olek el muutu, seega el muutu ka seisumass.
Aga keha mass ega impulss jaavad ei ole, kui on olemas
Joud. Arusaadavalt ei tdhenda see jaavuse seaduste ti-
histamist. Jou korral peab eksisteerima teine keha voi
kehade siisteem voi vali, mille massi ja impulssi tuleb
arvestada koos antud keha massi ja impulsiga. Jaavad on
ainult isoleeritud sisteemi kogumass ja koguimpulss. See-
kord huvitab meid aga uUksik keha, mis ei ole isoleeritud
ja mille mass ja impulss seetdttu muutuvad.

Vottes valemis (3.144) = 1,2,3, leiame:
3" =-1 -f£
,r V7-uyc* ut *
Siin arvestasime valemit (3.140) ja omaaja diferentsiaali
avaldist



gt =cCi n/i— 13k

Koi defineerime kolmemddtmelise jduvektorina sama suu-
ruse, mis selle nimetuse all esineb Newtoni mehhaanikas;
dp
2 - M > (3.145)

siis saame eelmisest seosest

> (3-H6)

kus K = 1,2,3. See valem seob kolme- ja neljamdotmelise
Jouvektori komponente omavahel. Tuleb vaid markida, et
kolmemdotmeline jouvektor ei vOrdu keha massi ja kiirendu-
se korrutisega, nagu massi konstantsuse eeldusel on klas-
sikalises mehhaanikas. Me vdime kull jouvektori defineeri-
da impulsi tuletisena aja jargi, kuid impulss ei ole rela-

tiivsusteoorias lihtsalt vordeline kiirusega. Kehtib valem

J- -

J ut 9

mitte aga valem
-1 Uu
dt’

Vaatame veel neljamdotmelise jou neljanda komponendi aval-

dist. Esiteks, valemitest (3.140) ja (3.144) saame
X = LC - -- (3.147)
yJi-u*/cK eit
Teiseks, valemist (3.144) jargneb:
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I™"nMNr=0r (3.148)
sest

UMUUAL- -Cr - Co
Valemist (3.148) aga voime avaldada ~ veel teisel vii-

sil* sest kui

= /c =
siis
ehk
I *
L/ U
(3.149)
cVR?
Vorreldes seda avaldist valemiga (3.147), leiame:
» cLtws.
" (3-150)

Selle tulemuse tdhendust vaatleme l1dhemalt jargmises pa-
ragrahvis. Tema tdhtsuse tottu anname siinkohal veel
teistsuguse tuletuskaigu, kus neljamdootmelisi vektoreid
vaja ei ole. Lahtume ainult massi ja impulsi valemitest
(3.142), millest jargneb:

r.

Vottes tuletise aja jargi, saame

"dt dt
Jagades massiga Ja asendades
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—
saamegi (3.150). ﬁl g

Vaatame niud, kuidas teisenevad jou komponendid Lo-
rentzi teisenduste puhul. Piirdudes siin ainult lihtsama
Juhuga, kui teine inertsiaalsisteem liigub x-telje suunas

(teisendusmaatrike (2.17)) ja tdhistades

THs i O~ (3.151)
leiame
rff_ [} To =N
(3.152)
3r'- jr
—of N B J

Siit voime tuletada teisendusvalemid ka kolmemddtmelise
Jou komponentide jaoks. Esiteks, valemite (3.146) ja
G .149) abil leiame

+ RBib

Cc
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Siit, arvestades kiiruse teisendusvalemeid (3.80), leiame

r _ jag~lI
TT/_ 21 [¢
* f- «nfg *
C
T' yYy-/3* (3.153)

*  F-AA =

Q%ylr1-/3X
1- “aA
C

ja lisaks veel

yT2*® = \ - il (3.154)
C

Kontrolliks voib vahetu~l+t veenduda selle viimase valemi
» «

kehtivuses, arvutades uf valemite (3.80) ja (3.-153)
alusel .

Glesanded.

1. Keha neljamddtmeline kiirendus on vektor

a = 4" -
n ofr (3.155)
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KOB on kiirus ja X selle keha omaaeg. Leida CE kom-

ponentide avaldised kolmemddtmelise kiiruse U. ja kiirendu-

ee (L kaudu.
Lahendus. Et
i
Ja
- ic d 1 \
a11_ (

Vf-ttycl & (YY-«Vcv /
siis parast vastavaid arvutusi saame

Ci-t ** (SKLL]

a“= b~g)x (37156>
Js o>t
6lu - @G.157)
' Cv
2. Naidata, et neljam&dtmeline joéud on ruumisamane
vektor .

Lahendus . See jargneb valemist (3.148). Kui
JT oleks ajasarnsne, siis leiduks niisugune inertsiaalsus-
teem, milles nullist erinev on ainult (vt. ulesanne 9

§s 13). Siis oleks

Twn -1/, =JsS5-——-- b o.
* * 1 L}
Teisiti: kui , Siis oleks valemite (3.146) ja

(3.149) podhjal ka 3%':0 , seega tervelt jg_ — C . Eel-
duseke on aga nullist erinev jouvektor.

Veel teisiti. Arvutades 3/’;*’\ » lelame:
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4-UVecl 9
seega on ruumisamane*

3. Tuletada seos kolmem&otmelise jou Y  ja Kkiiruse-

ga U liikuva keha kiirenduse CL vahel, mida see joud

tekitab.
Lahendus . Valemi (3.144) jargi
N~ J
asetades siia 3K ja avaldised valemitest (3*146) ja

(3.156), leiame:
/> MX (UXcL)x

- "M« .+ ——— - ;
7 = — r———— - (3-18)

Siit voime avaldada ka CL e Selleks korrutame valemit

(3.158) skalaarselt Kiilrusega:

JVT = [ (B-159)

N

o -\

Vaatleme erijuhte. Kui joud on paralleelne kiirusega, siis
on ka kiirendus paralleelne kiirusega ning avaldub jargmi-

selt:



a«3 n > c3-161)
kui aga joud on rieti kiirusega, siis on ka kiirendus ris-

ti kiirusega ning avaldub jargmiselt:

T (- Gi)«i
N=-"N"1- E~NL .. 0.162)
X M«

Nende seoste pbhjal nimetatakse monikord massi
ble

V-f—- aVcl
kecha transversaalseks massiks ja suu-

rust

(1 -uve*) w
keha longitudinaalseks massiks.

4. Tuletada teisendusvalemid kolmemdotmelise kiiren-
duse . komponentide jaoks (eeldades, et kahe inertsiaal-
susteemi suhteline kiirus on x-telje sihiline).

Lahendus e Lahtume kiiruse komponentide tei-
sendusvalemitest (3*80) ja Lorentzi teisendusvalemist aja
Jaoket

+ c>
millest jéargneb:
dt'= /1
Diferentseerides komponendid t jargi, saame

al = —
LT o ew

Jne. Lopptulemus on jargmine:
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a,

* ( 1- Cb y -

, QR [CH#+ (Fi/o)(a, U™ - [>M)
>= r * - w (3.163)
, (I-R4La-i+ (PK (a*<*r-armn?*)]

[<-™M)r J
5. Sama ulesanne Uldise Lorentzi teisenduse puhul.

Lahendus. Huud tuleb lahtuda valemist (2.126)

voi (2.127). Koiges muus on arvutus samasugune. Tulemus on

FT-V {3l
Fow ot J!

(3.164)
- A
6. Keha kiiruse U ja kiirenduse g vahel on nurk
ft . Leida, kuidas teiseneb see nurk uleminekul teise
inertsiaaleusteemi, mis liigub esimese suhtes kiilrusega
€t > - —>>
V=B c. suunas, mis on risti vektoritega N1 ja U
Lahendus . Valemid (2.126) ja (3.164) saavad
tehtud eeldustel lihtsama kuju
a“"=uvf-/9* — v >
-6/ —>»
Ct = CL ((-/>*) .
Jarelikult
u'-c-\/1-(t-B4(1-udcV
a'xaO -puy

4/
iLD)
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4 L | c*/
7. Keha eeisumaee on , tema kiiruse ja Kkiirendu-

se absoluutvddrtused on vastavalt U ja U ja nurk Kiiruse
Ja kiirenduse vahel e Kuidas avaldub nende suuruste
kaudu kehasse mdjuva jou absoluutvaartus jT ?

Lahendus < Arvutades J'Z valemist (3.158),

leiame
7*=
o-t03
ja siit
anye y/coS*f< -t-flI-CtVcy -SU*Y".
------------ (4-9)* ‘(319
8. Keha liigub kiirusega LL . Temasse mdjuv joud -7*

moodustab kiirusega nurga (p - Leida nurk /< Kiilruse

ja kiirenduse vahel.

Lahendus . Valemist (3.159) jargneb vahetult
o h\0 CLCoSA<
(i _kf~r - (3-157>

Asetades siia jI avaldise valemist (3.166), lahendame eaa-

dud seose ft. suhtes. Tulemus on jargmine:
ilauxCf
- 1T - (3.168)
See valem jareldub otseselt ka valemitest (3.161) ja

(3.162), sest seal vBib " ja s all méelda uhe jou kaht



komponenti, millest uks on Kkiirusega paralleelne ja teine
sellega risti. <H ja C L on siis vaetavad kiirenduse kom-
ponendid.
_ _ a. A\ s

9. Keha liigub kiirusega U . Temasse mfjlva Jjou ja
kiiruse vaheline nurk on (p ning jou ja kiirenduse vaheli-
ne nurk Y . Avaldada U ja kaudu.

Lahendus. Valemist (3.160), korrutades teda

skalaarselt jouga 3~ , saame:

co* * ="z (1I~wme) * (1~ K?cosxf) «
Siin tuleb 7/1Yko avaldada U ja (> kaudu. Selleks ka-
sutame valemit (3.166), elimineerides sealt fA valemi

(3.167) abil. Sel teel saame

(3-169)
Seega
CDi*js -
NSi/iAT -h(1-
Elimineerides valemitest (3.168) ja (3*170) , Saame
veel seose ja yu vahel:
J — ai
@Sy = ———————— 6Fl— ——————————
yl/cci’fA (3.171)

Valemitest (3.168), (3.170) ja (3-171) jarelduvad veel
Jargmised seosed:



coi4>=-S?m. iz Shfltr

(GB.173)
C*
Hurk ijt on alati terav; kui /4 ja o on teravad, siis
N4 jJa Kui aga ja (f on nirid, siis ~L<(f
jJa = Seega uldiselt
* (3.17%)

bopuks esitame graafilise konstruktsiooni kiirenduse suu-
na leadmiseks, kui on antud kiirus ja jou suund. Joonisel
47 OA on Jousuunaline Uhikvektor, OB on vektor ~r
Témbame R -st ristjoone BC OA-le ja punktist C joo-
(3> paralleelselt AB -ga.
E ne. -
Stis on vektor OE , nmis

on paralleelne Ab -ga, Kii-

rendusesuunaline. Hurgad:

AOR =<,
ACE=E,
BCE - f*.

See konstruktsioon pdhjeneb
valemil (3.160).

_*10- Tuletada teisendusvalem kolmemddtmelise jouvekto-
ri Y jaoks juhul, kui inerteiaalsisteemide suhteline Kii-
rus V  on meelevaldse suunaga.

L ahendus. Valemid (3.153) ja (3-154) on tu-
letatud eeldusel, et kiirus V' on x-telje suunaline.
NOid loobume sellest eeldusest. Esmalt teisendame nelja-
mootmeliee jouvektori komponendid Lorentzi maatriksi

(2.30) jargi. Arvestades uUhtlasi valemeid (3.146) ja
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(3.H9), saame

T t (-&SE-iP-P*

fi-Tu
C
Tu® _ T(CL-FIc)

VF-fr VPAVTAS

Edasi, arvestades va-l>emit (2.128), leiame:

(3.175)
ja
A 2(U-reh (3.176)
,_JEE

Kontrolliks voib, kasutades valemit (2.126), arvutada

> M. ja veenduda, et tulemus langeb uhte valemiga
(3.176).

1. Leida teisendusvalem kolmemdotmelise jOuvektori
absoluutvaartuse jaoks.

Lahendus . Seda vbib leida kahel viisil: ot-
seselt valemist (3.175) ja neljam6otmelise jouvektori ab-

soluutvaartuse ruudu invariantsusest. Et
(jJsr
= inv.

3 N |
ous
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ZgLi=, .

Siit, arvestades valemeid 72.128) ja (3.176), voime aval-

dada « Molemal viisil saame uhe ja sama valemi:
ya-p*)(r*7)+ [~ (é~n]n
1 _ug "(3.177)

*

iZ. Keha, millesse mﬁju?\ joéud ~ , liigub Kkiiruse-
ga . Kuidas avalduvad joud 7  ja tema absoluutvaar-
tus kehaga kaasaliikuvas sisteemis, s. o. selles inertsi-

aalsisteemis, milles keha on antud hetkel Iiikumatu?

Lahendus . Kaasaliikuv sisteem on see, mis
liigub sama kiirusega nagu antud hetkel keha ise. Seega

tuleb valemites (3.175) ja (3.177) votta . Sel

viisil leiame:

v? C4
(zxZjxz U-ur @-178)

V (3.179)
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Viimane valem jargneb muide otseselt ka ne1 jambotmelise

Jouvektori ruudu invariantsusest.
Taiendavalt saame valemist (3.178) jargmised seosed:

n*?"= "ag= , Two. (3-180)
Vi-$
ja
df*= a?, u'=0 . (3.181)

Valem (181) véimaldab valemid (3.178) ja (3.179) ka umber

poorata:

7= +NSE'(1-m/1-m&)> “'=0 R

T _ rr-/r (n x?")*m re=_n

__________ > (3.183)

13. Kiirusega u. liikuvasse kehasse mdjuvad jéud
y ja ~ , moodustades omavahel nurga Q . Kul suur
on nurk Q' Joudude vahel inertsiaalsisteemis, milles
keha on liitkumatu (hetkeliselt)?

Lahendus . Otsitav nurk avaldub valemiga

00iQl— 7 £ L ,

kus ja nende absoluutvdartused “on maaratud va-

lemitega (3-178) ja (3.179). Arvutades leiame:
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cos Q — N-coscbcosw
axb0"= = —— c— —— -~

- %Eco™h y/j - ~coir*<p (3.184)
kus @ on u ja 7 vaheline nurk ja (p on n ja f

vaheline nurk.

14. Keha liigub kiirusega ui ja kiirendusega a.
kusjuures nende vektorite vaheline nurk on pgc . Naidata,

et

(3.185)

Lahendus . Arwtades valemitest (3.156) ja

(3.157) neljamdotmelise kiirenduse ruudu, leiame:

N/aa = >m C
r-r

15. Kehasse mojub jdud ,7 , mis moodustab keha

kiirusega U. nurga (p . Naidata, et

C — V. (3.186)
V-i
\\/// Iét

Lahendus . Valemitest (3.146) ja (3.149) leia-

V>> _
Vi c>

Invariantide (3.185) ja (3.186) vahel on olemas r S rteci

tottu seos, millest jéargneb:
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na

mis on kooskdlas valemiga (3.167) (kui arvestada ka (3.168)).

16. Naidata, et

Tn _
= ow. (3.187)

kus d.} U on vastavalt kehasse mdjuv joéud, keha kiiren-
dus ja kiirus.

Lahendus .

Ka see invariant on kahe eelmisega seotud. Ta on vOrdne nen-
de korrutisega. Seega, tdhistades jF ja ci1 vahelise nur-

ga ~-ga, leiame siit seose

Y /-#r™ry y/Y-
* (3.188)
mis on koosk6las varem tuletatud valemitega (3.168), (3.170)
ja (3.171).

§ 16. Massi ja energia ekvivalentsuse seadus.

£-s 14 me leidsime massi ja impulsi jdadvuse seaduste
relativistlikult invariantse kuju. Me nagime, et selle eel-
duseks on massi olenevus Kiirusest:
rx.(u) = Nr«

(3-189)
cr
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Energia mdistet aga seni relativistlikus mehhaanikas
meil vaja ei olnud. Ei olnud kénet ka energia jaavusest.
KOiki protsesse saab kirjeldada ka ilma energia mbisteta.
Vaatleme nditeks liikumatu osakese lagunemist kaheks osa-
keseks (vt. § 14 2. ulesanne). Impulsi jéavus nduab, et
sekundaarsete osakeste impulsid oleksid vordvastupidised.
Massi jaavus mddrab siis ka osakeste massid, seega nende
impulsside absoluutvaartuse. Maaramatuks jaab ainult im-
pulsside Uhine siht. Kui primaarne osake on isotroopne,
siis ruumi isotroopsuse tottu peavadki kbik sihid esine-
ma vOrdsete tbendosustega. Kui oleksime ndudnud selles
protsessis peale massi ja impulsi jaavuse ka energia jaa-
wust, siis el oleks sellega mitte midagi peale hakata:
sellest ei oleks vdimalik olnud tuletada mitte mingisu-
guseid tadiendavaid andmeid protsessi kulgemise kohta.
Bnergia mdiste sissetoommseks puudub seega reaalne vaja-
dus ja ka vdimalus.

Energia mdiste tarbetus ilmneb veel teisel viisil.

Lahtume eelmises paragrahvis tuletatud valemist (3.150)

N = C5F = _
Mitterelativistlikus mehhaanikas vordub keha kineetiline
energia temasse mfjuva jbu tooga, arvates paigalolekust
@(o6u all on siin mdeldud kdikide jdudude resultanti).
Vastav valem on *

(3.190)
(0]

kus T on kineetiline energia ja alghetkeks on voetud

- 85 -



hetk, mil keha kiirus on null. Vaatame nuud, kas ka relati-
vistlikus mehhaanikas ei ldhe vaja energiat kui too mootu.
Aga ei, valem (3.150) naitab, et ei lahe vaja. Arvutades
t60 selle valemi pdhjal, leiames

jVo-cft =Cr(t - m.0) . (3.19D)
Me néeme, et keha kallal sooritatud t60 m&6duks osutub sel-
le keha kineetiline mass MH.— fY\0 , s.o. see osa massist,
mille vdrra mass Uletab seisumassi. Muud m&&tu pole vaja;
energia mdiste on siingi uleliigne.

Kdigele eespool o6eldule vaatamata kasutatakse relatiiv-
susteoorias energia mdistet ikkagi. Selle pdhjuseks on mit-
terelativistlikust fllsikast parinev traditsioon, mille elu-
joud on tingitud mitterelativistliku piirjuhu praktilisest
tihtsusest. Mitterelativistlikus fllsikas aga eksisteerib
peale massi ja impulsi jédvuse seaduste nendest sdltumatu
energia jaavuse seadus.

Vaatleme seda vahekorda lahemalt. Sealt saab meile sel-
geks ka see ainus voimalus, kuidas energiat saab relatiiv-
susteooriale ‘'paasta’.

Uleminek relativistlikust mehhaanikast mitterelativist-
likku mehhaanikasse toimub formaalselt sel teel, et valguse
kiirus tehakse I6pmatuks, C —» oo . Toepoolest, Lorentzi
teisendus muutub siis Galilei teisenduseks, mass muutub Kii-
rusest s6ltumatuks ja impulss saab kiirusega vordeliseks.
Relativistlik td86 peab samuti C —» 00 juures muutuma mit-

terelativistlikuks, s. o.

C Z(tn —tno0) 7~ . (3.192)
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Nii see toepoolest ongi, sest

cr(r-1,,)=m,,cVJ=
VH?

*Onr , 3/noU4
r 8cr

seega
cr(T->n,,) —» A2rer_y
U
See tahendab, et relativistlik kineetiline mass on mitte-
relativistlikul piirjuhul ekvivalentne Kkineetilise energia-
ga. Seda ekvivalentsust saabki kasutada energia mdiste too-
miseks relatiivsusteooriasse: keha kineetiliseks energiaks
nimetatakse relatiivsusteoorias suurust
(r*-fn0)c*-,
S. 0. Cr“6a korrutatud kineetilist massi. Et ¢ Z on uni-
versaalne konstant, siis on mdlemad suurused - Kineeti-
line mass ja Kineetiline energia - teineteisega tapselt
ekvivalentsed. Mdlemad véljendavad Uhte ja sedasama keha
omadust. Nad vdivad teilneteisest erineda arwaartuste ja
dimensioonide poolest, kuid see erinevus pole oluline. Ole-
nevalt médtihikute silsteemist vOib ju erinevaid vaartusi
Ja dimensioone anda mistahes fulusikalisele suurusele.

Seega ei taéhenda kineetilise energia mdiste kasutuse-
levott relatiivsusteoorias mitte mingisuguse uue suuruse
sissetoomist, vaid sellega antakse ainult juba olemasole-
vale mdistele - Kkineetilise massi mdistele - koos uue

dimensiooniga uus nimetus. Et aga kineetiline mass on vaid
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osa kogumassist, siis tuleb ka kogumassile vastavat suu
rust tnc*" nimetada energiaks.

Niisiis, ainus vbimalus energia mdiste sissetoomiseks
relativistlikku mehhaanikasse seisneb selles, et energiaks
£f nimetatakse massiga M. ekvivalentne suurus

E - . G.193)
Arusaadavalt on sel viisil defineeritud energia jaav suu-
rus, sest jaav on mass; aga niisamuti on selge, et energia
jJaavus ei tdhenda mitte mingisugust uut j&éivuse seadust.
Veel rohkem: energia ei ole massist pdhimdtteliselt eris-
tatav, sest nende kahe ndol on meil tegemist Uhe ja selle-
sama fulsikalise suuruse kahe erineva esitusega. P&hjus,
miks neid esitusi siiski erinevalt nimetatakse ja miks
just m nimetatakse massiks ja E energiaks, mitte aga
vastupidi, seisneb,nagu eespool margitud, mitterelativist-
likust flulUsikast parinevas traditsioonis.

Vaatame ndidd lahemalt, kuidas muutuvad massi ja ener-
gia moisted uUleminekul mitterelativistlikule piirjuhule
g —» 00 * Vaatleme kehade slsteemi, milles vlivad toimuda
mitmesugused protsessid, kusjuures sisteemi alg- ja 16pp-
olekus kehade vahel mitte mingisugused joud ei moju. Sel-
le eelduse mote on see, et siis ei ole vaja arvestada po-
tentsiaalset energiat, ehk, teisest seisukohast, j6udusid
vahendava valja energiat ega massi. Seega on vaadeldav
siisteem puhtmehhaaniline.

Susteemi relativistlik mass on jéiv. Esitame kogumas-

si 8eisumassi ja kineetilise massi summana:
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nr =2 (hba>—TTMo}) = (3.19%9)
kus sumrr:eerimine ti)imub tule koikide kehade. Protsesse, mil-
les ei muutu selle summa kumbki liige eraldi, nimetatakse
elastseteks ; sellevastu protsesse, milles on
jJaav ainult kogumass, aga seisumass ega kineetiline mass
jéavad ei ole, nimetatakse mitteelastse -

t e Ks . Massi jaavusele vastab energia kui ekvivalent-
se suuruse jaavus. Vastava valemi saame, korrutades valemi
(3.194) Cr“pa» Tahistades koguenergia f , seisuenergia

Ja kineetilise energia ~T , saame

E=ZE“+Z T OOM./. (3.195)
i £
Réhutame veel kord, et selle valemi fllsikaline sisu on

tapselt identne valemi (3.194) omaga.
Ent Gleminekul mitterelativietlikule piirjuhule 1&-
heb see identsus kaotsi. Valemis (3.194) kaob teine liige

Ja massina on arvestatav ainult seisumass:

m =JT tn.y}= cob.it. (3.196)
L
Valemis (3.195) aga asendub esimene liige kehade siseener-
giaga K
E I+ £ T ' I=Cotet. @G-197)
L <

Vshetegemine elastsete ja mitteelastsete protsesside va-
hel toimub niud ainult energia kahe liigi jadavuse VOi
mittejaavuse alusel: protsess on elastne, kui on jaavad

omaette siseenergia ja kineetiline energia, ning mitte-
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elastne, kui nad jéavad ei ole, vaid ainult nende summa on
jaav. Arvestades, et C1l-ga korrutatud kineetiline mass
laheb piirjuhul ule kineetiliseks energiaks, vastab see mit-
terelativistlik elastsuse kriteerium tépselt relativistli-
kule kriteeriumile. Che relativistliku jaavuse seaduse ase-
mele saame mitterelativistlikul piirjuhul kaks eraldi sea-
dust - massi jaavuse seaduse (3.196) ja energia jaAvuse
seaduse (3.197). Kui aga siirdume tagasi relatiivsusteoo-
riasse, siis sulavad need seadused iUhte ja ka massi ja
energia moisted liituvad Uhiseks massi-energia moisteks.

Massi jJa energia pdhimdttelist identsust nimetatakse
harilikult nende ekvivalentsuseks. Koneldakse mass i
ja energia ekvivalentsuse sea-
dusest , mida valjendab valem (3.193). Voib vahest
paista, nagu ei sisaldaks tegelikult see valem mingit sea-
dust, sest, nagu me algusest peale rdhutasime, on energia
mdiste relativietlikus mehhaanikas uleliigne. Valemis
(3.193) on energia defineeritud puhtformaalselt, ja mitte
midagi ei oleks teoorias muutunud, kui see definitsioon
oleks tegemata jaanud. Kuidas voOib siis see valem valjen-
dada objektiivset loodusseadust, kui teda nii kergesti ole-
matuks saab teha?

Need kaalutlused on vaidlematult &iged, kuid tuleb
uhtlasi silmas pidada, et mitterelativistlikus fuusikas
on mass ja energia kakB taiesti erinevat suurust. Jareli-
kult, kui relatiivsusteoorias selgub nende poéhimétteline

identsus, siis on meil selle naol tegemist teatava uue
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tunnetusega, mida valjendabki valem (3.193). Selles mdttes
vOime siiski kasitleda massi ja energia ekvivalentsust ob-
Jektiivse filusikaseadusena.

Seoses massi ja energia ekvivalentsuse seaduse objek-
tiivse sisu kisimusega kerkib esile ka kisimus selle sea-
duse otsese eksperimentaalse kontrolli kohta. Ka sellele
kisimusele tuleb anda kahesugune vastus. Niikaua kui me
pusime rangelt relatiivsusteooria pinnal, arvestamata mit-
terelativistlikku piirjuhtu ja vastavaid traditsioone, on
kahe erineva, kuid teineteisega ekvivalentse suuruse - mae-
si ja energia - kaeutamine lihtsalt uleliigne. Valemi
£ =T cr eksperimentaalsest kontrollist ei saa olla loomu-
likult juttugi - mitte selleparast, et ta oleks ebadige,
vaid sellepérast, et tal puudub objektiivne sisu. Koik eks-
perimendid, mida tavaliselt peetakse ekvivalentsuse seadu-
se tdestuseks (massidefekt, annihilatsioon - vt. allpool),
ei kinnita tegelikult mitte midagi muud kui massi ja impul-
si jaavuse seaduste kehtivust. Energiast siin kdnelda ei
saa, sest see on ainult teine nimetus massi jaoks.

Praktiliselt on olukord siiski teistsugune. Asi on
selles, et sageli on Kkineetiline mass vorreldes seisumas-
siga vaga vaike, mistdottu tema mddtmiseks tuleb paratama-
tult kasutada teistsuguseid meetodeid. Traditsiooniliselt
nimetatakse selliseid médtmisi energia mootmiseks. Niisu-
gust eksperimenti vOib siis tlesti pidada massi ja energia
ekvivalentsuse kontrolliks. Tapsemalt Oeldes, eksperiment
tbestab, et relativistlikku massi voib moota meetoditega,

mida mitterelativistlikue fllsikas kasutatakse energia
méotmiseks.
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Vaatleme lahemalt Uht tuupiliet naidet. Aatomituuma-
del on olemas massidefekt. lga tuuma seisumass on vaiksem
kui nende prootonite ja neutronite, millest ta koosneb,

seisumasside summa vabas olekus. Vahe ongi massidel"ekt:

AM =2 ;- n, (3.198)

kus on tuuma seisumass ja — vabade nukxeonide

seisumassid. Massidefekt on suhteliselt Usna suur, umbes
0,008. Seetdttu on ta mbddetav tavaliste massi mbotmise

meetoditega, naiteks kaalumise teel.

Tuumareaktsioonides toimub tuumade muundumine, mis-
tottu reaktsioonist osavOtvate tuumade summaarne seisu-
mas8 muutub, olgugi et kdik nukleonid jaavad alles. Po6h-
juseks on massidefekti erinevus eri tuumadel. Eeldame
konkreetselt, et tuumade summaarne seisumass véaheneb.
Siis peab massi jaavuse pdhjal kuskil mujal mass suure-
nema. Kui naiteks tuumareaktsioon toimub tuumareaktoris,
siis peab suurenema reaktori mass. Et aga reaktori mass
on tavaliselt palju suurem kui reageerivate tuumade mass,
siis on see suurenemine suhteliselt vaga vaike. Kaalurni-
sega seda kindlaks teha ei saa. Sellevastu on mitterela-
tivistliku siseenergia muutue energia méotmise meetodi-
tega kergesti avastatav: reaktor soojeneb. Juurdetuleva
massi mdotmine toimub seega hoopis erineval viisil. MO-
lema mootmisviisi vahel tehakse kindlaks kvantitatiivne
kooskéla vastavalt valemile E — N-Cr « Seega on meil
oigus pidada niisuguseid mootmisi selle valemi eksperimen-

taalseks kontrolliks.



Teine nahtue, mida eageli kasitletakse valemi E=mc*
eksperimentaalse tdestusena, on elementaarosakeste anni-
hilatsioon. Tuntuim seda liiki protsess on elektroni ja
positroni annihileerumine, kusjuures tekib kakB Yy -kvan-
ti:

e+te—> . (3.199)

Vastavad mdotmised naitavad, et iga niieuguse elementaar-
protsesei puhul kehtivad massi ja impulsi jadvuse seadu-
s=d.* 6htlasi on sellele protsessile iseloomulik taielik
seisumassi kadumine, sest elektronil ja positronil on
olemas nullist erinev seisumass, kuna / -kvantide sei-
eumass vordub nulliga. Siit ka nimetus "annihilatsioon".
Et mitterelativistlikus fllsikas esineb massina ainult
seisumass, siis mitterelativistlikult seisukohalt tahen-
dab annihilatsioon massi muundumist energiaks. Jarelikult,
kasutades vaetavalt traditsioonilisi massithikuid elektro-
ni *a positroni jaoks ja traditsioonilisi energiauhikuid

Y -kvantide jaoks, vOime jalle kindlaks teha mdlema mdot-
mise kvantitatiivse kooskdla. Oigem oleks siiski antud ju-
hul koénelda mitte valemiE ~ M.C zeksperimentaalsest kont-
rollist, vaid kahe erineva massiuhiku - Kkilogrammi ja
dzauli suhte arwaartuse mddtmisest; teiste sOnadega, val-
guse kiiruse méotmisest.

Annihilatsiooniprotsesse voib iseloomustada kui mak-

simaalselt mitteelastseid protsesse, sest seisumass muu-
tub seal suhteliselt vaga palju ja voib muutuda koguni

nulliks (nhagu elektroni ja positroni annihileerumisel).
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Nagu ka Uldse mitteelastsete protsesside puhul, eriti just
annihilatsiooniprotsesside juures, torkab seeparast silma
seisumassi muundumine kineetiliseks massiks. Kdnelda siin
massi muundumisest energiaks voib ainult mitterelativistli-
kult seisukohalt* Sageli siiski kasutatakse meie senisest
terminoloogiast erinevat valjendusviisi, mille kohaselt
terminit "mass" rakendatakse ainult seisumassile, kuna ter-
minit "energia" kasutatakse Uldises massi taéhenduses. Sel
Juhul tuleb massi jadvuse seaduse aeemele energia jaavuse
seadus, kuna massi jaavust enam ei ole. Aga ka selle ter-
minoloogia seisukohalt ei ole valjend "massi muundumine
energiaks" korrektne, sest selle jargi tuleb valja, nagu
ei oleks mass energia (ta ju alles muundub energiaks). Aga
see ei ole nii isegi- konesoleva terminoloogia jargi, kus
seisumass esineb teatava energiavorminae Mingeid eeliseid
sel terminoloogial ei ole, mistdttu me seda omaks ei vota,

pidades endiselt massi j& energiat identseteks mdisteteks.

Glesanded.

I« Kehade slsteemi massikeskme inertsiaalelsteemiks
nimetatakse inertsiaalsisteemi, milles kdikide kehade sum-
maarne impulss on vordne nulliga. Naidata, et kehade sum-
maarne mass massikeskmeinertsiaalsusteemis teiseneb Ulemi-
nekul mistahes teise inertsiaalsusteemi nagu seisumass.

Lahendus . Vaide jargneb otseselt kehade sls-
teemi massi teisendusvalemist (3.65). Kui votame seal =

=0 ¢ siis
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M
ni'=

N
kus A on maes massikeskne siisteemis ja A mingis teises

susteemis, milles massikese liigub kilrusega y

2. Eelmise Ulesande pohjal on vBimalik kehade slstee-
mi seisumassi defineerida kui nende massi massikeskme inert-
siaalsisteemis. Naidata, et mingis teises inertsiaalsistee-
mis, milles massikese liigub kiirusega Vv , avaldub keha-

de siisteemi summaarne impulss valemina

p = Myv

kus Al on selle silsteemi seisumass.

Lahendus . Vaide jargneb impulsi teisendusva-
lemist (3.66). Kui seal teha P = O , siis M on seisu-
mass. Vottes \r “m—xr , nii et v on massikeskme kiirus

teises silsteemis, saamegi impulsi jaoks ndutud valemi.

3. Liikumatu keha seisumassiga M O kiirgab igas suu-
nas isotroopselt energiat £ ajathikue. Leida jéud ,
mis mdjub temasse inertsiaalsisteemis, milles ta liigub
kiirusega u »

Lahendus . Kehasse mgjuv joud avaldub valemi

(3.145) jargi nii:

T ™ n )
dt yVfr
Antud juhul U on konstantne, m O aSa muutub, véahenedes

S/cz vorra omaaja Uhikus ehk
£
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vOrra vaadeldava inertsiaalsieteemi aja uhikua. Seega

U UfYlo
wdt
ehk v t'<$
?= &l (G 200)
C*

Kéesolevas Ulesandes on meil tegemist juhuga, kus ke-
ha liigub Uhtlaselt, kuigi temasse mdjub jéud. P&hjuseks
on seisumassi muutumine, mistdttu impulss konstantne ei
ole, ja impulsi tuletis aja jargi vordubki jo6uga. Eelmi-
ses paragrahvis tuletatud valem (3.148), mille eelduseks
oli seisumassi jaawus, siin ei kehti. Veendume selles ot-

seselt. Neljamdotmeline jdud on

Tr =€ . (3.202)

Sellevastu valemid (3.146) ja (3.147) kehtivad ka kaes-
oleval juhul, sestnad ei eelda seisumassi jadwvust. Nii
on koosk8las nende valemitega

g- _ su/c*- N

* = '

rr_ _ it/c [ (3-203)
Vi~g 3
Valemid (3.149) ega (3.150) aga jalle ei kehti. Toepoo-
lest, valemist (3.200) jargneb:



9-n = — . (3.204)
teisest kuljest,
g~ Ny _gxd (hro \_ oD
at ~Vf cxdr { ~ dv
ehk

Cr-"1=_£ =
dir - ! (3.205)

seega (3.150) asemel kehtib seos

A = . 3.206
cLb ¢ )

4. Naidata, et eelmises Ulesandes leitud joud vOrdub
keha poolt kiiratava massi reaktsiooniga.

Lahendus. Et keha oma paigaloleku slisteemis
kiirgab isotroopselt, siis on ruuminurgas dQ omaaja

Uhikus kiiratav mass vordne
£dS2
UTcer
Olgu selle massi impulss vdrdne (samas susteemis) />d Q

Vottes kiiruse (L suuna x-teljeks ning Uhtlasi polaar-
teljeks ja tdhistades polaarnurgad (p ja -fr , leia-
me, et ruuminurga Uhiku kohta ja omaaja Uhiku kohta on
kiirguse neljamédtmelise impulsi f>  komponendid jéarg-

mised:
fa
pz= psih.-d'coup j

Yo = p Sind Sin(f>t

i T ™
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Teisendades neid kiirusega — n liikuvasse siUsteemi (s

susteemi, milles keha ise liigub kiirusega u leiame

A " »

p'r = psindoostp ,

@r—psin&sLixcp t

Keha saab igas ruuminurga elemendis kiiratud massi
poolt vastassuunalise impulsi. Summeerides need elemen-
taarimpulsid Ule kdigi suundade, saamegi Kiirguse reakt-
siooni. Et integraal < jargi on vordne nulliga, samu-
ti *

Jcososin-fref-P = 0,

o
siis on reaktsioon vOrdne omaaja uUhiku kohta

—J EudQ eu

mis on tdepoolest vordne eelmises Ulesandes leitud j6uga
(valem (3-200)).

5. Liikumatu aatom, mille seisumass on ht * kiirgab
footoni energiaga £ . Kul suur on aatomi seisumass
parast kiirgamist?



Lahendus . Parast kiirgamist ei ole aatom enam
liikumatu, sest see oleks vastuolus impulsi jadwvusega. Olgu
aatomi kiirus parast kiirgamist U . Siis on impulsi ja

energia (massi) jaavuse pohjal

nOu e

VI-fr °

mOocl= — + £
Vv cm

Siit leiame:

ja
a T«Cn
C , £ (3-208)
6. Aatomi ergastatud seisundi ja pdhiseisundi ener-

giatasemete vahe on [ E < Missuguse kiirusega U peab
ergastatud aatom liikuma selleks, et ta vOiks, siirdudes
pdhiseisundisse, kiirata oma liikumise suunas footoni,
mille energia on A£ ? Missuguse kiirusega U. liigub
ta parast kiirgamist? Aatomi seisumass pohiseisundis on
ro

Lahendus . Impulsi ja energia (massi) jaa-

wvuse pohjal on

mOc |l +AE



(r*oCr+-AE)n

= CAE +
Siit leiame:
7
C
(G.209)
w
C
kus
G.210
T Oc=

Kuna tegelikult on alati o< f » siis suure tipsusega

kehtivad lihtsamad valemid:

JL- SL
c 2 *
VII
c = 2
7. Vesiniku aatomi seisumass pohiseisundis on
-~ , kus ja »»0 on prootoni ja elektroni
seisumassid ja | on seoseenergia. Kui suur peab olema

vahemalt footoni energia £ selleks, et ta voiks,neeldu-
des liikumatus vesiniku aatomis, esile kutsuda selle ioni-
seerimiee? Millise kilrusega U liiguvad prooton ja elekt
ron parast aatomi ioniseerimist?

Lahendus . Impulsi ja energia (massi) jaawse

pohjal on
Alo+ MO
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r“- cx
Siit leiame:

£ - S TEEL )

(3.211)
_u_ «(1-8r)
C Al 9

kus

Oi — (B.212)
(tAO+r0)c*

A17. Liikumine valises jouvaljas.

Kaesolevas paragrahvis vaatleme relativistliku meh-
haanika moningaid lihtsamaid Ulesandeid, kus on nimelt te-
gemist keha liikumisega etteantud valises jouvaljas, eel-
dusel, et seisumass on konstantne. Et me siin piirdume ai-
nult translatoorse liikumisega, ei ole keha sisemine sei-
sund oluline, mistdttu edaspidi nimetame sageli keha
osakeseks . ¢

KOige esmalt vaatleme niinimetatud hiperboo
set lidfkumist. See on sirgjooneline Biikumi-
ne konstantse liikumisesihilise jou mdjul. Olgu osakese
seisumass IO , kiirus U, ja joud .=Siis on liiku-

mise diferentsiaalvirrand teatavasti jargmise kujuga:
d ( U \ T



Selle voOrrandi integreerimisel on otstarbekas votta tarvi-

tusele parameetrina suurus , mis on defineeritud va-
lemiga
-tkcp - G.21%9
Y C
Siis avaldub osakese omaaja diferentsiaal jargmiselt:
M
= CANT ' <3-215)

ja vorrand (3.213) saab kuju

etc

Lahendades selle vorrandi, leiame:

T = y G217
kus omaaja alghetkeks on vdetud see hetk, mil osakese kii-
rus oli null. Seega on valemiga (3.214) defineeritud pa-
rameeter (> omaajaga vOrdeline suurus, mistdttu teda
vOib vaadelda omaaja md6duna. Huid saame valemitest
(3.215) ja (3.216) vorrandi aja leidmiseks:

>n0C
Ne = —2°% ch(fd<p (3.218)

kust
t ~ Sh(f . G.219)

Aja alghetkena on siin vdetud samuti hetk, mil osakese
kiirus oli null. L&puks, valemist (3.214) leiame &arakai-
dud tee X — X0 . Et

n= =ctkPp,

siis (3.218) pohjal
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dx — P € shcfd P (3.220)

L, ' (3.221)

kusjuures algkoordinaadiks on voetud

Y — - B -222)

Elimineerides valemitest (3.219) ja (3.221) O .leiame

ka integraalse liikumisvorrandi:

- cxtz- (3-223)

ehk

Et see on hiperbooli vdrrand, nimetataksegi seda liiku-
mist hiperboolseke. Mitterelativistlikul piirjuhul C-»00

saame siit paraboolse liikumise:

(3.225)

oieti on Uleminek mitterelativietlikule piirjuhule oi-
gustatud ainult siis, kui L . Formaalselt keh-

q
tib see vlrratus alati, niipea kui teeme C->o00y te-

gelikult aga on tema kehtivuseks vaja, et ~t .
T

Kui aga see vOrratus ei kehti, s. o. kui liikumine on
kestnud juba kullalt kaua, siis el saa enam rakendada
mitterelativistlikku lahendust (3.225): hiperbool 1&heb

siis juba paraboolist oluliselt lahku.
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Leiame veel kiirenduse Ci < Et

a=4o0 .,
cht
aiils annavad valemid (3.214) ja (3*213)

L= -2 —— (3.226)
mjcA-3?
ehk

a = r c G.227)

See avaldis on kooskdlas uldise valemiga (3.160). Osakese-
ga kaaealiikuvaa siusteemis on aga kiirendus ClLr konstant-
na:
rjr
&'= S~ - GB.-228)
See _jargneb niihédsti Uldieest teisendusvalemist (3.163)
Iral ka otseselt sellest, et osakese hetkelise paigaloleku
sUsteemis on valemi (3.178) voi (3.179) jargi 7*=="" ja
liikumi8vbirand
d f htold \ j-,
. u*J — *
M Vi~¢c
arvestades, et U '—q , annab todesti
u' - y/ &
ott' ~ mo~ Jir0
Teise tdhtasma liikumise Ulesandena vaatleme laetud
osakese liikumist valises elektromagnetvaljas. Kui osake
on kullalt vaike, vdime lugeda teda punktikujuliseks. Et

joud avaldub sel juhul valemina



(vt. (1.8)), kus e on osakese laeng ja u tema Kiirus,

siis on liikumise diferentsiaalvirrand jargmise kujuga:

d/bwiOn \ e /? j —

y7 =~ JE4" c(LVH> = (3-230)
Sellest vOrrandist jargneb otsekohe (3.150) pohjal veel
vorrand
d( 7 I &u
dt (» uT) ~ EOm OC- * (3-23D)

oldjuhul on vbrrandite (3.230) ja (3-231) lahendamine kul-
laltki raske. Seetdttu piirdume ainult lihtsamate erijuhtu-
dega.

D Homogeenne staatiline elektrivali. Sel juhul on

osakesesse mdjuv joud konstantne:

e
Eespool me juba vaatlesime liikumist, mis toimub konstant-
se j6u mbéjul, kuid eeldasime, et liikumine on sirgjooneli-
ne. Nilud lahendame analoogilise llesande ilma selle eeldu-
seta.
Niisiis, vittes £ suuna x-teljeks ja valides y-tel-
Je nii, et algkiiruse z-komponent oleks null, saame liiku-

misvorrandid kujul:

Ry ee
&y B
d (3.232)
w7 -0,

v C*
d; 1 _\ eEux
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kuna kiiruse z-komponent j&ab ilmselt kogu liikumise val-
tel vordseks nulliga. Liikumine toimub xy-tasandis. Integ-

reerides vOrrandid (3.232), saame

Vi-$ Vf-ft

Uk UOu
(2.233)

e£Ex

<
U’I :Es Som.Qc

kus indeks O tahistab kiiruse ja tema komponentide alg-
vaartusi, algkoordinaadid on aga voetud vOrdseks nulliga.
Valemitest (3.233) voiksime elimineerida U. , mis
annaks otsekohe x aja funktsioonina. On kasulik siiski
talitada teisiti. Arvestades, et omaaja diferentsiaal aval-

dub valemiga
dx-dt~/i-Jg ,

kirjutame valemid (3.233) uUmber kujul:



Edasi toome sisse omaaja asemele dimensioonitu parameetri

f :
dtp = ———- dir
* (3.235)
algvaartusega
T=£ "™ ¢ (f- %y
Siis saavad vOrrandid (3.234) kuju:
ax _ of- 4o _SO0CUOx
d<f
, / (3.237)
df
dt X . be*aeC

Saadud vorrandistusteemi lahendamiseks asendame esmalt 1.

ja 3. vorrandi ekvivalentse vcrrandipaariga

A .(x~ct) ==x( (1
*r efEvFi-~r

millest jargneb

X +-ct = + M=) (e* " 1)

«M-3T

eEy /f-Ni
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Et (p algvaartuse 9\ voime veel mdérata vabalt, teeme

saadud valemite lihtsustamiseks
> = 3.238
tkal_o gox C )

Siis saame:

% +c+ = /er_ e *e)
N~ \//-uYc*

%- 0t= E°~cYTl-kn/cbr—=» r-«.j

Siit
X =3 m«cV/-«z/cn " _c, ,
V- M.vC* . (3-29)
= i/ N °* —
h nsSj/ u°*/cl (sU sh —) (3.240)
kuna 2. vOrrand (3*237) annab:
- Ley (@- v\ (3.241)
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Seega on Ulesanne lahendatud. Valemid (3.236) ja (2.238) -
(3.241) madravad osakese koordinaadid ja vastavad aja ja
omaaja vaartused parameetri <f kaudu. Elimineerides <
valemitest (3*239) ja (3*241), saame ka osakese trajektoo-

ri vOorrandi. llmselt on trajektooriks aheljoon. Erijuhul

UOx —O0 on 9% ~o ja koik valemid saavad lihtsama kuju.

2 Homogeenne staatiline magnetvali. Kui E —O * siis

saavad vorrandid (3*230) ja (3-231) kujz:

Hl-uVcz' e°c I
JL(—L /
dt'y/1-uvC*-1 J (3.242)

Teisest vOrrandist jargneb, et Kiirus jaab absoluutvaar-
tuselt muutumatuks:

U- - UO— COtr.it

jJa mass samuti:

o= = Const.
\Jt- Ut/c1
Seetdttu saab esimene vorrand (3.242) kuju:
du e re.
dt=1J " (UXH>- G-243)

\Vottes magnetvalja suuna y-teijeks, saame siit komponenti-
de jaoks:

aukK__ efiuz

dt Sohnc - |

duz= eHu* [ G218
dt Ectnc !
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ja

dt 0. (3.245)
Viimasest vorrandist jargneb:
(3-246)
kusjuures algkoordinaat on voetud vordseks nulliga*
Lahendades vorrandiststeemi (3*244), leiame:
X= o6t —UolSincj
U Uox Gostot — Uo S cjt G.247)
nb= na CoSClit + UnSihAot
kus
eti
== fornc @.248)
Integreerides teist korda, saame:
X —xc = sinut + Cosajt |,
i i i (3.249)
r—r =lbisUujt—JjE£Lcos«t, }

kus integreerimise konstandid avalduvad kui
X - B

ZC= (o
(eeldusel, et koordinaatide algvaartused X0 , 20 on vOrd-
sed nulliga).
Valemitest (3.246) ja (3.249) on ndha, et osakese
trajektooriks on kruvijoon, mille teljeks on y-teljega
paralleelne punkti (yy ) labiv sirgjoon, raadiuseks

on
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R = G-250)
r

ja sammuks
/t= X— "-°fcu“* . (3.25,)
rK
Osake liigub seda joont mG6da konstantse nurkkiirusega o
Kui U« = 0 , saab kruvijoone samm nulliks ja trajektoor
muutub ringjooneks, mille raadius on
o £o*icu0 £000
~~&H— =1h * °"252)
kus on osakese impulsi absoluutvairtus.
Osakese omaaeg on kiiruse konstantsuse tottu vordeli-
ne ajaga:
n : (3.253)

Mitterelativistlikul piirjuhul on trajektoor samuti
kruvijoone (vst. ringjoone) kujuline, kuid osakese nurk-

kiirus on kiirusest soltumatu:
ett

7 - (3-254)"
See jargneb vorrandist (3.243), mille mitterelativistliku
kuju saame, asendades massi seisumassiga.

)] Kolmanda erijuhuna vaatleme liikumist valjas, mis

koosneb teineteisega ristiolevast staatilisest homogeen-
sest elektrivaljast ja staatilisest homogeensest magnet-
valjast. Votame elektrivalja suuna x-teljeks ja magnet-
valja suuna y-teljeks. Liikumise diferentsiaalvorrandid
(3-230) ja (3-231) saavad siis kuju:
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d { T Onx N _ZE  e.Kut
ett 1 1/i— uvcer/ £° SoC

°LI-m®u= )=o0
eitVYY- uxcx "

d /_J2vUL_) _
dt\yi—-uVvcll £eC

- ( H°cr )= tEN*
"1/1- gj

Integreerides need vdrrandid, saame

ux eEt __ eHz +
Y1—uw/C* e°Mo 1/1—uf/c*—
_uUf - =—-U~- -,

V/-uVcl \/f- 1
mr _ tHx. Upz
v/y-uvVfl~ f,,~c yV-un/c2
i _eex T 1
~NN1—uVe*— ~oCl V7-w®/c*

Edasi on kohane sisse tuua omaaeg T
(3-256) vdime kirjutada kujul:
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Yy- Ugy

d* — Y/1-uf/cl

ja siit:
UvuT
y= ~7 "7 @3.257)
yi—uf/c*
(koigi koordinaatide algvaartused votame vordseks nulli-

ga). Ulejaanud kolm vérrandit (3.256) saavad kuju:

d* eEt

dx fo>v*c y/i—us/cx

az eHx " u_oi (3.258)
daT y/j-uf/C*-

d+ _ eEx i

dv  fo»bcr N1-u?/c* J

See on konstantsete kordajatega lineaarsete virrandite
sisteem )C}Z,t kui omaaja z funktsioonide jaoks. Eli-
mineerides 2 ja £ , saare % jaoks vOrrandi:

d*x erFTEr-H Y . _ r(£-1rH)

3 - ’ * -
dr> sj—mic’- Uto+y/j— uf/c*’ (3-259)

Edasi tuleb vahet teha kolme juhu vahel.
@ Olgu £=K . Siis saab Virrand (3.259) kuju:

. . (3.260)
CIT*  £phrOi/l-UZ/c*

(3- 261)
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Selle vorrandi lahend on
Uoi

X = naKT (3.262)

~Vi—UE£E/IC1 VV-~/C*-

Asetades saadud lahendi teise ja kolmandasse vOrrandisse

(3-258) ja integreerides, leiame:

6 0YIoC\Vi - uj7cK
J (G.263)
eAuox'rl + o w2r
Yi— Uo/cx VI-“cdc™

Ja
f eMy

6ez*Scxy/i—u£/c*

£ eAuKT« . T
2fom ccryV _ uj—-/ca -U,Yec1

G-269

valemid (3.257) ja (3.262) - (3.264) mddravadki osa-
kese liikumise trajektoori vaadeldaval juhul. Nende liht-

sustamiseks defineerime dimensioonitud muutujad:
| e/"X

£o0*boCr *

eAy

C Eo™Cl

r—etqa
€\t
£o™ec *
e = _IAr_
£0>n0C

G-265)

>0
|
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Siis on

, =V/-«.vcT ~"'e”’ (3' 266>

Jja
B iy FLOR e AR R T  W-57))
On kasulik tadhele panna, et
v r ft-£*)*nm
" U-uz/ex (3-269)
Joonisel 48 on naitena toodud trajektoor juhul, kui =
=B mng G20 ja UL 7 .
b) Olgu niud E=>H . Siis saame VvOrrandist (3.259)
Jargmise algtingimuei rahuldava lahendi:
X = C« — cA<pe) } 3.269)
kus

C - C,m.c.“[cY

t(Ex- HXYy/1-ui/cl
(3.270)
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11

9 on omaajaga lineaarselt seotud dimensioonitu para-

meeter:

M3 Ao~ 9-%
«Vf-a* S 3.27D)
Joonis 48.
on selle algvaartus, mille maarab valem
tk(f0= (G.272)

ulejdédnud muutujate jaoks saame (3.257) ja (3-258) pohjal
Jjargmised valemid:

@G.213)
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X=C,(fF-9.)+ - M =ri(skv-sL%) - (P

ja
t=ML (<?—<)>) + —M=_-= (ikcf-sktf.) ,
c.y/E~"—Hx (3.275)
kus
r = —. ——— (3-276)
ey/E~A—H1i/l—-uf/c*
ja

E./n_c*™ - «j

L3:
e (E2- U D)~r 1/1-LIF/C3- @G.210)

Joonisel 49 on kujutatud trajektoor juhul, kui Ue&=0 »

/a r f - M iuhuwulH :0
saavad valemid (3.269), (3.271) - (3.-273) ja (3.275) ident-

seks valemitega (3.236) ja (3.238) - (3.241), nagu peabki
olema. Lisaks aga saab valem (3.274) kuju:

z= . —(<?-<>>),
ef Nj-uz/c*-

mis on taiesti analoogiline valemiga (3.241). Seal oli
meil UOl =0 ja seetdttu ka 2=0 » Siln aga on
kuid yz-teljestiku sobiva poorde abil saab muidugi teha
Ul —O , kusjuures valem (2.41) jadb jousse.
9] Vaatleme 108puks kolmandat juhtu: E<H e VOr-
randi (3.259) lahendiks on niud

X = C, (coS<p — cos<f0) , (3.278)



kusjuures

e N H«-£* i @3.279)
C-1"“«
myLsnpd< o, (3.280)
<o
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Ja

n EH J
1 «r-F"jJyTiaj/z~?
(3-281)

Valemitest (3.257) ja (3.258) saame ka teiste muutujate
Jaoks vastavad avaldised:

Y= C3.(? ~ Vo) t (3.282)
r=C,(9-9) + — == M«?-n««) (3283

Jja

kus
C = ——- £r2Cu°n (3.285)

ja

- »n0cr/E~"N--r’*r;
3~ e(H*—FE*9)3 / i ' (3.28b)

Joonisel 50 on naidatud trajektoor ?_; = ning sama alg-

3
J
kiiruse puhul nagu eelmistes nadidetes, s. 0. 4 =0
& 4 Ugz _ J_
C 3 *c ~9

Erijuhul £~=:0 taanduvad valemid (3.278), (3.279) ja
(3.332) - (3-384) valemiteks (3.246), (3.249) ja (3.253),

kusjuures —ocot .
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Relativistliku liikumise viimase naitena vaatleme
kéesolevas paragrahvis laetud osakese liikumist teise lae-
tud osakese tsentraalsummeetrilises staatilises elektrival-

Joonis 50.
jas (elektrostaatiline Kepleri probleem). Seejuures loeme

teise osakese massi l16pmatuks, nii et teda voib pidada
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liikumatuks. Piirdume juhuga, kus osakeste laengud on vas-

tasmargilised.
Tahistades
n (e,ej
> (3-287)
kus ja on osakeste laengud, saame liikumise vOr-
randi kujul:
a ( /Moy N Az (3.288)

dt ("-u*/ct/ ”

kus mo on liikuva osakese seisumass, =z tema kohavek-

tor alguspunktiga valja tsentris ja

U= . (3.289)

osakese kiirus.
Vorrandi (3.288) integreerimiseks korrutame ta esiti

skalaarselt kiirusega U , mis annab:
a / nm,cr  \ ad

Integreerides saame:

kus on osakese koguenergia, mis on seisu-, Kineetili-
s ja potentsiaalse— energia suma.
Edasi, korrutades vorrandit (3.288) vektoriliselt ko-

havektoriga A leiame:
(UEm)(<—£) +  (*s>=°
ehk
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“*du
d s* yy = - UdE (7xyj
dt cto~W) (3,291)
Vottes (v»?n) -tasandis polaarkoordinaadid 1y , leia-
me:
alte IXu-= ot
kus g© on selle tasandiga ristiolev uhikvektor. Seega

saab vOrrand (3.291) kuju:

. dg? z i—
dt 1
Integreerides saame

~ «V - K—gP\ X
dt ~V I " bnO
ehk

‘< et? ~°i G- 222
kus 2 on osakese omaaeg ja tema jaava impulssmo-

mendi
X = z*ib

absoluutvaartus.
Et

“Srirftvt

kust
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(3.293)

Siit ja valemist (3.290) saame

1+ JL(*L1vV 21(*E\r- (A+EB)X
' dv! cc\c.vi* mdc4l -~ G.299)

Nuld tulleb lahendada vorranditest (3.292) ja (3-294) koos-

nev ststeem. Elimineerides , Saame

dx _ +Y(Er-~c*)1r¥rAEr. -(gfzc*-/4V

dv "yeT .

* * (3_295)
Siit ja vOorrandist (3.292) saame ka trajektoori diferent-
siaalvdrrandi :

dp — d_cdx

Ny (Ez—tKicV—-tx—bZftCi—Ulcx- A
(3-2%)
Enne kui asuda selle vorrandi lahendamisele, teeme kind-
laks vOimalikud energia £' vaartused soltuvalt suurus-
sest fy ja / , Et ruutjuure all peab olema mittenega-

tiive suurus, siis
(E+4 +yn”n?+HC*KE+ 4 -
Arvestades, et (3.290) po&hjal

E+ X >°.
leiame siit:

E>—A - <3-297)
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Selle vorratuse konkretiseerimine soltub juba A ja £
suurusvahekorrast, millest ka lahendi kuju oleneb.
Asume vorrandi (3.296) lahendamisele. Teeme esmalt

asenduse
£= ;(L . G.2%)
mis annab
di W(E - *ntc”) + ZAE4 -
= ——————— <£E ————————————————— - (3.-29)
Edasi on otstarbekas juure kaotamiseks ule minna teist
jarku vorrandile. Arvutades —— , leiame:
dtp*
dH /n Ar \s_AE (3.300)
1T f £ xcJ JLV -

Edasi tuleb vaadelda eraldi kolme vdimalikku juhtu.
1) Olgu esmalt

Xc >A (3.300)
Tahistame

= (-302)
Siis on vOrrandi (3.300) uldlahend jargmise kujuga:

£ = C, Costo(f> - Cxsifb+ — ~  ~C0*
oCccjX
Esimest jarku vorrandi (3.299) tottu on konstantide Ct

ja Cr vahel olemas seos
1 _ E~—hxpCrco9-

c;+£
dEXC XU)*
Tahistades

= tcux Gy ,
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leiame:

ccco)?2 <Ecco*
Integreerimiskonstandi %  valik on meelevaldne, sOltudes
polaartelje asukohast. Valime ¢6= . Siis saame I0pli-
kult:
T _ <£cojz
E]/i—Cul — E2 — C 4cOx CoSCecf (3.303)

Vorratuse (3.297) podhjal voib kergesti veenduda, et vaa-
deldaval juhul on

ruy <Nc/T“tol j  /oflcl 1 h.is u ou \
_____ * +y-~"-4+»"c > M«w" (.30

2) Olgu nuud
/.C—A. (3.305)
Siis vorranditest (3.299) ja (3.300) saame
Z - Z"nC z n (3-306)
Seesama valem tuleb vaija ka eelmisest lahendist (3-303),
kui teeme seal d>-*0 . Vorratuse (3.297) pdhjal on
£E» =N + JUEr-*+«."F >0 » (3.307)
3) Olgu I6puks
JcIN\ (3-308)
Sel juhul tahistame:

/4" 1 (3.309)
<f£rcb
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ning leiame:
T <Ecw*
J/Ex+~rc*w ™ cKwf —Eyji+w™* G-30)

VOrratus (3.297) annab nidd:

CA____)_(__(_:_X/]-_WI + N _AT~+"*0C é‘-

00 . (3e311)

Niisiis on niid, erinevalt eelmistest juhtudest, VOimalik
ka negatiivne energia, 90 . Ent sel juhul peab 'z
olema tokestatud, nagu jérgneb valemitest (3.290) \Oi
(3.311). Seetdttu votsimegi valemis (3.310) nimetaja esi-
meses liikmes ruutjuure positiivsena, kuigi ka vastasmar-
gi korral rahuldaks see lahend vbrrandeid (3.299) ja
(3-300); kuid sel juhul oleks Zz tOkestamatu.

Nuld vaatleme lahemalt saadud lahenditega mdaratud
trajektoori kuju olenevust energiast.

D Kui Zzc >A , siis on lahendiks valem (3.303).
on sarmane mitterelativistliku valemiga; erinevus on airult
selles, et 9 asemel on koosinuse argumendiks b<p . See-
tottu me voime liigitada trajektoorid “elliptilisteks”,
“'paraboolseteks™ ja "hupoboolseteks™. Kui hi0Cxb)EE<tnecl,
siis on orbiit “elliptiline”. See tahendab eelkdige sedh,
et 'z on tokestatud alt ja ulalt. Ajavahemik, mis moo-
dub tiirleva osakese kahe jarjestikuse suurima eemaldu-
muse vahel, vastab polaamurga < muutusele —— . See-
ga erineb trajektoor tdelisest ellipsist selle poolest,
et tema telg podrleb nurkkiirusega i~ et maini-

tud ajavahemiku jooksul osutub ta nihkunuks nurga 2—A6) —
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vorra. Mida vahem erineb w 1-st, seda aeglasem on see
Poorlemine ja seda vahem erineb tegelik trajektoor ellip-
sist. Kuid kui t© on kullalt vaike, on trajektoori ku-
Ju tegelikult ellipsist hoopis erinev. Joonisel 51 on nai-

Joonis 51.

tena toodud trajektoor ui=ofi jaE=o0,"5""rkorral. Tra-
Jektoori vorrand on sel juhul

>

z

#,C [—On5Toi 0e<p
Erijuhul E = /nOc*w on trajektooriks ringjoon raadiu-

sega £ o/tb-C . - Kui E= , Siis on trajek-
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toor '‘paraboolne’:

<fu>

X=UC fl-eol(i - aosiaip

Erinevalt tdelisest paraboolist ei ole trajektoori harud

I6pmatuses paralleelsed, vaid moodustavad omavahel nurga
=7 (j—cj) ~ Joonisel 52 on naidatud niisugune ‘parabool’
a

cj=06 korral. Tema vorrand on
an 1
20/n,,C 1- CoSO"CF

Kui £ > Au,a » siis on trajektoor "hiperboolne”. Aga
ka siin vBib tegelik trajektoor tunduvalt erineda hiper-
boolist. Osakese kaugus tsentrist on minimaalne siis,
kui =— , kuna

(P co
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YI-to*

4
~ TT CLXCCOS
" Vi—-"0C”YE1

" " v'/-w :cUy F
Juures saab x I6pmatuks. VBib juhtuda, et need mdlemad
suunad langevad Uhte. See juhtub siis, kui

E _ U>cos3t(1—oi)

Joonisel 53 on naidatud Uks niisugune "hiperbool™, kui
i» Nl1l= < / N~ N £=VS2«.

Joonis 53.

Selle joone vdrrand on



2 «fc=A < Trajektoori vorrand on (3.306). Ka siin
voime eristada kolm juhtu. Kui O<£<#0DC% » e S on va~
lemi nimetajas teine liige positiivne. Seega x " *
kus

T _ ~NjCc E
£* G312
Osake liigub koonduvat vdi hajuvat spiraali m6ddaj kui al-
gul on spiraal hajuv, siia muutub ta peale b-T-Ta* saabu-
mist koonduvaks. Seega jouab osake igal juhul aja mdd6dudes
tsentrile kuitahes lahedale. Joonisel 54 on naidatud niisu-
gune spiraal E =0,2m,c* korral. - Kui BE-fA\,c , By 8 on

trajektoori vorrand jargmise kujuga:

1=- "loipk - (3.313)

Nuid on 1 tokestamata. Seega liigub osake kas hajuvat
spiraali mddda Idpmatusse vOi koonduvat spiraali mddda
tsentri poole. Vt. joon. 55. - Kolmandal juhul E >*haC*.
Siin on ‘t samuti tdkestamata ja trajektooriks on jal-
le IGpmatusse minev spiraal (joon. 56, kus on vdetud
E=S ).

3) JEC<A e Kui E<O0O »siis on (3.300) pdhjal

V N %2y oC',W X + N Fi+Eiw* " (G.31%
kus
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Joonie 4.



fcw

a,"0*= Ve V m +VEV (3.315)

Trajektoori kuju naitab sel juhul joonis 57, kus on voetud
fF=—>ec*ja w -0,?S « ~Kui F=0 » siis
-rN> }

cw? (3-316)

*S

T =
.

Joonie 55.
Trajektoor WRO,15 korral on naha joonisel 58. - Kui

O< fix'm»,c* |, SiiIS

-En/1-hwb)
Y/E x+ mec**ivecA.wy - f y/I+ivl

7 -
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Joonis 56.

Joonis 57«
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Aw 1
(3-318)
- Ey/l+w*

Trajektoor E-~ m»cr»w~ korral vt. joon. 59. -

Joonie 59*

Koigil kolmel juhul on T todkestatud ja trajektooril on

vaartuseni T1=TteX hajuva ja seejarel koonduva spiraali



kuju, samaselt nagu Xc =A ning Juhul. -

Kui aga £s yoi E >*»ycr « siis on z tokestamatu.

Joonisel 60 on naidatud trajektoor £ B X BC* ning

Juhul ja Joonisel 61 E = — ning w =0,75" juhul.

Joonis 60.

00

Joonis 61.
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Ulesanded.

1. Naidata, et mitterelativistlikul piirjuhul taandu-
vad valemid (3.236), (3.-239) - (3.241) vastavateks klassi-
kalisteks valemiteks.

Lahendus . Valemitest (3.239) - (3.241) jarg-
neb:

Et liikumine oleks mitterelativistlik, peab olema

3a = Siis voib valemites (3.236), (3.238) - (B.4D
asendada

ja ka

Siis peale @ elimineerimist saame:

t = t,

*=um t+ -],

mida oligi tarvis ndidata.
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2. Laetud osakese liikumist tsentraalsimmeetrilises
elektrostaatilisee valjas me vaatlesime eeldusel, et sel-
le osakese seisumass on nullist erinev. Ainult sel eeldu-
sel on liikumise diferentsiaalvorrandi kuju (3.288). Nai-
data, et vorrandid (3-299) ja (3-300) kehtivad siiski ka
=0 korral.

Lahendus . Laetud osakesi, mille seisumass on
null, pole tegelikult olemas. Kaalukad teoreetilised seisu-
kohad konelevad samuti selliste osakeste olemasolu voimalu-
<« vastu. Seega on antud Ulesandes tegemist puhtal kujul
hipoteetilise osakesega. Sellele vaatamata oleme Oigusta-
tud vaatama, kuidas peaks ta liikuma antud jouvaljas.

(3.288) asemel on liikumise diferentsiaalvorrand jérg-

mise kujuga:
g d(vn.<L) A't

dt ~ r3a -’ (3-320)
kus bl. on osakese tegelik (kineetiline) mass (ta muutub

ajas) ja c on Kiirus:

=, * 3.321
it G.32D)

mille absoluutvadrtus on universaalne konstant c¢ =
Korrutades vorrandi (3.320) skalaarselt kiirusega c ,

leiare:
fncdc czdy*. = A d



£ on siin jalle koguenergia, mis vOrdub kineetilise
ja potentsiaalse — ~ energia summaga.
Korrutades vorrandi (3.320) vektoriliselt kohavek-
toriga T  ja arvestades valemit (3.321), leiame:
>uz) = 0.

Integreerides poiaarkoordinaatidea, saame

out -£ , B3N
kus £ on impulesmomendi

Z = "TXxm2Z G329
absoluutvaartus.

Elimineerides valemitest (*3.32) ja (3-323) massi/n.,

leiame:
def _ Jic*—

clt  i—(f\ —hE't) B-3%)

Avaldades polaarkoordinaatides Kkiiruse ruudu:

=fF) +z2zE)=0Cc

leiame siit ja eelmisest valemist:

=dL ZAE‘t - —AD
dt A+Et 3.32)

Siit ja valemist (3.325) saame

d+ ~ '"IYeTiz+t+2AEz — (Exc* — AV

dtp (3.328)

LOpuks, asendades nagu varem T = ~ , leiame:



(3.330)

Heed kaks valemit uUhtivadki tdesti valemitega (3*299) (koi
seal teha #p=0 ) ja (3*300)*

3. Uurida vorrandite (3*329) ja (3*330) lahendeid.
Lahendus. 1) Kui £c >A teiie on lahen-
diks
JLccj z
E (V* - Cliz — CosCotf) (G-331)

kus v on defineeritud endiselt valemiga (3*302). Slit on
naha, et liikumine on eel juhul alati "hiperboolne™. -

2) Kui Xc —A . eiis EyO korral on
G332
mis kujutab I8pmatusse minevat spiraali. Kui aga E*C *
siis annab vorrand (3*329) vahetult
TL =Coust.. @3R)
s* o~ osake liigub sel juhul ringjoont mbdda. - 3) Koi
@Cc<A »siis E*° MOl on

rt= £ cwVYiei (3*334)
ckw<sp+ i+ W 2

kus vt on defineeritud nagu varem valemiga (3*309) ja



kaksikmargis kehtib Ulemine mark E >0 korral ja alumine
£<0 korral. Kui aga E=0 , siis valem (3.334) ei keh-
ti, vaid siis saame vorrandist (3*329)s
- =" wg G-335)
ag?
Ja siit

r=r giw-y (3.3%)

Seega on trajektooriks B~0O korral I8pmatusse minev spi-
raal, kuna E<0 korral on

n _ Ec(Ml+w*r— - 1)
* ce m ————- .
4. Laetud osake liigub teise, liikumatu laetud osake-

se valjas "elliptiliselt”. Leida tiirlemise pericod T ,
S. 0. ajavahemik kahe jarjestikuse ‘‘periheeli” l&bimise va-
hel.

Lahendus . Valemitest (3.290), (3.292) ja
(3.303) leiame:

dt — Vf—aldr vV* -0 cosuxp /

G.337N)
kus >n0OCrc0”™ fI < WOC* ja

/= - ] 3.38)

Integreerides aelle vorrandi, saame

" tw.cfei* lvp*— e x -

G-339
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X . n & L, (3-340)
n ~» _ Vv/yi_coi 2

"Periheelis" on CoScxf=(Zk+1)K , kus /A on taisarv. \Vot-

tes seega valemites (3.339) ja (3-340) rajadeks - > z i%E}(g

ja— oo< X < oo, leiame;

zXjEy/j- cor
0-341}

See valem kehtib ka ringikujulise orbiidi juhul, mil j —®

ja

olgugi et "periheeli” mbiste kaotab sel juhul mdotte. Siis
tahendab T aega, mis kulub —.~ pikkuse kaare l&bimi-

seks. Nurkkiirus on sel juhul vordne

zZiT (1-CcJ4
&1~ Eu>
jJa joonkiirus
U- ~sk~=CV/--" . (-342)

See on kooskdlas energia valemiga (3-290), mis annab
Jaoks samasuguse avaldise, kui seal votame

” iCo
f\= jtc. yjl—-co3-, E = mOC21) ja ~cnhli—-cd3-

Et ule minna valemis (3.341) mitterelativistlikule

piirjuhule, tuleb asendada
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P - »"sl* n G.343)
2 r

See ammab: "7 -
- A/
~ Vz(-tyl/l A
5. Sama Ulesanne nagu eelmine, kuid periood tuleb

avaldada osakese omaajas.
Lahendus . Valemitest (3.292) ja (3.303) leia-

qr = £<oHd<f
bl,0C *-(/\//- 001 — y/y~—ad3-Cosco<f)b
G35
Integreerides saame
2.4r

Ev/*-*>* X ] (3.346)

kus x on maaratud endiselt valemiga (3.340). Vottes ra-
jJad - oo < X < 0° leiame:
J_ y/j—oo*

~ fooC* (1-J*) 34 @G.34D
Vorreldes seda tulemust valemiga (3*341), ndeme, et oma-
aeg on M c =/ ~1 korda inertsiaalsleteemi ajast vaiksem.
Ringikujulise orbiidi erijuhul on see suhe vordne 0)“F ,
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nagu valemi (3.342))pdhjal olema peabki.

6. Laetud osake liigub teise, liikumatu laetud osake-
se valjas nii, et efc=A (vt. valem (3.305)) ja £<
\Vottes liikumise alguseks punkti, kus osake on maksimaalsel
kaugusel tsentrist (vt. valem (B.312)), leidaaeg t ja
omaaeg x polaarnurga < Tunktsioonidena.

Lahendus . Valemitest (3.290), (3.292) ja
(3-306) leiame diferentsiaalvorrandid:

(3.-348)
(3-349)
kus j LHaHnuHU cuuiDci - ",4 - Integreerides saame
+ [Y*F"/*F? J
1-/2+/739Z
(3-350)
/N'j-rip 3
(3.351)
Kui asetame siia rajad p< 00 » sl3» tihistades vas

tavad t jJa zr vaartused indeksiga o » leiane:
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t = -7 , 3-352)
e " "b(l-yu3*

___rriCy
To- ~nc4dy1"r )~ * (3<353)
Tlende suuruste tdhendus on ilmselt see, et t K tQ Vvoi
vaetavalt *C<TO puhul kestab liikumine koonduvat spi-
raali mboda edasi, kuid t>t9 ja T >TO puhul enam
liikumist ei ole. Mis toimub just hetkel VvOi oma-
aja hetkel T=m0 , selle kohta mingit kindlat jareldust
tuletada ei saa.
Margime, et suhe
n E
0 ~ *= W 0.354)
on vOrdne analoogilise suhtega tiirlemise perioodi jaoks

"elliptilise” liikumise juhul (vt. eelmine Ulesanne).

7. Laetud osake liigub teise, liikumatu laetud osake-
se valjas nii, et cc <A (vt. valem (3.308)) jJaF<mec,
nii et osake jadb oma liikumises I6plikule kaugusele tsent-
rist. Arvutada nagu eelmises Ulesandes t ja t polaar-
nurga < funktsioonidena ja leida ka osakese tsentrisse
langemise aeg t0 ja omaaeg XO

Lahendus . Vajalikud diferentsiaalvorrandid
saab tuletada valemitest (3.290), (3.292) ja (3.30). Nad
on niisugused:

dt = ~w* . ckwg>—-/ N
>*oCb ? (3.355)
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ja

r*0c*—(Mr2-+«3cAwf — fy/i+w*)x 7 (3 356)

kus w Ja f on endise tdhendusega (valemid (3.309) ja
(3-338). Integreerimisel tuleb eristada kolm juhtu: /j|< 1,

— 1 ja K=-—TF * Alghetkeks valime nagu eelmises ules-
andes hetke, mil osake on maksimaalsel kaugusel tsentrist.
D Esimesel juhul on ““Meca®™ " *nec4d . Siis on
integraalid jargmise kujuga:
Tt - - rTyr AXctocrX +
+ X\//z+ *xJ ~ t] G.357)
ja
= - — ————— — [Y"JI-fW*- OL'bcteCtxX -h
mec*(i—/4°b L' V
(3-3598)
1-hx~ J 7
kus
Asetades rajad O ~<p< ®° , lelamne:
_ n r,,r+ «xccosf |.|.|I N )]
= Ao (1-HL / *_ [ * V 7~ /3
(3-360)
ja
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r - +M+tJtiaacco$f- -£&U)] -
° "~cHt-/4L VFf=F 1 ~ z VA)

Erijuhul E =0 saame

7CE=>J14-Y/i
X hvocCl
Ve 3.32)
r =
2) Teisel juhul on E <-b\0c* . Siis saamre jarg-

mised integraalid:

ST W.C*Y—-1)V*[-V A — AAX — ZV ~ T 7]

(3B-363)
ja
M.CI(r*—IF* + Alth—X —
G-3D)
kus
= /J-ril+w?* - Noovg (3.365
M N+ -+ Yl —tw *

Asetades rajad, leiame:
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= ——— N r- fw—’\l+’\A|ch(— 1 21%%2,)]

i\ _ —
fciy™~-)L f Vri-1 b+, }13%86)
ja
ir — £ Mr-w-JnhlltzlAvck /- 11
°  *PoCr(x*'—1)" Vi'b—y Vib+*x 4
3.367)
3 Kolmandal juhul on f=—mec* . Siis leiare:
1*=- N
/fapC
(3-3698)
ja
t = =E" e fik». -x.0J"-1 .
XY~ C* (i +W2) 1 z 3 1 J (3-369)
Siit Y
o = w* + 3)
3m Ocz(1-hwx) (3-370)
Jja
"7 3xvocr—(1-i-wa 3.371)

Seega on kdik nbutud suurused arvutatud. Lisaks arvu-
., - -
tare veel suhte £ . Esimesel kahel juhul avaldub see

kujul: .
— A= —tk(*+r),
° @3.372)

kus esimesel juhul
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mEbl =/,

@G-3)

CLICCOI ~1@—-bl/1£21+ \

VF+n

ja teisel juhul

ikr= /e -

p —

-jJff+y» _ATeA/ -
w

»

Kolmandal juhul on

TO W
to 2wWw*+3

1 vWw=*>/

@B.370)

17 2

y/N+w*/

@B-3™)

Olgu margitud, et valemitega (3.373) ja (3-374) definee-
ritud suurused AB on reaalsed, sest parematel pooltel

seisavad 1-st vaiksemad arvud. Selles veendume jargmiselt.

Teise valemi

wVj-y>

wy/f-/>»

L A ———

V/V/+WV
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(3.373) voime Umber Kirjutada kujul:

_____ . x40
W//-/1

-/Y 1+"a — 00.
I»V/f



Seega igal juhul

(3.376)

Parema poole teine tegur ilmselt kasvab argumendi
kasvades, mis omakorda fikseeritud y puhul kasv:
kasvades (voi /=0 korral jaab muutumatuks). Sellest

jJargneb, et kui asendame valemis (3.376) y/—*00 , saa-

Ifl J1+ wz
w

me veel tugevama vorratuse:
VE-/*

f
ok «efaut v

* 'k Xk = _ < 1
a-icsth. (Y-
mida oligi tarvis naidata. Analoogiliselt on teine valem

(B-374) esitatav kujul

, Axtk )
SO o= -1- i ItFNI—hwW3-
" wV /M (3.377)
VANAYARREL

Parema poole teine tegur kasvab argumendi ~ ¥T+ ** kae~
vades, ja see omakorda kasvab fikseeritud J juures, kui

kaevab w . Siit jargneb, et

y/yb—1
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ehk

«.a < AllbM EHI<1

mida oligi vaja nadidata. Et ~ on ka reaalne, see on ilm

ne (sest esimesel juhul on Wf<i ja teisel juhul
UI>£ > _
Lopuks vaatame, millistel eeldustel on suhe T Wi-
malikult vaike. Olgu vaartus fikseeritud. Siis on —
koigil juhtudel seda vaiksem, mida vaiksem on w . Seg
jJargneb valemitest (3.%75) - (B.377). Eeldades, et w
véga vaike, arendame ~ avaldised ritta, piirdudes kdige

0
madalamat jarku liikmetega w suhtes. Tulemused on nii-

sugused:
-N-=N / >0
N>
To _ Zw
t 58 7J-—0
10 G.3’)
ro
i:=- 1 7w<20 -
Jarelikult on seda vaiksem, mida vaiksem on erergia.

A>0 juures kehtiv —£ vaartus jF on kooskglas eelmi-
ses Ulesandes leitud vaartusega (vt. valem (3.3%4)), na-
gu peabki olema, sest seal oli w=0 ja siin on w-*0 .
8. Osake seisumassiga asetseb staatilises homo-
geenses valjas, mida kirjeldab ruumisarnane vektor S
See vali mdjub osakesesse j6uga 9
3r=g(c*SM™Mun”"Sj (3.375,
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kuis ~ on invariantne konstant ja U~ on osakese Kiirus.
Leida osakese integraalne liikumisvorrand ja omaaeg.

Lahendus . Liikunise diferentsiaalvorrandid
saare Uldisest valemist

bl T
kujul:

d/ miu \_ $4(cZ—Uz)5¢+ u(uS —cS9)J
dtlyj—uvec*' yj—uVvc*
0a

d s n,.c , = +CUS)

dt- ¥1l-ui/c*" W - «V'cz

ks on komponendid. Et valjavektor on ruumi-
samane, valime inertsiaalsisteemi, kus Se=" _ Siis

saavad eelmised vorrandid kuju:

dl n'"'n X 9t(c*-u*)S hu-u$]
dt 1vi

d | >Xc |
dt ' y/f-ni/c*'  VI-uYc*

Korrutades teise vorrandi . -ga ja lahutades esimesest,
C

Saame

ZT- - -0?)7?

ReTm s )7 (3.380)
Et vali on homogeenne, valime 5 suuna x-teljeks. Siis
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bl I~ n c*b

cfoy - n

ete 1 L GB-3BD
gfoz _

ett “0*

Kahest viimasest vOrrandist jargneb:

G.3x)
- 703 }
ehk, kui valime z-telje algkiirusega risti, siis Ut=0

0. o. liikumine toimub xy-tasandis.

Integreerides esimest vorrandit (3.383), leiame:

= (3.383)
kus t,, on defineeritud valemiga
/C
V = ujr G.3BD
-
Veelkordne integreerimine annab
(3.385)
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(3.386)

Siin on koordinaatide X, N algvaartused voetud vordeeks
nulliga.
Omaaja leidmiseks lahtume diferentsiaalvorrandist
dv =cCt g/¥Y-uVc™

ek (3.382) ja (3.383) pohjal

GB-380)

Integreerides leiame:
r =A{«cW fsk(% -«fa*(EE££)}.
(3-389)

£ 18. Relativistlik reaktiivne

litkumine.

Reaktiivee liikumisega kbige laiemas tahenduses on
tegemist juhul, kui keha seisumass konstantne ei ole. Di-
naamika p&hivorrand

saab sel juhul kuju:

dr *
20 - 153 -



Korrutades Kkiirusega , saame

Tup - i .20)

Siit ndhtub, et muutuva seisumassi juhul on alati olemas
nullist erinev neljambotmeline joud.

Alljargnevalt tuletame méned pohivalemid, mis seovad
neljamdotmelist joudu reaktiivse liikumise juhul kolmem&ot-
meliste suurustega.

Et kolmemd&tmeline jduvektor on igal juhul defineeri-
tud valemiga

dat -
siis kehtivad ka reaktiivse liikumise puhul seosed

[V Wy ©-3D
* I <
ja
T ctyK
* cCt (3.392)

(vt. (3.146) ja (3-147)); sellevastu valemid (3.148) ja
(3.149) ei kehti, sest nende tuletamisel eeldasime seieu-
massi muutumatust. See tahendab muuseas seda, et nelja-
moStmeline joud ei tarvitse reaktiivse liikumise korral
olla ruumisarnane (wrd. 815 2. ulesanne). Ta vOib olla
ka ajasamane voi ka isotroopne (allpool veendume selles
lahemalt). Hei jamdotmelise jou ajasamasus téhendab nii-
suguse inertsiaaleusteemi olemasolu, milles kolm esimest
komponenti on vdrdsed nulliga (vt. A 13 9. ulesanne). Va-

lemi (3.391) jargi on siis ka kolmemddtmeline jduvektor



vordne nulliga, kuid siiski ei ole liikumine relativist-
likus méttes jouvaba* Ohe sellise naitega oli meil juba
tegemist 8§ 16 3* lUlesandes™

Valemi (3*148) asemel kehtib reaktiivse liikumise ju-
hul valem (3*390), millest ssmal viisil nagu valemi (@*149)
tuletamisel saame

> at = (3*393)

See valem on valemi (3*149) uldistus* Siit ja valemist

(3*392) leiamet
A =C*"N- _ - (3.394)
Seesama seos, mis on valemi (3*150) uldistuseks, tuleb

vaija ka jou Y avaldisest:

mis annabt

+= “ TAr ; (3.395)

selle korrutamisel kiirusega W. saame

; (3*396)
_"hi 1 n gt
Yy-aYc4 cx(l- aVcV*A *  (3*397)
y
siis, elimineerides mélemast viimasest valemist U -/ *

saamegi (3*394). Margime, et valem (3*396) on ekvivalent-

ne valemiga (3.394); kolmanda ekvivalentse kuju saame
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con

elimineeride6 molemast —7/— U
- JUu
u c(n> Sbot. —rr
Yi—-uVc* * (1-un*/c*)w* * @3,39)

Valemi (3.394) vdime tuletada veel thel viieil (wrd. $15).
Et
° p =c*(>*"-B})

siis

-» B> Jj/ dxt c(hta»
ffdt=c (,bn—-2xx -""cr) —

_cfo =+

Asendades vasakul poolel W= mzt* Oa” =-7~ ning ja-
gades l&abi mas3iga . , saamegi (3.3%9).

Lopuks tuletame valemi neljambotmelise jou absoluut-
vaartuse ruudu jaoks. Valemitest (3.391) ja (3.-393) jarg-

neb:

y*-72r/cJ* r~r Y
a > /- uvcl dt /.
(3.3%)
Et on invariant, vdime avaldada seda keha (hetkeli-

se) paigaloleku inertsiaalsisteemis. Kui kolmemdGtmelise
Jou tahistame selles slsteemis , Siis eelmisest va-

Iemist saame

C3.400)

Oleme tuletanud hulga valemeid, mis jarelduvad di-
naamika pohivorrandist. Alljargnevalt uurime reaktiivset
liikumist lahemalt, kusjuures vaatleme ainult puhast reak-
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tiiveet liikumist, s. c. niisugust, mille puhul kehasse
ei mdju Talisjbud, Taid mOjub ainult seisumassi muutumi-
sest tingitud joud. Sel juhul tuleb arvestada ilmsel ku-
Jul massi ja impulsi jaavuse seadusi. Need seadused keh-
tivad kull ka véalisjoudude olemasolu korral, kuid ainult
kaasa arvestades nende joudude allikate massi ja impuls-
si; kui aga, vastavalt valisjou mOistele, nimetatud alli-
kad jadvad impulsi ja massi bilansis arvestamata, siis ei
ole vaadeldava siUsteemi mass ega impulss jaavad.

Kdige lihtsam on impulsi ja massi jéawust arvestada
keha hetkelise paigaloleku inertsiaalsiisteemis. Siis on
mass vOrdne seisumassiga, impulss vordne nulliga, aja
diferentsiaal ett VvOrdne omagja diferentsiaaliga oLT

mass muutub omaaja Uhikus vorra ja impulss
~dr N °U) ~—*’e—dic — *e0L
vorra, kus on kiirus hetkelise paigaloleku sistee-
mis (. o. u'=0 } ja
oi = (3.401)
on kilrendus samas slsteemis. Valemid (3*393) ja (3*335)
saavad siis kuju:

T = mOA, (3*402)

T-ic gp - (3+403)

-

Impulsi ja massi jaavuse pohjal peab tekkima valjaspool
vaadeldavat keha selle omaaja Uhiku kohta impulss — A0Ct
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Jamass —diee tahendab, et keha peab endast eralda-
ma massi koos impulsiga* Kui keha omaaja Uhiku kohta eraldub

temast kiirusega V mass , Siis
dr N (3.404)

/moA = —Jvdp-1IV) . (3.405)

Siin tdhendavad V  ja dfi(V) kiiruet ja massi vaadeldara
keha hetkelise paigaloleku inertsiaalsisteemis.
Kirjutame vorrandid (3.404) ja (3.405) sobivate ta-

histuste abil lihtsamal kujul Umber* Tahistame
jdjuififls /n , (3.406)

s. o /N on summaarne mass, mis eraldub kehast, omades mis-

tahes kiirust, keha omaaja uhiku kohta. Edasi olgu

y\vdfi(V) =\ (3.407)
s. o \K on eralduva massi keskmine kiirus* Nuid saavad
vOrrandid (3*404) ja (3*405) jargmise kujui

< _ (3.408)
eit — r

(3.409)

Viimasest voOrrandist saame seose ka vektorite a ja V* ab-

soluutvaartuste vahelt
= /N| - (3.410)

- 158 -



Siinme kirjutame |H , sest /k VvOib olla ka negatiiv-
re ja isegi vordne nulliga. Juba vOib olla nega-

tiime. Hegatiivne Ay (V) vOi yw  tahendab seda, et ke-
ha ei eralda mitte massi véaljapoole, vaid, vastupidi, vO-
tab valjastpoolt massi juurde. Juhul L, =0 suurus I£ on
médramatu 6oui J*vdf*. (\) 3 0) voi I8pmatu (kui

Esimesel juhul (3.409) pdhjal a= 0 = teisel juhul a® O ;

ait molemal juhul J—=o

Siinkohal juhime tahelepanu ka sellele, et eralduva
messi keskmine kiirus IT  on absoluutvdartuselt valgu-
< kilrusest kindlasti vaiksem ainult sel juhul, kui kdik
massid dP(\r)  on uhe ja sama méargiga. Et AV~ C , siis
on (3.407) pohjal sel juhul ka /I™/~C . Kui aga massid
dju(\f) °n erinevate markidega, siis \ Voib olla ka
swuremkui ¢ ja w, =0 korral vbib, nagu asja nagime,
olla isegi Iopmatu. Seega on nimetus "keskmine Kkiirus"”
el juhul Gsna tinglik.

Vaatame veel, kuidas soltub neljambotmelise jou ab-
soluutvéartuse ruut sellest *keskmisest Kiirusest'. Ase-
tades valemi (3.400) paremale poolele asemele (3.402)
jJa (3.409) pohjal _ _  ja -~-2 asemele (3.408) pdhjal
p- , leiame:

£3r - (3.411)
Siit ndhtub, et kui kdik dft(v) on samamargilised, siis
JEINN 0, s. 0. jJoud on kindlasti ajasarnane, VOi =0
korral isotroopne vektor. Kui aga d/*(U) on erinevate

mérkidega, siis joud vOib olla ka ruumiearnane (kuid voib
olla ka ajasamane vOi isotroopne).
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Podrdume nlud tagasi vOrrandite (3*408) - (3.4i10)
Juurde. Viimasele neist anname veel lihtsama kuju, defi-

neerides suuruse

X— 77— » (G.412)
K
kua + kehtib jj ja - /£ korral. Siis saane
AA="m0O m G.413)

Seega s%ltub seisumass ainult «« jaI {/K suhtest, mit-
te aga kummastki suurusest eraldi.

Vorrandisusteem (3.408), (3.413) sisaldab kolm suu-
rust, * i ,, , mis kdik on omaaja funktsioonid. Kui Uke
neist on ette antud, siis mdaravad need vorrandid Ulejai-
nud kaks. Juhul kui on antud, saame ja / nen-
dest vOrranditest vahetult. Vaatleme Ulejadnud kaht juhtu.

D Kui antud on / , siis, elimineerides Vvorrandi-
test w , leiame:

STAT =—/<**ee (3-414)

Integreerides saame
[
ex.p(=J/dv) t (3.415)
o
kus >m0 on seisumassi algvaartus. Edasi (3.413) annab

P—t JJ Ff * * ) o (3-416)
0
2) Kui on antud pm» , siis vorrandist (3.409) saame
r
*4, = —jp—oiT F @G3.417)
0

kuna vorrand (3.413) annab



o (3.418)

Nendest Ulesannetest hoopis eraldi seisab keha lii-
kumise integraalse vOrrandi leidmise Ulesanne. Selleks
piisab taielikult kiirenduse ct tundmisest (koos alg-
tingimustega). Seega on just kiirendus see suurus, nmis
j kaudu seob keha liikumise kinemaatilisi integraalseid
karakteristikuid tema seisumassiga.

Reaktiivselt liikuva keha integraalse liikumisvor-
randi leidmise Ulesanne on puhtkinemaatiline ega ole see-
tottu iseloomulik just reaktiivsele liikumisele. Tapselt
samalaadne oleks see Ulesanne ka mistahes mittereaktiiv-
se liikumise puhul, kui on vaid ette antud kiirendus het-
kelise paigaloleku inertsiaalsisteemis omaaja funktsioo-
nina. Mis meid siin aga eriti huvitab, on liikumise in-
tegraalsete karakteristikute seos seisumassiga. Selleks
on meil valemid (3.415) vdi (3.417) - (3.418) juba olemas.

Asume nuldd kusimuse juurde detailsemalt. Koige es-
malt paneme kirja diferentsiaalvdrrandi kiiruse £ jaoks.
Kiirenduse ii! avaldamiseks kasutame kiirenduse teisen-
duevaiemit (3.164). Seal tuleb votta ~ -+u.-0  I3--

ja n® = . Siis saame
ott

(1- m0.419)

Et siin kiirendus /1 on hetkelise paigaloleku siUsteemis
antud omaaja funktsioonina, vaatleme ka u” omaaja funkt-

sioonina. Kuna
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£ =2ZTwI[Z-°8R (1- Yi-uVvcal. (3.420)

See vOrrand maarab U.(V) . Kui selle lahend on kaes, tu-
leb lahendada diferentsiaalvorrandid

dt 1 (G.421)
dx n (3_422)
dv

mis annavad b.(T) ja "t(v) .Sel viisil saare kohavek-
tori b ja kiiruse U ajalise olenevuse parameetrili-
ses kujus, kus parameetriks on X < Elimineerides <@ ,
saame ka otsese ajalise olenewvuse 'lit) ja U(t)

vorrandi (3.420) lahendamine on uldjuhul siiski Usna
keerukas. Seetdttu piirdume alljérgnevalt vaid lihtsamate
erijuhtudega.

Esimese juhuna vaatleme sirgjoonelist liikumist, eel-
dades, et kiirendus a on muutumatu sihiga ning sama on
ka algkiiruse siht. Siis saame vOrrandi (3.420) kujul

du
dv

Siin on kasulik sisse tuua parameeter 9 samal viisil

G423

nagu tegime §-s 17 hiperboolse liikumise puhul:
k@ - % - (3.424)
Siis saab vorrand (3.423) kuju:
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Tuues selle seose abil vlrranditesse (3.431) ja (3.422)

asemele ~ , leiame:

- G L
dp =2 17 (3.426)
ja
c* .
df> ~ ~CL*hV > (3.427)
kus X on liikuva keha koordinaat. Integreerides saa-
me >
r - % = (3.428)
0
kus
(3.429)
ja U, on algkiirus. Edasi,
pr r
N = ~tjacz)y» (3-430)
ja
- Ci +-£-
X - Cjsk(<f=0+-£-Jadr)dT . (.431)

Valemid (3.430) ja (3-431) annavad reaktiivse liikumise
probleemi taieliku lahenduse vaadeldaval juhul. Kui nai-

teks . = const., siis
t :a_Ls k Q- h <P\‘5k<PQJZ 3 (3.432)
FHRErI* (& )+, ]

Need on hiuperboolse liikumise valemid, nagu peabki olema

Q konstantsuse tottu.
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Vaatleme teist juhtu«. Olgu nild ot absoluutvaartuselt
ja suunalt konstantne, kuid liikumine on koverjooneline, sest
algkiiruse siht erineb « omast. Vorrandi (3.420) integree-
rimiseks teeme temast esmalt kaks vOrrandit, korrutades te-

da skalaarselt u -ga ja a.-ga. Arvestades ci konstantsust,
saame:

S" <&> = 1«1-

Kasutades jéalle asendust (3.424), leiame siit:

A. (Z2) = 2= - & > L G435
etc cA(>

Neid vorrandeid vdib veelgi lihtsustada, tuues sisse vekto-
rite U ja N vahelise nurga « . Siis oW = QUIBXC=
—accosoiihtp ja vorrandid saavad kuju:

=-3.e»j=.,
C ))J

dr i

BoF (3-435)
J

q
dz C

Selle vorrandisisteemi lahendamiseks elimineerime ac

saame y  jaoks vorrandi:

Selle vdrrandi lahendame jargmiselt. Et



d™ = dTXdr>  dt dp sk ~ 7 atf Lodvh |
siis
(&r+ 4 * £ =H#¢-
Integreerides leiame:
(gr =Ccth'-£-7T£ | (3.437)

kus C on integreerimiskonstant. Selle vaartuse leiame alg-

tingimustest jJargmiselt. Esimesest vorrandist (3.435) jarg-

neb:
fFo = E757,

las indeks O tahistab algvaartusi. Seega

c,»« = "Cettl- £ ——— - _

siit r
= 2T (1= I NlHlor-) (3.438)
Nutid saab voérrand (3.437) kuju:
C "3 LG
* _ I/f -1 (349

kus juure mark on esimese viérrandi (3*435) pohjal sama mis

Cosdf oma. Integreerimise hdlbustamiseks toome sisse tahis-
tused:

7= (3.440)
ja

she = tfck”™coso”. (3.441D)
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dr =&
“ xy/*jxckxe -1 (3*442)

Integreerides lelame:

5 = " . (3.443,

Edasi tuleb leida < (V) . Selleks kasutame vorrandeid

(3.435), mis annavad:

%/%jﬁ " tchol @449
Integreerimine annab:
itkex , = 3cn-et,, K ——m (3.445)
Siit valemi (3.443) abil leiame:
= ) 0.446)

L6puks tulleb leida vorranditest (3.421) ja (3.422) ka t
ja Z . Vottes suuna x-teljeks ja (ci -tasandi
xy-tasandiks, naeme, et liikumine toimubki selles tasan-
dis. VBrrand (3.421) saab (3-443) podhjal kuju:

dt _ *6) t 1-#r

dz y* @-447)

kuna (3.422) asemele saame vOrrandid
I _ ¢ soscostt
(3.448)
- ¢ sk
d pn

ehk (3.443) ja (3.446) pohjal



Integreerides vorrandid (3.447) ja (3.449), leiame;

*_:'/\[CK(/\CF+B)~<*B] - (3-450)

c"HSLsk (~ +9) - ike]
“71 C -

3 21  ” (3.451)

t=~TLsk< -7 - Ne]l +—"r 1L wm (3.452)

Kiiruse absoluutvaartuse saame valemist (3.443) (silmas pi-
dades seost (3.424)) kujul:

kusjuures

= 7~ , (.49
CK("x +06)+ 1-7r
kuna kiiruse komponendid avalduvad valemitest (3.449) ja

(G.44) jargmiselt:

1'4-Yr+e)

+1-}*
(3.455)

u»_ Vi'lZLeA (A zA+8)* 1]
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Seega on meil lahendus vaadeldava juhu jaoks, s. o. kons-
tantse kiirenduse <X korral, taielikult kies* Eelmise
erijuhu konstantse kiirenduse puhuks saame siit tehes<o=
=0. Siison 7-/,0=<,,2=0 ning valemid (3.450)
Ja (3.452) saavad identseks valemitega (3.432).

Vaarib markimist veel valemitest (3.451) ja (3.452)

jarelduv seos
N o= sik.ote. (t +T) . (3.456)

Esitatud kahe juhuga me piirdume. Kui peale Kkiirenduse
on antud ka V vOi , Siis madravad valemid (3.415)
Vol (3.417) omaaja funktsioonina ka seisumassi, mida vdib
siis siduda ka liikumise teiste integraalsete karakteristi-
kutega (nhagu kiirus, aeg vOi labitud tee pikkus). Alljargne-
valt vaatleme teiste Ulesannete seas ka moningaid sellesse

liiki kuuluvaid.

Ulesanded.

t1. Naidata, et etteantud QL(T) korral on suhe —A"Eo—
dp.(tf}>0 juhul ¥/.=c juures suurimn i n g j u h u I vaikseim.
Lahendus . Valemitest (3.411) ja (3.415) jarg-
neb:
™ IMa civ
roo - -J VL ; (3.457)
kus kaksikmark vastab kaksikmargile virratuses *% O o
Kui a (/1) on ette antud, siis on integraal vaikseima vair-
tusega I1T—C puhul, seega tdesti tn on N >0 juhul

3uurima ja /<<O juhul vaikseima vaartusega.



2. Eeldades sirgjoonelise reaktiivse liikumise juhul
aa const, ja = const, ja vOttes algkiiruse vOrdseks
nulliga, leida labitud tee pikkuse, aja ja kiiruse soltu-

wis seisumassist.

Lahendus . Kirjutame valemi (3.457) Umber
iull
kujul! 7 = ZI'I +
a n (3.458)

Asetades selle avaldise valemitesse (3.432), kus tuleb

votta 4~ 0 t leiame:

ik K
*=TS 2~ (~r™Nr <3.459)
K u*

*=*N[(TET)C-(TET)~C]. (3-460)

Et samadest valemitest (3.432) jargneb
~ = tk n (3.461)

sus

u ] rJB') 26 1 (3.462)

Kaksikméark vastab siin jalle kaksikmargile vorratuses
/<EO .Et /00 korral on > f ja /m<0 korral

< "/—,- siis on ka t ja . valemites (3.460) ja
(3.462), vaatamata seal seisvale kaksikmargile, alati po-
sitiivsed.

Kui ¥ = c , siis lihtsustuvad valemid X , £ ja
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(3,463)

f (3.464)
Ty
hu
(3-465)
C
3. Liikumatust kiirgusallikast lahtub paralleelne

kiirtekimp, mis langeb kehale, neeldub selles taielikult
ja paneb ta reaktiivselt liikuma. Keha seisumassi algvaar-
tus on breB . Ta asetseb alghetkel kiirgusallika juures ja
tema algkiirus on null, nii et liikumine on sirgjooneline.
Eeldades, et keha kiirendus a hetkelise paigaloleku sls-
teemis on konstantne, leida kaugus x * millele liigub
keha ajaga *= , samuti omaaeg X » keha kiirus U hetkel
*+ , seisumassi vaartus *o sel hetkel ja kiirgusallika
tootamise kestus T , mis on vajalik liikumiseks  kuni
hetkeni t , allika hetkeline vOimsus p ja keskmine
voimsus p .

Lahendus. Et liikumine on hiperboolne, VoBi-
me kasutada juba varem tuletatud valemeid (3.432), mis an-

navad :
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% - z u w i - (3>467)

LOppkiirus on U. —yr s. o.

~ (3.468)
vT ?2W

Seisumassi vaartuse hetkel leiame valemist (3.415),

kus tuleb votta

Seega

(3.469)
ehk

<em . Ok,
(3.470)

Et leida kiirgusallika téotamise kestus, mis vastab het-
kele t , tuleb arvestada, et tdotamise 108pphetkel 7"'val-
Jasaadetud kiirgus peab joudma keha juurde hetkel t

seega
c(t-T)
Siit leiame
Ct /im
T=*~dt(S1+S8 =- 1) (3*471)
ehk, Umberpoordult,
, _ Tfi1-a.T/zc)
1-cCT/c (3.472)

Keskmise vOimsuse saame jagades tootamise ajaga T kogu
massi, mis lahtub selle aja valtel allikast. Et keha 16pp-

mass on
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nx —
V1-nUcha
ehk (3.468) ja (3.-470) podhjal

- Ly L (34713)

ja et kogu kiirguse mass neeldub kehas, siis

p = J2LZJZIA 3.474)

ehk

+ 0.475)

Lihtsama avaldise saame P jaoks T wdi U funktsiooni-
na. Valemite (3.468) ja (3.-472) abil leiame:

- _ QMoo 1- aT/zc "3.476)
C (l-aTYa)r

5 fl+u'C J1+U/LC) @G.4717)
P=ir(f-«/c fVf-~c/ -

Lopuks tuleb leida hetkeline Wdimsvis aja T funktsiooni-
na. Omaaja Uhikus kehale kiirusega c¢ langev mass vordub
M A @bl

hetkelise paigaloleku susteemis valemi (3.410) pohjal —" e
Sama mass kiirgusallika paigaloleku sisteemis on vOrdne see-
ga

ayn° /1+u/c

c y 1-u./C.
(siin tuleb kasutada neljamddotmelise impulsi teisendusvale-

mit). Siit jargneb, et

“/c dT " (3-478)
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Arvestades valemeid (3.467), (3.468), (3.470) ja (3.471),

leiame:

p_ OK. 1 (3.479)
C *d-aT/C)’
Sellest valemist vdime uuesti arvutada keskmise vcumsuse:
r
P =—fP(T)cLT = -g~Lss. 1--?T/Zc *?
J c (1-a.T/c)x

o

kooskdlas teisel teel leitud avaldisega (3.476),

4. Sama Ulesanne, selle vahega, et kiired peegelduvad
kehalt tagasi paralleelse kimbuna taielikult.

Lahendus . Valemid (3.466) - (3.-468) jaavad
muutumata, sest liikumine on endiselt hiperboolne. Niid on
aga if-00 ja %—0 ¢ Seetdttu (3.469) ja (3.470) asemele
saame

y (3.480)

B. 0. seisumass on konstantne. Endiseks jaavad ilmselt ka
valemid (3.471) ja (3.472). Keskmise vdimsuse valem (3.474)
aga siin jalle ei kehti. Mass, mida kiirgusallikas valja
saadab, liigub keha hetkelise paigaloleku slisteemis enne
peegeldumist kiirusega C ja parast peegeldumist liigub
seesama mass kiirusega — c » Korrutades seda massi tegu-

riga » saame langeva massi vaartuse Kiirgusalli-
ka sUsteemis, ning korrutades teguriga , saame

peegeldunud massi vaartuse kiirgusallika siisteemis. Seda
VvOib jareldada impulsi teisendusvalemist. Jarelikult muun-

dub langevast massist ainult murdosa

~ 173 -



1+u/c i+u/c.
-liiklva  keha massiks. Siit jargneb, et kiirgusallikast \ai

Jasaadetav mass, mis on vajalik kehale kiiruse u andmi-

seks, voOrdub

1:0Z£1.c = ‘/cMu m.. / JjHL/ AN
\] . I’g)\]wc(l -uVe*)*'*r~ 2. (v {ru/% ~1),

3-48D

sest

Bl= ]
Keskmine vOimsus vordub eelle massi ja aja 7' jJagatisega:

ehk, valemite (3*468) ja (3.471) podhjal,

(G.482)
Avaldades P 7 kaudu, saame
- an» f’
P = B oT/e. (3-483)
ning a kaudu:
p _ a>uoo /-/EULC (3485

r 2c V 1—-u/c

Hetkelise vOimsuse arvutamiseks tuleb arvestada, et omagja
Uhikus kehale kiirusega C langev mass ei ole virdne (het-
kelise paigaloleku siisteemis) mitte , vaid, nagu jarg-
neb valemist (3.405), ainult —— . Seetdttu tuleb ka va-

/c
lemisse (3.478) juurde tegur _5_ . Peale selle on seal



ms heP, Niiv

S1 Saamne

p="  7T-W ' (3+485)
mis on kooskdlas ka keskmise vOimsuse avaldisega (3.483).
5. Sama uUlesanne, kuid kehale langev kiirgus peegeldub
oaaliselt, konstantse peegeldumiskoefitsiendiga
Lahendus . Valemid (3.466) - (3.468) ja (3.47i
- (B472) on endiselt jous. Valemist (3.407) leiame:

y = C1+D (3.486)
o]

11— X
jJavalemist (3.412):

V- « 1-T.
A+T - (3.487)

Seega on seisumass (3.415) pohjal vordne

tpt) (3-488)
etk
Mo = (3-489)
etk
1-r
Ko meo L™t Y/CK (3.490)

Keskmise vOimsuse arvutame analoogiliselt nagu eelmises
Ulesandes. Samal viisil nagu seal leiame, et kiirgusalli-
ka inertsiaalsisteemis neeldub kehas temale langevast kiir-

guse massist murdosa:

y—- i .-L"™e
1+U/c. -
Et keha mass on (3.490) pdhjal vordne



siis tuleb kehale kiiruse wu andmiseks kiirgusallikast val-
ia saata mase

alu

u/c.)*** (l- u/c) &b

(3.492)
Siit
p~$pl:(&E) ™-'J
ehk
0-.-T4
2£
ehk
0 - UIEE F-—mm S—— (3-494)

r rT L (1- aT/c) & 1
Lopuka arvutame hetkelise vdimsuse. Analoogiliselt eelmi-
sele Ulesandele tuleb votta selleks valem (3.478), lisades
juurde teguri FiJ( ja vottes. pri jJaoks valemi (3.489).
Seega

P_ a”eo [
M-r)c (, _aT/c)m - C3.495)

See valem on kooskdlas valemiga (3.494). Voime samuti ker-
gesti veenduda selles, et eelmises kahes Ulesandes leitud
valemid on viimati tuletatud valemite erikujudeks, mis keh-

tivad "Z-0 ja korral .
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RELATIVISTLIK ELEKTRODUNAAMIKA.

Relativistlik elektrodiunaamika vaakuumis on sisult
identne Maxwell-Lorentzi elektrodinaamikaga. Erinevus on
vaid esitusviisis. Maxwell-Lorentzi vdrrandite silisteem on
invariantne Lorentzi teisenduste suhtes, seega on ta koos-
kdlas relatiivsusprintsiibiga. Jarelikult lahevad need vor-
randid Ule muutumatult klassikalisest fulsikast relatiiv-
susteooriasse. Selle poolest erinevad nad mehhaanika p&hi-
vOrranditest. Klassikalise Newtoni mehhaanika pShivorran-
did ei ole invariantsed Lorentzi teisenduste euhtes, mis-
tottu relativistlik mehhaanika laheb klassikalisest sisu-
liselt lahku.

Kuigi Maxwell-Lorentzi vdrrandid on relativistlikult
invariantsed, ei paista see omadus nende tavalises (kolme-
modtmelises) kujus vahetult silma. Nad ei ole selles kujus
ilmselt invariantsed. Neile saab aga anda nelja-
mootmelise, ilmselt invariantse ehk kovariantse kuju. Re-
lativistlikuks elektrodinaamikaks nimetataksegi elektrodi-

naamika niisugust kovariantset esitust.



8§ 19. Maxwell-Lorentzi vorrandite sisteemi

neljaméotmeline kuju.

Kovariantses formuleeringus kirjeldavad elektromagneti-
list valja kaks teineteisega seostatud suurust. Uks on nel-
Jamdotmeline vektor L|" , mida nimetatakse nel ja-
mootmeliseks potentsiaaliks ehk
lihtsalt potentsiaaliks, ja teine on anti-
siimmeetriline teist jarku tensor rvoC mida nimetatakse
elektromagnetilise valja tenso-
r ik ehk lihidalt valjatensoriks. Nel-
Jjamdotmelise potentsiaali komponentideks on skalaame potent-
siaal ja kolmemdotmelise vektorpotentsiaali komponendid. Val-
Jatensori komponentideks on elektri- ja magnetvektori kom-
ponendid.

Nende suuruste defineerimisel lahtume Maxwell-Lorentzi
vorrandite slUsteemist, mis koosnheb teatavasti kahest vorran-
dite paarist:

TaR —d %8 R

divE —b “-D

c dt
oUvH =0. }

Teise paari vOrrandid rahulduvad identselt, kui £ ja

avaldada potentsiaalide [ ja @ kaudu:
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=~ * J1 y
E=—rg-Qxaim , A )
/?=
Kui potentsiaalid allutada normeerimistin-

gimusele

diy/A+CJ—:’§|£=o> 4.9

saavad 1. paari vorrandid (4.1) lainevorrandite kuju:
— ~no _ - 1
~Cl ~— C ' |

LUE= p J -9
T at* —° e i

Potentsiaalid on valemitega (4.3) defineeritud gradi -

entteisenduse

A'sA > 1
(4.6)
f-r-t-g I
tapsusega, kusjuures skalaarne funktsioon on muidu mee-

levaldne, kuid peab rahuldama homogeenset lainevorrandit

“.7n

selleks et gradientteisendusel sailiks normeerimistingimus.
Nuid tuleb kdigile neile vorrandeile anda neljamddtme-
line kovariantne kuju. Selleks paneme téhele, et kui normee-

rimistingimus (4.4) kehtib kdigis inertsiaalsisteemides, siis

on suurus

invariant. Et aga operaator - , mille komponentideks
2 3 X

on — ja "bdc® » a1 vektoriline (vt. (3.13)), siis moo-
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dustavad suurused f{K , Lgp samuti neljamootmelise vektori
(vt. 1. Ulesanne §-s 13). See neljamdotmeline vektor ongi

neljamdotmeline potentsiaal:

= (As t@ - (418)

Seega saab normeerimistingimus jargmise kovariantse kuju:

divu =0 - “9
ehk n
-0 @10

NUUd nahtub gradientteisendusest (4.6), et 4 on invari-

ant, sest need valemid saab esitada kujul:

=W + “4.11)
ehk
gL =u, +2L . @.12)
Lainevorrandi (4.7) neljamdotmeline kuju on
0i>=0 (4.13)
ehk
=0, @.14)

aw

sest teatavasti on d’Alembert”i operaator

N clab*
identne neljamdotmelise Laplace’i operaatoriga (vt. (3.19)).
Lainevorrandite (4.5) vasakutel pooltel seisab sa-
muti d’Alembert*i operaator. Need vdib see”™a mdlemad ules
kirjutada O U . Sellest jargneb, et vooluvcktor puU koos

suurusega icp moodustab neljamddotmelise vektori. Seda
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vektorit nimetatakse neljamddtmeliseks

voolutiheduseks ehk neljamdodt-
meliseks vooluvektoriks ehk ka lU-
hidalt voolutiheduseks Voi voolu-
vektoriks . Tahistame vooluvektori / , il et
jn = (P*“>icp) . (4.15)

Siis saame lainevlrranditele (4.5) jargmise kovariantse

kuju:
I U (4.16)
ehk

%Qraﬂx, T - z_r:ﬂ' va-17)

Vaatame nuid, kuidas saab defineerida valjatensorit.

Selleks kombineerime vdrrandid (4.10) ja (4.17). Asenda-

des esimeses /<-*e»" ja vottes tuletise jargi, saa-
me:

IXp'IX,

Lahutades sellest vOrrandi (4.17), leiame:

b /bl N
2xv ( Ax» / — c"N
Tahistades
'tot Up— Piax (4.10)
ehk
—<p 4.1

kirjutame selle tulemuse Umber kujju:
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“4.209)

ehk
“.21)
AntieuTnmeetrD line tensor ~/uv ongi valjatensor. Veen-
dume, et tema komponentideks on tdesti elektri- ja magnet-

vektori komponendid. Selleks Kirjutame uUmber valemid (4.3)

jargmiselt (arvestades (4.8)):

T>XV
~duU3 bBUT

Ky = bxr
bu. n>n3
X, BbX,

U _‘'bUi "k

3 -
Siit on ndha, et ja onxotUf, komponendid, ja

nimelt, arvestades tahistust (4.18),

0 Hr - H, -iE,

-K x0 HA -if,,
o = (4.22)
-Hx 0 -tf,
T g2 o [/
@.21)

Unhtlasi veendume kergesti, et vorrand (4.20) voi

on Maxwell-Lorentzi vorrandite 1, paari (4.1) neljamdot-
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meline kovariantne kuju. Toepoolest, komponendid
avalduvad (4.22) pdhjal kui

f

ja
LdWE
Teisest kuljest, " vektori —1J.M komponendid ongi just fé—u
Ja tp ; seega vorrand (4.21) on toesti sisult identne
vOrrandite paariga (4.1).
Viimasena jai ule vorrandite paar (4.2). Sellele ko-

variantse kuju andmiseks kirjutame Umber need vdrrandid,

asendades (4.22) jargi valjavektorite £ komponendid
tensori komponentidega:
n —
Ix3 >
~bimBy _0
X3 ax, ~ »
. + + 3t h 0
"OX1 3X; AX* T >
AN3, bl n
-+b 7l + — =°-

Niid voib kdigi nende nelja vorrandi vasakuid pooli vaadel-
da neljamdotmeline 3. jarku tensori
+ bdy. + Iy»PA
n ?>XvV
komponentidena. Jarelikult sisaldab konvariantne vorrand



endas mblemad voOrrandid (4.2). Kuid lisaks sisaldab ta
triviaalseid samasusi, arvult 40, nimelt kui vahemalt
kaks indeksit Asv.,6 hulgast on uhesugused. Nende indek-
site erinevate vaartuste kombinatsioonide arv on aga 24,
jJa et vorrand (4.23) ei muutu indeksite permuteerimisel,
on erinevate indeksitega sOltumatute vorrandite arv 4.
Need 4 vOrrandit ongi sisult identsed vdrranditega (4.2).
Et vabaneda triviaalsetest samasustest, Kkirjutame (4.23)

asemele pseudovektorilise vorrandi

6 T = §

millel triviaalseid komponente ei ole, vaid indeksi n

- 4-24)

vaartused 1,2,3 annavad esimese ja vaartus 4 teise vOr-
randi (4.2).

Sellega on Maxwell-Lorentzi vorrandite Uleviimine
kovariantsesse kujju joudnud I8pule. Teeme kokkuvotte.

Maxwel I-Lorentzi vorrandite sisteem on

I x ~ C \]h- >
(4.25)
e = 0.

Valjatensor [ox avaldub potentsiaali Lly kaudu jarg-
miselt:

t” axy * (4.26)

mille labi teine vorrand (4.25) rahuldub identselt, sest

avaldises

- 184 -



» - -a
*yez "aX.atixT

on kumbki liige vOrdne nulliga; esimene vOrrand aga saab

kuju:

21an - =-+4j
“4.27)
eeldusel, et potentsiaal rahuldab normeerimistingimust
X
=0 . 4.28
X, (4.28)
Gradientteisendus
/ 'blp
fs— M ax > (4.29)
eeldades, et *p rahuldab vérrandit
eT7="°> (4-30)

jatab valjatensori muutumatuks (liikmed, mia sisaldavad
n asetamisel asemele valemisse (4.26) koon-
duvad). Samuti jadvad muutumatuks gradientteisendusel nor-
meerimistingimus ja lainevdrrand.
Teatavasti on Maxwell-Lorentzi virrandite 1. paari

Jarelduseks pidevuse vorrand

ckv(/ou) - =0. (4.3D)
Neljamdotmelise kuju saame sellele, vittes divergentsi

esimesest vOrrandist (4.25):
browm,, 1 45,

Vasak pool on siin vordne nulliga, eest ® on antisim-
- - m— 2. - -
meetriline, kuna operaator ~ on summeetriline /4

ja v suhtes. Seega

(4.32)
24 - 185 -



ehk

divi =0 . 4.39)

See ongi pidevuse virrandi kovariantne kuju, mille sisuli-
ne identsus vorrandiga (4.31) nahtub ka komponentide
tahendusest (4.15) jéargi.

Ulesanded.

1. Tuletada teisendusvalemid elektri- ja magnetvekto-
ri komponentide jaoks.

Lahendus < Vaatleme esmalt lihtsamat erijuhtu,
kus teine inertsiaals\tljvsteem liigub esimese suhtes paralleel-
sete telgedega x-telje suunas. Sel juhul kehtib Lorentzi
teisendusmaatriks (2.17). Rakendame tensori teisendusvale-
mit (3-2) kujul

- n , “4.39

millega arvutus taandub kolme maatriksi labikorrutamiseles

fo g K
-n 0 H* ~-ie
v ~H O _iEea

-H - 1 _ iR
/V:|L-px 00 Vll'ppx lo H-H,-1EM Vi=p 00 Vm »l

0 10 0 -Hro n™-1€A o 10 0

0 0 1 0 Hy-Hx 0 -iej o o A o
- jp 0 0 .1 J LEj oy B yfg - 7/
RV Vi-pv g Vi-fix VFp-'
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Sel Tiisli leiame:

E*= T/ rrp . ]
(4.35)
HI= 1, ,
U'= H+£Ei
H vinN -
o= Hi —R
T V1-p- J

Analoogiliselt arvwtarne ka uldise Lorentzi teisenduse pu-
hul. Eeldame ikkagi, et mOlema inerteiaalsisteemi ruumili-
sed teljed on vastavalt paralleelsed (maatriks (2*30)). Te-
gelikult ei soltu tulemus sellest eeldusest, kui kirjutame
valemid vektorkujus. Monevdrra komplitseeritum arvutus an-

nab jargmise tulemuse:

-+, E£-— 1yl ?"pi-p+p*H
Vi=F

(4.36)

V*-/3

mida vOib teisiti kirjutada ka nii:
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?'= - Now*&<£>) + L ;

4.30)

Vordlus Galilei teisenduse alusel tuletatud valemitega
(1.14) naitab, et korral, arvestades valemites
(4.37) ainult esimest jarku liikmeid p  suhtes, taan-
duvadki nad valemiteks (1*14).

2. Veenduda otseselt valemite (4.34) voi (4.37) jar-

gi, et Ja /{teisendamine samade valemite jargi,
kuid vastassuunalise kiirusega R R , annab tagasi
E ja K

3. Tuletada teisendusvalemid potentsiaalide A ja
P jaoks.
Lahendus « Juhul kui Lorentzi teisenduse

maatriks on (2.17), saame teisendusvalemi

alusel jargmised teisendusvalemid /1 ja < jaoks:

AT A%-R<p



HI1

uldjuhulise teisenduse (2-30) Duhul aga leiame:

(4.39)
2 '= 2~PA
V1-/3% .

4. Veenduda otseselt valemite (4.39) jargi, et A’ ja
9' teisendamine samade valemite jargi, kuid vastassuunali-

se kiirusega, annab tagasi fy ja <P

5. Tuletada vaijavektorite £ ja K teisendusvale-
mid (4.37), lahtudes potentsiaalide teisendusvalemitest
(4.39) ~"g rakendades valemeid (4.3)»

Lahendus . Elektrivektori £ ' avald