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Esimene jagu.
EELMOISTED.

I. Algebraline siimboolika.
1. Tihtede kasutamine.

a) Arvude iihiste omaduste viljendamisest.

Olgu meil soov lithidalt kirjutada, et kahe arvu korrutis
ei muutu, kui korrutaja ja korrutatava teineteisega vahetame.
Tahistanud iihe arvu tdhega a ja teise tdhega b, voime Kkirju-
tada vorduse a-b=0b-.a ehk, lithemalt, ab=ba, kokku
leppides alatiseks, et kui kahe korvuti seisva tdhe vahel ei
ole mingit marki, siis see tdhendab, et nende vahel moel-
dakse korrutamismarki. Arvude tdhistamist tédhtedega kasu-
tatakse juhul, kui soovitakse oelda, et mingi omadus kuulub
mitte moningatele {iksikutele, vaid koikidele arvudele.

Arvude tdhistamiseks kasutatakse harilikult ladina tédhes-
tiku tédhti.

b) Ulesannete lahendamisest iildkujul.

Ulesandeid, mis on oma tingimustelt sarnased, kuid eri-
nevad ainult antud arvude suuruse poolest, saab lahendada
tahtede abil véljendatud eeskirja jargi.

Oletame, et me lahendame nditeks {ilesannet:
Leida 3% arvust 520.



Siis arutame nii:

1 s B
joo sellest arvust; jarelikult:
520

1% arvust 520 on 100 = 5:2;

520
100

1% mingist arvust on

3% arvust 520 on « 3—=115,6;

Kui oleme lahendanud moned sedasama liiki {ilesanded,
siis markame, et protsentide leidmiseks mingist arvust piisab
selle arvu jagamisest 100-ga ja tulemuse korrutamisest
protsentide arvuga. Lahendame selle iilesande jargneval iild-
kujul:

Leida p% arvust a.

Ulesande lahendame nii:

a
1% arvust a on 106°

a
p% arvust a on 100 ° P-

Tahistanud otsitava arvu tdhega x, saame kirjutada
vorduse
FREAL e
X=0 " P

millest otsekohe nahtub, kuidas leida protsente mistahes
antud arvust.

Votame veel iihe nédite. Murdude korrutamise eeskirja
sonastame aritmeetikas jargmiselt: selleks, et korrutada
murdu murruga, on vaja korrutada eraldi nende lugejad ja
nende nimetajad ning esimene korrutis jagada teisega. Kasu-
tades tdhelist markimisviisi, saame selle eeskirja viljendada
vaga lithidalt. Tahistanud esimesel murrul lugeja tdhega a,
nimetaja tdhega b, teisel murrul aga vastavalt tdhtedega ¢
ja d, saame kirjutada:
ac

o B
b'd™ bd’



Ei ole raske nédha, et see kirjutus annab iildise eeskirja
koikide murdude korrutamiseks, sest tdhtede all saame
moelda igasuguseid arve. ;

Niisamuti saame murru murruga jagamise eeskirja jaoks

kirjutuse a.c_ad
b'd- b’

Iga vordust voi vorratust, mis numbrite, tdhtede ja tehte-
mdrkide abil viljendab arvude v6i nendega sooritatud tehete

tulemuste suurusjdrjestust, nimetatakse seoseks.

Vordust, milles on vasakul pool vordsusmérki {iksainus
tdht (voi koostatud tédhis), nimetatakse valemiks.

Toome moned néited valemitest.

Kui ristkiiliku alust ja korgust moodame iithe ja sama
pikkusiihikuga ja aluse jaoks saame arvu & ning korguse
jaoks arvu h, siis selle ristkiiliku pindala S, véljendatult
vastavates pindalaiihikutes, on mdéaratud valemiga S=bh.
Samades tdhistes saame kolmnurga pindala jaoks valemi

S = jbh.

Fiiiisikast on teada, et mingi aine erikaalu saamiseks on
vaja antud aine hulk jagada tema ruumalaga. Téhistades
keha kaalu (grammides) tdhega p, tema ruumala (kuup-
sentimeetrites) tdhega v ja erikaalu tdhega d, saame toodud
erikaalu leidmise eeskirja lithidalt véljendada valemiga

d=2~2.
v

2. Algebraline avaldis.

Kui moned tdhtedega (voi tdhtedega ja numbritega)
kirjutatud arvud on omavahel iihendatud maérkidega, mis
nditavad, missuguseid tehteid ja missuguses jarjekorras
nende arvudega tuleb teostada, siis niisugust kirjutust nime-
tatakse algebraliseks avaldiseks.



Niisugused on nditeks avaldised:
a . .
o0 ° P ab; 2x -+ 1.

Lithiduse mottes iitleme sageli ,,algebralise avaldise” ase-
mel lihtsalt ,,avaldis”.

Arvutada mingi avaldise védartus tdhtede antud numbri-
listel véadrtustel tdhendab asendada temas tdhed nende
numbriliste védidrtustega ja teostada koik avaldises néaidatud
tehted; nii saadud arvu nimetatakse algebralise avaldise
numbriliseks viirtuseks tdhtede antud numbrilistel vaéar-

tustel. Niiteks avaldise %-p numbriline vdartus juhul,
kui ‘p =3 .jaia =520, on

520

5 3=52.3=156.

3. Algebras vaadeldavad tehted.

Algebras esinevad jargmised tehted: [litmine, lahu-
tamine, korrutamine, jagamine, astendamine ja juuri-
mine. Aritmeetikast on teada, mis on esimesed neli tehet.
Viies tehe — astendamine — tdhendab korrutamise erijuhtu,
kus korrutatakse mitu vordset tegurit. Niisuguste tegurite *
korrutist nimetatakse astmeks ja nende tegurite arvu —
astendajaks. Korduvat tegurit nimetatakse astendatavaks
ehk astme aluseks. Kui mingi arv voetakse tegurina kaks
korda, siis korrutist nimetatakse teiseks astmeks; kui mingi
arv voetakse tegurina kolm korda, siis korrutist nimetatakse
selle arvu kolmandaks astmeks, jne. Nii on arvu 5 teine aste
5.5 ehk 25. Arvu 3 kolmas aste on korrutis 3-%.3 ehk &.
Arvu esimeseks astmeks nimetatakse seda arvu ennast.
Teist astet nimetatakse ka ruuduks ja kolmandat astet
kuubiks. Niisugused nimetused on antud sellepédrast, et
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korrutis a.a viljendab (pindalaiihikutes) ruudu pindala,
kui ruudu kiilg on a pikkusiihikut, ja korrutis a-a-.a viljen-
dab (ruumalaiihikutes) kuubi ruumala, kui kuubi serv on a
pikkusiihikut.

Juurimisest me esialgu ei konele, sest seda tehet algebra
alguses ei kasutata.

4. Algebras kasutatavad mirgid.

Esimese nelja tehte markimiseks kasutatakse algebras
neidsamu maérke, mida aritmeetikaski, ainult et korrutamis-
marki, nagu konelesime, harilikult ei kirjutata, kui molemad
tegurid voi {iks neist on tdheline. Néiteks a-b (ehk a X b)
asemel Kkirjutatakse lihtsalt ab ja ' 3.a (ehk 3 X a) ase-
mel 3a. Jagamismargina kasutatakse kas kaksikpunkti ,, : 7

voi rohtkriipsu; nii tdhendavad avaldised a:b ja —Z— iiht ja
sama, nimelt arvude a ja b jagatist.

Astendamist tavaliselt mérgitakse lithidalt nonda: kirju-
tatakse tegurina voetav arv (astendatav) ja selle peal pare-
mal pool margitakse teine arv (astendaja), mis nditab, mitu
korda astendatav peab esinema tegurina. Nii asendab 34
(mida loetakse: kolme neljas aste) taielikku kirjutust

3.3-3.3.

Kui arvul ei ole mingit astendajat, siis voib tema asten-
dajana moelda arvu 1; nditeks a tdhendab sedasama, mis a'.
Mingi kahe avaldise wvordsust tahistatakse maérgiga =,
vorratust aga margiga >, mille teravik peab suunduma
viiksema arvu poole. Kui on kirjutatud néiteks

54+2=7 54+2<10, 542>6,

siis see tahendab: 5 4+ 2 on vordne 7-ga; 5+ 2 on védiksem
kui 10; 5 4 2 on suurem kui 6.



5. Tehete jdrjekord.

Algebralises avaldises ndidatud tehete teostamise jarjekorra
suhtes on kokku lepitud teostada esmalt korgemat jirku teh-
ted, s. o. astendamine ja juurimine, selle jirel korrutamine ja
jagamine ning 16puks liitmine ja lahutamine.

Niisiis avaldise 3a2b — C'—i—d numbrilise vadartuse arvu-

tamisel teostatakse esmalt astendamine (arv a astendada
kahega ja arv b kolmega), siis korrutamine ja jagamine
(3 korrutada a2-ga ja saadud tulemus korrutada b-ga; b3
jagada c-ga) ja lopuks liitmine ning lahutamine (arvust

3a2b lahutada ? ja tulemusega liita d).

Kui {ilesande tingimuste kohaselt tuleb loobuda sellest
tehete jarjekorrast, siis kasutatakse sulgusid. Sulud néitavad,
et tehe arvudega, mis on sulustatud, tuleb teostada enne
teisi. Naditeks avaldised

5+7-2 ja (5+4+7).2

ei tahenda {iht ja sama. Esimesel juhul tuleb 7 korrutada
2-ga ja tulemus liita 5-ga (saame 19). Teisel juhul tuleb
esmalt liita 5 ja 7 ning tulemus korrutada 2-ga (saame 24).

Niisamuti kirjutus

(@a+ b)ce—d

tahendab, et esmalt on vaja liita a ja b, saadud arv korru-
tada arvuga c ja sellest, mis saadakse, lahutada d.

Kui tuleb sulustada avaldis, milles on juba olemas oma

sulud, siis uutele sulgudele antakse mingi teine kuju. Nai-
teks avaldis

ajo—fc+ (d—e)})}
tdhendab, et arvust d lahutatakse e, saadud vahe liidetakse

arvuga ¢, saadud summa lahutatakse arvust. b ja selle
vahega korrutatakse a.
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Sulgudele antakse harilikult jargmised nimetused: ( ) on
tiimmargused sulud, [ ] on nurgelised sulud, {} on looge-
lised sulud. '

Kui avaldises esinevad mitmed sulud, siis esmalt teosta-
tatakse tehted arvudega, mis on paigutatud i{immargustesse
sulgudesse, seejdrel arvudega nurgelistes sulgudes ja 16puks
arvudega loogelistes sulgudes. Teostades sulgudes nédidatud
tehted me kaotame ehk, nagu oeldakse, avame sulud. Ava-
des niiviisi avaldises

5{24—2-[10+2+(6+2) —3-(5~=2)1}
esmalt {immargused sulud, saame:
5.{24—2.{10 + 2.4 — 3. 38}

Siis avame nurgelised sulud:

5.{24 —2.9}.
Lopuks avame loogelised sulud:
5.6==30.

Harjutused.

1. Ruudu kiilg on @ m; avaldada ruudu {imbermdot ja pindala.

2. Kuidas avalduvad kuubi pindala ja ruumala, kui kuubi serv
on m cm?

3. Ristkiiliku alus on x m ja kdorgus on d m alusest liihem. Aval-
dada ristkiiliku pindala.

4. Teatav kahekohaline arv sisaldab x kiimmet ja gy lihtiihikut.
Mitu lihtithikut on kokku selles arvus?

5. Kolmekohalises arvus on a sada, b kiimmet ja c¢ lihtiihikut.
Millise avaldisega saab esitada selle arvu lihtiihikute koguarvu?

6. On segatud kaht sorti teed: esimesest sordist vdeti a kg, teisest
b kg. Esimese sordi kilogramm maksab m rbl., teise sordi kilogramm
n rbl. Avaldada segu iihe kilogrammi hind.

7. Kirjutada algebraliste markide abil:

1) arvude x ja y ruutude summa; 2) samade arvude summa ruut;
3) nende arvude ruutude korrutis; 4) nende korrutise ruut; 5) arvude a
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ja b summa ning vahe korrutis; 6) arvude m ja n summa ning vahe
jagatis (viimane avaldada kahel viisil, s. t. mdrgi ,:” abil ja kriipsu
abil).

8. Arvutada jirgmiste avaldiste véddrtused juhul, kui a=20,
HiEB A o=

1) (@a+b)e; 2) a+bc; 3) (a+b)a—b;

4) (a+b)(a—b); 5) (a+b):c; 6) ‘;_+_’:

9. Kirjutada avaldis, mis saadakse, kui korrutises 3ab asendada
a summaga x+y ja b vahega x —y.

Ajaloolisi teatmeid.

Sona ,,algebra” on araabia piritoluga. Selle sonaga algas araabia
opetlase Al-Khwarizmi poolt kirjutatud iihe matemaatilise teose
(a. 820) pealkiri.

Euroopas kasutas seda sona esimesena itaalia matemaatik
Bombelli a. 1572 oma matemaatilise teose pealkirjana; hiljem
hakkasid seda sona jark-jargult kasutama koik matemaatikud.

Selle sona tdhendus selgub pérast vorandeid kasitleva peatiiki
labivotmist.

Tadhed arvude markimiseks vottis esimesena tarvitusele prantsuse
matemaatik Viéta a. 1591. Pdrast teda kasutas eriti laialt tdhtavaldisi
kuulus prantsuse filosoof ja matemaatik René Descartes
(1596—1650).

Ténapédeval algebras kasutatavad mairgid on tarvitusele voetud
mitmete matemaatikute poolt erinevatel aegadel. Tehete markimiseks
kasutati varem tervet sona voi isegi lauset. Praktiline vajadus vdimali-
kult kiireks arvutamiseks viis katsetele lithendada iiksikuid kdige enam
kasutatavaid sonu, kuni 16puks need sonad voi nende lithendid asendu-
sid erimirkidega. Niitame koige enam kasutatavate mérkide ilmumise
aja.

Liitmismargi ,,+” ja lahutamismidrgi ,,—” vottis tarvitusele saksa
matemaatik Widmann a. 1489. Enne teda esinevad nad siiski juba
suure itaalia kunstniku Leonardo da Vinci késikirjades.

Vorduse mirkimiseks vottis inglise algebraist Recorde {arvitusele
(a. 1557) mirgi ,=", ,sest,” nagu ta kirjutas, ,mingid kaks asja ei
saa olla enam vordsed kui kaks vordsete pikkustega paralleelset joont”.
Teine inglise matemaatik Herriot hakkas kasutama miérke ,,>" ja
»<” (a..1631) ning punkti kui korrutamismarki.
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Kuulsa saksa matemaatiku Leibniz’i poolt on (a. 1694) tarvitu-

o

sele voetud jagamismark ,,:”, mille asemel varem esines kriips.

Sulud (), [] ja {} esinevad esmakordselt flaami matemaatiku
Girardi téodes (a. 1629).

Mitte koik need mirgid ei tulnud kohe iildisele kasutamisele. Moned
matemaatikud jdtkasid osaliselt vanade markimisviiside kasutamist.
Loplikult kujunenuks voib algebralist siimboolikat tema tdnapdevakujul
lugeda XVII sajandi 1opuks. Viga suurt mgju selles suhtes avaldasid
suure inglise Opetlase Isaac Newton'i (1642—1727) t6od.

II.. Esimese nelja aritmeetilise tehte omadused.

Meenutame aritmeetikast tuntud liitmise, lahutamise,
korrutamise ja jagamise tdhtsamaid omadusi, sest neid oma-
dusi tuleb algebras sageli kasutada.

6. Liitmine.

a) Summa ei muutu liidetavate jirjekorra muutmisel
(liitmise kommutatiivsus- ehk vahetuvusseadus). Nii

3+8=8+43;,56+2+4=2+5+4=4+4+2+5

Uldiselt:

a+b=b+a, a+b+c+...=b+a+c+...=

=c+at+b+...

Punktide rida nditab, et liidetavate arv voib olla ka suu-
rem kui kolm.

b) Mitme liidetava summa ei muutu, kui moned neist
asendada nende summaga (liitmise assotsiatiivsus- ehk
tthenduvusseadus). Nii

345+7=34 (5+7) =3+ 12=15;
44+74+1146+5=74 (4+5) 4 (11 +6)=
=7+9+17=33.
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Uldiselt:
at+b+c=a—+ (b+¢)=b+ (a+c) jms.
Seda seadust sonastatakse monikord ka jargmiselt: liidetavaid
voib iihendada iikskoik missugusteks rithmadeks.
c) Selle asemel, et mingi arvuga liita mitme arvit
summat, voib liita eraldi iga liidetava iiksteise jarel. Nii
54+ (74+3)=(B4+7) +3=12+3=15.
Uldiselt:
a+b+c+d+..)=a+b+c+d+...

7. Lahutamine.

a) Selle asemel, et mingist arvust lahutada mitme arvu
summat, voib lahutada eraldi iga liidetava iiksteise jdrel. Nii
20— (54 8)=(20—5) —8=15—8=T"7.

Uldiselt:
a—b+c+d+..)=a—b—c—d—...
b) Selle asemel, et liita kahe arvu vahet, vaib liita vihen-
datava ja siis lahutada lahutatava. Nii
8+ (11—5)=8-+11—5=14.
Uldiselt:
a+ (b—c¢)=a+b—ec.
c) Selle asemel, et lahutada vahet, voib esmalt liita lahu-
tatava ja siis lahutada viahendatava. Nii
18— (9—5)=18+4+5—9=14.
Uldiselt:
a— (b—c)=a-+c—b.

8. Korrutamine.

a) Korrutis ei muutu tegurite jarjekorra muutmisel
(korrutamise vahetuvusseadus). Nii

12



Uldiselt:

4 ab=ba; -abc...=bac...=cba...

b) Mitme teguri korrutis ei muutu, kui moned neist
asendada nende korrutisega (korrutamise {ihenduvusseadus).
Nii

Z+3:8=25:(3+7) ==3- 2] = 105.

Uldiselt:

abc =a(bc) = b(ac) jms.

c) Selle asemel, et mingit arvu korrutada mitme teguri
korrutisega, voib selle arvu korrutada esimese teguriga, saa-
dud tulemuse korrutada teise teguriga jne. Nii

3.(5-4)=(3-5)-4=15.4=60.

Uldiselt:
a(bed . ..) = ([ (ab)cld} . ..

d) Selle asemel, et mitme teguri korrutist korrutada mingi
arvuga, voib korrutada selle arvuga iihe teguritest, jittes tel-
sed muutmata. Nii

(8.2.5)+83=1(3:3) :2:5:=3.(2-3) :5=3.2.(5:3).

Uldiselt:
(@bc. .. )m == (am) bc .. .==albmjc ..} jms.

e) Selle asemel, et summat korrutada mingi arvuga, voib
iga liidetava korrutada selle arvuga ja saadud tulemused liita.
Nii

(5+38).-7=5.7+3.7.

Uldiselt:

(a+b+c+...) m=am—+bm+cm+ ...

Korrutamise vahetuvusseaduse tottu voib seda omadust
"sonastada ka nii:  selle asemel, et mingit arvu korrutada
mitme arvu summaga, voib selle arvu korrutada iga liideta-
vaga eraldi ja saadud tulemused liita. Nii

5.(4+6)=5.4+5.6.

13



Uldiselt:

m@+b+c+...)=ma+mb-+mc4Y ...

Seda omadust nimetatakse korrutamise distributiivsus-
ehk jaotuvusseaduseks, sest summa korrutamine jaotub iga
liidetava iiksikult korrutamiseks.

f) Jaotuvusseadust saab rakendada ka vahe puhul. Nii

(8—5):4=8-4—5-4; 7-(9—6)=7-9—7-6.

Uldiselt:

(a—b)c=ac—bc; a(b—c)=ab—ac,
s. t. selle asemel, et vahet korrutada mingi arvuga, voib selle
arvuga korrutada eraldi vidhendatava ja lahutatava ning esi-
mesest tulemusest lahutada teise; selle asemel, et mingit arvu
korrutada vahega, voib selle arvu korrutada eraldi vdhenda-
tavaga ja lahutatavaga ning esimesest tulemusest lahutada
teise.

9. Jagamine.

a) Selle asemel, et summat jagada mingi arvuga, voib iga
liildetava eraldi jagada selle arvuga ja saadud tulemused liita:

30 +12-+5 30 12e 0By 2
A Bt vt ¢ B R el
Uldiselt:
a+b+c+... a b c

m
b) Selle asemel, et vahet jagada mingi arvuga, voib vihen-
datava ja lahutatava eraldi jagada selle arvuga ja esimesest
tulemusest lahutada teise:

Uldiselt:

14



c) Selle asemel, et mitme teguri korrutist jagada mingi
arvuga, voib iihe teguri jagada selle arvuga, jittes teised
muutmata:

(40-12.8) : 4=10-12.8=40-3.-8=140-12.2.
Uldiselt:
(abe =)y =Ad: mbe. i i==alibiape. e,

d) Selle asemel, et mingit arvu jagada mitme teguri kor-
rutisega, voib selle arvu jagada esimese tegunga saadud
tulemuse jagada teise teguriga jne.:

J20:(2:5:3) = [(120:2)4 0§ 08 = (60:5) :3==12:8==4
Uldiselt:
ac(bed . Fa )y =g s0)acl d s agne
e). Esitame veel jagamise jargmise omaduse:
Kui jagatav ja jagaja korrutada (voi jagada) iihe ning
sama arvuga, siis jagatis ei muutu.

Selgitame seda omadust jargmise kahe ndite abil:
1) 8:3=".

- Korrutame jagatava ja jagaja, iitleme, 5-ga; siis uue
jagatisena saame
8.5

(8-5): (3-5) =5z,

mis pédrast murru taandamist 5-ga annab endise jagatise ¥

2)

N On
| oo
O"O:

> w

Korrutame jagatava ja jagaja, iitleme, %-ga; siis uue

(er7):6-7).

jagatisena saame
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mis murdude korrutamise ja jagamise eeskirjade kohaselt on
3.2, 5-2_3.2.(6:7) '3.2.6:7
[T Tk s T P AR R IS TR
mis pérast taandamist 2-ga ja 7-ga annab endise jagatise
3.6
4.5

Uldiselt: olgu a, b ja m mistahes arvud, ikka
(am) bm)y=a" b;
mida voib kirjutada ka kujul
i
bm b’

Et jagatis ei muutu jagatava ja jagaja korrutamisel iihe
ning sama arvuga, siis ta ei muutu ka jagatava ja jagaja
jagamisel iihe ning sama arvuga, sest jagamine mingi arvuga
on samavdidrne poordarvuga korrutamisega.

10. Tehete omaduste rakendamine.

Kisitletud tehete omadusi saab sageli kasutada algebra-
liste avaldiste teisendamisel; néiteks:

a) a+b+a+2-+b+a+8 Kasutades liitmise iihen-
duvusseadust, rithmitame l§idetavad jargmiselt:

(@+a+a)+ (b+0b) + (2+8).
Selle summa saab lithemalt kirjutada jargmiselt:
(a-3) + (b-2) + 10,

mida voib korrutamise vahetuvusseaduse alusel kirjutada ka
nii:
' 3a 4 2b + 10.
b) a-+ (b+a). Selle asemel, et arvuga a liita summat
(b + a), voime a-ga liita b ja siis veel a; saame a + b + a.
Rithmitame liidetavad jargmiselt:

(a+ a) +b.
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Selle summa saab liihemalt kirjutada nii:
a-2+b ehk 2a- 0.

¢) a-(3x2a). Selle asemel, et arvu a korrutada korruti-
sega 3x2a, voib a korrutada 3-ga, saadud tulemuse korru-
tada x2-ga jne. Saame a3x2a. Selle korrutise voime kirju-
tada kujul 3a2x2, asetades tdhed tdhestikulisse jarjekorda ja
numbrilise teguri esikohale.

d) (ax) -10. Korrutise korrutamiseks 10-ga voib mingi
iihe teguri korrutada 10-ga. Korrutame & arvuga 10; siis
saame 2ax.

e) (@a+x+1)-.3. Korrutamise jaotuvusseaduse koha-
selt saame

(a-3) + (x-3) + (1-3),
mida voib kirjutada kujul
3a 4+ 3x + 3.

f) 9—‘;—17. Korrutise 9ab jagamiseks 3-ga vG6ib 3-ga jagada

teguri 9; pdrast jagamist saame 3ab.

Harjutused.

Lihtsustada jdrgmised avaldised, selgitades iga ndite puhul, mis-
suguseid tehete omadusi tuleb selleks kasutada.

0. a+b+atb+a; *+ 103 (12—2%) +3,
11. 5+ a(b —5) + a; 4 (a+x).
12. m+ (n— m); Saabxabxx.
13. (3xy) - (22); ($ax)-3.
14. (x+3)-5; 7
15. (2a+8b—4c):4; (fgajbf ;z)'
16. (72x—18y) : 9; (20a2x3) : (5ax?).
472 g 15ax 5Sa
41 By ane H

92 Kisseljov. Algebra I osa. 17



Tedne jagm.

RELATIIVSED ARVUD JA TEHTED NENDEGA.

I. Vastandsuunaliste suuruste méoiste.
11. Ulesanded.

Ulesanne 1. Kraadiklaas niitas keskool 20 ja keskpée-
val 5°. Mitme kraadi vorra ja kuidas muutus temperatuur
keskoost keskpdevani?

Selles iilesandes ei ole tingimused véljendatud kiillalt taie-
likult: on vaja oOelda veel, kas kraadiklaas nditas keskool
27 sooja voi 20 kiilma; samasugused tdiendused tuleb teha
temperatuuri kohta ka keskpdeval. Kui nditeks keskool ja
keskpieval kraadiklaas nditas sooja, siis selles ajavahemikus
temperatuur tousis 20-st kuni 5°-ni, tahendab, tousis 3°; kui
aga keskool kraadiklaas nditas 20 kiilma (alla 0°) ja kesk-
péeval 50 sooja (iile 00), siis temperatuur tousis 2 + 5, s. o.
70 vorra, jms.

Selles iilesandes koneldakse suurusest, mida saab lugeda
kahes vastandsuunas: temperatuuri kraadide arvu saab lugeda
nullkriipsust iilespoole ja allapoole. Tavaliselt loetakse tem-
peratuuri iile 00 (soe) positiivseks ja tdhistatakse margiga +
kraadide arvu ees, temperatuuri alla 0° (kiilm) aga negatiiv-
seks ja tahistatakse méargiga — kraadide arvu ees (arusaa-
matust ei tekita ka, kui esimene arv anda ilma maérgita).

Sonastame oma iilesande niiiid néiteks nii: , Kraadiklaas
nditas keskdool —20 ja keskpdeval +5°. Mitme kraadi vorra
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ja kuidas muutus temperatuur keskoost keskpdevani? Ules-
“anne sel kujul omab tédiesti mdaratud vastust: temperatuur
tousis 2 4+ 5, s. 0. 70 vorra.

Ulesanne 2. Kui (Moskvat Leningradiga i{ihendava)
Oktoobriraudtee kiirrong oli 100 km kaugusel Bologoje jaa-
mast (mis asetseb ligikaudu Moskva ja Leningradi vahemada
keskkohal), siis sama raudtee postirong oli 50 km kaugusel
Bologojest. Kui kaugel teineteisest olid need kaks rongi?

Niisugusel kujul ei ole see iilesanne tdiesti méaratud: sel-
les ei ole 6eldud, kas rongid asetsesid Bologojest iihel pool,
néiteks Leningradi pool, voi olid nad Bologojest iiks iihel,
teine teisel pool. Esimesel juhul rongide-vaheline kaugus
ilmselt oli 100 — 50, s. o. 50 km, teisel juhul aga 100 + 50,
s. 0. 150 km. Tahendab, selleks et see iilesanne oleks maa-
ratud, ei ole kiillalt, kui anda rongide kaugused Bologoje
jaamast, vaid on veel vaja ndidata, missuguses suunas tuleb
lugeda neid kaugusi Bologojest.

Meil on siin jélle ndide suurusest, millel peale ulatuse
voib veel ndha ka suunda. Uht ja sama kaugust (nii-
teks 100 km) rongist Bologojeni saab vaadelda iihes suunas
(naiteks Moskva poole), aga ka teises, eelmise vastandsuu-
nas (Leningradi poole). Aritmeetilised arvud harilikult nai-
tavad ainult kauguse ulatust, ei iitle aga midagi suunast, mil-
les see kaugus on voetud.

Antud juhul tuleks kaugust néditavale arvule lisada marge
suuna kohta, nditeks 100 km Moskva pool, 50 km Leningradi
pool jms. Ainult siis muutub iilesanne tdiesti maaratuks.

Suuna mérkimist saab teostada jargmiselt.

Nimetame Oktoobriraudtee kahest suunast mingi iihe (néi-
teks suuna Leningradi poolt Moskva poole) positiivseks
ja vastandsuuna (Moskva poolt Leningradi poole) nega -
tiivseks; kooskdlas sellega nimetame kaugusi positiivses
suunas positiivseteks kaugusteks jakaugusi nega-
tiilvses suunas negatiivseteks kaugusteks. Esi-
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mesi neist véljendame -- (pluss-) margiga arvudega vo0i
mérgita arvudega, teisi aga —- (miinus-) mérgiga arvudega.

Kui néiiteks rongi asukoht on 100 km Bologojest Moskva
pool, siis iitleme, et tema kaugus Bologojest on 4 100 km
(ehk lihtsalt 100 km); kui aga rong asetseb, iitleme, 50 km
Bologojest Leningradi pool, siis iitleme, et tema kaugus Bolo-
gojest on — 50 km. Mirgid 4 ja — ei tdhenda siin muidugi
liitmist ja lahutamist, vaid kokkuleppe kohaselt mérgivad
ainult suunda.

Sonastame oma iilesande niiiid nonda: Kui Oktoobriraud-
tee kiirrong oli Bologojest 4 100 km (ehk lihtsalt 100 km)
kaugusel, siis sama raudtee postirong oli Bologojest — 50 km
kaugusel. Kui suur oli kaugus nende rongide vahel? Niiiid

_’
-50 +100
Leningrad V,-Qw,f"'_“‘~\\l Moskva
e -+ ¥ ~> i
Postirong Bologoje Kiirrong
Joon. 1.

on iilesanne sonastatud péris tédpselt ja wastus temale kuju-
neb iiheseks (vt. joon. 1, millel nool nditab tee positiivset
suunda): rongid olid teineteisest 100 + 50, s. o. 150 km
kaugusel.

12. Teisi vastandsuunalisi suurusi.

Peale eelmistes iilesannetes nédidatud suuruste saab veel
mitmeid muid suurusi vaadelda kahes wastandlikus mottes.
Niisugused on néiteks:

sissetulek -ja selle vastandmdiste véljaminek

voit Siopia - kaotus
kasu Us Tk 4 kahju
vara . e - volg

jms.
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Kui lepime kokku pidada sissetulekut, voitu, kasu, vara
jms. positiivseteks suurusteks ja véljendame neid +-maérgiga
(voi ilma maérgita) arvudega, siis véljaminek, kaotus, kahju,
volg jms. loetakse tavaliselt sama liiki negatiivseteks suurus-
teks ja vidljendatakse —-margiga arvudega; siis saab Oelda,
et vdljaminek on negatiivne sissetulek, kaotus on negatiivne
voit jne. Niisuguse kokkuleppe korral on arusaadavad néi-
teks jargmised véljendid: elamuiihingul oli sissetulekuid kor-
teritest: jaanuaris -+ 200 rbl., veebruaris -4 150 rbl., mart-
sis — 50 rbl. (tdhendab, mértsis tekkis kahju 50 rbl.); voi
niisugused: vanemal vennal oli vara 500 rbl. vdartuses, kesk-
misel vennal 300 rbl. vdartuses ja nooremal — 500 rbl. véar-
tuses (tihendab, nooremal vennal oli 500 rbl. volgu).

Tuleb maérkida, et kirjeldatud suuruste korval leidub palju
niisuguseid suurusi, millel ei saa ndidata ,,suunda”; nii néi-
teks ei saa moista kahes vastandtdhenduses suurusi, nagu
ruumala, pindala ja mitmed teised.

13. Relatiivsed arvud.

Aritmeetikas tundmadpitavad arvud leiavad kasutamist nii-
suguste suuruste vidljendamisel, millede suunda ei vaadelda
(kui naiteks soovitakse teada mingi kauguse ulatust, mitte
aga suunda, milles seda loetakse). Algebras vaadeldavad
arvud aga leiavad kasutamist suuruste ulatuse ja suuna val-
jendamisel. Selleks avaldatakse suurus, mida moistetakse
mingis iihes tdhenduses, arvuga, mille ees seisab mark -,
sama suurus aga, moistetud vastandtdhenduses, avaldatakse
arvuga, mille ees seisab.mérk —.

Arvu margiga -+ (mida tavaliselt ei kirjutata) nimeta-
takse positiivseks; arvu méargiga — nimetatakse negatiivseks.
- Nii on + 10, 4 3, + 0,3 positiivsed arvud, — 8, — %, — 3,25
aga negatiivsed arvud. Arvude hulka kuulub veel 0 (null),
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mida ei loeta ei positiivseks ega negatiivseks. Avaldisi -+ 0,
— 0 ja lihtsalt O peetakse iihevéarseks.

Positiivseid arve, negatiivseid arve ja nulli nimetatakse
tihiselt relatiivseteks arvudeks, eristades neid harilikest (ehk
aritmeetilistest) arvudest, millede ees ei ole mingit marki.

Relatiivse arvu absoluutvidrtuseks nimetatakse seda arvu
vcetuna ilma maérgita; nii on arvu —10 absoluutvdartus 10
ja arvu -+ 5 absoluutvdartus 5.

Kaks relatiivset arvu loetakse vérdseks, kui neil on iihe-
sugused absoluutvdirtused ja {ihesugused margid.

14. Arvu kujutamine arvteljel.

Sirgjoone 10iguks (joon. 2) nimetatakse mingi sirgjoone
osa, mis on molemalt poolt piiratud, néiteks {ihelt poolt punk-
tiga A ja teiselt poolt punktiga B. Iga 16igu juures saab

Joon. 2.

eristada esiteks tema pikkust ja teiseks suunda, mis igal
antud 16igul vGib olla kahesugune. Niiteks voetud 15igul
voib eristada suunda kas punkti A poolt punkti B poole voi
vastupidiselt — punkti B poolt punkti A poole. Kui voetud
16iku vaatleme suunaga A poolt B poole, siis nimetame
punkti A 16igu alguseks ja punkti B tema ldpuks.
Niisuguste 16ikude abil saame relatiivseid arve jirgneval
viisil nditlikult kujutada. Votame mirgi sirge (nditeks roht-
sirge) ja lepime kokku, missugune selle sirge kahest suunast
tuleb lugeda positiivseks (joon. 3). Votame positiivseks néi-
teks suuna vasakult paremale (mis on niidatud noolega); siis
vastandsuuna — paremalt vasakule — loeme negatiivseks.
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Edasi votame pikkusiihikuks mingi 16igu a (mis on joonisel
ndidatud). Olgu niiiid antud mingi positiivne arv, nditeks
—+ 5,4. Votame oma sirgel mingi meelevaldse punkti A ja
loeme selle loikude alguseks; sellest punktist moddame siis
paremale 5,4 pikkusiihikut, mis on vordsed a-ga. Nii saame
16igu AB, mille pikkus on 5,4 iihikut ja mille suund on posi-
tiivne. Selle 16igu lopp B kujutab meile néitlikult arvu + 5,4.
Votame niitid negatiivse arvu, nditeks — 4. Selleks, et teda
néaitlikult kujutada, moodame samast punktist A vasakule
4 pikkusiihikut. Siis saame 16igu AC, mille pikkus on 4 iihikut
ja mille suund on negatiivne; selle 16igu 1opp C kujutab
arvu — 4.

F"——‘ —-——-’

i il A B
S S e e e © s s pe Cores e o
-4 =3 -2 -1 0 # 42 43 +4 +31+54

Joon. 3.

Kujutleme, et koik relatiivsed arvud on niiviisi kujutatud
suunaga loikude 16ppudena, mis on moodetud iihe ja sama
sirge iihest ja samast, l16ikude alguseks voetud punktist A.
Siis positiivsed arvud on kujutatud punktidena sirge sellel
osal, mis on punktist A paremal, ja negatiivsed arvud sirge
sellel osal, mis on punktist A vasakul. Arvu null kujutab
sellel sirgel punkt A. Niisugust sirget nimetatakse sageli
arvsirgeks ehk arvteljeks.

Et suund neil 16ikudel, millede 16pud kujutavad arve
margiga -+, on vastupidine suunale neil 16ikudel, mis kuju-
tavad arve mairgiga —, siis ka neid maérke endid tavaliselt
nimetatakse vastandmdrkideks. Iga kaht arvu, nagu + 3 ja
—3, +3% ja —3% jms., millede méargid on vastandlikud,
absoluutvaartused aga vordsed, nimetatakse vastandarvudeks.

Vaatleme niiiid, kuidas toimuvad mitmesugused tehted
relatiivsete arvudega.
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II. Relatiivsete arvude liitmine.
15. Ulesanne.

Kooperatiiviihistu sai jaanuaris kasu a rbl. ja veebruaris
b rbl. Kui palju kasu sai iihistu kahes kuus kokku?

Kirjutame valemi selle iilesande lahendamiseks. On 1lmne
et kahes kuus kokku saadud kasu vordub {iksikutes kuudes
saadud kasude summaga. Tahistades otsitava summa
tahega x, saame valemi:

x=a-F0b.

Kuid kooperatuv voib saada iihes vGi koguni molemas neist
kuudest mitte kasu, vaid kahju. Et meie valemit oleks voi-
malik kasutada ka neil juhtudel, peame tihtede a ja b all
moistma relatiivseid arve, s. t. positiivseid v0i negatiivseid
arve vastavalt sellele, kas antud kuus saadi kasu voi kah]u
Niisiis peame oskama liita relatiivseid arve.

16. Kahe arvu liitmine.

Vaatlemé esmalt relatiivsete arvude liitmise kaht eri-
juhtu.

a) Kahe vastandarvu summa on null. Nii
(+5) + (=5 =0; (—3) + (+3)=0;
(+47) + (—47) =0.
Uldiselt:
(+a) + (—a)=0.

Toepoolest, kui kooperatiiv nditeks sai - iihes kuus kasu,
kuid teises kuus niisama palju kahju, siis kogusummas ei ole
tal kasu ega kahju.

Niisamuti rong, mis soéitis jaamast mingis suunas 5 km ja
siis vastupidises suunas samuti 5 km, joudis seega samasse
jaama, tdhendab, ei olnud 16puks sellest eemaldunud.
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b) Liita mingi arvuga null voi liita nulliga mingi arv

tdhendab jitta see arv muutmata. Nii
(4 75) 4-0==475; (—75) J-0=—75.
044+ 35) =435 .04 (—35)=—45.
Uldiselt: ;
(+a) +0=+4+4a;, (—a)+0=—a.

Toepoolest, kui nditeks kooperatiiv sai esimeses kuus
75 rbl. kasu voi kahju, kuid teises kuus ta ei saanud ei kasu
ega kahju, siis tulemusena jéi tal see kasu voi kahju, mis ta
oli saanud esimeses kuus.

Laheme niiiid tagasi eelmise paragrahvi iilesande juurde.
Selle lahendamiseks me kirjutasime iildise valemi, nimelt:
=a + b. .
Vaatleme koiki erijuhtusid, mis saavad esineda tihtede a
ja b asendamisel antud arvudega.

1. juhtum. Mélemas kuus on saadud kasu.
Olgu néiteks esimeses kuus saadud 200 rbl. kasu ja teises
kuus 150 rbl. kasu. ’

Sel juhul @=+ 200; b=+ 150. On ilmne, et
x= (-+200) + (+ 150) = 350,
s. t. kooperatiiv sai kahes kuus kokku 350 rbl. kasu.

2. juhtum. Moblemas kuus on saadud kahju.
Olgu néiteks esimeses kuus saadud 200 rbl. ja teises kuus
150 rbl. kahju.

Sel juhul a=—200; 6= — 150. On ilmne, et
*= (—200) + (—150) =——350,
s. t. kooperatiiv sai kahes kuus kokku 350 rbl. kahju.

Neist ndidetest saab teha jargmise jarelduse:
Selleks, et liita kaks iihesuguste mirkidega arvu, on vaja
liita nende absoluutvidirtused ja votta see sama mirgiga.
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3. juhtum.  Uhes kuus saadi kasu, aga teises kuus
kahju, kusjuures kasu saadi enam kui kahju. Olgu néiteks
esimeses kuus saadud 200 rbl. kasu, kuid teises kuus 150 rbl.
kahju.

Sel juhul a=+ 200; b6 =— 150. On ilmne, et koopera-
tiiv sai kogusummas koigest 50 rbl. kasu, s. t.

x= (+ 200) 4+ (— 150) = + 50.

4. juhtum. Uhes kuus saadi kasu, aga teises kuus
kahju, kusjuures kasu saadi vihem kui kahju. Olgu néiteks
esimeses kuus saadud 200 rbl. kahju, aga teises kuus 150 rbl.
kasu.

Sel juhul a=—200; 6=+ 150. On ilmne, et kahe kuu
kohta kokku sai kooperatiiv 50 rbl. kahju, s. t.

x=(—200) + (4 150) = — 50.
Viimasest kahest' niitest saab teha jargmise jédrelduse:

Selleks, et liita kaks erinevate mirkidega arvu, on vaja
leida nende absoluutvidirtuste vahe ja selle ette panna selle
arvu mark, kummal on suurem absoluutvairtus.

Jattes dra positiivse arvu eest margi -+, saame iilalantud
vordused kirjutada lithemalt:

200 + (— 150) =50; — 200 + 150 = — 50.

17. Liitmise eeskirjade teine sonastus.

Meie poolt nédidatud liitmise kaks eeskirja saab asendada
kahe teise eeskirjaga, mis rakendamiseks on eriti monusad.

a) Liita positiivne arv tdhendab liita tema absoluutvdartus.
Nii

(+7) + (+3)=—+10 ja (+7) +3=7+3=10;

— 74+ (+3)=—4 ja (—7)+3=—7+3=—4.
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b) Liita negatiivne arv tdhendab lahutada tema absoluut-
vaartus. Nii

ED 3 (10029 ja {+T) = 10=T—10=20%
(D (= 10) = 17 ja (—T) == 10== — T L 0=+ 17.

Neid kaht eeskirja saab lithidalt avaldada jargmiste
kahekordsete mdrkide valemitena:

+(+a)=+a +(—a=—a

18. Kolme ja enama arvu liitmine.

Esmalt leitakse esimese kahe liidetava summa, sellega
liidetakse kolmas liidetav jne. Olgu nditeks vaja leida summa
W8 FA—0) (-4 4 (),

mida saab lithemalt kirjutada nii:
8 PP bR
Liitmist teostame niisuguses jéarjekorras:
8+ (—5) =3 3+ (=4 ==—1 (—1) +3=2.

Sellest jéarjekorrast muide ei tarvitse kinni pidada, sest
(nagu peatselt ndeme, § 25) liidetavaid voib iimber asetada
ja iihendada mistahes riihmadesse.

Harjutused.

WD+ 3 =+ (3 (+§)+(+z%)

1

©

: (“é)'f'(“z}z); (+10) + (—2);  (+10) + (— 12).

20. (—5)+(+5); (—5) +(+2); 4+ (—3).
2. (—4)+3; 8+ (—10); (—8) +10.
22. (+8)+ (—5)+ (—3) + (+2).

20 (TR kel - )
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III. Relatiivsete arvude lahutamine.
19. Ulesanne.

Vabriku kasu kahe kuu — jaanuari ja veebruari kohta oli
a rubla. Kui suur oli kasu ainult veebruaris, kui on teada, et
jaanuaris vabrik andis & rbl. kasu.

Kasu kahe kuu kohta on iiksikutes kuudes saadud kasude
summa, kusjuures kasu monikord avaldub positiivse arvuna,
monikord negatiivse arvuna (kahju).

Seetottu otsitav kasu veebruari kohta peab olema nii-
sugune positiivne voi negatiivne arv, mis relatiivsete arvude
liitmise eeskirjade jdrgi liidetuna jaanuari kasuga .annab
summas kahe kuu kohta saadud kasu. Niisiis meie {ilesandes
on antud summa a ja iiks liidetav & ning noutakse teise
liidetava leidmist.

Tehet, mille abil kahe liidetava summa ja iihe lii-
detava jargi leitakse teine liidetav, nimetatakse lahutami-
seks, soltumatult sellest, kas antud arvud on aritmeetilised
voi relatiivsed; seejuures antud summat nimetatakse vihen-
datavaks, antud liidetavat — lahutatavaks ja otsitavat arvu
— vaheks. Sellest jareldub, et lahutamist saame alati kont-
rollida- liitmise abil: leidnud otsitava vahe, liidame ta lahu-
tatavaga; kui summaks saame vihendatava, siis lahutamine
on oieti teostatud.

20. Vahe kui iihe liidetava leidmine.

Tahistades meie {ilesandes otsitava vahe tdhega x, saame

kirjutada
x=a—b.

Leiame vahe a — b suuruse jdrgmistel erijuhtudel.

a) Olgu a=- 1000; b= -+ 400. See tahendab, et jaa-
nuaris andis vabrik 400 rbl. kasu ja kahe kuu kohta kokku
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saadi 1000 rbl. kasu; on ilmne, et veebruar andis samuti
kasu, nimelt 600 rbl. Tdhendab,
x = (- 1000) — (4 400) = -+ 600

ehk, lihtsamalt,

Tulemust kontrollime liitmise abil: _

(+ 600) + (+ 400) = - 1000.

b) Olgu a=-4 1000 ja b=+ 1000. See tdhendab, et
jaanuaris andis vabrik 1000 rbl. kasu ja kahe kuu kasu kuju-
nes niisama suureks. On ilmne, et veebruaris ei andnud
vabrik ei kasu ega kahju. Tédhendab,

x= (4 1000) — (+ 1000) = 0.
Tulemust kontrollime liitmisega:
(+ 1000) -+ 0= -+ 1000.
Lahutamine on 0Gieti teostatud. Niisamuti arutades leiame, et
(— 1000) — (— 1000) = 0. '

¢) a=+ 1000; b=+ 1200. See tdhendab, et jaanu-
aris andis vabrik 1200 rbl. kasu, kuid kahe kuu kasu oli
kdigest 1000 rbl. On' ilmne, et osa jaanuarikuu kasust, nimelt
200 rbl.,, ldks veebruarikuu kahju katteks. Siit

x= (4 1000) — (4 1200) = — 200
ehk, lihtsamalt,
x=1000 — 1200 = — 200.

Tulemust kontrollime liitmisega:

(— 200) + (1200) = 4 1000.

d) a=+ 1000; b= —200. See tdhendab, et jaanuaris
andis vabrik 200 rbl. kahju, kuid kahe kuu kohta kokku oli
kasu 1000 rbl. On ilmne, et selle kasu andis veebruar, mis
peale selle kattis veel jaanuarikuu kahju 200 rbl, s. t.
veebruar pidi andma kasu iildse 1200 rbl. Siit

x = (4 1000) — (— 200) = -+ 1200 ehk
x =1000 — (— 200) = 1200.
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Tulemust kontrollime liitmisega:
(4 1200) + (— 200) = -+ 1000.

e) a=—100; b=+ 800. See tahendab, et jaanuar
andis 800 rbl. kasu, -kuna kahe kuu kohta kokku saadi
100 rbl. kahju. On ilmne, et veebruar toi kahju, mis hévitas
kogu jaanuarikuu kasu 800 rbl. ja jattis peale selle veel
100 rbl. kahju, s. t. kogu veebruarikuu kahju oli 900 rbl.
Siit

x = (— 100) — (-} 800) = — 900 ehk
x = — 100 — 800 = — 900.

Tulemust kontrollime liitmisega:

(—900) + (+ 800) = — 100.

f) a=—100; b=—150, s. t. jaanuar andis. 150 rbl.
kahju, kuid kahe kuu kohta tekkis kahju ainult 100 rbl.
Tahendab, osa jaanuarikuu kahjust, nimelt 50 rbl., kaeti
veebruarikuu niisama suure kasuga. Siit

x= (— 100) — (— 150) =+ 50.

Tulemust kontrollime liitmisega:

50 + (— 150) = — 100.

21 Lahutamise eeskiri.

Vaadeldes eelmises paragrahvis toodud naiteid voib
tahele panna, et igal késiteldud juhul me oleksime voinud
antud arvu lahutamise asendada tema vastandarvu liitmi-
sega.

Toepoolest, votame nditeks juhu a):

(+ 1000) — (+ 400) = -+ 600.

Arvu + 400 lahutamise asemel liidame tema vastand
arvu:

(+ 1000) + (— 400) = -+ 600.

Nagu ndeme, saame sama tulemuse.
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Votame juhu d):
(4 1000) — (— 200) = + 1200.
Lahutamise asendame vastandarvu liitmisega:

(+ 1000) + (4 200) = + 1200.

Tulemus on sama.

Votame lopuks juhu e):

(— 100) — (4 800) = — 900.

Ja tdpselt niisamuti ;

(— 100) 4 (— 800) = — 900.

Sedasama saab nididata ka koikidel iilejddnud juhtudel.
Niisiis igal juhul voib antud arvu lahutamise asendada lahu-
tatava vastandarvu ja vdhendatava liitmisega. Teiste sona-
dega: lahutamise voib asendada liitmisega, mille teostamist
me juba oskame. Siit jdreldub eeskiri:

Selleks, et lahutada mingit arvu, tuleb vihendatavaga liita
lahutatava vastandarv.

22. Kahekordsete mirkide valemid.

Niisiis vastavalt antud eeskirjale voib arvu -+ a lahuta-
mise asendada vastandarvu — a liitmisega ja arvu —a
lahutamise vastandarvu -+ a liitmisega; seda asjaolu saab
vdljendada  niisuguste kahekordsete miérkide
valemitega:

—(+a)=—a — (—a)=+a.

23. Algebfaline summa ja vahe.

Relatiivsed arvud voimaldavad iga vahet esitada sum-
mana ja, timberpoordult, iga summat esitada vahena. Nai-
teks vahet 7— 3 saab kirjutada nii: (4 7) 4+ (—3) ehk
lihtsamalt 7 + (— 3); summat 4 4+ 2 saab kujutada nii:
(+4) — (— 2) ehk lihtsamalt 4 — (— 2).
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Selle eeskujul saab summana esitada iga avaldist, mis
sisaldab rea iiksteisele jdrgnevaid liitmisi ja lahutamisi.
Naiteks

20—5+3—7=20+ (—5) +34 (—7).

Seetottu algebras on voimalik relatiivsete arvude liitmise
ja lahutamise koik juhud iihendada i{iheks tehteks, mida
nimetatakse algebraliseks liitmiseks.

Summat, mille liidetavaiks voivad olla positiivsed arvud,
negatiivsed arvud voi null, nimetatakse tavaliselt algebra-
liseks summaks, eristades teda aritmeetilisest summast,
milles koik liidetavad on harilikud (aritmeetilised) * arvud.
Niisamuti nimetatakse vahet algebraliseks, kui selles vdhen-
datav ja lahutatav on relatiivsed arvud.

24, Relatiivsete arvude suuruse vordlemine.

Kui iitleme, et 10 on suurem kui 7, siis see tdhendab, et
vahe 10 — 7 on positiivne arv, kuna vahe 7 — 10 on negatiivne.
Lepime kokku kasutada seda moistet suuremast ja vaiksemast
arvust ka relatiivsete arvude puhul ja iitleme, et relatiivne
arv a on suurem teisest relatiivsest arvust & juhul, kui vahe
a— b on positiivne, ja a on viiksem kui b juhul, kui vahe
a — b on negatiivne. Selle kokkuleppe korral peame tunnis-
tama, et:

1. Iga positiivne arv on suurem kui null ja suurem kui
iga negatiivne arv; nditeks 8 > 0ja8 > — 10, sest molemad
vahed 8 — 0 ja 8 — (— 10) on positiivsed arvud.

2. Iga negatiivne arv on vidiksem kui null ja viiksem kui
iga positilvne arv; nditeks —5<0 ja —5< 42, sest
vahed —5 — 0 ja —5— (4 2) on negatiivsed arvud.

3. Kahest negatiivsest arvust on see suurem, mille abso-
luutvddrtus on vidiksem; nii —5> —12, sest vahe
— 5 — (— 12) on positiivne arv -+ 7.

32



Selge kujutluse saamiseks relatiivsete arvude vordlevast
suurusest on sobiv kasutada nende néitlikku kujutamist
arvteljel. Valides meelevaldse pikkusiihiku @ (joon. 4) kujut-
leme, et (Iopmatul) sirgel alates alguseks voetud mingist
punktist A on paremale moodetud 16igud, mis kujutavad
positiivseid arve, ja samast punktist vasakule on mddde-
tud 16igud, mis kujutavad negatiivseid arve. Liikudes siis
mooda seda sirget vasakult paremale (nagu néitab joonisel
nool), me ldheme véiksemate arvude juurest jarjest suuremate
juurde; liikudes aga vastupidises suunas, s. o. paremalt vasa-
kule, ldheme suuremate arvude juurest jarjest véiiksemate
juurde. Teiste sonadega, mistahes kahest arvust on see

-4
+

Joon. 4.

suurem, mis arvteljel asetseb paremal. Selle telje abil on
kerge kontrollida eespool sonastatud kolme viite kehtivust
relatiivsete arvude vordleva suuruse kohta.

Miérkus. Kui soovitakse ndidata, et arv a on positiivne,
siis kirjutatakse a > 0; kui aga tuleb nididata, et a on nega-
tiilvne arv, siis kirjutatakse a < 0.

Harjutused.

24. Kaup osteti a rbl. eest ja miiiidi & rbl. eest. Kui palju saadi
kasu? Arvutada see kasu, kui @ =40 ja b=235. Mida tihendab siin
negatiivne vastus?

25. Kellegi igakuune sissetulek on m rbl. ja viljaminek n rbl. Kui
palju tal igas kuus jérele jaab? Leida vastus, kui m =120 ja n = 130.
Mida nditab negatiivne vastus?
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Jargmistes niidetes teostada néidatud tehted:

26. 12— (—2); 5—(—5); (+8)—=(—10); (+1)— (=1

21. a— (—b); (+m)—(—n); (+2x) — (—3%).

28. 10+ (+2) — (—4) — (+2) + (—2).

29. Arvutada summa a+b-+c+d, kui a=2 b=—3, c=
=—3 d=—1%.

30. Arvutada vahe m—n, kui m=—10 ja n=—15.

31. Esitada avaldis 10 —2—3 -7 relatiivsete arvude summana.

32. Esitada summa 10 8 relatiivsete arvude vahena.

IV. Relatiivsete arvude liitmise ja lahutamise taht-
samad omadused.

25. Seadused.

Veendume néidete abil, et aritmeetiliste arvudé liitmise
ja lahutamise kohta nédidatud omadused (§ 6, 7) jdavad keh-
tima ka relatiivsete arvude puhul.

a) Vahetuvusseadus: summa ei muutu liidetavate jirje-
korra muutumisel. Naiiteks

(4+20) 4+ (—5) =+ 15 ja (—5) + (4 20) =+ I5;

(— 10) + (—2) + (+ 40) =+ 28;
(+40) 4+ (—10) + (—2) =+ 28;
(—2) + (+40) + (—10) =+ 28 jms.

b) Uhenduvusseadus: summa ei muutu, kui moned liide-
tavad asendame nende summaga.

Arvutades nii summat

(=) +(+3)+(—1) +(+5)=+43
voime mdned liidetavad, néditeks teise ja kolmanda asendada
nende summaga, leides selle enne: (+3) 4+ (—1)=+2;
siis saame: (—4)—+ (+2) + (£ 5) =173, s 1. sdaqme

endise summa.
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c) Selle asemel, et mingi arvuga liita mitme liidetava
summat, voib selle arvuga liita iga liidetava iiksteise jirel.
Olgu vaja nditeks arvuga 40 liita summa 20 4 (—5) +
+ (+ 7), mida saab kirjutada nii:
40+ 1204+ (—5) + (+ 7))

Selleks tuleks esmalt arvutada liidetav summa:

20+ (—5)=20—5=15; 15+ (+7)=15+7=22
ja siis arvuga 40 liita saadud arv 4 22:

40 + (+ 22) =62.

Kuid selle asemel voime 40-ga liita esmalt esimese lii-
detava 20, siis teise liidetava — 5 ja Iopuks kolmanda lii-
detava + 7:

40 4 20 =60; 60 + (— 5) =55; 55+ (+ 7) =62.
Loppsumma osutub samaks, mis enne.

d) Selle asemel, et mingist arvust Jahutada mitme liide-
tava summat, voib sellest arvust lahutada eraldi iga liidetava
iiksteise jarel.

Olgu vaja nditeks 20-st lahutada summa 10+ (—4) -+
+ (—3); seda saab. avaldada nii:

20— PO (=8 39) L
Me voime esmalt leida lahutatava summa:
104+ (—4)=10—4=6; 6 + (—3) =6—3=23;
niitid tuleb saadud arv lahutada 20-st:
20 —3=17.

Kuid selle asemel voime 20-st lahutada esmalt esimese
liidetava 10, siis teise liidetava — 4 ja 1opuks kolmanda lii-
detava — 3:

20— 10=10; 10— (—4) =10+ 4=14;
14— (—3)=14+4+3=1T7.

Saime sama arvu, mis varem.

Niisamuti saab ndidata liitmise ja lahutamise iilejadnud
omaduste kehtivust relatiivsete arvude puhul.
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V. Relatiivsete arvude korrutamine.
26. Ulesanne.

Oktoobriraudteel sdoidab rong keskmise kiirusega v kilo-
meetrit tunnis 1. Keskpédeval on rong Bologoje jaamas. Kus
asub rong ¢ tunni pdrast?

Tuletame iilesande lahendamiseks valemi. Kui 1 tunnis
rong jouab edasi v kilomeetrit, siis ¢ tunnis ta sdidab ¢ korda
pikema vahemaa. Tdhendab, otsitav kaugus x vordub v ja ¢
korrutisega:

X ==t

Kui nditeks v =40 ja t==3, siis rong asub 40.3 = 120 km
kaugusel Bologoje jaamast.

See lahendus ei anna siiski tdpset wvastust iilesandes
seatud kiisimusele. Me ei tea nimelt, missuguses suu-
nas peame mdotma selle 120 km: kas Moskva poole voi
Leningradi poole. Relatiivsete arvude kasutamine voimaldab
anda seatud kiisimusele tdpse vastuse.

Loeme suuna Leningradist Moskva poole positiivseks.
Siis on positiivsed kdik kaugused, mis mdoddame Bologoje
jaamast Moskva poole, ja negatiivsed koik kaugused Lenin-
gradi poole. Kooskdlas sellega on Kkiirus, s. t. rongi poolt
1 tunnis soidetud tee pikkus, positiivne, kui rong sbidab
Moskva poole, ja negatiivne, kui ta sdoidab Leningradi poole.

Niilid saame seatud kiisimusele anda tdpsema vastuse.

Kui rong ldks Moskvasse, siis tema kiirus oli + 40 km
tunnis, ja 3 tunni pérast ta oli Bologojest x = (+ 40) -3 =
— + 120 km kaugusel, s. t. ta oli edasi liikunud 120 km
Moskva suunas (joon. 5). Kui rong ldks Leningradi, siis

1 Arvutamise lihtsustamiseks me ei arvesta seisuaegu jaamades ja
eeldame, et rong sdidab kogu aja iithe ja sama kiirusega.
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tema kiirus oli — 40 km, ja 3 tunni pédrast ta asus Bologojest

(—40) + (—40) + (—40) =—120 km kaugusel, s. t.
120 km Leningradi suunas (joon. 6). Sellest jdreldame, et
x = (—40) -3=—120.

: +H20
s Pt G
U T
Bologoje
-—-—-—’
Joon. 5.

Niiiid meie valem x=vf{ annab meile tipse vastuse kiisi-
musele rongi asukoha kohta, ainult et v omandab positiiv-
seid voi negatiivseid vdartusi vastavalt suunale, milles rong
liigub. :

Kui néditeks v =+ 50 ja t= + 4, siis valem annab:

x = (+ 50) - (4 4) = + 200,
s. t. rong asub 200 km Bologojest Moskva pool.

-120

Loningrad___ Moskve

U o e

Bologoje
A s e

Joon. 6.

Kui v=—30 ja t=+ 2, siis
o . X=(—30)-(+ 2) =—60,
s. t. rong asub 60 km Bologojest Leningradi pool.

Aritmeetikast on teada, et korrutamine tdisarvuga on
tehe, mille abil iiks arv (korrutatav) voetakse niimitu korda
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liidetavana, kuimitu iihikut on teises arvus (korrutajas).
Korrutamine murruga on tehe, mille abil korrutatavast lei-
takse niisugune murdosa, nagu korrutaja moodustab iihikust.

Eelmisest iilesandest né&dhtub, et need maéddrangud on
rakendatavad ka relatiivsete arvude korrutamiseks, kui kor-
rutaja on positiivne arv. Néiteks korrutada —5 arvuga +3
(ehk lihtsalt 3) tahendab votta — 5 liidetavana 3 korda
(saame — 15); korrutada 0 arvuga 5 tdhendab votta 0 lii-
detavana 5 korda (saame 0); korrutada — 12 arvuga + %
(ehk lihtsalt %) tdhendab leida % arvust — 12 (saame —9).

27. Korrutamine negatiivse arvuga.

Muudame eelmist iilesannet nonda: Praegu, keskpéeval,
asub rong Bologoje jaamas; kus ta oli 3 tundi tagasi? Ules-
ande lahendamiseks peame jéllegi rongi liikumiskiiruse kor-
rutama liikumisajaga. Molemal {ilesandel on sarnased tingi-
mused ja iihesugune lahendamisviis, kuid vastus kujuneb
erinevaks vastavalt sellele, kas koneldakse kolmest tunnist
enne keskpédeva voi pdrast keskpédeva.

Kui soovime, et meie valem x= vt annaks tdpse vastuse
korraga koigil erijuhtudel, siis toimime jdrgmiselt.

Loeme aega pirast keskpdeva positiivseks, aga enne
keskpdeva negatiivseks; vastavalt sellele aeg ¢ kujuneb posi-
tiivseks voi negatiivseks soltuvalt sellest, missugusest ajast
on jutt. Niiviisi saavad niiiid molemad tegurid v ja { oman-
dada positiivseid ja negatiivseid vaartusi.

Vaatleme koiki juhtusid, mis voivad esineda meie iiles-
ande lahendamisel, kusjuures eeldame ikka, et keskpéeval
rong on Bologojes ja soidab kiirusega 40 km tunnis.

1. juhtum. Rong sdidab Moskvasse; kus ta on 3 tunni
parast?
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Sel juhul kiirus on positiivne: v =+ 40; aeg on samuti
positiivne: =+ 3. Seda juhtu oleme juba vaadelnud ja
vastuseks saanud, et

x= (+ 40) - (+ 3) = + 120.

2. juhtum. Rong soidab Leningradi; kus ta on 3 tunni
pérast?

Siin kiirus on negatiivne: v = —40; aeg on positiivne:
t =+ 3. Ka seda juhtu oleme juba vaadelnud. Lahendamine
annab:

x= (—40) - (+ 3) =— 120.
- 3. juhtum. Rong sdidab Moskvasse; kus ta oli 3 tundi
tagasi?

-120
SoRiagId . ] Ty b
T A
Bologoje
o i e e T
Joon. 7.

Sel juhul kiirus on positiivne: v =40; aeg on negatiivne:
t=—3.

On ilmne, et 3 tundi tagasi asus rong Leningradi ja
Bologoje jaama vahel, 120 km kaugusel viimasest (joon. 7):

Kaugus 120 km on vasakul Bologojest, jérelikult ta on
negatiivne. Niisiis

x=(+40) - (—3) =—120

4. juhtum. Rong soidab Leningradi; kus ta oli 3 tundi
tagasi?

Siin on niihdsti kiirus kui ka aeg negatiivsed: v =— 40
ja t=—3.
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On ilmne, et 3 tundi tagasi asus rong Moskva ja Bolo-
goje vahel, kaugusel 120 km viimasest (joon. 8).

Et kaugus Bologojest Moskva poole on positiivne, siis
x= (—40) . (—3) =+ 120.

+120

ooy e e e

 ;

Bologoje
B T

Joon. 8.

28. Korrutamise eeskiri.

Kui me eelmises iilesandes arvude 40 ja 3 asemel olek-
sime votnud mingid teised arvud (nende hulgas ka murde),
siis mottekdik seetottu nédhtavasti ei oleks muutunud. Tule-
tame niiiid relatiivsete arvude korrutamise iildise eeskirja.

Kirjutame viélja koik juhud, mis korrutamisel esinesid,
ja {ildistame need mistahes arvude jaoks:
(+ 40) - (+ 3) = -+ 120 ehk iildiselt: (4 a) - (+ b) = + ab;
(_ 40) T (+ 3) =120 5, ” (_ a) + (+ b) ! F
(+40) - (—3)=—120 , b o3 A B g b) - ]
(—40)- (—3)=+120 , w (—a)-(—b)=+ab;

Korvutades neid juhtusid iiksteisega, paneme tdhele, et:

1. kui molemad tegurid on iihesuguste markidega, siis
korrutis on positiivne;

2. kui tegurid on vastandmérkideéa, siis korrutis on
negatiivne;

3. korrutise absoluutvdidrtus vordub tegurite absoluut-
vaartuste korrutisega.

Siit saame jdrgmise iildise eeskirja:
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Selleks, et leida kahe relatiivse arvu korrutist, on vaja
‘korrutada nende absoluutviirtused ja .votta korrutis mir-
giga -+, kui tegurid on iihesuguste mirkidega, ja mirgiga —,
kui nad on erinevate mirkidega.

Selle eeskirja osa, mis kisitleb mirke, kannab madrkide
eeskirja nimetust. Harilikult sonastatakse see nii: kahe arvu
korrutamisel iihesugused mairgid annavad -+, kuid erinevad
margid —.

Toodud niiteid vaadeldes saab mirkida veel jirgmise ees-
kirja, mida edaspidi tuleb monikord kasutada: korrutamisel
positiivse arvuga jdidb korrutatava mirk piisima (s. t. korru-
tisel on sama mirk, mis korrutataval); korrutamisel nega-
tiivse arvuga muutub korrutatava mark vastandmargiks.

Mirgime veel, et korrutis on null, kui iiks tegureist on
null.

29. Kolme ja enama arvu korrutis.
Korrutise mairk.

Olgu vaja arvutada korrutis
B DB - 1=10) - (— 4 {9

Selleks korrutame esimese arvu teisega, saadud Kkorru-
tise kolmandaga, uue “korrutise neljandaga jne.

(+2)- (=) =—2 (—2)-(+3)=—6;
(—6)-(—10) =+60; (+ 60)-(—4)=—240;
(— 240) - (— 5) = 1200.

Kui korrutatakse ainult positiivseid arve, siis korrutis on
positiivne. Kui aga koik voi moned tegurid on negatiivsed,
siis korrutis osutub positiivseks sel juhul, kui negatiivseid
tegureid on paarisarv, ja negatiivseks sel juhul, kui neid tegu-
‘reid on paaritu arv. Nii

ihe negatiivse teguri puhul:

(+2)-(=1)-(+3)=—6;
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kahe negatiivse teguri puhul:
(+2)-(—=1) - (+3) - (—10) =+ 60;
kolme negatiivse teguri puhul:
(+2)+ (=1 (+3) - (—10) - (—4) =— 240, jne.

30. Negatiivse arvu aste.

Rakendame eelmise paragrahvi eeskirja vordsete tegu-
rite Korrutamiseks, s. t. astendamiseks.

Leiame mingi negatiivse arvu ruudu:
(—3)2=(—3)- (—3) =+;
(=7)2=(=T7)-(—7)=+49.

Uldiselt:

(—a)2=(—a)-(—a) =+ a?
s. t. negatiivse arvu ruut on positiivne.

Leiame niiiid mingi negatiivse arvu kuubi:
(—2)3=(—2) - (—2) - (=) =—8
(—6)3=(—6) - (—6) - (—6) =—216.

Uldiselt:

(—a)3=(—a)-(—a) - (—a) =—a?,
s. t. negatiivse arvu kuup on negatiivne.

On kerge niha, et negatiivse arvu astendamisel mistahes
paarisarvuga saadakse positiilvne arv, sest negatiivseid tegu-
reid on sel juhul paarisarv (vt. § 29). Nii

(—3)t=(—3)-(—3):(—3):(—3)=+38L

(=2)8e= (~2) . (=2 A= - (=2 ==

= 64, jne.

Samal pohjusel negatiivse arvu iga paarituarvulise asten-
dajaga aste on negatiivne arv. Nii

(—3)8=(—3)-(—3)-(—3)- (—3) - (—3) =—243;

(—2)7= (—2)-(— 2) (= 2)-(—2)-{—2) (= 2)(—2) =
= — 128, jne. A
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Niisiis

negatiivse arvu paarisarvulise astendajaga aste on posi-
tilvne arv ja paarituarvulise astendajaga aste on negatiivne
arv. Eriti mirgime, et

(—1)2=(—Dit=(—1)b=...=+1,
Harjutused.

0 I Gt ) N ) e ) i, o ) O R b )

3. (—83) —(+23); (+036)-(—8 - (—8.

35, (- (- BET L sieEins,

36. Leida avaldise ax® 4 bx + ¢ véirtus juhul, kui a =3, b =—4,
c=—>5 ja x=4.

37. Leida sama avaldise vidartus juhul, kui a=-—3, b=4,
¢c=5 ja x=4.

38. 4.0, 53-0;, 03-0;, —83-0; O0-x.

39. (—3):(+35)-(+2)-(—%).

VI. Relatiivsete arvude jagamine.
31. Definitsioon.

Relatiivsete (kui ka aritmeetiliste) arvude jagamine on
tehe, mille abil antud (kahe teguri) korrutise ja iihe teguri
jargi leitakse teine tegur. Arv -+ 10 jagada arvuga — 2
tahendab siis leida niisugune arv x, et (— 2) -x oleks —+ 10;
niisugune arv on — 5, sest arvude — 5 ja — 2 korrutis
on + 10.

Sellest definitsioonist jéreldub, et jagamist saab kont-
rollida korrutamisega: kui jagatise korrutamisel jagajaga
saame jagatava, siis tehe on oieti teostatud.
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32. Jagamise eeskirja tuletamine.

Vaatleme jargmisi relatiivsete arvude jagamise naiteid:

(+10) : (+2) =+ 5, sest (+2) - (4 5) = + 10;

(—10): (—=2)=+5, ,, (—2):(+5)=—10;

(=10) : (-2 =—5, , (+2):(=9) =18

(+10) : (—2)=—5, ,; (—2)-(—5)=+10.

Neist ndidetest jareldame eeskirja:

Selleks, et jagada iiht arvu (jagatav) teisega (jagaja), on
vaja jagatava absoluutviaiartus jagada jagaja absoluutviirtu-
sega ja votta tulemus mirgiga -, kui molemad antud
arvud on iihesuguste mirkidega, ja mirgiga —, kui nad on
erinevate mirkidega.

Niisiis jagamise puhul maérkide eeskiri on sama, mis
korrutamise puhul.

33. Juhud, kui jagatav voi jagaja on null

a) Olgu vaja 0 jagada mingi arvuga, nditeks arvuga - 10.
See tdhendab, et tuleb leida niisugune arv, mis korrutatult
arvuga -+ 10 annab korrutiseks 0. Niisugune arv on 0 ja
ainult 0, sest 0- (4 10) =0, kuid iga muu, nullist erineva
arvu ja + 10 korrutis ilmselt ei ole 0. Niisamuti leiame, et

0:(—2)=0, sest (—2)-0=0;
0::8=—0. sest 2.0 =0 dne

T#hendab, kui jagatav on null, aga jagaja ei ole null, siis
jagatis peab olema null.

b) Oletame niiiid, et jagaja on 0, kuid jagatav on mingi
muu arv, nditeks + 5. Jagamine (- 5) : 0 tdhendab, et tuleb
leida niisugune arv, mis korrutatult arvuga 0 annab -+ 5.

Kuid missuguse arvu me ka arvuga 0 korrutaksime, mingit
muud arvu kui 0 me ei saa; tdhendab, jagatis (- 5):0 ei
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vordu {ihegi arvuga. Niisamuti on vodimatud jargmised
jagamised:
(—5):0; (+03):0;, (—7,26):0 jms.
Uldiselt: kui jagaja on null, kuid jagatav ei ole null, siis
jagamine ei ole voimalik. :
c) Votame I6puks niisuguse juhu, kus jagatav on O ja
ka jagaja on O:
0 Q==
Sel juhul ei ole motet konelda jagatisest, sest iga arv
korrutatult nulliga annab tulemuseks nulli.
Naiteks
5.0=0; 7-0=0; (—100)-0=0 jne.
Seepirast on kokku lepitud, et avaldisel § ei olegi
numbrilist vaartust.

Harjutused.

40. (+20):(+4); (+20):(—4); (—20):(+4); (—20):(—4)-
41. (+2a):(—2); (—5x):x (—7%2):(=7).
420 O B BN A 00,35 610 g,

VII. Kbrrutamise ja jagamise tihtsamad
omadused.

34. Veendume nididete abil, et korrutamise ja jagamise
omadused, mida vaatlesime aritmeetiliste arvude puhul
(§ 8 ja 9), jadvad kehtima ka relatiivsete arvude puhul.

a) Vahetuvusseadus: korrutis ei muutu tegurite jarje-
korra muutumisel.

Vaatleme esmalt ainult kahe arvu korrutamise néiteid:

(+5)- (+2) =+ 10 ja (+2) - (+5) =+ 10;
(= B)isi(F 2y =10 4, (F 2) :(=5) =+=iG;
(=8 - (—D=+%% " (=3 EV=4%. jms
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Votame niiiid enam kui kahest tegurist koosneva Kkorru-
tise, néiteks (—2) - (—5) - (+ 3). Selle korrutise absoluut-
véddrtus on 2.5.3, mark aga + voi — vastavalt sellele, kas
negatiivseid tegureid on paaris- voi paaritu arv (meie naites
tuleb méark +). Kui muudame tegurite jarjekorra néiteks nii:
(+ 3) - (—5) - (— 2), siis saame korrutise, mille absoluut-
vaartus on 3.5-.2, miark aga -+ voi — vastavalt sellele, kas
negatiivseid tegureid on paaris- voi paaritu arv. Kuid
3-5-2=2.5.3 (aritmeetiliste arvude korrutamise vahe-
tuvusseaduse jargi) ja negatiivsete tegurite arv on sama,
mis enne. Tdhendab, molemal korrutisel on absoluutvaartu-
sed vordsed ja mairgid iithesugused. Seepérast

(—2) (= 5) - (+8) = (+3) - (—5) - (—2).
b) Uhenduvusseadus: mitme teguri korrutis ei muutu,

kui moned neist asendada nende korrutisega.
Niisiis, selle asemel, et teostada korrutamist

Ce8F (4 3) - 2)

tegurite kirjutamise jédrjekorras, s. t. nii:

(—5): (+3) =—15(—15)-(—2) =+ 30,
voime votta mistahes kaks tegurit, nditeks —+3 ja —2,
asendada need nende korrutisega, s. o. arvuga — 6, ja

korrutada siis selle arvuga kolmanda teguri: (— 5) - (—6) =
=+ 30. Seega
(—5) - (+3):-(—2)= (=5 -[(+3)-(—2)]

c) Selle asemel, et mingit arvu korrutada mitme teguri
korrutisega, voib selle arvu korrutada esimese teguriga, saa-
dud korrutise korrutada teise teguriga jne. Ja tdpselt samuti:
selle asemel, et mingit arvu jagada mitme teguri korrutisega,
voib selle arvu jagada esimese teguriga, tulemuse jagada
teise teguriga jne.

Et korrutada arvu -+ 10 korrutisega (— 2) - (+ 3), voime
esmalt arvutada selle korrutise (mis on —6) ja siis 4 10

46



korrutada selle korrutisega (saame — 60); kuid voime ka
-+ 10 korrutada esmalt teguriga — 2 (saame — 20) ja siis
saadud korrutise korrutada teguriga -+ 3 (saame — 60).
Niisiis
(+10) - [(—2): (+3)]1=(410) - (—2) - (+ 3).
Uldiselt:
a(bc) = (a-b)c.

Niisamuti
10: [(—2)-(+3)1=[10: (—2)]: (+3),
sest
10:[(—2)-(+3)]=10;: (—6)=—120=—} ,
ja

[10: (—=2)]1: (+3)=(—9): (+3) =—%.

Uldiselt:
a:(bc)=(a:b):c

Niisamuti saab ndidata ka jaotuvusseaduse kehtivust.

d) Niitame veel jagamise jargmist omadust: kui jagatav
ja jagaja korrutada (voi jagada) iithe ning sama arvuga
(vilja arvatud null), siis jagatis ei muutu.

Nagu varem ndgime (§ 9, €), koikide aritmeetiliste téis-

2 _49"  Proovimise
b bm

teel veendume niiiid, et see vordus jddb kehtima ka siis, kui
koik voi moned arvudest @, b ja m tdhendavad relatiiv-
seid arve.

Votame mingi jagamise néite, {itleme 5:0,8, ja korrutame
jagatava ning jagaja nditeks arvuga 3. Sellega jagatis ei
muutu, sest koik arvud on aritmeetilised, ja seetottu voime
kirjutada vorduse

ja murdarvude puhul kehtib vordus
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Votame niiiid selles vorduses mingi arvu negatiivse; olgu
nditeks arvu 5 asemele voetud — 5:
feret el AL MTUGRRS L
U8 7088 T a2
Vordus on jaanud oigeks, sest kummagi jagatise abso-
luutvdartus ei ole muutunud, ja molemad jagatised on nega-
tiivsed arvud.

Niisamuti on kerge kontrollida, et vordus jdab oigeks ka
siis, kui teine voi kolmas arv teha negatiivseks. Téahendab,
missuguseid positiivseid voi negatiivseid arve me a, b ja m

a

all ka motleksime, vordus g:b—rmn jaab ikka oigeks.

Jagatis ei muutu ka jagatava ja jagaja jagamisel iihe ning
sama arvuga, sest jagamine on samavéirne poordarvuga kor-
rutamisega.

Mairgime Siiski, et arv, millega jagatavat ja jagajat kor-
rutame (voi jagame), ei voi olla null, sest sel juhul jagatis
kaotab motte (§ 33,c¢).

Harjutused.

43. Proovimisega veenduda, et jdrgmised vordused on Oiged:
(=8 (+2) ()= (F2) (=1 (=5 =
=(+2) - (—=5) (—1);
10-(—=38) - (—=2)- (+5)=10-[(—=3) - (—2) - (+ 5] =
=10-(—2) - [(—=3) - (+5)];
B0 4 3) + =21 (=T}
=10 (—=7) + (=3) - (=N + (=2) - (=T
(3—02+%)-03=%:03—02-03+%-0,3.
44. Toetudes korrutamise {ihenduvusomadusele, leida jdrgmiste
korrutiste arvutamiseks koige sobivam viis:

8.2.3.5.125; 25-6-10-5; §-82-4-10.

45. Kontrollida, et jagatis 3,5: (—7) ei muutu, kui jagatava ja
jagaja korrutame arvuga 4; jagame arvuga — 0,75.
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Kolmas jagu.

UKSLIIKMELISED JA HULKLIIKMELISED
TAISAVALDISED. ALGEBRALISED MURRUD.

I. Eelméisted.
35. Uksliige ja hulkliige.

Algebralised avaldised jaotatakse kahte riihma selle jirgi,
missugune algebraline tehe neis teostatakse viimasena.

Algebralist avaldist, milles viimane tehe ei ole liitmine
ega lahutamine, nimetatakse iikslitkmeks (ehk monoomiks).

Téahendab, iiksliikmeks on kas tdhega voi numbritega kir-
jutatud iiksikarv, nditeks — a, +10, voi korrutis, néiteks ab,
(a+ b)c, voi jagatis, nditeks a—j—b. voi aste, naiteks 62, kuid
iiksliikmeks ei ole ei summa ega vahe.

Kui -iiksliikme numbrilise viirtuse arvutamisel esineb
jagamine, siis nimetatakse iiksliiget murruliseks, kui aga
mitte, siis tdis-liksliikmeks. Nii on # murd-iiksliige,

(x—y) -ab, a(x 4 b)2 aga tais-iiksliikmed. Et algebra alg-
dpetuses tegeleme ainult téis-liksliikmetega, siis lithiduse mot-
tes nimetame neid lihtsalt iiksliikmeteks.

Algebralist avaldist, mis on koostatud mitmest iiksteisega
mdrkide + voi — abil idhendatud iikslitkmest, nimetatakse
hulklitkmeks (ehk poliinoomiks).
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Niisugune on niiteks avaldis

Uksikuid avaldisi, millede iihendamisel mérkide + ja —
abil tekkis hulkliige, nimetatakse tema liikmeteks. Hulk-
liikme liikmeid vaadeldakse koos nende mérkidega, mis sei-
savad nende ees, niiteks deldakse: liige — a, liige + b2 jne.
Esimese liikme ees tuleb moista mérki +, kui tema ette ei
ole pandud mingit mérki; nii on meie ndites esimeseks liik-
meks ab ehk 4 ab.

Kahest liikmest koosnevat avaldist nimetatakse kakslttk-
meks (ehk binoomiks) ja kolmest liikmest koosnevat aval-
dist kolmliikmeks (ehk trinoomiks) jne. Kui hulkliikme koik
lilkmed on tidisavaldised, siis hulkliiget nimetatakse tdis-hulk-
litkmeks.

36. Kordaja (koefitsient).

Olgu antud' korrutis
adab(— 2),

milles moned tegurid on kirjutatud numbritega, teised tdhte-
dega. Niisuguseid korrutisi on voimalik nonda teisendada
(kasutades korrutamise iihenduvusseadust), et iiheks riih-
maks iihendatakse koik tegurid, mis on kirjutatud tdhega a,
jne., mille jarel saame
3:-(—2) - (aa) -b,
mille kirjutame lithemalt
— 6az2b.

Numbrilist tegurit, mis on paigutatud tédheliste tegurite
ette, nimetatakse iiksliikme kordajaks (koefitsiendiks). Nii
on iiksliikme — 6a2b kordajaks arv — 6.

Mirgime, et positiivne tdisarvuline kordaja nditab, mitu
korda tuleb votta liidetavana seda téhelist
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avaldist, mille juurde ta kuulub; nii tdhendab 3ab sedasama,
mis ab + ab + ab. Kui kordaja on negatiivne tiisarv, siis
ta nditab, mitu korda tuleb votta lahutata-
vana seda tdhelist avaldist, mille juurde ta kuulub; nii
— 3x tdhendab — x — x — x. Kui kordaja on murd, siis ta
nditab, missugune osa voetakse tihelise avaldise
numbrilisest vdartusest. Nii tdhendab Zax nimelt £ arvust ax.

37. Hulkliikme omadused.

Iga hulkliiget saab vaadelda tema lijkmete algebralise
summana. Niiteks hulkliige 2e¢—b-+¢ on summa
2a + (—b) + (+c¢), sest avaldis + (— b) on samaviirne
avaldisega — b ja avaldis + (4 c¢) tdhendab sedasama,
mis + ¢. - Selle tagajirjel relatiivsete arvude summa koik
omadused (§ 25) kuuluvad ka hulkliikmele. Meenutame neist
kaht omadust.

a) Vahetuvusseadus: hulkliikme numbriline viirtus ei
muutu tema (ilhes mirkidega voetud) liikmete jirjekorra
muutmisel.

b) Uhenduvusseadus: hulkliikme numbriline viirtus ei
muuty, kui tema moned liikmed asendada nende algebralise
summaga.

Néitame veel hulkliikme jargmist omadust:

c¢) kui hulklilkme iga liikme ees muuta mirk vastupidiseks,
siis hulkliikme numbrilise vdirtuse miark muutub samuti vastu-
pidiseks, tema absoluutvidirtus aga ei muutu.

Naiteks hulkliikme 2a2 — ab 4+ b2 — 3a numbriline véér-
tus juhul, kui a=—4 ja b=—3, on:

2. (—4)2— (—4) - (—3) + (—3)2—3- (—4) =
=2.16—12+4+942=32—124 9+ 2=31,
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ja hulkliikme — 2a2 + ab — b2 4 3a numbriline vaartus tah-
tede samadel vdartustel on

— 2. (—4)24 (—4) - (—3) — (—3)2+3(—4) =
——2.164+12—9—2=—32 + 12—90—9—="--31.

Harjutused.

46. Lihtsustada jdrgmised korrutised:
ax10xaax; aa(—5) -bxx(+2); ab-Jaxx(—3); Smxy(— 4)mxyy.
47. Esitada summana avaldised: 2a; 3ax; 5a2b; 4(a+1).
48. Arvutada jirgmiste iiksliilkmete numbriline véartus:
7a2bc, kui a=3, b=2, c=4§;
080(6b+c), kuia=1 b=8§, c=025
3(a+b6)2%, kuia=1 b=2§, c=025
—T7x2y3, kui x=—2, y=1,
0,52ax%2y, kui a=100, x=—3; y=—2.
49. Arvutada jargmiste hulkliifkmete numbriline vaértus:
ot —x34+5x2—T7x+ 1, kui x=1; kuix=2;
ax2+bx+c¢, kui a=3, b=—2 ¢c=—5 x=1.
50. Proovimise teel veenduda, et juhul, kui x=2, hulkliikmed
¥ —2x2 + 3x —5ja — x3+4 2x2 — 3x + 5 annavad absoluutvédartuse poo-
lest vordsed, kuid mirgi poolest vastupidised arvud.

38. Sarnaste liikmete koondamine.
Hulklitkme litkmeid, mis iiksteisest erinevad ainult korda-
jate poolest voi iildse ei erine, nimetatakse sarnasteks.

Ndiiteks hulkliikme
4q — 3x + 0,5a + 8x 4 3ax — 2x

esimene liige on sarnane kolmandaga (nad on iihe joonega
alla kriipsutatud), teine liige on sarnane neljandaga ja
kuuendaga (kahe joonega alla kriipsutatud), kuna viiendale
liikmele ei leidu sarnast.

52



Kui hulkliikmes esineb sarnaseid liikmeid, siis liitmise
ithenduvusseaduse alusel saab neid {ihendada iiheks liikmeks.
Nii saab dsjatoodud néites liikmeid {ihendada jargmisteks
rithmadeks:

(4a + 0,5a) .+ (— 3x + 8x — 2x) + 3ax.

On ilmne, et 4 mingit arvu ja 0,5 sedasama arvu moo-
dustavad 4,5 seda arvu. Tahendab, - 4a + 0,5a = 4,5a. Nii-
samuti — 3x 4+ 8x=>5x ja 5x — 2x=—23x. Téhendab, hulk-
liiget voib kirjutada nii: :

4.5a + 3x + 3ax.

Hulkliikme sarnaste liikmete iihendamist iiheks liikmeks
nimetatakse hulkliikme sarnaste liikmete koondamiseks.

Mirkus. Kaks sarnast liiget, millede kordajad erine-
vad ainult mérkidelt, hdvivad vastastikku; niisugused on
nditeks litkmed

2a ja — 2a vOi — 3x2 ja + Bx2.

Nédited. . <

1. a-+ 5mx— 2mx + Tmx — 8mx =a -+ 2mx.

2. 4ax + b2 — Tax — 3ax -+ 2ax = — 4ax -+ b2 =

— b2 — 4ax.

3. 4a2b3 — 3ab + 0,5a2b3 + 3a2c + 8ab =

— 4,502b3 + 5ab - 3azc. g

Harjutused.

Sl 8028 - Ra?x® vk axt,

52. 2x — bxy — 8xy — 3,1xy — 0,2xy.

53. a -+ 8mxy? —4imxy®.  54. a—8mxy? + 4xmxy>.

55. 5a3 — 7a2b + 7ab? + a2b — 2a® — 8ab? + a® — 12ab? + 3a2b.
56. x5 — 4dax* — 2ax* 4 2a2x3 + Sax* — 2a%x® + ax* — Ta?x®.
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Ajaloolisi teatmeid.

Negatiivseid arve leidub juba kreeka matemaatikul Diophan-
tosel (m. a. IV sajandil), kuid ta nimetab neid ,lubamatuiks” ja ei
omista neile tihtsust iilesannete lahendamisel. Seal, kus tuleb korrutada
kaks arvu, milledel on mirk —, ta siiski kasutab eeskirja, mis on sar-
nane meie eeskirjaga. Ta iitleb: ,Lahutatav arv, korrutatud lahutata-
vaga, annab liidetava arvu.” Nii ta saab:

(78 5B BT7 -5sT 33 532212,
Hindu matemaatik Brahmagupta annab (a. 620) juba relatiiv-

sete arvude liitmise ja lahutamise eeskirjade iiksikasjalise  loetelu.
Esitame moned neist. '

,Kahe vara summa on vara”, s. t. nditeks (4-2) 4+ (4 3) =5.

,Kahe vola summa on volg”, s. t. (—2) + (—3) =—5.

»Vara ja vola summa vordub nende vahega”, s.t. (+5)+ (—7) =
=—2

,Nullist lahutatult muutub volg varaks, vara aga volaks™:
0—(—3)=+3; 0— (+3)=—3, jne.

Euroopas nimetab veel a. 1544 matemaatik Stifel negatiivseid
arve ,mottetuiks”. Girard oma t66s (a. 1629) kasutab juba nega-
tiivseid arve, kuid I0plikult t6i nad matemaatikasse Descartes
(a. 1637), kes ka selgitas nende kui suunaliste suuruste motte. Liit-
mise ja lahutamise mirkimiseks kasutati varem tervikuna ladina sonu
plus ja minus, mis hiljem liihendati iihe tdheni p ja m kriipsukesega
nende peal.

II. Algebraline liitmine ja lahutamine.

39. Uksliikmete liitmine.

Olgu vaja liita mitu iiksliiget: 3a; — 5b; + 0,2a; —7b
18
Nende summa avaldub nii:

3a + (—5b) + (+0,2a) + (—7b) +c.
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Kuid avaldised 4 (— 5b6), + (+ 0,2a), 4+ (— 7b) on sama-
védrsed avaldistega — 5b, + 0,2a ja — 7b; antud iiksliik-
mete summa voib seetottu lihtsamalt kirjutada nii:

3a —5b + 0,2a — 7b + c,

mis pérast sarnaste liikmete koondamist on
3,2a — 12b + c.
Eeskiri. Selleks, et liita mitu iiksliiget, on vaja nad iihes
nende mairkidega kirjutada iiksteise jdrele ja koondada sar-
nased liikmed, kui neid leidub.

40. Hulkliikmete liitmine.

Olgu vaja liita hulkliige a— b 4+ ¢ mingi algebralise
avaldisega, mille tdhistame iihe tihega m. Otsitava summa
saab avaldada nii:

m+ (a—b+c).

Selle avaldise teisendamiseks votame arvesse, et hulk-
liige a—b-+c¢ on summa a-+ (—b) +c¢; kuid summa
liitmise asemel voib liita selle koik liidetavad {iksteise
jarel. Seeparast

m+((a—b+c)=m+a+ (—0b) +c
Et liita — b on sama, mis lahutada b, siis
m—+ (a—b+c)=m+4+a—b-+c

Eeskiri. Selleks, et mingi algebralise avaldisega liita hulk-
liiget, on vaja selle avaldise juurde kirjutada hulkliikme koik
lilkkmed iihes nende mirkidega iiksteise jirele ja koondada
sarnased liikmed, kui neid leidub.

Kui esimese liikme ees ei ole marki, siis moeldakse
seal +.

Néide. 3a2 — 5ab + b2 + (4ab — b2 + 7a2).

Algebraline avaldis, mille varem tdhistasime iihe tihega
m, on selles ndites antud hulkliikme 3a2 — 5ab+ b2 kujul.
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Rakendades iilalantud eeskirja, saame:

3a2 — 5ab + b2 + (4ab — b2 + Ta2) =
—3a2 — bab + b2 -+ 4ab — b2 + 7a2 = 10a2 — ab.

Mirkus. Kui liitmiseks antud hulklikmed sisaldavad
sarnaseid liikmeid (nagu meie néites), siis liidetavaid saab
kirjutada {iksteise alla nii, et sarnased liikmed on kohakuti:

3a2 — bab + b2
+ 7a2 + 4ab — b2
10a2 — ab.

Harjutused.

Liita jargmised hulkliikmed, kirjutades nad iiksteise alla (sarnased
Yikmed kohakuti):

5. 2x—y—2)+ (2y+2z—x)+ (2z—x—y).

58. (38 —4x2+2x—1) + (22 —3x+4) + (x8 — 2+ 4x+ 322).

59. (4a® — 5a2b + Tab? — 9b3) + (— a3+4a2b—ab2—4b3)+
+ (8ab? — 10a2b - 6a® + 106%).

41. Uksliikmete lahutamine.

Olgu vaja iiksliikmest 10ax lahutada iiksliige — 3ax.
Otsitav vahe avaldub nii:
10ax — (— 3ax).

Arvu — 3ax lahutamise, vastavalt selle tehte eeskirjale,
voib asendada — 3ax vastandarvu liitmisega. See arv on
-+ 3ax, mistottu

10ax — (— 3ax) = 10ax + (4 3ax) = 10ax + 3ax = 13ax.

Eeskiri. Selleks, et lahutada iiksliiget, on vaja ta vastu-
pidise mirgiga kirjutada vihendatava juurde ja koondada
sarnased liikmed, kui neid leidub.
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42. Hulkliikme lahutamine.

Olgu vaja mingist algebralisest avaldisest, mille tdhis-
tame i{ihe tdhega m, lahutada hulkliige a — b 4 ¢; seda saab
avaldada nii:

m— (a—b+c).

Lahutamise eeskirja kohaselt on selleks vaja avaldisega
m liita arvu a—b + ¢ vastandarv. Selleks arvuks on
— a -+ b — c; tahendab:

m—(@—b+c)=m+ (—a+b—c).

Rakendades niiiid hulkliikmete liitmise eeskirja, saame:

m—(a—b+c)=m—a—+b—ec.

Eeskiri. Selleks, et mingist algebralisest avaldisest lahu-
tada hulkliiget, on vaja selle avaldise juurde kirjutada lahu-
tatava hulkliikme koik liikmed vastandmirkidega ja koondada
sarnased liikmed, kui neid leidub.

Markus. Kui iihest hulkliikmest tuleb lahutada teine
ja neis hulkliikmeis leidub sarnaseid liikmeid, siis
saab vdhendatava alla kirjutada lahutatava hulkliikme vas-
tandméarkidega nii, et sarnased liikmed asetseksid kohakuti.
".Néiteks lahutamist

(7a2 — 2ab + b2) — (ba2 + 4ab — 2b2)
on koige sobivam paigutada nii:

7a2 — 2ab + b2
— 5a2 — 4ab + 2b2
2a2 — 6ab -+ 3b2.

Harjutused.

60. (2p2—4p+8) — (p2—5p—7).
61. Lahutada hulkliikmest 4x2-+ y2 -5 hulkliige 242+ y - 6.
~62. Lahutada hulkliikmest 3x? —x -+ 1 hulkliige 3%+ 2x+ Z.
63. Lihtsustada avaldis
(202 — 262 + ) — (a% — 262 — (2) + (3a2 + 4b% — 3¢?).
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43. Sulgude avamine, kui nende ees on mirk + voi —.

Olgu vaja avada sulud avaldises
2a + (@—3b—+c) — (2a— b+ 20).

Seda tuleb moista nii, et sulgudes olevate hulkliikmetega on
vaja teostada need tehted, mida osutavad sulgude ees seis-
vad margid. Meie ndites seisab esimeste sulgude ees mark
-+ ja teiste ees mark —. Teostades antud eeskirjade jargi
liitmise ja lahutamise, saame ilma sulgudeta avaldise:

2a+a—3b-+c—2a-+b—2c=a—2b—c.

Niisiis, kui sulgude ees on mirk -+, siis sulgude avamisel
ei tule muuta sulgude sees olevaid mirke; kui aga sulgude
ees on mirk —, siis sulgude avamisel tuleb igal liikkmel, mis
on sulgude sees, muuta mirk vastupidiseks.

Olgu veel vaja avada sulud avaldises

10p — [3p + (5p — 10) — 4].
Sobivam on avada enne iimmargused sylud ja siis nur-

gelised: 10p —[3p + 5p — 10 — 4]—
—10p—3p —5p + 10 + 4=2p + 14.

44. Hulkliikme osa sulustamine.

Hulkliikme teisendamisel on monikord kasulik sulustada
tema mingi liikmete rithm, kusjuures iikskord sulgude ette
on soovitav saada mark -, s. t. esitada hulkliige summana,
teinekord aga mark —, s. t. esitada hulkliige vahena. Olgu
meil soov sulustada naiteks hulkliikme a 4 b — ¢ viimased
kaks liiget nii, et sulgude ees oleks mark 4. Siis kirjutame

nii: a+b—C:a+(b—C),

s. t. sulgudes jdtame igale liikmele sama margi, mis tal
oli enne. Kui liitmise eeskirja kohaselt avame sulud, siis
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veendume, et see teisendus on Oige: me saame uuesti endise
hulkliitkme.

Olgu vaja samas hulkliikmes sulustada viimased kaks
liiget nii, et sulgude ees oleks mark —. Siis kirjutame nii:

at+b—c=a— (—b—+c)=a— (c—0b),

s. t. sulgudes muudame iga litkme margi vastandmaérgiks.
Kui lahutamise eeskirja kohaselt avame sulud, siis veen-
dume, et see teisendus on 0Oige: me saame jéllegi endise
hulkliikme.

Voib sulustada ka kogu hulkliikme, pannes sulgude ette
margi + voi —. Naéiteks hulkliikme a + b —c¢ voib kirju-

AL oSl el e S i

Harjutused.

Avada sulud ja lihtsustada:

64 x+ [x— (x—y)); m— {n—[m+ (m —n)]+ m).

65. at+b—c—[a—(b—c)]l—[a+ (b—¢c)— (a—r¢)].

66. (3x2 —4y?) — (x2 —2xy — y2) + [2x%2 + 2xy + (— 4xy) + 3421
67. Hulkliikmes a—b& —c+d:

a) sulustada viimased kolm liiget, pannes sulgude ette mirgi —;
b) sulustada viimased kaks liiget, pannes sulgude ette mirgi -
c) sulustada keskmised kaks liiget, pannes sulgude ette mirgi —.

III. Algebraline korrutamine.
45. Uksliikmete korrutamine.

a) Olgu vaja a3 korrutada avaldisega a2; seda saab
kirjutada kujul a3-.a2 ehk iiksikasjalisemalt (aaaq) - (aa).
Siin korrutis aaa korrutatakse teise korrutisega aa. Kuid
selle asemel, et mingit arvu korrutada korrﬁtisega, voib selle
arvu korrutada esimese teguriga, saadud tulemuse korrutada
teise teguriga jne. Seetottu

a3 . a2 = (aaa) -aa,
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mida voib kirjutada ka ilma sulgudeta, sest tehete jérjekord
jddb siin ka ilma sulgudeta samaks:

asd - a2 = aaaaa — as.
Nagu ndeme, korrutise astendaja vordub tegurite asten-
dajate summaga.

Votame veel nédite: korrutada x3 ja x¢. Arutades nii-
samuti, nagu eelmisel juhul, saame:

PP b AN b h Al g s D v A
Uldiselt, astmete a™ ja a® korrutamisel
am.qh — am+n.

Téhendab, ithe ja sama arvu astmete korrutis vordub selle
arvu niisuguse astmega, millel astendajaks on korrutatavate
astmete astendajate summa. Lithemalt véljendatakse seda
jargmiselt:

ilhe ja sama arvu astmete korrutamisel astendajad liide-
takse.

Niiviisi

ma2ms — m5; x3x=x4; y2yy3 p— yB_
b) Olgu vaja korrutada
3ax2 . (— babx).
Et iiks liige — 5abx on korrutis, siis piisab, kui korruta-

tava korrutame esimese teguriga — 5, tulemuse korrutame
teise teguriga a jne. Tdhendab:

3ax2 . (— babx) = 3ax2 . (— 5) - abx.

Kasutades korrutamise iihenduvusseadust ithendame saadud
korrutises tegurid jargmistesse rithmadesse:

(+3) - (—5) - (aa) - b - (x%x).

Teostades korrutamise igas rithmas, saame: — 15a2bx3.
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Eeskiri. Selleks, et iiksliiget korrutada iikslilkkmega, on
vaja korrutada nende kordajad, liita iihesuguste tédhtede
astendajad ja kirjutada korrutisse oma astendajatega need
tdhed, mis esinevad ainult korrutatavas voi ainult korrutajas.

Niited.

1. 0,7a3x - (3a*x2y2) = 2,1a7x3y2.

2. —3,5x2y -(3 x3) = —2%L x5y.

46. Uksliikme ruut ja kuup.

Me teame, et leida mingi arvu ruut voi kuup tdhendab
votta see arv tegurina kaks korda voi kolm korda; néiteks:
112=11.11=121; (—13)2= (—13) . (— 13) =23;
43=4-4.4=64;, (—5)3=(—5).-(—5).(—5)=—125.

Rakendame seda definitsiooni tdis-iiksliikmete ruudu ja
kuubi leidmiseks.
1. Olgu noutud a* ruut voi kuup. Vastavalt definitsioonile
(@¥)2=at.a4; (a%)3—=at.at.at.
Rakendades iiksliikmete korrutamise eeskirja, saame:
(a4)2=a8; (at)3=a!2.
Tapselt niisamuti
(@3)2 =ab; (a3)3 =a?.
Uldiselt:
(a*) 2= 0"+ a™ = g2 (@) 3 == g™ . 4™ . ™ == 0™,
s. t. selleks, et saada astme ruutu v6i kuupi, on vaja asten-
daja korrutada vastavalt kahega voi kolmega.
NI Ciaja e L 986 (29) ¥ o008 “hie
2. Olgu noutud korrutise abc ruut voi kuup. Vastavalt
definitsioonile
(abc)2 = (abc) - (abe); (abc)3 = (abe) - (abe) - (abe).
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Korrutamise omadusi rakendades saame:
(abc)2 = abcabc = (aa) - (bd) - (cc) = a2b2c?;
(abc)3 = abcabcabc = (aaa) - (bbb) - (ccc) = ad3b3c3,
s. t. selleks, et saada korrutise ruutu voi kuupi, on vaja votta
iga teguri vastav aste eraldi ja tulemused korrutada.

Nii:  (9.3.5)2—92.32.52—4.9.925 — 900;
(2-3)8=23.3%=—8.27 —1216.

3. Olgu niiiid vaja leida {iksliikme — 4a3bct ruut voi
kuup. Rakendades dsjatuletatud eeskirju, saame:

(— 4a3bct)2 = (— 4)2. (a3)2- (b)2- (ct)2 = 16a8b2c8;

(— 4a3bct)3 = (— 4)3. (ad)3. (b)3(c*)3 = — 64a%b3c12.

Eeskirjad. 1. Selleks, et saada téis-iiksliikkme ruutu, on
vaja iiksliikme kordaja astendada kahega ja tidhtede asten-
dajad korrutada kahega.

2. Selleks, et saada tdis-iiksliikme kuupi, on vaja iiks-
liikme kordaja astendada kolmega ja tidhtede astendajad
korrutada kolmega.

47. Hulkliikme korrutamine iiksliikmega.

Olgu antud korrutada hulkliige a 4+ b — ¢ mingi algebra-
lise avaldisega, néiteks iiksliikmega, mille tdhistame iihe

téhega m: (a + B C) .m.
Rakendades korrutamise jaotuvusseadust, saame:
(@a+b—c)-m=am-+ bm—cm.

Eeskiri. Selleks, et hulkliiget korrutada iiksliikmega, on
vaja hulkliikme iga liige korrutada selle iiksliikmega ja saa-
dud korrutised liita.

Et korrutis ei muutu tegurite jarjekorra muutmisel, siis
on see eeskiri rakendatav ka iiksliikme korrutamisel hulk-
liikmega. Niisiis m (a 4+ b — ¢) =ma + mb — mec.
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Néited.

1. (3x2 — 2ax+ 5a2) - (— 4ax).

Hulkliikme liikmete korrutamist antud iiksliikmega tuleb
teostada iiksliikmete korrutamise eeskirja jdrgi, arvestades
ka maérkide eeskirja: ithesugused mérgid annavad korruta-
misel 4, erisugused aga —.

Korrutame iiksliikmega — 4ax hulkliikme iga liikme
eraldi:
(3x2) (— 4ax) = — 12ax3; (— 2ax) (— 4ax) = -+ 8a2x2;
(+ 5a2) (— 4ax) = — 20a3x.

Liites saadud tulemused, saame niiiid, et
(3x2 — 2ax + 5a2) - (— 4ax) = — 12ax3 + 8a2x2 — 20a3x.

2. (a%2—ab + b2) (3a) = a2(3a) — (ab) (3a) + b2(3a) =
— 3a3 — 3a2b + 3ab2.

3. (7x2+ %ax — 0,3) (2,1a2x) = (7x2) (2,1a2x) +
+ (%ax) (2,1a2x) — 0,3(2,1a2x) =
= 14,7a2x3 4 1,575a3x2 — 0,63a2x.

4. 2a(3a — 4ax + 3x2) = 6a2 — 8a2x 4 ax2.

48. Hulkliikme korrutamine hulkliikmega.

Olgu antud korrutada hulkliige a + b— ¢ hulkliikmega

m — n; seda saab kirjutada nii:
(@a+b—c)(m—n).

Vaadeldes tegurit (m —n) kui iiht arvu (kui iiksliiget),
rakendame hulkliikme ja iikslilkme korrutamise eeskirja:
(@a+b—c)y(m—n)=a(m—n)+b(m—n) —c(m—n).

Saadud hulkliikme iga liige kujutab endast iiksliikme

ja kaksliikme korrutist. Rakendades jillegi eelmist seadust,

saame: (am — an) + (bm — bn) — (¢cm — cn).
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Avades sulud liitmise ja lahutamise eeskirja kohaselt,
saame lopuks, et

(a+b—c)(m—n) =am—an+ bm — bn— cm —+ cn.
Eeskiri. Selleks, et hulkliiget korrutada hulkliikmega, on

vaja esimese hulkliikme iga liige korrutada teise hulkliikme
iga lilkmega ja saadud korrutised liita.

Muidugi tuleb {ihe hulkliikme liikmete korrutamisel teise
hulkliikme liikmetega juhinduda maérkide eeskirjadest: iihe-
sugused margid annavad -+, erisugused —.

Naiteks:

(a2 — bab + b2 — 3) (a3 — 3ab? 4 b3).

Esmalt korrutame korrutatava koik liikmed korrutaja esi-
mese liikmega:

(a2 — 5ab + b2 — 3)ad = a5 — ba%b + a3b2 — 3as.

Siis korrutame korrutatava koik liikkmed korrutaja teise
Hiimega: (a2 — 5ab + b2 — 3) (— 3ab?) —

= — 3a3b2 + 15a2b3 — 3ab* + 9ab2.

Edasi korrutame kolmanda liikmega:

(a2 — b5ab + b2 — 3) (+ b3) = a2b3 — Hab* + b5 — 3b3,

Lopuks liidame koik saadud korrutised ja koondame sar-
nased liikmed; tulemus on:

a5 — batb — 2a3b2 — 3a3 + 16a2b3 —
— 8ab4 + 9ab2 + b5 — 3b3.
Nidited.
1. @—b)(m—n—p)=
—am —bm —an + bn — ap + bp.
2. (2—y2)(x+y) =x3—xy? + %y — y3.
3. (3an + 2n2 — 4a?) (n2 — San) =
= 3an3 4 2nt — 4a2n? — 15a2n2 — 10an3 + 20a3n —
— — 7an38 +2n4 — 19a2n2 4 20a3n.
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4. (202 —3)2= (202 — 3) (202 — 3) —
= (2a2)2 — 3(2a2) — (2a2)3 + 9=
—4at — 6a2 — 6a2 + 9= 4at — 1222 + 9.

Harjutused.

68. (5a%b®) (3ablc); (3ax®)(§ax® )-

69. (0,3abx) (2,7a%bx%); (7a2bc) (3ab3c?) (31a%).
70. (3mx%y®)%  (2a%bx?)3.

1. (0,1xmy®)2; (im2ny3)3.

72. (3a% — 2b% + c)2ab.

73. (5a — 4a?b + 3a%b% — Ta*b>)5a2b.

4. (a+b—c)(m—n); (2a—b)(3a+ b2).

. (a+3b)(2a—0b); (+xy+y?) (x—y).
6. (2—xy+y?)(x+y).

M. (2x+3y)(Bx—29); W—HEP+y2+y+1).

49. Korrastatud hulkliige.

Korrastada hulkliige mingi tdhe astmete jargi tdhendab
kirjutada tema liikmed niisuguses jarjestuses, et selle tihe
astendajad esimesest liikmest viimase poole kasvaksid voi
kahaneksid. Nii on hulkliige 1 + 2x 4 3x2— x3 korrasta-
tud tdhe x tousvate astmete jdrjekorras. Sama
hulkliige on korrastatud tdhe x alanevate astmete
jdrjekorras, kui tema liikmed kirjutame vastupidises
jarjekorras: — x3 4 3x2 + 2x + 1.

Téhte, mille jargi hulkliige on korrastatud, nimetatakse
tema pohitiheks. Liiget, mis sisaldab pohitihte koige suu-
rema astendajaga, nimetatakse hulkliikme pealiikmeks; liige,
mis sisaldab pohitdhte koige vidiksema astendajaga voi ei
sisaldagi seda, on hulkliikme madalaim liige.
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50. Korrastatud hulkliikmete korrutamine.

Hulkliikmete korrutamist on kdige sobivam teostada nii,
nagu on ndidatud jirgnevas néites.
' Korrutada 3x — 5 + 7x2 — x3" hulkliikmega 2 — 8x2 + x.
Molemad hulkliikmed korrastatakse tdhe x alanevate ast-
mete jérjekorras, korrutaja kirjutatakse korrutatava alla ja
tema alla tommatakse joon:
—x34+7x2 4+ 3x—5
— 82+ x4 2
8x5 — 56x% — 24x3 + 40x2
— x4+ Tx3+4 3x2—5x
— 2x3 + 14x2 + 6x — 10

B8~ 5xt — 193+ b2+ x — 10

Korrutatava koik liikmed korrutatakse korrutaja esimese
liikmega (— 8x2) ja saadud korrutis kirjutatakse joone alla.
Siis korrutatakse korrutatava koik liikmed korrutaja teise liik-
mega (-+ x) ja saadud teine korrutis kirjutatakse esimese alla
nii, et sarnased litkmed asetseksid sarnaste all. Edasi toi-
mitakse niisamuti. Viimase korrutise alla tommatakse joon,
mille alla kirjutatakse taielik korrutis, liites koik osakorru-
tised.

Hulkliikmed voib korrastada ka tousvate astmete jarje-
korras ja siis teostada korrutamine sama korra jargi, mis
praegu naidati.

51. Korrutise pealiige ja madalaim liige.

Eelmise ndite vaatlemisel selgub, et:

korrutise pealiige vordub korrutatava ja korrutaja pea-
liikmete korrutisega;

korrutise madalaim liige vordub korrutatava ja korrutaja
madalaimate liikmete korrutisega.
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Et korrutise iga iilejadnud "liikmes p&hitihe astendaja
kujuneb viiksemaks kui pealiikmes ja iihtlasi suuremaks kui
madalaimas liikmes, siis ei leidu korrutise pealiikmega ega
madalaima liikmega sarnaseid liikmeid.

Korrutise iilejaanud liikmed voivad tekkida mitme sar-
nase lifkme %hendamisel iiheks liikmeks. V&ib juhtuda isegi,
et pédrast sarnaste liikmete koondamist korrutises hivivad
koik liikmed peale pealiikme ja madalaima liikme, nagu see
nahtub jérgnevast néitest:

x% + ax3 + a2x2 4 a3x + a4
x—a

X5 4+ axt + a2x3 4 a3x2 + atx
— ax* —a2x3 — a3x2 — a4x — ab

x5 L S ERis U

52. Korrutise liikmete arv.

Olgu korrutatavas 5 liiget ja korrutajas 3 liiget. Korruta-
des korrutatava iga liilkme korrutaja esimese liikkmega, saame
korrutisse 5 liiget; korrutades siis korrutatava iga liikkme kor-
rutaja teise liilkmega, saame korrutisse veel 5 liiget jne.; tihen-
dab, korrutisse tuleb iildse 5.3, s. o. 15 liiget. Uldiselt:
korrutise liikmete arv enne sarnaste liikmete koondamist vor-
dub korrutatava lilkmete arvu ja korrutaja liilkmete arvu kor-
rutisega.

Et korrutises pealilkmega ja madalaima liilkmega sarna-
seid liikmeid ei ole, koik teised liikmed aga voivad hivida, siis
kahe voi mitme hulkliikme korrutise lilkmete arv pirast sar-
naste lilkmete koondamist ei saa olla vidiksem kui kaks.
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Harjutused.

78. Korrastada jargmised hulkliikmed tdhe x alanevate astmete
jarjekorda ja korrutada:

24x+6x24x3460 ja 12x —6x2 + 124 #3.
9. (B—xt+x—1)(x2422—1.
80. (x° — ax*+ a2x® — a®x2 + ax — a’) (x + a). e

53. Moned kaksliikmete korrutamise valemid.

Jargmised kaksliikmete korrutamise valemid on kasulik
meeles pidada:

a) (a+b)2= (a+0b)(a+b)=a2+ab+ ab -+ b2=

—az + 2ab + b2.
Naiteks:
172= (10 +7)2=102+4+2-10.7 + 72 =
= 100 4 140 + 49 — 289.

Niisiis kahe arvu summa ruut vordub esimese arvu ruu-
duga pluss kahekordne esimese ja teise arvu korrutis pluss
teise arvu ruut.

b) (a—b)2=(a—b)(a—b) =a2—ab—ab + 2=

— a2 — 2ab + b2,
Néiteks:
192—= (20 —1)2=202—2-20.1 4 12=
=400 — 40 + 1 =2361.

Niisiis kahe arvu vahe ruut vordub esimese arvu ruuduga
miinus kahekordne esimese ja teise arvu korrutis pluss teise
arvu ruut,

c) Et kahe arvu kui ka iildiselt kahe algebralise aval-
dise vahet saab esitada algebralise summana, siis molemad
eelmised eeskirjad saab iihendada {iheks ja sonastada nii:

kaksliikme ruut vordub esimese liikme ruuduga pluss kahe-
kordne esimese ja teise lilkme korrutis pluss teise lilkme ruut.
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Niiteks:
I. (2ab — c2)2 = (2ab)2 + 2(2ab) (— c2) + (— ¢2)2 =
=4a2b%2 — 4abc2 + c4. :
2. (—m+3n3)2=(—m)2 4 2(— m) (3n3) + (3n3)2 =
= m2 — 6mn3 + 9nb.
d) (a+b)(a—b)=—a2+ ab—ab — b2— a2 — b2.
Naiteks:
25.15= (20+5) - (20 — 5) =
202 — 52 = 400 — 25 = 375.
Niisiis kahe arvu summa ja nende vahe korrutis vordub
nende arvude ruutude vahega.

54. Nende valemite rakendamine.

Saadud valemite abil on hulkliikmete korrutamist moni-
kord lihtsam teostada kui harilikul viisil.

Niited.
1. (408 —1)2= (4a3)2 — 2(4a3) -1 + 12 —
— 16a6 — 843 } 1.

2. x+9NY—x)=@U+x)(y—=x)=y2—22

3 +y+Dx—y+1)=
=[(x+1) +yll(x+1) —yl=
=(x+1)2—y2=x242x + 1 —y2.

4, (@a—b+c)(a+b—c) =
=la—(b—c)lla+ (b—¢c)]=a2— (b—c)2=
=a2 — (b2 — 2bc + ¢2) = a2 — b2 + 2bc — c2.

Harjutused.

8L (a+12%  (1+20)% (x+3)2

82. (3a2-+ 1)%; (0,1mx + 5x2)2.

83. (5a—2)% (3x—2a)% (322 —3)2

84. Kasutades (a+0b)2 ja (a—0b)2 valemeid, leida jargmised

ruudud: 1012; 9972; 962; 572; 722; 892
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85. (2m — 3n)%; (3a%x — 4ay)?; (0,2x* — 8)2.

86. (3x2—33x)%  (0,25p — 0,29)2.

87. (a+1)(e—1); (2a + 5) (2a — 5).

88. (2r—3)(3+2x); (a2+1)(1 —a2).

Leida jargmised korrutised liihendatud viisil:

89. (x2+1)(x+1)(x—1); (4x2+42) (¢ + y) (26 —y).

90. (m+n—p)(m+n*p), [at+(b+c)]lla—(b+0)l

55. Kahe arvu summa kuup ja vahe kuup.

Kaksliikmete korrutamise valemitele lisandame veel jarg-
mised kaks valemit:
a) (a4 b)3= (a+b)2(a+b) =
= (a2 + 2ab + b2) (a+ b) =
=a3 + 2a2b + ab2 + azb + 2ab2 + b3 =

— a3 + 3a2b+ 3ab® + b3,

s.t. kahe arvu summa kuup vordub esimese arvu kuubiga
pluss kolmekordne esimese arvu ruudu ja teise arvu korrutis
pluss kolmekordne esimese arvu ja teise arvu ruudu korrutis
pluss teise arvu kuup.

Naiteks:
113=(10+1)3=103+3-.102.143.10-124 13 =
= 1000 + 300 4 30 4+ 1 =1 331;

b) (@ —b)3= (a—b)2(a—b) =
= (a2 — 2ab +} b2) (a — b) =
= a3 — 2a2b + ab2——a2b+2ab2—b3—

— a® — 3a2b + 3ab2 — b3,

s.t. kahe arvu vahe kuup vordub esimese arvu kuubiga mii-
nus kolmekordne esimese arvu ruudu ja teise arvu korrutis
pluss kolmekordne esimese arvu ja teise arvu ruudu. korrutis
miinus teise arvu kuup.
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Naiteks:
293 — (30 — 1)3 =303 —3-302.1 4+ 3.30-12 — 13 =
=27 000 — 2 700 + 90 — 1 = 24 389.

Kui astendatava kaksliikme liikmed votta nende marki-
dega, siis molemad eelmised eeskirjad saab iihendada {iheks:
kaksliikme kuup vordub esimese liikme kuubiga pluss
kolmekordne esimese liikme ruudu ja teise liilkme korrutis
pluss kolmekordne esimese liikme ja teise liikme ruudu korru-
tis pluss teise lilkkme kuup.
Niiteks:
(2a — 30)3 = (2a)3 + 3(2a)2(— 3b) +
" +3(2a) (—3b)2 4 (—3b)3=
— 8a3 — 36a2b + 54ab2 — 27b3.

Harjutused.

9. a+1)% (@—1)3% (2x+3)3% (54 3x)3.
92. (3m—2)% (I +39)%  (65—3x)3

IV. Algebraline jagamine.
56. Uksliikmete jagamine.

a) Noutagu jagada:
as : a2
Et jagatav peab vorduma jagaja ja jagatise korrutisega
ning et iihesuguste tdhtede astendajad korrutamisel liide-
takse, siis otsitavas jagatises tdhe a astendajaks peab olema
niisugune arv, mis liitmisel arvuga 2 annab 5; see arv on
vahe 5 — 2. Tihendab:
as:a2—a52=as.
Niisamuti leiame, et
X% s Xy Yyt yies yBsims.
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Tahendab, iithe ja sama arvu astmete jagatis vordub selle
arvu niisuguse astmega, millel astendajaks on jagatava asten-
daja ja jagaja astendaja vahe. Seda viljendatakse liihemalt
nonda: iithe ja sama arvu astmete jagamisel lahutatakse jaga-
tava astendajast jagaja astendaja.

b) Olgu antud jagada:
12a3b2x : 4a2b2.

Vastavalt jagamise moistele jagatise ja jagaja korrutis
peab vorduma jagatavaga. Seepirast otsitava jagatise kor-
daja peab olema 12:4, see on 3; tihe a astendaja saadakse
jagatavas esineva selle tahe astendajast lahutades jagajas
esineva sama tdhe astendaja, tdht b iildse ei tule jagatisse
ja tdht x ldaheb jagatisse iihes oma astendajaga.

Niisiis 12a3b2x : 4a2b2 — 3ax.

Kontroll: 3ax-4a2b2— 12a3b2x.

Eeskiri. Selleks, et iiksliiget jagada iiksliikmega, on vaja
jagatava kordaja jagada jagaja kordajaga, jagatava tidhtede
astendajaist lahutada jagaja samade tdhtede astendajad ja
kanda iile jagatisse ilma astendajate muutmiseta need jagatava
tihed, mis jagajas ei esine.

Niited:

1. 3m3n4x : 4m2nx = §mns3.

2. —axty3: (— 8axy?) = + & x3y.

3. 0,8ax": (— 0,02ax) — — 40x"1,

57. Nulliline astendaja.

Kui iihe ja sama arvu astmete jagamise! jagaja astendaja
osutub vordseks jagatava astendajaga, siis jagatis peab
olema 1; nditeks a3:a3=1, sest a3=—a3.1. Lepime kokku
teostada astendajate lahutamist ka sel juhul; me saame siis
jagatiseks nullilise astendajaga tdhe: a3 : a3 —=a33 =a0.
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See astendaja muidugi ei oma seda tdhendust, mis astenda-
jale varem andsime, sest arvu ei ole voimalik votta 0 korda
tegurina. Me lepime kokku moista avaldist a® kui
arvu a iihesuguste astmete jagatist, ja kuna
see jagatis on 1, siis a® loeme arvuks 1.

58. Uksliikmete jagamise voimatuse tunnused.

Kui tdis-iiksliikmete jagamise tulemust ei saa tapselt aval-
dada tais-iiksliikmena, siis Geldakse, et see jagamine on voi-
matu. Uksliikmete jagamine on véimatu kahel juhul.

a) Kui jagajas on tdhti, mida ei leidu jagatavas. Niiteks
ei ole voimalik 4ab? jagada iiksliikmega 2ax, sest iga téis-
iiksliikme korrutamisel avaldisega 2ax saadakse korrutis, mis
sisaldab tdhte x, mida aga meie jagatavas iildse ei ole.

b) Kui mingi tdhe astendaja jagajas on suurem kui sama
tdhe astendaja jagatavas. Naiteks jagamine 10a3b2 : 5ab3
on voimatu, sest missuguse tdis-iiksliikme me ka jagatiseks
kirjutaksime, korrutatult jagajaga annab ta ikka iiksliikme,
milles tdhe b astendaja ei ole vdiksem kui 3, kuid jagatavas
see tdht esineb ainult astendajaga 2.

Kui iiks iiksliige ei jagu teisega, siis jagatist on voimalik
tdhistada jagamismérkide abil; nii on iiksliikmete 4a ja 5b
jagatis 4a:56 ehk 32,
Harjutused.

93. 8a®x%y:4a%x%;,  3ax®: (— bax).

94. aBb: (— §a®b);  12amb3 : 4ab.

59. Hulkliikme jagamine iiksliikmega.

Oletame, et noutakse hulklitkme a + b — ¢ jagamist mingi
tiksliikmega, mille tdhistame iihe tihega m:

(@4 b—c) :m ehk ﬂ'—:l;c.
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Hulkliige a—}—b—cv on algebraline summa, ja algebra-
lise summa jagamiseks mingi arvuga voib selle arvuga
jagada iga liidetava eraldi. Seetottu

a+b—c a b c
m _H+m m’

Selles saab veenduda ka kontrollimisega: korrutades hulk-

litkme % —I—Eb———% jagajaga m, saame jagatava a + b —c.

Eeskiri. Selleks, et hulkliiget jagada iiksliikmega, on vaja
selle iikslikmega jagada hulkliikme iga liige ja saadud jaga-
tised liita.

Nidited.

1. (20a3 — 8a%2 —a) : 4a—="5a2 — 2a — %.

2. (4x2—2x410) :2x=20—1 4.
3. (3x3 —0,3x2+ 1) :2x2=1x_0,15+2_i§.

Harjutused.
95. (4a2b + 6ab? — 1243b°) : 3ab.
96. (36a2x5 — 24a3x* + 4a%x®) : 4a2x3.
97. (3a2%y — 6a%y? + 3a2y® — 3a2y*) : 3a2y.

60. Uksliikme jagamine hulkliikmega.

Oletame, et noutakse naiteks jagada iiksliige a hulkliik-
mega b + ¢ —d. Seda jagatist ei saa avaldada ei tdis-iiks-
liikmena ega ka tdis-hulkliikmena, sest kui oletame, et jaga-
tis on vordne mingi tdis-iiksliikmega voi tdis-hulkliikmega,
siis korrutades selle jagatise hulkliikmega b + ¢ — d, saak-
sime samuti hulkliikme, mitte aga {iksliikme (§ 45, 47).
Tulemust, mis saadakse a jagamisel hulkliikmega b 4+ ¢ —d,
tahistatakse jagamismérkide abil nii:

a:(b+c—d) ehk —‘g?_.
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61. Hulkliikme jagamine hulkliikmega.
Kahe hulkliikme jagatis on ainult erandjuhtudel avalda-
tav tdis-hulkliikme kujul. Néiteks
(a2 + 2ab + b2) : (a+b) =a + b,

a2 + 2ab + b2 = (a + b)2.
Uldiselt aga selliseid jagatisi saab tidhistada jagamis-
margi abil. Naiteks hulkliikmete a — b + ¢ ja d —e jaga-
tis avaldub nonda:

a—b+c . ¢
T ehk: fa—b 4 ¢):(d—e).

sest

62. Korrastatud hulklilkmete jagamine.

Monikord oOnnestub kahe hulkliikme jagatist avaldada
tais-hulkliikme kujul. Néitame jirgneva ndite abil, kuidas
seda teha:

(5x2 — 19x3 4 17x + 6x% — 4): (1 — 5x + 3x2).

Kirjutame molemad hulkliikmed tdhe x alanevate astmete
jéarjekorras ja paigutame ]agamlse nii, nagu ta paikneb téis-
arvude jagamisel:

6x% — 19x3 4+ " 5x2 + 17x — 4 [3x2 —5x + 1

— 6x% 4 1043 — 242 e e g
Wdaale i ok — 9x3 4 3x2+ 17x—4
+ 9x3 — 16x2 4+ 3x
B TN A IR — 12x2 4 20x — 4
+ 12x2 — 20x + 4
7 T e Ll AR 0

Oletame, et otsitav jagatis on mingi hulkliige ja et see
hulkliige on samuti korrastatud tihe x alanevate astmete
jérjekorras.
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Jagatav peab vorduma jagaja ja jagatise korrutisega.
Korrastatud hulkliikmete korrutamisest on teada, et korrutise
pealiige vordub korrutatava pealiikme ja korrutaja pealiikme
korrutisega. Jagatava pealiige on esimene, jagajas ja jaga-
tavas on pealiikmed samuti esimesed. Tédhendab, jagatava
esimene liige (6x%*) peab olema jagaja esimese liikme (3x2)
ja jagatise esimese liikme korrutis. Siit jéreldub, et jagatise
esimese liikme leidmiseks tuleb jagatava esimene liige
jagada jagaja esimese liikmega. Jagades leiame, et jagatise
esimene liige on 2x2. Selle kirjutame joone alla jagatisse.

Korrutame jagaja koik liikmed jagatise esimese liikmega
ja saadud korrutise lahutame jagatavast. Selleks kirjutame ta
jagatava alla nii, et sarnased liikmed asetseksid sarnaste
liikmete all, ja muudame lahutatava koikide liikmete mérgid
vastandmarkideks. Pérast lahutamist saame esimese jdagi.
Kui see jdak osutuks nulliks, siis see tdhendaks, et jagatises
muid liikmeid peale leitud esimese liikme ei ole, s. t. jaga-
tis oleks iiksliige. Kui aga esimene jdak ei ole null, nagu
meie ndites, siis arutame edasi nonda:

Jagatav peab tekkima jagaja koikide liikmete korrutami-
sel jagatise iga liikmega. Me lahutasime jagatavast ainult
avaldise, mis tekkis jagaja koikide liikmete korrutamisel
jagatise esimese liikmega; jarelikult esimene jddk sisaldab
koik jargmised osakorrutised, mis saadakse jagaja koikide
lilkmete korrutamisel jagatise teise liikmega, kolmanda liik-
mega ja koikide iilejddnud liikmetega. Jddgi pealiige on esi-
mene; jagaja pealiige on samuti esimene; jagatise jargmine
liige on teine. Tdhendab, jddgi esimene liige (— 9x3) peab
vorduma jagaja esimese liikme ja jagatise teise liikme korru-
tisega. Siit jareldub, et jagatise teise liikme leidmiseks tuleb
esimese jadgi esimene liige jagada jagaja esimese liikmega.
Jagades leiame, et jagatise teine liige on — 3x. Selle Kirju-
tame jagatisse.
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Korrutame jagaja koik liikmed jagatise teise liikmega ja
saadud korrutise lahutame esimesest jddgist. Saame teise
jaagi. Kui see jaak on null, siis jagamine on 16ppenud; kui
aga teine jddk ei ole null, nagu meil niites, siis arutame nii:

Teine jadk sisaldab liikmeid, mis saadakse jagaja koikide
liikmete korrutamisel jagatise kolmanda, neljanda ja jargne-
vate liikmetega. Et neist jagatise liikmeist korgeim on kol-
mas, siis eelneva eeskujul jagatise kolmanda liikme leiame,
kui teise jddgi esimese liikme jagame jagaja esimese liik-
mega. Jagades saame — 4. Korrutades jagaja koik liikmed
—4-ga ja lahutades korrutise jddgist, saame kolmanda
jaagi. Meie ndites see jddk osutub nulliks; see néitab, et
jagatises rohkem liikmeid ei saa olla. Kui kolmas jaak ei
oleks null, siis selle jadgi esimene liige tuleks jagada jagaja
esimese liikmega; sellega saaksime jagatise neljanda liikme,
jne.

Jagatavat ja jagajat oleks voinud korrastada {ihe ja sama
tdhe tousvate astmete jdrjekorras ja siis toimida nii, nagu
praegu kirjeldatud; seejuures oleks tulnud tugineda sellele,
et korrutise madalaim liige vordub korrutatava madalaima
lilkme ja korrutaja madalaima liikme korrutisega.

Naited.
a) 28x4 — 13ax3 — 26a2x2 + 15a3x|7x2 + 2ax — 5a2
§yis b 8ax3 + 20a2x2 Z.;CE . 30x

— 2lax3 — 6a2x2 + 15a3x
» + 6a2x2 — 15a3x

0

Siin me ei kirjutanud jagaja esimese liikme korrutist
jagatise esimese liikmega, jagaja teise liikmega jne. sest
need korrutised on alati vordsed nende liikmetega, mille alla
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nad kirjutatakse, ja lahutamisel hédvivad alati vastastikku.
Harilikult nii toimitaksegi.

b) x3—a3 |x—a c) xt—at|lx—a

n Tax® |x2fax+a2 .+ ax3| 38 I ax? | a’x I a8
ax? — a3 ax3 — a*

D , +a2x?
P Py Y

» + a3 . + adx
SHET U E ax—at ‘

L A 5
0

Niisamuti voib veenduda, et ka vahe x5 — a5, x6 — a6 ja
iildiselt xm — am jddgita jagub vahega x —a, s. t. et kahe
arvu iihesuguste astmete vahe on jéddgita jaguv nende
arvude vahega.

63. Hulkliikmete jagamise voimatuse tunnused.

Hulkliikme jagamist hulkliikmega ei saa teostada jirg-
mistel juhtudel.

a) Kui pohitihe astendaja jagatava pealiikmes on viik-
sem sama tdhe astendajast jagaja pealiikmes, sest siis ei saa
leida jagatise pealiiget.

b) Kui pohitihe astendaja jagatava madalaimas liikmes
on vadiksem sama tihe astendajast jagaja madalaimas liikmes,
sest siis ei saa leida jagatise madalaimat liiget.

c) Kui pohitdhe astendajad jagatava pealiikmes ja
madalaimas liikmes ei ole vidiksemad selle tdhe vastavaist
astendajaist jagaja pealiikmes ja madalaimas liikmes, siis
ei saa veel Gelda, et jagamine osutub voimalikuks. Et sel
juhul otsustada, kas jagamine on voimalik voi mitte, tuleb
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asuda jagamise teostamisele ja jdtkata seda seni, kuni
1oplikult veendume hulkliikme-kujulise jagatise saamise
voimalikkuses voi voimatuses.

Harjutused.
98. (x2—3x—4): (x+1); P—y—2): (y—2).
99. (6x3+2—3x2—4x): (2x—1).
100. (3ax® — 15a2x* + 6a3x3) : (x2 — Bax + 2a2).
101, ' (x® — a®) ¢ (x5 + ax* 4 a2x® + a3%2 1 ax 4 ab).

V. Teguriteks lahutamine.

64. Eelmirkus.

Algebralisest jagamisest koneldes néitasime, et monel
juhul on jagatist voimalik tédhistada ainult jagamismérgi
a 2 R—drt4
b’ 3a’ x4y
jt., nimetatakse tavaliselt algebralisteks murdudeks.

abil. Seejuures saadavaid avaldisi, nagu

Peatselt ndeme, et algebralisi murde, nagu aritmeetilisigi,
on monikord voimalik taandamise teel lihtsustada, s. t.
jagatav ja jagaja jagada nende {ihiste teguritega, kui selli-
seid leidub. Selleks, et niisugust taandamist oleks voimalik
ilma raskusteta teha, tuleb oppida algebralisi avaldisi tegu-
riteks lahutama (niisamuti nagu aritmeetikas murdude taan-
damiseks on vaja osata tdisarve lahutada neid moodusta-
vaiks tegureiks).

65. Tais-iiksliikmete teguriteks lahutamine.

Votame mingi téis-iiksliikme, néiteks 6a2b3. Et ta on kor-
rutis, siis tema vélise kuju jdrgi on otsekohe voimalik teda
tegureiks lahutada. Nii

6a2b3 =2 .3 (aa) (bbb) =2 . 3aabbb.
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Uhendades need tegurid mingisugustesse riihmadesse
(korrutamise iihenduvusseaduse alusel), saame nédidata selle
iikslilkme mitmesuguseid lahutusi, nditeks:

6a2b3 — (6a) (ab3) = (2a2b) (3b2) = (3ab2) (2ab) jms.

66. Hulkliikme teguriteks lahutamine.

Naitame hulkliikme teguriteks lahutamise lihtsamaid juh-
tusid.

ay Bt

(@a+b—c)m=am -+ bm— cm,
siis ka timberpoordult
am—+bm —cm= (a+ b —c) m.

Niisiis hulkliikme koikide liikmete iihise teguri voib sulgu-
dest vilja viia.

Naited:

1. x86—2x2 4 3x=x(x5—2x-} 3).

2. 16a2 —4a3 —=4a2(4—a).

3. 5m(x— 1) 4+3n(x—1)= (x—1) (bm + 3n).

b) Et

(a+b) (@a—b) = a2 — b2,
siis ka iimberpo6rdult
a2 —b2= (a+ b)(a—0).

Niisiis kahe arvu ruutude vahe voib asendada nende .
arvude summa ja vahe korrutisega.

Niited.

. x2—4=x2—22= (x+2) (x—2).

2. P—l=y2—12=@uy+1)@y—1).

3. 922 — %= (3a)2 — (3)2= (3a+ %) (3a — 3).

4. 25x2 — 0,0l = (5x)2 —0,12= (5x+0,1) (5x —0,1).

5. mt— nt= (m2)2 — (n2)2= (m2 + n2) (M2 — n2) —

= (m? + n2) (m+ n) (m —n).
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6. 2 — (x—1)2=[x+ (x—1][x—(x—1)]=
= (x+x—1)(x—x+1)=2x—1.
¢) Bt
(a+b)2=a2+ 2ab+ b2 ja (a—b)2=a2— 2ab + b2,
siis ka {imberp66rdult
a2—|—2ab +62=(a+b)2=(a+b)(a + b)
ja
‘ a2 —2ab—+ b2= (a—b)2= (a—b) (a—b).
Tahendab, kui kolmliige kujutab endast kahe arvu ruutude
summat, mis on suurendatud vo6i vihendatud nende arvude

kahekordse korrutise vorra, siis teda voib asendada nende
arvude summa voi vahe ruuduga.

Niited.
1. a2+ 2a-+ 1.
Et

=12 ja2a=2-.a-1, siis a2+ 2a+ 1= (a + 1)2.

2. xt+4+4—4x2.

Siin x*t= (x2)2, 4=—22 ja 4x2 — 2x2.2; seetottu

x4+ 4 —4x2= (x2 —2)2,

Voib kirjutada ka, et x%+4—4x2= (2 — x2)2, sest
kaksliikmete x2—2 ja 2 —x2 ruudud on kolmlijkmed, mis
erinevad ainult liikmete jdrjekorra poolest:

(x2—2)2=uxt—4x2 + 4; (2—x2)2=14 — 4x2 4 x*

3. —x- 25x2 4 0,01.

Siin on kaks ruutu: 25x2 = (5x)2 ja 0,01 =0,12. Arvude
5x ja 0,1 kahekordne -korrutis on 2.5x.0,1 =x. Et antud
kolmliikmes molemad ruudud on maérgiga -+, kahekordne
korrutis (s. o. x) aga maéargiga —, siis

— x4 25x2 + 0,01 = 25x2 — x + 0,01 =
= (5x—0,1)2= (01-——5)6)2
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4. — x2 —y2 -+ 2xy.
Viime mirgi — sulgude ette: — (2 + y2 — 2xy). Sulgu-
des seisev kolmliige on ilmselt (x — y)2. Tdhendab:
— 2 — Y22y =— (2 + 2 —20y) =
=—(x—y)2=— (Y —x)*2
d) Monikord saab hulkliiget teguriteks lahutada tema
liitkmete mdonesuguse riithmitamise abil

Nadited.

1. ax+ ay + bx + by = (ax + ay) + (bx + by) =
=a(x+y) +b(x+y)=(x+y) (a+b).

2. 12— 4x —3x2+ x3 = (12— 4x) — (3x2 —x3) =
=43 —x) —x2(83—X%) = (83— x) (4 —x2) =
=B—x)(2+x)(2—x).

3. m2+n2—2mn—p—— (m2 4+ n?2 — 2mn) — p2 =

(m—n)2—p2—(m—-n+p)(m—n—p)

4 2—y?+6y—9=x2— (y2—6y+9) =
=x2~(y—3)2=[x+(y—3)] [x—(@y—3)]=
=@x+y—3)(x—y+3).

e) Monikord on Kkasulik lisada abistavaid liik-
meld voi mingi liige lahutada kaheks liik-
meks.

Nidited.

1. a3 —b3=a3— a2b + a2b — b3 =
=a2(a—b) + b(a2 — b2) =
=a2(a—b)-+b(a+0b)(a—b)=(a—0b)[az2+b(a+b)]=
= (a—b) (a2 + ab + b2).

2. a3 4 b3=a3 4 a2b —a2b + b2 =
=a2(a+b) —b(a2—b2) = (a+b)[a2—b(a—b)]=
= (a + b) (a2 — ab + b2).

3. 22+ 3xyt+y2=2x24 2xy + xy + Y2 =
=2x(x+y) +yx+y) = (x+y) (2x + 9).
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Harjutused.

102. 2a+ 2x; ax+ ay; 4y? — 6xy.

103. 4ax — 2ay; 6x2y -+ 9xy2.

104. 12a%b — 9a2b% — 6ab3;  xy2 — Txy + 4x2y.

105. m2—n2;, a2—1; 1—a2

106. x2 —4; m?—9; 4x2 — y2

107. Zx*—}y% 001a®—9; = 3a® — 48abs.

108. (x—y)2—a?% 9(a+20)2—1; a®— (b+c)2

109. (x+9)2— (x—y)% 1622 —4(x+ y)2.

110. x2 —2xy + y2;, m2+ n2+ 2mn.

111. 2ab + a2+ b2; a2 — 4ab + 4b2.

112. x24-8x+16; x2+ 1+ 2x.

113. 5a® — 20a2b -+ 20ab2.

114. a% 4 2ab + b2 —¢2; a2 — b2 — 2bc — 2.

115. ax 4 bx+ ay+ by; ac— ad + bd — be.

116. a®>+ab—a—b; xz2—3y—3z-+ xy.

117. 4mn + xy — 2nx — 2my; 8a® — 12a%2 — 18a + 27 (kolmeks
teguriks). ;

VI. Algebralised murrud.

67. Algebralise murru erinevus aritmeetilisest murrust.

Kahe algebralise avaldise jagatist nimetatakse algebra-
liseks murruks. Niisugused on néiteks

a a4+b 2x2—x+5
e AT F ST By

Vaatleme moningaid algebraliste murdude isedrasusi.

Votame murru g;
kui a=12 ja b=4, siis juhul, kui a=3 ja b=7, edasi
juhul, kui a=—20 ja =30, lopuks juhul, kui a=20 ja
b =3. Saame vastavalt arvud 3, %, — % ja 0. Niisiis

leiame tema numbrilise vdartuse juhul,

algebralise murru numbriline vairtus voib olla tdisarv
voi murdarv, positiivne arv voi negatiivne arv voi ka null.

&
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Et a ja b saavad omandada, soltuvalt iilesande tingimus-
test, igasuguseid numbrilisi vaértusi, siis:

algebralise murru lugeja kui ka nimetaja voib olla téis-'
arv ja murdarv, positiivne ja negatiivne. Murru lugeja vdib
muutuda ka nulliks; kui aga nimetaja muutub nulliks, siis
murd kaotab motte (sest nulliga jagada ei saa).

Niisiis algebralise murru moiste on laiem aritmeetilise
murru moistest. Viimast saab vaadelda kui algebralise murru
erijuhtu.

68. Murru pohiomadus.

Et murd on tema lugeja ja nimetaja jagatis ja et jagatis
ei muutu jagatava ja jagaja korrutamisel (voi jagamisel) iihe
ja sama arvuga (vélja arvatud null, § 34, d), siis sama oma-
dus on ka murrul, s. o. murru suurus ei muutu, kui tema
lugeja ja nimetaja korrutada (voi jagada) iihe ja sama

2

arvuga (peale nulli). Kui niiteks murru _—I lugeja ja nime-
5

taja korrutame arvuga — 4, siis endine murd on

10,

SRR L.
5w

uus murd on

[=9)- G- =2 () =
PR TN [T IOEE Ty N
EG O SO o AR s B g
me nédeme, et murru suurus on jddnud endiseks.

Seda murru omadust kasutades saame algebraliste mur-
dudega teostada neidsamu teisendusi, mida aritmeetika néi-
tab aritmeetiliste murdude jaoks, s. 0. me voime murde taan-
dada, kui see on voimalik, ja teisendada neid iihenimelisteks,
kui see on vajalik.
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69. Lugeja ja nimetaja teisendamine tdisavaldisteks.

Kui juhtub, et murru lugeja ja nimetaja ise sisaldavad
murde, siis korrutades neid sobivalt valitud arvuga voi
algebralise avaldisega saab vabaneda neist murdudest. Nai-
teks:

3
1) korrutades lugeja ja nimetaja arvuga 4, saame 4—;:;
2 !'—n' ” ”» ” ”» ”» 24; ”» w—m'
) gn’ 21n °*
ax—1 axl—x
3) —'l ’ ”» ”» ) ) ” X, » 7:1
_x
Harjutused.

Teisendada lugeja ja nimetaja taisavaldisteks:

g e Ol d . W o g kot
v *13p° 2,36n Sx2’ 33p7 a—b

C a b

100, 2H@+0) 32— ais s e
o4 1—¢a’ ot N A |
X

70. Lugeja ja nimetaja markide muutmine,.

Muuta mérk murru lugejal ja nimetajal vastandméirgiks

tdhendab nende korrutamist arvuga — 1, mis te_atavasti
murru suurust ei muuda.
Naiteks:
+8 i Ll 10
j_QJa —=2; _—‘_,,=—5]a+2 =—3_.
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Kui 'muudame mérgi murru enda ees ja iihtlasi lugeja
(voi nimetaja) ees, siis murru suurus samuti ei muutu;
nditeks:

—10 : —10 ; +10__
1*2———5, _:-_—2——’——'5, —rz———s.

Neid murru omadusi saab monikord kasutada murru tei-
sendamisel, nditeks:

m2—n2 m—n® (m4-n)(m—n)__
R e e e s =—(m+n).
Harjutused.

Muuta margid murru lugejal ja nimetajal:
Lk c=8aniat g

122. I e M e
—a?— b2+ 2ab 1 —m?2
123, b—a yE—meE
124. Panna mirk — iga murru ette nii, et murru suurus ei
muutuks:
— 3a 5x2 L a m2 — n2
Jk gnaet S YRR TN s g

71. Murdude taandamine.

Kui algebralise murru lugejal ja nimetajal leidub iihiseid
tegureid, siis saab murdu anda lihtsamal kujul.
Nidited.
48ab _4b  3a% _ 3 160a°b%cd® 4a’d?
60ac~ 5¢’ 7a%  Ta’ 120a%5 ~ 3b° °
Toodud ndidetest ndhtub, et

murdude taandamisel lugeja ja nimetaja kordajad jaga-
takse nende iihise teguriga ja iihise tihega tegurid jagatakse
selle iihise astmega, millega nad esinevad lugejas ja nime-
tajas.
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Kui murru lugeja voi nimetaja (voi see ja teine) on
hulkliikmed, siis esmalt on vaja need hulkliikmed
lahutada teguriteks (nii, nagu néidati §-s 66); kui nende
hulgas leidub iihesuguseid tegureid, siis nendega v6ib murdu
taandada. :

Nidited. ~
623 | 8xgp i 2k (3x cH4y) S0k
9vy + 12y4%2 = ‘3y(Bx+4y) ~ 3y’
el ey D= 1T it
F-HY TE OGRS i

{2-ga jagamine on asendatud %-ga korrutamisega.)

Harjutused.

Taandada murrud:

S 2m 4a%b 42x3y3
125. 7y 3mE’ eap?’ T2
12ab 3a%bc =~ 48adx%yt

126. 8ax ’ 12ab2 ° 45a2xy
199 ab R
* a?+ab’ 3x2—3xy’ 4a—8°
a+a x—3 a’ + a
. g’ A0 1
129 x(x—1)2 ! ax+x °  5a®+ 5ax
To2%(x—1)(x+1)* Bbx—cx2? a?—x?
U 52 2 2
18, e O Na—1) P

W A e -

72. Murdude teisendamine iihenimeliseks.

a) Vaatleme murde, millede nimetajad on iiksliikmed,

naiteks:
a c d

2 ' 3ab’ Bab® -
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Uhiseks nimetajaks tuleb votta ndhtavasti 30ab2. Téien-
dusteguriteks on siis 15ab, 106 ja 6.

v 15ab 106 6
S<aus iy < e B Diogheh v s g 6d

25 — 30ab®’ 3ab _ B30ab®’  5ab® 30ab®

Votame veel naite:

RNy, 8b . paat
126%¢2 = 8atetd® . 18aby

Uhine nimetaja peab jaguma iga antud nimetajaga.
Tihendab, iihise nimetaja koige vidiksemaks kordajaks on
antud kordajate viikseim iihiskordne. Tédhelised tegurid pea-
vad esinema iihises nimetajas niisugusel astmel, mis jaguks
iga astmega, milles see tegur on nimetajates. Téhendab,
antud ndites iihise nimetaja kordajaks peame votma arvude
12, 8 ja 18 viikseima iihiskordse, s. 0. 72. Teguri a peame
votma astendajaga 3, teguri b astendajaga 2 jne. Uhiseks
nimetajaks saame 72a3b2c4d2.

Taiendusteguriteks on siis: 6a3c3d2, 9b2 ja 4a2bctd2.

6a3c3d? 952
N — S’
Qr = haieide oGkl 2763 :
1262¢  ~ 72a3b2c%d?’ 8a3ctd? ~  72a3b2%c*d? ’
4a2bctd?
S —
BE B 200db it
18ab ~  72a%b2%cd? *

Neist ndidetest ndhtub:

iiksliikmeliste nimetajatega algebraliste murdude iihiseks
nimetajaks on korrutis, mille teguriteks on antud nimetajate
kordajate viikseim iihiskordne ja antud nimetajate iga tihe-
line tegur koige suurema astendajaga, millega ta esineb
antud nimetajates.
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b) Edasi vaatleme murde, millede nimetajad on hulkliik-
med, naiteks:

XE i3 i
a—>b’ a+4b ac—b2"

Lahutame iga nimetaja teguriteks. Esimest kaht nimetajat
ei saa teguriteks lahutada, kolmas on aga (a -+ b)(a—b).
Tahendab, iihiseks nimetajaks on a2 — b2; saame:
a\-{—/b a—b

S—
X  ax}bx g Ay z
a—b a?—b’ a+b- a>—b’ a2—p2'

c) Voib juhtuda, et ihelgi nimetajate paaril
ei ole iihiseid tegureid. Siis tuleb toimida nii, nagu
tehakse aritmeetikas, nimelt: korrutada iga murru lugeja ja
nimetaja koigi iilejddnud murdude nimetajate korrutisega.

Niited.
a, 2b, 3¢ beisbal:: a-5n-2p . 26-3m-2p., 3c-3m-5n gig.

Yo S o 2p 3m-5n-2p° 5n-3m-2%p  2p-3m-5n’
10anp. 12bmp. 45cmn
30mnp’ 30mnp’ 30mnp’
q5ey D g > a(a—b) b(a+0b)
SR IR MG (LT s AU B
2. a-+b —b (a+0b)(a—0) (a+0b)(a—b) y
a®—ab,. ab-+ b2
az—p2’ Z—p
Harjutused.

Teisendada murrud iihenimelisteks:
BoiWe TR Ly [

31' et Ao T W i, SR B i
: a Cadern TAE TRRE e
AT S M L e T
a b 2¢ 4a2" 3b2 5x
T M i R R
3a%bc ~ 4mx2%y 4ab’  8a3b?
e S ) S (esitada 3x murruna ?ﬁ)
5x3 1

8ab
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" SR Ll bl L . v
%—2 " 3x+3y’ m+1’ m*—1" m—1

136. 2 ; 3a : 1 ; 2 : 1 ;
¥2—2x+1 x—1 x—1 2x—1 (x—1)2x—1)
137. x y . a—b 2a 1 .
28a%2° 21a%’ b ' a—b’ a®—0?

73. Murdude liitmine ja lahutamine.

Hulkliikme ja iiksliikme jagamise eeskirja jargi (§ 59)
saame kirjutada:

a+:l+c *'i_ + a—b=i_i.

m m

Lugedes neid vordusi paremalt poolt vasakule, saame:

1. Selleks, et liita iihesuguste nimetajatega murde, on
vaja liita nende lugejad ja saadud summa alla kirjutada
nende iihine nimetaja.

2. Selleks, et murrust lahutada samanimelist murdu, on
vaja esimese murru lugejast lahutada teise lugeja ja vahe
alla kirjutada iihine nimetaja.

Kui liitmiseks voi lahutamiseks antud murdudel on erine-
vad nimetajad, siis esmalt tuleb nad teisendada {ihe-
nimeliseks.

Niaited.
o Yy o
a o e adf + cbf + ebd
¥ 7+E+7=——f SRR
2b 5ac
9 3;;2 5n2 6bm? — 25acn?
* 10a%bc  dab® 20a2b2c
3 A
o 2%x—2 %2 —2°
2x—2=2(x—1) Téiendustegur —=x + 1
2x2 —2=2(x2—1)=2(x+1)(x—1) - — 1

Uhine nim. 2(x+ 1) (x — 1)
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Lahutamise tulemusena saame:

(x+1)2— (x243) X242+ 1—x2—-3 . 2% — 2 1
2 F D (x—1) . 2xFDNEE=1  2xFE—1) 41"
Harjutused.
s, 1 121, 2 5. a—1_2+3
sttt PR E )

5 2 : 1
139. 1——-+—,,(ku1utada 1 murruna T)'

140. 1+"_*_I x—g-@%——ﬂ; ot

2(x—1)

s :
2—f—x_2—x7_1—}—6x-142 2ab + b ___a-l—b.
-0y LD Ao T a2—0b2 " a?+ab a>—ab

143. Milleks teisendub murd m——;c, kui x asendada aval-
’l_

141.

?

disega ™"
m+=+n

74. Murdude korrutamine.

Selleks, et murdu korrutada murruga, on vaja lugeja
korrutada lugejaga, nimetaja nimetajaga ja votta esimene
korrutis lugejaks, teine aga nimetajaks, s. o.

a: . ¢ ac

R T T (1)

See eeskiri on samane aritmeetiliste murdude korrutamise
eeskirjaga. Et aga tdhtede all saab moista mitte ainult posi-
tiivseid tdisarve, vaid ka murrulisi ja negatiivseid arve, siis
on vaja kontrollida selle eeskirja kehtivust ka algebraliste
murdude puhul, kus a, b, ¢ ja d on mistahes arvud. Eeldame
esmalt, et koik need arvud on positiivsed ja murrulised. Olgu
nditeks
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Asetades need arvud vordusesse (1), arvutame eraldi
vorduse vasaku ja parema poole ja vordleme tulemusi.
Vorduse vasak pool annab:

LT SR E A L B LA R,
 Feeas® 0¥ Tond oY AINE Namer BAF VR
a c_28 54 2854
b d_ 3-7 6.9 3.7-6-9
(arvutamist me 16puni ei teosta).
Leiame niiiid vorduse (1) parema poole
- i 1 1 9-rrg
a5 =56 T LT W

bd- 3-6°8-4 .-3:6.7-9°
Saadud tulemusi vorreldes ndeme, et nad on vordsed, sest
(tiisarvude korrutamise vahetuvusseaduse jargi) 2-8.5-4=
—2.5.8.4ja 3.7-6:-9=3-6-7-9. Jarelikult -sel juhul
vordus (1) jaab oigeks.
Oletame niiiid, et iiks arvudest a, b, ¢ ja d saab negatiiv-
seks. Olgu nditeks a=—2 (b, ¢ ja d omavad endisi vaar-

tusi). Siis murd %— muutub negatiivseks ja vorduse (1) kogu

vasak pool saab negatiivseks. Paremal poolel korrutis ac
muutub negatiivseks ja seetottu kogu parem pool saab nega-
tiivseks. Vasaku poole ja parema poole absoluutviirtused
jddvad seejuures endisteks. Téahendab, vordus (1) jddb keh-
tima. Niisamuti saame veenduda, et vordus (1) jddb oigeks
ka siis, kui teised arvud muutuvad negatiivseks.

Koik see, mis praegu rddkisime iihe erindite kohta, on kor-
ratav iga teise ndite puhul; tdhendab, vordus (1) on Gige tah-
tede a, b, ¢ ja d igasuguste vddrtuste puhul.

75. Murru ruut ja kuup.

Rakendame murdude korrutamise eeskirja murru ruudu
ja kuubi arvutamiseks. Eeskirja kohaselt:

(i)’_,‘l a_.a, (3)3_3 a .
NGl N S b2‘ /¥ s
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Siit jareldub:

selleks, et algebralist murdu astendada kahega voi kol-
mega, on vaja selle arvuga astendada eraldi lugeja ja nime-
taja.

76. Murdude jagamine.

Selleks, et murdu jagada murruga, on vaja korrutada esi-
mese murru lugeja teise murru nimetajaga ja esimese murru
nimetaja teise murru lugejaga ning votta esimene korrutis
lugejaks, teine aga nimetajaks, s. o.

e pe
A

SN

Jagamise kontrollimisega saab veenduda, et see vordus
on Oige igasuguste arvude a, b, ¢, d puhul: korrutades jaga-
tise jagajaga, saame jagatava:

ad ¢ _ade_ a
b @ “bhed O

" 77, Mirkused.

Bt 22 &

a d
be™ b ¢
ka nii:

, siis jagamise eeskirja voib sonastada

selleks, et murdu jagada murruga, voib esimese murru
korrutada teise poordarvuga.

2) Iga algebralist tdisavaldist saab vaadelda-kui murdu,
mille lugejaks on see tdisavaldis ja nimetajaks on 1; nditeks:

a:%; 3x2=3%2jms. Seetottu meie poolt antud eeskirjad
teheteks murdudega on rakendatavad ka neil juhtudel, kus
iiks antud avaldistest on tdisavaldis. Naiteks:

a: =1.c—b.

S a0 ac
¢
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Harjutused.

Aot o B s O
5a 7x3’ 5¢8 1 —a2’ 16n4a®
6. {at g% +5 '(””“aaib; %;Z%:%Cz;'
147. 125‘:;;’1 dab®; 81a%b2: 257a2b .
R N

144.

Xy )
148. ;
X 1=l
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Neljas jagu.
ESIMESE ASTME VORRANDID.

I. Vorrandite iildised omadused.
78. Vordused ja nende omadused.

Kaks arvu voi kaks algebralist avaldist, mis on omavahel

tthendatud mérgiga —, moodustavad véorduse. Neid arve voi
avaldisi nimetatakse vorduse poolteks; see, mis seisab vasa-
kul mérgist =, on vorduse vasak pool, ja see, mis seisab

paremal sellest margist, on vorduse parem pool. Naiteks

vorduse : .
at+a+a=a-3

vasak pool on summa a4+ a4 a ja parem pool on Kkorru-

tis a- 3.

Téhistades vorduse kummagi poole iihe tdhega, saame vor-
duse tdhtsamaid omadusi viljendada nii:

a) Kui a==0, siis ka b=a, s. t. vorduse pooli voib teine-
teisega vahetada.

b) Kui a=1b ja b=vc, siils a=vc, s. t. kui kaks arvu on
eraldi vordsed mingi kolmanda arvuga, siis on nad ka oma-
vahel vordsed.

¢)uKuria—=0bja m=n; slis a-F m="0 =t jaea —m—=
=—b—n, s. t. kui vordsete arvudega liidame vordsed arvud
voi vordsetest arvudest lahutame vordsed arvud, siis vordus
jaab kehtima.
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d) Kui a=b ja m=n, siis am=bn ja .%=%, S
kui vordsed arvud korrutame voi jagame vordsete arvudega,
siis vordus jadb kehtima.

On kasulik tdhele panna, et vorduse molema poole korru-
tamine vo6i jagamine arvuga — 1 on samavidirne vorduse
poolte ees olevate mirkide muutmisega. Nii niiteks korruta-
des vorduse —x=—05 molemad pooled arvuga — 1,
saame x —>5.

79. Samasus.

Kaht algebralist avaldist nimetatakse samasteks, kui nad
saavad neis esinevate tdhtede igasuguste numbriliste véar-
tuste puhul iihe ja sama numbrilise véddrtuse. Niisugused on
nditeks avaldised:

ab ja ba; a+ (b+c) ja a+b+c.

Kui mingi vorduse poolteks on samased algebralised
avaldised, siis seda vordust nimetatakse samasuseks. Selleks
on nditeks vordus

at+ b4 c=a+d (b+c).

Samasuseks nimetatakse ka niisugust, ainult numbritega
kirjutatud arve sisaldavat vordust, mille modlemad pooled
pérast koikide neis ndidatud tehete teostamist annavad iihe ja
sama arvu, nditeks

(40-5) : 8 =052

80. Vorrand.

Oletame, et soovime lahendada jargmist iilesannet: Isa
on 40 aastat vana, poeg aga 17 aastat. Mitme aasta parast
on isa pojast kaks korda vanem? .

Harilikul (aritmeetilisel) teel on seda iilesannet raske
lahendada. Lahendame selle tédhelist markimisviisi kasuta-
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des. Téhistame otsitava aastate arvu tdhega x. Isa vanus
on x aasta pdrast 40 4 x aastat ja poja vanus 17 + x aastat.
Ulesande tingimuse kohaselt peab isa aastate arv (40 + x)
olema kaks korda suurem poja aastate arvust (17 4 x). Seda
saame kirjutada vorduse kujul:

40 4 x = 2(17 +4 x):

Proovimise teel veendume, et see vordus on oige, kui
x==6. Toepoolest, sellel x vdirtusel saame: '

40 +6—=2(17 4 6); 46— 46.

Uhegi muu arvu puhul, mille paigutame x asemele, vor-
dus ei kehti.

Seda vordust ei saa nimetada samasuseks, sest ta ei ole
oige temas esinevate tdhtede igasuguste vddrtuste puhul.
Ainult x-i asendamine arvuga 6 muudab selle vorduse sama-
suseks: -

46 — 46.

Kui iiht voi mitut tdhte sisaldava vorduse pooled saavad
iihe ja sama numbrilise vddrtuse nende tihtede mingisuguste,
aga mitte igasuguste numbriliste vaartuste korral, siis antud
vordust nimetatakse vérrandiks, ja nende tdhtedega tahista-
tud arve nimetatakse vorrandi tundmatuteks (arvudeks). Neid
arve tdhistatakse harilikult ladina tahestiku viimaste tihte-
dega 2lx, S22 e

Vorrandeid on {ihe tundmatuga, kahe tundmatuga jne.

Lahendada vorrand tahendab leida temas esine-
vate tundmatute need véédrtused, mis rahuldavad vorran-
dit, s. o. muudavad ta samasuseks. Neid tundmatute véar-
tusi nimetatakse vorrandi lahenditeks.

Uhe tundmatuga vorrandil voib olla iiks lahend voi kaks
lahendit voi rohkemgi lahendeid; néiteks vorrandil 3x — 2 =
— 13 on iiks lahend (5), vorrandil x2 4 2=3x on kaks
lahendit (1 ja 2), vorrandil (x—1)(x—2)(x+ 1) =0 on
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kolm lahendit (1, 2 ja — 1)* jms. V&ib juhtuda ka, et vér-
randil iildse ei ole lahendit. Niisugune on nditeks vorrand
x2 = — 4; missuguse positiivse v0i negatiivse arvu me ka
paigutaksime x asemele, selle arvu ruut ei saa vorduda nega-
tiivse arvuga.

Meie iilesande tingimustest eespool tuletatud vorrandi
lahendiks on 6. See ongi vastus iilesande kiisimusele. Toe-
poolest, 6 aasta pédrast on isa 46 aastat vana, poeg aga
23 aastat, s. o. kaks korda vahem. ! '

Niisiis monede iilesannete lahendamiseks on kasulik raken-
dada vorrandite koostamist ja Oppida nende lahendamist;
selleks aga on vaja tutvuda vorrandite monede iildiste oma-
dustega.

Néitena lahendame eespool toodud vorrandi

40 +x=2(17 + x).
Avame sulud vorrandi paremal poolel:
40 + x =34 + 2x.
Lahutame x vorrandi molemast poolest; saame:
40 =34 + «x.
Lopuks lahutame vorrandi molemast poolest 34; saame:
6 —=wx, tahendab x=—6.

Niisiis meie vorrandi monesuguste teisenduste kaudu
saame x jaoks vdédrtuse 6. :

Nagu edaspidi ndeme, saab niisamuti lahendada ka teisi
vorrandeid. :

Harjutused.

149. Missuguseid jargnevate vorduste hulgast saab nimetada sama-
susteks, missuguseid vorranditeks?
x+y=y+x (a—b-+x)c=ac— bc+ xc;
3a—4=2a+1; 8x+1=5x+7; a(bc)=abc;

2 b,

o) R

2x=x+1 (xy):y=x @a:20=

* Meenutame, et kui mingi tegur vordub nulliga, siis ka korrutis
vordub nulliga, ja iimberp6drdult.
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81. Samaviirsed vorrandid.

Kaht vorrandit nimetatakse samaviirseks (ehk ekvivalent-
seks), kui esimese vorrandi koik lahendid on teise vorrandi
lahenditeks ja, iimberpoordult, teise vorrandi koik lahendid on
esimese vorrandi lahenditeks. Niiteks kaks vorrandit

Tl 2 —3k ja k2= x%

on samavaéarsed, sest neil on ithed ja samad lahendid, nimelt
1 ja 2; vorrandid
Tx=14 ja x242=3x

aga ei ole samaviirsed, sest esimesel neist on ainult iiks
lahend 2, kuna teisel on peale selle lahendi veel teine
lahend 1.

Kui mingi vorrandi lahendamisel me teeme selles mone-
suguseid teisendusi, siis nende teisendustega me asendame
antud vorrandi jark-jargult uute ja lihtsamatega, kuni 16puks
saame koige lihtsama kujuga vorrandi x=a; siis iitleme, et
see arv a ongi antud vorrandi lahend. Kuid eksimatult saame
seda vdaita ainult siis,” kui oleme veendunud, et koik teisenda-
mistega saadud vorrandid on antud vorrandiga samavdérsed.

Teisendused, mida vorranditega tuleb. teostada, on raja-
tud vorrandite kahele omadusele, mida otsekohe vaatleme.

82. Vorrandite esimene omadus.

Votame mingi vorrandi, nditeks niisuguse:
X2 4 2=—3x. (1)
Oletame, et vorrandi molema poolega oleme liitnud mingi
iihe ja sama arvu m (positiivse, negatiivse vo6i nulli); siis
saame uue vorrandi
22424 m=3%x -+ m. (2)
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Toestame, et see vorrand on samavéddrne antuga. Selleks
»on kiillalt, kui veenduda esiteks selles, et vorrandi (1) iga
lahend rahuldab ka vorrandit (2), ja teiseks selles, et ka
imberpoordult — vorrandi (2) iga lahend rahuldab vorran-
dit (1).

a) Leidugu vorrandil (1) mingi lahend, nditeks x=1.
See tahendab, et kui selles vorrandis x asendada arvuga ‘1,
siis avaldis x2 + 2 muutub vordseks avaldisega 3x (kumbki
neist avaldistest muutub arvuks 3). Kuid siis x=1 juhul
summa x2 + 2+ m saab vordseks summaga 3x + m, sest
kui vordsete arvudega (3 ja 3) liidame {ihe ja sama arvu (m),
siis saame vordsed arvud (3 +m ja 3 + m). Tidhendab,
lahend x=1 peab olema ka vorrandi (2) lahendiks. Kui
vorrandil (1) on veel mingi lahend, siis selle kohta saab
oelda sedasama, mis praegu iitlesime lahendi x=1 kohta,
s. t. ta rahuldab ka vorrandit (2). Niisiis vorrandi (1) iga
lahend on ka vorrandi (2) lahendiks.

b) Olgu vorrandil (2) mingi lahend, néiteks x=2. See
tahendab, et kui selles vorrandis x asendada arvuga 2, siis
avaldis x2+ 24+ m saab vordseks avaldisega 3x -+ m
(kumbki neist avaldistest muutub nimelt arvuks 6 4+ m).
Kuid siis juhul x=2 saavad vordseks ka avaldised x2 -+ 2
ja 3x, sest lahutades vordsetest arvudest (6 4+ m ja .6 4 m)
iihe ning sama arvu (m), saame vordsed arvud. Tdhendab,
x=2 on ka vorrandi (1) lahendiks. Kui vorrandil (2) lei-
duks veel mingi lahend, siis selle kohta saab ¢elda sedasama,
mis praegu iitlesime lahendi x = 2 kohta, s. o. ta peab rahul-
dama ka vorrandit (1). Tahendab, vorrandi (2) iga lahend
peab olema ka vorrandi (1) lahendiks.

Kui aga vorranditel (1) ja (2) on iithed ja samad lahen-
did, siis need vorrandid on samavéddrsed. See omadus keh-
tib ka vorrandi pooltest {ihe ja sama arvu lahutamise suhtes,
sest mingi arvu lahutamine on samavidirne -selle vastand-
arvu liitmisega.
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Niisiis, kui vorrandi molema poolega liidame voi neist lahu-
tame iihe ja sama arvu, siis saame uue vorrandi, mis on esi-
mesega samavdiirne.

83. Jareldused.

Sellest omadusest saab teha jargmised jédreldused, mida
vorrandite lahendamisel tuleb sageli kasutada.

1. Vorrandi lilkmeid voib viia tema iihelt poolelt teisele,
muutes nende liikmete mirgid vastandmairkideks. Naiteks lii-

tes vorrandi PR ORI
molema poolega 2, saame:
84 x2 +2="7x.
Liige — 2 paremalt poolelt liks iile vasakule poolele vas-
tandmargiga . Lahutades viimase vdrrandi pooltest x2,

it 8 + 2="T7x— x2. ‘

Liige -+ x2 vasakult poolelt ldks {ile paremale poolele
vastandmargiga. ¢

2. Kui vorrandi eri pooltel on kaks iihesugust liiget iihe-
suguste markidega, siis need liilkmed voib kustutada. Kui on
antud niiteks vorrand

6x + 3 =ux2 4 3,
siis, lahutades selle pooltest 3, saame:
6x = x2.

84. Vorrandite teine omadus.

Vaotame endise vorrandi
X Sedeody
ja korrutame selle molemad pooled mingi arvuga m, mis voib
olla positiivne voi negatiivne (ainult mitte null). Siis saame

uue vorrandi (¥2 + 2)m = 3xm.
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Selleks, et ndha nende vorrandite samavéarsust, arutame
just niisamuti nagu arutasime esimese omaduse puhul, nimelt:
nditame esiteks, et vorrandi (1) iga lahend rahuldab ka vor-
randit (2), ja teiseks, et ka iimberpddrdult — vorrandi (2)
iga lahend rahuldab vorrandit (1).

a) Olgu vorrandil (1) mingi lahend, nditeks x =1. See
tihendab, et kui selles vorrandis asendame x arvuga 1, siis
avaldis x2 + 2 saab vOrdseks avaldisega 3y (kumbki neist
avaldistest muutub arvuks 3). Kuid siis juhul x=1 saavad
vordseks ka avaldised (x2 + 2)m ja 3xm, sest kui vordsed
arvud (3 ja 3) korrutame iihe ja sama arvuga (m), siis
saame vordsed arvud (3m ja 3m). Tahendab, lahend x =1

peab olema ka vorrandi (2) lahendiks. Et koike 6eldut voib
! korrata vorrandi (1) iga muu lahendi puhul, siis jdreldame,
et vorrandi (1) iga lahend on ka vorrandi (2) lahendiks.

b) Olgu, iimberpoordult, vorrandil (2) mingi lahend, néi-
teks, x =2. See tdhendab, et kui selles vorrandis asendame
x arvuga 2, siis korrutised (x2 4 2)m ja 3xm saavad vord-
" seks (kumbki neist muutub arvuks 6m). Kuid siis juhul
x=2 saavad vordseks ka avaldised x2 -+ 2 ja 3x, sest kui
vordsed arvud (6m ja 6m) jagame iihe ja sama, nullist eri-
neva arvuga m, siis saame vordsed arvud. Tahendab, lahend
x=2 ja niisamuti vorrandi (2) iga muu lahend on ka vor-
randi (1) lahendiks; seega need vorrandid on samavaérsed.

Oletame niiiid, et arv m, millega korrutasime vorrandi
molemaid pooli, on null. Korrutame nulliga molemaid pooli
niiteks vorrandil x2 4+ 2=3x, millel on kaks lahendit: 1
ja 2; siis saame uue vorrandi:

(24 2) . 0&=3x.-0.

Seda vorrandit rahuldavad mitte ainult 1 ja 2, vaid ka
mistahes muu x véartus. Asendades x néiteks arvudega 5,
6 jne., saame:

(52 2)..0==8:5.0; (6242).0==3.6.0,
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S. 4.
ehk

97.0—=15.0; 38.0=18.0

Qis=2D Q=40
(sest iga arvu korrutis nulliga on null). Téahendab, nulliga
korrutamise tagajdrjel’ vorrandite samavéidrsus voib kaduda.

Niisiis, kui vorrandi molemad pooled korrutame voi jagame
ithe ja sama, nullist erineva arvuga, siis saame uue vorrandi,
mis on esimesega samavairne.

85. Jareldused.

Vorrandite teisest omadusest saab teha jargmised kolm
jareldust.

1. Kui vorrandi koikidel liikmetel on iihine tegur, mis ei
ole null ega sisalda tundmatuid, siis vorrandi koik liikmed voib
jagada selle teguriga. Naiteks:

60x — 160 =— 340 — 40x.

Jagades koik liikmed arvuga 20, saame lihtsama vorrandi:
3x—8=17—2x. -
2. Vorrandi saab vabastada murrulistest liilkmetest, mille
nimetajad ei sisalda tundmatut. Niiteks:
ey O e T

G- o A G

Teisendame koik liikmed i{ithenimeliseks:

4x—6 3rx—15 86 14x—6— (3x—15) _ 86
T — 1 —i3 ehk 12 ez | %

Jittes dra iihise nimetaja, me korrutame vorrandi mole-
mad pooled iihe ja sama arvuga, mis ei ole null (12-ga);
seega saame vorrandi, mis on antuga samavéarne:

14x — 6 — (3x — 15) =86 ehk 14x — 6 — 3x + 15 =286.
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3. Vorrandi koikide liikmete midrgid voib muuta vastand-
mirkideks, sest see on sama, mis vorrandi molema poole kor-
rutamine arvuga —1. Teostades nditeks vorrandi — 8 — x2 =
— — 7 + 2 poolte niisuguse korrutamise, saame 8 + x2=
=7—2.

86. Vorrandi poolte korrutamine voi jagamine iihe ja sama
algebralise avaldisega. '

Antud vorrandi teisendamiseks tuleb monikord selle
molemad pooled korrutada (voijagada) {ihe ja sama algebra-
lise avaldisega (nagu jérgmise paragrahvi ndites ndeme).
‘Parast korrutamist saadud uus vorrand osutub antud vor-
randiga samavéddrseks ainult siis, kui algebraline avaldis,
millega antud vorrandi pooli korrutame (v6i jagame), ei
ole null, sest nulliga korrutamise tagajdrjel vorrandite
samavaérsus kaob.

87. Voorlahendid.

Vorrandi molemaid pooli tuleb korrutada iihe ja sama
algebralise avaldisega siis, kui lahendame vorrandit, mis
sisaldab murde, millede nimetajates esineb tundmatu. Olgu
vaja lahendada niiteks vorrand

x? 2 1 2% + 2
e TE R ey ey ol i (1)

On ilmne, et murdude iihine nimetaja on (x — 2)2. Tei-
sendame koik liikmed sellenimeliseks:

e 2 x—2 %52
(x—2)7+ x—% " [x0) * x=—2)%’

jatame selle nimetaja dra ehk, teiste sonadega, korrutame
koik liikmed avaldisega (x — 2)2:
24+ 2=x—2+4 2x 4+ 2,

x2 4 2 —3x. - 250y
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Sellel vorrandil on kaks lahendit: 1 ja 2. Kuid ei saa
tagada, et molemad need lahendid kolbavad ka esialgsele
vorrandile, sest meil tuli selle vorrandi molemad pooled
korrutada avaldisega (x — 2)2, mis muutub nulliks juhul,
kui x =2; kuid korrutamisel nulliga vorrandite samavéirsus
voib kaduda.

Jadb file kontrollida leitud lahendite l ja 2 sobivust mitte
ainult vorrandile (2), vaid ka vorrandlle (1). Lahend x=1
rahuldab vorrandit (1):

2142

(1—22+(1—2 =1—2+(1—2)2’
242
(—1)~+(—1)2 —1+ —1p

l14+2=—1+44, s. 0. 3=3.

Kuid teine lahend, x=2, ei kdolba vdrrandile (1), sest
juhul, kui x=2, see vorrand kaotab mdotte:
i+3_1+6
0 5E 808 7= gt
(nulliga jagamine ei ole voimalik).

Niisiis me nédeme, et kui antud vorrand sisaldab murde,
millede nimetajas esineb tundmatu, ja neist nimetajatest
vabanemiseks vorrandi molemad pooled oleme korrutanud
iihise nimetajaga, siis, leidnud saadud vorrandi lahendid, me
peame neid veel asendusega kontrollima, et selgitada,
kas nende hulgas ei leidu voorlahendeid.

Jagades vorrandi molemad pooled algebralise avaldisega,
mis sisaldab tundmatut, me voime moned lahendid kaotada.

Jagades néditeks vorrandi

(2x+3)(x—3)=(3x—1)(x—3)
molemad pooled vahega x — 3, saame uue vorrandi
20+ 3=3x—1,
mis antuga ei ole samavéirne, sest tal on ainult iiks lahend
x =4, kuna esimesel vorrandil on kaks lahendit: x=4 ja
X =73.
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II. Uhe tundmatuga vorrand.
88. Uhe tundmatuga esimese astme vorrandi lahendamine.

Niitame kahe jdrgneva ndite abil iihe tundmatuga esi-
- mese astme vorrandi lahendamisviisi.

1. Lahendada vorrand
3x + 2(4x —3) =5(x + 2) — 4.

Avades sulud saame:

3x + 8x — 6 =05x 4+ 10 — 4.
Viime tundmatut sisaldavad liikmed vorrandi vasakule poo-
lele ja tuntud liikmed paremale poolele (vt. vorrandi esimese
omaduse jdreldust):

3x +8x—bx=10—4 4 6.
Koondame sarnased liikmed:

6x==12.

Lopuks jagame vorrandi molemad pooled arvuga 6 (vor-
randi teise omaduse alusel). Vastusena saame
ok e S
Veendumiseks selles, et me ei ole teinud vorrandi lahen-
damisel mingit viga, on vaja lahendit kontrollida.
Selleks asendame antud vorrandis x leitud lahendiga, teos-
tame vorrandis ndidatud tehted, ja kui vorrand muutub
samasuseks, siis lahend on oieti leitud. Meie juhul saame:
3-24+2(4:2—3)=5(2+2) —14
ehk
16 ==186.
Téhendab, lahendus on oige.

2. Lahendada vorrand
§x—4_l_3x+2 7x —6

gt S

2 . 5 o 6
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Teisendame koik liikmed iihenimeliseks, vottes iihiseks
nimetajaks 30:
15(3x——4)+ 6(3x+2 _80x_ 5(7x—6)_ 30
30 30 30°
Korrutame vorrandi k01k liikmed 30-ga (ehk, mis on see-
sama, jatame dra iihise nimetaja):
15(3x — 4) + 6(3x + 2) — 30x="5(7x — 6) — 30.

Sama tulemuse oleksime saanud, kui vorrandi koik liik-
med korraga oleksime korrutanud nende iihise nimetajaga:

30(3)62_ 4)_—|— 30(3§+2) e );_9 —30-1 ehk pérast

taandamist:
15(3x —4) +6(3x + 2) — 30x=5(7x — 6) — 30.
Avame sulud:
45x — 60 + 18x + 12 — 30x = 35x — 30 — 30.

Viime tundmatut sisaldavad liikmed vorrandi vasakule
poolele ja tuntud liikmed paremale poolele:

45x + 18x —l30x — 3bx =60— 12 —30— 30.
Koondame sarnased liikmed: :
— 2 =—12.

© Jagame molemad pooled tundmatu juures oleva korda-
jaga (enne voiks veel vorrandi molemad pooled korrutada
arvuga — 1, et teha need positiivseks):
Pl A8 10—6
=2
Teeme kontrolli:
3.6—4 , 3-6+2 7-6—6
Jak RS Sk S S e 7T4+4—6=6—1; 5=5.
Toodud néidetest selgub, et iithe tundmatuga esimese
astme vorrandi lahendamiseks on vaja:
1. vabastada vorrand murrulistest liikmetest;
2. avada sulud;

107



3. viia tundmatut sisaldavad liikmed- iihele poolele ja
tuntud liikmed teisele poolele;

4. koondada sarnased liikmed;

5. jagada vorrandi molemad pooled tundmatu juures
oleva kordajaga. :

Edasi tuleb leitud-lahendit kontrollida selle asetamisega
esialgsesse vorrandisse. :

On arusaadav, et soltuvalt vorrandi kujust ei tule alati
teostada koiki viit ndidatud operatsiooni.

Médrkus. Pérast esimese nelja operatsiooni teostamist
jaab meil vorrandi kummalegi poolele iiks liige: vasakule
liige, mis sisaldab tundmatut, paremale tuntud liige. Uld-
kujul saab selle vorrandi esitada jérgmiselt:

X =D,
kus a ja b voivad olla positiivsed arvud, negatiivsed arvud

voi nullid. Sellekujulist vorrandit nimetatakse iihe tundma-
tuga esimese astme vorrandi normaalkujuks.

Harjutused.

Lahendada jdrgmised vorrandid:

150. 2x+1=235; 19=4}3y; 7Ty—11=24.
151. 3x + 23 = 104; 89 =11y — 10; 38=2+ 3x.
152. 3x=15—2x; 4x—3=9— 2x; 5x+-;—=3l-

2
153. 2,5x—0,86 =4+ 0,7x; 20+ 2x= (x—7) -3.
154. x—7=3x;613; —x=3 —2x=8.
2%+ 1 7x+5 11—x . 20—x
185, o= =T
156. x+3x5_9=11—15"3_3.
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ThgE _4(7x—9)__4( skl
157. 3x—4 05 == 6 4+
19—2x 2x— 11
158. 2x — 5 == g ]
x—1. 93w { 4-4x

159. —7——{— 5 2— 1

89. Vorrandite koostamise idee.

Vorrandite abil saab vordlemisi lihtsalt lahendada iiles-
andeid, mida aritmeetilisel teel on raske voi koguni voimatu
lahendada. Kogu raskus seisab vaid selles, kuidas koostada
niisugune vorrand, mille lahend annaks otsitava vastuse.
Uldist viisi vorrandite koostamiseks ei ole voimalik anda,
sest {ilesannete tingimused voivad olla vdga mitmesugused.
Saab ndidata ainult monda {ildist votet vorrandi koostami-
seks iilesande andmete pohjal. Sellekohast oskust aga annab
iildiselt praktika.

Néditame vorrandite koostamise {ildisi votteid jargneva
nédite abil. :

Ulesanne. Koolile osteti kokku 80 kaustikut ja vihikut.
Kaustik maksab 35 ‘kop., vihik 4 kop. Kui palju osteti iihte-
sid ja kui palju teisi, kui kokku maksti 9 rbl. 40 kop.?

L 'Miadrames miklisiesituwndmatasuilribse
tdhistame tdhega x

Meie iilesandes on kaks tundmatut: kaustikute arv ja
vihikute arv. Téhistame x-ga nditeks kaustikute arvu. Et
kaustikuid ja vihikuid kokku on 80, siis vihikuid on 80 — x.

Kaustikute arv on x.
Vihikute y o 80 —ux.
2. Avaldame koik ifilesande tingimused

matemaatiliselt ciilesande andmete jaiy

athad,
" Meie iilesandes on oeldud, et kaustik maksab 25 kop. ja
vihik 4 kop. Jarelikult voime kiisida, mis maksid koik oste-
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tud kaustikud ja mis maksid vihikud (sellise kiisimuse seame
selleparast, et iilesandes on oGeldud, mis nad kokku maksid).

Kaustikud maksid 35x kop.
Vihikud o 4 (80 — x) kop.
Koik kokku aga 9 rbl. 40 kop.

3. Koostame vorrandi.

Kuna {ilesandes on 6eldud, et kaustikud ja vihikud kokku
maksid 9 rbl. 40 kop., siis kaustikute eest makstud 35x ja
vihikute eest makstud 4(80 — x) peavad summas olema just
9 rbl. 40 kop.:

35x + 4(80 — x) = 940.
Selle vorrandi lahendamisel saame x jaoks arvu 20.

Tdhega x markisime kaustikute arvu. Jarelikult kausti-
kuid osteti 20 ja vihikuid

80 — 20 = 60.

Mirgime, et harilikult on {ilesandes andmeid tdpselt nii-
palju, kuipalju neid on vaja vorrandi koostamiseks. Seetottu
vorrandi koostamisel on kasulik vaadata, kas iilesande koik
andmed on kasutatud, s. o. kas koik iilesandes antud arvud
iihel voi teisel kujul on ldinud vorrandisse.

Harjutused.

160. Kahe arvu summa on 2548; leida need arvud, kui on teada,
et iiks neist on teisest 148 vorra vaiksem. ;

161. Kolme liidetava summa on 100; teine liidetav on esimesest
10 vorra suurem ja kolmas liidetav on teisest 20 vorra suurem. Leida
need liidetavad. °

162. Ratsanik soidab temast 15 km ees oleva jalakdija jérel.
Mitme tunni pérast jouab ratsanik jalakdijani, kui igas tunnis esimene
soidab 10 km, teine kdib aga ainult 4 km?

163. Kahest teesordist koostati 32 kg segu. Esimese sordi kilo-
gramm maksis 8 rbl. ja teise sordi kilogramm 6 rbl. 50 kop. Mitu
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kilogrammi voeti iihest ja mitu teisest sordist, kui segu kilogramm
maksab (ilma kasu ja kahjuta) 7 rbl. 10 kop.?

164. Jalgrattur soitis teatava kauguse kiirusega 8 km tunnis.
Tagasisoiduks oli ta sunnitud kasutama teist teed, mis oli esimesest
3 km pikem, ja kulutas selleks 74 minutit enam aega, kuigi ta soitis
tagasi kiirusega 9 km tunnis. Kui pikad olid need teed?

90. Tahelised vorrandid.

Ei ole vajalik, et tundmatut tahistataks alati tahega x:
teda voib tdhistada ka mistahes teise tdhega. Votame néi-

teks valemi ¢
S== 5 bh,

mis véljendab pindala s kolmnurgal, mille alus on & pikkus-
ithikut ja korgus 4 sedasama iihikut. See valem on vorrand,
milles igaiihe tdhtedest s, & ja A voib votta tundmatuks.
Olgu antud néiteks niisugune iilesanne: leida kolmnurga
alus, kui korgus on % mingit pikkusiihikut ja pindala on s
vastavat pindalaiihikut. Siis tuleb meie valemis tundmatuks
lugeda arv b, tuntuiks aga s ja A. Tundmatu aluse voime
muidugi tdhistada tdhega x ja kirjutada vorrandi nii:

1

S = —

5 X

millest
-x:s-:%h:Qs:h:Q{-.
Kuid voib ka jatta b tdhega x asendamata ja avaldada b
vorrandist s = 3bh suuruste s ja k£ kaudu:
2

s= 5 bh; 25 =1bh; b="".

Uldiselt on vaja harjuda lahendama mitte ainult numbri-
lisi vorrandeid, milles antud arvud on véljendatud numbri-
tega ja tundmatu tdhistatud tdhega x, vaid ka tdhelisi vor-
randeid, milles antud arvud ja tundmatu on tdhistatud mis-
tahes tdhtedega.
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Niited.

b aLTby 2=t 2. a(x—c)=b(x+d);
bx—=c—a; ax — ac — bx + bd;
VN . ax — bx =bd + ac;

T g x(a—b) = bd + ac;
hbd—=ac
X e= S A

Yy e B R st

B 7——y—b, 4. a+b—1,

y — ay = ab; bx + ax = ab;

y(l —a) =ab; x(b + a) = ab;

LAl aa'yoab

¢ ook ot adiond=

Harjutused.

165. (a+x)(b+x) = (a—x) (b —x).
166. (x—a)(x+0b)+c= (x+a)(x—0).
167. Vorrandist a +bx =4 —3(a —x) avaldada x arvude a ja b

kaudu.
168. Pindala g trapetsil, mille alused on b, ja b, ning kdrgus on

h, arvutatakse valemi jirgi: g = 4(b, + b,)h. Avaldada siit # suuruste
4, b, ja b, kaudu.

III. Esimese astme vorrandite siisteemid.
Kahe vorrandi siisteem kahe tundmatuga.

91. Ulesanne.

Katse abil leiti, et hobedast ja vasest koosnev kang, mille
kaal on 148 kg, kaotab vees oma kaalust 143 kg. Leida, kui
palju ta sisaldab hobedat ja kui palju vaske, teades, et vees
21 kg hobedat kaotab 2 kg ja 9 kg vaske kaotab 1 kg oma
kaalust.
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Oletame, et antud kang sisaldab x kg hobedat ja y kg
vaske. Siis {iks vorrand on:

x + y=148.

Teise vorrandi koostamiseks paneme tédhele, et kui 21 kg
hobedat kaotab vees oma kaalust 2 kg, siis see tdhendab, et
1 kg hobedat kaotab vees % kg. Seega x kg peab kaotama
vees oma kaalust % x kg.

Niisamuti: kui 9 kg vaske kaotab vees oma kaalust 1 kg,
siis see tdhendab, et 1 kg vaske kaotab 4 kg; jérelikult y kg
vaske kaotab ¢ y kg. Seetottu teine vorrand on:

a7 1 2
si¥t+tgy=li3

Nii oleme saanud kaks vorrandit kahe tundmatuga:

o= 148 ja 21x—|— y—-g

Teist vorrandit saab lihtsustada, kui vabastame ta mur-
dudest. Selleks korrutame vorrandi molemad pooled arvuga
63, mille jdrel saame temaga samavidirse vorrandi

6x + 7y = 924.
Niiiid meil on kaks vorrandit:
x+y=148 ja 6x 4 Ty —=924.

Neid kaht vorrandit saame lahendada mitmel viisil. Né&i-

teks avaldame esimesest vorrandist x suuruse y kaudu:
x=148 —y.

Et teises vorrandis x ja y tdhistavad neidsamu arve, mis

esimeses, siis voime teises vorrandis x asendada vahega

AG 6(148 — y) + Ty — 924.
Lahendame selle iithe tundmatuga vorrandi:
888 — 6y + 7y =924; y =924 — 888 = 36.
ol x=148 —36=112.
Nonda siis antud kang sisaldab 112 kg hobedat ja 36 kg
vaske.

8 Kisseljov. Algebra I osa. 1 13



92. Kahe tundmatuga esimese astme vorrandi normaalkuju.
Votame kahe tundmatuga vorrandi niisuguse néite:

2(2¢ +3y—5) =2 (x+3) +5 (1 —4).

Selle vorrandi lihtsustamiseks teostame temas koik need-
samad teisendused, mis varem ndidati {ihe tundmatuga vor-
randi puhul, nimelt:

1. Avame sulud:

trtby—10=2x4 242y 3
2. Vabaneme nimetajaist, korrutades koik liikmed 8-ga:
32x + 48y — 80 =5x + 15 4 6y — 24.
3. Viime tundmatud liikmed vorrandi iihele poolele ja
tuntud liikmed teisele poolele:
32x -+ 48y — 5x — 6y = 15 — 24 -} 80.
4. Koondame sarnased liikmed:
27x + 42y ="T71.

Niisiis parast ndidatud teisendusi antud vorrand oman-
dab kuju, milles vorrandi vasakul poolel leidub ainult kaks
liiget: iiks tundmatuga x (esimesel astmel) ja teine tundma-
tuga y (esimesel astmel); vorrandi parem pool aga koosneb
ainult iihest liikmest, mis ei sisalda tundmatuid. Tundmatute
x ja y juures olevad kordajad on kas molemad positiivsed
(nagu meie poolt voetud néites) voi molemad negatiivsed
(millise juhu saab vorrandi koikide liikmete korrutamisel
arvuga — | taandada eelmisele) voi iiks neist on positiivne
ja teine negatiivne; paremal poolel leiduv liige on kas posi-
tiivne arv (nagu meie ndites) voi negatiivne arv voi isegi
null. Tahistades x ja y kordajad tdhtedega a ja b ning tund-
matut mittesisaldava liikme tdhega ¢, saame kahe tundma-
tuga esimese astme vorrandi iildkujul esitada nii:

ax +by=-c.

Vorrandi sellist kuju nimetatakse kahe tundmatuga esi-

mese astme vorrandi normaalkujuks.
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93. Kahe tundmatuga vorrandi mairamatus.

Kahe tundmatuga vorrandil on arvutu hulk lahendeid.
Toepoolest, kui {ihe tundmatu vaartuseks valime mingi mee-
levaldse arvu ja selle arvu asetame vorrandisse, siis saame
vorrandi ainult teise tundmatuga, mille saab leida sellest
vorrandist. Valides esimese liidetava véartuseks mingi teise
arvu, saame samal teel teise tundmatu jaoks uue arvu jne.
Sel viisil voime saada kuitahes palju lahendeid.

Olgu meil antud néiteks niisugune i{ilesanne: Leida vord-
haarse kolmnurga kiiljed, kui kolmnurga iimbermdot on
40 m. Téhistanud kolmnurga aluse pikkuse tdhega x ja
kummagi haara pikkuse tihega y, saame kirjutada vorrandi:

x + 2y = 40.

Valime x véairtuseks mingi meelevaldse arvu, niiteks 10.
Siis saame: 10 4 2y==40, 2y =30, y = 15. Téihendab, kui
kolmnurga alus on 10 m, siis kumbki iilejddnud kiilg on
15 m. Valime niilid x vdadrtuseks mingi teise arvu, néiteks 8.
Siis 2y =232 ja y=16. Niiviisi saame leida kuitahes palju
lahendeid, ja jédrelikult vorrand ning {ilesanne osutuvad
madramatuiks.

94, Vorrandisiisteem.

Tavaliselt Oeldakse, et mitu vorrandit moodustavad siis-
teemi, kui koigis neis vorrandeis iga tdht x, y, ... tdhendab
iiht ja sama arvu. Kui nditeks kaht vGrrandit

{2x—5=3y———2
8x —y=2y+ 21

vaadeldakse tingimusel, et tdht x, niisamuti ka taht y, tahen-
dab molemas vorrandis {iht ja sama arvu, siis niisugused
vorrandid moodustavad siisteemi. Siisteem saadakse iga
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kord siis, kui vorrandid on koostatud iihe ja sama iilesande
pohjal.

Néditame kahest kahe tundmatuga esimese astme vorran-
dist koosneva siisteemi kaht lahendamisvotet. .

95. Asendusvote.

Seda votet me rakendasime juba varem, kui lahendasime
filesannet hobe- ja vaskkangist.
Votame niilid keerulisema naite:
8x —by=—16; 10x+ 3y=17.
(Molemad vorrandid on teisendatud normaalkujulisteks.)

Avaldame iihest vorrandist, néiteks esimesest, ithe tund-
matu, nditeks y, teise tundmatu kaudu 1: :
8x+ 16

=—-5———

Et teist vorrandit peavad rahuldama needsamad vaar-

tused mis esimest, siis voime temas y asendada leitud aval-
disega, mistottu saame vorrandi iihe tundmatuga x:

1wk BB nlS o oy

5
Lahendame selle vorrandi:
1

10x + 2252817, 50r+ 24r+48=85 x=-.

Siis 8x+16 4116
y-—_— X5_= 5 =4,

Me oleksime wvoinud iihest vorrandist avaldada tund-
matu x teise tundmatu y kaudu ja saadud avaldise asetada
x asemele teise vorrandisse; siis oleksime saanud vorrandi
tundmatuga y.

1 Selle valemi tuletamiseks viime liikme — 5y paremale, liikme
— 16 vasakule poolele, siis jagame vorrandi molemad pooled” 5-ga ja
vahetame vorrandi pooled. On vaja harjuda neid teisendusi peast
teostama.
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x

See vote on rakendamiseks sobiv eriti
siis, kui mingi tundmatu juures kordaja
on 1. Sel juhul on kdige parem avaldada see tundmatu teise
kaudu (sest kordajaga jagada siis ei tule).

Niiteks: {3x—2y= 11
4x 4+ y = 22.
Teisest vorrandist leiame: y — 22 — 4x.
Esimene vorrand annab siis:
3x—2(22 —4x) =11; 3x— 444 8x=11;

lx—44 + 11=55 x=120=5 y=22—4.5=2.

Eeskiri. Selleks, et asendusvotte abil lahendada kahe
vorrandi siisteemi kahe tundmatuga, on vaja iihest vorrandist
avaldada iiks tundmatu teise kaudu ja saadud avaldis asetada
teise vorrandisse; sellega saadakse iihe tundmatuga vorrand.
Selle lahendamisel leitakse iiks tundmatu. Asetades leitud
arvu esimese tundmatu varemsaadud avaldisse, leitakse ka
see tundmatu. :

96. Liitmisvaote.

Eeldame esmalt, et antud siisteemi vorrandeis (mis on
enne teisendatud normaalkujulisteks) mingi iihe tundmatu,
nditeks y kordajad erinevad ainult mérkide poolest. Olgu
meil antud néditeks siisteem:

{7x—2y=27
5x + 2y — 33.

Me teame, et kui vordsete arvudega liidame (vdi neist
lahutame) vordsed arvud, siis saame vordsed arvud. Liites
(vdi lahutades) antud vorrandite vasakud pooled omavahel
ja paremad pooled omavahel, jddb seetottu mirk — piisima
(seda viljendatakse lithemalt nonda: vorrandeid voib liikmeti
liita ja lahutada).
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Seda teades liidame antud vorrandid; siis litkmed — 2y
ja + 2y vastastikku hidvivad ja me saame vorrandi iihe
tundmatuga x:

Tx — 2y =27
Jr‘{5x+2y=33
8% =60, millest x =5.

Asendades iithes antud vorrandeist x leitud arvuga 5,
saame vorrandi, millest leiame y:
7.5—2y=—=297: 35— 2y—27; 35—27="9y;
8=2y; =14

Kui vorrandites kordajad korvaldatavate tundmatute ees
oleksid ihesugused nii absoluutvdartuse kui ka margi poolest,
siis mingi iihe vorrandi koikide liikmete mérkide muutmisega
vastandmarkideks taandaksime selle juhu d&sjavaadeldud
juhule. Niisiis, kui on antud siisteem

A
{a+w=a

mille molemas vorrandis tundmatu x ees on {iks ja sama
kordaja -+ 3, siis muudame, iitleme, esimeses vorrandis
margid vastandmarkideks (teiste sonadega, korrutame vor-
randi molemad pooled arvuga — 1) ja liidame seejérel
vorrandid 1:
—3x+5y=—38
+1 3r+ Ty= 32
e 204 ey =2

Bk T 3 2=—=R30 8y — 39 fld =18 x = @

.1 Muuta vorrandi koikide liikmete mirgid vastandmirkideks ja siis
teda liikmeti liita teise vorrandiga tdhendab muidugi sedasama, mis
teda liikmeti lahutada sellest teisest vorrandist.
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Votame niiiid siisteemi, milles kordajad on erinevad,
nditeks niisuguse:
{ Tx + 6y =29

Esmalt vordsustame mingi ithe tundmatu, néiteks x
kordajate absoluutvddrtused. Selleks leiame
arvude 7 ja 5 iihise kordse (koige parem — vdikseima) ja
korrutame kummagi vorrandi molemad pooled vastava
tdiendusteguriga (nagu see toimub murdude i{ihenimeliseks
teisendamisel):

{ 7x 4+ 6y =29 (5-ga) { 35x + 30y = 145
—5x + 8y=10 (7-ga) |—35x 4 56y= 70;

vaadeldav juhtum on seega taandatud eelmisele.

Eeskiri. Selleks, et liitmisvotte abil lahendada kahe
vorrandi siisteemi kahe tundmatuga, vordsustatakse antud
vorrandeis esmalt kordajate absoluutvdirtused iihel kahest
tundmatust ja siis juhul, kui need kordajad on vorrandeis iihe-
suguste mirkidega, muudetakse iihes . vorrandis margid vas-
tandmairkideks. Vorrandite liitmisel saadakse siis iiks vorrand
ilhe tundmatuga, mis leitaksegi sellest vorrandist. Leitud arv
asetatakse ithesse antud vorrandeist ja leitakse siis teine
tundmatu.

97. Taheliste kordajatega vorrandisiisteem.

Monikord tuleb lahendada niisugust vorrandisiisteemi,
milles kordajad on maérgitud tdhtedega. Olgu ndutud lahen-
dada néiteks siisteem:

{ ax+ by=c
ax -+ bg=—=q¢l

Selle siisteemi voime lahendada iikskoik kumma, numbri-
liste kordajatega siisteemi puhul ndidatud votte abil. Antud
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juhul kdige lihtsam on rakendada liitmisvotet, s. o. toimida
nii: muuta margid i{ihes vorrandis vastandmaérkideks,
vordsustada iihe tundmatu, néditeks y kordajate absoluut-
vaartused ja liita vorrandid:

oapsle b= 0|0 ab’x + bb'y =1"b'c
—ax—by=—c b —abx—bby=—>bc
(ab’ — a'b)x =b'c — bc/,

millest leiame, kui ab’ — a’b # 0:

x_g’_c-—-bc’
T ab'—a'b’

Niisamuti leiame y:

!

ay - by== ¢ |a aad’x + a'by= a'c
—ax—by=—~cla —aa'x — ab'y —=— ac’
(@b—ab)y= a'c—ac,
millest
adernac
Y=ab—av "
Harjutused.

169. Asendusvotte abil lahendada jargmised vorrandisiisteemid:
f y=2x—3 { Sx+y=3 f3x—5y==6
\3x+2y=38 3x—2y =7 Uxtag=—15

170. Liitmisvotte abil lahendada jargmised vorrandisiisteemid:
f 4x+T7y=>5 3x+5y=20 {5x—8y=19
\—2x+5y=6 2x— 10y =0 2x—2y =10

171. Mingi votte abil lahendada jidrgmised vorrandisiisteemid:
f(2x—1)(y+2) = (x—2)(2y+5)

\ 5x—2=2y+15

172. {ax—}—by:c {x+a=my‘

y=mx y+b=nx

173. Leida a ja b vaidrtus kaksliikkmes y=ax—+ b eeldustel,

et y=—11, kui x=—2, ja y=1, kui x=2.
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174. Osteti 8 kg iiht kaupa ja 19 kg teist ning maksti kogu ostu
eest 16 rbl. 40 kop.; samade hindadega osteti teine kord 20 kg iiht
kaupa ja 16 kg teist kaupa ning maksti kokku 28 rbl. 40 kop. Leida
kummagi kauba kilogrammi hind.

175. Trust sai miiiigiks jalgrattaid ja mootorrattaid kokku
65 tiikki. Jalgrataste eest ta maksis 100 rbl. tiikist ja mootorrataste eest
400 rbl. tiikist. Kogu selle kauba miiligist sai trust 2980 rbl. kasu, kus-
juures jalgrattad miiiidi kasuga 12% ja mootorrattad kasuga 25%. Kui
palju oli neid ja teisi?

176. Insener pidi panema telefoniposte kahe koha vahele. Ta arves-
tas, et kui panna post kummassegi ddrmisesse punkti ja iga 50 m
jarele nende vahele, siis tuleb 21 posti puudu. Kui aga panna post iga
55 m jarele, siis tuleb ainult iiks post puudu. Kui palju oli poste ja
missuguste vahedega ta peab need panema?

177. Kahel tdisnurksel kolmnurgal on vordsed hiipotenuusid. Esi-
mesel kolmnurgal on iiks kaatet 4 m liilhem ja teine 8 m pikem teise
kolmnurga vastavast kaatetist. Arvutada nende kaatetite pikkused, kui
on teada, et esimese kolmnurga pindala on 34 m2? vérra suurem teise
pindalast.

Kolme vorrandi siisteem kolme tundmatuga.

98. Kolme tundmatuga esimese astme vorrandi normaalkuju.

Kui  esimese astme vorrandis kolme tundmatuga x, y
ja z teostada needsamad teisendused, mis eespool niitasime
iihe ja kahe tundmatuga vorrandi puhul, siis anname vorran-
dile niisuguse (normaalseks nimetatava) kuju, mille
puhul vorrandi vasakul poolel on ainult kolm liiget: iiks x-ga,
teine y-ga ja kolmas z-ga, ning vorrandi paremal poolel on
iiks otsitavaid mittesisaldav liige.

Selline on néiteks vorrand

5x — 3y —4z=—12.

Tema iildkuju (normaalkuju) on jirgmine:

ax by Huoz==d,

kus a, b, ¢ ja d on mingid antud relatiivsed arvud.
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99. Kolme tundmatuga kahe ja iihe vorrandi mairamatus.

Olgu antud kahe vorrandi siisteem kolme tundmatuga:
5x—3y+2=2; 2x+y—z=656.

Anname iihele tundmatule, néiteks 2-le, mingi meele-
valdse vidartuse, iitleme vdartuse 1, ja asendame 2z selle
arvuga: '

{5x—3y+1=2 {5x——3y=1'
2+y—1=6, %%\ 2x4+y=7

™

Niiviisi saame kahe vorrandi siisteemi kahe tundmatuga.
Lahendades selle mingil viisil, leiame:

P i

tihendab, antud kolme tundmatuga siisteem on rahuldatud,
kui x=2, y=23 ja z=1. Anname niitid tundmatule 2 mingi
teise vddrtuse, niiteks 2=0, ja asetame selle védartuse antud
vorrandeisse:

bx—=3y=2; 2x+4 y=2©.

Me saame jéillegi kahe vorrandi siisteemi kahe tundma-
tuga. Lahendades selle mingi vottega, leiame:

20 9 4
x=np=Il3: y=2g3.

Tadhendab, antud siisteem on rahuldatud, kui x= 1+,
- Yy=2¢#ja 2=0. Andes z-le veel mingi (kolmanda) vdér-
tuse, me saame jélle kahe vorrandi siisteemi kahe tundma-
tuga, millest leiame x ja y vdirtused. Et z-le voime anda
kuitahes palju erinevaid véirtusi, siis ka y ja x jaoks voime
saada kuitahes palju vddrtusi (mis vastavad z voetud véaar-
tusele). Tahendab, kahel vorrandil kolme tundmatuga on
iildiselt arvutu hulk lahendeid; teiste sonadega, niisugune
siisteem on mddramatu.
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Veel suurem on madaramatus, kui vaadeldakse ainult iiht
vorrandit kolme tundmatuga. Siis on voimalik anda meelevald-
sed vaartused mingile kahele tundmatule; kolmas tundmatu
aga leitakse antud vorrandist, kui selles kaks tundmatut asen-
dada neile meelevaldselt antud véartustega.

100. Kolme vorrandi siisteem kolme tundmatuga.

Selleks, et saaks leida kolme tundmatu kindlaid numbri-
lisi vaartusi, on vaja, et oleks antud kolme vorrandi siisteem.
Niisugust siisteemi saab lahendada niihdsti asendusvottega
kui ka liitmisvottega. Nditame nende votete rakendamist
jargmisel nditel (kus igale vorrandile on enne antud nor-
maalkuju):

3x — 2y + 52=7
7x + 4y — 82=3
5x — 3y — 4z —=—12.

101. Asendusvote.

Uhest vorrandist, nditeks esimesest, avaldame iihe tund-
matu, néditeks x-i, kahe {ilejaddnud tundmatu kaudu:
_T+—5
= 5 .
Et x koigis vorrandeis tihendab iiht ja sama arvu, siis
iilejddnud vorrandeis voime x-i asendada leitud avaldisega:

7. 70825 1 4y 82—3,
§-TEBLE . 15

Niiviisi saame kahe vorrandi siisteemi kahe tundmatuga
Yy ja z. Lahendades selle siisteemi {ihe varemkirjeldatud votte
abil, leiame y ja z numbrilised vdartused. Meie ndites nendeks
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vaartusteks on: y =3, z=2; asetades need arvud meie poolt
leitud x-i avaldisse, leiame ka selle tundmatu:

el 1k S
Niisiis esitatud siisteemi lahendiks on x=1, y=3, 2=2
(nagu kontrollimisel voib veenduda).

102. Liitmisvaote.

Antud kolmest vorrandist votame kaks vorrandit, néiteks
esimese ja teise. Vordsustades neis iihe tundmatu, niiteks 2z
kordajate absoluutvidartused, korvaldame neist selle tundmatu
liitmisvotte abil; sellega saame i{ihe vorrandi kahe tundma-
tuga x ja y. Edasi votame antud kolmest mingi teise paari
vorrandeid, nditeks esimese ja kolmanda (v0i teise ja kol-
manda), ja sama votte abil korvaldame neist sellesama tund-
matu, s. 0. z-i; sellega saame veel {ihe vorrandi tundmatu-
tega x ja y:

1) 3x —2y + 52=7 (4-ga) 24x — 16y + 40z =56
2) 7x+ 4y —82=3 (8-ga) 35x 4 20y — 402=15
59x + 4y =71

1) 3x—2y +52=7 (5-ga) 12¢x — 8y + 20z2= 28
2) bx—3y—4z=—12 (5-ga) 25% — 15y — 20z = — 60
37x — 23y = — 32

Lahendame saadud kaks vorrandit; saame x=1, y=3.
Need arvud asetame iihte antud vorrandisse, nditeks esimesse:

3:1=2:3402=T7; 2=7—3+6=10; 2=2.

Miarkus. Samade votete abil saame nelja vorrandi siis-
teemi nelja tundmatuga taandada kolme vorrandi siisteemiks
kolme tundmatuga (ja selle siisteemi — kahe vorrandi siis-
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teemiks kahe tundmatuga jne.). Uldiselt m vorrandi siis-
teemi m tundmatuga saame taandada m — 1 vorrandi siistee-
miks m — 1 tundmatuga (ja selle siisteemi m — 2 vorrandi
siisteemiks m — 2 tundmatuga jne.).

Harjutused.

L,
Ly
4x—3y+2:=9 ok s BB
178. § 2x+5y—3z2=4 179. 5x —6y +22=12
5x + 6y — 22 = 18.
i 5z=42~i———7x+y.

- X2 : 1
x—y+z=17 5x+6 9
180. {5x+3y—22=10 18l. 13y+42z 8
7x+ 4y — 5z =3. x+2 T
Xy —"128

Vorrandisiisteemide moned erikujud.

103. Juhtum, kus iga antud vorrand ei sisalda koiki otsitavaid,

néiteks: 10x —y 4+ 32=>5
4v —bHx==6
2y 4 32=~6
3y - 20 —4,

Sel juhul siisteem laheneb kiiremini kui harilikult, sest
monedest vorranditest on need voi teised tundmatud juba kor-
valdatud. On vaja ainult taibata, missugused tundmatud mis-
sugustest vorranditest tuleb veel korvaldada, et voimalikult
kiiresti jouda {ihe vorrandini iihe tundmatuga. Korvaldades
meie ndites z esimesest ja kolmandast vorrandist ning v tei-
sest ja neljandast vorrandist, saame kaks vorrandit tundma-

tutega x ja y:

10x— y+32= b 4v —bx= 6
—2y—32=—26 — 4y —6y=—28
10x — 3y =—1; —b5x — 6y = — 2.
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Lahendades need vorrandid, leiame: x=20; y =14.
Need arvud asetame niiiid teise ja kolmandasse vorran-
disse; siis saame:

3

v=5; 2= =

©[5
ol ~
.

104. Juhtum, kus tundmatud esinevad ainult

murdude —1-, i, ... kujul.
¥y

Olgu antud nditeks siisteem:

R R |
Fs Sy >
R e
et
7 ST [ty |

= —

Niisugust siisteemi on koige lihtsam lahendada abi-
tundmatute vottega. Tahistame
i=x’, —l-zy' ja -1—:2’.
- y ¥
Siis saame jargmise siisteemi tundmatutega x’, y’ ja 2’

7
X'-}-y'—Z’:F

5
,.—. ’—- ,—-'_._.._
Tl — 2=

1

! — ! e— ’ — s
Yo X2 =y
Lahendades selle siisteemi, leiame:

1

1
xr______z_’ Yy =1, zl=§_,

1 1 1
i et
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Votame veel teise ndite:

8 3+ 4
s T R i
g grii g 1
o et L g
5.4 53 1
R e
Murde%,%jms. saab vaadelda kui korrutisi 3-%,
$ & gl 1 T et RN "
2-7 jne. Seetottu tdhistusega SHEL, Sy Ji- eng

kujuneb antud siisteem niisuguseks:

3x' + 2y — 42 =—13
6x" — 3y’ — z’=5%
N o h e, B

5.
Neist vorrandeist leiame:

¥=9, y=—t, Z=5;

tahendab: LSRR e et s 8 9
. X . ] ,V 2 b b
millest
“iay vy
X—i, Y=z, 2—?.

105. Juhtum, kus antud vorrandid on kasulik liita.

Olgu antud siisteem

*+y=a
y+2=b
x +z=4e.

Liites koik vorrandid, leiame:
20+y+2)=a-+b+c;
x+y4z= Lzﬂ :
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Lahutades viimasest vorrandist iga antud vorrandi, saame:

a-+bse . s : e
i N A o YR i Se iy st
Harjutused.
3x -+ 5y = 74 LT G
wz{u+%=% 183. %_;
=25. e —_—
2yt 2 x+_y 6.
2 3 4 1
4x—-—32+u=lO —;—*————:—-
i y - A B |7
IRE ity 185. 5 SN N R,
ytu=17 X F e T
+ 2y + 3u = 25. s
———-—-'——:—.
X y 2 2

x+y+z=29%

1
xt+y—z= 82
NPy |
X2 ¥

© 187. Kolm ostjat ostis kohvi, suhkrut ja teed. Esimene ostja mak-
sis 8 kg kohvi, 10 kg suhkru ja 3 kg tee eest 35 rbl.; teine ostja maksis
4 kg kohvi, 15 kg suhkru ja 5 kg tee eest 40 rbl. ja kolmas ostja kulu-

tas 82 rbl. 50 kop., ostes 12 kg kohvi, 20 kg suhkrut ja 10 kg teed.
Leida kohvi, suhkru ja tee kilogrammi hind.

188. On kolm »tiikki kulla, hobeda ja vase sulamit, mis sisaldavad

vastavalt:

1) 5 osa kulda, 6 osa hobedat ja 8 osa vaske;
2) 3 » ” 5 ”» ” 7 ”» »
3) 7 ”» ”» 13 ” ”» 18 ”» ”

Mitu kilogrammi tuleb votta igast tiikist, et moodustada sulamit, mil-

les oleks 79 kg kulda, 118 kg hobedat ja 162 kg vaske?
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Ajaloolisi teatmeid.

Vorrandeid kohtame juba antiikajal egiptlaste juures. Ahmes’e
poolt (2000 aastat e.m.a.) kirjutatud papiiliruses leidub esimese astme
vorrandeid iihe tundmatuga, kusjuures tundmatut maérgiti sonaga
,hau” — kuhi.

Kreeka matemaatikul Diophantos’el (m.a.IVsaj.) leiame vidga
mitmesuguseid vorrandeid, nende hulgas ka mitme tundmatuga vorran-
deid, kuid ta ei anna nende lahendamiseks iildist votet.

Newton esitab juba mitu votet vorrandisiisteemide lahendamiseks,
nende hulgas ka asendusvotte.

Palju tegelesid vorranditega araabia opetlased, kusjuures nad vor-
randite lahendamiseks kasutasid vordsete  liikmete liitmist vorrandi
molema poolega ja lahutamist mdlemast poolest. Esimest tehet nime-
tati ,taasseadmiseks”, araabia keeles ,algebre”, teist »vastandami-
seks” — ,almukabalah”. Esimesest neist sonadest (aldZebr) on tulnudki
nimetus ,algebra”, :

9 Kisseljov. Algebra I osa. 129



s Viies jagu.
RUUTJUURE LEIDMINE.

I. Juurte pohiomadused.
106. Juure definitsioon.

Teiseks juureks (ehk ruutjuureks) arvust a nimetatakse
niisugust arvu, mille ruut vordub arvuga a. Nii on ruutjuur
49-st arv 7 ja samuti ka arv —7, sest 72=49 ja
(—7)2=49. Kolmandaks juureks (kuupjuureks) arvust @
nimetatakse niisugust arvu, mille kuup vordub arvuga a.
Niiteks kuupjuur —125-st on —5, sest (—5)3=
= (—5) (— 5) (—5) =—125.

Uldiselt n-es juur arvust a on niisugune arv, mille n-es
aste vordub arvuga a.

Arvu n, mis nditab, mitmes juure aste on a, nimetatakse
juurijaks.

Juurt mérgitakse siimboliga V/ (juuremirk). Tema roht-
kriipsu alla kirjutatakse arv, millest juurt leitakse (juuritav),
ja nurga ava peale paigutatakse Juurlja Niisiis

kuupjuur 27-st margitakse kujul \/ o

viies juur 32-st 5 ! \/ 32,
Tavaliselt ruutjuure puhul juurijat iildse ei kirjutata; nai-

- S, g el
teks / 16 asemel kirjutatakse / 16.
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Tehet, mille abil leitakse juurt, nimetatakse juurimiseks;
see on astendamise poordtehe, sest selle tehte abil leitakse
arv, mis astendamisel on antud (nimelt astendatav),ja antud
on arv, mida astendamisel otsitakse (nimelt aste ise). See-
tottu juurimist saame. alati' :kontrellida
astendamisega. Naiteks et kontrollida vordust

3
V 125 =5, on kiillalt, kui 5 astendada 3-ga; saanud juuri-
tava 125, me jdreldame, et 5 on toepoolest kuupjuur 125-st.

107. Aritmeetiline juur.

Juurt nimetatakse aritmeetiliseks, kui ta on positiivne arv
ja on'saadud positiivse arvu juurimisel. Naditeks aritmeeti-
line ruutjuur arvust 49 on 7, kuna arvu —7, mis ka on ruuat-
juur 49-st, ei nimetata aritmeetiliseks.

Néitame aritmeetilise juure jargmist kaht omadust.

a) Olgu noutud leida aritmeetiline v/ 49. See juur on 7,
sest 72=49. Seame endale kiisimuse, kas on voimalik leida
mingit teist positiivset arvu x, mille ruut samuti oleks 49.
Oletame, et niisugune arv leidub. Siis ta peab olema kas
viiksem kui 7 voi suurem kui 7. Kui oletame, et x < 7,
siis x2 < 49 (korrutatava ja korrutaja vahenemisel korrutis
viheneb, kui tegurid on positiivsed); kui aga oletame, et
x > 7, siis ka x2 > 49. Tahendab, iikski 7-st vdiksem ega 7-st
suurem positiivne arv ei saa vorduda 1/ 49. Niisiis
saab olla ainult iiks antud juurijaga aritmeetiline juur antud
arvust.

b) Votame mingi kaks mittevordset positiivset arvu, néi-
teks 49 ja 64. Sellest, et 49 < 64, saame jédreldada, et
vV 49 < V/ 64 (sest mirgiga \/ tdhistame ainult aritmeetilist
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ruutjuurt). Toepoolest: 7 < 8. Nusamutl sellest, et 64 < 125,
saame jdreldada, et ka \/ 64 < \/ 125. Toepoolest:
\/ 64 =4 ja \/ 125=>5 ning 4 < 5. Uldiselt:

viiksemale positiivsele arvule vastab ka viiksem aritmee-
tiline juur (iihe ja sama juurija puhul).

108. Algebraline juur.

Juurt nimetatakse algebraliseks, kui ei nouta, et ta oleks
positiivne ja oleks saadud positiivse arvu juurimisel. Niisiis,

kui avaldist :/Tz moistetakse n-nda algebralise juurena, siis

see tdhendab, et arv a voib olla nii positiivne kui ka nega-

tiivne ja juur ise voib olla nii positiivne kui ka negatiivne.
Niitame algebralise juure jédrgmist nelja omadust.

a) Paarituarvulise juurijaga juur positiivsest arvust on
positiivne arv.

3
Nii peab \/ 8 olema positiivne arv (ta on 2), sest nega-
tiivse arvu paarituarvulise astendajaga aste on negatiivne
arv.
b) Paarituarvulise juurijaga juur negatiivsest arvust on
negatiivne arv

Nii peab \/ ' — 8 olema negatiivne arv (ta on —2), sest
positiivse arvu mistahes astendajaga aste on positiivne arv,
mitte aga negatiivne.

c) Paarisarvulise juurijaga juur positiivsest arvust omab
kaht viairtust, mis on vastandmirkidega ja iithesuguste abso-
luutviirtustega.

Nii V+4=+2ja Vv +4=—2, sest (+2)2=-14
LR
ja (—2)2=-+44; téapselt niisamuti / 4+81=-+3 ja
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</T51 — — 3, sest astmed (— 3)% ja (+ 3)% vorduvad iihe
ja sama arvuga -+ 81. Algebralise juure kaht vddrtust mar-
gitakse harilikult kahe margi paigutamisega aritmeetilise
juure ette; nii jadab juure tahis ka siis ainult {ihe véértuse,
nimelt aritmeetilise juure siimboliks. Seega tingimust x2 =25
tditev algebraline juur x= =+ \/ 25= =+ 5. 3

d) Paarisarvulise juurijaga juur negatiivsest arvust eisaa
vorduda iihegi positiivse ega iihegi negatiivse arvuga, sest
nii iiks kui ka teine neist astendamisel paarisarvuga annab

positiivse arvu, mitte aga negatiivse. Naiteks Vv —9 ei
vordu -+ 3-ga, ei — 3-ga ega iithegi muu arvuga.

Harjutused.
Millega vorduvad jargmised avaldised:
89. v 100: VOOI: VT. i St
189. Vv 100; V0,01; 1 6’ Va4 NS,

190. (V 5)2; (\3/?7)3 (Va)’ (\/H—x)2

(D

- JRAAE = > FER A0S ST
9. Vo Vo7 Vs' . v =000l

1 " %%t 4
16; 6 V8L V—4 V—a% V—I6

109. Korrutise, astme ja murru juurimine.

4
192. Vv

a) Olgu vaja leida aritmeetiline ruutjuur korrutisest abc.
Kui noutaks korrutise astendamist kahega, siis, nagu nédgime
(§ 46), voiks astendada kahegaiga tegurieraldi. Etjuurimine
on astendamise poordtehe, siis peab ootama, et korrutise
juurimiseks voib juurida iga tegurit eraldi, s. t. et

Vabc=Va-Vb-Vec
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Selleks, et veenduda selle vorduse kehtivuses, astendame
tema parema poole kahega (korrutise astendamise teoreemi
jargi):

(Va-vb-ve)y=(Vaz- (Vb2 (Vo
Kuid juure definitsiooni jargi
(Vayr=a, (Vb)2=b, (Vc)=c.
Jarelikult i3 b da v
(Vayv.by c)2=abc.
Kui korrutise v av/ bV ¢ ruut vordub abc-ga, siis see

tihendab, et see korrutis vordub ruutjuurega abc-st. Nii-
samuti :

sest
G % LBl &5 S e
(Vavbye)s=(vVa)s(Vb)3(Vc)=abe.
Tahendab, selle asemel, et votta aritmeetilist juurt korru-
tisest, voib votta selle igast tegurist eraldi.

b) Proovimise teel on kerge veenduda, et jirgmised vor-
dused on oiged:
V at =az2, sest (a2)2 = a4,
Yoo
VEZ=xt , (x%)3=x12, jms.
Téhendab, selle asemel, et juurida astet, mille astendaja
jagub juurijaga, voib astendaja jagada juurijaga.
c) Oigeteks osutuvad ka jargmised vordused:

LB s (3)2_32_9

By ¢ 7 =e=n

VE‘_V'S_z (2)“___23_8

R ERPES S NG 6 S -
V27
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Uldiselt: Vb ; ]/b Va :

Tihendab, selle asemel, et juurida murdu, voib juurida
lugejat ja nimetajat eraldi.

Meenutame, et neis eeskirjades eeldatakse, et jutt on
aritmeetilistest juurtest.

Néited.

1. V 9a%h6 =/ 9 V a*V b6 = 3a2b3.

9. v/ 1250550 — v/ 125 / @b/ 2 = 5a2xs.
Harjutused.

193. VEO; V Looor-25, vaas voaeyt

g 1__' B s
194. V= 27a%6%; Vﬁaw; V abe.
195. Va5 V25 Vx5 V(at+b)t

3 3 PR g
196. v \/-—a6 V %9, v(m+n)6

s V125’ V 1000° Vb3’ Vy3 V_'

198. V 25a%%% v 0,36x4%; V (b + c)xt,

“II. Ruutjuure leidmine arvudest.
110. Eelmarkused.

a) Kone lithendamiseks iitleme ,ruutjuure” asemel kées-
olevas peatiikis lihtsalt ,juur”.
b) Kui loomuliku arvuderea arvud
b3 A0h,
astendame 2-ga, siis saame niisuguse ruutude tabeli:
1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100, 121, 144, ...
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On ilmne, et leidub vdga palju tdisarve, mida selles tabe-
lis ei ole; juured neist arvudest muidugi ei ole tdisarvud.
Seetottu nouet, leida juur mingist tdisarvust, niiteks leida

V/ 4082, me lepime kokku moista nii: leida tdisarv, mille
ruut on 4082, kui see on voimalik, voi, kui see osutub voi-
matuks, leida kdige suurem tdisarv, mille ruut sisal-
dub arvus 4082 (see arv on 63, sest 632=23969, kuid
642 — 4096).

¢) Kui antud arv on 100-st vdiksem, siis juur temast lei-
takse korrutamistabeli abil.

111. Juure leidmine tdisarvust, mis on viiksem kui 10 000,
kuid suurem kui 100.

Olgu vaja leida / 4082. Et see arv on viiksem kui
10 000, siis juur temast on vdiksem kui 100. Teiselt poolt,
antud arv on suurem kui_100, tdhendab juur temast on suu-
rem kui 10 (voi vordne 10-ga). Kuid iga arv, mis on 10-st
suurem (voi vordne 10-ga) ja 100-st vaiksem, omab kaht
numbrit, tdhendab, otsitav juur on summa

kiimned 4 lihtithikud
ja seepdrast tema ruut peab vorduma summaga
(kiimned) 2 4~ 2 - (kiimned)-(lihtiihikud) - (lihtithikud)2.

See summa peab olema suurim ruut, mida sisaldab
arv 4082. Et (kiimned)? moodustavad sajad, siis kiimnete
ruutu tuleb otsida antud arvu sadades. Sadasid antud arvus
on 40 (nende arvu leiame, kui paremalt komaga eraldame
kaks numbrit). Kuid 40 sisaldab mitu taisruutu: 36, 25, 16, ...
jt. Votame neist suurima, s. o. 36, ja oletame, et juure kiim-
nete ruut vordub nimelt selle suurima ruuduga. Siis juure
kiimnete arv peab olema 6. Veendume niiiid, et see alati peab
olema nii, s. o. alati juure kiimnete arv vordub suurima tiis-
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arvulise juurega juuritava.sadade arvust.. Toepoolest, meie
ndites juure kiimnete arv ei saa olla suurem Kkui 6, sest
(7 kiimmet)2 =49 sada, mis iiletab 4082. Kuid ta ei saa
olla ka vidiksem kui 6, sest 5 kiimmet (koos lihtiihikutega)
on véiksem kui 6 kiimmet, ja (6 kiimmet)2 =36 sada, mis
on viiksem kui 4082. Et me otsime suurimat tdisarvulist
juurt, siis juure jaoks ei tule votta 5 kiimmet, kui isegi
6 kiimmet ei ole palju. Nonda siis oleme leidnud juure kiim-
nete arvu, nimelt 6. Selle numbri kirjutame margist = pare-
male, meeles pidades, et ta tdhendab juure kiimneid. Vottes
tema ruudu, saame 36 sada. Need 36 sada lahutame juuri-
tava 40 sajast ja jddgi juurde kirjutame arvu 82:

V 40'82=6
36

: 482
Arv 482 peab sisaldama summat:
2- (6 kiimmet) - (lihtiihikud) + (lihtihikud)2.

Korrutis 2. (6 kiimmet)-(lihtithikud) peab andma kiimned,
mistottu kiimnete ja lihtithikute korrutise kahekordset tuleb
otsida jddgi kiimnetes, s. o. arvus 48 (nende arvu saame,
kui jddgis 48’2 eraldame iihe numbri paremalt). Juure kiim-
nete arvu kahekordne on 12. Tahendab, kui 12 korrutada
juure lihtithikute arvuga (mis praegu veel ei ole teada), siis
peame saama arvu, mis sisaldub 48-s. Seepdrast 48 jagame
12-ga. Selleks tombame jdédgist vasakul piistkriipsu ja kirju-
tame selle ette (taandudes kriipsust peatselt selguval .ees-
margil iihe koha vorra vasakule) juure esimese numbri kahe-
kordse, s. 0. 12, ja jagame 48 sellega.

Jagatiseks saame 4. Kuid ette ei saa vastutada, et numbri
4 voib votta juure lihtiihikuteks, sest me jagasime 12-ga
jdagi koik kiimned, kuna osa neist voib-olla ei kuulu kiim-
nete ja lihtithikute korrutise kahekordsesse, vaid lihtiihikute
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ruudusse. Seetdttu number 4 voib osutuda liiga suureks.
Teda on vaja proovida. On ilmne, et ta sobib sel juhul, kui
summa 2. (6 kiimmet) -4 4 42 osutub mittesuuremaks jaa-
gist 482. Seda summat saab arvutada jargmisel lihtsal vii-
sil: piistkriipsu ette juure numbri kahekordse (12) korvale
paremale kirjutame numbri 4 (seepdrast me taandusimegi
kriipsust iihe koha vorra) ja temaga korrutame saadud
arvu (124 korrutame 4-ga):
V4082 =6
36
12448'2
4496

Toepoolest, selle korrutamise teostamisel 4 korrutame
4-ga, tahendab, leiame juure lihtiihikute ruudu; siis 12 kiim-
met korrutame 4-ga, tihendab, leiame juure kiimnete ja liht-
ithikute korrutise kahekordse. Tulemusena saame korraga
iihe ja teise summa. Selleks korrutiseks tuli 496, mis on suu-
rem kui jadk 482; tdhendab, number 4 on liiga suur. Siis
proovime niisamuti jargnevat véiksemat numbrit, s. o. 3.
Selleks kustutame numbri 4 ning korrutise 496 ja numbri 4
asemele kirjutame 3 ning korrutame 123 arvuga 3:

V2082 =63
36

1234872

3369

113
Korrutis 369 osutus vidiksemaks jaagist 482; tahendab,
number 3 sobib (kui oleks juhtunud, et see number oleks
olnud liiga suur, siis oleks vaja proovida jdrgmist viikse-
mat numbrit, s. 0. 2). Numbri 3 kirjutame juure kiimnete
numbrist paremale. Viimane jddk 113 né&itab, mille vorra
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antud arv iiletab suurima temas sisalduva ruudu. Kontrolliks
astendame 63 arvuga 2 ja tulemusega liidame 113:
: 632 = 3989
4+ 118
4082
Et summaks saime antud arvu 4082, siis tehe on Ooieti
teostatud.

Néaited.
1. Y1225 =35 2. /86’55 =93 3. V16’05 =40
9 1 16
65 | 32’5 183 | 55’5 8| 05
5325 3| 549 |
0 6
4. V872=29 5. ¥ 64’00 =80
4 64
49 [2 72 “00
9441
31

Neljandas néites jaagi kiimnete 47 jagamisel 4-ga saame
jagatisena 11. Et aga juure lihtiihikute numbriks ei saa olla
kahekohaline arv 11 voi 10, siis tuleb otsekohe proovida
numbrit 9.

Viiendas ndites pdrast 8 ruudu lahutamist esimesest riih-
mast osutub jddk vordseks 0-ga ja jdrgmine rithm koosneb
samuti nullidest. See nditab, et otsitav juur koosneb ainult
8 kiimnest, ja seepdrast lihtiihikute kohale tuleb panna null.

112. Juure leidmine tdisarvust, mis on suurem kui 10 000.

Olgu noutud leida V/ 35782, Et juuritav iiletab 10 000,

siis juur temast on suurem kui / 10 000 = 100, ja tahendab,
ta koosneb kolmest v6i enamast numbrist. Koosnegu ta kui-
tahes mitmest numbrist, ikka voime teda vaadelda ainult
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kiimnete ja lihtithikute summana. Kui juur oleks nai-
tek's 482, siis voime teda lugeda summaks 48 kiimmet -+
-+ 2 lihtiihikut. Siis juure ruut koosneb endiselt kolmest lii-
detavast:

(kiimned) 2 + 2. (kiimned) - (lihtiithikud) 4 (lihtithikud)2.

Niiiid saame arutada téiesti niisamuti nagu / 4082 leid-
misel (eelmises paragrahvis). Erinevus ilmneb ainult selles,
~et juure kiimnete leidmiseks 4082 puhul meil tuli leida
juur 40-st, mida sai teha korrutamistabeli abil;--niiiid aga

saa teha korrutamistabeli abil. Kuid v/ 357 saame leida vii-
sil, mis on kirjeldatud eelmises paragrahvis, sest arv

357 < 10 000:

V35782 = 189
o

28|25'7 |
8224
369 | 338’2
9| 3321
61

Suurim tdisarvuline juur 357-st on 18. Tdhendab, \/ 3’57’82
peab sisaldama 18 kiimmet.

Selleks, et leida lihtithikuid, on vaja 3'57'82-st lahutada
18 kiimne ruut, milleks on kiillalt, kui 18 ruut lahutada 357-st
sajast ja jddgi juurde iile kanda juuritava kaks viimast
numbrit. Jddk, mis tekib 18 ruudu lahutamisel 357-st, on
meil juba olemas: see on 33. Tédhendab, selleks et saada
jadki, mis tekib 18 kiimne ruudu lahutamisel 3'57'82-st,
tuleb 33 korvale paremale kirjutada numbrid 82.

Edasi toimime nii, nagu toimisime V 4082 leidmisel,
nimelt: vasakul jddgist 3382 tombame piistkriipsu ja selle
ette kirjutame (taandudes kriipsust {ihe koha vorra) juure

140



leitud kiimnete arvu kahekordse, s. o. 36 (kaks korda 18).
Jadgis eraldame paremalt ithe numbri ja jddgi kiimnete
arvu, s. o. 338 jagame 36-ga. Jagatisena saame 9. Proovime,
seda arvu, milleks kirjutame ta 36 korvale paremale ja kor-
rutame temaga. Korrutiseks tuli 3321, mis on jddgist véik-
sem. Té&hendab, number 9 sobib ja voime ta kirjutada
juuresse.

Uldiselt, selleks et leida ruutjuurt mistahes tdisarvust, on
vaja esmalt leida juur tema sadade arvust; kui see arv iile-
tab 100, siis tuleb leida juur selle sadade arvu sadadest, s. o.
antud arvu kiimnetuhandetest; kui ka see arv on suurem
kui 10000, siis tuleb leida juur kiimnetuhandete arvu sada-
dest, s. 0. antud arvu miljonitest, jne.

Nidited.
1. V8720000=2952. 2. V'8'50'3260'89 = 18717
st g Yo b
49| 472 | | 28250
9 a4l 8224
585 |: 8100 367 [263'2
5| 2925 | 7 2569 i
5902 17 500 8741 ' 6360 : :
2 | 11804 1| 8741
5696 87427] 261989
71 261989
0
3. V9511056 = 3084
9
608 | 5110
8| 4864
6164 | 24656
4 {24656
0

Viimases ndites esimese numbri leides ja tema ruudu lahu-
tades saame jadgiks 0. Kamname alla 2 numbrit 51. Eralda-
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des kiimned, saame 5 kiimmet, kuna juure leitud numbri
kahekordne on 6. Tdhendab, 5 jagamisel 6-ga saame 0. Juu-
res kirjutame teisele kohale 0 ja jdagi juurde kanname jérg-
mised 2 numbrit; saame 5110. Edasi jitkame nagu harilikult.

4.V 81’0000 = 900
81
o

Selles ndites otsitav juur koosneb ainult 9 sajast ja see-
parast kiimnete kohale ning lihtiihikute kohale tuleb panna
nullid.

Eeskiri. Selleks, et leida ruutjuurt antud tdisarvust, jaota-
takse tema numbrid, paremalt vasakule poole minnes, kahe-
numbrilisteks riilhmadeks, kusjuures esimeses (ddrmises vasak-
poolses) rithmas voib olla ka iiksainus number.

Juure esimese numbri saamiseks leitakse ruutjuur esime-
sest rithmast.

Juure teise numbri saamiseks lahutatakse esimesest riih-
mast juure esimese numbri ruut, jidgi korvale kantakse teine
rilhm ja saadud arvu kiimnete arv jagatakse juure esimese
numbri kahekordsega; saadud tidisarvu proovitakse.

See proovimine toimub nii: piistkriipsu ette (jdigist vasa-
kule) kirjutatakse juure varemleitud arvu kahekordne ja tema
korvale paremale poole kirjutatakse proovitav number; pérast
seda juurdekirjutamist saadud arv korrutatakse proovitava
numbriga. Kui korrutamisel saadakse jaigist suurem arv, siis
proovitav number ei kolba ja tuleb proovida jargmist, viik-
semat numbrit.

Juure jirgmised numbrid leitakse sellesama votte abil.

Kui pérast rithma iilekandmist saadud arvu kiimnete arv
osutub jagajast viiksemaks, s. o. viiksemaks kui juure lei-
tud osa kahekordne, siis juures kirjutatakse 0, kantakse iile
jirgmine rithm ja jdtkatakse tegevust endiselt.
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113. Juure numbrite arv.

Juure leidmise protsessi vaatlusest selgub, et juures peab
olema niimitu numbrit, kuipalju juuritav sisaldab kahenumb-
rilisi rilhmi (vasakpoolses rithmas voib olla ka iiks number);
teiste sonadega: kui juuritava numbrite arv on paarisarv, siis
juure numbrite arv on sellest kaks korda viiksem; kui aga
juuritava numbrite arv on paaritu arv, siis juure numbrite
arv on kaks korda viiksem selle paaritu arvu ja 1 summast.

Harjutused.
Leida ruutjuur jargmistest arvudest.

199. V 289; V 4225; V 61009; V 582169.
200. V 135424; V 956484; V 57198969.

201. V 68492176; V 422220304. 202. V 285970396644.
203. Selgitada, miks iikski tdisarv, mis 16peb numbriga 2, 3, 7 voi
8, ei saa olla tdpne ruut.

III. Ligikaudsete ruutjuurte leidmine.
114. Kaks juhtu, kus tdpset juurt ei leidu.

Tapseks ruutjuureks antud tidis- voi murdarvust nime-
tatakse niisugust arvu, mille ruut tépselt vordub antud
arvuga. Nditame tunnused, mille jirgi monikord saab
otsustada, et antud arvust tdpset juurt ei ole voimalik leida.

a) Kui antud tédisarvust ei saa leida tdpset tdisarvulist
juurt (juurimisel tekib jdak), siis sellest arvust ei saa leida
ka tdpset murdarvulist juurt, sest iga, tdisarvuga mittevor-
duv murd, korrutatud iseendaga, annab korrutisena murru,
mitte aga taisarvu.

b) Et juur murrust on vordne juurega lugejast, jagatud
juurega nimetajast, siis taandumatust murrust ei saa leida
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tapset juurt juhul, kui seda ei saa leida lugejast ja nimeta-
jast. Niiteks murdudest & 4§ ja {4 ei saa leida tépset
juurt, sest esimesel murrul ei saa seda leida nimetajast, tei-
sel murrul — lugejast ja kolmandal murrul — ei lugejast
ega nimetajast.

Arvudest, milledest juurt ei saa leida, on voimalik leida
ligikaudseid juuri, millest koneleme praegu kohe.

115. Ligikaudne juur tapsusega kuni 1.

Ligikaudseks ruutjuureks antud (tdis- voi murd-) arvust
tipsusega kuni 1 nimetatakse arvu, mis tdidab jargmist kaht
nouet: 1) selle arvu ruut on antud arvust védiksem (vo6i vor-
~ dub sellega), kuid 2) sellest arvust 1 vorra suurema arvu
ruut on antud arvust suurem. Teiste sonadega: ligikaudseks
ruutjuureks tapsusega kuni 1 nimetatakse suurimat tdisarvu,
mille ruut ei iileta antud arvu, s. o. seda juurt, mille leidsime
eelmises peatiikis. Seda juurt nimetatakse tdpsusega
kuni 1, sest tipse juure saamiseks oleks vaja selle ligi-
kaudse juurega liita veel iiks iithest vdiksem arv, nii et
vottes tundmatu tdpse juure asemele tema ligikaudse, teeme
vea, mis on vaiksem kui 1.

Olgu noutud leida ligikaudne juur arvust 395,74 tépsu-
sega kuni 1. Jittes murru tdhele panemata, leiame siis juure
ainult tdisarvust:

V%: 19
: &
29 (29
91261
"84

Saadud juur 19 ongi otsitav, sest
192 < 395,74 ja 202 > 395,74.
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Eeskiri. Selleks, et leida ligikaudset ruutjuurt tapsusega
kuni 1, on vaja leida suurim tdisarvuline juur antud arvu
tdisosast.

Selle eeskirja jérgi leitud arv on ligikaudne juur puudu-
seg a, sest tdpsest juurest puudub temas mingi (iihest véik-
sem) arv. Kui seda juurt suurendame 1 vorra, siis saame
teise arvu, milles tdpseks juureks on midagi liiga ja see
liigne osa on vidiksem kui 1. Seda 1 vorra suurendatud juurt
voib samuti nimetada ligikaudseks juureks tdpsusega kuni 1,
kuid liiaga.

116. Ligikaudne juur tapsusega kuni .

Olgu noutud leida 1/2,35104 tdpsusega kuni {4 (puudu-
sega). See tdhendab, et tuleb leida niisugune kiimnendmurd,
-mis koosneb tiisithikutest ja kiimnendikest ja mis rahuldab
jirgmist kaht nouet: 1) selle murru ruut ei iileta arvu
2,35104, kuid 2) temast 1y vorra suurema murru ruut iiletab

arvu 2,35104.
V2’85104 = 1,5

1

2518’5

51126

s
Niisuguse murru leidmiseks leiame esmalt ligikaudse juure
tapsusega kuni 1, s. o. leiame juure ainult tdisarvust 2.
Saame 1 (ja jddgi 1). Kirjutame juures numbri 1 ja paneme
tema jédrele koma. Niiiid hakkame otsima kiimnendike
numbrit. Selleks kirjutame jddgi juurde numbrid 35, mis
seisavad komast paremal, ja jitkame juurimist nii, nagu me
juuriksime tdisarvu 235. Leitud numbri 5 kirjutame juure
kiimnendike kohale. Juuritava iilejddnud numbreid (104) ei
ole meil vaja. Et saadud arv 1,5 toepoolest on ligikaudne
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juur tdpsusega kuni +y, see ndhtub jdrgnevast: kui me
oleksime leidnud suurima tdisarvulise juure 235-st tdpsusega
kuni 1, siis oleksime saanud 15, tdhendab:

152 < 235, kuid 162 > 235.

Jagades koik need arvud 100-ga, saame:
152

12 goasr 185935,
S. O.
() <938, () > 285
ehk
1,562 < 2,35; 1,62 > 2,35.
Jarelikult

1,52 < 2,35104; 1,62 > 2,35104 *.
Tédhendab, arv 1,5 on see kiimnendmurd, mida nimetasime
ligikaudseks juureks tdpsusega kuni 1.
Leiame selle votte abil veel jargmised ligikaudsed juured
tdpsusega kuni 0,1:

V57,40=15 Y0,30=05 10,088 =0,1

49 25 %
145 | 84'0 ' 5 28
125
115
117. ngikaudne juur tdpsusega kuni 100 , kuni i616(') jne.
Olgu ndutud leida tdpsusega kuni ﬁ ligikaudne /248

puudusega. See tdhendab: leida niisugune kiimnendmurd,
mis koosneb tdisiihikutest, kiimnendikest ja sajandikest ning

* Arvu 0,00104 lisandamise tottu kahekordne mirk < peab nihta-
vasti muutuma maéargiks <, kuid mark > jddb piisima (sest

0,00104 < 0,01).
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mis rahuldab kaht nouet: 1) tema ruut ei iileta arvu 248,

s 1 g &
kuid 2) temast ;5; vorra suurema murru ruut iiletab

arvu 248. Seda murdu otsime jdrgmiselt: esmalt leiame tais-
osa, siis leiame kiimnendike numbri, seejdrel sajandike
numbri. Juur tdisosast on 15. Kiimnendike numbri saamiseks
on -.vaja, nagu nigime, jdagi 23 juurde Kkirjutada veel
2 numbrit, mis seisavad komast paremal:

V/2'48',00°00 = 15,74

¥avh
25[148
2|125; |
307'230'
2149
3144‘*1—510_0
412576
252 4

Meie ndites neid numbreid {ildse ei ole; nende kohale
kirjutame nullid. Kirjutades need jadgi juurde ja jatkates
todd nii, nagu leiaksime juure tdisarvust 24 800, me saame
kiimnendike numbri 7. Jddb leida veel sajandike number.
Selleks kirjutame jadgi 151 juurde veel 2 nulli ja jidtkame
juurimist, nagu leiaksime juure tdisarvust 2480 000. Saame
15,74. Et see arv toepoolest on puudusega voetud ligikaudne

1_(1)6’ see ndhtub jargnevast. Kui

me leiaksime suurima tdisarvulise ruutjuure taisarvust
2 480 000, siis saaksime 1574; tdhendab:

15742 < 2480000, kuid 15752 > 2480 000.

juur 248-st tdpsusega kuni

Jagades koik arvud arvuga 10000 (= 1002), saame:

15742 15752

Toor S 248,0000; ooz = 248,0000,
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(514° < 248.0000;  (°75)" > 248,0000

ehk
15,742 < 248; 15,752 > 248.

Tihendab, 15,74 on kiimnendmurd, mida nimetasime
puudusega voetud ligikaudseks juureks 248-st tdpsusega

kuni 100°

Rakendades seda votet ligikaudse juure leidmiseks tdpsu-

tipsusega kuni j5555 jne., selgub jargmine

sega kuni ¥
g ! 1000 *

eeskiri.
Eeskiri. Selleks, et antud tdisarvust voi kiimnendmurrust

leida puudusega voetud ligikaudset juurt tipsusega kuni %,

kuni kuni 1-(}03 jne., leitakse esmalt puudusega voetud

1
m ’
ligikaudne juur tapsusega kuni 1, vottes juure tdisarvust (kui
see puudub, siis juures kirjutatakse 0 tervet).

Siis leitakse kiimnendike number. Selleks kirjutatakse
jddgi juurde kaks komast paremal seisvat juuritava numbrit
(kui neid ei ole, siis jddgi juurde kirjutatakse kaks nulli) ja
jatkatakse juurimist nonda, nagu seda tehakse tdisarvu juuri-
misel. Saadud number kirjutatakse juure kiimnendike kohale.

Seejirel leitakse sajandike number. Selleks kirjutatakse
jaagi juurde uuesti kaks numbrit paremalt neist, mis dsja iile
kanti, jne.

Niisiis juure leidmisel tédisarvust koos kiimnendmurruga
tuleb arvu numbrid jaotada kahenumbrilisteks riihmadeks,
alates komast vasakule (arvu tdisosas) kui ka komast pare-
male (arvu murdosas).
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Niited.
1. Leida juured kuni l—é—oz a) V2 b) vO03.

a) V2 =1,41 b) 10,30 =0,54
1 25
24 ITO"B 104 | 500
4| 96" 4| 416
281(—40’0 84
1| 281
119

= < | e Y 5
2. Juurida kuni groos: a) V 0,38472; b) V 1

a) 1/0,3874720 = 0,6202 b) V’E_ R~
36 ‘ 7 ’

122] 24'7 1/0,42'85'71'42 =0,6546
2| 244 A
12402 | 82000 125 68
2 ‘ 2480 4 5] 625
7196 1804| 6071
4| 5216
13086 | 8554’2
6| 78516
L2008

Viimases ndites teisendasime murru 2 kiimnendmurruks,

arvutades tema 8 kiimnendkohta, et saada juure 4 kiimnend-
koha leidmiseks vajalikud 4 numbririthma.

Mirkus. On olemas erilised tabelid, milledesse on
paigutatud (teatava tdpsusega arvutatud) ruutjuured oige
paljudest arvudest. Nende tabelite kasutamisviisid on hari-

likult ndidatud tabelite eessonas.

118. Juure leidmine harilikest murdudest.

Taandumatust harilikust murrust saab leida tdpse ruut-
juure ainult juhul, kui murru lugeja ja nimetaja on tdpsed
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ruudud -(§ 114). Juure leidmiseks sel juhul on vaja ainult
eraldi juurida lugejat ja nimetajat, niiteks:

V gy
e e

Harilikust murrust ligikaudset juurt mingi kiimnend-
murrulise tidpsusega on koige lihtsam leida sel teel, et
esmalt teisendada see harilik murd kiimnendmiirruks, arvu-

tades temast kiimnendkohti pérast koma kaks korda
enam, kui neid peab olema otsitavas juures. Olgu vaja

leida niiteks \/ 2% tdpsusega kuni 0,01, s. o. kahe kiimnend-
kohaga pérast koma. Selleks teisendame 23 kiimnend-
murruks nelja kiimnendkohaga: 2§—2,4285 ... ja leiame
ligikaudse juure arvust 2,4285 tdpsusega kuni 0,01:

V 2,4285 = 1,55
$ 10

25[142 |
5125 |
3051785
51525
260

Voib toimida muide ka teisiti. Selgitame seda jdrgmise
néite abil.

5
24 -

Teeme murru nimetaja tdpseks ruuduks. Selleks oleks
ainult vaja korrutada murru molemad liikmed nimetajaga 24;
kuid selles nédites saab toimida teisiti. Lahutame 24 algtegu-
riteks: 24—=2.2.2.3. Sellest lahutusest nédhtub, et kui 24
korrutada 2-ga ja veel 3-ga, siis korrutises iga algtegur esi-
neb paarisarv korda ja jérelikult nimetaja saab ruuduks:

?_1/_5 _]/5-2-3_V§6_V'3_0
7 SN 258125870 L e T TR

Leida ligikaudne
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Jadb leida veel v/ 30 mingi tdpsusega ja tulemus jagada
12-ga. Seejuures tuleb arvestada, et 12-ga jagamisel viheneb
ka murd, mis niitab tdpsuse astet. Leides \/ 30 niiteks

tapsusega kuni ll_u ja jagades tulemuse 12-ga, saame ligi-
kaudse juure murrust 234 tdpsusega kuni % (saame nimelt
54 . 55

120 12 120/ -

Harjutused.

204. V13 tipsusega 1; V13 tdpsusega 0,1; V13 tdpsusega 0,001.

205. V101 tdpsusega Tooi V0,8 tdpsusega 0,01.

1 .
100’
207. V356 kuni 1, siis kuni 0,1, edasi kuni 0,01.
208. Arvutada kuni 0,01 ruutjuur igast jdrgnevast murrust, teisen-
dades nad kiillaldase kohtade arvuga kiimnendmurdudeks:
3 3 ¥ 5 7
R MR T T T ;
209. Arvutada ruutjuur samadest murdudest, ilma nende teisenda-
miseta kiimnendmurdudeks, tehes nimetajad tdpseteks ruutudeks.

206. V0,0081 tipsusega V19,0969 tipsusega

100°

210. Arvutada juured:
V03, V57 (m()lemad kuni 1—1('))’

V2313, V0,00264 (malemad kuni ﬁ)

Ajaloolisi teatmeid.

Juurimistehte mérkimiseks kasutatava siimboli V' t5i matemaati-
kasse Rudolf a. 1525. Varem kirjutati lihtsalt terve séna ,juur” (ladina
keeles radix), mis hiljem lithendati iihe tdheni, ja sellest aja jooksul

kujuneski V.
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Kuues jagu.

Ruutvorrand.
119. Ulesanne.

Mootorpaat sditis mooda joge 28 km parivett alla ja sealt
otsekohe tagasi; selleks kulus tal 7 tundi. Leida paadi s6idu-
kiirus seisvas vees, kui on teada, et joe voolukiirus on 3 km
tunnis.

Olgu paadi soidukiirus seisvas vees x km tunnis; siis
pdrivett ta liigub kiirusega (x4 3) km tunnis ja vastuvett
kiirusega (x — 3) km tunnis. Tdhendab, 28 km soiduks kulus

tundi ja vastuvett liikudes x_2_§_

tal périvett liikudes 3

28
i )
tundi. Vastavalt iilesande tingimusele saame vorrandi:

28 28 :
ey & s lopkl
Vabastades vorrandi nimetajaist, saame
28(x,—3) +28(x+3)=7(x+3) (x—3),
8.0
28x — 84 + 28x + 84 =7 (x2—9)

ehk
56x = 7x2 — 63.

Me saime vorrandi, milles on liige tundmatuga teisel
astmel, kuid ei ole liikmeid, mis sisaldaksid tundmatut veel
korgemal astmel. Niisugust vorrandit nimetatakse feise astme
vorrandiks ehk ruutvorrandiks.
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Otsese asendusega veendume, et selle vorrandi lahendeiks
on 9 ja —1, milledest {ilesande vastuseks saab olla ainult
esimene lahend. :

Tuletame ruutvorrandite lahendamiseks iildise eeskirja.

120. Ruutvorrandi normaalkuju.

Tavaliselt viiakse ruutvorrandi (ja samuti ka korgema-
astmeliste vorrandite) koik liikmed parast vorrandi lihtsus-
tamist selle vasakule poolele, nii et vorrandi parem pool saab
vordseks nulliga. Nii omandab vorrand, mille keostasime eel-
mise iilesande lahendamiseks, parast liikmete {ileviimist kuju

56x — 7x2 + 63 =0
ehk, pédrast liikmete korrastamist tdhe x alanevate astmete
ol b 248 Bl D

Arve — 7, + 56 ja -+ 63 nimetatakse selle ruutvorrandi
kordajaiks: neist arvu -} 63 nimetatakse vabalitkmeks, arve
—7 ja + 56 aga esimeseks ja teiseks kordajaks (me
eeldame, et vorrandi liikmed alati on jarjestatud tdhe x ala-
nevate astmete jérgi). Need arvud voivad olla nii positiivsed
kui ka negatiivsed ja ka nullid (peale esimese kordaja, mis
ei saa olla null, sest vastasel juhul vorrand ei oleks ruut-
vorrand). Kui iikski kolmest kordajast ei ole null, siis
vorrandit nimetatakse tdielikuks. Niisuguse vorrandi iildkuju
(normaalkuju) on jargmine:

ax2.+ bx 4+ ¢ =20.

Mairgime, et esimese kordaja a saame ikka teha positiiv-
seks, muutes vajaduse korral iga liikme mérgi vastandmar-
giks (teiste sonadega, korrutades vorrandi molemad pooled
~arvuga — 1). Nonda voime iilaltoodud vorrandi kirjutada

kujul 7x2 — 56x —-63 =0,
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121. Mittetdielike ruutvorrandite lahendamine.

Ruutvorrandit nimetatakse rmittetdielikuks, kui temas
puudub liige, milles x on esimesel astmel, voi puudub vaba-
liige; teiste sonadega, kui teine kordaja & vordub nulliga voi
vabaliige ¢ vordub nulliga. Esimesel juhul vorrand omab
kuju ax2 + ¢=0, teisel juhul kuju ax2-+4 bx=0 (voib
juhtuda, et iiheaegselt b=0 ja ¢=0; siis vorrandil on
kuju ax2=0). Vaatleme koikide nende mittetédielike vorran-
dite lahendamist.

1. Mittetdielik ruutvorrand ax2 4+ ¢=0. Votame jirgne-
vad kolm néidet:

a) 3x2—27=0. Viies vabaliikme paremale, saame
3x2 =27 ja jdrelikult x2=29. Tahendab, x on algebraline
ruutjuur 9-st, s. o. arv 4+ 3 voi arv — 3. Mirgiga v/ téhis-
tades alati - ainult aritmeetilist ruutjuurt voime kirjutada:
x =1/ 9===3. Niisiis antud vérrandil on kaks lahendit.
Tahistades iihe neist x; ja teise xp, saame need lahendid
kirjutada nii:

1=V 9=++3, Xg=—1 9=—3.

b) 2x2—0,15=0. Viies vabaliikme iile, saame:
92 —0,15 ja x2=0,075.

Tahendab, gy
x== vV 0,075.
Leiame V/ 0,075 tipsusega, iitleme, kuni 1_(1)_0 (§ 117):
. - 1/ 0,07'50 = 0,27
o diy
47 35'0
7/32'9
21

Jirelikult x; = 0,27 ja xy=— 0,27.
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¢) 2x2+450=0. Viies 50 paremale, saame:

22— 50 mem— N 95 x—x V.

Et negatiivsest arvust ei saa olla ruutjuurt, siis antud
vorrandil ei ole lahendeid.

" Niisiis mittetdielik ruutvérrand ax2 4+ c¢=0 iildiselt
lahendatakse nii: :

C c
ax2:—c; x2:——; x:i‘/——.
a a

Kui avaldis —% on positiivne arv (see on, kui arvud a
ja c on erinevate mérkidega), siis temast saab leida ruut-
juurt (kas tdpselt voi ligikaudselt) ja seega x jaoks saame
kaks absoluutvéddrtuse poolest vordset arvu, milledest iiks on

positiivne ja teine negatiivne. Kui aga avaldis — — on nega-

tiivne arv (see on, kui arvud ¢ ja a on {ihesuguste marki-
dega), siis vorrandil ei ole lahendeid.

2. Mittetdielik ruutvorrand ax2 + bx—0. Erinditena
lahendame vorrandi 2x2 — 7x=—0. Selle vorrandi vasakul
poolel viime x tegurina sulgude ette:

x(2x —7) =0.

Niiiid vorrandi vasak pool on korrutis ja parem pool on
null. Kuid korrutis vordub nulliga ainult siis, kui mingi {iks
tegur vordub nulliga; seetottu meie vorrand on rahuldatud
ainult siis, kui esimene tegur x vordub nulliga voi teine
tegur 2x — 7 vordub nulliga (ja jérelikult x = §). Tahendab,
antud vorrandil on kaks lahendit:

1

7
¥1=0, Xo=5=35.
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Niisiis, mittetdielik ruutvorrand ax2 + bxv=0 ~ lahenda-
takse iildiselt nii:
ax?+bx=0; x(ax-+b)=0;
b

x1:0; ax2+b=0; x2:'——';.

3. Mittetiielik ruutvorrand ax2—=0. Niisuguse vorrandi
lahendiks on ilmselt ainult x=20.

Harjutused.

211, 3x2 =247 =0; %_x2—3=0; 22+ 25=0.

ot 3(x2—11)_2(x27—-60): 4 4

5 s e Y

213, 22— 7x=0; %x2+x=0; 0,2x2—.12_x=0,

ol 2

4. 2=x P—16x=0;  7x2=0; 0,7x2=0.
215. (x—2)(x—3)=0; x(x+4)=0 3(y—2)(y+3)=0.

122. Tiielike ruutvorrandite lahendamise niited.

Esimeseks nditeks votame vorrandi, mille koostasime § 119
iilesande lahendamiseks:

7x2 — 56x — 63 = 0.
Jagame tema koik liikmed 7-ga ja viime vabaliikme pare-
male: SR
Kiisime niiiid, kas kaksliikmega x2 — 8x saaks liita nii-

sugust kolmandat liiget, et tekiks tdisruutu kujutav kolmliige.
Seatud kiisimusele on kerge vastata, kui kaksliikme kujutame

nii:
x2 —2x.4.

Niiiid on selge, et tdiendades seda kaksliiget liikmega 42,
saame kolmliikme

x2—2x-4 4 42,
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mis vordub vahe x — 4 ruuduga. Aga et me vorrandi vasaku
poolega liitsime 42 (s.o. 16), siis peame sama arvu liitma
ka vorrandi parema poolega. Seda tehes saame:

%2 —8x+ 16=9 + 16, s.0. (x—4)2=25.

Niisiis vahe x —4 on niisugune arv, mille ruut op 25;
tdhendab, see vahe peab vorduma algebralise ruutjuurega
- 25-st, s. 0. arvuga 5 voi arvuga — 5:

x—4=-+1V26=+5 vdi x—4=—1V\ 25=—05.

Viies niiiid liikme — 4 vorrandi paremale poolele, saame
kaks lahendit:

X1=4+5=9 ja xx=4—5=—1.

Need lahendid molemad sobivad antud vorrandile (nagu
proovimisega saab veenduda), kuid iilesandele, millest vor-
randi tuletasime, negatiivne lahend — 1 ei kolba, sest iiles-
andes kiisitakse kiiruse absoluutvaartust mitte aga tema
suunda.

Teiseks nditeks votame vorrandi
3x2 4 15x — 7=0.
Jagame koik liikmed 3-ga ja vume vabalukme paremale:
X2 4 5x =+

Kaksliikmest x2 + 5x saab teha summa ruudu, kui teda
tdiendada kolmanda liikmega (§)2. Liites selle liikme vor-
randi molema poolega, saame:

245+ (3 =(3) +5,
(x+3)'=2+3="%2=T.

Siit nahtub, et x + >= =+ ]/102 : jarelikult

103 5 103
s e 2+V12’ 7"Vﬁ'
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Arvutame V% tdpsusega, iitleme, kuni g

10
103 R
T =V3858...=29...
jarelikult
x1=—2,5—|-2,9...=0,4...,
Xo=—25—29...=—54...

123. Taandatud ruutvorrandi lahendite valem.

Ruutvorrandit nimetatakse taandatuks, kui tema esi-
mene kordaja on -+ 1. Niisuguse kuju saab vorrandile anda
ka siis, kui esimene kordaja ei peaks olema 1, nagu dsja ndi-
detes nagime; tarvitseb vaid vorrandi koik liikmed jagada
selle arvuga. Taandatud vorrand kirjutatakse iildkujul hari-
likult nii:

x2 4 px+qg=0.

Lahendame selle tahelise vorrandi, teostades temas need-

samad teisendused, mis néditasime erindidete puhul:

x2 4 px=—4q.

Pl px=2x-%, siis, soovides saada vorrandi vasakul poo-

lel tadisruutu, liidame vorrandi mdlema poolega (%),:
2
2+ px + (5 =—q + (§)

2

Niiiid saab vorrandi anda nii:

o =(2 o

millest leiame:
srf== VB~ s == 5=V (E) 0

158



Selle valemi voib sonastada jargmiselt:

Taandatud ruutvorrandi lahend on vastandmirgiga pool
teisest kordajast pluss-miinus ruutjuur sama poole kordaja
ruudu ja vabaliikme vahest.

Nidited.
. x2—x—6=0. Selle vorrandi sarnastamiseks tahe-
lise vorrandiga x2 + px + ¢ =0 esitame ta nii:
x2 4+ (—1)x+ (—6) =0.
Niiiid on néha, et selles niites p=—1 ja g=—6; see-
pdrast:

- Kontroll: 3? —3 —6==0; (—2)2:— (—2) —6=0.
2. x2—18x 4 81 =0; siin p=— 18, ¢=281; seepérast
x=9+1V8l —81=9x0=09.
Vorrandil on ainult iiks lahend.
3. 2—2¢45=0; x=1xVy1—5=1=+y —4.
Lahendeid ei ole.

Harjutused.
216. x2 4 10x -+ 5=2x2 — 6x -} 53.
217. x2 + 6x=27. 218. x2—5% x=18.
6 e ] 21 5
219. 12x— —_ =21. N, et e Gtgs
e hg +x+5 7
9 x—5 + 3x—1
Rl X2 ema 222. i =
T x+2 4 5—x 4
1 ax x—d
223. x w0y o P i i e
+x———3 x—d d

225. Missuguse ¢ vaidrtuse puhul 2/—5 ja ¢—4 korrutis vordub
summaga ¢ 8? ;

226. abx?— (a2 b2)x+ ab=0.
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124. Ruutvorrandi lahendite iildvalem.

Vorrand ax? + bx + ¢=0 parast tema liikmete jagamist
a-ga omab taandatud kuju

x2+%x+§=0.
Lahendades selle vorrandi taandatud vorrandi lahendite
valemi jérgi, leiame:
PANEN 20 l/ L
L, 2a a’

Seda avaldist saab lihtsustada nii:

b ]/712 ¢ ]/b2-—-4ac
Xe==——t | —pg———as - =
2q-. 4q2 a 2a 4q2

L V0—dac__—b*Vb2—4dac b% —4ac
2a 2a o 2a

On kasulik see valemi lihtsustatud kuju meeles pidada;
seda saab soOnastada nii:

Téieliku ruutvorrandi lahend vordub murruga, mille lugeja
on teise kordaja vastandarv, pluss-miinus ruutjuur sama kor-
daja ruudu ning esimese kordaja ja vabaliikme neljakordse
korrutise vahest, ja nimetaja on esimese kordaja kahekordne.

Seda valemit voib nimetada iildiseks, sest ta kolbab
lahendi leidmiseks nii taandatud vorrandi puhul (kui eeldame,
et a=1) kui ka mittetdielike vorrandite puhul (kui eeldame,
et bie=~0:y01 ¢c:=0).

125. Uldvalemi lihtsustamine juhul, kui kordaja b on
paarisaryv.

Kui kordaja b on paarisarv, siis {ildvalemit saab lihtsus-
tada. Eeldades, et b = 2k, leiame siis:

_ —%* VAR? _dac _ —2k* V 4(k2— ac)
P o —— ——
2a 2a
T REIVH—a  —kEVR —a
70 2a His a 4

See valem erineb iildisest numbriliste tegurite 4 ja 2 puu-
dumisega.
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126. Ruutvorrandi lahendite arv.

Me négime, et ruutvorrandil on monikord kaks lahendit,
monikord iiks, monikord ei {ihtegi. Siiski on kokku lepitud
lugeda, et ruutvorrandil on igal juhul kaks lahendit, moistes
seda nii, et lahendid voivad monikord olla vordsed, moni-
kord puududa. Mainitud kokkuleppe pohjus peitub selles, et
ruutvorrandi iildine lahendite valem annab lahenditeks alati
kaks avaldist (olgugi et neil iga kord ei ole arvu tdhendust).
Uhe lahendiga ruutvorrandi puhul siis oeldaksegi, et tal on
kaks vordset lahendit.

Harjutused.

227. 2x2 —3x—5=0. 228. (2x — 3)2 =38x.

229. 5x2 —8x+ 0,24 =0. 230. 65x2+ 118x— 55 =0.

X 7 1 1

231, (x—3)(x—4) =12 232.___x+60 gt e 233. x+§_a+a

234. Leida kolm jérjestikust paarisarvu nii; et nende ruutude summa
oleks 776. '

235. Ristkiiliku pindala on 48 cm? ja tema iimbermdot on 28 cm.
Leida kiiljed.

286. Leida tdisnurkse kolmnurga kiiljed, teades, et nad avalduvad
kolme jdrjestikuse tdisarvuga.

237. Kui hulknurgal on n kiilge, siis tema diagonaalide arv on
in(n—3). Leida, mitu kiilge peab olema hulknurgal, et tema diago-
naalide arv oleks 54.

238. Lennuk lendas sirgjoones 450 km, poordus otsekohe iimber ja
piki sirgjoont lennates joudis 5% tundi pdrast lennu algust ldhtekohta
tagasi. Sinna ta lendas vastutuult, tagasi aga parituult. Kui suur oli
tuule kiirus, kui lennuki omakiirus tuulevaikse ilmaga on 165 km
tunnis?

239. Osteti moned ratikud 60 rbl. eest. Kui selle summa eest oleks
saadud kolm rdtikut enam, siis iga rétik oleks maksnud 1 rbl. vdhem.
Mitu rétikut osteti?

240. Kooli esimeses klassis jaotati 240 lehte paberit vordselt koi-
kide Opilaste vahel. Teises klassis jaotati niisama palju lehti ja jéllegi
koikidele vordselt. Selle klassi iga oOpilane sai kaks lehte enam kui
esimeses klassis. Mitu lehte sai esimese klassi iga Opilane, kui teises
klassis oli 10 opilast vdhem kui esimeses?
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Harjutuste vastused.

1. 4a; a2 2. 6m2% md 8. x(x—d). 4. 10x+y. 5. 100a + 106 +c.
6. MLl gty ()% A ()% @+B)@— 50T 0 ek

(m—+n): (m—n). 8.84; 44; 552; 336; 9%; 58 9. 3(x+y) (x—-y)
10. 3a+2b; 13+12=25. 11.5-4ab—4a; a+2x. 12. n; 5a3H2x%.

18, Gayz Qax. & M Brb 1B TxkTu+7z B, 2 +2%—c; 5a%.

16. 8x — 2y; 4ax. 17. g ; 3x. 18. 4+10; —10; +3. 19. —3; 48 —2.

20. 0; —3;+1. 21. —1; —2; +2. 22. +2. 23. 0. 24. b — a; — 5 (kahju).
25. m—n; — 10 (volg). 26. 14; 10; 18; 2. 27. a+ b; m -+ n; 5x. 28. 12.
USTT SR T G IS [ T G ERTIRS WS @
33. +6;, —14; +80. 34. —238; 0,054. o TR e P R T
36. 27. 37.—27. 38.0; 0; 0; 0; 0. 39.37. 40. -+5; —5; —5;

+5. 41. —a; —5; x2. 42.0; 0; 0; 0. 43, 44, 45 ei vaja vastust.
46. 10a3x3; — 10a2bx%;, — 8a?bx?;, — 20m2x2y®. 471. a+ a; ax+ ax+ ax;
a2b+a2b+a2b+a2b+a%; (at+1)+(a+1)F (a+1)+(a+1).
48.90; 13; 233; —28; —036.  49.0; 3;; —4. 80 +1 ja —1L
51. a®x2 - 43a%x3. 52. 2x — 16,3xy.  53. a- 33mxy%.  54. a — 33mxy>.
55. 4a® — 3a2%b — 13ab2. 56. x> —7a2x3. 57. 2z. 58. 4x3+x24-3x+ 1.
59. 8a% — 11a2b + 14ab% — 3b3. 60. p2+ p—+15. 61 4x2+4 32—y — 1.
62. 3x2—x -+ §. 63. 402+ 462—c%. 64 x+y; 2m—2n. 65. b— 2.
66. 4x2., 67.a— (b+c—d); a—b+ (—c+d); a—(b+c) +d.
68. 15a3b7c; Ba2xS. 69. 0,81a%b62x3; abb8c3. 70. 2, m2x*yS; 8a%b3x8.
71. 0,01x2m2y8; ImSn3y®. 7T2. 6a3b — 4ab* +- 2abc. 73. 25a3b — 20a*b? -
—+ 15a5b% — 35a%b4. 74. am + bm —cm — an — bn -+ cn; 6a®— 3ab +
+ 2ab2 — b3.  T5. 2a% — 5b2; ¥ —y3.  76. x® + yB. TI. 6x2 + Sxy — 6y2;
y*t— 1. 78. x5 1008x -+ 720. 79. x — x> — x4+ 203 —x2— x4+ 1.
80. x6 —ab. 8l.a2+2a-+1; 1+4a-+4a% x2+x+%. 82. 9a*+ 642+
“+1; 0,01m2x2 4 mx3 -+ 25x*. 83. 2502 — 20a + 4; 9x2 — 12ax + 4a?;
9a* — 3a2+ %. 84. 1012 =100+ 1)2=100242- 100+ 1 +12=10201;

162



9972 = (1000 — 3)2 =....=994009 jne. 85. 4m? — 12mn -+ 9n?; 9a*x? —
— 24a3xy + 16a2y2; 0,04x® — 0,15x3 + 5. 86. 1x* — 3%x% + 12347
0,0625p% — 0,1pg + 0,04¢%2.  87. a®> — 1; 4a% — 25. 88. 4x2—9; 1—a*.
89. (+1)(x2—1) =xt—1; (42 + y2) (422 — y2) = 16x* — .
90 [(m+n) —pll(m—+n) +pl=(m+n)2—p%  a*— (b+c)?=
=a2?— b2 — 2bc — 2. 91. a3+ 3a2+3a-+1; a*—3a2+3a—1;
8x% + 36x2 + 54x 1 27; 1254 225x |- 135x2 4 2743.  92. im3 — $ m2 -+
+6m—8; ¥fp*+1%p%q+1pg®+3'rg?; 125 — 225x | 135x2 — 275,

93. 2a%xy; — B2 94. —8 a3; 3am-1b2. 95. 53a + 8b — 16a2b*.
96. 9x2 —6ax +a2 97. 1 —2y+y2—y3 98. x—4; y+ 1. 99. 3x2—2.
100. 3ax®. 101. x—a. 102. 2(a+x); a(x+y); 2y(2y—3x).
103. 2a(2x — y); 3xy(2x+ 3y). 104. 3ab(4a — 3ab — 2b2); xy(y — 7+
+ 4x). 105. (m+n)(m—n); (a+1)(a—1); (14a)(—a).

106. (x+2) (x—2); (m+3)(m—3); (2r+y)(2x—y). 107 (be+
+ 343 (3x2 —3y3); (0,13 + 3) (0,1a® — 3); 3a(a2 + 4b%) (a + 2b2) (a —
—2b2). 108. (x—y+a)(x—y—a); [3(a-+2b)+ 1]1[3(a+ 2b) — 11;
(@at+b+c¢) (a—b—c). 19. (x+y+x—y)(x+y—x+y)=
=2x-2y =4xy; 4(x —y) Bx+y). 110. (x—y)2% (m+n)% 111 (a+b)%
(@a—2b)2. 112. (x+4)2% (x+1)2. 113. ba(a—2b)2. 114. (a4 b)2—
—c2=(a+b+c)(at+b—c); a®— (b2+2bc+c2)=a%2— (b+c)2=
=(@+b+c)y(a—b—c). 115. (a+b)x+ (a+bd)y=(a+b)(x+y);
a(c—d)+b(d—c)=a(c—d) —b(c—d) = (¢c—d)(a—b). 116.a(a +
+b) —(at+b)=(a+0b)(a—1); x2+xy—3y—3z=x(y+2) —
—3W+2)=y+2)(x—3). 117. 4mn — 2nx + xy — 2my =
=2n(2m —x) + y(x —2m) =2n(2m — x) —y(2m —x) = (2m—x) (2n —

Bx .« Bab ses8ad T 2nm

—9): (23— 3)(2a — 3) (221 3). ns, 5% . Sab.. 8a. 2m
Y); (2a—3)(2a—3)(2a+3) 7. . 1om’ 116" 59n

. 9ab, 14a®, 12x—1 17(a+b) _ a+b, 2(9a—7)

19. 102 156° 4a—4b b TN T e

151 ax2+bx+c; x2+ax—b_ 192. ;cﬂ—rl; 73a2_.’ =l

* ax2 4+ x X2 —x x b—a b—2
a2+ b2—2ab. m2—1 3a . Bxdi a—1, a

13. a=p Sy i L Bl TURARE R P TIE

i s i A ome . Sy 80, jac,; Apage

s it Ol w e T R S O LD Gy s

Gl e YT AR at bl ool e

12T a‘f‘b, x—y ) a—;*2‘ 128- a—-l’ x+3’ a— 1



o] wi g g by

1
129, xxF1)’ Bb—cx a—x 1%. (a+b)(a_b);yT———l’
3b 4a. 4x? 3y2 . x2 16 4bc 6ac ab
BL 25 50 Toxy' 121y’ 4x’ &' 3% 2abe’ 2abe’ Zabe’
10562 40a2x 48a2b* 20mx3y? 9a%b2%c . 2a%bx
60a%% * 60a%b%x  60a%6%x 3. 190%cmaty’ 12a%bemay’ 82702
Y 154  120abx* . 84 3x+y)2 2(x—y)2.
8a%5% " 134 10g6x3 ° 40abx® ’ 40abx®° 1 §2—p2) ‘62 —p?)’
m—1 2 3(tr-|—1) 2 3a(x— 1),
mz__'T’ mg__l’ m2 —1 136. (x _1)2' (x—l)“ ’
25— 1 : 2(x—1) { 1 181 _3x_’
x—DEx—=1 =1)@E—1)" E—D0Ex—1) 84a%b?
4aby . (a—b) (a® — b2) 2ab (a + b) BEEg
844362’ b(a®—02) ’ b(a®—0?) ’ b(a®—0b?%)
G S
% 6bc +6?;(ch + 2ab : 6;;25x . 2a 42Jc 5 SR8 i;v HEL
1+x ., 5x—6. 5— 2% 1 2a2b — ab — 2b%2 — a2
o Y s EIAG G o 1—42" = a(a+b)(a—0d)
m? 1 120202522 .
143. m¥nyn=1" 144. —,;3—:5; 50 Fa)x 145. pﬂfas F »2a(x—1).
21242 3
149. Vordused 3, 4 ja 6 on vorrandid, iilejddnud — samasused.

150. 17; 5; 5. 151. 27; 9; 12. 152. 3; 2; 43. 153. 2,7; 50. 154. 9; —3; —4.

155, 1;53. 156. 2.5 1577 158.2. 159. —1733. 160. 1348
ja 1200. 161 20, 30, 50. 162. 23. 163. 12,8 kg ja 19,2 kg. 164 15 km

ja18km 165.0 166 — ° . 6.4 e p—_%

2(a—b) pE=8. i YE o
169. =22 y=lhsr=l =2 2x=—8, y=—8110x=—& y=l;

c
x=5 y=1x=17 y=2 1.x=};y=—1F 172 2= g s

£ mc-_x:a+bm y_an—i—b
Y=a¥om’ mn-—1 mn— 1

10 kop. ja 40 kop. 175. 40 ja 25.  176. 200; 11 km. 177. l% m; 13§ m ja
92 m, 9% m. 178. x=2, y=3, gz=b 119, x =380 g =28 =i
B0 v =4 y=0, 2=56"18Lix=>50l,Yy=176, 2=1.:182 2 =8, =10,

173. a=3, b=-—>5. 174. 1 rbl.
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2z=51 183. x=36, y=06, 184. ¥y=2, y—4, z=1, u=>5., 185. x=6,
y =12, 2=28. 186. Liites 2.vorrandi 1-sega, saame 2x—32, x—=16. Lahuta-
des 1-sest vorrandist 2-se, saame 2z=11, z=~5% Lopuks lahutades
l-sest vorrandist 3-nda, leiame: 2y =15%; y=7%. 187. 1 rbl; % rbl;
Hoghd = 188, 180160 76, IR 0s e 0] ke el g e ol
190. 5; 27; a; 14+x. 191. 4-3; —3; + 4% —% —O0,1. 192. £2; £ &
*3; pole arvud. 193, = 6; =*=0,25; +2ab; *3axy?. 194. — 3ab;

Bt nn oa mils
kgt Viod. Vb Ve, /195 Somda s @ T (a1 0)% . 1962
3

=0t xS (m-n)2. 2197 &— %5 a_z; l/_’f; ot Vfi 198. = 5a3%bc?;
i Vy
£06x%y; ~ & (b1 )3 199.:17;::65;.247; 763. 200. 368; 978; 7563.
201. 8276; 20 548. 202. 534762. 203. Tdisarvu ruudu viimane number
peab olema iiks neist numbritest, millega lGpevad esimese 10 arvu
0, 1, 2, ..., 9 ruudud. Kuid iikski neist ruutudest ei 16pe 2-ga, 3-ga,
7-ga ega 8-ga. 204. 3; 3,6; 3,606. 205. 10,05; 0,89. 206. 0,09; 4,37.
207. 19; 18,9; 18,89. 208. 0,77; 0,65; 0,79; 0,65; 0,17. 209. t V 15= 5%
(tips. kuni s3v); 3 V21=43% (tdps. kuni vdv); ¢ V77 =1%0%
(tips. kunipto); Ay V 60=4%"% (tips. kunigv'sv); vV 1750 =
—iih® (tdps. kuni 1), 210. 05; 24; 1,62; 0,05. 211. =7; *3;
*y —25 212 £ *9 - 213, 0 ja 3% O ja —2% 0 ja 3,75
S0 a1 0 a6 T D0 215. 2 ja 5; O ja —4; 2 ja —3.
216, 12 ja 4. 217. 3 ja —9.. . 218, 8. ja —2%. 219. 2 ja —13.

220. 44 ja —2. 221. 1 ja —b5. 222. 6 ja —3. 223. 4. 224. d(2* V 3).

2%, A=—6; £,=1. 22 2 ja g. 227. 2% ja —1. . 228.43 ja &

b

229, ~ 15694 ja ~0,0306. 230. 5 ja —11. 2317 ja0. 232 14 ja

—10.23%. a ja 1. 284 14, 16, 18 ja —18, —16, —14. 285. 6 ja 8.
a

236. 3, 4, 5. 237. 12. 238. 15 km tunnis. 239. 12. 240. Klassis, kus
oli 40 opilast, sai iga Opilane 6 lehte.
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Sisukord.

Esimene jagu.

Eelmdisted.

I. Algebraline simboolika.

Lk.
1. Tahtede kasutamine 3
2. Algebraline avaldis 5
3. Algebras vaadeldavad tehted 6
4, Algebras kasutatavad mérgid 7
5. Tehete jarjekord 8

II. Esimese nelja aritmeetilise tehte omadused.

6. Liitmine AR aY Tt s O+ RSl PRI Tl e (o SRR W T
B RDUTRIRIRe i g e R SR e T S B
B IRORTOIRIANG o o n S B T G D R S e B e
9. Jagamine . . . . R = P IRE o SENTCURI TS e s
10. Tehete omaduste rakendamlne S R D SRS sy S
Teine jagu.
" Relatiivsed arvud ja tehted nendega.
I. Vastandsuunaliste suuruste moiste.
11. Ulesanded . . . . it i el R vk S Be L s
12. Teisi vastandsuunahs1 SHMPURD Ain ) Ly A e R
18 Tlelattiveed ‘arvad 1 or o e e s e S e ST U
4 SAvou Eututamine. arvieljel 00 s e s R Ael iy
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15.
16.
1%,
18.

19.
20.
21.
22,
23.
24.

25.

26.
27.
28.
29.
30.

31.
32.
33.

II. Relatiivsete arvude liitmine.

Ulesanne

Kahe arvu lntmme 1
Liitmise eeskirjade teine sonastus
Kolme ja enama arvu liitmine

III. Relatiivsete arvude lahutamine.

Ulesanne ;

Vahe Kkui iihe ludetava leldmme
Lahutamise eeskiri

Kahekordsete maérkide valem
Algebraline summa ja vahe . %
Relatiivsete arvude suuruse vordlemme .

IV. Relatiivsete arvude ja lahutamise
tdahtsamad omadused.

Seadused

V. Relatiivsete arvude korrutamine.

Ulesanne : S

Korrutamine negatuvse arvuga

Korrutamise eeskiri §

Kolme ja enama arvu korrutxs Korrutlse mark
Negatiivse arvu aste

VI. Relatiivsete arvude jagamine.
Definitsioon

Jagamise eeskirja tuletamlne ;
Juhud, kui jagatav v6i jagaja on null .

VII. Korrutamise 'ja jagamise tdhtsamad

omadused

Lk.
24
24
26
27

28
30
31
31
32

34

36
40

41
42

43
44
44

45
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35.
36.
37.
38.

39.
40.
41.
42,
43.
44.

45.
46.
47.
48.
49.
50.
51.
52.
53.
54.
55.

56.
57.
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Kolmas jagu.

Uksliikmelised ja hulkliikmelised tdisavaldised.
Algebralised murrud.

I. Eelmdisted.

Uksliige ja hulkliige
Kordaja (koefitsient)
Hulkliikme omadused
Sarnaste liikmete koondamine

II. Algebraline liitmine ja lahutamine.

Uksliikmete liitmine

Hulkliikmete liitmine

Uksliikmete lahutamine

Hulkliikmete lahutamine A
Sulgude avamine, kui nende ees on mark + voi — .
Hulkliikme osa sulustamine

III. Algebraline korrutamine.

Uksliikmete korrutamine

Uksliikme ruut ja kuup

Hulkliikme korrutamine ukslnkmega
Hulkliikme korrutamine hulkliikmega
Korrastatud hulkliige i
Korrastatud hulkliikmete korrutamme
Korrutise pealiige ja madalaim liige
Korrutise liikmete arv A

Mbéned kaksliikmete korrutamlse valemld
Nende valemite rakendamine 5
Kahe arvu summa kuup ja vahe kuup

IV. Algebraline jagamine.

Uksliikmete jagamine
Nulliline astendaja

Lk.
49
50
51
52

54
55
56
57
58
58

59
61
62
63
65
66
66
67
68
69
70

71
72



58.
59.
60.
61.
62.
63.

64.
65.
66.

67.
68.
69.
70.
1.
42
73.
74.
75.
76.
1.

78.
79.
80.
81.
82.

Uksliikmete jagamise voimatuse tunnused
Hulkliikme jagamine {iiksliikmega
Uksliikme jagamine hulkliikmega
Hulkliikme jagamine hulkliikmega
Korrastatud hulkliikmete jagamine
Hulkliikmete jagamise voimatuse tunnused

V. Teguriteks lahutamine.

Eelmérkus . .
Tais-liksliikmete tegurlteks lahutamlne
Hulkliikme teguriteks lahutamine

VI. Algebralised murrud.

Algebralise murru erinevus aritmeetilisest murrust
Murru poéhiomadus

Lugeja ja nimetaja telsendamme talsavaldlsteks
Lugeja ja nimetaja mirkide muutmine
Murdude taandamine 3

Murdude teisendamine uhemmehseks

Murdude liitmine ja lahutamine

Murdude korrutamine

Murru ruut ja kuup

Murdude jagamine . . . . . . .

Mairkused

Neljas jagu.

Esimese astme vdrrandid.

-

Vordused ja nende omadused
Samasus

Vorrand :
Samavaarsed vorrandld
Vorrandite esimene omadus .

I. Vorrandite iildised omadused.

Lk.
3
3
14
75
75
78

79
79
80

83
84
85
85
86
87
90
91
92
93
93

95
96
96
99
99
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83.
84.
85.
86.

817.

88.
89.
90.

91.
92.
93.
94.
95.
96.
97.

98.
99.
100.
101.
102.

103.

104.

105.

170

Jéreldused .
Vorrandite teine omadus
Jéareldused .

Vorrandi poolte korrutamme ja ]agamme uhe ja sama

algebralise avaldisega
Voorlahendid

II. Uhe tundmatuga vorrandid.

Uhe tundmatuga esimese astme vorrandi lahendamine
Vorrandite koostamise idee
Téahelised vorrandid

III. Esimese astme voérrandite siusteemid.

Ulesanne

Kahe tundmatuga esimese astme vorrand1 normaalkuju 5

Kahe tundmatuga vorrandi mé@dramatus .

Vorrandisiisteem

Asendusvote

Liitmisvote

Téaheliste korda]atega vorrandlsusteem

Kolme vorrandi siisteem kolme
tundmatuga.

Kolme tundmatuga esimese astme vorrandi normaalkuju
Kolme tundmatuga kahe ja ithe vorrandi méédramatus
Kolme vorrandi siisteem kolme tundmatuga
Asendusvote :

Liitmisvote

Viorrandisisteemide moned erikujud.

Juhtum, kus iga antud vorrand ei sisalda koiki otsita-
vaid

Juhtum, kus tundmatud esinevad ainult murdude

81

kujul 5 g
Juhtum, kus antud vorrandld on kasuhk luta §

&
v

Lk.
101
101
103

104
104

106
109
111

112
114
115

115
116
117
119

121
122
123
123
124

125

126
127



106.
107.
108.
109.

110.
111,

112.
113.

114.
115.
116.
17,
118.

119.
120.
121.
122.
123.
124.
125.
126.

Viies jagu.
Ruutjuure leidmine.

I. Juurte pohiomadused.

Juure definitsioon
Aritmeetiline juur
Algebraline juur AL IS, 2 ]
Korrutise, astme ja murru juurimine

II. Ruutjuure leidmine arvudest.
Eelmirkused 3 o e
Juure leidmine talsarvust mis on valksem kul 10 000,
kuid suurem kui 100

Juure leidmine tédisarvust, mis on suurem ku1 10 000
Juure numbrite arv

III. Ligikaudsete ruutjuurte leidmine.

Kaks juhtu, kus tdpset juurt ei leidu .

Ligikaudne juur tdpsusega kuni 1

Ligikaudne juur tépsusega kuni {{; . e r e
Ligikaudne juur tidpsusega kuni D) kuni 100 Jne
Juure leidmine harilikust murrust G

Kuues jagu.
Ruutvorrand.

Ulesanne 2 §

Ruutvorrandi normaalkmu v

Mittetédielike ruutvorrandite lahendarmne

Téaielike' ruutvorrandite lahendamise néited

Taandatud ruutvorrandi lahendite valem . . . . . . .
Ruutvorrandi lahendite tldvalem .
Uldvalemi lihtsustamine juhul, kui kordaja b on paansarv
Ruutvorrandi lahendite arv

Harjutuste vastused

Lk
130
131
132
133

135

136
139
143

143
144
145
146
149

152
153
154
156
158
160
160
161
162
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