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Sissejuhatus

Arutelu funktsioonide murruliste tuletiste moiste iile algas 17. sajandi lopus.
Kui alguses oli tegemist puhta matemaatika uurimisvaldkonnaga, muutus
valdkonna késitlus 20. sajandi keskpaigast rakenduslikumaks. See muutus
oli tingitud tulenevalt uutest rakendustest fiilisikas, keemias, bioloogias ning
majanduses. Murrulised tuletised on eriti kasulikud kirjeldamaks materjale
ning siisteeme, mis soltuvad nende varasemast kditumisest. [I]

Riemanni-Liouville’i ja Caputo diferentsiaaloperaatorite teemadel on Tar-
tu Ulikoolis varem kaitstud bakalaureuset6dd [2] ja [3]. Riemanni-Liouville’i
integraaloperaatori pdordoperaatorit ega funktsioonide murrulist diferentsee-
ruvust nendes vaadeldud ei ole.

Kéesolevas bakalaureusetoos kasitletakse erinevate murruliste tuletiste
omadusi ja nendevahelisi seoseid. Toome néiteid funktsioonide murrulistest
tuletistest ning uurime konkreetsete funktsioonide murrulise diferentseeru-
vusega seotud kiisimusi.

T66 esimeses peatiikis tuuakse sisse meile vajalikud definitsioonid ning abi-
tulemused.

Teises ja kolmandas peatiikis esitatakse Riemanni-Liouville’i integraalope-
raatori, Riemanni-Liouville’i diferentsiaaloperaatori ja Caputo diferentsiaalo-
peraatori definitsioonid ning tdhtsamad omadused. Samuti toome néiteid
konstantse funktsiooni ning astmefunktsiooni Riemanni-Liouville’i ja Capu-
to murrulise tuletise leidmise kohta.

Neljandas peatiikis defineeritakse murruline diferentsiaaloperaator Riemanni-
Liouville’i integraaloperaatori poordoperaatori abil ning uuritakse erinevate
diferentisaaloperaatorite vahelisi seoseid.

Viiendas peatiikis esitatakse teoreem funktsiooni murrulisest diferentseeru-
vusest ning uuritakse konkreetsete funktsioonide murrulist diferentseeruvust.
Allikatena on kasutatud peamiselt monograafiat [4] ning Gennadi Vainikko
2016. aastal ilmunud artiklit Which functions are fractionally differentiable?

[5].



1. Abitulemused

Selles peatiikis on esitatud meile vajalikud definitsioonid, omadused ning
teoreemid, mida kasutatakse edaspidises t06s. Materjalidena on kasutatud
raamatut [4] ning opikuid [6] ja [7].

Téhistame N = {1,2, ...}, Ny = {0} UN ning R = (—00, 00).

Olgu m € Ny. Kboigi 16igus [0, 7] m-korda pidevalt diferentseeruvate funkt-
sioonide f : [0,7] — R ruumi tihistame C™ := C™[0, T, seejuures C° := C'.
Funktsioonide f € C™, kus f(0) = f(0) = f(0) = ... = f™(0) = 0, ruumi
tahistame CJ* == CJ*[0, T'.

Me margime téhistusega D operaatorit, mis viib diferentseeruva funktsiooni
f tema tuletiseks f’ ehk

(Df)(@) = f(x), xe€l0,T]

Analoogiliselt margime téhistusega J operaatorit, mis viib 16igus [0, 7'] Rieman-
ni mottes integreeruva funktsiooni f funktsiooniks Jf, mis on defineeritud
vordusega

(JF)(x) = / Fdt, x e [0,T].

Téhistusega J" ja D" (n € N) mérgime n-jérku iteratsiooni operaatoritest J
ja D (niiteks D' = D ja D?> = DD jne). Kuin = 0, siis D° == I, J% .= I,
kus I on tihikoperaator.

Definitsioon 1. Parameetrist a € (0, 00) soltuvat pératut integraali

o0

I'(a) = /e_tto‘_ldt
0
nimetatakse gammafunktsiooniks.

Lemma 2. Iga naturaalarvu n korral
I'(n)=(n-1)!, (1.1)
kus 0! := 1.



Toestus. Toestame selle viite matemaatilise induktsiooniga.
Kui n = 1, siis definitsiooni [T] kohaselt:

l—o00 0 l—00

00 [es) l
') = / e t0dt = / e”tdt = lim [ e7'dt = lim(—e™' +¢€°) = 1.
0 0

Kuna 0! = 1, siis oleme néidanud, et induktsiooni baas kehtib.

Oletame, et valem kehtib n = k korral ehk I'(k) = (k — 1)! . Néitame,
et valem kehtib ka n = k + 1 korral. Toepoolest, ositi integreerides (vottes
u = t* ning dv = e~'dt ) saame:

o)

D(k+1)= /e‘ttkdt

0
l

= lim e thdt
l—o0 0
t=1 !
= lim (— etk + / ktkletdt)
=00 t=0 0

i
= lim ( — el 4 00F + / ktk_le_tdt)

=00 0

_ k;/ Ple=tdt = kD (k) = k(k — 1) = k!
0

Kokkuvottes saame, et vordus (|L.1)) kehtib iga naturaalarvu n korral. O]

Markus 3. Lemma [2| toestusest ndeme, et kehtib seos
I'(n+1)=nl'(n), neN.
Selle tulemuse saame iildistada (vt |7, 1k 253]) jargmiselt:
MNa+1)=al(a), «oec]|0,00).

Definitsioon 4. Parameetritest a, 8 € (0, 00) soltuvat paratut integraali

1

B(a, ) = /ta—1(1 — )Pt (1.2)

0

nimetatakse beetafunktsiooniks.

Gamma- ja beetafunktsiooni vahel kehtib jargmine seos:

NCINE) w3

B = Ta+ )

5



Seega

xT

/ N — )P ldt = :ca*ﬁl—?((?i(g)). (1.4)

Vorduse (1.3)) toestuse saab leida opikust [7, 1k 249].

Teoreem 5 (Leibnizi integreerimisreegel). [7, Ik 237] Olgu funktsioonid a(x), b(z)
diferentseeruvad 16igus [a,b] ja nende muutumispiirkonnad kuuluvad 16iku

[c, d]. Olgu funktsioonid f(z,y) ja 2 f(z,y) pidevad ristkiilikus [a,b] X [c, d].
Siis integraali

b(x)

F(z) = / fy)dy, (o) € 0,8 % [o,d]
a(x)

tuletis on avaldatav kujul

b(z)
Py = [ 2 )iy - d@)feate) + 5 o)
€))

a

Teoreem 6 (Diferentsiaal-integraalarvutuse pohiteoreem). [6], 1k 367] Olgu
f:[0,7] — R pidev funktsioon ja olgu F' : [0,7] — R, kus

F(x) :/f(t)dt, x € [0,7).

Siis funktsioon F' on diferentseeruv, kusjuures

F'=f.



2. Riemanni-Liouville’i integraal ja
tuletis

Kaesolevas peatiikis esitatud materjal tugineb monograafiale [4]. Enne mur-
rulise Riemanni-Liouville’i integraal- ja diferentsiaaloperaatorite defineeri-
mist esitame meile vajalikud integraal- ja diferentsiaaloperaatorite omadu-
sed.

Lemma 7. Olgu f : [0,7] — R pidev funktsioon. Diferentsiaal-integraalarvutuse
pohiteoreemi jargi kehtib vordus

DJf =1,

st D on vasakpoolne péérdoperaator operaatorile J ruumis J(C').
Lemmast [7] jareldub vahetult, et iga pideva funktsiooni f : [0, 7] — R korral
kehtib vordus

D"J"f=f neN. (2.1)

Niiteks n = 2 korral (vottes Jf = f1):
D?*J?f =DDJJf=DDJf, =Df =DJf = f.
Lemma 8. Olgu m,n € N ja m > n. Siis kehtib vordus
D"pDm™ " = D™,
Toestus. Olgu m,n naturaalarvud ning m > n. Siis

D"D™ " =D.DD..D= D..D =D..D=D".
S~ — —— —

n m—n (n+m—n) m
O]

Analoogiliselt lemma[§] tdestusele saab niidata, et m,n € N;m > n korral
kehtib jargmine vordus:

JrJm = g, (2.2)



Toestus. Olgu m,n naturaalarvud ning m > n. Siis

Jryrr =J.JJ. = J.J =J.J=J"
n m-n (n+m—n) m

]

Lemma 9 ([4] lemma 1.2). Olgu n,m € N, m > n ja f vihemalt n-korda
pidevalt diferentseeruv funktsioon, siis

D"f = D™ g, (2.3)

Toestus. Olgu n,m € N, m > n ja f viahemalt n-korda pidevalt diferentsee-
ruv funktsioon. Vorduse (2.3) kehtivuse néitamiseks kasutame vordust (2.1)
ning lemmat 8}

[l

Lause 10. Olgu funktsioon f Riemanni mottes integreeruv 16igus [0, 7. Iga
naturaalarvu n korral kehtib vordus

! ; /0 ety fdr e [0,7). (2.4)

(J" ) (@) = =1

Toestus. Olgu f Riemanni mottes integreeruv 16igus [0, 7] ja n € N. Toes-
tame véaite matemaatilise induktsiooniga.
Kui n = 1, siis integraaloperaatori J definitsiooni kohaselt:

@) = [ o= o [0

Seega oleme nédidanud, et baas on toene.
Oletame, et vordus ([2.4)) kehtib n = k korral ja néitame, et see kehtib ka n =

k + 1 korral. Operaatori J**! definitsiooni ja induktsiooni eelduse kohaselt:
(J* ) (@) = (J(I5) f)(@)
1 / ’ / ’ ko1
= ds s—t)" " f(t)dt, x€|0,T]. 2.5
el R RS0 0.7 (25)

Kahekordse integraali (2.5)) integreerimispiirkond on kujutatud joonisel
varvitud kolmnurgana. Integreerimise jarjekorra muutmisel saame



/.

o

5

Joonis 2.1: Integraali (2.5)) integreerimispiirkond

(J ) (z) = ﬁ/oxf(t)dt /tw(s —t)"ds, x€0,T].

Paneme téahele, et viimases integraalis

/z(s — )" lds = (z ;t)k, z € [0,T].

Seega,

A

Sellega oleme toestanud, et valem ([2.4]) kehtib iga naturaalarvu n korral. [J

Valemit ([2.4)) tuntakse ka Cauchy valemina.

Jargmisena defineerime murrulise Riemanni-Liouville’i integraaloperaatori

ning esitame tema olulisemad omadused.

Definitsioon 11. Olgu funktsioon f € C ning « positiivne reaalarv. Ope-

raatorit Jg , mis on defineeritud vordusega

x

(a2 h)(x) = ﬁ / (x— 0" f(t)dt, =€ [0,T),



nimetatakse a-jarku Riemanni-Liouville’s integraaloperaatoriks.

Defineerime J° := I, kus I on iihikoperaator.
Paneme tahele, et kui a € N, siis Jg; = J¢ ehk a € N korral iihtib
Riemanni-Liouville’i murruline integraaloperaator tavalise integraaloperaa-
toriga.

Lause 12. Olgu «, § positiivsed reaalarvud ja f € C', siis
Tardanf = JRif

Toestus. Olgu «, B positiivsed reaalarvud ning f € C. Riemanni-Liouville’i
integraaloperaatori definitsiooni kohaselt

x t

(Jg_LJQ_L f) (z) = m / (x —t)o / (t — s)P1f(s)dsdt, x € [0,T).

0 0

Muudame integreerimisjarjekorda (analoogiliselt lause [L0| toestusega):

(JRLJgLf>( /f / L — )\ dtds, € [0,T).

Teeme muutujavahetuse t = s + r(z — s), siis

(Jirdhot) (@)

- F(a)lr(ﬂ) Oz £(s) 0/1(1; —s—rz+rs)* Ns+rz—rs—s)""(z - s)drds
— F(a)lr(ﬁ) Ox () 0/1(95 —5)* M1 = )P (2 — 5)Pdrds

_ WZ“ T — 5)oth 10/1 )l ldrds,  x € [0,T).

Paneme tahele, et
1

/(1 — )Pl = B(p, a),

0

10



kus B(5, a) on beetafunktsioon. Seega

a+p ) = 1 $)(x — g)etB-1 a)ds
(S f) (@) mwnmff”< )*+P1B (3, )d
— B(ﬁ,&) f )z S a+p—-1 3
s | Fole -9

_ b [ s)(x — )P s
—Na+m/fm< ye+i1g

= (i) @), =0T

Viimases vorduste ahelas kasutasime beetafunktsiooni omadust, mis aitab
meil {ile minna beeta funktsioonilt gamma funktsioonile (vaata vordust (1.3))).
Seega oleme naidanud, et

(Jirdinf) (@) = (R f) (@), = €[0,T).
O

Definitsioon 13. Olgu m € N ning o € (m — 1, m]. Operaatorit Dg |, mis
on defineeritud vordusega

Deif=D"Jgf, f¢€ cm Jptfec™ (2.7)
nimetatakse a-jarku Riemanni-Liouville’i diferentsiaaloperaatoriks.

Defineerime D ; := I, kus I on iihikoperaator.
Paneme tahele et kui o« = n € N, siis D ;, = D", ehk a € N korral iihtib
Riemann-Liouville’i diferentsiaaloperaator tavalise diferentsiaaloperaatoriga.

Lause 14. Olgun € N, a € (n — 1,n]| ja m € N selline, et m > «. Kehtib
vordus

D1, = D"JRL”. (2.8)
Toestus. Teisendame avaldist D™ J5'[* kasutades seost (2.1]), lemmat [§] ja
lauset 12}

Antud vordused kehtivad seetottu, et meie eelduse kohaselt m > «, seega
saame jareldada, et m > n ning voime lemmat |8 kasutada. O

11



Lause 15. Olgun € N, a € (n — 1,n] ning f € C. Siis

(DRrdfrf)(x) = f(x), «€[0,T].
Toestus. Olgu f € C,n € Njan—1 < a < n. Kasutame lauset [I2]ja vordust
23):
Di.pJrof = D" M Jgnf =D f = f.
O

Jargmisena leiame a-jarku Riemann-Lioville’i tuletise konstantsest funkt-
sioonist ning astmefunktsioonist. Paneme téhele, et konstantse funktsiooni
Riemanni-Liouville’i tuletis ei ole iildjuhul vordne nulliga, mida peetakse ka
Riemanni-Liouville’i tuletise iiheks suuremaks puudujasgiks.

Niide 16. Olgu m € N ja o € (m — 1,m]. Vaatame a-jarku Riemanni-
Liouville’i tuletist konstantsest funktsioonist f(z) = ¢, x € [0, 7.

Kui a = m, siis & € N ning (D f)(z) = (D™ f)(z) =0, z € [0, 7.
Vaatame niiiid juhtu m — 1 < o < m. Riemanni-Liouville’i diferentsiaalope-
raatori definitsioonist saame

(DRpf) (@) = (DR ) (@)

- D™(a™ ), x € [0,T].

['(m—a)(m — «)

Rakendame funktsioonile 2™~ m-korda jarjest operaatorit D:
(D)™ ) =(m—-a)(m—-—a—=1)--(—a+1z™* z€]0,T]
Kasutame mérkust 3| ning rakendame seda (m — 1)-korda:

N e (m—a)m—a—1)---(1—-a)z™
(DiLf) (@) = m—a—1)-- (1—a)(l—a)(m—a)

cxr™@
= 0,71].
ri-—a)’ z€(0,7]

Seega oleme saanud, et kui o € N ja ¢ # 0, siis konstantse funktsiooni f = ¢
a-jarku Riemanni-Liouville’i tuletis ei ole vordne nulliga.

12



Niide 17. Olgu m € N ja a € (m — 1,m|. Leiame a-jarku Riemanni-
Liouville’i tuletise funktsioonist

flx)=2° =xe€l[0,T], c¢>0.

Leiame koigepealt a-jarku Riemanni-Liouville’i integraali funktsioonist f(x) =

x¢:

(i) = / (= 1) ()i

Kasutame vordust ([1.4)):

1 Da)(c+1) 0
T@) Tlat+tlte)
F<C + 1) a+c

= T gete pe0,T).
F(a+c—|—1)$ veloT]

(Jrrf)(@) =

Kui a — ¢ € N, siis @ > ¢ ning m > m — (o — ¢) € N ning seega kehtib

(D& f)(x) = (D™ ) () = Dm(r(mr_(ca ++ 16)+ 1)9“”_““)
_ L(c+1) oo
“Tm—aternl @) =0 ze0T]

Kui o — ¢ ¢ N, siis

m—oa+c+1

I(c+1) ot
= aTe 0,7].
ey z € [0,7]

(D ) = D7 (e

Viimases vorduses kasutasime analoogilist votet kui néites [16]
Seega funktsiooni f(x) = x¢ a-jarku Riemanni-Liouville’i tuletis on vordne
nulliga juhul kui @ — ¢ € N ja muul juhul vordne funktsiooniga

etl) .

(Do) () = I'(—a+c+1)

., xel0,T].

13



Markus 18. Vaatleme Riemanni-Liouville’i murrulist tuletist funktsioonist
f(x) = 2%, Joonistel 2.2—2.5 on vastavate funktsioonide graafikud esitatud
pideva joonega, kui o € {0,1,2} C N ehk Dg | f = D*f ning muudel juhtu-
del on funktsioonid esitatud katkendliku joonega.

a=0.75
== g=05
== g=0.25

m— fx) = x%

000 025 050 075 100 125 150

Joonis 2.2: Riemanni-Liouville’i murruline tuletis funktsioonist f(z) =
22, 0<a<l1

14



6_

5_

4 4
— =]
== g=0.75

34 - g=0.25
w— (%) = x2

2_

l_

o

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

Joonis 2.3: Riemanni-Liouville’i murruline tuletis funktsioonist f(z) =
22, 0<a<l1

=]

== =125
- I=15
== g=175

—_— =2

000 025 050 075 100 125 150

Joonis 2.4: Riemanni-Liouville’i murruline tuletis funktsioonist f(z) =
22, 1<a<?

15



== g=05
a=1
- =15

m—— fx) = 5%

0.0 05 10 15 20 25

Joonis 2.5: Riemanni-Liouville’i murruline tuletis funktsioonist f(z) =
22, 0<a<?

16



3. Caputo tuletis

Selles peatiikis defineerime Caputo tuletise, sonastame olulisemad omadused
ning toome néiteid konkreetsete funktsioonide Caputo tuletistest. Siin pea-
tiikis on kasutatud peamiselt raamatuid [I] ja [4].

Olgu m naturaalarv ning f € C™. Funktsiooni f m-jarku Taylori poliinoom
T,.f punktis 0 on defineeritud jargmiselt:

m_ (k)
(T f)(t) = ka—!((])t’“, t e [0,7].

Definitsioon 19. Olgu m € N, a € (m — 1, m] ning olgu funktsioon f €
O™ selline, et Jg'p%(f — Thn-1f) € C™. Operaatorit D¢, , mis on definee-
ritud vordusega

(D3, F)(t) = (D™ JEC2(f = T 1)(®), €[0T,
nimetatakse a-jarku Caputo diferentsiaaloperaatoriks.
Kui definitsioonis [I9 on a« = m € N, siis
Dapf = Deapf = D™f, feC™ (3.1)

Tdepoolest, lelame D, f tuginedes definitsioonile [I9}

Deapf = D"IRL(f = Tona f) = D™ IR [ — D™ IR ™ (L1 f)
= D"f — D™(Ty_1f) = D™f.

Viimases vorduses kasutasime asjaolu, et D™ (7T,,_1f) = 0, sest T,,_1f on
(m — 1)-jarku poliinoom.

Naiide 20. Olgu m € N ja o € (m — 1,m]. Leiame a-jarku Caputo tuletise
konstantsest funktsioonist f(t) = ¢, t € [0, T]. Definitsiooni [19| pohjal saame

17



iga t € [0, T] korral, et:

Néitest (L6 saame, et a-jarku Riemanni-Liouvillei tuletis konstantsest funkt-

sioonist g(x) = ¢, on vordne (D§ 1 9)(z) = Fi oy L € [0, T]. Jérelikult

)

o Oz~
DR—L (0) - m - O

Seega a-jarku Caputo tuletis konstantsest funktsioonist on alati vordne nul-
liga.

Naiide 21. Olgu m € N ja a € (m — 1,m]. Vaatame a-jarku Caputo tuletist
funktsioonist f(z) =2 € [0,T],0<b<m —1
Vaatleme (m—1)-jérku Taylori poliinoomi funktsioonist f(z) = xb,z € [0, T):

(L1 f)(t) = x t
k=0 '
~fO0) 5 fD(0) Fomn(0)
= 0 4 T t1+...+mt LoteoT).

Kuna f®*)(0) = 0iga 0 < k < b korral, siis (m — 1)-jarku Taylori poliinoom
on vordne nulliga. Definitsioonist [19| niieme, et f(x) = 2° korral a-jirku Ca-
puto tuletis iihtib a-jirku Riemanni-Liouville'i tuletisega ehk (Dg,,)f(z) =
(Dg1f)(z), z € [0,T] (vaata naide [17).

18



4. Diferentsiaaloperaatorite Dy 1,
%ap ja D vahelised seosed

See peatiikk tugineb Gennadi Vainikko artiklile Which functions are fractio-
nally differentiable? [5].
Olgu m € N. Paneme téahele, et integraaloperaatori J™ korral

J"C ={feC™: f(0) = f(0)=...= f"1(0) =0} = Cy.

Jérelikult operaatoril J™ : C — CJ* leidub poordoperaator Df* := (J™)~ 1,
kus D' : Cf* — C.

Definitsioon 22. Olgu m € N ja € (m — 1, m]. Defineerime a-jarku mur-
rulise diferentsiaaloperaatori D kui Riemanni-Liouville’i integraaloperaatori
poordoperaatori:

Dgf=(J) ), [ € JRLC

Kéesolevas peatiikis uurime operaatorite Dy, Dy 1 ja Dg,, omavahelisi
seoseid.
Murrulise diferentsiaaloperaatori D ning Riemanni-Liouville’i murrulise di-
ferentsiaaloperaatori Df ; definitsioonid erinevad iiksteisest eelduste poolest.
Tuleb vilja, et kui f € C™™!, siis eeldused on samaviirsed ning

Dypf=Dqf. (4.1)

Teoreem 23. |[vt 5] Olgu m € N, f € C™ ! ja a € (m — 1,m). Kehtib
jargmine ekvivalents:

JITOf € O™ = JTOf € O

Toestus. (<) Olgum € N, a € (m —1,m) ja f € C™'. Ruumide Cf" ja
C™ definitsiooni kohaselt CJ* C C™, seega

JpltfeCy = Jg “feC™.
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(=) Olgum € N, o€ (m—1,m), f € C™ ja Jg[*f € C™. Peame
néitama, et J3' *f € CJ'. Kuna Ci* C C™, on vaja niidata, et

(JEoH®0) =0, k=0,1,.,m— 1.

Riemanni-Liouville’i integraaloperaatori definitsiooni kohaselt

t
1

(JrL ")) = T(m — o) /(t —5)" 7 f(s)ds

Viimane vordus kehtib, sest integraalis [(t—s)™ > f(s)ds voime teha muu-
0
tujavahetuse s’ =t — s.

Kui m = 1, siis (Jg7*f) (0) = 0 ning jérelikult Ji* € Cg.

Olgu m = 2, siis f € C! ning funktsioonil Ji *f leidub tuletis (J3*f)'.
Kasutades teoreemi [5] saame, et
L2 = a)(Je f)'(t) =
t
=t f(t—t) + /slaf’(t — s)ds

0
t

=17 £(0) +/81_°‘f'(t—s)ds, t€[0,7T).
0
Jarelikult kehtib vordus
I'(2—a) (22 @) :tlaf(0)+/slaf’(t—s)ds, tel0,7]. (4.2
0

Kuna « € (1,2), siis funktsioon t'~® on isedrane punktis ¢ = 0. Jarelikult
saab vordus (4.2)) kehtida iga ¢t € [0, 7] korral ainult sel juhul, kui f(0) = 0.
Seega kehtivad vordused

t

/slaf(k)(t—s)ds, ke{0,1}, telo,T].
0

N 0 ==
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Kokkuvottes oleme ndidanud, et m = 2 korral
-« —ar\/
(Jrr F)0) = (Jil f) (0) =0,

st Joof € C2.
Kui m > 3, siis viies labi analoogilise arutelu, kui juhul m = 2, saame
néidata, et

t

T(m —a)(Je P = /smlo‘f(k)(t — s)ds

0
t

= /(t —s)m e f®(5)ds, k=0,1,...m—1, tel0,T].

0

Jarelikult kehtib vorduste ahel

(JRLP0) = (JRL ) (0) = . = (JRp* )™ V(0) = 0
ehk JI' O f € O

Seega oleme niidanud, et kui funktsioon f € C™ ! on Riemanni-Liouville’i
mottes diferentseeruv, siis on ta ka DF-mottes diferentseeruv.

]

Markus 24. Paneme téhele, et kui a = m € N, siis ei lange diferentsiaal-
operaatorid Dy ; ja D kokku.

Teoreem 25. Olgu m € N ning o € (m — 1,m). Funktsioonil f € C™!
leidub Caputo tuletis D¢, ,f € C parajasti siis, kui funktsioonil f —T,, 1 f
on murruline tuletis D§(f — T5,—1 f) € C. Sel juhul kehtib ka vordus

Dg(f = Ton1f) = D¢,y f-
Téestus. (=) Leidugu funktsioonil f € C™ ! a-jirku Caputo tuletis
D%apf - DmJFT‘-EO[(f - Tm—1f>7

kus f € C™ ! ning JR'L*(f — Trn-1f) € C™. Teoreemi [23| kohaselt J5'7*(f —
Tim-1f) € Cf". Toetudes Riemann-Lioville’i diferentsiaaloperaatori ja Caputo
diferentsiaaloperaatori definitsioonidele ning vordusele (4.1)) saame:

Deopf = D" IR (f = Tmsf) = Dro(f = Tonrf) = D5 (f = Tonaf)- (4:3)

Jarelikult, kui funktsioonil f € C™ ! leidub a-jirku Caputo tuletis, siis
funktsioonilf — T},,_1 f on olemas ka D§ tuletis D§(f — T,,—1f) € C.
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(<) Kui funktsioonil f—T,,_; f on olemas murruline tuletis D§(f —T,,,—1f) €
C, siis kasutades taaskord teoreemiv@ime jareldada, et JR [ (f—Tm-1f) €
C™~! ning kehtib vordus .

Jérelikult funktsioonil f € C™! leidub Caputo murruline tuletis ning Dg,..f €
C O
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5. Funktsioonide murruline
diferentseeruvus

Antud peatiikk tugineb artiklile [5]. Eelmises peatiikis esitasime kaks olu-
list teoreemi, mis toovad viélja diferentsiaaloperaatorite Df, Dy ja Dg,,
vahelised seosed. Meid huvitab, milliste funktsioonide f € C' korral kehtib,
et JR%f € Cf" (ehk f on D§-diferentseeruv). Selleks esitame teoreemi, mis
annab meile kriteeriumid funktsiooni Df-diferentseeruvuse kohta ning toome
konkreetseid naiteid funktsioonide Df-diferentseeruvusest.

Definitsioon 26. Olgu « € (0,1]. Ruumi H* = H[0,7], mis koosneb
funktsioonidest f € C, kus

1l = max |f@] +  sup LSOO

« < 00,
0<t<T 0<si<T.stt |5 —t

nimetatakse Holderi ruumiks.

Kirjanduses nimetatakse ruumi H* (eriti kui @ = 1) ka Lipschitzi ruu-
miks.
Ruumi H® kinnist alamruumi, mis koosneb funktsioonidest f € H®, mille

korral
— f(t
i MG =IO1_
0 o<sp<r |5 — ]
0<|s—t|<e

tahistame H§ = H[0, 7.

Teoreem 27. [5] Olgu m € N, o € (m — 1,m) ja f € C. Jargmised véited
on samavéarsed:

(i) f € J51C ehk leidub murruline tuletis D§f = (J5; )™ € C;
ii) funktsiooni f € C™! puhul leidub 16plik piirvésrtus

0
Vo1 = lim g™ fm=1) () (5.1)
t—0
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ning kehtib vordus

t

fim sup / (t— )"0 (V@) — fO D (9))ds| = 0, (5.2)
ot

(iii) f € CF', funktsioon f™~Y on avaldatav kujul

f(m—l) (t) _ ,ym_ltm—l—a + Um—l<t)7 t e [07 T]a

kus 7,,_1 on konstant, v,, 1 € Hg‘—(m—l

integraal

) m_1(0) = 0 ja Riemanni

t

W1 () = /(t — )™ (1 () — v (8))ds

0

koondub iga t € (0,7] korral ning defineerib funktsiooni w,,—; € C,
mille korral w,,—;(0) = 0.

Kui f € J§,C, siis

el _ 1 m—1—a £(m—1)
(DENO) = T [t ()4
Fa—m+1) / (t — sy e (Fm () — fonD (o) )ds |, te (0, T,
(D3F)(0) = T+ 1= m+ Ly

Sonastatud teoreem aitab meil uurida funktsioonide Df-difernetseeruvust.

Niide 28. Olgu 0 < 8 < 1 ning funktsioon f € H” selline, et f(0) = 0.
Niitame teoreemi [27] abil, et murruline tuletis D§ f, 0 < o < 3 leidub.
Selleks kontrollime véite kehtivust: Holderi ruumi definitsiooni jéargi f €
C', ning eelduse jargi f(0) =0, seega f € Cy. Kuna

Yo = g%t_ f(t) =0,
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siis leidub loplik piirvaartus vy = 0.
Néitame, et kehtib vordus (5.2)):

t

tim sup | (0= )77 (£10) = ()
ot

<lim [ sup |(t—s)"* " (f(t) — f(s))|ds

61 0<t<T
0t

t) — t) —
—tim [ sup |ZO=IO 4 < i [y KOSy,
ot ot

Paneme tahele, et supy<;<r % < || fll32, seega

M@;&ik%E/WMW
ot

lim sup
6—1 0<t<T |t — Slﬁ
ot

t
= st [ ds = s -0 =0,
—1
ot

Oleme naidanud, et teoreemi [27| viide kehtib, seega funktsioonil f € H”?
leidub murruline tuletis Dg f € C.

Naiide 29. Olgu a € (0,1), néitame, et funktsioonil f(t) = t*, ¢t € [0,T]
leidub murruline tuletis D§ f € C, kasutades teoreemi [27]
Kasutame jéllegi viidet (i)). Kuna f(0) = 0, siis f € Co. Leiame piirvédrtuse
B1): )
Yo =ttt = lim g = 1.
t
Niitame, et kehtib vordus (5.2)). Vaatleme integraali [(t—s)~* 1 (t* — s*)ds.

ot
t

Peame niitama, et kui 6 — 1, siis supg<;<p| [(t — 5)* 71 (t* — s*)ds| — 0.

ot
Paneme tahele, et
t t t
t 5%
—a—1/1a « _ .
/(t s) (1% — s)ds = / s / N ds.
ot ot ot



Vaatleme viimase vorduse paremal poolel olevaid liidetavaid. Esimese liide-
tava saame kirjutada kujul

t t t

[ o= [ et = | gt

ot ot ot
B ta 1 s=t B ta s=t
(=) - (=a) (t—s)ls=or  a(t —s)ls=at’

Teise liidetava puhul kasutame ositi integreerimist, vottes u = s* ning dv =

mdsz
t t 1
s s¢ s=t as®™
% ds=— - =4
/ (t—s)o ™ T a(t — 5) lscar / (t—s)ea”
ot ot
: 1
« s=t a—
_ s _/ s s
at — s)® ls=ot (t—s)
ot
Seega,
t t 1
& — g |s=t e
t—s) (- sY)ds = ———— E—|
/( 8) 7 = sNds = T e s:@t+/(t—s)a s
ot ot
0 / !
to(1 — A a—
at*(1 — ) (t — )~
ot

t
1 — /g« a—1
= — ( ) + / i ds.
a(l — ) (t —s)~
ot
4 a—1
Integraali [ hds saame iimber kirjutada jargmiselt:
ot
t ¢

a—1 ) —a a1
/ i ds:/—(t 5) s ds
(t _ S)a ti—a toz—l

ot ot




Viimases integraalis teeme muutujavahetuse x = $. Siis saame vorduse

t 1

/ (tsj;)ads _ / (1 — )2 'dz.

ot [4

Jarelikult

t

1
1 —0%)
/(t — )Tt — sY)ds = — +/ ) .
b

ot

Peame néitama, et kehtib vordus (5.2)) ehk

01 g<p<r | ol — 9

1
(1—06%)
lim sup |— +/ Y x| = 0.
0

Kuna vaadeldav avaldis ei soltu muutujast ¢, on meil vaja ndidata, et

(1—-6%)

Ta(l—0) + /(1 — )2 'dr — 0, kui 6 — 1.

0

Esimese liidetava piirvadrtuse saame leida L’Hospitali reegli jargi:

b 10 y —afol . o\ 0
im———=lm— =1lim | —— =0.
0—1 a(l — ‘9)0‘ 0—1 —a(l — @)O‘_l -1 \1—0

Hindame teist liidetavat {ilevalt funktsiooniga, mis koondub samuti nulliks:

1 1 1
0< /(1 —z) 2 tdr < /(1 — )70 tdr = -0 /(1 — ) %d(1 — x)
) 0 0
1 _ —a+1 =1 1 _ 11—«
— _Qa—l—( z) = —90‘_1—( ) — 0, kui  — 1.
—a+1 lz=6 1 -«

Seega oleme néidanud, et teoreemi [27] vdide kehtib ning jarelikult funkt-
sioonil f(t) = t* leidub murruline tuletis D§ f € C.

Jargmisena vaatleme funktsiooni, mis on véliselt sama sile kui f(t) = t%,
t € [0,7T] aga mis ei ole D§-diferentseeruv.
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Naide 30. Olgu a € (0,1) ja f(t) = (T'—t)*—=T*, kus 0 <t < T'. Néitame,
et f el ole Df-diferentseeruv.

Kasutame teoreemi vaidet . Vaatleme juhtu ¢ = T. Me néeme, et
integraal w,,(T") ei koondu. See jareldub asjaolust, et

wi(T) = /(T — )T = T)® — T%) — (T — ) + T%)ds

0

= — /T(T —5)"'ds.

Kuna viimane integraal hajub, siis ka w,,(T) hajub. Seega viide (fiii) ei kehti
ja funktsioon f(t) = (T'—t)* — T* ei ole D§-diferentseeruv.

Mairkus 31. Kasutades teoreemi 23] saame teoreemi [27] imber formuleeri-
da funktsiooni f € C™ ! Riemanni-Liouville’i diferentsiaaloperaatori kohta
(sest me teame, et sel juhul D§ | f = D§ f). Ainuke muutus seisneb selles, et
véite () asemel on viide (i)g.r:

(i)g.r, leidub murruline tuletis Dg | f € C.
Sonastame timber teoreemi [27] Caputo diferentsiaaloperaatori jaoks.

Teoreem 32. Olgum € N, o € (m —1,m) ja f € C™~1. Jirgmised viited
on samavaarsed:

fed;

(i)cap leidub murruline tuletis D¢,

(ii)cap leidub loplik piirvédrtus

Y1 = Mg (fD () — fD(0)) (5-3)

t—0

ning kehtib vordus

t

éigi Ozlé)T /(t — g)ymlaslpm=l)y _ fn=U(6))ds| = 0;  (5.4)
ot

(iii)cap funktsioon f(m~1 on avaldatav kujul

f(mfl)(t) _ f(m71)<0) _ f)/mfltmilia + Um—l(t)7 t e [O, T]7
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kus ¥,,_1 on konstant, v,,_; € Hy ™" ja Riemanni integraal

t

Wa(t) = / (= sy el (P (g) — FOn (),

0

koondub iga t € (0, 7] korral ning defineerib funktsiooni w,,—; € C(0,T7,
kus limy 0 wy,—1(t) = w,—1(0).

Kui funktsioon f € C™ ja D¢, f € C, siis

1

(DEap (1) = Tlm —a) [t (f () — fD(0))

t

+(a—m+1) /(t — s)m‘l‘o“l(f(m—l)(t) _ f(m_l)(s))dSL 0<t<T,
(DEapf)(0) =T(a+1—=m+1)ym_1.

Teoreemi [32] tdestus pohineb teoreemidel [25] 27] ja jargmisel vordusel
(f =T )" V() = f0(t) — f7D(0), teo,T). (5.5)
Néitame, et (5.5) kehtib:

(f = T )™ 0(t) = F 0 () — (T f) ™ 0(2)

f(o)(()) 0 f(l)(o) f(m—l)(o)t(m_l) (m—1)

:f(m_l)(t>_[ TR TR A D
_ gy - =Bl el ot DO

= [0 @) — fmD(0), te (0,7
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