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Eessona

Summeeruvusteooria on viimasel neljal aastakimnel olnud
Tartu Ulikoolis pBhiliseks uurimissuunaks matemaatilise
analiiisi valdkonnas. Viiekiimnendatel- kuuekiimnendatel aasta-
tel kujunes valja uurimiskeskus, mille vaimseks Jjuhiks kuni
oma surmani 1975. aastal oli professor Gunnar Kangro. VSib
vaielda selle tle, kas on tegemist teaduslika koolkonnaga,
kuid kahtlemata on Tartu matemaatikud andnud summeeruvus-
teooria arengusse mirkimisvdirse panuse. Tartu selle-alaseid
uurimusi iseloomustab lai teemade ring, summeeruvusteocoria
kSige Gldisematest probleemidest kuni tema rakendusteni
funktsioconitecorias. Eraldi vairib mérkimist G .Kangro
rajatud mitmesugustele rakendustele orienteeritud kiirusega
summeeruvuse teooria, mille funktsionaalanaliiitilised alused
leiab lugeja kdesoleva raamatu teises osas. Lisaks sellele
on autor puiidnud ndidata ka teisi oma Dpetajate ning
kolleegide tiiddes kisitletud probleeme Uldise tecoria
taustal.

Kuid kiesolev raamat ei trita anda slevaadet Tartu
matemaatikute summeeruvustecoriaalastest tdtdest ja tulemus-
test. Ta on mSe¢ldud eeskitt Sppevahendiks GliSpilastele vas-
tavasuunaliste erikursuste Uppimisel. Teisalt piiab ta olla
Fasiraamatuks neile, kes tegelevad summeeruvus- vSi topoloo-
giliste jadaruumide teccriaga magistri- vSi doktoriSppes.
Selleks on pShitekstile igas paragrahvis (erandiks on ©&4)
lisatud tdiendused Jja wirkused. Nende eeswirgiks on jahatada
luge jat vastava kirjanduse ning uute, pShitekstist vadljakas-
vavate probleemide Jjuurde. Seejuures ei pretendeeri viited
kirjandusele tthelgi juhul t¥ielikkusele. Eriti kehtib see
esimese, sissejuhatava paragrahvi puhul, mille tdienduste ja



mirkuste osa on pithendatud sellest raamatust viljadddnud
summeeruvustecoria Kisimustele.

Raamat eeldab lugejalt teadmisi funktsionaalanaltiiei
pPShikursuse ulatusees. Nendele, kes €i ole tuttavad lokaal-
selt kumerate ruumidega, on neljandas paragrahvis esitatud
F-ruumide tecoria pShimSisted Ja -faktid.

Autor avaldab tinu Ja tunnustust pr. Karin Pihlale Ja
pr. Svetlana Sapr¥kovale, kes tegid kogu t5¢ kisikirja
tehnilieel vormistamisel.

Tartue 1992.a.
Autor



I OSA

§1. SUMMEERUVUSTEOORIA POHIPROBLEEMID

K3ige laiemas tiahenduses mSistetakse summeeruvusteooria
all Bpetust koonduvusprotsessidest ja piirvaiartustest.
Sellisena bPSlmab ta wirkimisvairse osa matemaatilisest
analttisist. Kitsamas, enamkasutatavas tihenduses on
summeeruvustecoria matemaatiline distsipliin, mis uurib
jadade, ridade ning integraalide erinevaid koonduvuse
eeskirju ning nende omavahelisi seoseid.

See Jjada koonduvuse definitsioon, mida me tunneme
koolimatemaatikast ning matemaatilise analtitisi kursusest,
parineb A.L.Cauchy 1t 1821. aastast. Tegelikult kasutasid
matemaatikud koonduvaid ridu ning jadasid paljude tlesannete
lahendamisel juba mdrksa varem. Valitses arvamus, et iga
rida on koonduv, tipsemalt ©eldes, iga rea korral on
vSimalik valida niisugune koonduvuse eeskiri, mille suhtes
see rida koondub. TGtipiline ndide sellise wStteviisi kohta
on L.Euleri viide, et rea 1 - 1 + 1 - 1 ¢+ .., summa on 1/2,
selle pShiendamiseks lihtus ta valemist

L+x+x + ...z (x = 1).

Tacliste summeerimisreeglite rakendamine andis paljudel
juhtudel Bigeid tulemusi, kuid viis tihtipeale paratamatult
ka vastuoludele. K3ige halvem oli sealjuures see, et ridade
teocoriat kasutati mitmete matemaatikas PShimSttelist
tidhtsust omavate teoreemide tSestamisel ning seetSttu oli
“... olulisem osa matemaatikast ilma vundamendita", nagu
kirjutas 1826. aastal N.H.Abel. Temal ja Cauchy'l oli suuri
teeneid vana mStteviisi murdmisel ning matemaatilise ranguse
printsiibi esikohale seadmisel. VSimalikuks sai see tinu
koonduvuse m3iste rangele definitsioonile, mis Jjagas read
ning jadad koonduvateks Jja hajuvateks. See oli tihtis samm



matemaatika ajaloos, milleta edasine areng poleks olnud
nSe ldav.

Kahjuks jéid sealjuures hajuvad read Ja Jadad ligi
pooleks sajandiks matemaatikute huviorbiidist ¥Srvale.
Sellele aitasid Abel ja Cauchy suuresti oma autoriteediga
kaasa (Abel nimetas hajuvaid ridu kogunisti saatana
leiutiseks"). AinuBigeks peeti Cauchy koonduvuse definit-
siooni, Ulejsinud ei olnud vastuvBetavad, sest nad toovat
matemaatikasse loogilisi vasturdidkivusi.

Selline ortodoksaalne lihenemine hajuvatele ridadele Jja
jadadele kestis 19. sajandi 15puni, kuni E.Cecaro, G.Frobe-
nius Jja E.Borel hakkasid taas oma tdédes hariliku koonduvuse
k®rval kisitlema ka teisi, tihtipeale konkreetsete prob-
leemide lahendamisele orienteeritud koonduvuse eeskirju.
Nende matemaatikute téédest saigi alguse summeeruvusteooria.

Kaasaegse summeeruvusteooria uurimisobjektideks vSivad
olla viga erinevad koonduvusprotsessid. Kuigi wme oma
Kisitluses piirdume vaid arvjadade ning -ridadega, lihtume
me sealjuures Jjargmisest tpris avarast sumeerimismenetluse
definitsioonist.

Olgu M, N ja Y hulgad, kus hulga N mingis alamhulgas 2
on defineeritud koonduvuseeskiri f:Z2+Y. Summeerimismenetlu-
seks ¥V nimetatakee kolmikut (V, Cy, V-1lim), kus
1)V : Dv - N on operaator miiramispiirkonnaga Dv c M,

2) ey V*[Z] on summeeruvusvsli,
3) V-1lim := £ - V| v on summeerimiseeskiri e. V- piirvisrtus.

Elemente x & ey nimetatakse ¥-summeeruvateks.

Tulles jadade ja ridade summeerimise Jjuurde, mirgime
k¥sigepealt, et mitmel pShjusel on meil kasulik vStta
indeksite hulka ka arv 0. Niisiis on jadad kujul

X = (xo.x‘,xz....).
See juures tihistame N {0,1,...} ning
T P =X 4 X +...
X * k=DXI e
Tihega K mirgime ¥5igi reaalarvude vSi kSigi kompleksarvude
hulka, s.t. K := R v8i K := €, Tahistame

o {x-(x) ] x K (ke®N)
(koigi arvjadade hulk)



c:-{xew |3 lm -: lim x}

(koigi koonduvate arvjadade hulk) .
Teatavasti on « vektorruum, kus lineaarsed tehted on
defineeritud koordinaaditi, c on aga tema alamruum, milles

lim on lineaarne funktsionaal. Kui me eelpooltoodud
summeerimismenetluse definitsioonis vStame M:- N .- w,
Z -cning f - lim , siis saame summeerimismenetluse tema

k¥ige levinumas tiahenduses. Seejuures on operaator V enamas-
ti madratud mingi 1Spmatu arvmaatriksiga

850 o4 ot Ok

tipsemalt maatriksteisendusega

= Zoa,x (n € N), (1.1)
Tihistame
w, {xew |3 Ax := (y)},
see on teisendusega (1.1) defineeritud operaatori A wdira-
mispiirkond. Me saame maatriksmenetluse A := (A, c., limA).
kus

cy {x & | 3 lim y, =: lim,x}

ongdi menetluse A summeeruvusvili. RShutame veel, et nii
maatriksit kui ka tema poolt miiratud operaatorit mirgime me
tthe ja sama tiahega. Muuhulgas tihistab I nii Uhikmaatriksit
kui ka thikoperaatorit.

Margime, et kul A on loplike ridadega maatriks, s.t.
kui tema igas reas on vaid 18plik arv nullist erinevaid
liikmeid, siis operaator A on mdiratud kogu vektorruumis w,
tihendab wy = @, Erijuhul, kui a, - 0 iga k > n korral
(n € N), nimetatakse maatriksit A kolmnurkseks. Kui
sealjuures a_ * 0 (n € N), siis deldakse, et A on normaal-
ne.

Me vaatleme allpool eranditult maatrikemenetlusi - kui
k¥ige olulisemat summeerimismenetluste klassi. On ilmne, et
maatriks A mdarab theselt ara menetluse Bik kolm
komponenti. Seepirast kasutame me terminit “summeerimisme-
netlus” edaspidi vaid konkreetsete klassikaliste menetluste



puhul, ¢ldjuhul kasutame aga terminit "maatriks".

Niisiis, jada x on maatriksiga A summeeruv ehk A-sum-
mesruv parajasti siis, kuil read (n € HN) koonduvad
ning eksisteerib piirviirtus lim T a X -

Iga summeerimismenetlus A middirab teatava koonduvusees-
kirja, mille w®ttes on koonduvad parajasti B3ik A-summeeru-
vad jadad. Vaatleme m®Sningaid niditeid.

Nside 1. Kui A on Gthikmaatriks, s.t. A := 1 - (5',1(),
siis Gy = ¢ Ja limA = lim. Niisiis, Ghikmaatriks middrab Jjada

tavalise koonduvuse.

Oigu A E .= (), kus

I 1, ki k< n,
10. kui k> n.

Sel Jjuhul
op - ©8 - {(xew | L koondub}
(koigi koonduvate ridade hulk)
Ja
limzx=£xk (XECE).
Seega on Jjada (x, ) I-summeeruvus samavdirne rea };xk koondu-

vusega .

Naide 3. Olgu A := ¥ := (d_ ), kus

f 1, kui k - n,
d }—1, kui k = n-1,
0, kui k < n-1 vi k > n.
Siis

- {xew |3 11m(xn - %X, )=t limgx }.

Cy
Niide 4. Olgu A := 2 _ := (2 ), kus

j o kui k= n vl k= ool

G 1 0, kui k < n-1 vS1i k > n.

Siis

c* -(xew]33lim(x_ +x) limx x).



Biide 5. Olgu « - (e ) selline arvjada, et < ®,
ning olgu & := E(«) := (8 ) ., 8.t.

o , kui ks n,
J ok

& -
™ ]o. miko>n.
Siis R
Cpuy T (xew | L koondub }
Ja
lugyx = E
Niide 6. Olgu A := C_ := (¢ ), kus
. _fgﬂ, Wik < n,
™ 1 0, kui k > n.
Siis

g = {xew |3 lim £ x =: limzx }.
Niisiis, jada x on C -summeeruv parajasti siis, kui tema
koordinaatide aritmeetiliste keskmiste Jjada kodndub. Seetdt-
tu nimetatakse maatriksiga C‘ midratud summeerimismenetlust
aritmeetiliste keskmiste menetluseks ehk Cesaro menetluseks.

Lihtudes defineeritud maatriksmenetiuse wSistest.
esitame me niid summeeruvusteooria pShiprobleemid, mida me
Jirgnevates paragrahvides pitiame lahendada. Uhtlasi defi-
neerime me suure osa allpoolkisitletavatest pShimSiste-
test.

1. Maatriksite konservatiivsus ja regulzarsus. Nagu me
eespool mirkisime, mddrab iga maatriks A mingil Jadade
koonduvuge eeskirja ning Uhtlasi selle eeskirja Jirgi
koonduvate jadade hulga. Kerkib loomulik kiisimus selle uue
koonduvuse, s.o. A-summeeruvuse, ning hariliku koonduvuse
vahekorrast.

Maatriksit A nimetatakse konservatiivseks ehk
koonduvust sailitavaks, kui iga koonduv jada on A-summeeruv,
s.t. kui > ¢. Konservatiivset maatriksit A nimetatakse
1) T-pultiplikatiivseks, kui leidub 7 € K, et lim,x = 7lim x,
2) regulaarseks, kai limAx = lim x
iga x € ¢ korral. Seega on A-summeeruvus hariliku koondu-

A



vuse WGldistus parajasti siis, kui A on regulaarune.
Me nimetame maatriksit A rida-jada-konservatiivsess
(lthidalt RJ-konservatiivseks), kai c, > cs, s.t. kui A
summeerib K5ik koonduvad read. Kehtidb sealjuures v&rdus
limyx = (x & ¢s), siis ttleme, et maatriks A on RJ-re-
gulaarne.
Mainitud probleemid on vaatluse all paragrahvis 2.

2 Maatriksite sisalduvus ja kooskdlalisus. Kahe
maatriksi A Ja B korral tekib kiisimus nende poolt miaratud
koonduvuseeskir jade vahekorrast. Juhul cg cy celdakse, et
maatriks B on tugevam maatriksist A. Kui cg = te ldakse,
et A ja B on ekvivalentsed. Maatriksite vSrdlemisega seotud
teoreeme nimetatakse vordlus- ehk sisalduvusteoreemideks.

Utleme, et maatriksid A ja B on kooskolas, kui limAx =
= lime iga x € ¢, N cg korral. Kehtib viimane v3rdus vaid
mingil alamhulgal M < n cgs siis KSneldakse kooskolalisu-
sest hulgal M. Vastavalt toodud definitsioonile on A
Uhikmaatriksist 1 tugevam parajasti siis, kui ta on
konservatiivne. Seejuures tihendab A regulaarsus maatriksite
A ja I kooskSlalisust.

Maatriksite sisalduvust Ja koos lalisust kisitleme
paragrahvis 11.

3. Maatrikoite asendatavas. Kui antud konservatiivse
maatriksi A jaoks leidub temaga ekvivalentne regulaarne
maatriks B, siis raigitakse maatriksi A asendatavusest.
Asendatavuse avaram definitsioon, mille anname paragrahvis
8, méirab mdnevdrra tldisema m3iste.

4. Tokestatud Jjadade summeerimine. Konservatiivsuse
ning regulaarsuse kKSrval on ks tihtsamaid kisimus
tingimustest, mwil maatriks A summeerib ik tSkestatud
jadad, s.t. mil kehtib sisalduvus cy m, kus

m - {xew ] sup x| <=}

(koigl tokestatud arvjadade hulk)
Teine probleem on, kuidas iseloomustada maatrikseid A omadu-

sega m} Cy - c? Neile kahele Kisimusele annape vastuse

paragrahvis 10, kus uurime ka tSkestatud Jjadade paiknemist

summeeruvusvaljas cy -
5. Summeeruvustegurid. Olgu A Jja B maatriksid ning

10



& .- (s, ) arvjada. Arve s, nimetatakse (A,B)-summesruvuste-
guriteks, kui iga x e <y korral read Lb s x (neMN)
koonduvad ning eksisteerib piirviirtus 1lim , s.t.
kui kehtib implikatsioon

X € CA -»> & * X = (= cB_

(A,Z)-summeeruvustegureid nimetatakse A- koonduvusteguriteks.
Summeeruvustegurite probleemile on ptthendatud paragrahv 15.

6. Limiteerivad teoreemid. Kui antud maatriksi A puhul
leidub jada X = (X)), kus X, > 0 (ke W), et
x = o) vSi = 0(x)
iga x € <y korral, siis nimetatakse neid tingimusi Iimitee-
rivateks A Jjaocks. Vastavasisulisi teoreeme nimetataksegi
limiteerivateks teoreemideks. Seda probleemi kisitleme
paragrahvis 13.

7. Merceri teoreemid. Chikmaatriksiga I ekvivalentset
maatriksit nimetatakse Merceri maatriksiks. Teoreeme, mis
fikseerivad tingimused selleks, et vaadeldav maatriks oleks
niisuguse omadusega, nimetatakse Merceri teoreemideks.
M3ningad seda tiuiipi teoreemid t¥estatakse paragrahvis 1B,

Vlaltoodud ning teiste probleemide lahendamiseks
rakendatakse kahte tiipi uurimismeetodeid: klassikalisi, mis
pShinevad matemaatilisel analtitisil ning funktsiooniteoorial,
ja funktsionaalanaltfitilisi. Kiesolevas raamatus, nagu ena-
masti kaasaegses summeeruvusteoorias tildse, kasutatakse neid
meetodeid kombineeritult. Siiski on enam rShku pandud
funktsionaalanaltitisi meetoditele. Nende eelis on see, et nad
v3imaldavad paljusid probleeme lahendada viga Gldisel
tasemel ning vialdivad seejuures “tehnilist" t58d, mis on
iseloomulik klassikalistele meetoditele. Teiselt poolt
osutub aga funktsionaalanaliitis tihtipeale 1liiga kohmakaks
instrumendiks stigavamate probleemide lahendamiseks, sel
juhul tuleb paratamatult appi vStta klassikalised meetodid.

Funktsionaalanalitisi rakendamine summeeruvustecorias on
vSimalik sedav®rd, kuivdrd me tunneme summeeruvusva lja
lineaar-topoloogilist struktuuri. Selle tundma®ppimine
moodustab olulise osa kKiesoleva raamatu sisust.

Enne konkreetsete probleemide lahendamisele asumist
lepime kokku mSnede kasutatavate tihistuste suhtes.

11
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Keerulisemate maatriksteisendusi sisaldavate avaldiste
tleskirjutamiseks vStame appi maatriksarvutuse tshistused Jja
stmbolid. Jadade % ja y korral mirgime

Xy :-:zxkyh_ Xy - (xxyn)'
maatriksi A ning Jjada x puhul aga

Ax := (L a_, A x .= (ankxk)n.k'

xA (€ xa, ).
Maatriksite A ja C korrutiseks nimetatakse maatriksit

AC - (¥ a c, ), .-

MSistagi omavad xy, Ax, xA ja AC motet vaid sel Jjuhul, kui
vastavad read on koonduvad. Maatriksit C nimetatakse A parem-
poolseks (vasakpoolseks) pddrdmaatriksiks, kui AC - I
(CA = I). Juhul AC = CA = I Gtleme, et A on pddratav ning C
on tema pddrdmaatriks.

Seoses 1Spmatute maatriksite korrutamisega mirgime
mSnda olulist fakti.

1® Kui korrutised AC ja BC eksisteerivad, siis eksisteerib
ka (A + B)C ning (A + B)C - AC + BC. Analoogiliselt kehtib
A(B + C) - AB + AC, kui AB Ja AC eksisteerivad.

2° BErinevalt 13plike maatriksite korrutamisest ei ole
1Spmatute maatriksite korral korrutamine Gldjuhul assotsia-
tiivne.

Haide 7. Olgu

I—l. kui k = n.
= { 2, kui k- n-1,
0, kui k< n-1 v3i k > n.

Vaatleme Jjadasid t := (2_")" ning x := (1 -2 ), vastavalt
Uherealise Jja Uheveerulise maatriksina. Siis tA = 0
(0.0,...) ning seega (tA)x - 0. Samal ajal Ax - (1,1...) ja
tAx) = Lo, 27 - 2.

Niisiis, Uldjuhul ei kehti (tA)x - t(Ax), isegi kui
vdrduse wm=lemad pooled eksisteerivad. Seetdttu ei
maatriksite korrutamine tildiselt assotsiatiivne.

ole
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3% Kui x < wy ning jadas t on nrllist erinevaid koordinaate
vaid 13plik arv, siis nii t¢(Ax) koui (tA)x eksisteerivad Ja
on v3rdsed. Sellest Jjireldeb, et ISplike ridadega maatriksi
C ja jada x € korral C(Ax} = (CA)x.

Iga maatriks A miirab lineaarse operaatori
A:wA-u_ X +» Ax := (}:a'*xk)n.
Kahe maatriksi A ja C korrwtise CA BSrval on seega pShjust
riikida ka nende maatriksitega mdiratud operaatorite korru-
tisest ehk kompositsioomist € « A. See operaator on midiratud
jadaruumil A_'[mc] ning ei pruugi olla antud mingi maatriks-
teisendusega.

Normeeritud ruumide <{(aga ka &ldiselt topoloogiliste
vektorruumide) X ja Y korral margime stimboliga L(X,Y) Migi
pidevate lineaarsete operaastorite T : X - Y hulka. Ruumi X
(topoloogilist) kaasruumi tihistatakse X", s.t. X" = L(X,K}.
Funktsionaali f € X tuuma mhrgime kern f, seega kern f=
{xe X} f(x) - 0}. Alamhuikm M < X nimetame ruumi X
pohihulgaks, kui tema lineaarme kate

lin M {Eax | x, ¥ 4K, k=0,...,n, n =N}
b-o

on ruumis X tihe. Alamruumi XD < X ning elemendi u € X puhul
tahistame
<a> feu | = € K},

X°O<u>::(x_;i‘u|ze - e K -},

Jadaruumid @, m, ¢ ja cs tSime sisse eespool. Lisaks
neile defineerime veel
bv {xeullxl»,_ + T < o},

kus A% T X Xia (keM},
¢, - {xec | lim x - GF,

bv, = bvpnc,.
bs - {xew | = sup | E x| < o},
1":("‘50"3‘":: <« ® 3,
p__{xeu|ﬂel'I}-Oigak>Kkorral}.
Teatavasti on m Banachi rmmm normiga
¥ x8 sup |x {x e« m),
N

ning ¢ Jja ¢, on tema kinnised alamruumid. Seejuures c - c,®
<e> ning Jjadad

13



e = (1,1,...), e = (CNRY (ke N)
moodustavad ruumis ¢ Schauderi baasi. Iga element x « ¢ ©OR
Gheselt esitatav kujul

x = (lim x)e + £ (x. - lim x)e* (1.2)
x

ja funktsionaali f € ¢’ Gldkuju antakse valemiga
f(x) = plim x + tx (x € c), a3

kus t « 1. Seejuures lflc, = jel o+ ltl’,

Jadaruumid bv ja bs on Banachi ruumid vastavalt normi-
dega 3 8, ja ¥ 1
tavalt ruumis bv ja bs.

Mirgime veel kahte olulist fakti, mille tSestus kuulub
funktsionaalanaliutisi pShikursuse harjutusvarasse.

bv_  Ja cs aga kinnised alamruumid vas-

LEMMA 1.1. (a) Rida Lt x koondub iga x € ¢  korral
parajasti siis, kuit € 1. Sel Juhul on summa f(x) - tx
pidev lineaarne funktsionaal ruumis c ning lflc, = ltl‘.
(b) Rida Lt x, koondub iga x « cs korral parajasti siis,
kui t « bv.

Thiendused ja mArkused.

Esimese, sissejuhatava paragrahvi selles osas teeme
m®ned markused nende mSistete ning probleemide kohta, mida
selles raamatus ei ki#sitleta. Tegemist on ulatusliku osaga
summeeruvusteooriast, eeskitt selliste peattikkidega, kus
funktsionaalanalitisi meetodeid kasutatakse vihem. Muuhulgas
JBkb viljaspoole meie kisitlust kogu klassikaliste summee-
rimismenetluste teooria, konkreetsed menetlused tulevad
vaatluse alla maSningate probleemide puhul vaid
illustreerivate niidetena. Luge ja leiab klassikaliste
menetluste kisitluse nditeks Baroni raamatus [284], Glevaate
vastavast kirjandusest Zelleri ja Beekmanni raamatust [2791]
ning Kangro artiklist [297]. Kahest viimati mainitud t56st
saab infot ka teisi siin loetletavaid kiisimusi kisitletavate
publikatsioonide kohta. Funktsionaalanaltiitiliste problee-
;.idgdpuhul soovitame Wilansky [258] ja Boosi [52] monograa-

iaid.

1. Summeeravase liikidest Jja menetlus G
Ulaltoodud summeerimismenetluse z®iste (vrd. t?szgﬁ‘;p%?OSt
sedavdrd avar, et ta hSlmab enamuse olulisematest um
vuse liikidest. Mirkigem neist oSningaid.

Olgu A maatriks. Arvjada x v&i -rida nimetatakse

absoluutselt A-summeeruvaks arvuks =, kui Ely] <= 3a

Abscluutse

on
Summeeru-

- n, kus ¥, on madratud teisendusega (1.1).
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summeeruvuse kohta vt. Knopp ja Lorentz [138], Peyerimhoff
{194]. Edasi, celdakse, et jada x on tugevalt A-suameeruv
arvuks £, kui

r tj -0 (n -+

(vt. Lorentz Jja Zeller [149], Maddox {1581, Balser, Jurkat
ja Peyerimhoff [9]).

Olgu = (A™) 1®pmatute maatriksite A™ -« ‘:’)
jada. Arvjada x nimetatakse o-summeeruvaks arvuks », kui

lim & - » Ghtlaselt n € N suhtes.

™ X

Erijuhul, kui

A s
2" J mtl ki n £ k £ ntm,
ok ] 0 Ulejddnud Jjuhtudel,

nimetatakse summeeruvat Jjada peaaegu koonduvaks, ESigi
peaaegu koondavate jadade hulka tihistatakse stmboliga f.
Seda probleemideringi kidsitlevast rohkearvulisest kirjandu-
sest nimetame mSningaid: Lorentz ([147], Petersen [1901],
Stieglitz [2301,{231], Boos {473, Bennett Ja Kalton ([40],
Loone [318], Soomer [3303,[331], [332].

Uhte summeeruvuse liiki - antud kiirusega ehk *A-summee-
ruvust - uurime pShjalikumalt kKiesoleva raamatu teises osas.

Jadade ning ridade summeerimisel rakendatakse maatriks-
menetluste kSrval ka poolpidevaid menetlusi, mis on mddratud
teisendusega

y(t) L a (t)x teT, t»t),

kus t_ on piirkonna T < K kuhjumispunkt. Lihtsaim Jja  tun-
tuim nende hulgas on Abeli menetlus #,.Rida L x nimetatakse

-d-o-summeeruvaks , kui astmerida }‘:_o x, tk koondub vahemikus

-1,1) ja eksisteerib piirvdirtus lig_u Siin-
kohal on sobiv meenutada eelpool mainitud Euleri arutlust
rea 1-1+1-1+... koonduvusest. Nieme, et Buler mdistis selle
rea koonduvuse all tegelikult tema # -summeeruvust. . Abeli

menetluse kohta vt. Zeller [277]. Jakimovski, Meyer-Kdnig Jja
Zeller [120], ([121] defineerisid PTR-tDOpi astmeridadega
miiratud menetlused @ (nimetus tuleb sBnadest Power series,
Totally amonotone, Regular). Olgu (q ) selline Jjada, et

}:mq = ™ ning

S 7" da(r) (me W),

kus on 1Bigus [0,1] monotoonselt kasvav tSkestatud
funktsioon. Tihistame q(t) := ¥ a t°  (t e [0,11). Rida
L x, nimetatakse Q-summeeruvaks, kui eksisteerivad

y(t) := E g t'x, (te(0,1D)

Jja
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lim y(t).

t+s -
Erijuhul, kui «(t) = 0 iga t e [0,1) korral ning =(1) - 4.
ong -1 (melMN), s.t. Q== . PTR-titipi menetluste. ©On

@»Sningaid tihelepanuviirseid omadusi, mis vSimaldavad nende
uurimisel rakendada funktsionaalamalwiisi vahendeid.
poolest on nad meeldivaks erandiks ©ldiste poolpidevate
-engtluste hulgas. Viimaste kohta wt. Wlodarski [2673,[2681,
[268].

Arvjadade ¥Srval on teiseks summeeruvustecoria tihisaks
rakendusvallaks funktsionaaljadad 3a -read. Nende puhul
tuleb tegemist mitmete erinevate summeeruvuse liikidega, mis
vastavad funktsionaaljadade erinevatele koonduvustele
(Ghtlane, keskmine, n53au jargi Jme.). Sellised koonduvused
on enamasti mingite ruumide topoloogilised koonduvused.
Seega on erinevaid sunmeeruvuse liike vOimalik kisitleda
ihtgelt, tildisemalt seisukohalt, kni wuwurida summeeruvust
topoloogilistes vektorruumides. Olgu X ja Y topoloogilised
vektorruumid ning A'&‘-X + Y pidevad 1lineaarsed operaatorid

(n.k € W), Maatriksteisendus
y =L A x, {n e W),
x
kus x, € X (k € N), defineerib teatava operaatori A, mille

widramispiirkond paikneb WSigi ruumi X jadade hulgas w(X)
ning muutumispiirkond hulgas «(Y). VSttes sumnmeerimis-

mepetluse definitsioonis M = «(X), N - «(X), Z - c(Y)
(kSigi ruumi Y koonduvate jadade bulk) ning f lim (s.t.
f(y) limy (y € c{Y)), saame menetluse (A, c(Y)A. limb).

Nendega seotud probleemidele omn pihendatud Maddoxi mono-
graafia {1597, vt. veel Jurimde [3531,03541, Baric [11],
Leiger [3061,(3071,(308], Boos Jja Leiger [58].

Funktsioonide ning integraalide summeerimisel rakenda-
takse harilikult integraalseid menmetiusi, mis on antud tei-
sendusega

y(t) - Fadt,7ix{¥¥d*r (t € T)

(vt.Bardy {3511, art.3.5, Beekmann [141,[15]).

lntegraalsetest, poclpidevatest ja maatriksmenetlustest
tildisemaid menetlusi on wurinud Reimers (kontinuaalsed
menetlused) [324], [325], {3263, Jaite [117], Revenko [323],
Flachsmayer ja Terpe [981,{3423 jt.

2. Veel summ | 1avasteocoria probleemidest. Lisaks tlal-
toodud se itsmele pShiprobleemile mirgime veel mningaid meie
kdsitluse raamidest waljapoole Jbavaid sSummeeruvustecoria
valdkondi.

i Taul_:et:“L teoreemid. Olgu A Ja B summeerimismenetlused
ning T tingimus, w®wis wmeirab =mingi alamhulga U < Kui
€4 N U < cg, siis celdakse, et T on Teuberi tingimus menet-

luste A ja B Jjaoks. Jubkul B= 1 vdi B =

maatriksi A Tauberi tingimusest. Fastavasisul%sikanemabe
nimetatakse Tauberi teoreemideks. Rimetus tule
Tauberi [237] poolt tSestatud wiitest.

teoreeme
neb JEirgmisest

TEOREEM. Kui rea osasummad on C -summeeruvad
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kx = o0(l), siis see rida koondub.

Tauberi teoreemide kohta ilmunud viaga ulatuslikust
kirjandusest mirgime siinkohal vaid m®ningaid t8id, mis on
mingis mSttes lihedased meie kisitluslaadile : Kangro [293],
Meyer-Kénig ja Tietz (169], Tietz [238],{240]), SSrmus [333]
(Tauberi tingimuste parandamine), Jakimovski, Meyer-Kénig Jja
Zeller [121], Tietz ([2391,0241]1,{242], Tietz Jja Trautner
[243] (astmeridadega mdidratud menetluste Tauberi teoreemid).
Ulevaateks kogu valdkonnast soovitame juba eelpool mainitud
raamatut [279] ning artiklit [297].

Kumerusteoreemid. Olgu (A ) selline menetluste pere,

et tingimuse «<f# korral ACxenm A‘ﬂ'x € m - ning

A"xec A'ﬁx € t. Kui tingimusest « < ¥ < jireldub
implikatsioon S
A xem Axec+A xec,

siis Beldakse, et pere (A"") on kumer. Vastavate uurimuste
lihtekohaks on Hardy Jja Littlewoodi {110] poolt tSestatud
teoreem Cesarc menetluste (vt. &2) pere kumerusest. Mirgime
Boosi ja Neuseri artiklit [60] ning Tali tsid [334]), [335],
[234].

Tuumateoreemid. Regulaarset maatriksit A nimeta-
takse taielikult regulaarseks, kui kehtib implikatsioon
- o+ limAx - ™

(vt.Hurwitz [115]). Maatriksite tiieliku sisalduvuse kohta
vt. Beekmann [16]. Tiieliku regulaarsuse wSiste tildistamisel
jSuti tuumaprobleemini. TSkestatud Jjada x tuumaks K(x) ni-
metatakse tema osapiirvdidrtuste hulga kinnist absoluutselt
kumerat katet (Knopp ([136]), tSkestamata Jjada korral on
K(x) N {R |n « M} kus R, on punktide x ,x kumer

SPTIN
kate. Probleem seisneb selles, et antud maatriksi A puhul
leida tingimused, mil K(Ax) < K(x) iga x €« E korral, kus E
on mingi jadade hulk, niiteks K = m. Tipsema tslevaate nende
mSistetega seotud probleemidest ning tulemustest saab lugeja
Cooke "i raamatust [305] (6.pt.). Mirgime Loone +t8id [314],
[{315]1,[316], milles autor defineeris tuuma mwSiste lokaalselt
kumera ruumi elementide Jjacks, uuris selle omadusi ning
rakendas saadud tulemusi ~«menetluste tuumaprobleemide
uurimisel (vt. [317]).

Osajadade, Umberjirjestuste ning venitiste summeerimi-
ne. Sellesuunaliste uurimuste lahtekohaks on Jjérgmine

TEOREEM (Buck [68]). Kui Jjada x iga osajada (x ) on
%

mingi regulaarse maatriksiga summeeruv, siis x on koonduv
Jada .

Fridy [100] Ja Dawson [89] 1iBestasid analoogilisea
vaited ka Jada UmberJjarjestuste ning venitiste kohta.
Seejuures nimetatakse jada y (y,) Jada x venitiseks, kui
leidub selline indeksite Jjada (m ), et

v, =% (m S k<m, ie Ny,

Edasiste uurimuste kohta vt. Sledd [220], Dawson {90], [91),
Keagy [133), ([134]. Samu probleeme lokaalselt kumerates

17



ruumides on uwurinud Kolk (3013, {3021, [3031.

3 .Summeeruvustecoria rakendustest peatume siinkohal
viga lUhidalt vaid m®ningatel. KSige enam on summeeruvus-
teocoria meetodid leidnud kasutamist funktsiooniteoorias,
eriti just Fourier’ ridadega seotud probleemide wurimisel.
Lihtepunktiks on Jérgmine

TEOBREEM (Fejer (971). Funktsiooni f € C, Fourier’ rea
a°/2 + a, cos kt + b). sin kt
osasummade 8 (f,t) aritmeetilised keskmised koonduvad

tvhtlaselt t « R suhtes funktsiooniks f .

Selle klassikalise tulemuse Ghe tldistamissuuna
demonstreerimiseks seome maatriksiga A := (a ), mille puhul

on tiéidetud tingimused
E (k+1)|anh| <w, La, =1(ne N),

tema Lebesgue’i konstantide Jjada (LA). Nimelt kehtib iga

s, (£,4) = 25 £G)D (t-T)dr (n e W),

kus avaldist
sin(n+1/2)u
D, () := sin(u/2) (n <

nimetatakse Dirichlet’ tuumaks. Osutub, et
oA (£,0) = Lays (f,t) = 2 sk r-riar (noe 0,
kus
KA .- La,h @ (ned.

Maatriksi A Lebesgue i konstandid

A
t = s kP w)fdu (n e )

on operaatorite
AT <R, £+ (f,t)

pormid, s.t. T\ LA (nedM, t R,

Kehtib Jjérgmine vidide, millest erijuhul A=C¢C saadakse
Fejéri teqreem.

TEORKEM (vt.[52], teoreem 4.4.14).
Lebesgue "1 konstantide Jada on tSkesta
korral

Kui maatrir ' &
tud ning iga & < (0,7)

5 IKA(u)Idu + 0 (n+ ),

18



siis M (£,4) » £(t) Ghtlaselt t « ® suhtes.

Sisse juhatuse Fourier® ridade summeer imisse leiab
lugeja Boosi raamatust [52] (art.4.4) Ja Volkovi ning
Uljanovi Ulevaateartiklist [287], samuti Bugrovi téést (69].
Ulatuslikult on uuritud Gildiste ortogonaalridade ning veel
tildisemate ridade summeeruvust, kus (P} om mningi

koonduvussiisteem, vt. nditeks Moritcz Jja Tandori (1831,
Ttrnpu [3451, 3461, [3471. Viimatinimetatud ridade
erijuhuks on astmeread , mille summeeruvus on tihedalt

seotud funktsioonide analititilise FAtkamisega.

Kui funktsioon f on nullpunktis, arendatav positiivse
koonduvusraadiusega astmeritta ) siis vi ]l jaspool

koonduvusringi asuvas punktis z see rida hajub, kuid ta vBib
selles punktis olla summeeruv mingi (sobivalt wvalitud)
regulaarse menetlusega A. Sealjuures osutub astmerea
osasummade A-piirvddrtus

bt X X
A-TLaz = lim (T az))

k=0 k=0

tihtipeale funktsiooni f analtititilise Jitku vidirtuseks
punktis z. Niiteks kehtib Boreli maatriksmenetluse
¥ (eTn*/k!),, korral

TEOREEM (Borel [611). Iga z korral piirkonnast Re z < 1

L 1-z

k=0

Loomulikult ei piirdu rakendusv®imalused analtiitilise
jatkamise uurimisel vaid Boreli menetlusega (vt. nditeks
Agnew [3]1, Vermes [2461). Hoopiski keerulisem on kirJjeldada
menetluste Gldisi omadusi, mis iseloomustavad nende sobivust
astmerea analtiitilise Jitku konstrueerimiseks. Esimene
sellelaadne tihe lepanuvidirne tulemus kuulub Okadale [1861]
(vt. ka Boos [52], art.4.2). Uuematest téddest mérgime Luh
artikleid [151]1, [152].

Tihtsaimaks niiteks summeeruvusteooria rakendustest
funktsionaalanaliisis on summeeruvusbaasi wiste (Kozlov
[299], Gelbaum [104]). Olgu T RJ-regulaarne maatriks. Jada
(z_) lokaalselt kumeras ruumis X nimetatakse selle ruumi

T-baasiks, kui iga element x € X on tiheselt esitatav kujul
X - lim Bt « (x)z,

kus < € X° (ke N). Selle teemaga seotud toddest vt. veel

GapoSkin ja Kadets [2881, Meyers (1761, Tiht (3481, Buntinas

{701, [(721. Teistest rakendustest mdrkigem Banachi ruumi

refleksiivsuse kirjeldamist summeeruvusteooria vahenditega
(Nishiura Jja Waterman {1851, Singer [2181, Kolk [3001).

L3puks mainime veel Iiteratsiconiprotsesside summeeru-
vusega seotud probleeme. Olgu E mingi lokaalselt kumera
ruuwi kinnine kumer alamhulk ning A regulaarne maatriks.
Iteratsiconiprotsess operaatori f : E-+-E pisipunkti
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lewidmiseks konstrueeritakse Jirgmiselt. Suvalise X, €
korral vStame

x, = £(x.), v, "7 oa x  +a x,

Gldiselt
= (v ), v, =L a,x (n=23,...).
k=0

Ourimuste lihtepunktiks on Jirgmine

TEOREEM (Mann f1821). Kui pideval funktsioonil
£ : f{a,b] - [a,b] on Uks pisipunkt, siis Jadade (x ) Jja (v )

aritmeetilised keskmised koonduvad selleks pisipunktiks.

Uldisematest tulemustest vt. Rhoades ({185], Dotzon
{951, Makarov ja Melentsov {320].

§2. EONSERVATIIVSED MAATRIKSID

Maatriksite konservatiivsus Jja regulaarsus on sellised
probleemid, mida saab kirjeldada ning uurida GUsna Gldiste
funktsionaalanalGisi vahenditega : nad taanduvad teatava
funktsionaalide Jjada punktiviisi koonduvusele Banachi ruumis
(c.9 §_). Seepirast valisimegi alustuseks need kisimused.

TEOREEM 2.1. (a) Maatriks A on konservatiivne parajasti
siis, kui on tiidetud Jargmised tingimused:

eksisteerib lim a , =: a, (k = N}, (2.1)
eksisteerib 1im E a ,, 2 2)
syp £ la,, | < . (2.3)

Sel Juhul

limAx = x(A)lim x + ax (x e ¢), (2 4

kus a := (a)) € 1 ning
x(4) .- limEa, -ZLa.

(b) Maatriks A on t-multiplikatiivne parajasti
kehtivad tingimused (2.1) - (2.3), kusjuures
ning lim a, -~ T.

siis, kui
-0 (kel)
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(c) Maatriks A on regulaarne parajasti siis, Akul kehtivad
tingimused (2.1) -~ (2.3), kusjuures a =0 (k€ N) ning

limLa, - 1.

Toestus. (a) KSigepealt paneme tihele, et ridade
La,% (n e N) koonduvus iga x € ¢ korral on  konservatiiv-
se maatriksi A puhul tarvilik, teiselt poolt Jireldub see
vastavalt lemmale 1.1 (a) tingimusest (2.3). Seega vSime
lidhtuda eeldusest, et eksisteerivaa

A (x) - Ea,x (x € c, ne M),

lemmast 1.1 (a) Jjdreldub seejuures
A ec’, HAY =F la,l (ned),

Maatriksi A konservatiivsus tihendab funktsionaalide Jjada
(A ) punktiviisi koonduvust Banachi ruumis (c,% ¥ ), +tingi-
mused selleks leiame Banach-Steinhausi teoreemi abil. Pida-
des silmas, et {e,e | ke M} on ruumi ¢ pShihulk, saamegi
tarvilikud ja piisavad tingimused A konservatiivsuseks:
BA 3 = 0(1), s.t. sup L la | < =,
x

3 lim A (e), 5.t. 3 limAe = lim E a,,
X

3 lim A ("), s.t. 3 limge" - lima, - a (ke®).
VSrduse (2.4) tSestuseks mirgime kSigepealt, et tingimustest
(2.1) ja (2.3) Jéreldub a € 1, mist®ttu rida L a x koondub
iga x € ¢ korral. Kuna lim, € c’, siis esitusest (1.2)
saame

limAx = (lim x)limAe + T llmAek(xu -.lim x)

(lim x)1lim & a, + T a (x - lim x)
- 2x(A)lim x + ax (x € ¢).
(b) Kui A on 7v-multiplikatiivne, siis on ta konserva-
tiivne. mist®ttu kehtivad (2.1) -(2.3). Et seejuures l:mAx =
Tlim x iga x € ¢ puhul, saamegi

a, - lime" = Tlime = 7.0= 0 (ke W),
l,:i'.m > a, = limAe = Tlime - 71 - 7,
Vastupidi, kui tingimused (2.1) - (2.3) on tdidetud ning

a =0 (kelN) Jja lim La,

tuleneb limAx - 7lim x (x & ¢c).
Viide (c) Jjareldub vahetult vaitest (b).

T, siis vBrdusest (2.4)

Allpool nieme, et konservatiivse maatriksi A omaduced
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s8ltuvad suurel mdiral arva x(A) vasrtusest, tapsemal.
sellest, kas x(A) vSrdub nulliga v3i ei. Konservatiivset
maatriksit A mille korral x(A) = 0, nimetatakse koregulaar-
seks, vastasel juhul aga konullmaatriksiks. Teoreemi 2.1 (c)
kohaselt on k®ik regulaarsed maatriksid koregulaarsed, ©ma
omadustelt ongi koregulaarsed maatriksid 1lihedasemad regu-
laarsetele. Nende probleemide Juurde tuleme tagasi
paragrahvis 7.

Siinkohal sBnastame veel kaks viaidet, milledest esimese
v8ib lugeja hSlpsasti tBestada teoreemi 2.1 (a) eeskujul.
Tuleb vaid silmas pidada, et Banachi ruumis Cq moodustavad
Schauderi baasi jadad e (k € M), Teine on vahetu Jireldus
Uhtlase tSkestatuse printsiibist.

TEOBEEM 2.2. (a) Maatriks A summeerib k3ik nulljadad
(s.t. kehtib sisalduvus c, < CA) parajasti siis, kuil on tdi-
detud tingimused (2.1) Ja (2.3). Sel Juhul

limAx = ax (x €c ). (2.5)
(b) Maatriksi A korral kehtib sisalduvus

mcmA-[xG IAXGm}
parajasti siis, kuil on ti idetud tingimus (2.3).

Lihtne on veenduda, et eelmises paragrahvis vaadeldud
ndidetest on maatriksid I, Z*/z ja C regulaarsed, ¥V ja I(«)
aga konullmaatriksid, ¥V on seejuures O-multiplikatiivne.
Tiiendame oma naidetepagasit udnede lihtsamate klassikaliste
summeer imismenetlustega.

Naide 1. Rieszi kaalutud keskmiste menetlus M on mis-
ratud maatriksiga M := (n%k), kus

j P /P, kui _ n,
kui k > n

ja p (p,}) on mingi selline jada, et - B * 0
(n € ¥). Lihtne on veenduda. et maatriks M on pParajasti siis
konservatiivne, kui
eksisteerib lim P # 0 (18plik v®i 13pmatu)
ja
= O(P)),

ning regulaarne, kui on tdidetud ‘tingimus (2 8) 5
a



Niide 2. Mriundi menetlus N on miaratud maatriksiga
N=(n ), kus

J' kui k < n,
1 0, kuiko>n
ning p, ja P on samad, mis eelmises ndites. Maatriks N on
parajasti siis konservatiivne, kui
eksisteerib lim p /P =: »

ja kehtib (2.6). Konservatiivne maatriks N on regulaarne
parajasti siis, kui » = 0.

N4ide 3. Cesaro menetlus (¢ > -1) on Mrlundi menet-

luse erijuht, kus B, - ’) (bincomkordajad). Seega on
midaratud maatriksiga C - (c'k), kus
Néel
O miksn,

c (2.7)
] 0, kuik > n.

Kui « 2 0, siis on C” regulaarne. Juhul « - 1 saame eelpool-

vaadeldud aritmeetiliste keskmiste menetluse.

Abeli teisenduse

T - T Ex+t LIEx (med)

k=0 k=0 -0 f -1
ja teoreemi 2.1 abil leiame nitid tingimused maatriksi rida-
jada-konservatiivsuseks ning -regulaarsuseks.

TEOREEM 2.3. (a) Maatriks A on RJ-konservatiivne para-
Jasti siis, kui on taidetud tingimused (2.1) ning

Tlea | = 01y, (2.8)

l<

(n,k € N). Sel Jjuhul

X
x (xec¢s). (2.9)
i=o

i=

kus ba, - &, - &,,
lim,x = (a, - L 2a ) x + T (2a)
A x k

(b) Maatriks A on RJ-regulaarne parajasti siis, kui on tai-
detud tingimused (2.1) Ja (2.8), kusjuures a = 1 (k€ M),

Toestus. (a) K¥igepealt mirgime, et tingimus (2.1) on
tarvilik maatriksi A RJ-konservatiivsuseks, sest ek € ¢s
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(k « N), Analoogiliselt teoreemi 2.1 (a) tBestusega v&ime

lihtuda eeldusest, et read L &, x koonduvad iga x € €8 Ja
n e M korral. Kasutades Abeli teisendust ning tahistades
x € cs korral

x
§, ==L x (kekN), 8§ :=Tx,

v3ime lemma 1.1(b) pShial kirjutada
m—-1
r = lim( £ (8a,,)8 + a S
% k=0

- L (a )8, + Slim a_
1

1

E (83,)(5, - §) ¢ Lin( T ta, + 2,5

L (8 )(S, - §) + a_S.

Seega
y, - a,_5=L (g, ), - 8) (neh)
x
ja lim (y' - a'°S) eksisteerib parajasti siis, kui maatriks
(Aa_, } summeerib iga nulljada. Teoreemi 2.2 (a) kohaselt on
selleks tarvilik ja piisav, et oleks tdidetud tingimus (2.8)

ning eksisteeriks lim 3a 6 (k € M), Viimane tingimus Jirel-

X
dub ilmselt tingimusest (2.1), kusjuures lim Aa , = Aa,

(k € N) ja IAa&} < o, Seega (vrd. (2.5))
lim(y, - 8,8 = L (83 (5 - S)
ehk
1imAx = a,8S+L ak(Sk - 8) = (a, - L al)s + ¢
iga x € cs korral.
(b) Kui A on RJ-regulaarne, siis viite (a) kohaselt

kehtivad (2.1) ja (2.8). VSttes RJ-regulaarsuse tingimuses
limyx = £ x, (x = csg) (2.10)
x .
x = e, saamegi 3, = 1 (ke M), Vastupidi, kui kehtivad

(2.1) ja (2.8) ning a, =1 (kelN), siis g Aak -0 3a
valemist (2.9) saame vSrduse (2.10).

Taiendused Jja mArkused

Eespool toodud viidete tBestused on pirit i

sajandi algusest. Esimesena neist tSestati 1911.a esol va

Toeplitzi
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[244] poolt (13plike ridadega maatriksite Jjaoks) teoreem 2.1
(c), mida kirjanduses nimetataksegi Toeplitzi teoreemiks.
Teoreemi 2.1 (a) tiBestas kolmnurksete maatriksite korral
Kojima [139], @ildjuhul Schur {210]}. seet3ttu kannab see
tulemus KoJjima-Schuri teoreemi nime. Teoreemi 2.3 tZestus
kuulub Carmichaelile [75]. Margime, et analoogilised vdited
kehtivad ka poolpidevate Jja integraalsete summeerimismenet-
lusze puhul (vt. naiteks Hardy [351], 1III pt., teoreemid 5
Jja 6).

Konservatiivsete KSrval uurib summeeruvusteooria tildisi
maatriksteisendusi Jadaruumides. ©eldakse, et maatrike A
teisendab jadaruumi X jadaruumi Y, kui iga x « X korral jada
(Z;a,kxk)n eksisteerib ning kuulub ruumi Y. Vastavate tingi-

muste leidmiseks on olemas mitmeid erinevaid meetodeid.
Klassikaline meetod seisneb selles, et tingimuste piisavust
kontrollitakse standardsete vSrratuste abil, tarvilikkustaga
vastuvaiteliselt (tihtipeale nn. "libiseva kitru" meetodil).
Teine v®imalus on see, mida kasutasime eespool teoreemi 2.1
tSestamisel, ta pShineb Uhtlase +tBkestatuse printsiibil.
Kolmas meetod tugineb teoreemile kinnisest graafikust, selle
idee kuulub Zellerile {275], meetod ise on tdiuslikult vdlja
arendatud Wilansky raamatu [259] 8. peattikis. Juhime tihele-
panu veel Jakimovski, Livne, Russelli ja Tsimbalaric toodes
ksitletud funktsionaalanalitisile tuginevale meetodile (vt.
{1193, ({1223, [124]). P3hjalika tulemuste loetelu koos
viidetega originaalartiklitele maatriksteisenduste kohta
annavad Stieglitz Jja Tietz [232]. Analutitiliste jadaruumide-
ga
h(r) .- {xew| E x'z" koondub ringis {z} < r}

Ja
hir] {(xewl & x'z“ koondub ringis |z| £ r}

seotud maatriksteisendustest ning vastavast Kkirjandusest
annab tlevaate Grosse-Erdmann [107]. Sargent [206] Jja Sember
[212] uwurisid tingimusi, mil maatriksteisendus on kompaktne
operaator.

Tulles +tagasi konservatiiveete maatriksite Juurde,
mirgime, et nad moodustavad Banachi ruumi m kigi endomor-
fismide Banachi algebras L{(m,m) kinnise alamalgebra I'. Idee,
klassifitseerida konservatiivsed maatriksid konullilisteks
ja koregulaarseteks, kuulub Wilanskyle {249]. T&ihelepanu-
vairne on sealjuures, et ¥Sigi konullmaatriksite hulk on
ideaal algebras T (vt. Wilansky ja Zeller [264], Wilansky
[254]). Sellesuunalistest uurimustest vt. veel Brown, Kerr,
Stratton [66] Jja Abel [281].

§3. REVERSIIVSE MAATRIKSI SUMMEERUVUSVALI.

See. kui hBlpsasti Bnnestus meil eelmises paragrahvis
funktsionaalanaliiisi kSige tildisematest tulemustest lahtudes
leida vastused seal esitatud kiUsimustele, v3ib anda pShijust
tilemddraseks optimismiks. Konservatiivsuse Ja regulaarsuse



puhul on tegemist siiski vaid soodsate eranditega summeeru
vusteooria probleemide seas, tilejdinute uurimiseks vajame
keerulisemat aparatuuri. Selline aparatuur tugineb summeeru-
vusvilja sobivalt wvalitud topoloogiale. Iga maatriksi A
summeeruvusva li cy on vektorruum, tapsemalt, vektorruuml «
alamruum. Paraku ei ole ta @ldjuhul Banachi ruum. Triviaal-
seks niiteks selle kohta on nullmaatriks O, mille summeeru-
vusvdli on w, aga viimane ei ole teatavasti Banachi ruum.

Teiselt poolt on paljude maatriksite A korral CY tSe-
poolest v®imalik varustada normiga nii, et saame Banachi
ruaumi. Vhte niisugust maatriksite klassi me =selles para-
grahvis enne tildise Jjuhu Jjuurde asumist vaatlemegi.

Maatriksit A nimetatakse reversiivseks, kui tema poolt
midratud operaator A : cA + ¢ on podratav, s.t. kui iga
y € ¢ korral leidub parajasti ttks jada x € Cpr et Ax - y.
Kuna operaator A on lineaarne, siis v3ime ©elda, et
reversiivne maatriks korraldab vektorruumide 7Y ja ¢ vahel
lineaarse isomorfismi.

LAOSE 3.1. Reversiivse maatriksi A korral kehtivad
M rgmised v ited.

(a) Summeeruvusvali cy on Banachi ruum normiga

lxlA iz lelw (x € ¢c,).

A

(b) Funktsionaal f on Banachi ruumis (cA,l 'A) pidev Ja
lineaarne parajasti siis, kui ta on esitatav seosega

f(x) = NlimAx + t(Ax) (x « CA)' (3.1)
kus p € X ning t € 1. Seejuures

188 = fu] + Bed . (3.2)
TSestus. (a) IImselt on A : (cA,l I )+ (¢4 ¥ ) iso-
meetriline isomorfism ning kuna (c,§ ¥ )
siis on seda ka (cA,l EA). ®
(b) Lihtne on veenduda,
on esitatav kujul
f _-@g - A, kuaz g € ¢c”.
TSepoolest, f = (f - A™

on  Banachi ruum,

et f e Cp Parajasti siis, kui f

) = A, ning kui fec,”
. -1

€ ¢c’, sest A e L(c,cA). Vastupidi, kui
(3.3), siis on selge, et f e cé. Valemi (3.1)
(3.2) saame seosest (3.3), pidades silmas

s s11s

kehtib
ning vdrduse
Pideva lineaarse
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funktsionaali Gldkuju (1.3) Banachi ruumis (c,¥ ¥ ).
Reversiivse maatriksi definitsioon ei Utle midagi
maatriksi pooratavuse kohta. Nende kahe mSiste vahekorra

suhtes annavad mSningast selgust jargmised kaks niidet.

Niide 1. Maatriks

e
- -
O O =
(=
R N =

on reversiivne. Selles veendumiseks paneme tihele, et kail

Ax = 0, siis 0= —xl=};‘xk = ..,
s.t. x = 0. Jiarelikult on operaator A : cp* ¢ Ukstihene .
Antud y € ¢ korral moodustame Jjada x, kus X, o= lim y,
x, Yea Y (k= 1,2,...), siis ¥y - Ax. Niisiis,

A[cA] - ¢ ning kokkuvttes on maatriks A reversiivne. Samal
ajal ei ole ta pooratav. TSepoolest, kui C oleks A
vasakpoolne podrdmaatriks, siis peaks tema esimene rida
(o
+¢ = ..., kuid need kaks tingimust on omavahel vastuolus.

) rahuldama tingimusi Zcok -13a0 - €0 -~ %o t Cos

Niide 2. Regulaarne maatriks

2/3 173 0
A := 2/73 1/3 0
0 2/3 1/3 .

on podratav, tema pdoSrdmaatriks on

3/2 -3/4 3/8 -3/16...
0 3/2 -3/4 3/8
0 0 372 -3/74 ...

Sealjuures ei ole ta reversiivne: Jjada O e Krval
rahuldab v®rrandit Ax = 0 ka Jada ((-2)7).

Toodud niidete pShjal saame teha Jirelduse, et rever-
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siivpe mamtriks ei pryugi olla podratav ning pddratav naat
riks el pea olema reversiivne. Lihtsan on olukord
normaalsete maatriksite puhul. Meenutame (vt. &1), et nii
nimetatakse maatriksit A, mille korral a__ = 0 Jja 2, - 0,
kui K > n (n &« W),

KSigepealt veendume, et normaalne maatriks A on potra-
tav. Lihtume v3rrandist AC = I, s.t. tingimustest

T = 67.): (n,k &« N), (3.4)
Jubal n = 0 on vBrrand (3.4) kujul a_.c,, = 6., millest
Coo = 1/8,, Ja c,, = 0 (k= 1,2,...). Kui n - 1, saame vSr-
randist (3.4) seosed
8,000 + 8,C50 - 0.
a-l:co + auc‘u = 1.
8,,C0 * 8,C, 0 (k - 2,3,...)
kust
a
1 1
c, - a,, (1 a,.c.,) - a,,
Ch = - T 8,C, =0 (k= 2,3,...).

Nii jitkates saame theselt sAlratud vSrrandit AC - I rahul-
dava normaalse maatriksi C, kus
1 i-1
T gy Gu T Eae)  (Lkeo.

Nijtame, et maatriks C rahuldab tingimust CA = I. Kuna & Jja
C on normaalsed, siis korrutised CA ja A(CA) eksisteerivad
ning, pidades silmas paragrahvis 1 tehtud mirkusi ISpmatute
maatriksite korrutamise kohta, saame A(CA) = (AC)A = IA = A
mistBttu A(CA - I) = 0. Arvutaae A(C + (CA - 1)) - AC
+ A(CA ~ I)=1+0=1, seega C + (CA - I) on A parempoo lne
poordmaatriks. Et aga C oli A tiheselt misratud parempooc lne
péordmaatriks, siis CA - I,

KokkuvBttes oleme niidanud, et normaalne maatriks A on
peoratav. Tema péordmaatriksit tdhistame
A := («,), see on samuti normaalne,
(n « N),

edaspidi
kusjuures o - 1/
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LAUSE 3.2. Normaalns maatriks A on reversiivme Jja
pS8rdoperaator A~ : c » on m8dratud maatriksi A  pddrd-
maatriksiga A *,

Toestus. Viite tBestamiseks tihistame operaatori, mis
on antud maatriksteisendusega x = A 'y, tihega C, ning
niitame, et

A+C=C-+A=T1.
K&igepealt arvutame y € ¢ korral

n

X
(A+Cly=ACy) Ea. Eauw)

(E Ta,,w),=(Z8¥) W
-
st. A - C = I. Edasi, kui x € c., siis

(C» A)x = C(Ax) = (L i L a x')n
i=0 i=o

3

s.t. C« A =1,

Suurem enamus klassikalistest summeerimismenetlustest
on normaalsed.Eelmises paragrahvis def ineeritud Cesaro
menetiuse C (« > -1) pdSrdmaatriks (»~.) esitub kujul

n-X
0, kui k > n.

. ] ECT ), ki k <,
- (3.5)

Rieszi kaalutud keskmiste menetlus Hp ning NoSrlundi menetlus
on normaalsed parajasti siis, kui 2 (0 (ke N). Menet-
luse M podrdwaatriks (¢ .) on kujul
P /p,, ki k=n,
‘P ./p, kui k= n-1, (3.6)
l 0, ®ui kK< n-1vdiko>n.

Erijuhul p =1 (k € N) saame aritmeetiliste keskmiste
menetluse Cl poSrdmaatriksi

c - -2 3 (3.7}
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Taiendused ja markased

Summeeruvusvaljade topoloogilise struktuura T

sai alguse Poola funktsionaalanalttitikute toedes. .1? -oa.
andis Lvovi Ulikool oma auhinna Mazurile sumpecy imismenev

luste koosk®laprobleemi lahendamise eest (vt. &11). pelles
auhinnatéss (vt. (164]1) rakendas autor tollal alles
kujunemis jirgus olevat normeeritud ruumide tecoriat. Mitmed
summeeruvusteooria probleemid said lahenduse Banachi kuulsas
monograafias [10]. Niiteks leitakse seal reversiivse maat-
riksi A puhul iga A-summeeruva Jjada x jaoks Jirgmine esitus
(vrd. &11):

%, = -4 limyx + E ¢ (AX). (Ele, ) < ke b,

Kui A on normaalne, siis (- ) - 0 Jja C - &' Mittenormaalse

A korral on C kiilll parempoolne, kuid mitte tingimata vasak-
poolne pédrdmaatriks. Seejuures vBib (- ) olla isegi tBkes-
tamata jada (vt. Macphail Ja Wilansky (157]). Ulaltoodud
niited kauluvad Wilanskyle Jja Zellerile (vt. ({2601, (25631,
12.4).

Mirgime, et maatriksi reversiivsus ei ole tarvilik
tingimus selleks, et tema summeeruvusvali oleks Banachi
ruum. Allpool (vt. &7) iBestame, et kui A ei sisalda null-
veerge ja iga x € c, korral ixd¥:= sup |5 _Ja x| <=
siis (CA' L] l*) on Banachi ruum.

Banachi ruumide teooria meetodite rakendamise kohta
summeeruvustecorias vt. Wilansky [249], reversiivsete maat-
riksite tldise kisitluse kohta vt. Wilansky Jja Zeller (2601,
£263]3.

&4. F-RUUMID

Kui reversiivse maatriksi summeeruvusvili on Banachi
ruum, 5iis Gldiste waatriksite korral vajame Summeeruvus-

vilja struktuuri kirjeldamiseks Gldisemat thtipi ruume .
Selleks defineerime kidesolevas paragrahvis F-ruumid ja tut-
vume nende pBhiliste omadustega. Me ei sea endale eesmirgiks
esitada F-ruumide stistemaatilist teocoriat,

tldise skeewigz ning nende faktidega,

piirdume vaid
mida me allpool vajame
summeeruvusva ljade. uurimiseks. See juures rShutame analoogiat
normeeritud ruumidega, F-ruumide geomeetrilised ehk topo-
loogilised omadused jaivad siinkoha} tahaplaanile .

Olgu X vektorruum. Funktsionaali p : X - R nimetatakse
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poclnormiks. kui ta rahuldab tingimusi

pi(x) > 0,

pOAx) = Mp(x),

pi{x+y) < p(x) + p(y) (x,y € X, » € K),
Selle definitsiooni jirgi on iga norm poolnorm, tipsemalt,
selline poolnorm, et

p(x) - 0 x - 0.
Lihtne on veenduda, et poolnormi p korral kehtib vSrratus
[p(x) - p(y)| < plx-y) (x,y e X).

Vektorruumi X koos temal mddiratud 18plika vSi loen-
duva poolnormide siisteemiga ®, mis eraldab punktid ruumis X,
s.t.rahuldab tingimust

¥xe X\ {0}3pe® : p(x)=0, (4.1)
nimetame loenduvnormeeritud ruumiks ja tihistame (X,®) vSi
lihtsalt X, kui see ei tekita arusaamatusi. On flmne, et
18pliku stisteemi - {p ,..., pm} korral on X normeeritud
o P (x) (x € X). Teisalt on iga
normeeritud ruum (X, ¥ J) vaadeldav loenduvnormeeritud ruu-
mina, kus ¥ - (P;' teM} jap =¥ ¥ igat M korral. Nii-
siis, meil on tegemist normeeritud ruumi tldistusega.

™
ruum normiga ¥x¥ L

Osutub, et loenduvnormeeritud ruum (X,®) on meetriline
ruum, kui kaugus punktide x Jja y vahel defineerida seosega
(x-y)

.- -‘ ————ee
d(x,y) := E 2 I+p, ey

Jitame lugejale kontrollida, et d(x,y) rahuldab vektorruumis
X meetrika aksioome. Mirgime vaid, et kolsmurgaaksioomi
kontrollimisel kasutatakse funktsiooni t/(1 + t) (t 2 0)
monotoonsust ning vSrratust
Eevey (a,b z 0.
Vahetu kontroll niitab veel, et antud meetrika on nihke suh-
tes invariantne, s.t.
d{x + 2, y + z) - di(x,y) (x,y,z € X).
Elemendi x kaugust ruumi X nullpunktist tihistame !x!, nii-
siis,
tx! d(x,0).

Funktsionaali ! ! : X + R nimetatakse paranormiks vektor-
ruumis X.

Kuivdrd (X,®) on meetriline ruum, siis on temas def i-

re

neeritud jada koonduvus. Nagu harilikult, mirgime Jjada x

(e

koonduvust elemendiks x kas x -+ x (vajaduse korral ka
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x™ =+ x((X,®))) v&i lim_ x7 - x. Koonduvuse definitsiooni

kohase 1t

x™ + x e lim !'x7 - x! = 0
p.(xln)_ x) -
e lim £ 27 - = 0.
in t 1 +p.(x‘ ‘o %)

Kasutades rea Uhtlase koonduvuse Weierstrassi tunnust, saab
naidata, et viimases tingimuses vasakul pool olev rida koon-
dub thtlaselt n € N suhtes, mist®Sttu

p‘(x‘m— x) £2 1 p. (% - x)
- im

kY

lym E 2 S
1+ p(x - x) 1 +p(x - x)

KokkuvBttes saame

LAUSE 4.1. Jada (x ) koondub elemendiks =x ruumis
(X,®) parajasti siis, kui
p(x"- x) 0 (el n-o.

Analoogiliselt naidatakse, et Jada (x ) on Cauchy

jada ruumis (X,®) parajasti siis, kui
pGx™- x")+ 0 Ged, nl-w),
s.t.kai
Ve >0 Vel 3N el :nls>HN +p"-x")<s.

Alamhulka D © X nimetatakse tSkestatuks, kui SuP ) p(x) ¢ o
(p € ®), s.t. kui iga poolnorm p € ® on hulgal D tSkestatud.

Enne, kui pustitada probleemi lineaarsete operaatorite
ning funktsionaalide pidevusest loenduvnormeeritud ruumides,
leiame tingimuse poolnormi pidevuseks.

LAUSE 4.2. 0lgu q poolnorm ruumis (X,®). Jargmised
tingimused on samaviirsed:
(a) q on pidev,
(b) @ on pidev punktis 0,
(c) leiduvad me N ja ¥ > 0, et

q(x) <ML p‘(x) (x € X).

Toestus. On =elge, et (a) =+ (b).

Implikatsiooni
(b) =+ (c) t¥estamiseks cletame, ¢t tingimus (c) ej kehti
siis leiduvad elemendid x “e X Jja arvud K >0 et
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lim K, - = ning
ax™) = K £ p(x™) (ned).

Valime arvud c, >0 selliselt, et c,l'_';_o p(x )+ 0, aga

Ke X p((x™)»® (n-+w). Siis iga J £ a korral

rn r (rw
p.(c,x ") £ L p(c x

) - 0,

L 2

s.t. c,x" -0 (n » w), Teiselt poolt, afc x) = m,
mistdttu q ei ole punktis 0 pidev.

LB3puks niitame, et (c) + (a). TSepoolemt, kui x € X Ja
X X, 8iis tingimusest (c) saame

>

fa(x™) - ax)] £ a(x™- X)) S MEp(X '~ x) + 0 (n =+ »),
t=0
s.t. q on pidev punktis x.
TSestatud viitest selgub muuseas, et ruumis (X,®) on
kSik poolnormid p € pidevad.

Asudes ntid uurima lineaarsete operaatorite pidevust,
lepime k¥igepealt kokku tihistuste suhtes. Olgu (X,») Ja
(Y,Q) loenduvnormeeritud ruumid. K&igi pidevate lineaarsete
operaatorite T : X » Y vektorruumi tihistame L(X,Y). Eriju-
hul, kui Y = K, nimetatakse vektorruumi L(X,X) ruumi (X,®)
kaasruumiks, ning tihistatakse X’ v3i tipsemalt (X,®)’.

Miletatavasti on normeeritud ruumide korral lineaarse
operaatori pidevus samaviirne tema tBkestatusega, viimast on
aga enamasti "hSlpsam kontrollida. Me anname Jirgnevalt
pidevusega samaviirse lihtsamini kontrollitava tingimuse 1i-
neaarsete operaatorite jaoks ka loenduvnormeeritud ruumides.

LAUSE 4.3. 0Olgu (X,®) Ja (Y,Q) loenduvnormeeritud
ruumid ning T : X - Y lineaarne operaator. Jargmised tingi-
mused on samavdirsed-

(a) T on pidev,

(b) T on pidev punktis 0,

(¢c) iga q € Q korral on q » T pidev,

(d) iga q € Q korral leiduvad me N ja M > 0, et

a(T(x)) = ME p(x) (x<X).
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Toestus. Operaatori T lineaarsusest saame,
(a) & (b), ilmselt kehtib (b) (c). Lausest 4.2 jireld
(c) + (d). Jiib tPestada implikatsioon (d)  (b). FKul
X + 0 ((X,®)), siis p(x™)+ 0 G eMN) ning iga 2 €
korral saame tingimusest (d), et q(T(x “)) - 0. Seega on Ope

raator T punktis 0 pidev.

JARRLDUS 4.4. Lineaarne funktsionaal £ on ruumis (X,®)
pidev parajasti siis, kui leiduvad m € N JaM > 0, et

I£x)] SHE p(x) (xeX). (4.2)

Jitame lugejale iseseisvalt veenduda, et lause 4.3
tingimus (d) tihendab tegelikult operaatori T tBkestatust,
s.t., et T teisendab iga tBkestatud hulga tSkestatuks para-
jasti siis, kui ta rahuldab tingimust (d). Niisiis, ka
loenduvnormeeritud ruumide puhul an lineaarne operaator
pidev parajasti siis, kui ta on tSkestatud.

Me Utleme, et loenduvnormeeritud ruumid (X,®) ja (Y,Q)
on isomorfsed, kui leidub niisugune péératav pidev lineaarne
operaator T : X+ Y, mille podrdoperaator T : Y+ X on
samuti pidev. Tegemist on lineaarse Jja topoloogilise iso-
morfismiga ruumide X ja Y vahel. Kui loenduvnormeeritud ruu-
mide (X,®) ning (X,Q) vahel korraldab thikoperaator
I: (X,®) » (X,Q) isomorfismi, siis Utleme, et poolnormide
ststeemid ® ja Q on ekvivalentsed.

LAUSE 4.5. Kui loenduvad poolnormide siisteemid ® ja @
eraldavad punktid vektorruumis X, siis frgmised tingimused
on sapaveirsed-

(a) ® Ja Q on ekvivalentsed,

(b) iga q € Q on pidev ruumis (X,®) ja iga pe ® on pidev
ruumis (X,Q),

() x + 0 ((X,®)) @ x =+ 0 ((X,Q)).

Selle viite Jitame lugejale kontrollida. Mirgime veel
et kui (X,®) on loenduvnormeeritud ruum, siis stisteem P

= (p, | i €M), kus B (x) := :‘;"pk(x) (xe X) on

. esialgse
stisteemiga ekvivalentne. Niisiis, me véime iga loenduvnor
meeritud ruumi (X,®) korral eeldada, et ststeem ®  rahuldab

tingimast
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Po(x) S p(x)=s ... < px)=s ... (x-= X).

Sel Juhul deldakse, et ® on suunatud siisteem.

Normeeritud ruumi omaduste uurimisel mingivad pidevad
lineaarsed funktsionaalid viga olulist osa, kusjuures enamus
vastavasisulisi tulemusi tugineb Hahn-Banachi teoreemile. Me
formuleerime selle teoreemi siin tema wldisel kujul. Kuna
tBestus ei erine pShimdtteliselt sellest funktsionaali Jat-
kamise printsiibi t@estusest, mis harilikult esitatakse
funktsionaalanalitisi pShikursuses, siis Jitame ta vahele Ja
soovitame lugedale vajaduse korral Bpikuid ([319]) (1k.
135-138) ja [132) (1lk. 478-482).

TEOREEM 4.6. Olgu q poolnorm vektorruumis X ning g
selline lineaarne funktsionaal alapruumis L <X, et
lg(x)} < a(x) iga x < L korral. Siis leidub lineaarne
funktsionaal f vektorruumis X, mis rahuldab tingimusi

f(x) - g(x) (xe L), (4.3)
()] s q(x) (xe X). 4.4)

Kui L on loenduvnormeeritud ruumi (X,®) alamruum, siis
on (L, ®|.) samuti loenduvnormeeritud ruum, kus
yIL .- (PIL!PG"’}'
Iga @ €« L korral leiduvad me N ja M > 0, et (vrd. (4.2))
jlg(x)] < ML p,(x) a(x) (x e L).

Rakendades funktsionaalile g ja poolnormile q teoreemi 4.6,
saame £ € X°, mis rahuldab tingimusi (4.3) Ja (4.4). Niisiis
kehtib Jdrgmine funktsionaali Atkamise printsiip loenduv-

normeeritud ruumis.

TEOREEM 4.7. Olgu L ruumi (X,»®) alamruum Ja
g € (L, ?lL)’. Siis leiduvad f € X, me M ja M > 0, et
f(x) = g(x) (xe L),

J£(x)] <M I p(x) (xeX).

Edasi tSestame m®ned kasulikud Jireldused Hahn-Banachi

teoreemist.
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LAUSE 4.8. Kui funktsionaal £ « (X,®)  rahuldab verra
tust (4.2), siis leiduvad sellised funktsionaalid f,.---* m
(X,®»)", et

£z ..+ £, |2 0GO) S Mp(x) (xe X, 1= 0,....,m).

Toestuse esitame juhul M = m = 1, s.t. eeldusel
£} s p(x) + a(x)  (x e X),

kus p,q € . Uldisel juhul on t¥estus analoogiline. Tahista-
me h((x,y)) := p(x) + a(y) (x,y € X), lihtne on veenduda,
et h on poolnorm vektorruumis X X X. Mirkides g((x,x)) :=
£(x) (x  X), saame alamruumis H :={(x,x)} x € X} lineaar-
se funktsionaali g. Kuna |g((x,x))} < h((x,x}) ({x,x)  H),
siis saab g Hahn-Banachi teoreemi abil jitkata kogu ruumile
X % X lineaarseks funktsionaaliks G nii, et |G((x,y))| =
h((x,y)) = p(x) + a(y) ((x,y) &« X x X). Nutd defineerime
funktsionaalid £  Jja f ruumis X seostega £ (x) := G((x,0))
Ja £ (x) := G((0,x)), siis-

t=f + £, |2 ,00f <px), [£(x)] S a(x) (xe X).
Viimastest vBrratustest Jireldub, et £,.f, « X’. Viide on
tSestatud.

Jirgmine viide vastab normeeritud ruumide teooriast
tuntud teoreemile piimavast arvust funktsionaalidest.

LAUSE 4.9. Kui q on pidev poolnorm ruumis (X,®) ning
z € X, siis leidub £ & X°, et
£(z) - a(z), 2} S a(x) (x e X).

Toestus. Tihistame L := <2z> := (Az| X\ € K} ning moodus-
tame funktsionaali
€ 1 L +K, 2z +q(2),
Et g(z) = q(z) Ja
laz)] = Pa2)| = Plaz) = qrz) (e Ky,

siis Hahn-Banachi teoreemi kohase 1t leidub lineaarne
funktsionaal £. X K, mis rahuldab tingimusi (4 3) Ja
(4.4). Tingimusest (4.4) Jéreldub ka

pidevus, seega on tal kSik nSutud omadused

funktsionaali £

JABELDUS 4.10. Loenduvnormeeritud ruumi X kaasruum X’
eraldadb punktid vektorruumis X .
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Toestus. Kui z € X ja 2z 2 0, siis tingimuse (4.1) tSttu
leidub p € et p(z) 2 0. Lause 4.9 pShjal saame leida
sellise £ « X°, mis rahuldab tingimust £(z2) - p(z), seega
f(z) = 0.

LAUSE 4.11. Loenduvnormeeritud ruumi (X,®) alamruumi L
korral kehtivad Brgmised va ited.

(a) Kui 2z €« X \ L, siis 1leidub f € X, et kernf > L Ja
f(z) = 1.
(b) Kui L on kinnine Jja z € X, siis ka L ® <z> on kinnine.

(c) Iga z « X korral L ® <z> = L & <2>.

Toestus. (a) KSigepealt méirgime, et kuna 2z # L, siis
leiduvad ¢ > 0 jJame N, et

Epx-2)zs (x € L). (4.5)

TSepoolest, vastasel korral saaksime valida niisuguse ele-
mentide Jada (x7) alamruumis L, et }'_';_up.(x'm- z) » 0

(n » ). Sellest aga Jjirelduks X" - z, mis on vastuolus

eeldusega z # L.
Defineerime funktsionaali

g: L& «<z>» K, ¥y = X + Rz » X,
siis g on lineaarne, kern g > L ning g(z) = 1. Naitame, et g
on pidev alamruumis L & <z2>. Kui x + Xz € L ® <2> ja x = 0,
siis -(x/A) € L ning vSrratuse (4.5) t3ttu E"'_op‘(-(x/k)- z)
z &£, Seepirast

x » m
fgl = rls— Ep¢-*-2=22 gawm

&

iga y € L ® <z> puhul, millest jirelduse 4.4 pShial saane,
et g € (L ® <z2>)". Rakendades teoreemi 4.7, jatkame g kogu
ruumis pidevaks funktsionaaliks f, millel on nSutavad
omadused .

(b) Olgu L - L, vStame alamruumis L & <z> elementide

1. [t

y X +x 2 jada, mis koondub ruumis X mingiks punk-
tiks y. Kuna eelpool defineeritud funktsionaal f on pidev,
siis limx - f(y). Seega - y- xz+y- f(y)z - x.
Tanu alamruumi L kinnisusele kehtib xe Ll ning

y - x f(y)z e L & <z2>. KokkuvSttes tBestasime, et L & <z>
on kinnine.



(¢) Kuna L ¢ L ® <z>, siis L < L ® <z> ning Le z

< i ® <z>. Vastupidi, sisalduvusest L ® <z> ¢ L ® <2? Brel

dub vaite (b) tSttu, et L ® <z> c L ® <z> - L ® <2>.

JARELDUS 4.12. Olgu L loenduvnormeeritud ruumi (X,»)
Wikjal tihe alamruum. Kui funktsionaalide f.,8 € X |korral
£, = aly, siisf = g.

Utleme, et Jjada (x") koondub mSrgalt elemendiks x
loenduvnormeeritud ruumis (X,®) Jja tihistame x -—+ X
(vajaduse korral ka x'~ --+ x((X,®)), kui

£(x77) » £(x) iga £ € X korral.
Mirgime n®rga koonduvuse wSningaid omadusi, mis normeeritud
ruumide korral on meile teada funktsionaalanaliiisi kursu-

sest.
LAUSE 4.13. Kui X" + x ruumis (X,®), siis x =~ --+ x.

Toestus. Kehtigu x = =+ x, siis p(xX - x) 0
(i €« N), Seepirast iga f €X’ korral (vrd. jireldus 4.4)

™) - £ = G - 0} <M Ep&x” - x) - 0,

1403

tahendab, f(x )} » f(x). Jarelikult x -—= X.

LAUSE 4.14. Kui x ' --+ x ruumis (X,®), siis
(a) piirvairtus x on Uheselt miiratud,

(b) leidub elementide x lineaarsete kombinatsioonide Jjada
n> >

(2™, et 27 -+ x((X,®N.
Toestus. Vaite (a) Jatame lugejale kontrollida. Viite
(b) tSestamiseks tihistame L :z= 1lin {x""’ln e® } ja oletame

vastuvditeliselt, et x & L. Rakendades lauset 4.11 (a), saab
leida funktsionaali f e X tingimustega f(x) = 1

o Ja
£(x™) = 0 (n € M), mis on vastuolus eeldusega x"--+ x

Me vBiksime analoogiliselt nSrga koonduvusega definee-

rida ka jada nSrga tSkestatuse, kuid jirgmine lause naitab

et see omadus ei erine jada tBkestatusest



LAOSE 4.15. (a) Loenduvnormeeritud ruumi (X,®) elemen-
tide jada (x™) on tSkestatud paraJjasti siis, kui

sup |£(x™)} < » iga f € X* korral. (4.6)

(b) Iga nSrgalt koonduv Jjada loenduvnormeeritud ruumis on
tSkestatud.

Toestus. (a) Tarvilikkus. Olgu f e X’. Kui Jjada (x";
on tSkestatud, siis arvjadad (p. (xm’))n on iga i e N korral
tSkestatud. Tingimuse (4.6) saame vahetult jireldusest 4.4.

Piisavus. Eeldame, et tingimus (4.6) on taidetud ning
tihistame suvalise p € ® korral

X; (feX| 34> 0 :}Jf(x)] < Mp(x) (xe X)}.
Nagu naitab vahetu kontroll, on Xp normeeritud ruum normiga
BER = inf{ M > 0 | J£(x)] < Mp(x) (x €X)}
= sup{{f(x)} | p(x) = 1}.
Veelgi enzm, tipselt samuti, nagu tSestatakse normeeritud
ruumi kaasruumi tidielikkus, veendutakse, et (X;.l |p) on
Banachi ruum. Defineerime funktsionaalid

F, X, K, £+ £G&T)  (ned).
Ilmselt on need lineaarsed, kuid ka t#®kestatud:
IF ()} - J£G™)] = 11 p(x7)  (fe X, nelN).

Seega F, € (X')" 5a ¥ = p(x™) (neWN). Teiselt poolt
saab lause 4.9 pShjal iga n € N korral leida £f™e X* oma-
dustega f7H =1 ja £ (X7) = p(x ). Seetdttu ¥

= sup{|£(x™)} | 11 < 1} > p(x™), jirelikult kehtib
vdrdus §F 1 = p(x™’) (neN). Kuna (£(x™))on tBkestatud
arvyada iga f e X° puhul, siis on funktsionaalide Jjada (F )
punktiviisi t®kestatud Banachi ruumis X;. Uhtlase tSkestatu-
se printsiibi pShjal moodustavad normid 'F ¥ tBkestatud arv-
jada. Seega oleme niidanud, et sup, p(x"')) < ® iga pe ¥®

rw

korral, niisiis on Jjada (x ) tBkestatud ruumis (X,®).
Vaide (b) Jjareldub vahetult viitest (a).

Tdielikku loenduvnormeeritud ruumi nimetatakse Frechet’
ehk F- ruumiks. Iga Banachi ruum on F-ruum, kuid Banachi
ruumid ei ammenda kogu F-ruumide klassi. Lihtsaimaks ja tun-
tuimaks F-ruumiks, mis ei ole normeeruv, on kEigi arvjadade
vektorruum @ poolnormidega r.(x) := |x| (i € N) (vt. &5).

Loomulikult on iga F-ruum kui meetriline ruum ka topo-
loogiline ruum, seepidrast riigime me allpool nmSnikord ka
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F- topoloogiast.

Teatavasti tugineb lineaarsete operaatorite teooria
Banachi ruumides kolmele pShiprintsiibile, need on funktsio-
naali jstkamise, lahtise kujutuse ning Ghtlase tBSkestatuse
printsiip. Analoogilised viaited moodustavad ka F-ruumide
korral selle aluse, millele rajaneb pidevate lineaarsete
operaatorite uurimine. Uhte neist kolmest, nimelt
funktsionaali jitkamise printsiipi, me Juba tunneme (vt.

teoreem 4.7).

TEOBEEM 4.16 (lahtise kuJjutuse printsiip). Olgu X,»)
Ja (Y,Q) F-ruumid. Kui operaator T € L(X,Y) on stirjektiivne,
s5iis on ta lahtine, s.t. teisendab iga lahtise hulga lahti-
seks hulgaks.

Toestus el erine pShimStteliselt ega ka detailides
sellest tSestusest, mis on toodud nditeks Kangro Bpikus
[132]) (1k. 469-472) Banachi ruumide korral. Tuleb vaid norm
1 1 asendada paranormiga ! ! ning kasutada Jargmist

F-ruumide omadust.

LAUSE 4.17. Kui on selline elementide rida F-ruu-
mis X, et L ix ! < », siis see rida koondub.

Toestus. Kuna L x ! < », siis m n korral

PEx - Ex -0 E o x < Eix! s 0 (n-w),
k=0 k=0 k=r+s k=nes
s.t. rea osasummad moodustavad Cauchy jada. Et X on
tijielik ruum, siis rida koondub.

Lahtise kujutuse printsiibist Jireldub

TEOREEM 4.18 (teoreem podrdoperaatorist) . Olgu (X,%)
Ja (Y,Q) F-ruumid. Kui operaator T e L(X,Y) on psdratav
siis T'e L(Y,X).

Toestus. Teatavasti on pd8ratava lineaarse operaatori
péordoperaator lineaarne, niisiis jasb nididata vaid
tori T ' pidevus. Olgu G < X lahtine hulk

= T(G) on teoreemi 4.16 jirgi lahtine.

operaa-
siis (T (G)
Seega on operaatori
T suhtes lahtiste hulkade originaalid lahtised, mis tihen-
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dabki tema pidevust.

Meenutame, et vektorruumide X ja Y otsekorrutis
Xx Y := {(x,9)] xe X, y e Y}
on vektorruum, milles lineaarsed tehted on defineeritud
koordinaaditi:

(x,y) + (X7,y7) = (xtx",y+y’), 2 (x,y) Orx,2y) x e K),
Kui (X,®) Jja (Y,Q) on loenduvnormeeritud ruumid, siis
tihistame

P xQ := (r.sl i,j el },
kus

r..((x,y)) = p(x) + a.(y) (xe X, ye ¥, i,j e N).
Jitame lugejale kontrollida jargmised viited.
1° Funktsionaalid r : XX Y+ ® (i,j e N) on poolnormid
ning stisteem ® X Q rahuldab vektorruumil X X Y tingimust
(4.1), s.t. (XX Y X Q) on loenduvnormeeritud ruum.

2° Jada ((x",¥y"")) koondub elemendiks  (x,y) ruumis
(X X Y,® X Q) parajasti siis, kui x =+ x({(X,®)) Jja y™
-~ y((Y,Q)).
3% Kui (X,®) Jja (Y,Q) on F-ruumid, siis ka (X X X Q) on
F-ruum.

Olgu (X,®) Jja (Y,Q) loenduvnormeeritud ruumid. Bel-

dakse, et operaator T : X » Y on kinnine, kui tema graafik
gr T := {{(x,T(x)} x e X}
on kinnine alamhulk ruumis (X x Y,® x Q). Nii nagu normeeri-
tud ruumide korral, on ka siin operaatori T kinnisus sama-
vairne implikatsiooniga
X7 s %, TXT) vy o+ T(X) +y,
millest muuhulgas Jareldub, et iga pidev operaator on

kinnine.

TEOREEM 4.19 (teore¢em Kkinnisest graafikust). Kui (X,?)
Ja (Y,Q) on F-ruumid ning T : X+ Y on kinnine lineaarne

operaator, siis T € L(X,Y).

Toestus. KSigepealt mirgime, et gr T on F-ruumi (X x Y,
X Q) alamruum, mis eelduse kohaselt on kinnine, seega
samuti F-ruum. Defineerime operaatorid
S gr T =+ X, (x, T(x)) » x,
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SY: gr T » Y, (x, T(x)) » T(x).
Ilmselt on bijektiivne lineaarne operaator ning sSee€ Juu
ka pidev, kuna iga i € N korral kehtib vBrratus
P (S ((x,¥))) - B(x) S r . ((x,¥)) (xeX, ye¥, 3N
(vrd. lause 4.5). Teoreemi 4.18 Jjirgi on Sx': X - gr T pidev.
Kuna operaator SY- on pidev ning T = , siis on T.
X - Y pidev operaator.

res

Jirgmine teoreem on tihtlase tSkestatuse printsiibi

analoog.

TROBEEM 4.20. Olgu (X,®) Ja (Y,Q) F-ruumid ning Tn

& L(X,Y) (ne M), Kui (T (x)) on iga x € X korral t3kestatud

ruumis Y (s.t. kul (tn) on punktiviisi tSkestatud), siis
lga q € Q Jaoks leiduvad m €« N ning M > 0, et

spp a(T (x)) s H E p (x) (x € X). (4.7)

120
Enne kui asume seda viidet tSestama, wéirgime Jdrgmist.

Alamhulka H ¢ L(X,Y) nimetatakse wSrdpidevaks, kui F-ruumi
(Y,Q) iga nullitimbruse V jacks leidub F-ruumi (X,®) selline
nullitimbrus O, et T(U) ¢ V MSikide T « H korral. Osutub, et
H on parajasti siis v3rdpidev, kui iga q € Q puhul leiduvad
me N jal > 0, et

a(T(x)) S ME g(x) (xe X)

iga T « H korral. Niisiis v3iks teoreemi 4.19 s3nastada
Jirgmiselt: punktiviisi tSkestatud pidevate lineaarsete
operaatorite Jada Uhest F-ruumist teise on v&Srdpidev.

Toestus. Tihistame
m(Y) == (v = (3) } YaeQ: q(y) := sup a(y ) < o }
X

s.t. n(Y) on ruumi (Y,Q) ¥¥igi tSkestatud jadade hulk. Defi-

neerides selles hulgas koordinaaditi liitmise Jja skalaariga

korrutamise, saawme vektorruumi. Seejuures on (m(Y),Q), kus Q
:= {q } @ € @ }, loenduvnormeeritud ruum, veelgi enam, ta on
F-ruum. See fakt tZestatakse samamoodi, kui erijuhul Y :- K.
Mirgime veel ruumi (m(Y),Q) Ghe olulise omaduse :

o4

Y7 ey (.2 + 37 « y ((Y,Q)), (ke x), (4.8)

(r> fr
kus y .- (:2‘ )m(n e M) 3a y::o (y,). TBepoolest, kui ¥y
- y, s8iis q(y - y) = supkq(yk -y 0 (q Q) millest

(n ’ it
Jaéreldub y, '+ y((Y,Q)) iga ke M korral.



Kuna Jjada (T,) on punktiviisi tBkestatud, siis (T, (x))
< m(Y) iga x € X korral. Defineerime operaatori
S: X » m(Y), x » (T (x)),
mis tanu operaatorite Tnlineaarsuse le on lineaarne. Niitame,
et ta on kinnine. Kui eeldame,et M+ x da SGM) - Y,

siis omadusest (4.8) ning operaatorite pidevusest saanme
¥ = lim S(x™) = lim (T ™)) = (Lim T, "D
i 1 1

>

- (T, (Lim x™)) - (T (x)) = S(x).
1

Niisiis on operaator S t®epoolest kinnine ning teoreemi 4.19
Jirgi pidev. SeetSttu (vrd. lause 4.3) leiduvad iga q € Q
jacks me N ja M > 0, et

sup q(T'.(x)) = g(S(x)) s ML Bx) (xe X).

JARELDUS 4.21 (teoreem piiroperaatori pidevusest). 0lgu
(X,®) Ja (Y,Q) F-ruumid ning e L(X,Y) (n € N), Kui ope-
raatorite Jada (T ) on punktiviisi koonduv, siis seosega

T(x) lim T (x) (x € X)
miiratud operaator T on pidev Ja lineaarne, s.t. T € L(X,Y).

Toestus. Operaator T on ilmselt lineaarne . Kuna Jada
(T,) on punktiviisi tBkestatud, siis saab iga q € Q@ Jjaocks
vastavalt teoreemile 4.20 leida sellised me N ja M > 0, et
kehtib vBrratus (4.7). Viimasest saame tanu poolnormi g
pidevusele

q(T(x)) = lim q(T (x)) sup q(T(x)) = M E p,(x) (x & X).

{=z0
Lause 4.3 kohaselt on T pidev operaator.

JARELDUS 4.22. 0lgu e L(X,Y) (n e N), kus (X,®) Ja
(Y,Q) on F-ruumid. Kui operaatorite Jada (T») on punktiviisi
tSkestatud, siis

L:={xeX}|3 lim T (x>}
Ja
L {(xe X} 1im T (x) = 0}

o

on kinnised alamruumid F-ruumis X.

Toestus. Lihtne on veenduda, et L ja L, on vektorruumi
X alamruumid. Olgu ¢ € @ suvaline ning m Jja M valitud

vastavalt tingimusele (4.7). QOlgu (x¥) selline jada alam-
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s.t.

Seega

ruumis L, mis koondub ruumis X mingiks elemendiks X,
p(x - xm) + 0 iga i €« ¥ korral protsessis 1 =+ ®.

saame suvalise & > 0 puhul leida 1 e D, et (vrd. (4.7))
i > (3 >

syp (T, (x- x ° N SHERHx-x ) <s/3
Edasi, kuna x © e L, siis on (T,x °)  Cauchy Jada,

mistBttu leidub niisugune n_,, et kui n,m > ng, siis
[{ 9] a

alT (x°) - T (x ))<&/3.

Seega kehtib Jjuhul n.m > ng
a
a(T (x) - T _(x)) S (T, (x - x°))

f T (x%) - T (x®) +a(T (x° - x))

< £/3 +6/3 /3 = &,
s.t. ('l" (x)) on Cauchy Jjada F-ruumis (Y,Q) ning Jarelikult
koonduv. Niisiis, x € L, mis tihendabki alamruumi L kinni-
sust. Alamruumi L kinnisus tSestatakse analoogiliselt.

&€5. FK-RUUMID

Olles varustatud eelmises paragrahvis tSestatud tule-
mustega F-ruumide kohta, asume uurima Jadaruume. Nii nimeta-
takse vektorruume, mille elementideks on jadad ning kus li-
neaarsed tehted on defineeritud koordinaaditi. Teiste
sSnadega, Jjadaruumid on vektorruumi « alamruumid. Mirgime
nende olulisemad spetsiifilised mSisted.

Jadad & (k « N) olid vaatluse all Juba eespool (vt.&1).
Iga jada x := (x ) € « jJaoks defineeritakse tema I&iked

m) ™
X - (xg, v oeeen %, 0,0, "')zzxke" (< Ny,
Need on jadaruumi ¢ elemendid, seega on miiratud lineaarsed
operaatorid

S :we+p , x-x™ (me M)y,

™m

Antud Jadaruumi X korral tihistatakse

X o (‘E""IVXEX:“XEL}'
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1o €ew | ¥YrxeX:sxecs},
- (s ew | ¥Yxe X : s xe€ bs },

kus &£+x = ). Lihtne on veenduda, et X~, ja ¥ on
jadaruumid, neid nimetatakse vastavalt jadaruumi X «-, 3- Jja
r-kaasruumiks. Mirgime niiteks (vrd. lemma 1.1), et

n - dﬁ - - - = = ¢ =1,
1" =0 7

- m.
Defineerime veel koordinaatfunktsionaalid
nk.n(, X = ()r,‘)-ozsl (ke N)

ning korrutised

x*E (x*z|] z « B}, E*F := {xz] xe E, z ¢ F},
kus x € @ ning E ja F on ruumi « alamhulgad.

Varustame Jjadaruumi X sellise loenduva poolnormide
siisteemiga ¥, mis eraldab punktid ruumis X. Kui (X,R) on
F-ruum ning on tiidetud tingimus
(K) e X* (kelN),
siis nimetatakse teda FK-ruumiks. Normeeritud FK-ruumi
korral k¥neleme BK-ruumist. Omadus (K) on ilmselt samaviirne
implikatsiooniga

n €

7 . x((X,®)) + X7 e x (keN, nosw), (5.1)
ks x7i- () (ne W),

Naide 1. Nagu me juba eelmises paragrahvis mirkisime,

on (w,R) F-ruum, kus R := {r| i € N} ja
r.(x) = [x] (ied),

Pole kahtlust, et tingimus (5.1) on selles ruumis rahulda-
tud, seega on (w,R) FK-ruum. Veelgi enam, tingimuses (5.1)
kehtib ka vastupidine implikatsioon, mis tihendab, et ruumis
(w,R) on koonduvus samaviirne koordinaaditi koonduvusega.

BK-ruumid on
1) m, ¢ ja ¢ normiga ! Im.
2) bv ja bv, normiga ¥ ¥,
3) bs ja ce normiga ¥ ¥,

v
4) 1 normiga ¥ 4 _.

FK-ruumide teooria on summeeruvusteooriaga viga tihe-
dalt seotud, Bieti on ta selleks vaheltiliks, mis vSimaldab



summeeruvusteoorias rakendada funktsionaalanaltitisi meeto-
deid. Kuid vale oleks arvata, et FK-ruumide tihtsus sellega
piirdubki. Tegemist on suhteliselt iseseisva peattikiga
topoloogiliste Jadaruumide teocorias, millel on mitmeid
erinevaid rakendusi. Meie piirdume oma kisitluses siiski
vaid FK-ruumide kohta kaivate KSige tildisemate tulemustega,
mida me vajame summeeruvusteooria probleemide lahendamiseks.
Lineaarsetest operaatoritest Jjadaruumides pakuvad meile
huvi eeskitt sellised, mis on mdadratud maatriksteisenduste-
ga. Teatavasti on 13plikum®Stmeliste ruumide korral iga
lineaarne operaator pidev ning esitatav maatriksteisenduse-
ga. FK-ruumide puhul ei ole tiidetud kumbki neist
tingimustest. Kill aga, nagu me peagi veendume, on iga
maatriksteisendus thest FK-ruumist teise pidev.

LEMMA 5.1. Olgu X F-ruum Ja Y FK-ruum. Lineaarne
operaator T: X - Y on pidev parajasti siis, kui lineaarsed
funktsionaalid

T,: X+ K, x =+ (T(x)), (ned)
on pidevad.

Toestus. Kuna T = #n <« T ning 7 e Y, siis pideva
operaatori T korral T € X’ (n € N). Vastupidi, kui funkt-
sionaalid T' on pidevad, siis, korrates s3na-s®nalt teoreemi
4.20 tSestuse seda osa, kus niaidatakse, et S on kinnine
operaator, saame operaatori T kinnisuse. Vastavalt teoreemi-
le kinnisest graafikust on T sel juhul pidev operaator.

LAUSE 5.2. Kui maatriksteisendusega
yn_zark)st (ne®)

miratud operaator A teisendab FK-ruumi X FK-ruumi Y, siis
A e L(X,Y).

Toestus. Operaator A: X » Y on muidugi lineaarne. Lem-
ma 5.1 kohaselt piisab ndidata, et funktsionaalid
A XK, x 1= (%) y (n € M)

£ r

on pidevad. Tihistame n € M korral
A, X+K, x  (x)+ELa,x (meh).

Kuna ruumis X kehtib tingimus (K), siis A = [:loa A
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(n,m & ). Seejuures A (x)= lim A (x) iga x& X Jja ne o

korral, Jirelduse 4.21 kohaselt A X (neb).

JARELDUS 5.3. (a) Kui X Ja Y on sellised FK-ruumid, et
X < Y, siis sisestus

i. X~ Y, X + X
on pidev ning flx < X’ iga £ € Y’ korral.
(b) Kui (X,®) Ja (X,Q) on FK-ruuwmid, siis ® ja Q on ekviva-
lentsed.

Toestus. (a) Kuna i =
iga n « N korral, siis lemma 5.1 pdhjal on i: X - Y pidev.
Sel Jjuhul flx - £+« ie X suvalise £ € Y° puhul.

Vaide (b) Jareldub viitest (a).

+ i-n on pidev ruumis X

Jéreldus 5.3 (b) sSnastatakse harilikult nii: FK-ruumi
topoloogia on tiheselt mdaratud.
FK-ruumide arvukatest konstruktsioonidest vaatleme

siinkohal vaid nende tithisosa.

LAUSE 5.4. Kui (XY,J") on iga neMN korral FK-ruum,
siis tthisosa X :- on FK-ruum poolnormide stisteemiga
» Uux .

Toestus. Bt iga siisteem on kas loenduv v3i 13plik,
siis ka siisteem ¥ on tlimalt loenduv, kusjuures iga x € X
\{0} korral leidub kindlasti p € et p(x) = 0. Seega on
(X,®) loenduvnormeeritud ruum. Nditame, et ta on tiaielik.
Olgu (¥™) Cauchy jada ruumis (X,®), s.t. p(xX™- x7) + 0
(m,1 + =) iga p € ® puhul. Et » < », siis (x™) on Cauchy
jada FK-ruumis (X ,® ) iga fikseeritud n < M korral. Ruumis
(X ,® ) tiielikkuse t3ttu on Jada (x") koonduv: leidub

>

selline x ¢ X, et x +» x ((X )}. Sealjuures kehtib ta-
nu tingimusele (5.1) x;"" + x (ke M), seepirast ei sSltu
piirvidrtus x indeksist n € M. Niisiis, x € X Ja p(x - x)
tm.,

+ 0 iga p € ® korral, ehk x""= x((X,®)), kusJjuures X,
X, (k « M), Seega on (X,®) FK-ruum.

Olgu (X,®) selline FK-ruum, mis sisaldab alamruumi P,

siis sisaldab X kSigi oma elementide 18iked. Lihtne on
veenduda, et sel juhul on 1¥ikeoperaatorid 5 - X » X pide-
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vad. TSepoolest, kui x™= x((X,®)), siis tingimusest ¢.D
Jireldub

lim Smxw = lim § = g xke" =5,x (m€ B)
"

m)

ruumis X. Edasi, kui x -+ x((X,®)), s.t.

x=E xek.
X
siis ®deldakse), et punktis x € X leiab aset iBikekoonduvus.
Tingimus x --+ x({(X,®)) on samavairne tingimusega

f(x) = L xf(e") iga £ € X’ korral, (5.2)
X

sel jJuhul deldakse, et punktis x € X leiab aset nSrk ISike-
koonduvus. Kui rida
> xf(ek) koondub iga f € X  korral, (5.3)

siis aneldakkse funktsionaalsest ISikekoonduvusest punktis
x € X. Veldakse, et punktis x € X leiab aset ISiketSkesta-
tus, kui alamhulk {x""’l meMN} on tSkestatud ruumis X.
Lause 4.15 (a) kohaselt on see tingimus tiidetud parajasti
siis, kui (f(xm"))m;”I on tBkestatud jada iga f € X° korral,

s.t. kui
sup | £ x ()] <= (f e X). (5.4)
k=0

Edasi tihistame
By :- (xe X | {x™] meM} on tBkestatud ruumis X },

Ey : {x< X | Lxf(e") koondub iga f « X° korral },
Wy, := {xe X | x ™o+ x((X,2 N},

Im3

x °F {(xe X | x7+ xUX, 2N},

Lihtne on veenduda, et ¥5ik neli hulka on ruumi X
alamruumid. Niiteks, Sm = sc - SCO- wm = W = v
Bm = .

LAUSE 5.5. (a) Kui F¥-ruum X sisaldab alamruumi P, siis
pcaxCHXCFchy, chp_
(b) Kui X Ja Y on sellised FK-ruumid, et c Xc Y siis
Sk < Sy Hx o Wy Fyc By, Byc By,  cpf
X . .
kus % Ja mirgivad alamruumi ¢ sulundit vastavalt ruumis
X Ja Y.



Toestus. (a) Sisalduvuse o < Sx kehtivus on 1ilame,
Sx < Hx Jireldub lausest 4.13. See, et Hx c lx c Bx. saab
selgeks, kui vBrrelda tingimusi (5.2), (5.3) Ja (5.4).
Sisalduvus Hx c p jireldub lausest 4.14 (b): ki x " --» x
((X,®)), siis leiduvad 2" € », et 2z +» x ({(X,®)), Bsee th-
hendabki, et x € p.

(b) Kasutades sisestuse i: X » Y pidevust (vrd. Jirel-
dus 5.3 (a)), saame X ¢ Y korral Sx < Ja ;X < . Ule J&&-
nud sisalduvused Jirelduvad asjaclust, et f|x e X’ igaft e Y
korral.

FK-ruumi X, mis sisaldab alamruumi », nimetatakse
1) AB-ruumiks, kui Bx = X,

2) FAK-ruumiks, kui FX = X,
3) SAK-ruumiks, kui Hx = X,
4) AK-ruumiks, kui SX - X,

5) AD-ruumiks, kui ¢ - X.
Nende m3istete vahekorda selgitab

LAUSE 5.6. FK-ruumi X korral, mis sisaldab alamruumi
¢, on Argmised tingimused samavaarsed:
(a) X on AK-ruum,
(b) X on SAK-ruum,
(c) X on AD- Ja FAK-ruunm,
(d) X on AD- Ja AB-ruum.

Toestus. Implikatsioon (a) + (b) Jireldub sisalduvusest
SX < HX' (b) + (c) aga sisalduvustest Hx < Fx Ja Hx < p.
Kuna Fy < By, siis kehtib (c) (d). Jddb ndidata, et
(d) = (a).

Def ineerime operaatorid Vn:- I - S" (n € N), Kuna nii
ithikoperaator I kui ka 13ikeoperaatorid Sn on ruumis X
pidevad, siis on seda ka operaatorid V . Kui eeldada, et X
on AB-ruum, siis iga x € X korral on Jjada (V (x)) ruumis Y
t3kestatud. Seejuures kehtib v&rdus

Sy = {xe X | lim V_(x) = O},
nistSttu SX = SX jarelduse 4.22 pShjal. Kui X on sealjuures

veel AD-ruum, siis X - ¢ < SX - SX' s.t. X - SX'
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FK-ruumi X kaasruum X° ei ole iildjuhul esitatav Jada

ruumina. Kui X > ¢, saab defineerida tema duaalse Jadaruumi

iz ()] £ X3,
Lihtne on veenduda, et
xf = i, (5.5)

kus sulund on vSetud ruumis X. TSepoolest, sisalduvusest
p ¢ X Jireldub, et )(t [ (p)f. Teiselt poolt, olgu &:= (s)

e (oY, siis leidub g & (p) , et 5, - g(e) (ke D). Funkt-
sionaali Jjitkamise printsiibi pShjal saab leida sellise
feX, et £|- = g. Seega 5, - £(*) Ja & & X', Kokkuvdttes
kehtib vSrdus (5.5).

Vaatleme operaatorit

Vo)« e, £ g,
Selle lineaarse operaatori siirjektiivsue tuleneb otseselt
duaalse jadaruumi definitsioonist, injektiivsus aga sellest,
et ¢ on tihe oma sulundis: kui g ja f on sellised pidevad

lineaarsed funktsionaalid alamruumis ¢, et g(ek) = f(ek)
(n e N), siis g|p - f|p ning Jirelduse 4.12 kohaselt g = f.

Niisiis korraldab operaator V vektorruumide (»)’ Ja (9)f
vahel lineaarse isomorfismi.

LAUOSE 5.7. FK-ruum X, mis sisaldad alapruumi e, on
AD-ruum parajasti siis, kui operaator
Ve X2« X5, £ - (£(e*))
on lineaarne isomorfism.

Toestus. Tarvilikkus Jaéreldub vahetult i1laltoodud arut-
lusest. Piisavuse tBestamiseks oletame, et ¢ on ruumi X
pirisalamruum. Kuna ta on kinnine, siis lause 4.11 Phial
saab leida f @ X', et kern £ > ¢ Ja f # 0, niisiis ei ole V
injektiivne.

Juhime lugeja tihelepanu sellele, et kik 15igete koon-
duvuse ning tBkestatusega =seotud wWSisted Ja duaalse
Jadaruunmi mBiste on topoloogilised: nad on def ineeritud
antud FK-ruumi topoloogia abil. Seevastu kiesoleva



paragrahvi algul esitatud «-, #- Jja »-kaasruumid ei ole seo-
tud thegi topoloogiaga. Seda wllatavam on nende erineva
péritoluga mSistete vahel valitsev range seos, mis tuleb
esile Jargnevates viidetes.

LAUSE 5.8. Olgu X selline FK-ruum, et X > p.
(a) Kui & e Xp, siis summa
f(x) = &x (x € X)
misirab pideva lineaarse funktsionaali, s.t. f « X°.
(a) Kui X on AD-ruum, siis ¥ - ¥°.
) ¥ < Xf.
(d) X on AB-ruum parajasti siis, kui Xf = ¥.
(e) X on FAK-ruum parajasti siis, kui Xf =
(£) X on AK-ruum parajasti siis, kui operaator
U: X - X, £ . ()
on lineaarne isomorfism.

Toestus. (a) Tihistame & € Xﬁ puhul
£ (x) L &% txe X, neM), (5.6)

siis f" = En_o‘x"x e X, Et f£(x) = lim;‘fﬂ(x) (x « X)), siis
jarelduse 4.21 kohaselt f € X’.

(b) Olgu X AD-ruum ning # € ¥ . Defineerides funktsio-
naalid f e X =seosega (5.6), =aame ruumis X punktiviisi

tSkestatud Jjada (ir). Jarelduse 4.22 pShjal on alamruun
L:={xeX|3lmf x)}=(xeX|E koondub}
kinnine FK-ruumis X. Kuna e ¢ L. ning # - X, siis kehtib
X-L, s.t. s € X‘B Seega ¥ < Xﬁ, millest =csaame vSrduse
¥ -7
(c) Mirgime FSigepealt, et ¥ ¢ XX ki » siis
- £() (ke M), kus £(x) - &x (x € X), ning kuna f e X’

(vrd. viide (a)), siis & « )(f Rakendades vaidet (b) ning

vordust (5.5), saame ¥ < (0 - w0y < w)f - .

(d)Olgusexf ning £ e X', et £(e") = (ke M),
siis iga m € % korral

b - ¢f £ (xe X). (5.7)

k=0 k=0
Siit Jareldubki, et

X By « Xc¥ YR 4
81
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Analoogiliselt saame seosest (5.7), et
X-Fy o e o f:=19,

s8.t. kehtib yiide (e).
(f£) Kui X on AK-ruum, siis on ta lause 5.6 (c) koh

FAK- ning AD-ruum. Viitest (e) ja lausest 5.7 caanmegi,
on lineaarne isomorfism. VastgPidi. kui U on lineaarne
isomorfiem, siis f(x) - ztxkf(e ) iga f € X° ning x e X
korral, s.t X = Hx. Lause 5.6 p®hjal on X AK-ruum.

aselt
et U

Taiendused Jja mArkused

FK-ruumi mSiste defineeris ning nende ruumide teooria
alused esitgs Zeller (2701, ([271]. Ta lihtus eeskitt
summeeruvusteooria vajadustest, kuid niitas ka selle mSiste
rakendusvdimalupi funktsiooniteoorias ([2731; vt. ka Snyder
[2231).

Lihtne on veenduda, et tingimus (K) FK-ruumi defi-
nitsioonis tihendab selle ruumi pidevat sisestatust FK-ruumi
(w, R). See asjaolu msai lihtekohaks Jirgmisele Uldistusele.
F-ruumi, wmis on pidevalt sisestatud antud Hausdorffi ruumi
H, nimetatakse FH- ruumiks (vt. Wilausky Jja Zeller [265]).
FH-topoloogiad on omadustelt paljuski =carnased FK-topoloo-
giatega, niaiteks kehtib ka nende puhul thesuse omadus:
alamroumis X ¢ H on v®imalik mddrata Ulimalt ks FH-topo-
loogia. FH-ruumide kohta vt. Wilansky [256], pt.4.

Teiselt poolt on (K) loomulik kooskSlatingimus Jjada-
ruumi struktuuri ning topoloogia vahel. Tema tihtsus ilmneb
Juba K-ruumides, nii nimetatakse lokaalselt kumeraid Jjada-
ruume omadusega (K). Nimetagem vaid fakti, et iga maatriks-
teisendus Uhest K-ruumist teise on kinnine operaator (vrd.
lause 5.2). KBik selles paragrahvis kisitletud probleemid on
€?8§§§atavad tGldistes K-ruumides (vt. niiteks Garling [1021],

«- Jja f-kaasruumid defineerisid Kothe tz
[144]. Duaalse jadaruumi m®isteni JBudsid sisui?segzepﬁéba
Zeller [272] ning Peyerimhoff [193] faktor jadade ja summee-
ruvustegurite kdsitlemisel. Tema omadusi ning seoseid teiste
kaasruumidega on uurinud Snyder Jja Wilansky [225], Ruckle
(1983, [199] dt. Uldiselt ei ole need kaasruumid FK-ruumid,

L o _ 2
nditeks w = (@, )" = p». Kui aga X on BK-ruum,
siis on BK-ruumid ka ¥° ja ¥ normiga #si sup._,

‘xh, =1
sup'.lz(;o <, % | ning X normiga ls¥ :=z inf(ﬂfnx,’ s, = f(xex)

(k « M)}. On X lisaks veel AB-r 2 i .
kinnig; alamruum ( vt. Sargent Fggé]?iis on ¥ Faasruumi X
ikekoonduvuse Jja -tBkestatuse Ji d A
faksakeelsed luhend id AK = Abschnitts;::v:rg:ﬁ:gime SAgt
= schwache = funktionale AK, AB = Abschnittsbesch-



nktheit, AD = Abschnittsdichte vSttis kasutusele Zeller
[271]1. Tahistused Wy 'FX ja kuuluvad Wilanskyle

(252]. Ulaltoodud kriteeriumitele AK- ja AB-omaduste kohta
lisame veel the.

TEOBEEM (Garling [103]). FK-ruum X omadusega X > ¢ on
1) AB-ruum parajasti siis, kui bv * X c X,
2) AK-ruum parajasti siis, kui bv, * X< X.

. Siinkohal juhime tiahelepanu multiplikaatorite problee-
mile. Jadaruumide X Jja Y multiplikaatoriteks nimetatakse
jadaruumi

M(X,Y) := {sew'VxeX:s « xe Y}

elemente. Tegemist on mitmete tuntud nBistete Gldistusega
(et- 3 Jja y- kaasruumid, summeeruvustegurid jne.). Multipli-
kaatorite Jja nende rakenduste kohta Fourier’ kordajate
ruunidele vt. Goes [1053, [1061, McGivney Jja Ruckle [1671,
Ruckle [2001, T®nnov {3431, (3441, Taht (3481, [349}, [3501,
Buntinas Jja Goes [74], Lepasson [313].

K—ruumtk}( omadused sSltuvad eeldusel, et X > », oluli-
selt jada (e ) topoloogilistest omadustest. KSigepealt mar-

gime, et X on AK-ruum parajasti siis, kui (e } on tema
Schauderi baas. Dubinsky ja Retherford ([96]1 wuurisid Jjada

(ek) baasiliste omaduste seoseid kaasruumidega X' ja XG

Sember [214] nimetas K-ruumi X UAK-ruumiks, kui () on
tingimatu Schauderi baas. Tahistame %2(x) :- {h* x| hep,
= 0 v3i 1(ke N)}., Kui ®(x) on iga x € X korral tSkes-

tatud alamhulk ruumis X, siis Seldakse, et X on UAB-ruum.
Analoogiliselt defineeritakse UFAK- ning USAK- omadused.
Osutub, et kui X on soliidne FK-ruum (s.t. kui m-* X c X),
siis on ta UFAK-ruum. V3rdluseks eelpool toodud Garlingi
teoreemile formuleerime Jjargmise vijte.

TEOREEM (Sember [214]). FK-ruum X omadusega X > ¢ on
UAB-ruum parajasti siis, kui ¢ * X < X,

Margime veel ruumi UAB-omaduse tihedat seost tema
kaasruumiga (vt. Sember ja Raphael [21561).

Olgu T (t”‘) 13plike ridadega RJ-regulaarne maat-

riks. Kui (eh) on K-ruumis X T-baas. (s.t. summeeruvusbaas
waatriksi T suhtes, vt. &1, tiiendused Jja mirkused), siis
deldakse et X on T-18ikesummeeruvusega ehk T-AK- ruum. Kui
(Tt xe )'_ on iga x € X korral t3kestatud, siis nimeta-
X

takse ruumi X T-AB- ruumiks. Analoogiliselt defineeritakse
T-FAK- ja T-SAK- ruumid, aga ka vastava tingimusega Jjadade
alamruumid. FK-ruumide puhul on 1¥ikesummeeruvuse ning
- koonduvusega seotud vastavad omadused paljuski sarnased.
Niiteks on iga AD-FK- ruum, mis on T-AB-ruum, ka T-AK-ruum
(Balser [8}; vrd. lause 5.8). Tihistame

AR cw|V¥xeX:3 linE (T,x)},
X
kus T x .- 5t , (me M), Meyersile [176] kuulub

jargmine (vrd. lause 5.8 (£))



TEOREEM. Xui X on T-AK-FK- ruum, siis
v:x - ¥ g (g n

on lineaarne isomorfism.

LSikesummeeruvusega seotud probleemide kohta vt. veel
Lorentz ja Zeller [1501, Buntinas (701, (711, (721, (73],

Meyers [175], Goes [106]. )
Jada (e ) omadused on aluseks Jjadaruumide Jirgmisele

klassifikatsioonile. K-ruumi X nimgtatakse
1) poolkonservatiivseks, kai (E__ e ), on mSrk Cauchy Jjada,

2) kiilruumiks, kui e = 0,

3) nSrgaks kiilruumiks, kui e --+ 0

ruumis X. Poolkonservatiivsete ruumide Jja maatriksite omadu-
si uurisid Snyder ja Wilansky [225]. Kiilruumi wmSiste kuulub
Bennettile [35]. Osutub, et FK-ruum X on (n®rk) kiilruum pa-
rajasti siie, kui 1 on (n3rgalt) kompaktselt sisestatud ruu-
mi X. Seda titpi ruumide kohta vt. veel Schaffer Jja Snyder
[209].
Jada (eh) abil saab anda tillatavalt lihtsaid tingimusi
FK-ruumide sisalduvuseks.

TEOREEM (Snyder ja Wilansky [225], Bennett [34], vt. ka
Buckle [2011). FK-ruum X sisaldab alamruumi 1 (bv,)

parajasti siis, kui Jada (&) (vastavalt (Z;foek)') on
kestatud.

Sisalduvusteoreemid moodustavad iildse iithe sisukama pea-
tiki jadaruumide teoorias. Markigem kahte nende teoreemide
tBestusmeetodit. Vhe neist, mis oli aluseks ka eelneva teo-
reemi tBestamisel, esitasid Snyder ja Wilansky [225], see
pShineb Jjirgmisel tulemusel.

TEOREEM. Olgu X AD-FK-ruum ning Y FK-ruum omadusega
Yo p.
(a) Kui iga ruumis X tSkestatud alamhulk D on ka ruumis Y
B kestatud, siis X c Y.

) Kui Y¥ c xf, siis X < v,

Teine meetod kuulub Bennettile ja Kaltonile [ 391, selle
aluseks on jiérgmine

TEOREEM. Kui X, on FK-ruumi X iSikjal tihe alamruum,

siis Argmised & ited on samavéa rsed.
(a) X, on .tinniruum.

(b) Kui Y on selline FK-ruum, et Y = X,, siis Y = X.

Selle tulemuse ning Kaltoni (128} teoreenmi abil k
inni-
sest graafikust trestasid autorid Jairgumis " -
valentsuse Jadaruumi X korral. gniste viidete ekvi

(a) (¥, X)) on Jadaliselt tiielik.
(b) Kui Y on separaabel FK-ruum, ciis

A . (X,7(X,2)) » Y on pidev.
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(c) Kui Y on selline separaabel FK-ruum, et X c Y, siis

Xc HY.

Boos ja Leiger [59] tdpsustasid viimast tulemust ning ndita-
sid, et see on Bige ka juhul, kui Y on Lp—ruum. Nii nimeta-

vad autorid K-ruumi Z jirgmise omadusega : kui L < Z’ on
o(Z",1)- jadaliselt kinnine alamruum ja L > ¢, siis L = Z°.
Osutub, et iga separaabel FK-ruum (seega ka iga summeeruvus-
vali CA) on Lv-ruum. Saadud tulemustele tuginevad Mazur-Or-

liczi Hitipi teoreemide tBestused.

TEOREEM. Kui M on soliidne Jadaruum, siis iga FK- ruumi
X ning Lv—ruumi Y korral kehtib implikatsioon

Mn S YHMnWyc W

Sellest teoreemist, mis eelpoolnimetatud tovs [59] (vt.
ka [55], [56], [57]) on tSestatud M suhtes tldisematel eel-
dus?el. saadakse erijuhul Mazur-Orliczi kooskKlateoreem (vt.
&11).

Bennett [36] kdneleb FK-ruumi X puhul Wilansky
omadusest, kui selle iga alamruum Xo. mis rahuldab tingimust
Xﬁ - Xb, on ttmniruum. Osutub, et BK-ruumid ¢, Cor CS ja 1P
(1<p<») on mainitud omadusega. Stadler [228] tSestas, et kui
X ja X° on AK-BK-ruumid, siis X on Wilansky omadusega.
Sealjuures tiapsustas ta Uhte Swetitsi [233] tulemust.
f>- kaasruumiga seotud topoloogiliste probleemide kohta vt.
veel Schaefer [208] ja Magee [160].

FK-ruumide konstruktsioonidest nimetame lisaks tlal-
vaadeldud thisosale veel FK-summat (Goes [1061), -korrutist
(Buntinas ja Goes [74]) ning IFK-ruume, s.o. FK-ruumide in-
duktiivseid piire (Boos [489]1). Ulevaate FK-ruumide teooriast
leiab lugeja Boosi [52] ja Wilansky [259] raamatutest.

LSpuks mirgime wSned olulisemad tood Gldiste topoloogi-

liste jadaruumide kohta. Seda, et <X, X'> Ja <X.XB> on duaal-
sed paarid bilineaarvormiga
<x,a> = L ax (xe X), (%)

k
kus ae X i ae f?. kasutasid esimestena Kothe Ja

Toeplitz [144], eriti juhul X - X', Kasutatud ideid arendas
Kothe edasi artiklis ([143]1. Uldisemaid duaalseid paare

<X, ¥y, kus Y < XY. kdsitles Garling ([102). Ruckle 1[200]
pitdis igale Jjadaruumile leida tema "loomuliku” topoloogia.
Ta kasutas kahte meetodit jadaruumi X topologiseerimiseks.
Esimene neist pShineb asjaolul, et <X,p> on duaalne paar
bilineaarvormiga® (%), see vSiwmaldab defineerida wGhtlase
koonduvucse topoloogia mingil o(e,X)-tSkestatud hulkade
sisteemil. S5elgus, et nende hulgas leidub Glimalt ks
tunniline K-topoloogia, nimelt UUhtlase koonduvuse topoloogia
k3igil o(p,X)-tSkestatud alamhulkadel. Teine meetod seisneb
idees leida selline Jjadaruum Z, mille puhul <X ,M(X,Z2)> oleks
duaalne paar. Vt. veel [1873, [202].

Omaette peatiikid Jjadaruumide teoorias moodustavad
Orliczi Jja Lorentzi ruumid. Nendest ja tldse Jadaruumidest
leiab lugeja tlevaate Kawpthani ja Gupta raamatus [131].



§6. SUMMEKROVUSVALI KUI FK-ROUM

Summeeruvusvilja lineaar-topoloogilise struktuuri ka-
sitlemisega tegime algust paragrahvis 3, kus me veendusime,
et reversiivse maatriksi puhul on tegemist Banachi ruumiga.
Samas sai selgeks, et mittereversiivsete maatriksite korral
vajame summeeruvusvalja topoloogia kirjeldamiseks tldisemat
titipi ruume. Nutid, olles varustatud FK-ruumi nSistega,
tuleme nende probleemide Jjuurde tagasi. Me seame endale
selles paragrahvis kaks eesmirki: esiteks, niitame, et iga
maatriksi A korral saame vektorruumi Cy varustada sellise
poolnormide stisteemiga, mis muudadb ta FK-ruumiks, Jja tei-
seks, kirjeldame Ca kaasruumi,s.t. leiame pideva lineaarse
funktsionaali ttldkuju FK-ruumis cy-

Et mitte kohe takerduda detailidesse, alustame Jirgmis-
te lisna tildiste va idete tSestusega.

LAUSK 6.1. Olgu (X,®) Ja (Y,Q) FK-ruumid ning T:¥+(w,R)
pidev lineaarne operaator. Kehtivad Argmised Wi ited.
(a) Jadaruum
Yo = {xe X | T(x)e Y}
on FK-ruum poolnormidega
»*_P2Ufq-T|laqea}

ning operaator

T: Yo ¥, x » T(x)
on lineaarne Ja pidev.
(b) Iga £ = (Yp,® ) korral leiduvad sellised funktsionaalid
g8 € X" ning he Y, et

f(x) = g(x) + h(T(x)) (x e YT).

Toestus. <(a) Lihtne on veenduda, et (Y .J’*) on
loenduvnormeeritud ruum: »* on loenduv sﬁgteem Ja
sisalduvuse ®* = » t&ttu eraldab »* punktid vektorruumis YI. .
O0lgu (x"”) Cauchy Jjada ruumis (Y.,,.J‘*). s.t.
px™ X™) s 0 (n,m -+ m) iga p € ® korral,
g(T(x ) - T(x )) =+ 0 (n,m + ®) iga g € @ korral.

Seega on (x") da (T(x"™)) Cauchy Jjadad, esimene ruumis
(X,®), teine ruumis (Y,2). Kuna n®lemad

tijelikud, siis leiduvad x € X ja ve Yy et

need ruumid on
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s x((X,2)) da TE™) + y((¥,Q)).
Eelduse kohaselt on (Y,Q) FK-ruum, seetdttu (T(x""))k - ¥
(keMN, n+ o). Teiselt poolt saame operaatori T: X+ w
pidevusest, et T(x™) » T(x) ((w,®)), s.t. (™),
- ('l'(x))‘l (ke N, n - o), Niisiis, y = T(x), Jérelikult
X € YT ja x - x((YT.?*)). Me tSestasime, et (YT.’*) on
F-ruum. Kuna (X,®) on FK-ruum Jja > ®, s8iis kehtib ruumis
(¥-,#%) tingimus (K) (vrd. (5.1)):
7 XU, 2T 4 x™ e xUXP)) X x (ke d,n o+ w).
KokkuvSttes on (YT,f*) FK-ruum.

Operaator T on ilmselt lineaarne. Et q « T = q » T}, ,
siis on q - T pidev poolnorm ruumis (YT.?*). millest Jﬁre{-
dubki operaatori T pidevus (vrd. lause 4.3). ,

(b) Olgu f e Yé. siis (vrd. (a) ning Jéreldus 4.4)
leiduvad Pys +++s B, € >, Q. o0 Q, € Q ja >0, et

J£(x)] = ME p(x) + E a (T(x)) (x & YT).
Vastavalt lausele 4.8 mddrame g, h Yé nii, et £ = g + h,

lg(x)} < M E p (x)
Ja

Jh()] £ ME a(T(x)) (xe ¥p).

Funktsionaali jatkamise printsiibi abil (vt. lause 4.7)
jatkame g alamruumilt YT kogu ruumil X pidevaks funktsionaa-
liks g. Et leida funktsionaali h e Y, defineerime Wige-
pealt

h: T[YT] - K, ¥y = h(x),
kus y = T(x). Paneme tihele, et lineaarne funktsionaal h on
korrektselt defineeritud: Juhul T(x) = T(z) (x,z € YT) on

|h(x) - h(z)}| = |h(x-2)| £ ML q (T(x-2)) = M T q(0) = 0,
s.t. h(x) - h(z). Edasi, y = T(x) korral

Ih(y)] = |h(x)} < ML q.(T(x)) = ¥ E q(¥),

mist3ttu saab Hahn-Banachi teoreemi rakendades Jiatkata h
alamruumilt T[YT] kogu ruumile Y lineaarseks funktsionaaliks

h nii, et

jhiy)] = MEa(y) (ye ¥).
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Seega (vrd. Jireldus 4.4) h& Y  ning
h(x) = h(T(x)) - h = T(x) (x & YT).
KokkuvSttes oleme leidnud g « X* ja he Y’, et £ = g8 + heT.

Tulles nttid maatriksteisenduste Jjuurde, lepime KSige-
pealt kokku mSningate tihistuste suhtes, mis Jadvad kehtima
raamatu l3puni. Nagu eespoolgi, miérgime R := (r'ln e N}, kus
r_(x) {x |, Ja antud maatriksi A puhul lxlA = WAXD
(x & CA)‘ Neile lisaks fikseerime eiit alates

p (x) - |x | + sup] T a x| (xew,, nesk) (6.1)

ja® - {p| ne®} FK-ruumi E korral tihistame
E, :- (xsw, | Ax e E}.

LAUSE 6.2. Kui A on Idplike ridadega maatriks, siis
(cy (0 ¥, U >® ) on FK-ruum.

Toestus. Kuna maatriks A on 18plike ridadega, siis
Wy =@ Ja on middratud lineaarne operaator

A w - w, x - Ax.
Seejuures on A pidev (vt. lause 5.2). Kui vBtame lauses
6.1(a) (X,®) := (w,R) Ja (Y,.Q) = (c,}¥ 'm)' siis saamegi
viite.

Nutid sSnastame selle paragrahvi tithe pShitulemuse.

TEOBEEM 6.3. FK-ruumi (E,Q) Ja maatriksi A korral
kehtivad Mrgmised v ited.
(a) (wA.-P) on AK-FK-ruum.
(b) (E,, A} aeQ U >®) on FK-ruum.
() (cy, (8 1,1} U ® ) on FK-ruum.

Toestus. (a) Tihistame fikseeritud n € N korral

cy iF {xew | T a  x koondub},
x
lause 6.2 kohaselt on (cA {p} ) FK-ruum, kus

*
P (x) := sup| £ a
lh=|> "kx"l (x < cA ).

Ilmselt on wy = nn=°cA', lause 5.4 Shial on (wA,
{Pn | n € N} UR) FK-ruum. Pole raske veenduda, et pool-

normide ststeemid {p, | n = N} U =R Ja » on vektorruumil .
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ekvivalentsed (vrd. lause 4.5).

Fikiseeritud nel puhul Jareldub rea
koonduvusest, et

pﬂ(x - :‘=°xkek) = Buplzmbl'ﬁ=u'lankxkl e 0 (m - D)'
seega X - x((wA.J’)) iga x € wy korral. Niisiis on (NA.’)
AK-ruum.

Viide (b) Jjireldub - lausest 6.1 (a), kui selles
X Y - (E,Q) ning maatriks A miirab . operaatori
T : Wy S, mis viite (a) ja lause 5.2 pShjal on pidev,

Viide (c) on vahetu Jjireldus viitest (b), kui selles
E := (c,# Um).

Reversiivse maatriksi A puhul on poolnormide stisteem
(LS U ® ekvivalentne normiga 1§ .A ning (cA,l ¥,) on
BK-ruum (vrd. lause 3.1 (a)).

Erinevalt rakendusviljast el ole summeeruvusvili <)
tildjuhul ei AK- ega ka AB-ruum. Kui ey (F #,} U» ) on
AB-ruum, siis celdakse, et A on AB- maatriks. Edasi, teoreemi
6.3 (b) kohaselt on ka nullsummeseruvusvali
c {x e | Axec,} = (x<c,| limx = 0}

o
poolnormide stisteemiga (¥ IA} U # FK-ruum, seega cp kinnine
alamruum. Seldakse,et A on AK-maatriks, kui (¢ ,{¥ IA} U >
A

on AK-ruum. Nende m3istetega seotud probleemide Jjuurde
tuleme tagasi jirgmises paragrahvis.
Lapuks leiame vaadeldud FK-ruumide kaasruumid.

TREOBREEM 6.4. Maatriksi A korral kehtivad JArgmised
wa ited.
(a) Pideva lineaarse funktsionaali tildkuju FK-ruumis wy on

f(x) = «x (x € w.),
kus € wAﬁ.
(b) FK-ruumi E puhul antakse pideva lineaarse funktsionaalli
G ldkuju FK-ruumis EA valmiga
f(x) = h(Ax) + «x (x € EA)' (6.2)

kus h € E° Ja-lewA’e.
(¢c) Pideva lineaarse funktsionaali tildkuju FK-ruumis ey on
f(x) = ulimAx + t(AX) + «x (x & °A)'

kusp ek, te 1 ja €
(d) Kui A on I8plike ridadega maatriks, siis v8ib vaidetes
(a), (b) Ja (c) vaadeldud funktsionaalide Jaoks leida
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sellised sealtoodud esitused, kus -« & .
(e) Wited (b) Ja (c) JHivad kehtima, kui neis tinglmus
“- & W & amsendada vastavalt tingimusega « € EA Cyp -

Toestus. Viide (a) jareldub lausest 5.8 (£) ning teo-
reemist 6.3 (a).

(b) Kui vStta lauses 6.1 (b) X = ©ps Y := E ning
T := A, siis saame f & EA' jaoks esituse (6.2), kus h e E’
ja o & < EAa. Teiselt poolt, kuna A & L(EA,E) (vrd.
lause 5.2), siis h « A e EA' iga h €« E° korral, samuti-on
seosega g(x) = «x (x & EA) méiratud funktsionaal lause 5.8
(a) kohaselt iga « & EAﬁ, ammugi siis iga « € korral
ruumis EA pidev Jja lineaarne. KokkuvSttes oleme tSestanud
nii vdite (b) kui ka vdite (e) selles osas, mis puudutadb
vididet (b).

Viite (c) saame viitest (b), kui v3tame E ¢, samuti
kehtib (e) viite (c) osas.

Vdite (d) pShjendamiseks mirgime, et 15plike ridadega
maatriksi A korral on - WP - P.

Thiendused Jja mirkused

Seda, et maatriksi summeeruvusvili ei ole &rldjuhul Ba-
nachi ruum, mirkisid juba Banach, Mazur, Orlicz jt. 30. aas-
tatel. Summeeruvustecoria vajadused mSjutasid oluliselt to-
poloogiliste vektorruumide teooria arengut (vt. Orlicz
[1871). 1933.a. esitasid Mazur Jja Orlicz [165] rea viiteid
summeeruvusteocoria valdkonnast, mis tuginesid F-ruumidele
(ehk B - ruumidele, nagu nimetasid neid Poola matemaatikud),

kuid nende viidete t®estused publitseeriti alles 1954.a.
(vt.[1661). Vahepeal ilmus niliidseks juba klassikaliseks saa-
nud Zelleri t86 [270], milles autor esitas siistemaatiliselt
kaasaegse summeeruvusteooria funktsionaalanaliiiitilised
alused. KBik kiesolevas paragrahvis tSestatud tulemused on
parit sellest artiklist.

Summeeruvusvé lja struktuuri uwurimine seisab meil Jarg-
nevates paragrahvides veel ees. Siinkohal mirgime, et FK-
ruum c, on separaabel. Veelgi enam, EA on separaabel iga se-

paraabli FK-ruumi E korral. Selle fakti t¥est
Bennett [32] (vrd. ka Kalton [1291) injektgiogzgks Forraldas

”

E, » w X (c) X E, x »

ja nditas, et see on topoloogiline isomorfism EA Jja korruti-
se X (c). x E mingi alamruumi vahel. Kuna vaadeldav
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Rorrutisruum on separaabel, siis on seda ka EA' Bennett t3-

estas samas veel, et kui A on 13plike ridadega maatriks
ning E on refleksiivne, Monteli v&i tuumaruum v&i kui ruumis
E langevad tugev Jja ndrk koonduvus kokku, siis sama
omadusega on ka FK-ruum EA (vt. ka Grosse-Erdmann [1081).

Kuigi poolpideva menetluse summeeruvusvilja ei saa @ild-
juhul FK-ruumina esitada, on see paljudel erijuhtudel siiski
vBimalik. Wlodarski [267], [268] defineeris jargmise poolpi-
devate menetluste A klassi.

Olgu pooll&igus (0,T), kus T v3ib olla ka + o, antud
pidevate funktsioonide jada (""). teldakse, et arvjada x on

A-summeeruv arvuks lima x, kui
1) iga t € [0,T) korral eksisteerib
Ax,t) LA ()X,

kus juures igas 138igus [0,S] (0 < S < T) koondub vaadeldav
rida @htlaselt,

2) eksisteerib limt*.[._ A(x,t) =: limp x.
Osutub, et sellise menetluse summeeruvusvili cp on FK-ruum
poolnormidega p(x) := {|Mx,t)] | 0 = t < T}ja p (x) Ix 1

+ sup |E_A (r)x] G eN), kus (v ) on selline Jada, et
07 <T Gel), 7, = 0 JaT. - T ( » ), Pideva lineaar-
se funktsionaali tildkuju FK-ruumis ca on

£(x) = 5 A(x,t)dh(t) + £

kus h on 13igus [0,T] tBkestatud muuduga funktsioon ja arvud

“,on 0 <X <x korral suvalised,

% = Edy A (> K)

ning 5 {4, - 4 J co G=0,...,% ).

yevs o

Ka iga PTR-tutpi menetluse, sealhulgas ka Abeli menet-
luse summeeruvusvili on FK-ruum (vt. Jakimovski, Meyer-Kénig
ja Zeller [1201).

Beekmann [141] niitas, et integraalse menetluse
summeeruvusvali on 1ldjuhul FH-ruum, kus H on ¥Sigi pooltel-
jel [0,») m®Btuvate funktsioonide vektorruum meetrikaga

o jutt) - v
d(u,v) = 5 2" ¢ Tuto) - v dt (u,v € H).

Niiteid maatriksite summeeruvusviljadest, mis ei ole
BK-ruumid, leiab lugeja Meyer-Kenigi ja Zelleri ([171] ning
Tietzi [239] artiklitest. Zeller [277] tSestas, et Abeli
menetluce # summeeruvusvali on mittenormeeruv FK-ruum,

kusjuures ta ei sisaldu tthegi 13plike ridadega regulaarse
maatriksi summeeruvusviljas ning ei lange kokku tthegi maat-
riksi summeeeruvusviljaga. Siit JSuame summeeruvusteooria
the aktuaalse probleemi Jjuurde : millised separaablid
FK-ruumid v®ivad olla mingi maatriksi summeeruvusviljaks?
Brown Jja Stratton {671 uurisid FK-ruume X :- cg @ <e>, kus B
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on selline maatriks , et cp > ¢, Ja e € cp, ning naitasid,

et sel juhul leidub maatriks A omadusega A ' m * D
Cp = Cop ® <&, Zeller [274] tBestas, et iga tSkestamata

arviada d korral saab leida sellise maatriksi A, et

cp=ce® <d>., Vt. ka Meyers [1756].

§7. SUMMEENUVUSVALJA TABTSAD ALAMRUUMID JA
SUMMERRUVUS IRVARIANDID

K&igepealt teeme Uhe olulise kokkuleppe, mis kehtib
selle raamatu 13puni. Kui vaadeldava maatriksi A korral ei
ole viidetud vastupidist, siis eeldame, et cp > P, s.t.

eksisteerivad piirvadrtused lima - & (n € }N), Sel Juhul
Y ¥l
§5)
B, := Bc. By FcA . Wy HCA , 8, = S'A

Edasi, iga x € ca ning poolnormi p (vt.(6.1)) korral

(3.0 )

sup p, (x <o, px- X))+ 0 (m -~ ),

seetSttu on tingimused

XM, =2 0(1) da Fx - xTH .0 (me @)
tarvilikud ning piisavad vastavalt 13iketSkestatuseks Ja
-koonduvuseks punktis x € Ca- Niisiis kehtivad vBrdused

By = {xec, | sup |2°a,.m| < o},

S

a={xecy {sup jEa x|+0 (m+ o}

Lisaks mainitud alamruumidele defineerime
LA = {x e c, | Yt « 1 3(tA)x},

IA = {x e ey | £ a, x  koondub 1,

Ay = Ixe I, | M) = 01,

kus

"A(x) limy,x - ax (xe I).

Neid seitset (Ja veel mn®ningaid) nimetatakse summeeruvus-
valja tahtsateks alamruumideks. Tahtsate alamruumidega seon-
duv on olnud viimased paarkimmend aastat summeeruvusvilja
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struktuuri uurivate autorite tihelepanu keskpunktis. See on
mSistetav, kuivdrd nende alamruumide omadused ja omavaheli-
sed seosed miidravad paljuski vaadeldava maatriksi summeeru-
vusteoreetilised omadused.

Juhime lugeja tihelepanu Jirgmisele asjaoclule. Kui
maatriksite A ja B korral cp = g siis FK-topoloogia tihesu-
se t3ttu langevad cp Ja cp kokku ka kui FK-ruumid. Seet3ttu
kehtivad vBrdused

BA= BB' FA' FB ,'HA- “B‘ SA=SB.
Teiste s®nadega, alamruumid BA R FA R HA Ja SA ei s3ltu
konkreetsest maatriksist A, vaid FK—ru\imist Cy- Kas sedasan:_a
v8ib viita ka alamruumide L, , I, Ja AA kohta, ei ole =a
priori selge, kuna nad on defineeritud vahetult maatriksist
A, mitte aga cy topoloogiast lahtudes. Siit Suamegi parag-
rahvi pealkirjas toodud teise mSiste Jjuurde. Maatriksiga A
seotud omadust v3i hulka nimetatakse (summeeruvus)invarian-
diks, kul see ei muutu maatriksi A asendamisel GkskSik
millise temaga ekvivalentse maatriksiga B. Niisiis, BA ) FA'
HA ja SA on invariantsed. Jirgmisest lausest selgub muuhul-
gas, et invariant on ka alamruum LA'

LAUSE 7.1. (a) Flemendi x < wy Jaoks on HArgmised tin-
gimused samaviirsed

1° 34 > 0 : an""x"l £M (n,med),

2° ¥t e 1 : (tA)x eksisteerib.

Sealjuures eksisteerib ka t(Ax) ning kehtib vBrdus
(tA)x = t(Ax) (t e 1).

(b) BA = LA'

Toestus. (a) KSigepealt paneme tihele, et kui x & wp
rahuldab tingimust 1°, siis, fikseerides selles n « N, saame

protsessis m -+ ® v3rratuse | | =M (ne M), s.t.

x
X € m,. Tahistame

u_=La.x (n,mnelN).
X
Kuna sup mlu'_m! < », siis rida Lt u_ koondub m ¢ N suhtes

thtlaselt iga t € 1 puhul. Teisalt eksisteerib tinu tingimu-
sele Ax € m summa t(Ax), seepirast saame
t(Ax) = L t lim u - limET tu
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= T ta.x = (tA)x.

Niisiis, me tSestasime, et tingimusest 1° jireldub 2 , aga
ka vrdus (tA)x = t(Ax) iga t € 1 korral.

Niitame, et 2° + 1%, siis on vdide (a) tervenisti tBes-
tatud. Masrame fikseeritud x € @ korral, mis rahuldab tin-
gimust 2°, funktsionaalid

£ 0+ 1 (m e B).

™

Mirgime, et need lineaarsed funktsionaalid on korrektselt
defineeritud, sest kuna (a ) < c, siis rida L ta, koon-
dub iga k M korral . Lausest 5.8 (a) jéreldub, et f < (1,
] l’)' iga m < ¥ puhul, sest fm(x) = Etnu'_m Jja (um')h

€m=1 . Seejuures
lf,_ll. = 0(g )8 - sup |y | (me),

Ty O
Vastavalt tingimusele 2° kehtib £_(t) - (tA)x (t € 1, m » »),
seega on (fn) punktiviisi tSkestatud pidevate lineaarsete
funktsionaalide jada Banachi ruumis (1, !). Uhtlase t5-
kestatuse printsiibi kohaselt

sup lumn = syp lfml < o,
s.t. kehtib 1°.
Vi ide (b) Jjareldub vahetult viitest (a).

Lause 5.5 (a) ning lause 7.1 (b) p3hjal vSime kirju-
tada
SA < WA c'FA < BA = LA'
Nende alamruumide ning IA Jja ": vaheliste seosete tipsusta-
misel lihtume funktsionaali f € c.’ Uldkujust (vt. lause 6.4
(c))
f(x) = ulimﬂx + t(Ax) + «x (x e CA)'

kus n €e K, t el jaae . Eeldatavasti Cy > P, seega ek-
sisteerib f(e') - wa, + (tA) + (k< ®). Avaldame viima-
sest seosest - ning asendame need f Glaltoodud esitusse.
Saame seose

f(x) = plimAx + t(Ax)

+E () - pa - (tAX (xe gy, 1.1

mille abil tSestame

LAUSE 7.2. (a) Fy = B, n I, L,nl,.
(b) Kui f = ey’ siis £(x) = u’\A(x) + };xkf(ek) iga x & E‘A
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korral.

_ B L 1
(c)HA-BAn ’LAnAA‘FAnAA'
(@) Fy - Wy ®<w, husu=0 wWiue Fo\H, = IA\AA'

Toestus. (a) Et 11mA S cy siis iga x e EA puhul on

rida La x = 1imaek koonduv, s.t. < BA n IA' Vastu-
pidise sisalduvuse naitamiseks fikseerime z < LA n IA ning
paneme tihele, et read . q(t“»zu Jja }:,‘.«kzk koondu-
vad kBikide t € 1 ning « korral. Seosest (7.1) tuleneb
seetSttu ka rea ;‘zkf(ek) koonduvus suvalise f < cA‘ puhul.

Saame, et F, Ly, n I, =B I,.
(b) Kui x e FA' siis lause 7.1a) pShjal (tA)x = t(Ax)
iga t € 1 korral ning vaide jireldnb seosest (7.1).

(c) Kuna l:i.mA ] cA'. siis iga x e WA korral limAx
_ . o_ A - A =
_E,(lxullmﬁe ’ Eax.st. W eB M =B N0l n" = Fy
n AA (vrd. vdide (a)). Vastupidi, kui x e BA n , siis

X € FA ning viite (b) kohaselt £f(x) = E*xkf(ek) iga f e cA'
korral. Tihendab., B, n®, =L, 0", - L AA < Wy

(a) Kuna N on lineaarne funktsionaal mdaramispiir-
konnaga I,. siis codim AA = 1 alamruumis I,. SeetSttu (vrd.
(¢)) codim = codim ("AIF ) - 1, millest Jireldubki viide.

Kokkuvdttes oleme saanud Jjirgmised seosed:
_ A —
pcSACNA-LAn ACWAGQD_FA
:LAnIACLA: BA' (7.2)
kus u - 0 vBi u < FA\WA‘

Teeme mdned mirkused konservatiivsete maatriksite kohta.
Esiteks Jjareldub lausest §.5 (b), et kui ¢ © Cpe siis ¢, = Sc
< SA' Edasi, kuna, a = (g, ) € I (vrd. teoreem 2.1 (a)), siis

rida L a x, koondub iga x € m ) ¢, korral, s.t. mpn ¢ < I,.
Teisalt kehtib konservatiivse A puhul tingimus (2.3), seega

sup )!2 a,x ! = spp L la, | txt <o (xempncy).

Niisiis, mpcy < B, . KokkuvSttes oleme tSestanud

LAUSE 7.3. Konservatiivse maatriksi A korral kehtib si-

salduvus m fj ¢ < F,.

Saadud sisalduvuse kohaselt ¢ < F,, s.t. rida L £(e*)



koondub iga f e cA' korral. Defineerime
x(£)  fle) - £ £(e") (f € c,")

ning paneme tihele, et x(limA) _ x(A). Uldiselt oaame aga
lausest 7.2 (b)

x(£) = pMy(e) = px(B). (7.3)
Meenutame (vt. &2), et konservatiivset maatriksit A nimeta-
takse konullmaatriksiks, kui x(4) - 0, Ja koregulaarseks.
kui x(A) = 0. Neid m¥isteid saab kirjeldada summeeruvus-
vilja c, FK-topoloogia abil.

TEOREEM 7.4. Konservatiivne maatriks A on koregulaarne
parajasti siis, kui e # WA.

Toestus. Kui x(A) = 0, siis
limAe =Za -L 1imAe]‘.

seega, pidades silmas, et limA =] cA'. saame € & . Vastupi-
di, kui e #& "A , 8iis leidub selline f « cA'. et x(f) =0,
millest seose (7.3) pShjal jireldub x(4) = 0.

JARELDOS 7.5. (a) Koregulaarse maatriksi A korral keh-
tib seos FA = HA ® <e>.
(b) Kui A on konullmaatriks ning g - siis ka B on ko-
nullmaatriks.
(c) Maatriksite konullilisus ning koregulaarsus on invari-
antsed omadused.

Toestus. Teoreemist 7.4 Jireldub lause 7.2 (d) pShial
viide (a), lause 5.5 (b) pShial aga viide (b). Viide (¢) on
vahetu Jjireldus eelmisest teoreemist.

Erilist huvi pakuvad sellised maatriksid, mille
summeeruvusvili langeb kokku oma iihe v3i teise tihtsa

alamruumiga. Jirgmine teoreem niitab, et selline maatriksite
klassifikatsioon on iUpris vaene.

TEOREEM 7.6. Maatriksi A korral on Jirgmised ting imused
samavaa rsed:

(a)
(b)

cp = BA‘ s.t. A on AB-maatriks,
=L

Ca = Pa
(c) cp - FA‘
(d)cA=HAv5.icA=NA6<u>, kus u € F,

A
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(e) cy = SA v § ey = SA @ <u>, kus u € \
Kui kehtib Gks wi idetest (a) - (e), siis cp = IA.

Toestus. Lausest 7.1 jireldub (a)  (b). Eeldame. et
ey = BA Ja vaatleme algul juhtu, kus cy on AD-ruum, s.t.

P - cy. Siis lause 5.6 kohaselt cy = SA ning seoste (7.2)
pShjial kehtib vBrdus Cp = FA' Kui p = cp = LA‘ siis leidudb
selline f e cA'. et £ = 0, kuid kern f > p, valemi (7.1)
kohaselt f(x) = ;-IAA(x) (x & CA)‘ Tingimuse f = 0 BSttu
p % 0, seepirast peab rida };‘akxk iga x € = korral koondu-
ma, teiste sSnadega Cyp = IA. Lause 7.2 (a) pShial ey = FA'
Me tSestasime. et (b) (c).

Implikatsioon (¢) + (d) Jireldub vahetult lausest 7.2
(d). Kui cy = HA' siis lausest 5.6 saame, et ey - . Juhul

cy = HA ® <u>, kus u € FA\HA. kehtib cp = BA ning Jirelduse

4.22 pShjal on SA kinnine alamruum. Seega SA = HA = e Ja
Cp = SA ® <u>. Niisiis, (d4) (e). Implikatsioon (e) =+ (a)
Jareldub lausest 5.6. LZpuks on selge, et juhul cp = I.i‘A keh-
tib ey = IA‘

Kahjuks on teoreemis 7.6 loetletud meeldivate omaduste-
ga maatriksite (s.t. AB-maatriksite) klass suhteliselt
viaike. Siiski on mitmed klassikalised summeerimismenetlused
AB-omadusega .

Nside 1 gigu 1 regulaarne Rieszi kaalutud keskmiste

menetlus. Siis iga x e cy ja m £ n korral
P

Pm m Pk
l)(=zn - an h:zom"kxkl IP; )¢§o P;
Pm ™m Pm
= g1 Eom,,kxkl = g = 01},

Et [P ] » = (vrd. §2), siis P /P =0(1) (m=<n, n-> ),
mistSttu x € BH . Niisiis, cy = BH , 8.t. HP on AB-menetlus.

LAOSE 7.7. (a) Kui A on selline AB-maatriks, mis ei
sisalda nullveerge, siis cy on BK-ruum normiga

!!xl* := sup] E ankxk' (x CA)'

(b) Reversiivne maatriks A on AB-omadusega parajasti siis,
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kui leidub konstant M > 0, et

sup] £ a,x | S HIxt, (xecy). (7.4)

(¢) Kui A on normaalne AB-maatriks. siis leidub konstant
M >0, et

fa, | =M ]a (k=0,...,n. neN).

V\fl'
(d) Kui A on selline AB-maatriks. et e < coA (s.t. a =10
(k €« N)), siis A on AK-maatriks.

Toestus. (a) Lihtne on veenduda. et antud eeldustel on
" tSepoolest norw, niaitame, et ta on ekvivalentne
poolnormide ststeemiga (¥ ﬂA} U ». Tahistame

£ (x) - ILa,x (XECA).

rn

siis f (cA.U’ ”A} U»P) (n.me X)), Kuna A on AB-maat-
riks. siie on jada (f ) punktiviisi tSkestatud. mistSttu
(vrd. teoreem 4.20) leiduvad K .K, > 0 ning 1l el et

L
pxn® sup | (x)] < Ktxt, + K, Ep (x) (x & cy).

Seega (vrd. lause 4.2) on | pidev norm FK-ruumis (cA.
{ "A} U ®). Vastupidi, kui A on AB-maatriks. siis kehtivad
vBrratused

ixi, s 0xo*, sup] La,x| s tx” (xec, neWN) . (7.5

Eeldusel, et A ei sisalda nullveerge. saame vSrratusest
m-1

_ *
la_x | = - La,x| s 20xs

tingimuse

x| - —2— 42" (xec..me). (7.6)
supla_ |

Seostest (7.5) ja (7.6) jireldub lause 4.2 pShial. et pool-

normid # UA ja p, on normi # T suhtes vektorruumis Cy pide-

vad. Lause 4.5 kohaselt on (¥ BA} U 2 ekvivalentne normiga

¥ . Et (cA.(” "A} U ®) on FK-ruum siis on ka (CA'“ 1% ) FK=

ruum. seega BK-ruum.

(b) Viite (a) pShjal on normid # 4 ja # ”A reversiivse
AB-maatriksi A puhul ekvivalentsed. niisiis kehtib (7.4).
Vastupidi., v8rratusest (7.4) jireldub, vahetult 18iketZkes-
tatus iga x € Cp korral.

(c) Kui A on normaalne AB-maatriks, siis viite (b) j&r-
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gi kehtib v3rratus (7.4), millest x :- e” korral saamegi, et
la - Hla | (k=0,...,n, neWN),

(d) Kui ¢, - By Jaa =0 (keW) siis Wy - Ay~ cg

ning lause 5.6 kohaselt c, = SA‘ s.t. A on AK-maatriks.

Taiendused Jja markused

Summeeruvusvadlja tihtsate alamruumide uurimine sai
alguse 1952. a. Wilansky [251] ja Zelleri ([272] totdes. Ter-
minid "tahtsad alamruumid" (distinguished subspaces,
ausgezeichnete Teilridume) ja ‘“"summeeruvusinvariant"” vSttis
Wilansky kasutusele 1964. a. ilmunud artiklis [252]. Selles
to6s on tSestatud enamik kaesolevas paragrahvis esitatud
vaidetest (t®si kiill, eeldusel. et A on konservatiivne).
M3ned detailid olid tBestatud Juba varemnimetatud kahes
artiklis ning Coomese ja Cowlingi toos ([80). Lauses 7.7
toodud viaited AB-maatriksite Lkohta on parit varasematest
toodest. Vanemas terminoloogias celdi, et normaalsel
maatriksil A. mis rahuldab tingimust (7.5), on keskvidirtuse-
omadus ning lause 7.7 (b) tutGpi viditeid nimetati keskvidir-
tusteoreemideks. Selle omaduse topoloogiline sisu on selgelt
fikseeritud Zelleri artiklis [271] ning eriti Wilansky Jja
Zelleri toos [262]), kus on esitatud ka lause 7.7 viited (a),
(c) ja (d). Konkreetsete menetluste MP. C, (0= a=1) Jt.

AB-omadusi kasutasid paljud autorid juba varem (vt. nditeks
Riesz (1961, Bosanquet (621 jt.)

Tahtsate alamruumidega seotud uurimuste suuna ning
probleemideringi kujunemisel mdngisid olulist osa mainitud
Wilansky toe [252] ja Bennetti artikkel [31]. Neist vidlja-
kasvanud uurimissuunad on vaatluse all paragrahvides 6 ja 9.
Summeeruvusinvariantsuse idee aluseks sai 1959.a. Jirimde
[353] poolt antud konullilisuse ja koregulaarsuse topoloogi-
line iseloomustus, mille erijuhuks on eelpool tBestatud
teoreem 7.4. MSnev®rra hiljem Sudis sama tulemuseni Snyder
(2213, temalt pirineb ka idee Kklassifitseerida konser-
vatiivsed FK-ruumid (s.o. FK-ruumid. mis sisaldavad alam-
ruumi ¢) E konullilisteks Ja koregulaarseteks vastavalt
sellele, kas tingimus e € NE kehtib v&i ei. Snyder toob

egile konullruumide kolm pShilist omadust (vt.[222]).

17 Kui E on konullruum ja FK-ruum F sisaldab E, siis ka F on
nullruum (vrd. jareldus 7.5(b)).

2 Konullruumi kinnine konservatiivne alamruum on konullruum

3" Loenduya arva konullruumide Ghisosa on konullruum.

Omaduse 1 Juurde margime, et kui E on konullruum Jja ca

>mn E, siis A on konullmaatriks. Viide ei kehti aga. kui
< asendada FK-ruumiga F. nditeks on (w. ¥ ¥ ) koregulaarne

BK-ruum ja m > m ) «, kuigi («,R) on konullruum.

Siinkohal viitame Wilansky "FK-programmile" ({259}, art
4.7)., mille idee seisneb selles, et summeeruvusega seotud
mSisted pititakse defineerida FK-ruumide "keeles". s.t.
laiendada neid summeeruvusviljadelt suvalistele FK-ruumide-
le .Samuti piitakse summeeruvustecoria teoreeme Gle kanda FK-
ruumidele. FK-programmi lihtepunktiks on eelpoolmainitud
Juriwde teoreem honullilisusest Jja koregulaarsusest. On
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selge, et see programm ei saa sajaprotsendilise}t reailsee
ruda, sellele viitab ka eelnev mirkus omaduse 1 koh?a‘

Snyder [222] iseloomustas konullilisuse omadusi Saksi
e. kahenormiruumide Jja v®nkumisruumide abil. .

Kui loenduvnormeeritud ruumis (¥X.Q) (v&i iildisema I‘lt .
lokaalselt kumeras ruumis (X,7)) on defineeritud selline
norm p. et idhikkera {x e X | p(x) £ 1} on ruumis (X.Q)
t®kestatud ja kinnine, siis nimetatakse ruumi (¥,Q,p) kahe-
normi- e. Saksi ruumiks (vt. Cooper [81]). Naiteks konserva-

tiivse FK-ruumi (E.Q) korral om (c.Q.% ¥ ) Saksi ruum. Kui
sada (x™”) rahuldab tingimusi x = x((X.,Q)) Ja sup p(x )

< o, siis Seldakse. et ta on r-kopnduv elemendiks x Saksi
ruumis (X.Q,p) ja tihistatakse x = x(»). Alamhulga U c X

puhul téhistame {(xe X]3x7e 0 (neM: x"» x@G)}.
Olgu r := (r ) indeksite jada. kus r_ -1. Jada x := (x)

korral mirgime 0, (x) := max{{x - x| Jr, s k<lsr 1}

ning moodustame nn. vdnkumisruumi Q(r):= {x < o | 0 (x) =0

(n = @)}, Osutub, et N(r) on konservatiivne BK-ruum normiga
$x#:= sup O _(x) + |x,|. seejuures on ta konullruum.

TEOREEM (Snyder [222]). Konservatiivse FK-ruumi (E.Q)
korral on Argmised tingimused samaviirsed:
(a) E on konullruum.

(b) e € Saksi ruumis (c,Q,%
(¢) leidub selline r := (r ). et E > 0(r).

Snyderi ideid on mitmed autorid erinevates suundades
edasi arendanud. Tema enda Jja Wilansky artiklis [225] kasi-
tletakse eelpool vaadeldud probleeme poolkonservatiivsetes
FK- ruumides (vt. &5, tdiendused ja méirkused).

TEOREEM ([225]1). Poolkonservatiivne FK-ruum (E.Q) on
konullruum (s.t. e € WE) parajasti siis. kui e € E Ja

e € ¢ Saksi ruumis (bv.Q.t LRI (%)

Samas leiavad autorid tarvilikud ja piisavad tingimused

<y poolkonservatiivsuseks: (a) sup'”l _°a1k{ < o, (b)

Z;ankkoondub (n € N), (c) eksisteerib lima . =: a, (ke ),
(d) La, koondub. Kui seejuures e e Sy siis e € HA

parajasti siis. kui x(A) = 0.

Sember [211], [213] kisitleb variatsionaalseid ruume,.
s.o. FK-ruume E omadusega E > bv. Kandes sellistesse ruumi-
desse tle Snyderi konullilisuse Jja koregulaarsuse defini-
tsiooni. nditab autor. et konullilistes variatsionaalsetes
ruumides kehtib vdide (%) ning leiab rea tingimusi, mis koos
tingimusega (%) garanteerivad konullilisuse. Uldisemat tiripi
variatsionaalseid ja v3nkumisruume ning nende konullilisust
uuris Censor [781, [771].

L®puks mirgime Bennetti. Semberi ja Wilansky artiklit
[41]. milles autorid kisitlevad FK-ruumi EA (vt. &6) tiht-

said alamruume. Muuhulgas niitavad nad. et AK-FK-ruumi E pu-
hul kehtivad vSrdused
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= xeE | vte B’ 3 (thix.
Wg = {xe B, | Yt e B (th)x - tax)}.

Tahelepanuvdirne on selles t88s esitatud DeVosi tulemus: kui
E on selline AK-FK-ruum. et E® on AD-FK-ruum. siis WE = FE .
A A

FK- ruumi EA tihtsate alamruumide ulatuslikuma kisitluse

leiab lugeja Wilansky raamatus [259] (12. pt.). Eraldi mir-
gime absoluutse summeeruvusvilja 1A struktuuri ja alamruume

kisitlevaid toid : Macphail [153], Brown Jja Cowling [651],
Brown [64]. Macphail ja Orhan [156].

§€8. MAATRIKSITE ~-UHESUS JA ASENDATAVUS

Teoreemis 6.4 (c) toodud funktsionaali f e cA’ esitus

f(x) - ulimAx + t(AX) + «x (x € CA) (8.1)
ei ole theselt madratud. Kui (8.1) on f mingi konkreetne
esitus, kus w €e K, t € 1 ja « € cA”. ning s € . siis tanu

vSrdusele s(Ax) - (sA)x (x e CA) saame teise esituse

f(x) = ulimAx + (t + 8)Ax + (o - BA)X (x & CA)'
mis s # 0 korral erineb esialgsest. Nieme, et t Jja =« ei ole
thelgl Jjubul funktsionaaliga f ttheselt mddratud. Kordaja w
puhul on asi keerulisem. Kindlasti ei ole ka tema alati
ttheselt middratud. Niiteks maatriksi £ (vt. &€1. ndide 2) kor-
ral on funktsionaali lim. € ¢z’ Jaoks vSimalikud esitused
(8.1). kus w =1 ja t =« -0 ¥wWi p -0, t=20, - e.
Siiski on olemas suur klass selliseid maatrikse A. mille
puhul kordaja ¢ ei sS1ltu tthegi funktsionaali f e cA’ korral
tema konkreetsetest esitustest (8.1). Neid maatrikse nimeta-
takse wu-hhesteks.

Olgu funktbionaali f € cA’ puhul

f(x) = MlimAx + t(AX) + «x

= u'limAx + t7(Ax) + «'x (x € CA)'

kus w.u” €e K, t.t° € 1 ja o, =’ € cAﬁ. Siis

(v - u')limAx + (t - t7)(AX) + (a0 - «")x = 0 (x € cy)
Ja on selge. et A on up-thene parajasti siis, kui kordaja u
on wWrdne nulliga nullfunktsionaali O € cA’ igas esituses.
Sellest on lihtne Jjireldada. et kui A ei ole wu-thene. siis
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wWib kordaja v iga f e ¢’ esituses (8.1) omada mistahes
skalaarset vadrtust., sealhulgas ka vairtust 0. Seda silmas
pidades defineerime funktsionaali f € c¢.” Jjaoks
#. kui A on p-tthene.
p(£) ==
| 0. kui A ei ole w-tihene.

kus # on kordaja f esitus (8.1).

LAUSE 8.1.(a) Kui maatriksi A korral = HA. 5iis on
ta p-thene.
(b) Iga koregulaarne maatriks on M-vhene.

Toestus. (a) Kui A ei ole p-tithene, siis leidub null-
funktsionaalil O esitus. kus p# - 1. Valemist (7.1) saame
0= ulimAx + t(Ax) - ax - (tA)x (x Lp).
seega
limAx - ax (x € LA)
i
ehk LA < AA' Kokkuvsttes (vrd. lause 7.2) LA B WA
Vidite (b) saame viitest (a) Ja J8reldusest 7.5 (a).

Edasi pUtame leida vastuse kisimusele wp-tihesuse inva-
riantsusest. Kui A on u-tihene maatriks Ja cg - S kas B on
H-tihene? Selle probleemi lahendamisel osutub vajalikuks
Jargmine faktoriseerimisteoreem.

TEOREEX 8.2. Clgu A p-Ghene Ja B selline maatriks. et
C. © cp. Siis B on esitatav kujul
B=CA + D,
kus maatriksid € ja D rahuldavad Jirgmisi tingimusi
(a) sup Elc,, | < .

(b) t(Dx) = (tD)x iga t e 1l ja x € wy korral.
(c) (CA)x eksisteerib ja C(Ax) - (CA)x iga x < ¢ korral,
(d) t((CAYx) = (tC)(AX) iga t el jaxe cy korral.

Toestus. Vaatleme lineaarseid funktsionaale
f: cA-»fK. x> I b, x (ne M)y,

sisalduvuse Cy < cp t3ttu on nad pidevad (vrd. lause 5.8

(a)). Veelgi enam. nad moodustavad EK-ruumis (e, I!A} U »)

punktiviisi koonduva Jjada. Teoreemi 4.20 pShjal leiduvad
vad L.K > 0 jJam e, et



suplf (x)] - Lixt, + KE p (x) (x = c,).
k=0 -
Edasi. lause 4.8 kohaselt saame leida sellised funktsionaa-
lid h e c” ja g = ‘. et
f =h - A+ g,
kus juures
Ih (y)| = L9 lg, ()] = KE p (x) (yec. xew, . naN) .
Kuna (wA.J’) on AK-ruum (vt. teoreem 6.3 (a)), siis
g,(x) = L x.kg"(e)‘) =: (Dx) .
seega on maatriks D (d ;) defineeritud seosega

d, = g.(e) (n.kel),

Pidades silmas funktsionaali f € ¢’ tldkuju (1.3), saame iga
n € ¥ korral

h(y)= ¢ limy + L ]y, (¥ e c),
b 3

Jdrelikult

h (Ax) = p limyx + t7(AX)  (x = ¢p).
kus e X ja t™e 1. Niisiis. thelt poolt

£,(
teiselt poolt

fn(x) = (b,_h),‘x (x CA)'

Maatriksi A p-Ghesusest Jjéreldub, et 0 (n e M), Definee-
rides C - (c ) (t,™). saame
Bx = (f (x)) = C(Ax) + Dx (x & ¢,), (8.2)

rral tulenebki

b'kzgc.a.. +d, (n.k e N)

7 ™ K
ehk B - CA + D. J&sb ndidata. et tingimused (a)-(c) on ra-
huldatud.
Kuna # - 0 (n « M), siis

sup Elc,,} - sup }:It;ml - sup Vh ¥ £ L,
c.t. viide (a) kehtib. Edasi, et iga t € 1 korral
Eit, (dx) | - Elt, g (x)] = K E p (xMth < o (x & 0p),
siis lineaarsed funktsionaalid

ft Twy K, x + t(Dx)

on pidevad. Ruumi ©p AK-omaduse tSttu
tDx) = £,(x) - E xf,(e) = (tD)x  (x & w,)

iga t € 1 puhul, niisiis kehtib vdide (b).
Seosest (8.2) saame x € wp ja n €N korral
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E E,% = L cmi: 2% {:
teiselt poolt kehtib sisalduvuse cp < ning seose B - CA
+ D t3ttu vBrdus

i: bnl:’%t - E (i: cniaﬂt)xk +E dnkxk

Niisiis. (CA)x eksisteerib Jja

C(Ax) = Bx - Dx = (CA)x (x & CA).
Saime tingimuse (c). Viimast seost kasutame viite (d) tBes-
tamiseks:

t((CA)x) = t(Bx) - t(Dx)

eksisteerib kikide x € <y ja t e 1 korral sisalduvuse
cp € cp ning omaduse (b) p3hjal. Kuna

L L ltc,ax)| = E It | Elc,ll@axnl]
- lxlA sup Elchk! < ®,

siis v&ib vahetada rea sunmeerinis jar jekor-
da, millest saamegi v3rduse

t((CA)x) = (tC)(Ax) (tel, xe CA)'
Teoreen on tSestatud.

Olgu A ja B sellised maatriksid. et ¢y < cp. Iga f cp
on esitatav kujul
f(x) - plime + t(Bx) + «x (x € cBL

kus p e K, t €1l ja e cBﬁ. Kuna £} < c,’ (vrd. Jéreldus

5.3 (a)). siis leiduvad w,(f]_) K. telda <c,°, et
<) A

f(x) = Mamyx + t(AX) + «x  (x € cy). (8.3)
See on nii ka Jjuhul f := limg: leiduvad »,(B) := ﬂA(limB|cA)

ek,seljarecaﬁ. et

lime = HA(B)limAx + s(Ax) + rx (x € cA).
Asendades viimasest seosest lime funktsionaali f esialgses-
se avaldisse, saame fl esituse

f(x) = PPA(B)limAx + us(Ax)

+ (4 + «)x + t(Bx) (x € cy). (8.4)

Eeldame ntid. et A on wm-thene maatriks. siis B = CA

+ D. kus maatriksid C ja D rahuldavad teoreemi 8.2 tingimusi
(a)-(d). mist3ttu

t(Bx) = t(C(Ax)) + t(Dx) = (tC)(Ax) + (tD)x

(x € c,).
See vBinmaldab flc esitusele (8.4) anda kuju
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f(x) - uuA(B)llmAx + (4s +.tC)Ax
+ (M + o« + tD)x (x € cp) (8.5)

kusjuures ps + tC € 1 ja (¥ + o« + tD e . Niisiis oleme
saanud funktsionaali f| esitused (8.3) ja (8.5). Maatriksi
A

A p-Uhesuse t3ttu I-J.(flc ) = mp, (B).
A
Kui A ei ole m-Uhene, siis w(f] ) = uy(B) = 0. Kokku-
A

vSttes oleme tZestanud jirgmise

LAUSE 8.3. Kui A Ja B on sellised maatriksid. et
C, € cp. 5iis iga f € cy” korral kehtib vBrdus
My Ef ) =
A le,

Nutd saame anda vastuse eelpool esitatud kisimusele.

TROREEM 8.4. Maatriksite u-tthesus on invariant.

Toestus. Eeldame, et A on p-thene ning B temaga ekviva-
lentne maatriks. s.t. cy = cp- Lause 8.3 pShjal piisab maat-
riksi B p-Uhesuse tBestamiseks naidata, et HA(B) = 0, sel
juhul vSime suvalise f e cB' korral avaldada w» = MA(f]c )

ﬂJA(B). VStame lauses 8.3 f := limA [ cB'. siis saame

PA(A) 1= HA(limA) = uuA(B).
kus r» on kordaja limA e cB' esituses. Kuna meatriksi A
p-Uhesuse tSttu uA(A) = 1, siis MA(B) = 0.

Tulles maatriksite asendatavuse kiisimuste Jjuurde, mee-
nutame (vt, €1). et algselt oli seatud probleem
konservatiivse maatriksi asendatavusest temaga ekvivalentse
regulaarse maatriksiga. Hiljem sai see termin avarama sisu.
Maatriksit A nimetame asendatavaks. kui leidub maatriks B
omadustega Cp - Ca Ja Cop > *-

Asendatavuse, nagu ka mitmete teiste probleemide uuri-
misel, on vajalikuks abivahendiks

LAUSE 8.5. Olgu A maatriks.
(a) Igaf e cA' korral leidub selline maatriks B. et

cy € cg Ja limBIcA = f.
(b) Funktsionaali f e cA' korral leidub selline maatriks B,
et
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cp = cp Ja 11mB = f.
parajasti siis. kui f mingis esituses H * 0.

Toestus. (a) Olgu f e cA’ antud kujul (8.1). Defineeri-
me maatriksi D - (d,) seosega
fu, kuin - i,
d,, = ¢t . kain< i,
0. kui n > 1.
Kuna t € 1. siis on D konservatiivne maatriks ning (vrd.
teoreem 2.1 (a))
limDy = plimy + ty (y € ¢).

Edasi moodustame maatriksi C = DA. seega
©o. :=E - Lda,%
13 Xk n-0

= E d'\n £ ankxlt (x = wA)‘
=0 k

niisiis.
1imcx = limDAx - HlimAx + t(Ax) (x € CA)‘
VStame niid

I -, kain = 0,

A
by
e t T ke n>0 (nked)
ja veendume, et maatriksil B :- (b,) on rn%utud omadused

Kuna « € cAﬁ Jja cp < g siis Cp € g See juures

(Bx) - «x. (Bx) = =x + (Cx) (n= 1.2,...),
Jarelikalt ¢y € g ja
lime = limcx + ax - f(x) (x & CA)'

(b) Tarvilikkus. Olgu cg = Uy ja f = limB antud f e cA’
korral, siis f e cB’ esituses on # = 1, t = o« = 0. Lause 8.3
PShial » = ﬂA(f) = MA(B) = 0.

Piisavus. Olgu f e cA' antud sellise esitusega (8.1),
kus # # 0. Moodustame maatriksid D.C ja B nagu viaite (a)
tBestuses. Kuna # # 0, siis D on normaalne. seega on tal
normaalne psSrdmaatriks D *. Jirgnevast lemmast 8.6 jarel-
dub. et D' on konservatiivne maatriks. Kuna C - DA Ja
Cp < Cen siis A =D'C. kust D' konservatiivsuse tSttu
saame c, Sa- Kokkuvdttes < Cy - Edasi, kui x e cp- siis
eksisteerivad «x - (Bx)  Jja (Cx) ,= (Bx) - «x {(n € ¥) ning
viimasest seosest tuleneb x e S Tihendab.

Cp € Cp = Cy-
kokkuvdttes (vrd. (a)) €p - Cp-
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Niisiis, lause 8.5 (b) tSestuse saime Jirgmise lemma
rakendamisel.

LEMMA 8.6. Rui t ¢ 1, » = 0 (ne M) jap p=0, s5iis
maatriksi

“Jl)
¢
D:= | % A (8.6)
t t t

psérdmaatriks D on konservatiivne.

Toestus. Ndiitame Kigepealt, et y # m + Dy # ¢ ehk
Dyec =+ yem.

Kui y (y,) = m, siis vStame indeksi N, et
1 » ) o
ﬁyN{ > s }:“t"[ < —, 18, (nz M)
ey
kus 8 ‘- p - p (n € M), Edasi valime indeksi p nii, et
e - Tyl = 0,001, dy, b > Tyt
Sel juhul
joy, @ By, t By,
Nn=EN

N -1
!(N * 6N )Y (‘H ‘SN)YH * r-EN thyTl‘

sp ' INep
SO -V B /N B § DA B W B A 'FN“',,Y,.‘
1#] I~ {1
- Tyl - delvd - v - Ty - debvd o L

mistSttu Dy & ¢.

Nutid tSestame, et Dy €e ¢ = y € ¢, see on samaviirne
implikatsiooniga x € ¢ =+ D'x e c, s.t. maatrikesi D' komn-
servatiivsusega. Olgu y € selline jada, et Dy € ¢, siis
eelneva pShial y € m, mistSttu rida t, v, koondub. Et

7
(Dy ). = Kyt Lty (i e Ny,

siis tingimuste Dy e ¢ ja m. ~ p =2 0 t3ttu kehtib y e c.

Lemma, ning koos sellega ka lause 8.5 (b), on tSestatud.

Teatavasti (vt. Jireldus 7.5 (c)) on maatriksite kore-
gulaarsus invariantne omadus. Seepirast on arusaadav, et
regulaarse maatriksiga saab asendada vaid koregulaarseid
waatrikse. Kuid mitte ¥Siki, nagn selgub alljargnevast
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teoreemist. Uhe osa selle tSestusest esitab

LEMMA 8.7. Kui A on koregulaarne maatriks ning f € cy
on selline funktsionaal, et kern f = o, siis tema esituses
(8.1) onu =0 parajasti 5115, kui f(e) - 0.

Toestus. KBigepealt mirgime, et kuna A on koregulaarme,
siis on ta wp-tthene (vrd. lause 8.1 (b)). VSrduse (7.3) pSh-
jal on f(e) = x(f) - px(A), millest Jireldubki vadide.

TEOREEM 8.8. Olgu A konservatilivne maatriks. Temaga
ekvivalentne regulaarne maatriks B leidub parajasti siis,
kui e # ¢ FK- ruumis Cpe

Toestus. Tarvilikkus. Olgu B regulaarne maatriks omadu-
sega cp = Cy, siis limBz = 0 iga z & korral. Kui oletada,

et € € p FK-ruunis Cpr siis leidub ruumi ¢ elementide Jjada
(z™), mis koondub punktiks e ruumis Cp- Kuna limB €cy
siis saamegi vastuolu:

1 - limBe - 1imB(lim z

>

) - lim limBzm’ = 1lim 0 = 0.
Piisavus. Eeldame, et e konservatiivse maatriksi A

summeeruvusvaljas cy- Et HA c p (vrd. lause 5.5 (a)), siis
e & HA' s.t. A on koregulaarne. Lause 4.11(a) p3Shjal 1leidub
f e cA' omadustega kern f > p ja f(e) = 1, lemma 8.7 Jargi
on f kordaja # nullist erinev. Rakendades lauset 8.5 (b),
leiame maatriksi B, mis rahuldab tingimusi c€g = ¢y ning
limB = f. Sealjuures cg - ¢, limBe = f(e) = 1 ning b= £(e*)
= 0 (k « N), niisiis on B regulaarne.

Ngade 1. Olgu (a,) € 1 selline jada, et aj, - 0 ning
0 (k « N). Moodustame maatriksi

1

la‘ 0
R

1 3

03‘0&31

Oa‘Oaalas

Lihtne on veenduda, et A on konservatiivne ning x(A) - 1.

See juures kehtib cy =P, Selle vBrduse tBestamiseks vStame
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suvalise f e cA' omadusega kern £ > ¢ ning naitame, et £ = 0
(vrd. lause 4.11(a)),
Kuna A on normaalne,siis (vrd. lause 3.2 (b))
f(x) = MlimAx + t(AX) (x € CA)‘
kus # € K ja t € 1. Eelduse kern f = » tSttu

O:f(eh):yak*}:tam
[ e W=
14, +a, Et,. mik=2i+1,

we=1

millest paaritute arvude k korral

- 4 .
0=;"f(e) - fle )
a0
= u b Bt
Niisiis rahuldab t € 1 tingimust t, = ke N pahul,

jarelikult t = 0. Seetdttu

0=Lfer=p-Ft =upm,

™

kokkuvBttes saamegi f = 0.

Vastavalt teoreemile 8.8 ei ole maatriks A asendatav.

Mitteregulaarse asendatava koregulaarse maatriksi nai-
teks on lemmas 8.5 vaadeldud maatriks D, kus t = 0 ja ». = ¢
% 0 (ie M)y,

Siinkohal, olles lahendanud asendatavuse probleemi ko-
regulaarsete maatriksite jaoks, nieme, et erinevalt konser-
vatiivsusest, koregulaarsusest ja lkonullilisusest, ei ole
maatriksite regulaarsus invariantne omadus. Teiseks saame
anda vastuse kiisimusele alamruumi IA invariantsuse kohta.
Jargnevast naitest selgub, et see vastus on eitav.

Naide 2. Olgu =« := 2% (k e N). Moodustame maatriksi

1/2 172
172 172
C := 172 1/2
172 172
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ning paneme tahele, et C - DA, kus D on antud seosega (8.6),
milles - 1 (ke®) jat =2 ™, ning

172 1/2 [¢]
0 0 172 172
0 0 0 0 1/2 1/2

Seejuures cn - cy (vrd. lause 8.5 (b) tBestus), niisiis on C
asendatav maatriks. Osutub, et I, # IA - Cy- Naiteks Jjada
2 iz (1,-1,2,-2,4,-4,...,2.-2°,...) on A summeeruv, kuid ei

kuulu hulka I, rida = 1-1+1-1+1-1+.. . ei koondu.

Tulles niiid asendatavuse juurde selle termini Gldisemas
tahenduses, mirgime kigepealt wSnda lihtsamat fakti.

LADOSEK 8.9. (a) Kui A on asendatav maatriks. siis LA: FA.
{b) Kui IA = ¢y,
(c) Iga AB-maatriks on asendatav.

siis A on asendatav maatriks.

Toestus. (a) Kui B on selline maatriks, et cg = ¢, Ja
Cop P, siis IB = cg- Kuna LA Ja FA on invariandid, esiis
(vrd. lause 7.2 (a))

FA = FB = LB n IB LB = LA'

(b) Juhul IA = c, on AA: cy K pidev lineaarne funkt-
sionaal FK-ruumis Cps s.t. e cA'. Tema esituses AA(x)
= liméx - ax on # = 1. Rakendades lauset 8.5 (b), saame lei-
AL
mistSttu b = limBek -a - & =0 (ke¥N) BSeega on A
asendatav maatriks.

Viide (c) jireldub viaitest (b) ja teoreemist 7.6.

da sellise maatriksi B, et cg = ¢y Ja lime = Aé(x) (x e ¢

Lepuks tBestame teoreemi, mis selgitab asendatavuse ja
p-thesuse vahekorra.

TEOREEM 8.10. (&) Kui maatriks A ei ole w-uhene, siis
on ta asendatav.
(b) p-Uhene maatriks A on asendatav parasasti sciis, kui.
leidudb selline funktsionaal f e cA’, et p(f)y =90 Ja
kern £ = p.
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Toestus. Viide (a) ning vdite (b) piisavus Jarelduvad
lausest 8.5 (b): mSlemal juhul on olemas selline f e ¢ , et
kern f e ning # * 0 tema mingis esituses (8.1), mnistSttu
caab leida maatriksi omadusega cg = ¢, Ja ¢ < Cop- Vaite (b)
tarvilikkuse t®estamiseks eeldame, et leidub maatriks B
nende kahe omadusega. V&tame f := limB = cA’, sel Juhul
H(f) = 1, mistS3ttu lause 8.3 pXhjal Hﬂ(f) = Hp(A) = 0 (vt.
teoreemi 8.4 tSestus). Sealjuures p c Cop = kern £, tdhen-
dab, otsitav f e cA’ on leitud.

Taiendused ja miArkuased

Koregulaarsete maatriksite asendatavuse kisimus kerkis
tiles Zelleri tods [270], sealt on pirit lause 8.5 (ilma
vaite (b) tarvilikkuseta), teoreem 8.8 ja lemma 8.6 Jjuhul
H, = H (ke N) (siintoodud kujul tSestas selle Jirimie

[358]). Zellerile kuulub ka kirjanduses paljutsiteeritud
niide 1 mitteasendatavast koregulaarsest maatriksist. Wilan-
sky [252]1 pistitas probleemi dldisemalt konservatiivsete
maatriksite asendatavusest T-multiplikatiivsetega. Tema
kisimus, kas iga konullmaatriks on asendatav, sai eitava
vastuse koos kontranditega Changi, Macphaili, Snyderi ning
ta enda thises artiklis [79]. Nagu nditas DeVos [93], on
mitteasendatavaid maatrikse “"paliju” selles mBSttes, et kKSigi
konservatiivsete maatriksite Banachi algebras I' moodustavad
nad tiheda hulga alamruumis €, mis koosneb KSigist tSkesta-
tud hajuvaid Jjadasid summeeruvatest maatriksitest.

Alamruuni IA mitteinvariantsuse Jjuurde (vt. ndide 2)

lisame Wilansky [252] poolt tBestatud seose | cp - ¢t
= FA‘ Beekmann ja Chang [21] nditasid, et IA on invariantne
parajasti siis, kui seda on AA‘ Artiklites [20] Ja [22]

uurisid nad maatriksi A Jargmisi omadusi (vt. ka Macphail

[1551). n
(E) IB - AB iga maatriksiga A ekvivalentse maatriksi B kor-

ral.
(E°) Iga t € 1 ning sellise x e <y korral, et (tA)x eksistee-

rib, kehtib v3rdus (tA)x = t(Ax).
Osutub, et omadus (E°) on invariantne ning mitte-p-tihese A
korral on need viited samavdirsed.

Maatriksite p-tihesuse uurimine sai alguse Wilansky
artiklis [252], kus on tBestatud lause 8.1. Tema Jja Macphail
[157] ptiidsid kirjeldada w-itheste konullmaatriksite klassi,
nad t3id esile ka wm-ilhesuse seose asendatavusega ning
piistitacid mitmed pShimSttelised kiisimused w-lUhesuse inva-
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riantsuse kohta. Need kiisimused said vastused Beekmanni
artiklis [17], kuigi Wilansky oli vastustele viga lihedale
jdudnud avaldamata t®8s [257], mille tulemusi, eriti
faktoriseerimisteoreemi 8.2 (vt. ka Wilansky £2581),
Beekmann oluliselt dra kasutas.

Vahemidrkusena mainime, et summeerimismenetluste fak-
toriseerimise idee kuulub Coppingule [82] Ja Baumannile
[12]. Teoreemi 6.2 tSestuse idee on pirit Beekmannilt,
Boosilt Ja Zellerilt ([19]. Boos [48], [501, [54] on
rakendanud faktoriseerimisteoreeme sisalduvus-, kooskSla-
ning kumerusteoreemide t®estamisel (vt. veel Boos Jja Neuser
[60], Tali [234]1, Seydel [2161).

Tulles tagasi Beekmanni artikli [17] Juurde, mirgime,
et lisaks maatriksi w-iUhesuse invariantsusele tBestas autor
ka cA' alamruunmide

Hy = {f ec, | leidub esitus (8.1), kus p - 0},

Hy {f e cA'[ leidub esitus (8.1), kus p # 0}
invariantsuse. Ta tipsustas eelpoolmainitud Zelleri teoree-

mi, nimelt tBestas-ta lause 8.5 (b) tarvilikkuse. Samast on
pirit ka teoreem 8-10 autor +tBestas, et A on asendatav

parajasti siis, kui n kus ¢ {f e cA‘[kern f

> e},

Nimetatud artiklis Jjdudis Beekmann uue probleemini,
mille formuleeris tapsemalt Wilansky ([258]. Ta vaatles
funktsionaali

o :cA' - K, f +» p(f)
ja pistitas w-pidevuse hiipoteesi: funktsionaal v on iga A
korral pidev tugevas topoloogias B(cA’,cA). On selge, et

probleem tekib vaid p-Uheste maatriksite puhul. Hipoteesi
kehtivuse tBestas Ruckle (vt. Wilansky [259], 14.2.4) Jjuhul,
kui cy omn BK-ruum, ning Boos [51]1, kui LA = w‘ v3i A on

AB-maatriks. Magee Ja Ruckle [161] esitasid tSestuse eel-
dusel cp P, Grosse-Erdmann [108] leidis nende tSestuses

vea ning }?estas Wilansky hipoteesi suvalise A puhul.
Tihelepanuvdirne on, et Grosse-Erdmanni tSestus tugineb ¢, °’

A
tugevale separaablusele.
Seoses p-pidevusega vaadeldakse kaasruumi cA' alamruu-

me c, Ja 6  (fec,|Itel: fx) = tlhr) (xe R
Vastavalt valemile (8.1) on cA' esitatav summana I <limA>
+ Aﬁ. Funktsionaali limA paiknemisest G Jja cAB suhtes,

samuti nende alamruumide vahekorrast s3ltuvad suurel misral
A omadused. Kehtivad Jirgmicsed viited (vt. Wilansky [2581).

° sCa)
‘A
—5 B(c,”.,c.)
2° A on p-thene o }.‘1mA G + CAR cA/i A c

3° A on AB-maatriks e G c

€ limy < G o x #Alc,T 7° °  kus x(8)  gle) - fate)
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(g € c’).
. s _ 4
5 lunA @ cy @y = AA‘

. ?eekmann Ja Chang [24] andsid w-Uhesuse m¥istele Jjarg-
mise tldistuse. Maatriksit A nimetatakse p-tGheseks alamhul-
gal M c Cp» kui

kern £ > M« £ &= V. (%)

Selle definitsiooni kohaselt on A mitteasendatav parajasti
siis, kui A on w#-tthene &alamruumil e (vrd. teoreem 8.10).
Autorid tSestasid, et (%) on samavairne tingimusega

x € B[M] el .c ) iga maatriksiga A ekvivalentse maatriksi B
korral. Vt. veel Chang (78], Beekmann ja Chang [25].

Asendatavuse Jja wp-lhesuse probleeme kisitleme ka
jidrgmices paragrahvis seoses alawruumiga PA‘ Vt. ka Boos
{461, Kuan [141]. Maatriksite asendatavust absoluutse
sunmeeruvuse mSttes uwurisid Brown {641 ning Macphail Ja
Orhan [156].

Vastavalt FK-programmile (vt. &7, tiiendused ja mirku-
sed) on maatriksite p-omadusi pttitud Gldistada FK-ruumjdele.
Wilansky [258] liahtekohaks oli eelpooltoodud omadus 2 . Ta
nimetab FK-ruumi E p-ruumiks, kui E ei ole #B(E’,E)-tihe
kaasruumis E°. Osutub, et 1) iga koregulaarne FK-ruum on
p-ruum, 2) FK-ruum, mis sisaldab kinnise w-alamruumi, on

ruum, 3) FK-ruum E omadusega BE sZ ¢ on p-ruum, 4) AK-FK-
ruum ei ole p-ruum.

Teine Uldistus kuulub Beekmannile ja Changile {26]. FK-
ruumi E omadusega E > » nimetatakse wp-tGheseks, kui leidub
cselline funktsionaal f € E° ning p#-tthene maatriks B, et ¢
cecgcE Ja pp(fl, ) = 0. Autorid tBestasid, et FK-ruum E on

pthene parajasti siis, kui
ES
Mg = n {(f € £/} flc € Hp }
pCcDCE B
on (E,E )-kinnine, ning uurisid FK-ruumi tiéhtsate alamruu-
mide seoseid p-tihesusega.
Maatriksite p-tthesus oli liahtekohaks konullilisuse

mSiste tildistamisel. Olgu A p-thene ning B selline maatriks,
et cp > cy. Wilansky (vt. [2591, 15.4.1) nimetas maatriksit

B konulliliseks A suhtes, kui HA(B) = 0. Lihtne on veenduda,
et B on I suhtes konulliline parajasti siis, kui ta on ko-

nullmaatriks. Wilansky definitsioonile anti kaks tldistust
FK-ruumidele E ja F, kus E < F. Eeldusel HE = BE ninetas

DeVos (941 ruumi F konulliliseks E suhtes, kui BE < HF.
Beekmann ja Chang [26] nimetasid (ilma eelduseta NE = BE)
ruumi F konulliliseks E suhtes, kui

glg © (f «E'| 3B, g « wg : cg > E, glg - £}

iga g € F° korral ja n3itasid, et sel juhul kehtib tinginus
BE c WF.
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§9. ALAMRUUM P, . PERFEKTSED MAATRIKSID

A

Nendele summeeruvusvalja tihtsatele alamruumidele, mida
me uurisime eelmises kahes paragrahvis, lisandub veel ks,
mis on oluliselt seotud maatriksi A perfektsuse mSistega.

Konservatiivset maatriksit A nimetatakse perfektseks,
kui elemendid e ja e (k € M) moodustavad pShihulga FK-ruu-
mis c,. Kuna (e, eklk e B} on pShihulk BK-ruumis (c, ¥ B ),
siis FK-topoloogiate monotoonsuse tSttu

¢ = lin (e, eklkeN}:po“g)

FK-ruumis Cy - Niisiis, konservatiivne maatriks A on perfekt-
ne parajasti siis, kui Gy = C. Uldiselt nimetatakse aga
alamruumi ¢ konservatiivse maatriksi A summeeruvusviljas cy
perfektsushulgaks.

Perfektsusega seotud probleemide uurimiseks vajame so-
bivat funktsionaalanaliitilist instrumenti. Selleks definee-
rime testfunktsioonid. Nii nimetatakse funktsionaale f e Cp
kui
1) kern £ P,

2) leidub f selline esitus (8.1), kus » - 0.

Tingimus 2) omab m3tet ilmselt vaid p-itheste maatriksite pu-
hul. Niiteks koregulaarse A ning tingimust 1) rahuldava
f e cA‘ korral on tingimus 2) samaviadrne tingimusega f(e)
= 0 (vt. lemma 8.7). Uldisemalt kehtib

LAUSE 9.1. Kui maatriks A rahuldab tingimust WA > LA Ja
f e cA‘ on selline funktsionaal, et kern f > LA , siis=f on
testfunktsioon.

Toestus. Kui kern f = LA , kuid f e cA‘ ei ole test-
funktsioon, siis w(f) 2 0. Iga x € LA korral 0= f(x)
= /JlimAx + t(Ax) + «x = ylimAx + X, kus y tA + o, Sisal-
duvustest p < L < kern f Jhireldudb f(e y - Ha, + ¥y
(k e N). mlstﬁttu l1m x = -(1/)rx - ;a,(xk (x e L ). Seega
L < A ning lause 7. 2 (c) pBShjal kehtib L NA Viide on
Tﬁestatud.

Tidhistame maatriksi A korral
TA = {tel| V¥Yxe <y 3(tA)x}
ja defineerime lineaarsed funktsionaznlid
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ft ey K, x » t(Ax) - (tA)x (t e TA)' (9.1)
Kuna x + t(Ax) ja x + (tA)x on tingimuste t e 1 ja tA e
tBttu ruumis Ch pidevad, siis ft ] cA‘. Ilmselt kehtivad
seosed kern ft > ¢ ning p(ft) = 0, niisiis on ft iga t e TA
korral testfunktsioon.

Vastupidi, iga testfunktsiooni f e cA’ puhul leiduvad
tel ja«e cAﬁ, et £(x) = t(Ax) + «x (x e CA)' kus juures
0 - f(e) = (th), + = (k< M) Seega th - -« < c,”, mistdttu
t e TA ja £ on esitatav kujul (9.1). KokkuvBttes kehtib

LAUSE 9.2. Funktsionaal f e cA’ on testfunktsioon para-
Jasti siis, kui ta on esitatav kujul f(x) = t(Ax) - (tA)x
(x € CA)' kus t e TA‘

Defineerime summeeruvusvaljas alamruumi

PA = {x e <y | ¥t e TA : t(Ax) = (tA)x},
siis lause 8.2 kohaselt

PA = {x e Gy } £(x) = 0 iga testfunktsiooni f korral}

= 1 {kern £ | £ on testfunktsioon}. (9.2)

Et kern f on iga f € CA’ puhul kinnine alamruum, siis PA

N PA' Niisiis, erinevalt paragrahvis 7 defineeritud
tihtsatest alamruumidest, on PA alati kinnine. Ta on vaadel-
dud alamruumidest ka suurim, lihtne on veenduda, et PA > LA'
TSepoolest, iga testfunktsiooni f korral kehtib lause 9.1
kohaselt sisalduvus kern f = I..A , millest seose (9.2) abil
saamegi, et PA LA‘

Alamruumi PA tipsem asend summeeruvusvaljas <y selgub
jérgmisest lausest.

LAUSE 9.3. (a) Kui A on selline maatriks, et WA# LA
siis PA = LA'
(b} Iga maatriksi A korral on PA e vWBi P, - p ® <u>, kus
u e PA\P.
(c) Koregulaarse maatriksi A korral on PA - C - p B ey,

Toestus. (a) Kui f < CA, on selline, et kern f - LA'
siis lause 9.1 kohaselt on ta testfunktsioon, seega

PA < kern f. Lause 4.11 (a) pShjal vBime cSelda, et PA < LA'
Teisalt kehtib PA kinnisuse ja sisalduvuse LA < PA Bttu
PA = PA - LA , niisiis kokkuvdttes PA -

(b) Kuna ¢ C'PA = PA , siis p < PA' Oletame, et ¢ = PA'



VStame u € PA\¢ Ja naitame, et PA = p ® <u>. Valime funktsi-
onaali f e cA' vastavalt lausele 4.11 (a) nii, et kern £ [
ja f(u) - 1. Tema esituses

f(x) = ulimAx + t(AX) + «x (x € cA).
kus t € 1 ja « € cAB (vrd. lause 6.4 (c)), onu = 0, vasta-
sel Jjuhul oleks f testfunktsioon ning kehtiks v3rdus £f(u)
= 0. Oletame niuid vastusviiteliselt, et » & <u> = PA' siis
leidub v e PA\(P ® <u>) ja me saame valida g e cA’ , mis
rahuldab tingimusi kern g > ¢ @& <u> Jja g(v) = 1. Ka
funktsionaali g esituses

g(x) = ulimAx + t(AX) + «ax (x € CA)‘

kus t € 1 ja =« < cAﬁ, kehtib # # 0. Moodustame funktsionaali
h := puf - pg e CA"
s.t.
hi(x) = (uu - uu)limAx + (Ut - pt)(Ax) + (pe - Me)X

= (0t - Ht)(AX) + (Mo - pe)x (x € CA)'

Ilmselt on h testfunktsioon. Kuid samal ajal
h(u) = pf(u) - pg(u) = uf(u) = p =2 0,

mis on vastusolus tingimusega u € PA‘ Jarelikult, kui PA = p,
siis PA - P ® <>,

(c) Kui A on koregulaarne, siis = ning viite (a)
kohaselt PA - LA' Teisalt kehtib tinu A konservatiivsusele
P ® <oy C LA Ja seega ka ¢ = p & <e> © LA = PA' Vastupidine
sisalduvus Jareldub viaitest (b).

Jirgmine lause selgitab alamruumi PA seoseid maatriksi
A asendatavuse ning up-tUhesusega.

LAUSE 9.4. Kui PA # ¢, siis A on asendatav p-iihene
maatriks.

Toestus. Kui PA * o, siis leidub u e PA\v ja f e cA'.
et kern £ > » ning f(u) = 1. Seejuures f ei ole testfunkt-
sioon, mistSttu p(f) = 0. Teoreemi 8.10 (b) kohaselt on A
asendatav maatriks.

Kui eeldada, €t A ei ole w-ithene, siis iga f e CA’ oma-
dusega kern f = ¢ on testfunktsioon ning seetdttu kern f
> PA: Lausest 4.11 (a) Jareldub PA < p, millest lause 9.3
(b) pBhial saame PA - p. Viide on tSestatud.

Olgu A ja B sellised maatriksid, et o c cpcc ning
olgu f € cg” maztriksi B testfunktsioon. 5iis g :- £ e cA’
c
A
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ning kern g > ¢. Kuna w(f) = 0, siis lause 8.3 kohaselt m(g)
- 0, s.t. g on maatriksi A testfunktsioon. SeetSttu
Pp - n {kern £ | £ on B testfunktsiocon}
> {kern g | g on A testfunktsioon} = Py
Niisiis,
€y S cg PA < PB s
millest Jireldudb

LAUSE 9.5. PA on summeeruvusinvariant.

Eelneva arutelu kohaselt on ka maatriksi KSigi test-
funktsioonide hulk invariant.

Tulleks 1Bpuks tagasi perfektsete maatriksite Juurde
mirgime, et nende kKSige tihtsama omaduse tSestame me allpool
paragrahvis 11. Siinkohal toome m®ned klassikalised tulemu-
sed reversiivsete maatriksite perfektsuse kohta.

Maatriksit A, mis rahuldab implikatsiooni
tel, tA=0 =+ t -0, (9.3)
nimetatakse M- tutipi maatriksiks. Lihtne on veenduda, et tin-
gimus (9.3) on tdidetud parajasti siis, kui vSrrandististee-
mil
L ta, -0 (ke®)

on ruumis 1 ainult null-lahend.

LAUSE 9.6. (a) Reversiivne koregulaarne maatriks A on
perfektne parajasti siis, kui ta on M-thitipi.
(b) Kui normaalse koregulaarse maatriksi A poSrdmaatriksi
Al (o) veerud (a.) G = N) on tSkestatud Jjadad, siis
A on perfektne.

Toestus. (a) Reversiivse maatriksi A korral on f & cA'
esitatav kujul (vrd. lause 3.1 (b))
f(x) = plimAx + t(Ax) (x € cA).
kis n e XK ja t e 1. SeetSttu on f € testfunktsioon para-
Jasti siis, kui £(x) - t(Ax) (x e CA) ja kern f > p, s.t.

0= (tt), =T ta (ke N),

ok
n=o

Teicalt tihendab koregulaarse maatriksi A perfektsus vBr-
dust PA - Cp mi=z on vSimalik vaid sel juhul, kui ainuke-
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seks testfunktsiooniks on nullfunktsionaal, s.t. kui kehtib
(9.3).
(b) KSigepealt mirgime, et peordmaatriksi veerud on A-

summeeruvad, sest

L agg - % » st Alleg ) = e (nn ).

Kui nad on tSkestatud jadad ja A on konservatiivne, siis
(), esmpnecy <Ly G eB, vrd. lause 7.3),
mistdttu t € 1 korral
ti::(:aﬁk )n)tn:Ea'k'\ztnar,l( G e by,
=i k=1 k=1 n-k
Siit saame, et tA = 0 korral t - 0, s5.t. A on M-tttipi maat-
riks ning viite (a) pShjal perfektne.

Naide 1. Rieszi kaalutud keskmiste menetluse podrd-
maatriksi igas veerus on nullist erinevad vaid kaks koordi-
naati. Seega on need veerud tSkestatud Jjadad, mistSttu kon-
servatiivne menetlus on perfektne.

Naide 2. Cesarc menetlus C on iga « > 0 korral per-

k-1~%

fektne, kuna poSdrdmaatriksi veerud (("77)( . ))n on iga

i € N puhul t8kestatud (juhul € N kuuluvad nad ruumi ¢).

Naide 3. Lihtne on veenduda, et v-multiplikatiivne
AK- maatriks on v # 0 korral perfektne. Teatavasti on regu-

laarne menetlus AB-omadusega (vt. &7, naide 1), seega on
ta lause 7.7 (d) kohaselt AK-menetlus Jja Jjirelikult ka pe¥-
fektne. Sama kehtib ka menetluste (0 £ « < 1) kohta.

Taiendused ja markused

Alamruumi PA mSiste kuulub Wilanskyle [2521, idee on

pirit Coomesi ja Cowlingu artiklist [80]. Selle mSiste sisu
avasid tidielikult aga Beekmann, Boos Ja Zeller [183, kes
niaitasid, et 1) konservatiivse A korral kehtib kas PA = ¢,

v i PA T e, ® <uy, kus u s PA\co. Ja 2) PA on

summeeruvusinvariant. Selleks +tSestasid nad Bigepealt
faktoriseerimisteoreemi, millele Wilansky [2571, [258] andis
hiljem elegantsema vormi (vt. teoreem 8.2). Probleem PA

invariantsusest ootas kaua lahendust ning tulemus oli ehk
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mwSnevSrra Gllatavgi, eriti kui pidada silmas, et hulk TA ei

ole invariantne (vt. Macphail ja Wilansky [157]). Otsusta-
vaks saab asjaolu, et kdigi testfunktsioonide hulk on inva-
riant.

Implikatsiooni (vt. lause 9.4)
PA = p A on asendatav ja p-tithene

tSestasid Macphail ja Wilansky (2521, (1571, Beekmann Jja
Chang {23] niitasid, et see ei ole iildjuhul poSratav. Nad
konstrueerisid reversiivse asendatava u-ithese maatriksi A,
mille korral PA - p. Samas tSestasid autorid, et kui codim ¢

< ® ruumis Cyo siis on Bige ka vastupidine implikatsioon.

Reversiivse A puhul garanteerib selle tingimus dim {t
« 1| tA -0} < o Artiklis [24] niitasid autorid, et
PA —p ® <u> (ue cy \p) parajasti siis, kui A on wu-ithene

alamhulgal ¢ U {u} (vrd. §8, tdiendused Jja mirkused), kuid
ei ole w-tthene hulgal e.
Samad autorid [26] Gldistasid PA mSiste summeeruvusvil-

Jjast <y suvalisse FK-ruumi X, nad defineerisid

Py := n {kern f | £ eelnp S
(vt. &8, tiiendused Jja mérkused). Sel juhul Px e ning kui
X ei ole w-tthene FK-ruum, siis Px - p. Uldjuhul ei kehti aga
Px jaoks lause 9.3 (b), niiteks, kui X := ¢, ® <e> ® <(1,-1,
1, -1, ...)», siis Px = X Jja codim e - 2.

Mirgime veel Zelleri artiklit (2761, milles autor tSes-
tas, et iga regulaarse maatriksi A Jjaoks 1leidub regulaarne
maatriks B omadusega cg - PA' Jirimie [357] tldistas selle

viite koregulaarse A Jjuhule leidub selline maatriks B, et
cg = PAja alamruumil PA on maatriksid kooskSlas. Samas uu-

ris autor ka konullmaatriksi perfektsushulka.
M3ned markused perfektsete maatriksite kohta teeme ka
paragrahvis 11.

§10. TOKESTATUD JADAD SUMMEERUVUSVALJAS

Selle kohta, kuidas paiknevad tSkestatud Jjadad maatrik-
si summeeruvusviljas, teame me vaid, et (vt. lause 7.3)
cccy + mQc, < FA. (10.1)
Siit Jjireldub lause 9.3 (a) Jja (c) pShjal

LAUSE 10.1. Kui A on koregulaarne maatriks, slis
mpcy <c.
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Nagu selgub Jirgnevast niitest, ei kehti see va ide i
g1 konservatiivsete maatriksite puhul.

Nsiide 1. Olgu B (b ) selline maatriks, et

[ -1y, kui k- n- 1 v&1i k - n,
b‘n’t::l
10 ki k<n-1vsiko>n.

B on konullmaatriks, sest lime - lim (-1) (x - x ) -0
iga x € ¢ korral. TSkestatud Jada z .- ((-1) ) on B-summee-
ruv ning limBz = 2. Teisalt, kuna 1imB € cB' Ja ¢ © kern limB
= Cop » kuid z & CoB ,8iis 2z c. Niisiis, m cp c.

See on informatsioon, millest ldhtudes me asume otsima
vastust kolmele kiisimusele.

1. Millistel tingimustel summeerib maatriks koik tZkestatud
jadad?

2. Millistel tingimustel summeerib konservatiivne maatriks
ainult t3kestatud Jjadasid?

3. Millistel tingimustel ei summeeri konservatiivne maatriks
dhtki t3kestatud hajuvat jada?

Jargmine teoreem, mis annab vastuse esimesele kiisimuse-
le, on kiesolevas raamatus teatavas mwSttes erandiks: tema
tBestuses ei kasuta me funktsionaalanaltitisi meetodeid. See
on niide nende meetodite v3imaluste piiratusest: seni pole
teada selle viaite thtki funktsionaalanaltitisile tuginevat
tSestust.

TEOREEM 10.2. Maatriks A summeerib kSik tSkestatud Ja-
dad parajasti siis, kui on tiidetud Argmised tingimused:

eksisteerib lim a , =: a, (k € N}, (10.2)
syp £ la | < =, (10.3)
lim £ |, - &, = 0. (10.4)
Sel juhul

limAx = Lax (xemn). (10.5)

Toestus. Piisavus. Kuna w” = 1 (vrd. &5), siis tingimu-
sest (10.3) Jireldub m < » tingimusest (10.2) 3a (10.3)
aga (a,) « 1. Seega eksisteerib
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Tla, - =t 6 (n e )
X

ning tingimuse (10.4) t3ttu kehtib iga x € m korral
1} - E = |z (a, - a)x]|

—i: la, - al Ix| - + 0 (n- w.
Niisiis, kui A rahuldab tingimusi (10.2) - (10.4), siis
summeerib ta k¥ik tSkestatud jadad ning kehtib v&rdus (10.5).

Tarvilikkus. Eeldame, et m < Cy siis A on konserva-
tiivne maatriks, mist3ttu tingimused (10.2) 3a (10.3) on
tarvilikud (vrd. teoreem 2.1 (a)). Seejuures (s ) e 1 ning
s - 0(1).

Oletame vastuvditeliselt, et (10.4) ei kehti. Bolzano-
Weierstrassi teoreemi pShjal leidub Jjada (6 ) niisugune

koonduv osajada (6 ), et limé =: & » 0. Moodustame in-
1 1

deksite Jjadad (k.) Jja (m’.) Jirgmiselt. VStame kD 0 ning
valime m, < |+ € M} selliselt, et
la, , - & | <1.
O ©° o
Olgu ko, ...,k ning My, ... W fikseeritud, valine
m > m , hulgast {n, | ' e N} nii, et kehtiks vBrratus

Y

i -1
Ela . -8l <2’

(10.6)
k=0 3
Kuna };Iam.k - ak[ <« , siis saab leida k’.‘_l > k., mis ra-
i
huldab tingimust
£ la,, - al<2”. (10.7)
k=k )'*lﬂ H

Nii jitkates moodustamegi jadad (k.) ja (m.), kusjuures (m.)
on jada (n) osajada. Sellise konstruktsiooni tulemusena
saame seostest (10.6) ja (10.7), et

*jos o *;
lim £ |a,, - al=1mEla 6 -2al-linEla - 3]
1 x=k . 3 k=0 3 k=0 3
]Q
- lim £ la,, - &l =s. (10.8)
Vok=x, e T
Edasi moodustame Jjada 2z (z,), kus

0, kus k=0,
e *l (-1) sgn(a, , - ), kui k < k< k_ (§eN).

- 1
On selge, et z € m ning lzﬂw 1, seejuures vdSrratuste
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(10.6) Ja (10.7) t3ttu
X .

£, - aigl <2’
X © -

Ja
£ I, -a)nl <27 Ged),
k=k 1 "
Jes
Jairelikult
%k,
2 o
lim L (a_. - adz - lim E (a . - - 0. (10.9)
$x=0 Tf T =k T
V&8rdusest

a = =L (a_,- a)
i: Yuflzit ;‘:ahzk X m’)t 13 z)t
X k.
PR |
= L (a - a )z + (-1) a -
k=0 ”1)‘ x Z,‘ k=k ,+12 "']" a"

£ «(a - a)z,

K=k, es ™%
jos

ning tingimustest (10.8) Jja (10.9) saame protsessis j » o
£a,,z =Laz +sC1"+ o),

millest Jireldub, et Az # c. Seega ei summeeri A WWiki
tSkestatud jadasid. Teoreem on tSestatud.

Tingimas (10.5) tihendab, et kui m < Cys siis m = m{‘lcA

1
AA' La\isest 7.2 (¢) ning seosest (10.1) Jireldub
i'A AA = "A‘ mistSttu e € “A'

reem 7.4)

JARELDUS 10.3. Maatriks, mis summeerib KSik tSkestatud
Jadad, on konullmaatriks.

Erinevalt esimesest, osutub teine eelpool pistitatud
probleem puhttopoloogiliseks. Selle lahendus taandub FK-
topoloogiate monotoonsuse omadusele: kui x"= x FK-ruumis E
ning FK-ruum F sisaldab E, siis x“— x ka ruumis F. Muuhul-
gas Jireldub sellest, et iga alamhulk D ¢ E, mis on ruumis F
kinnine, on kinnine ka ruumis E. Neile asjacludele tugine-

des tSestame kSigepealt

LAUSE 10.4. (a) Kui ¢ on summeeruvusviljas Cy kinnine
alamruum, siis A on koregulaarne.
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(b) Iga konullmaatriks summeerib tSkestamata Jjada.

Toestus. (a) Kui ¢ = ¢ FK-ruumis (cy (¥ §,0 U»®) (vrd.
teoreem 6.3 (c)), siis FK-topoloogiate uhesuse t3ttu on
poolnormide stisteem (¥ “A} U »® alamruumis c¢ ekvivalentne
normiga ! See toob endaga kaasa vSrduse (cA.U L) U »)
- (c,¥ % ), ning kuna e™- £ + el(c,t ), siis e™
- £ — ellcy, {8 #,3 U »)). Teoreemi 7.4 jirgi on A  koregu-
laarne .

(b) Kui ¢ < cy € m, siis eelnenud mirkuse kohaselt on c
kinnine FK-ruumis (cA,(l .A} U »®). Viite (a) pdhjal jireldub
sellest A koregulaarsus.

Vastuse kiisimusele 2 annab

TEOREEM 10.5. Kui konservatiivne maatriks summeerib
ainult tSkestatud Jadasid, siis summeerib ta vaid koonduvad
Jadad.

Toestus. Juhul ¢ < €y € mon A lause 10.4 (b) pShial
koregulaarne. Seetd3ttu saame lausest 10.1, et
€y =mNcy cc.
Kuna ¢ on lausele 10.4 eelnenud mirkuse kohaselt kinnine
alamruum FK-ruumis Sy siis Cy - C.

Viimane kolmest piistitatud probleemist on ¥WSige raskem,
kuid ka kSige huvitavam. Selle lahenduse raskuspunkt langeb
jargmisele Gldisemat laadi viaitele, mis on tidhelepanuvdirne
fakt ka omaette vSetuna.

LAOSE 10.6. Kui (E,Q) on selline FK-ruum, et alamruum
¢, N E ei ole temas kinnine, siis sisaldab E t3Skestatud
hajuva Jada.

Toestus. Vastavalt lausele 4.5 Jjirgnevale mirkusele
vSime eeldada, et poolnormide siisteem Q on suunatud. Veelgi
enam, poolnormide r pidevus FK-ruumis (E,Q) (vt. &5) lubab
tldisust kitsendamata teha eelduse

Ix.1 Sq.(x)sqj.“(x) (x e B, jei), (10.10)

Naitame kSigepealt, et kui ¢, N E ei ole kinnine ruumis K,
siis kehtib vaide
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(%) ¥ >0 Yiel 3xec, nE, lxlw:1:q.(x)<s.

Oletame vastuviiteliselt, et (*) ei ole Bige, siis lei-
duvad sellised & > 0 ja j € N, mille korral
VxéconE, Ix -1 qi(x)-

x
VxeconE. x*O:qj(W)—
2

Niisiis kehtib vSrratus
1

BB - 2y (x) (xec, nE),
mis tihendab (vrd. lause 4.2), et norm ¥ on alamruumis
(co N E,Q) pidev. Seetdttu on poolnormide sisteemid Q Ja
QU (¥ #_1}) alanruumis ¢, f} E ekvivalentsed (vrd. lause

4.5). Kuna (conE.QU {¢* #_1) on lause 5.4 kohaselt
FK-ruum, siis on seda ka (c, n E,Q), mis on vastuolus
eeldusega, et c, N E ei ole kinnine ruumis (E,Q). Viide (%)
on tSestatud.

Toetudes vdidele (%), konstrueerime alamruumi c_ f} E
elementide niisuguse Jjada (xd’). et rida }:.xﬂ' koondub

ruumis E ja x := };x"' e (mn E)\ c. Jada (x~) ning koos
temaga indeksite jada (Jj;) moodustame induktsioonimeetodil.
VStame 3 0 ning valime vastavalt tingimusele (*) ele-

. [{-})
mendi x € ¢, N E, :::

Ix ¥ =1, q; (x) < 1.

Olgu 4,,...,d,, ning XX mingi tem korral
méiratud. Kuna x° e e, (0 =1 <¢i), siis on vSimalik

valida j > 3, nii, mille korral

X e 2? (kz i, 0<1 <), (10.11)
Rakendades viidet (%), leiame x~ e ¢, N E omadusega
“x A,- 1, g (x™) < 27, (10.12)

Sellise konstruktsiooni tulemusena saamegi indeksite jada
(5.‘) ning elementide Jjada (x“), mis rahuldab tingimusi
(vrd.(10.11))

Ix1 < 28 (k> )

ja (vrd.(10.10) ning (10.12))
x| - 9 (™) - q (k< 5, (16.13)
seejuures iga i € N korral

kel : 5 < k< 3

e

Ix) = 1. (10.14)

. " o

Tihistame vy~ L', X Ja paneme tihele, et fiksee-
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ritud J € ¥ ning w > n > j korral (vrd.(10.11))

9™ - ¥y = a( E x) s E g )
L=nes iz=nes A
L 2 -0

mistBttu eksisteerib piirvairtus
X - lim fm -Ex e€E.
Tingimuse (K) kohaselt (vt. &5)
x =L (ket). ' (10.15)
Niitame, et x © m. Vastavalt Jadade (J) ning (x*)
konstruktsioonile leidub iga fikseeritud K e N korral in-
e N, et < k< § _ Ja

=
N
n
I+
-
A

P = Lo Wi 1o,

0 -(10.13)). VBrdusest (10.14) saamre
1
1 ! 1y
Ixd s £ X1+ X1+ £ )

-

g 28«1+ ¢ 2¢

128+ 1427

1+ 120 <2 (kel),

seega X € m.

Jaib ndidata veel, et - x # c. Vastavalt seosele (10.15)
kehtib jada x osajada (x. ) puhul

< z (> . [$%3 . z I (bl
'x]il l=oile' 'xjii L= xl{
'£127 42 +2
< G+2)20 -0 G - »),
niisiis, (x. ) koondub nulliks. Valime teise osajada (x, )
nii, et (vrd.(10.14))
3 k I& | 1 G elN),

sel juhul



i N 1

I 12 15%1 - £ Ix |- £ 11XVl
i 1 i=o i 1=i+s 1
~1-i2v o2t a1 6 oe oy,

s.t. (x ) ei koondu nulliks. Sellise kahe osajada olemas-

olu koonduva jada korral ei ole vBimalik. Lause on tBestatud.

TEOREEM 10.7. Konservatiivse maatriksi A korral on
A rgmised tingimused samavéarsed:
(a) mpnc, = ¢,
(b) ¢, on kinnine alamruum FK- ruumis cp
(c) ¢ on kinnine alamruum FK- ruumis cp-

Toestus. Implikatsioon (a) (b) jireldub vahetult lau-
sest 10.6, kui vBtame selles E - Ca- Edasi, kui c, = €4 FK-
ruumis C,, siis (vrd. lause 4.11 (c))

- - ® . ® -
c - c, ®<e> c, <e> Co <e> c,

seega kehtib (b) (c). L3puks niitame, et (c) (a). Olgu c
kinnine FK-ruumis Cps lause 10.4 (a) pShjal on A sel Juhul
koregulaarné. SeetSttu (vrd. lause 10.1) ¢ © m ) ey e =c,

niisiis mnc, - c.

JARELDUS 10.8 (a) Iga konullmaatriks summeerib tSkesta-
tud hajuvaid Jadasid.
(b) Kui A Ja B on konullmaatriksid, siis cp N cp sisaldab
tSkestatud hajuvaid Jadasid.

Toestus. Viide (a) jireldub vahetult teoreemist 10.7
ning lausest 10.4 (a).

(b) Algul tBestame vidite eeldusel, et a =b =0
(k€ M) ning limFa - lim L b, - 0. Moodustame uue maat-

riksi C nii, et vBtame vaheldumisi A ja B read, s.t.

ra"/z'k , kui n = 2i,

cizlb , kuin = 2i + 1 (i e M),

Sel juhul on C ilmselt konullmaatriks, mist3ttu vidite (a)
pShial leidub tSkestatud hajuv jada z e S = ¢, N cg-
Uldjuhul, kui A ja B on suvalised konullmaatriksid,

moodustame maatriksid A* t= (a..u - a, )r,‘ ning B"r - (bnu

96



- b)), . Kuna (a), () € 1 (vt. teoreemi 2.1 (a) tBestus),
siis
lim (@, - &) - lim (b, - b= 0(ked),

limE (a,, - a)=1limEa.-Fa = x(&) =0,
x X =

lim £ (b, - b) = limEb, - L b = x(B) - 0

ning selle tSestuse esimese osa pShjal leidub =z  (m N cA*
n cB*)\c. Seejuures koonduvad read Ja Wikide
x € m korral, Jdrelikult cpNm=cxnm, cgNm=cg¥nm
ning z € (n N cp N cglic.

Viimati tSestatud vaide lubab meil tipsustada ttht eel-
pool saadud tulemust, nimelt Jireldust 7.5 (b)

LAUSE 10.9. Kui A Jja B on sellised konservatiivsed
maatriksid, et A on konullmaatriks Jja m Cy < cp, siis B on
konullmaatriks.

Toestus. Moodustame maatriksi D :- B - »(B)I. Ilmselt
on D konservatiivne, seejuures
x(D) - 1imDe -Zlimd, = limBe -x(BY-EZh =0.

Vastavalt jireldusele 10.8 (b) valime tBSkestatud hajuva jada
z e (CA n cD)\c. Kuna

x{B)z = (x{(B)I)z = (B - D)z = Bz - Dz € ¢,
kuid z & ¢, siis peab kehtima v&rdus x{(B) = 0, s.t. B on ko-

nallmaatriks.

Talendused Jja markased

TEkestatud Jjadade summeeruvust puudutavad kisimused on
plisivalt olnud aktuaalsed, aga nad on ka Uhed keerulisema-
test. PBhjuseks on asjaolu, et (m,f ¥ ) on funktsionaalana-

lutisi vaatekohalt Upris ebamugav ruum: kuna ta ei ole sepa-
raabel, siis on tal keerulise struktuuriga kaasruum, see
teeb raskeks tema uurimisel funktsionaalanaltitisi vahendeid
kasutada. Nagn mirgitud, ei ole teoreemile 10.2 leitud Uhtki
funktsionaalanalttisile tuginevat tSestust. Meie poolt esita-
tud tSestus kasutab n.n. "libiseva kiitiru" meetodit Jja kuulub
Schurile (210} 1920. aastast. Kuid Jjuba 1913.a. mirkas
Steinhaus [229], et kiki tSkestatud Jjadasid ei summeeri
tkski regulaarne maatriks. Ezrohi [352] tBestas Schuri Jja
Steinhausi teoreemidega analoogilised vidited poolpidevate
menetluste Jjaoks. Seoses teoreemiga 10.2 mnidrgime veel
Bennetti Jja Kaltoni t6sd (381, milles autorid wuurivad
alamruumi m sisaldavaid FK-ruume. Kuid ei neil ega teistel
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ole Bnnestunud saada tulemusi, millest Jarelduks Schuri teo-
reem.

Samade raskustega, millest oli Juttu rupmi m puhu%,
puutume me kokku ka tBkestatud summeeruvusvdlja m [} ¢, wuri-

misel. Neist Jjagusaamiseks on paljud autorid piiidnud kasuta-
da Saksi ruumide (vt. &7, tiiendused Jja warkused) teooriat.
Selle teooria meetodite rakendusvdimaluste kogu ulatuse sum-
meeruvus- Jja FK-ruumide teoorias avasid tegelikult Bennett
ja Kalton [37). Nende vidga tildises kisitluses olid vaatluce
all alamruumi c, sisa ldavad FK-ruumid (E,Q), kus juures

pShiosa mdngib Saksi ruum (m N WE,Q,ﬂ LIRS

Teoreemi 10.5 publitseerisid Mazur Jja Orlicz ([165]
1933.a. ilma tSestuseta. Reversiivsete maatrikesite korral
tSestas selle vaite Wilansky [248], éildjuhul Zeller [2701].
Vt. ka Mazur Jja Orlicz [166].

Teoreem 10.7 kuulub Wilanskyle ja Zellerile [261]. Ana-
loogilise vaite absoluutse summeeruvuse Jjaoks tSestas Jtri-
mie [355] (talle kuulub ka eelpooltoodud ndide 1 konullmaat-
riksist B omadusega m N} cp 2 c). Lause 10.6, millele sisuli-

selt toetub teoreem 10.7, tSestasid Meyer-Konig Ja Zeller
[170], [1721(vt. ka Kolodziej [1401). Bennett [33] nditas,
et kui ¢ N E ei ole kinnine #K-ruumis E, siis (mp E, 8 0 )

ei ole separaabel Jja sisaldab lisaks hajuvatele tSkestatud
jadadele veel teisigi tihelepanuvdirsete omadustega Jjadasid,
muuhulgas kehtivad seosed (c, f E) N bv = ¢ Ja  (c, n E)

\ 11’# ¢. Samuti tBestas autor, et kui bvpn E (1F
N E(p 2 1)) ei ole kinnine, siis (cs 4 E)\bv 2 & (vastavalt

(cs n ENN\1® # @). Teoreemi 10.7 arvukate modifikatsioonide
kohta vt. Cross {861, Wilansky (2541, [255]1 Ja Berg [42].
Tahelepanuvdirne on Whitley [247] poolt tSestatud

TEOREEM. Selleks, et konservatiivne maatriks A el
summeeriks Ghtegi tBkestatud hajuvat Jada, on tarvilik Ja
piisav, et kehtiksid tingimused
[+]

1 dim{xEcAIAx—0}<w,

2% ATc] = Alel.

DeVos [92] uuris operaatoreid omadustega 1% ja 2° dhest
FK-ruumist teise, ta nimetas neid &-kujutusteks.

Neuser [184] niitas, et teoreem 10.7 ei Jda kehtima,
kai selles tBkestatud summeeruvusvili mp c, asendada

ruumiga f fy Cpo kus f on FSigi peaaegu koonduvate Jadade

hulk (vt. &1, tdiendused Jja mirkused). Osutub, et vBrdusest
fn cp = cei jareldu Gldjuhul maatriksi A koregulaarsus.

Tadienduseks lausele 10.9 mirgime, et Snyder [224] nime-
tas hulka V < pseudokonulliliseks, kui sisalduvusest cBDV

jareldub, et B on konullmaatriks. Niisiis, konullmaatriksi A
puhul on m Ny Ca pseudokonulliline hulk. Osutub, et pseudoko-

nulliline on isegi m WA, veelgi enam, ka hulk m ny NE , kus

E on konulliline FK-ruum (vt. &7, tdiendused Jja mirkused).

L3puks mdrgime Peterseni arvukaid t©5id tSkestatud sum-
meeruvusva lja kohta. Nende sisust leiab lugeja kokkuvdStte
raamatu [192] 4.peatiikis, selle 1®pus antakse ka viited kir-
Janduse le .
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$11. MAATRIKSITE SISALDUVOS JA KOOSKOLALISUS

Kisimus tingimustest, mil maatriks B on tugevam maat-
riksist A, s.t. mil kehtib sisalduvus €y S cg» on lihtsalt
lahendatav, kui A on normaalne ning B on 13plike ridadega.
Sel juhul moodustame maatriksi T-= BA™ ja kuna

Bx = B(A'Ax) = (BA)(Ax) - Ty (y := Ax, x e cy)
ning A korraldab Cp Ja ¢ vahel tikstthese vastavuse, siis

cp S cg e Tl{cl c c.

Ndide 1. Olgu niisugune Rieszi kaalutud keskmiste
menetlus, et p * 0 (ke N). Sel juhul leidub pSBrdmaatriks
1 3
Lt X
vat diagonaali. Kui B on selline kolmnurkne wmaatrike, et

- (R, }, milles (vt. (3.6)) on vaid kakse nullist erine-

eksisteerivad piirviairtused lim b, =: (ke ) Ja
lim b .. csiis maatriks T BM ' on kujul
b .
P& — iis=
. J A , kui i € n,

10. Kuiisn (n,ieb)

brv' 14 bnx )
Et.= EPaA = & ) I B
120 1=0 N T 1=0 Bl yzo X
bY\
= pp &> -Lb (n e M),
k=0 i=k 1 k=0

Seega eksisteerivad limt = Ra(b/p) (i e W) ja limELt.
- lim Db x- Teoreemi 2.1 (a) kohaselt on maatriks T konser-
vatiivne parajasti siis, kui

£ipsa — | + |=—b | = 0.
k:o'k Py ' ‘pn ’

"

See ongi tarvilik ja piisav tingimus selleks, et maatriks B
oleks tugevam, kui menetlus M .

Vaade ldud naites garanteeris eeldus, et B on kolmnurk-
ne, maatriksite M ja B korrutamisel assotsiatiivsuse. Ras-
kused, millega me maatriksite sisalduvuse wuurimisel kokku
pSrkame, tulenevadki eeskitt 1Spmatute meaatriksite korru-
tamicse mitteassotsiatiivsusest. Allpool vaadeldav sisalduvu-
se uurimise meetod rajanedb implikatsioonile (vt. lause
7.1 (a))
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X € LA’ tel =+ t(Ax) - (tA)x.
Ksigepealt lisame m®ned mirkused teoreemile 3.1 rever-
siivse maatriksi A omaduste kohta. Kuna (cA,l lA) on BK-ruum,
siis = cA’ (k € N). SeetBttu (vrd. teoreem 3.1 (b))

X = i, (%) = aklimAx + T (x e c), (11.1)
kus ¥y Ax, o € X ning };l-aml < ™ (ke N). Osutub, et
A:= (-h) on maatriksi A parempoolne pddrdmaatriks. TSepoo-
lest, v3tame y -- e', siic seosest (11.1) saame X = A e

= (e.), ning

:Zanky&:z (n,i1 € M),
Rdasi, kui = iga n e N korral, siis
- (-«)‘) _ 0. Et selles veenduda, vStame Yy := e, seose
(11.1) kohaselt
X .= A_le - o + (: dld)k
ning
1=£8,x =L *Toa, Loy
- E 2, * E B
= La,« +1 (n e Ny,
Seega A« = 0, kust A reversiivsuse t3ttu saamegi « - 0.

Uhte meile kasulikku maatriksi A" omadust mirgime
siinkohal veel (vrd. lause 9.6 (b)).

LEMMA 11.1. Kui A on selline reversiivne maatriks, et
A’ veerud ("r )u kuuluvad hulka T..A , s8iis A on M-tuipi maat-
riks.

Toestus. Olgu t € 1 niisugune Jjada, et tA - 0, siis
(), © LA tSttu
t‘ =t S

ot

8,4 = L £t
=L e«.0=0 (i elMy,
X

s.t. t = 0. Seega on A M-tiuipi maatriks.

Tulles tagasi maatriksite sisalduvuse Juurde, fikseeri-
me k¥igepealt mdned tarvilikud tingimused.

LAUSE 11.2. Olgu A reversiivne maatriks.
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(a) Kui Cp < Cp» siis

Bx = ulimAx + T(Ax) (x e CA)' (11.2)
kus u .- (un) € Ja maatriks T rahuldab tingimusi
Yke M 3lim t Ja sup }:h'.xl < o, (11.3)

(b) Kui cp © € ning
eELA N (a ) < cs, x(A) = 0, (11.4)
siis B - TA, kus maatriks T rahuldab tingimusi (11.3).

Toestus. (a) Eeldusel ¢y € cp eksisteerib
B, (x) := Eb, x (xe Cy » € M)

ning lause 5.8 (a) kohaselt e cA'. Seega on B, esitatav
kujul (vrd. teoreem 3.1 (b))

B'_(x)- v, 1imAx + T t. b ay X (x € CA)'
kus u = (u,) € w ja t,) = 1 (nelN) Jiib niidata, et
T (t,.) rahuldab tingimusi (11.3). Kuna Soa € Cp ja  seo-

sest (11.2) Jjareldub

Bx - T(AX) (x € CoA)'
siis A reversiivsuse t3ttu peab T summeerima kSik nulljadad,
milleks teoreemi 2.2 pShjal on tarvilikud (ja piisavad) tin-
gimused (11.3).

(b) VStame seoses (11.2) x .- e , saame
b, = Bn(e‘) - w3 +Et g, (n,k ).
Kui eeldame, et (a,) € cs ja e € , siis eksisteerib
Eb”('u'}:ak+}:zt.a (n e M),
" k koo
Teiselt poolt,
Eb, - Ble)= ulim E a,* Et.Ea, (neM)
b 5
ja arvestades, et }:Et_'.au = E‘tﬁ.t a, ., saame
0 -u(limEa. - L a)-ux(d) (n e By,
okt M
kust jireldub u = 0. Seega kehtivad tehtud eeldustel seosed
Bx = T(Ax) (x CA)
Ja
b, = L t;a, (n,k e M)
ehk
B =TA.

Jaib veenduda, et maatriks T on konservatiivne. Kuna T
rahuldab viite (a) kohaselt tingimusi (11.3), siis tuledb
kontrollida veel piirviirtuse lim B t olemasolu (vrd.
teoreem 2.1 (a)), mis on samavaarne tingimusega e € Crp- A



reversiivsuse t3ttu leidub v € Can et Av - e. Kuna v e cp-

siis € € Cm.

Et lzuses 11.2 leitud tarvilikud tingimused oleksid ka
piisavad sisalduvuseks cp € cg, On vaja eeldust, mis garan-
teeriks vdrduse T(Ax) = (TA)x 1iga x € <y korral. <Cheks

niisuguseks eelduseks on BA =y

TREOREEM 11.3. Olgu A selline reversiivne AB-maatriks,
et x{(A) eksisteerib ning ei vBrdu nulliga.
(a) Sisalduvus cp € cg kehtib parajasti siis, hkui

eksisteerib B) (11.5)
Ja

eksisteerib T (t ), et B = TA ning

sup LT ]t“km. (11.6)

Sel Jjuhul on maatriks T konservatiivne.
(b) Selleks, et kehtiks sisalduvus c, < cg ning maatrikeid A
Ja B oleksid kooskiBlas, con tarvilikud ning  piisavaed
tingimused (11.5), (11.6) Ja

a, b, (k e V), lim L a, - lim Z b . (11.7)

Sel Jjuhul on maatriks T regulaarne.

Toestus. (a) Tarviliklus. Tingimuste (11.6) tarvilikkus
koos maatriksi T hkonservatiivsusegs jareldub otseselt lau-
sest 11.2 (b). Kuna eksisteerib x(A), siis e e <y ning see-
tBttu e € cp- Tingimuse (11.5) tarvilikkuse niitamiseks on
seega vaja veenduda, et (b ) € cs. Seosest (2.4) saame tinu
maatriksi T honservatiivsusele

. k . .
b, - 11mBe - lim t.a, - 11‘“T(a'u)'
=x(Mg + L ta,,
kas t limt. (i € B). Rea

Lh =2x(TT 2 +L L ta

k k ki
koonduvus Jjireldub eeldustest (a,) € cs ja e e Cy T~ .

Piisavus. Niitame, et tingimustest (11.5) 3ja (11.6)

Jireldub maatriksi T konservatiivsus, sel juhul eksisteerib
iga x € cp korral

lim "Z b,x = linE L t.a,x



- lim T t Ea,x, (11.8)
s.t. Cp € Cg- Niisiis +tuleb meil veenduda plirvaiartuste
(i €M) ja lim £t olemasolus. Kuna Lt | - O(1),

siis caab maatriksist T ridade viljajitmise teel moodustada

konservatiivee osamaatriksi. Olgu T := (") ja T":o (L")
kaks sellist hkonservatiivset osamaatriksit ning B” T'A Ja
B" T"A. Seejuures (vrd. teoreem 2.1 (a))

limB.e - limT.((E a, k) - x(T')limAe + Lo,

limg.e* - limy.((a,).) = x(T)a, + L t'a, (k<)

x(B") - x(T")x(A) + £t/ L a, ~L Et/a,
- (T " x(A).

Samuti kehtib v®rdus x(B") - x(T")x(A). Tingimuse (11.5)
kohaselt X (B") = x(B") = x(B) ja kuna x(A) # 0, siis

X(T7) - x(T") = x(Blx (&) x(T).
Niisiis,

b, - - x(T Loty

L
= b" = x(Tla, + L tx"a.k ,

kust Jdreldub

Lt - ta, =0 (ks B).

Rakendades lemmat 11.1, saame t” - t" (i € M) ning seega ka
1imT.e - limT..e. He tSestasime, et tBkestatud Jada (Lt ),
kaks suvalist koonduvat osajada koonduvad theks Ja samaks
piirvddrtuseks, s.t. eksisteerib lim Kt .. Tépselt samamoo-
di saame vSrdusest t. - t', et wveerud (t.) (ie M) on
koonduvad Jjadad. Sellega on maatriksi konservatiivsus
tBestatnd.

(b) Tarvilikkus. Tingimuste (11.7) tarvilikkus maatrik-
site A Ja B kooskSlalisuseks on ilmne: kuna ek,e € cy < cg
(ke M), siis

a, = l’i.mAek = limBek = b,

lim £ &, - 1'1mﬁe - limBe - lim E b, .

Piisavus. Kui kehtivad (11.5)-(11.7), siis on T konser-
vatiivne ja x(T) - x(B)x(A)™ = 1. Vastavalt seosele (2.4)
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0-b -a =Lta, (k < 8).

Pidades silmas, et T konservatiivsuse tSttu t := (trel
ning rakendades lemmat 11.1, saame t - 0 Ja seetSttu
lim Bt . - 2(T) - 1. Niisiis on T regulaarne maatriks.

Seosest (11.8) Jjireldub sisalduvus cp < Cp ning ka maatrik-
site A ja B koosk3lalisus.

On selge, et regulaarsed maatriksid A ja B on alamruu-
mil ¢ < cy N Cg kooskSlas. Me puliame jargnevas kindlaks teha,
kui kaugele see kooskdBla hulgalt ¢ laieneb. Enne sellekohase
viite formuleerimist meenutame (vt. lause 9.3 (b)) alamruumi
PA ttht omadust: PA -p ® <>, kus u = 0 v®iue PA\P.

LAUSE 11.4. Olgu A Ja B sellised maatriksid, et PA = p
® <w < cp. Kui nad on kooskKslas hulgal ¢ ® <u>, siis on nad

ka koosis las alamruumil PA'

Toestus. Tahistame f(x) limax - lime (x e PA)’ siis

kern £ > » ® <u>. Seosest P[ = e ® <u> = p @ <u> ja funkt-
sionaali f pidevusest ruumis E’A jareldub kern f = P,, s.t.

limAx = 1ime iga x € PA korral.

TEOREEM 11 .5.(a) Konservatiivse maatriksi A korral on
Argmised v ited samavadrsed.
1° A on koosik las iga temast tugevama maatriksiga B, millega
ta on hulgal (e.ekf ke 1} kooskSlas.
2° A on perfektne.
(b) Regulaarne maatriks on perfektne parajasti siis, kui ta

on kooskdlas iga endast tugevama regulaarse maatriksiga.

Toestus. (a) Kehtigu viide 1° ning olgu f < cé omaduse-
ga f(e) - f(e ) - 0 (k « N), Rakendame lauset 8.5 (a) ning
leiame maatriksi D, et Cp € cp Ja limpx - f(x) (x = ). Ta-
histame B := D + A, siis cp > ¢, Ja lime - limAx, kui x €
{e,e | k e N}. Eelduse 1 kohaselt kehtib see vBrdus siis
kogu summeeruvusviljas Cpo mistBttu f(x) - 1ime - limAx -0
(x CA) ehk kern f Sy Niisiis,

kern f - (e,ekl ke N} » kern f > cy-

JArelikult (vt.lause 4.18ad)cy = lin{e,ekl ke N} - p & <e>
(+]

= ¥ ® <e>, mis tdhendab, et A on perfektne. Seega 1° 2



maatriks, et Cp < cp ning lime = limAx, kui x = e i
x - e (ke M) Tihistame f(x) limAx - lime (x € cA).
siis f e Cp ja kern f P ® <e>. Et ® <e>, siis
kern f Cp» S-t. lime = limAx iga x € cp korral.

Viaide (b) Jj8reldub vahetult viitest (a).

Niisiis, Gldjuhul ei ole regulaarsed menetlused kooskd-
las. Seda tihelepanuvdirsem on

TEOREEM 11.6. Kui regulaarsete maatriksite A Jja B puhul
mfcy < Cp, siis on A Ja B hulgal m Cy kooskslas, s.t.

1imax —/lime iga x € m gy cy korral.

See klassikaline teoreem osutub 1lihtsaks Jirelduseks
jargmisest Uldisemast vaitest, mis on markimisvddrne tulemus
ka omaette v3etuna.

TEOREEM 11.7. Kui A Ja B on konservatiivsed maatriksid,
siis
mncy, <cg =+ mnHACWB.

Toestus. Olgu A konservatiivne maatriks ning x € m 7Y
moodustame maatriksi D (a'_kx’:). Ei ole raske niha, et ka
D on konservatiivne. TSepoolest, kui =z € Co siis x'z :=
(xx)ec, < Cp samuti x"e - X € ¢,. Pidades silmas seost

c - c, ®<e>, saamegi, et iga v € ¢ korral eksisteerib 1imDv

- lim B2 . XV, . See juures tuleneb seosest x(D) = 1‘1mAx -
- AA(x) ning vSrdusest m AA -mN HA (vrd. laused

7.3 ja 7.2 (c)) viaide
D on konullmazatrike e x<€mp (11.9)
Olgu x € m ja kehtigu sisalduvus m ) Cp € ©ps siis

mfcy <<y o kus G (b,hxk). Lause 10.9 pShjal on G  ko-
nullmaatriks ja vaite (11.9) kohaselt x € Wp. Niisiis m

CNB.

Teoreemi 11.6 tdestus. Kui A jz B on regulaarsed, siis
_bk:O(kEm)ninB
AA(x) = limAx (x € CA). AB(x) - lime (x & cB).
Niisiis, =AY Ja AB = Cop- Iga elemendi x € cp saab esi-
tada kmjul
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x - (x - (llmAx)e) + (limAx)e - z + (1imAx)e,

kus juures

AA(z) = limgx - (limyx)1limpe - 0. §
s.t. z.- x - (limygxle € c,,. Kui x e my ey, siis z € m Ay
LK Rakendades teoreemi 11.7, saame, et 2z € m{) HB

- mn < Cup- Niisiis, limpgx - limgz + (1imAx)limBe - limAx

iga x € m N ¢ korral.

Taiendused ja markused

Normaalsete maatriksite A& ja B korral 1leidis sisaldu-
vuse ¢, < cgp jaoks tarvilikud Ja piisavad ting imused

Toeplitz [244]1 1911. &. Tema tulemust Gldistasid Mazur [163]
ja  Hill (113]1. Viimane tBestas Jjirgmise viite, mida
kirjanduses nimetatakse Mazur-Hilli teoreemiks.

TEOREEM. Olgu A reversiivse ning B suvaline maatriks.
Sisalduvuseks Cy € cg on tarvilikud Ja piisavad Jrgmised

tingimused:
(a) Jadad (e ) Ja (= ) (ke M; vt. seos (11.1)) on B-sum-

meeruvad,

(b) sup £} & bm"u(l <o (n e M),

(¢c) supE] L b | <o
3 i

Jurkat Jja Peyerimhoff ([126] kasutasid sisalduvuse
e, < cp uurimisel esimestena maatriksi A 13iketZkestatust,

konkreetsete menetluste puhul o©lid seda teinud paljud
autorid ka varem. Funktsionaalanalitsi meetodid vBtsid
kasutusele Russell [204] 3a Cowling £851]. Russelli
hilisemast to6st [205] on pirit lause 11.2 ja teoreem 11.3,
viimase tSestamisel on rakendatud Coppingu (821 poolt varem
esitatud meetodit.

Margime veel maatriksite faktoriseerimise meetodit
sisalduvuse uurimisel (vt. teoreem 8.2, Boos [501, {541)

Teoreem 11.5 illustreerib histi maatriksi kooskSlaoma-
duste seost tema perfektsusega. Esialgselt oligi perfektne
summeerimismenetlus defineeritud kui regulaarne menetlus,
mis on iga temast tugevama regulaarse menetlusega kooskSlas.
Selle omaduse funktsionaalanaltitilise cisu avamise eest sai
Mazur 1927. a. Lvovi Ulikooli auhinma (vt. {1641, [1631).

. Teoreemi 11.6, mis ingliskeelses kirjanduses kannab
nime bounded consistency theorem", formuleerisid ja publit-
ceerisid ilma t®estuseta 1933. a. Mazur Ja Orlicz [165],
esimese tBestuse esitas Brudno [285]1 (vt. Mazur Jja Orlicz
[166])..Hiljem on sellele viitele leitud mitmeid erinevaid
tﬁestugl. Pgtersen (1891 kasutas selleks sobivalt valitnd
ﬁaktorgada51d. Orlicz (188] Sakei ruumide tecoriat. Benmett
Ja Kalton [37] rakendasid teoreemi 11.6 tSestamisel
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ka§saegset lokaalselt kumerate ruumide teocoriat. Eelpool
esitatud t®estus, mic tugineb teoreemile 11.7 ning lausele
10.9, kuulub Snyderile ja Wilanskyle [226]. Vt. ka Ruckle
{2081, Altmann ([282].

Erinevad t3estusmeetodid viitavad enamasti vaadeldava
teoreemi erinevatele tGldistamissuundadele, milledest tGheks
olulisemaks on pttid asendada teoreemi 11.6 sSnastuses ruum mw
mingi teise Jadaruumiga 2. Juhul Z := A} {x e w
sup L la,, x| ¢« ®} tBestasid seda tutpi teoreemid Volkov

[286] ja Boos [45]. Teine idee iildistamiseks lahtub teoree-
mist 11.8, kus summeeruvusvaljad cp Ja cg asendatakse

topoloogiliste Jjadaruumidega E ja F. Boos Jja Leiger (53]
vaatlesid sel eesmérgil’LP—ruume F (vt. &5, tiiendused Ja

mdrkused) ning teatavat jadaruumide klassi @, mis muuhulgas
sisaldab kSik soliidsed Jjadaruumid, aga ka niiteks KSigi
peaaegu nullike koonduvate Jjadade ruumi fo. Selle klassi

tapse kirjelduse leiab lugeja tocs [57] (vt. ka [56]). Keh-
tib jargmine viide, millest erijuhul saadakse teoreem 11.7,
samuti Bennetti ja Kaltoni (401 kooskSlateoreemid peaaegu
koonduvuse Jjaoks.

TEORREM. Kui Z « 2, siis
Zn Wp < F « Inp HE < Wg

iga FK- ruumi E ning Lp—ruumi F korral.

Kuna m, {(xew | (xM#)<emn}-pmon juhul 0 < u T

soliidne Jjadaruum. siis kuulub ta klassi & ning eelneva teo-
reemi kohaselt kehtib maatriksite A ja B korral implikat-
sioon

m,f ¥y Scg + m, ) WA < Wg
(vrd. teoreem 11.7), kuid vastav kooskSlateoreem, mille
t3estacid Petercsen [191] ja Copping (83], erineb mdnevdrra
teoreemist 11.6.

TROREEM. Kui regulaarsete maatriksite B Ja B puhbul
m, ¢y € cp eksisteerib selline Jada p -- )y, et

0 <« T, p, (ke M) ning A ja B on kooskKslas alamruu-

X
mil necy-

Boos [50] tSestas viimase viite Baumanni [12] faktori-
seerimisteoreeni abil. Tulles tagasi maatriksite kooskSlali-
suse probleemide juurde tBkestatud Jadade puhul, vaatleme

olukorda, kus on antud regulaarsed maatriksid A%, LA

Tekib kisimas, millistel tingimustel on olemas selline
regulaarne maatriks B, et kehtiks sisalduvus

cp jEl(m n cAd). (%)
Sel juhul on teoreemi 11.7 pShjal B kooskSlas maatriksiga
IS iga 3-1,...,N korral. Veelgi enam, kehtib
implikatsioon
3, e [$13 ol s 3
vx¥ empe (3=1,...,0): Ex°= 0+ E lim . x"= 0.
:':‘ j= . N a0
Viimast omadust nimetatakse maatriksite Auj,... AY Ghe-

aegseks b-kooskslalisuseks. Selle v&i mSne teise koosk3la-
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omaduse puudumist pShjustavaid omadusi tihistatakse kui

maatriksite hulga Au'.....Am“singulaarsusi. seldakse, et
I .

neil on singulaarsus S, (tihistatakse A"y = 8,0, kui

Ye > 0 3xVemn nce (3 - 1,...,N).

11

e - x" 8 )
1 i=s

"M

3 . ¥
8« L |lim . x | <
i A
Ja singulaarsus 5, (liéhidalt: %) e 5,), kui

(13 (N>
v¥s > 0 3x L,X € m:

te - E§ < &, E lim |E | < =.
i=s i=s k
Definitsioonidest Jjireldub vahetult (A" e 8, 758!
e S . Copping {83) niitas, et viimane implikatsioon ei ole
pooratav. Edasi, Nh.....A"'on tGheaegselt b-kooskSlas, kui
") Sl. Vastupidine vaide on G1d juhul vaiar, nagu
nditasid Lorentz Ja Zeller ([148]. Selleks, et leiduke
regulaarne maatriks B omadusega (*), on tarvilik ja piisav,

et iga j - 1,...,N korral eksisteeriks regulaarne maatriks

BY omadusega m ne =m ¢ . ning kehtiks  tingimus
&

(B") e 8,.

Singulaarsusprobleemide uurimisele panid aluse 1958, a.
Lorentz Jja Zeller eelpool nimetatud +todga ([148]. Edasine
areng on seotud Bakeri ja Peterseni nimedega, lugeja saab
nende tulemustest Glevaate Peterseni monograafia [192] 4. jsa
5. peatikis. Analoogilisi probleeme on regulaarsete maatrik-

site Jjada (A”’%Em korral uurinud Boos [53] ning Baker Ja

Petersen [7]. Lihtsa sissejuhatuse singulaarsuste tecoriasse
leiab luge ja Boosi raamatu [52] 7. peatikis.

§12. LIMITEERIVAD JA MERCERI TUUPI TEOREEMID

Maatriksteisenduse y = Ax kohta kiivad viited vSib
tinglikult jagada kahte klassi. Uhed, nn. otsesed teoreemid
on sellised, kus jadade x teatavatest omadustest saadakse
jadade y omadused. Seda tiiipi on naiteks maatriksite konser-
vatiivsust, regulaarsust, sisalduvust, kooskdlalisust 3a
sunmeeruvustegureid kisitlevad teoreemid. Teiste, nn. pdtrd-
teoreemide puhul tehakse jadade y omadustest teatavaid Ja-



reldusi Jjadade x omaduste kohta. Podrdteorecemide arvukaima
ja tdhtsaima osa moodustavad Tauberi tutpi teoreemid. See on
omaette valdkond summeeruvusteoorias, mis meie raamatu raa-
midest vdlja Ja3b (vt. &1, tiiendused Ja mirkused). Kies-
olevas paragrahvis vaatleme pealkirjas mainitud kahte liiki
podrdteoreene .

Limiteerivad teoreemid annavad vastuse kisimusele, kui
kiiresti kasvavaid Jjadasid vaadeldav maatriks summeerida
v3ib. Selle probleemi pShimStteline lahendus on olemas
killalt suure maatriksite klassi jaoks.

Olgu E mingi Jjadaruum. Kui leidub selline jada » := (kkx
X 70 (ke ), et
X, T 00 ) ¥Bix - o) (x e E), (12.1).

s.t. EcXx «wvydi EcXx - c , siis tingimusi (12.1) nimeta-
takse ruumi E jaoks limiteerivateks. Kui seejuures iga tSkes-
tamata Jjada # := (# ) korral leidub x € E, et

siis nimetatakse limiteerivaid tingimusi (12.1) tipseteks.
Julml E = on limiteeriv tingimus X, - O(J-k) tarvilik Jjada

x A-summeeruvuseks.

LAOSE 12.1. Jga BK-ruumi E korral kehtib tipne limitee-
riv tingimus
x, = o HE') (x € E), (12.2)

kus on koordinaatfunktsionaalid (ke N).

Toestus. KSigepealt mirgime, et kuna E on BK-ruum, siis
e E°, seega eksisteerib ﬂnk” 0 (heMN) Iga xeE Ja
k € M korral

‘xhl = luh(x)i < ‘ﬂkl §xh
kast
_— !xﬂl < bxi
ehk
X, oWm #).

Selle hinnangu tipsuses veendumiseks vStame suvalise tSkes-
tamata jada ~ Ja oletame vastuviiteliselt, et F (x)
- 0(1) (x € E), s.t. funktsionaalide F, < E’ jada

on BK-ruumis E punktiviisi tSkestatud. Uhelt poolt keht?b
thtlase t3kestatuse printsiibi kohaselt - 0(1), kuid



teisalt WF, 0 - {.ukl # 0(1). Niisiis on tingimus (12.2)
tapne .

Olgu A reversiivne maatriks, siis c¢. on BK-ruum normiga
] “A (vt. teoreem 3.1 (a)), kusjuures koordinaatfunkisionaa-
lid #,_on kajul (vrd. (11.1))
(x) - aklimAx + Lo v (y Ax € ¢)
ning (vrd. teoreem 3.1 (b)) ¥= ¥ = j} ¢+ T for b« ™ (ke ),

Kui A on normaalne maatriks, siis
"
x, - L e,V (y :- Ax € ¢,
kus A («,) on A pddrdmaatriks, seejuures
i = E fagl (ke D).
Seega saame lausest 12.1 jdreldusena
LAUSE 12.2. Reversiivse maatriksi A korral kehtib tip-

ne limiteeriv tingimus
% - 0ty | + T D) (x & cy).

Kui A on normaalne siis selles tingimuses -0 (ked).
Nside 1. Aritmeetiliste keskmiste menetluse pdSrd-

maatriks (¥, ) on  kujul (3.7), sceega Zko = 1ok
+ Jk+ 1} - 2k + 1 (ke B), kust menetluse limiteerivaks
tingimuseks saame x = 0(2k + 1) ehk
X -0k} (xec ).
C

Niisiis, igal reverciivesel maatrikesil on olemas limi-
teeriv tingimus. Normaalse mwaatriksi korral saame selle lei-
da, kui teame tema podrdmaatriksit. Praktiliselt on agda
summade :Iuk.{ leidmine Upris raske Ulesanne, mis Snnestub
lahendada vaid vahestel Juhtudel. Oluliselt lihtsam on limi-
teerivaid tingimusi mddrata AB-maatriksite korral.

LAUSE 12.3 (a) AB-BK-ruumi E korral kehtivad tipsed 1i-
miteerivad tingimused

X, - 0()3‘) (x € E) Ja X = o(hk) (x € SE).

kus
e ¥ (ke HN).

(b) Kui AB-maatriks A ei sisalda nullveerge, <ciis kehtivad
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tipsed limiteerivad tingimused

x, - O(l/supla ) (x e cp) Ja % = oll/supla |) (x e Cop) -

() Normaalse AB-maatriksi A korral kehtivad tipsed limi-
teerivad tingimused

x - 001/ e, ) (xeep) sa  x =ol/a,]) (xec ).
Viidetes (b)) Ja () eeldame o-tingimuste puhul, et ¢ — ¢:

%

Toestus. (a) Kuna E on AB-ruum, siis iga x € E Jjaoks

leidub M, > 0, et IL”  x &' <M (me ). SeetSttu

"

(1/?\"‘)()("11 =ix e -4 E xke,‘ - T xkekl‘ < Zl‘lu {m e Ny,

niisiis X, - O()‘).)' Analoogiliselt Jjareldub x e SE puhul

AK-tingimusest "};‘:'mﬁek“ + 0 m< o, ume®, et x | |
-0, =.t. X - o ). Veendumaks nende tingimuste tipsuses,
paneme tshele, et Sp > {x s w | Ix | <« =} - 21, Tee-

poolest, iga x € X*1 korral Ix,} « =, kust

jareldub rea };‘xueh koonduvus BK-ruumis E. Seega kehtivad
sisalduvused x+1 < SE c Ecrm.

Iga tSkestamata Jjada v korral leidub x e 1, et px & 1,
seega Avx € A1l c E, kuid g+ X)) & X n. Niisiis, E#xem
iga # # m puhul.

Viide (b) Jireldub vahetult vididest (a) ning lausest
7.7 (a). Omakorda tuleneb viaitest (b) ning lausest 7.7 (¢)
viide (c).

Naide 2. Teatavasti (vt. &7, ndiide 1) on regulaarne
Rieszi kaalutud keskmiste menetlus Mp AB-menetlus. Eeldame,

et p >0 (ke B, Siis sup, |z, | - sup"Zha‘P_’ - P, sup7P:
= p)‘P; (k€ ™), mistSttu Mp—summeeruvate jadade Jaoks keh-
tib tdpne limiteeriv tingimus

x, = O(p P,

Limiteerivate tingimuste abil tdestatakse mitmed Mer-
ceri tutipi teoreemid. Meenutame (vt. &1), et nii nimetatakse
viiteid, mis fikseerivad maztriksi A korral tingimused vSr-
duseks Gy = C. Nagu niitab lemma 8.6, ei ole sellised maat-
riksid sugugi haruldased.

Uhe Merceri titpi teoreemi oleme me eespool juba tSes-
tanud, seejuures viga olulise, knivdrd tzlle tuginevad, ki~

gi selles paragrahvis jsrgnevalt esitatzvate teoreemide



tBestused . See on teoreem 10.5, mille kohaselt kehtib impli-

katsioon
c < <m + ¢y = C.

LAUSE 12.4. (a) Normaalse konservatiivse maatriksi A

korral kehtib wWrdus cp - € parajasti siis, kui
£ fe ] = 0,

kus A :_ (=) on A pdérdmaatriks.
(b) Konservatiivse AB-maatriksi A korral, mis el sisalda
nullveerge, kehtib Wrdus cp - ¢ parajasti siis, kui

13m sup la,| > 0.

(¢) Konservatiivee normaalse AB-maatriksi A puhbul kehtib

vSrdus Cp - ¢ parajasti siis, kui (1 / au) € n.

Toestus. Sisalduvus Cp < m tuleneb vaite (a) puhul lau-
sest 12.2, vaidete (b) ja (¢) puhul aga lzusest 12.3 (b)
ning {(¢). VSrdus - ¢ Jidreldub Eigil Jjuhtudel teoreemist
10.5.

Niide 3. Normazlse menetluse MP korral on lauses 12.4

(a) vaadeldavad summad I I-—,‘,I W lpsasti arvutatavad {vrd.
(3.8)):
k . P -
o 1 P 1P| . | k-}; ~ ’Pl,_} ) 15 Pk!
in i ip | i | ie |
Niisiis, kui M on pocratav regulaarne menetlus, mis ra-

huldab tingimust P, - O(p, ), siis lause 12.4 (a) kohaselt on

C c.

M =
12
LAOSE 12.5. Kui komservatiivne kolmnurkne maatriks ra-

huldab tingimust

lim (ja 1 - E la.}) > 0, (12.3)
k=0

e
”

P - c.
51185 CA

Toestus. Vastavalt teoreemile 10.5 piiszb nd idata, et
mainitud omadustega maztriks A ei summeeri Ghtki tSkestamata
Jada. Olgu X € whi ja ¥ > 0 suvalised, siis leidub selline

jed, et x| > M sz fxf <M (k-0,...,5-1). Tahistades



-3
¥; (Ax)j - oagx }_‘;ﬁo az%,
caame hinnangu
i-1
bvd = dayl Ixb - T lagl Ixd 2 v(al - n:z.,'a““‘
Kui M » o, siis ka J » » ning eelduse (12.3) kohaselt y # m.
Seega x &

LAUSE 12.6. Qlgu A regulaarne normaalne maatriks, mille

psérdmaatriks &' {w.) rahuldab tingimust
e £ 0 (ko> e 0 (ki e ™), (12.4)
Siis eeldusel Re « > -1 hkehtib vBrdus c - c.

Toestus. Vahetu kontroll nditab, et maatriks A on mitte-
negatiivne, tipsemalt
a,z0 (a>k) a >0 (nkebd),

Tk
Seega on ridade summad s, }'_'&_o a {n € N) rangelt posi-
tiivsed, lim‘s1 - 1 (vrd. teoreem 2.1 (c)) ning
z -‘h'S" E ar.k = z z "lr ank =1 a e h).
n=0 n=o k=D k=0 rn-k

Viite tSestamiseks piisab ndidata, et kui jada x on (I + «A)-
summeeruv, Siis y := Ax on tBkestatud, sest sel juhul on ka
jada x - (I + «A)x - «AXx tBkestatud ning viide Jjireldub teo-
reemist 10.5.

Tahistame z .- (I + «A)x - (A" ¢+ «I)y. Kuna x e ¢ s
siis z on koonduv Jjada. Oletame, et y # m, siis on ka Jada
(Jy |s7*) tSkestamata, mistSttu leidub indeksite Jjada (n.)
omadusega

Iyn_i/snl_- v l75, (k- 0,...,n, 3B
1
Viimase verratucse ja eelduse (12.4) pShjal saame n - n.

korral hinnangu

'zn’ = l(-‘Yan + ")yh +
n-1
S e LA N I EY
> Re (« + 0y} - |y fs k}: P EY
=0

> Re oy, | + Iy, Is7 L s,
k=0

- (s, Re + IRCRE
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Et lim (s Re « + 1) = Re = + 1 > 0, siis fz | ~ =, mis on
]
vastuolus eeldusega x € Clemh”

Nside 4. Aritmeetiliste keskmiste menetluse poSrd-
maatriks rahuldab ilmselt tingimust (12.4) seega, ¢ - c,

kui Re =« > -1,

Taiendused ja markused

Limiteerivaid tingimusi on leitud paljude konkreetsete
summeer imismenetluste Jjacks, hoopis vihem on saadud selle-
suunalisi tGldisemaid tulemusi. Jurkat ja Peyerimhoff (125}
tSestasid esimestena limiteerivad teoreemid tildiste AB-
maatriksite Jjaoks. Tatchell [236] arendas edasi ideed anda
limiteerivaid tingimusi pddrdmaatriksi abil. Nagu nditasid
Mazur 3a Orlicz [1661, 1leidub 13plike ridadega konserva-
tiivse maatriksi A korral Jjada XA omadusega cp < A m

parajasti siis, kui dim {x e ey | Ax - 0} < ®. Skerry Ja

Wilansky [219] tBestasid sama vdite 1ilma konservatiivesuse
eelduseta. Lo&pmatute ridadega maatriksite puhul on olukord
mSnevdrra keerulisem. MSnikord (nditeks Abeli menetluse

korral, vt. Wilson [266]) Bnnestub anda limiteeriv tingimus
kujul x, = O(X;m) (n e N), Margime ka Jakimovski ning

Russelli [123] vaga tGldisi tulemusi. Limiteerivate tingimus-
te kohta vt. veel Knopp {1371, Zeller Jja Beekmann (2791,
art.42.

Merceri teoreemid said oma nime Merceri poolt erijuhul

A= (vt. ndide 4) tBestatud lause 12.6 jirgi. Lause 12.4

viite (a) tSestus kuulub Wilanskyle [248], viite (b) tSestus
aga Meyer-Konigile ja Zellerile [170]. Lause 12.5 t¥estas
Agnew [2], lause 12.6 Beekmann [13].

Merceri tiiipi teoreemidele omaseid tZestusmeetodeid ra-
kendasid Meyer-Kénig Ja Zeller [170] Tauberi tiiipi teoree-
mide puhul. Fridy [99] tZestas eelpool toodud lausete 12.4
(b) ja 12.5 analoogid, aga ka w®ned teised samalaadsed
vidited absoluutse summeeruvuse korral. Lause 12.6 oli liahte-
punktiks Kuttnerile Jja Lawrence ile [142], kes defineerisid
maatriksi A Merceri hulga

S(A) := {«a €€ | ¢

ja tBestasid Jirgmise viite.

wI+(1-a)a = ©F

TEOREEM. Olgu Q lahtine hulk komplekstasandil, mis si-
saldab punkti « = 1. Siis leidub selline regulaarne nor-
maalne maatriks A, et S(A) - Q.

Lause 8.5 (b) tBestamisel veendusime, et maatriksid D
omadusega cp - ¢ miéngivat tihtsat osa maatriksite ekviva-

1§§tsuse uurimisel. Veelgi t1ldisema probleemiasetuse korral
piiitakse leida tingimusi, mil ey - G, kus G on mingi ettean-
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tud jadaruum. Selle kohta vt. Hill (1141, Beekmann {131,
Zeller [274]. Teisalt on naidatud, et paljud Jjadaruumid ei
saa olla Upegi maatriksi summeeruvusviljaks. Teoreemist 10.5
jireldub nditeks, et cp = m, Lorentz {147] tSestas, et

cy = f. Kuna Cp on tugevas topoloogias separaabel (vt.
Bennett [32]), siis ei ole ka v&rdus Q= 1 Ghegi maatriksi

A puhul vBimalik. Selliste nn. mitteekvivalentsusteoreemide
kohta vt. veel Tietz [238], Zeller [2771.

£13. SUMMEEROVUSTEGURID

Summeeruvustegurite teooria lihtepunktiks on lemma 1.1
(b), mille v8ib ltthidalt Gles mwirkida vSrdusena csﬁ = bv.
Uldiselt nimetatakse Jadaruumi E koonduvusteguriteks arve
s, (ked), kui £ := (5,) e K. Juhul E:c, Mneldakse
maatriksi & koonduvusteguritest. (A,B)-summeeruvustegurite
puhul ndutakse rea koonduvuse asemel tema summeeru-
vust maatrikeiga B. Selle definitsiooni (vt. &1) kohaselt on
A-koonduvustegurid (A,¥)-summeeruvustegurid (vrd. &1, niide
2).

Lepime kokku, et kiesolevas paragrahvis on B Wikjal
RJ-regulaarne maatriks.

Lihtne on ndha summeeruvustegurite probleemi vahetut
seost maatrikeite sisalduvusega. Tahistame D := (bhl(‘l( )r.lz
ja paneme tihele, et arvud £, on (A,B)-summeeruvustegurid
parajasti siis, kui cp < Cp- Olgu A normaalne ja B 13plike
ridadega maatriks, sel juhul on maatriksi T := DA * konser-
vatiiveus tarvilik ja piisav tingimus selleks, et arvud &
oleksid (A,B)-summeeruvustegurid (vt. &11 algus). Seda
pbrdteisenduse meetodit summeeruvustegurite leidmiseks on
vSimalik rakendada, kui pédrdmaatriks A" on teada Jja omab

lihtea kuju.

Nzide 1. Leiame Rieszi kaalutud keskmiste menetluse MP
koonduvustegurid, kusjuures eeldame, et p, * 0 (ke ¥). Kuna
€ < cy siis peavad KSik - koonduvustegurid &, rahuldama

tingimast c cs. Sellise jada & korral rakendame ndidet 1

15% 118



paragrahvist 11, v3ttes seal B = Z+& - . Saame
tarvilikud ja piisavad tingimused

&
k

1) L |pa—] < =,
R L
sk

2) eksisteerib lim P. ~
%

sisalduvuseks <y < ¢g. S .t. selleks, et arvud oleksid MP—
koonduvustegurid. Seejuures Jareldub toodud tingimustest
v3rduse
k-3 it X "
L Pa— = - — (ke M)

t3ttu omakorda rea L s, koonduvus.

Teine, nn. funktsionaalanaltitiline meetod summeeruvus-
tegurite leidmiseks tugineb kahele lauses 5.8 formuleeritud
faktile.
1° Iga FK-ruumi E korral kehtib Eﬁ < Ef.
2° Kui E on FAK-FK-ruum, siis EG =
Vaadeldava meetodi pBhisisu moodustavad kaks alljiargnevat

teoreemi.

TEORREM 13.1. (a) 0Olgu A regulaarne AB-maatriks. Arvud

&, on (A,B)-summeeruvustegurid parajasti =ii=s, kui (b’k)

€ c

A
(b) Olgu A regulaarne reversijvne AB-maatriks. Arvud s, on
(A,B)-summeeruvustegurid parajasti sijs, kui

= T ta, (te l, ke M),

Toestus. (a) Tarvilikkus. Tahistame (A,B)-summeeruvus-
tegurite s, korral
f(x) := lim T b',‘skxk (x e ), (13.1)
siis lause 5.8 (a) ja jdrelduse 4.21 kohaselt f CA Kuna A
on regulaarne maatriks, siis & = Cop maatriksi B RJ-regu-
laarsuse tSttu
s, - lim b 5, = £(e) (k& M)

Seega £ € Cp -
Piisavus. Olgu & € , naitame, et rida L5, %, koondub

iga x € Cp korral, tema B-summeeruvus Jjireldub sel juhul



maatrikei B RJ-regulaarsusest. Maatriksi A regulaarsuse
t3ttu on iga x € Cp esitatav kujul

X - z + (limAx)e,
kus =z x - (11mAx)e S Copn Kuna A on AB-maatrike, eiis
lause 7.7 (d) ko?aselt on ¢, AK-ruum, mist3ttu (vrd. lause
5.8 (£)) C;A = €op = €4 Tahendab, kuna ¢, < c,, =118 ey

c cf. millest tirm BK-ruumi (co,ﬂ AK-omadusele Jareldub
1- ¢, - c£ > ci. Niieiie koondub rida Ja  kokkuvdttes
ka rida

Ee )3 + lim,x L ¢

k 1% X AT

iga x € Ca Ja & = ci korral.
Viaide (b) jareldub vahetult viaitest (a) Jja seosest
(3.1).

Teoreewist 13.1 selgub tihelepanuvairne fakt: regulaar-
se AB-maatrikei A puhul ei s=Sltu (A,B)-summeeruvustegurid
uldsegi mwaatriksist B. SeetdSttu saame k3igi RJ-regulaarsete
maatriksite B korral samad (A,B)-summeeruvustegurid, nimelt
A-koonduvustegurid, kuivdrd ka £ on RJ-regulaarne maatriks.

Moodustame regulaarse normaalse maatriksi A korral

maatriksi A (a,), kus
a. 1= a . (n,k e ¥).
'\.:k 03

Ilmselt on A normaalne. Edasi, u (uk) puhul

L - E(ELay - La L

k=0 k=0 i=k i=o k=0

- La;x (n € N),

s.t.

x = ( S CA & u s CA.

X € coy © ueSCcg.
Jirelikult on A RJ-regulaarne. Kui u € ¢,, giis
. . o _

limA(u - (liniu)eo) B limgu - (11m§u)11mAe = 0.
Niigiis saab iga u € <i esitada kujul

no- v+ (limxu)e '
kus v e Cop” Jada & korral

' - £°v + so(limﬂu)eo.

seega arvud on (A,B)-summeeruvustegurid parajasti siis,



kui

£V € ¢ iga v € korral.
B

TEOREEM 13.2. Olgu & regulaarne normaalne AB-maatriks.

(a) Arvud on (A,B)-summeerus ustegurid parajasti siis, kui
-u+ Eta, (tel, pwek, kebdi) (13.2)
J&
e'x ec¢ , igaxec, korral, (13.3)
kus B := (b,) , ning B on kolmnurkne maatriks.
(b} Arvud on A-koonduvustegurid parajasti siis, kui keh-

tivad tingimused (13.2) Ja
&, - 0dg,). (13.4)
Toestus. (a) Kui on (A,B)-sumweeruvustegurid, siis
- £(") (ke W), tus £ e ¢, on miratud seosega (13.1).
Kasutades maatriksi & RJI-regulaarsust, saame seosest (3.1)
v&rduse (13.2), seega on viimane tarvilik. Seejuures arvud

.ﬁ.s" - _E’ tnay.k - _}:“tr.ar.,ku
~ta, - Lt -a. )
-k
- £t (ke )
on  teoreewi 13.1 (b) kohaselt A-koonduvustegurid. Rea

osasummade jacke saame Abeli teisenduse abil vSrduse
z ‘kuk = z )}& * smxh'
k=0 k=0
willest owakorda

n

T b.=e = b @5 )x + £ b .2 x)
W5 B Nt S % Rt B
= N P> br.)l (tgk)xk + z bbrﬂt&](%l * brmanxw '
=D k=0

ks &g, x ) £,% - ja = s - 0. Hage wirkisi-
we, On ’:“En &-koonduvustegurid, seega iga x € Y korral
eksicteerib piirvdsdrtus 1im}'_i'_’b,x(bsh) . Niigiis on
arvud = (A,B)-summeeruvustegurid parajasti siis, kai

Jadz £*X on B -summweernv iga x e = korral. See tingi-

wns on vastevalt kiesolevale teoreemile eelnevale



mirkasele samavdirne tingimusega (13.3).

(b) K&igepealt mirgime, et tingimus (13.4) on tarvilik
selleks, et arvud oleksid A-koonduvustegurid. TSepoolest,
sel juhul on maatriks T := DA_’, kus D := ), konserva-
tiivne, mistSttu peadiagonaal (Eu )y - (Ek/a.kk) on tSkes-
tatud. Jadb ndidata, et tingimusest (13.4) Jareldub Juhul
B - T tingimus (13.3). Vastavalt lausele 12.3 (c) kehtib iga
X € Coa jacks hinnang X - o(l/au). seetdttu saame tingimua-

sest (13.4), et s, x + 0. Vdide on tSestatud.

Niide 2. Kui eeldame, et Rieszi kaalutud keskmiste me-
netlius on normazlne (s.t. p =0 (ke M)) ja regulaarne,
siis on ta AB-menetlus (vt. &7, ndide 1) ning teoreemist
13.1 (b) =aame (MP.B)—summeeruvustegurite jacks tarviliku Ja
piisava tingimuse

-p EtP’ (te 1, ke,
nis on ilmselt samavaarne ndites 1 saadud tingimusega 1).
Teoreemi 13.2 (b) abil kirJjeldame Mp-koonduvustegureid. Tin-
gimuse (13.2) saab esitada kajul (vrd. teoreemi 13.2 (a)
tSestus)

= p I P (tel, keh)
ehk

Viimane ning seos
& = O(p,/P))

ongi tarvilikud Jja piisavad tingimused M -koonduvustegurite
Jaoks .

Taiendused Jja markused

Summeeruvustegurite teooria sai alguse Hardy .[10_9] ja
Bohri [43) toddest, milles nad Gldistasid Dedek:l.ndl—Ha.lda—
mard“i teoreemi (vt. lemma 1.1 (b)) Cd-summeeruvatele rida-

dele juhul « € M, Seetd3ttu kdneldakse ka Hardy-Bohri  tutpi
summeeruvusteguritest. Nende uurimisel on, olnud valdavaks
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paragrahvi algul kisitletud podrdteisenduse meetod, mi@a
rakendati edukalt paljude konkreetsete normaalsete summeerl-
mismenetluste A korral. Selle meetodi elegantse kisitluse
reversiivsete maatriksite A jacks andis 1955. a. Mazur-Hilli
teoreemile (vt. &11, tdiendused ja mirkused) toetudes Kangro
{289], seejuures 1lahtus ta tolle aja summeeruvusteooria
uusimatest tulemustest. PéSrdteisenduse meetodi Uks modi-
fikatsioon, mida saab edukalt kasutada Norlundi menetluse
koonduvustegurite leidmiseks, kannab Moore "i-Kangro meetodi
nime. Ta on rakendatav Gldiselt selliste normaalsete maat-
riksite A korral, mis rahuldavad tingimust

T nsrplak‘ - | « =

n

(vt. Moore [1811, Kangro [2901).

Kiesoleva paragrahvi pShisisu moodustava funktsionaal-
analtttilise meetodi idee on pirit Zelleri wo8st  [271],
milles ta esimesena tP®estas eelpoolmainitud faktid 1 ja 2 .
Seda ideed rakendas Peyerimhoff [193] edukalt regulaarsete.
AB-maatriksite koonduvus- Jja summeeruvustegurite leidmisel.
Talle kuuluvad vaited 13.1 (a), (b) ning 13.2 (a). Viite
13.2 (b) tSestus on Jurkati Ja Peyerimhoffi +toos ([1258]
Samas on naidatud, et normaalse regulaarse AB-maatriksi

puhul on arvud £, (k € M) (A,A)-summeeruvustegurid parajasti

siis, kui nad on kujul (13.2).

Funktsionaalanaltiitilise meetodi rakenduspiirkonda saab
laiendada niisugustele regulaarsetele maatriksitele A, mille
nullsummeeruvusvaljas Cod kehtib B-13ikesummeeruvus, s.t.

lim b'kxhem - X FK-ruumis Sop- (*)

v N . k
See on samavairne tingimusega, et jadad € (k € M) moodusta-
vad ruumis Sop B-summeeruvusbaasi (vt. &) ja &5, tdiendused

Ja mérkused): Kuna sel Juhul f(x) - lim':‘b'kx,‘f(ek)

(x & CoA) iga f < Cop korral, siis jaavad vaited 13.1 (a),

(b) ja 13.2 (a) kehtima ka eeldusel (¥). Viimane on ndSrgen
kui AB-omadus ja v®imaldab muuhulgas leida (€ _,C,)- ning

(C,C )-summeeruvustegurid juhul - > 1 ja » > « + 1. Kui
0 £« -1, saab (C_.B)- 3a (C_,B)-summeeruvustegurid meirata

teoreemide 13.1 ja 13.2 jargi. Summeeruvusbaaside ja -tegu-
rite vaheliste seoste kohta vt. Buntinas {72], Tiaht (3483,
[349]. Need seovsed on olulised multiplikaatorite teoorias Js
leiavad rakendamist trigonomeetrilistele ridadele, vt. Ton-
nov [343], [344]1, Goes [108].

Margime veel, et summeeruvustegurite leidmise meetodeid
on Aasma [280], [1] kasutanud maatriksteisenduste M Gy > Cp

uurimiseks. Soomer [331] rakendas neid peaaegu koonduvuse
tegurite puhul.

Summeeruvustegurite teooriz mocdustab ridade tecoria
suhteliselt iseseisva jz killslt mahuka peattiki. Hea Glevaa-
te selle teooria meetoditest, tulemustest ja v&imalustest
saab lugeja Baroni raamatust [284] (IV pt.).

[
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£14. LOIKEPOSITIIVSED MAATRIKSID

Me oleme siiani ekspluateerinud funktsionaalanaltiisi
traditsioonilisi meetodeid, mis on pirit lineaarsest algeb-
rast ja topoloogiast. Kuna peaaegu k3igis praktikass tihtsust
omavates topoloogilistes vektorruumides on olemas mingi loo-
mulik jarjestus, siis kasutab kaasaegne funktsionaalanaluis
tha enam ka Jdrjestusteoreetilisi, tipsemalt, MBrijestatud
vektorruumide teooria meetodeid. Summeeruvusteoorias mingi-
vad viimased seni Usna tagasihoidlikku osa. Kuigi iga Jjada-
ruum on loomulikul viisil, s.0. koordinaaditi Jirjestatud
vektorruum, on see Jirjestusstruktuur summeeruvusva ljas
praktilisteks rakendusteks tildiselt vihepakkuv. Ometi raja-
nevad mitmete teoreemide tBestused maatriksite positiivsus-
v3i monotoonsusomadustele. Suurepirane naide selle kohta on
lause 12.8 tSestus.

Kaesolevas paragrahvis plitame wnSningaid summeeruvus-
teooria probleeme Jjarjestatud vektorruumide teooria seisu-
kohalt mS3testada Jja selle meetodite abil lahendada. Selleks
defineerime maatriksi summeeruvusviljas uue, esialgsest
soodsama Jarjestuse.

K3igepealt meenutame mdningaid pShimdisteid. Olgu vek-
torruumis X defineeritud refleksiivne, antistimmeetriline Ja
transitiivne Jirjestussuhe £, mis rahuldab tingimusi

x <y X+t zSy+az, (14.1)

X<y + Xx =iy (x,y,z€ X, x> 0),

Sel juhul titleme, et X on Arjestatwd vektorruum. Positiiv-

sed elemendid x Z 0 moodustavad positiivse koonuse X . Kui
X = xt - X+, s.t. kui iga x € X on esitatav kujul
+ - + - +
X - X - X (x ,x « X)),

siis nimetatakse koonust X+ genereerivaks. Utleme, et alam-
hulk D < X on o-tS3kestatud, kui leiduvad sellised elemendid
a,b e X, et '

Dc (a,bl = {(xe X | a= x% b}.
Kui ruumis X kehtib implikatsioon

(Vo > 0 @ xe [-2a,xal) =+ x= 0,
kus a € X, siis nimetatakse Jarjestatud vektorruumi X peaae-
gu arhimesdiliseks. Elementi u € X nimetatakse Jarjestus-
thikuks, kui iga x € X jaoks leidub selline « > 0, et x e,
Peaaegu arhimeedilises Jirjestatud vektorruumis X mddrab

jarjestusthik u normi p, seosega



p (x> = inf (» > 0 | x e pl-u,ull,
sealjuures langevad normi P, jargi tSkestatus ning o-tBkes-
tatus kokku.

K8igi jadade ruum loomuliku Jarjestusega

X<y @ e x"i-yk (ke H)

on jirjestatud vektorruum, Jjirelikult on seda ka tema alam-
ruum c¢. Iga element x € ¢ on esitatav kujul x - x - x , kus

s kui Re x 0 ja Im g,

(x ) Re , kui Re 0 ja Im <90,

h l In , kuiRe <0 jalmx O,

0, kui Re x = 0 ja Im x, 0,

kui Re x = 0 Ja Im =<0,

(x ), -Re , ’kui Re x = 0 Ja Im x 0,

-Imxk,kuiRekaO:iaImxk‘-'O,

0, kuiRex,‘ZOjaImxk20.

Lihtne on veenduda, et x Ja x on koonduvad jadad. Niisiis

on c+ genereeriv koonus. Vahetu kontroll nditab, et ¢ on

peaaegu arhimeediline ning e on tema Jjarjestusthik, seejuures
pe(x) = ixb o (x e c).

Maatriksit A, mille korral a
takee positiivseks. Ilmselt on tema poolt midiratud operaator
A : w. »w (vrd. &1) samuti positiivne, s.t. A{w,] c w+. kus
w; @y N u+. Positiivee maatriksi puhul on tingimused te-
ma konservatiivsuseks vZi regulaarsuseks oluliselt lihtsamad
kui Gldjuhul. Vastavalt teoreemile 2.1 (¢) on selline A

z 0 (n,ke ™), nimeta-

regulaarne parajasti siis, kui

X . . X

llmAe -1 Ja a lmAe -0 (keh),
Nagu selgub Jjirgnevast lausest, saab positiivsete maatriksi-
te regulaarsust testida isegi ruumi ¢ kaheelemendilisel hul-
gal.

LAUSE 14.1. Positiivne maatriks A on regulaarne para-
Jasti siis, kui 1imAe = 1 ning limAw = 0 mingi w < c, korral,
mis rahuldab tingimust W, > 0 (keb),

Toestus. Ilmselt on toodud tingimused tarvilikud A re-
gulaarsuseks. Nende piisavuse tBestuseks on vaja nd idata, et
neist Jireldub a -0 (ke M) Kuna iga k< M korral kehtib

X
0 6 =



kus ¥, on wingi positiivne arv, siis tinu maatriksi A posi-
tiivsusele
0= AD < A" < M Aw.

Eeldusest limAw = 0 Jdreldub seega a = lim e =0 (ke L

A
Normaalset maatriksit A nimetatakse diapositiivseks,
kuai
a, > 0, a 0 (k< n,ned),

Mirgime nende maatriksite Uht omadust, mille tBestuseks vii-
tame lause 12.5 tZestusele.

LAUSE 14.2. Kui diapositiivse maatriksi A korral eksis-
teerib 1'1mpe > 0, siis Gy © . On A sealjuures konservatiiv-
ne, siis cp - ©-

Tahelepanuvddrse klassi moodustavad sellised maatriksid
wille pmSrdmaatriks on diapositiivne (vrd. lause 12.6). Nen-
de uurimisele ongi ptihendatud Glejdsnud osa kéesolevast pa-
ragrahvist.

Kuni selle paragrahvi 1l6puni eeldame, et A on normaalne
maatriks. Defineerime vektorruumis « uue jarjestuse SA s€0-
sega

X S,z e Ax = Az, (14.2)

w
s

xSAz - }:a”(xkﬁ L a,z (n € W),

Lihtne on veenduda, et SA on tdepoolest Jjdrjestus, mis ra-
huldab tingimusi (14.1). Mirgime, et A normaalsus garantee-
rib seocse SA antistimmeetrilisuse : kui-x SA z Ja z SA x,8iis
Ax - Az, millest operaatori 4 : © » w Uksthesuse tSttu J&-
reldub x - z. Operaator A korraldab BK-ruumide (cA.ﬂ “A) Ja
(c,¥ % ) vahel isomeetrilise isomorfismi (vrd. §&3), mwis
definitsiooni £14.2) kohaselt sailitab ka Jarjestuse. Nii-
siis, Sy ja ¢ kui normeeritud Jirjestatud vektorruumid on
isemorfsed. Muuhulgas Jjireldub sellest, et positiivne koonus

cy 1= Ix e gy | x -, 03
on genereeriv ning

v := A'e = R
s A7 (=.) on A pddrdmaatriks, on Jirjestusthik ruunis
Cy - Scejuures p,(x) = ﬂx”A (x € CA) ja tBkestatus ning



o-tBkestatus langevad kokhku.

Normazlset maatriksit A mnimetatakse ISikepcsitiivseks
ehk AP-maatriksiks, kui
X 0 =+ x

" -5 0 (med)
s.t. kui

La,x 20 (neh) La,y 20 (n,med).

Nagu selgub, on maatriksi AP-omadus madratud midrkide Jaotu-
sega temas endas ning ta podrdmaatriksis.

LAUSE 14.3. Jargmised tingimused on samaviidrsed -
(a) A on ISikepositiivne,

-1 % i) S

(b) (A'e) A (m,t € ),

(¢) t.(u,m) := Fa, . -0 G=<mnmsmn, inned),

@) 1° & « 20 (n,me ),

e varn

2° 4 «, S0 (k<n. knet),

rr T
Kui A on positiivne maatriks, siis on tingimused (a)-{(c)
samavaa rsed va itega

(¢) A' on diapositiivne.

Toestus. (a) (b) » (c) + (a) Olgu A 1Bikepositiivne,
siis tingimuse A ‘e’ -a 0 (G elM) tSttu  kehtib (b). Edasi,

jireldub implikatsicon (b) (¢). Kui on tdidetud tingimus

(c) Ja x ZA 0, siis seose y - Ax ¥ 0 tBtta
v " X "
kE X - kE a, T ¥ - I t.{a,mly, 2 0 (n.me M),
=0 =0 » -0 1-0

s.t. x7 0 iga w e M korral.

(c) (d) Kui A rahuldab tingimust (c), siis  Juhul

3

m - i saame otsekohe tingimuse 1", aga 2° tuleneb v&rdusest
t,(n,m) - - E - (o < mn, v ,n,me M), (14.3)

kui vBtame selles n := w + 1. Vastupidi, tingimustest 1°  ja

o .
2" ning seosest (14.3) saame t.(n,w) * 0 Juhuvl mw < n. Kui



n - w =2iis t.{n,m) =8 20 (,ne M),

Positiivse maatriksi A puhul kehtib ilmselt (d) & (e).

Niide 1. Positiivse kaalutud keskmiste wenetluse Mp
korral on podrdmaatriks diapositiivne (vrd. (3.6)), see-
ga on 18ikepositiivne menetlus. Erijuhul, kui p -1

(k e M), saame, et aritmeetiliste keskmiste menetlus C,  on
AP-omadusega .

Normaalse maatriksi 1¥ikepositiivsuse testimiseks lause
14.3 (d) vSi (e) abil peame eelnevalt leidma tema podSrdmazat-
riksi, mis paljudel juhtudel on tehniliselt vSimwatu. Jarg-
mine tunnus vSimaldab wSnikord 13ikepositiivsuse kindlaks
teha maztriksi enda kujust lihtudes. -

LAOSE 14.4. Maatriks A on ISikepositiivne, kui tema ri-
dade vahel kehtib secos

s > > > >
dv.u,k - dy.hav.k ’ dv.o - dnl - vy 0

(14.4)
(k -0, ..., n, ne®y

Toestus. Naitame, et t.{n,m).z 0 ( woon), selleks
kasutame induktsioonimeetodit n jargi. Vaide kehtib Juhul
n = 0, sest tD(O,O) - T on - 1. Eeldame, et ta kehtib n
korral ja veendume, et siis t.(n+l,m) =z 0 (i < m=< ntl).

Julnl n - w+l sazme

L (n+1,n+1) - Ea = S = O
X -i
rui tn n, siis
t.{n*l,m) = I - I odya
_ 2 + B .
- < Adn)( . it d-m E d'ldl
k=1 j=a 1=

- L 2d,t(nk) +d t(nmZ0.

Hzide 2. Veendume lause 14.4 abil, et Cesaro menetlus
= s ol
on 1®ikepositiivne, kui 0 <« « « 1. Tahistame d”‘ T 4

[

‘e tk - 0,...,n, n €M), siis vaztavalt seosele (2.7)



11— Ktos T o 1[n+d+ 1] [n— kto— 2]
[n- k+ 1) [ n ] n+l n-k-1

G¥ert 1 fi- R¥ei— 1 Ti- ktoim 1] [n%‘)
[ a+l ] [ n-k [ n-k 4

- k+«] {n— K4oim 2)

Lu-k+1 n-k-1
rn—k*ut-l]Z
n-k
Kasutades valemit - (ntei)r o (autl) /Mt (> 0), saame, et
N (n—k*«— 1] [n—kw—m
A 1= Rtet n-k n-k n-k-1
{rrk*f—-—ﬂ fr- k+e- 1)
n-k-1 J n-k
n-k+1
- >1 (k- 0,...,n-1, neBly,
PR
b= n-k
s.t.d_2d_ 2z ...*>4d {n € M), Kuna seejuures
5 ]
i) Ln («+1)(n+1)
[_1) n+.‘+1] P e
0 [ n+l

siis on tingimus (14.4) tiidetud, seega on © (0 ¢ « < 1)
ISikepositiivne menetlus. Cama kehtib ka CI> - I ja C‘ (vt.
naide 1) kohta.

Teatavasti (vt. &l1) taandub normaalsete maatriksite A
ja B korral sisalduvuse ¢, < cp wirimine maatriksi T BA™
konservatiivsuse kontrollimisele. Viimane on eriti lihtne
Juhul kui T on positiivne.

LAUSE 14.5. Olgu A ISikepositiivne ja B selline nor-
maalne maatriks, kus b»,u - dnkaﬁh (k=0,....,n, ne®) Kui
-4d.,~ ...-4d_ %0 (neWN) siic maatriks T Bs*

vy
on positiivne.

Toestus. TSepoolest, tehiud ecldustel



n-1

x
- Z 24, E t(nk) +d s,
i=

k=i
-0 G -0 n, ne Ny,

L3ikepositiivsus on tingimus, mis valjendab teatavat
seost summeeruvusvdlja kahe struktuuri - jadaruumi Ja Jar-
jestusstruktuuri - vahel: Osutub aga, et ta midrab olulisel
midral dra ka summeeruvusvilja topoloogilised omsdused. Ees-
ktt on 13ikepositiivsus viaga tugevalt seotud ISiketSkesta-
tusega . Nagu selgub Jjirgmisest teoreemist, sazb AP-maatriksi
3iket®kestatust testida summeeruvusvilja thes punktis.

TEOREEM 14.6. IS ikepositiivne msatriks A on AB-omadu-
sega, kui on (3 idetud GUks Jjirgmistest tingimustest.
(a) v A'e e BA ,
(b) e B[1 Ja

0< & a, 720 (n»>w), (14.5)

(c) A vn positiivne ja regulaarne.

Toestus. (a) Eeldame, et v € BA , e=iis v 18iked on
o-t8kestatud ruumis Sy Jirelikult eksisteerib z < Cy omadu-
sega 0 SA v™ -A 2 (me M), Fikseerime suvalise x € c+ Ku-
na v on ruumis <y Jarjestusthik, siis leidub positiivne arv

et 0 :’-A X SA «v. Siit saawe maatriksi A AP-omaduse tSttu
seosed
05, XM £, ™ 5, wz (m e N),
s.t., et jada x 1¥iked on o-tSkestatud ning seega ka tBSkes-
tatud. Jarelikult ct < B.. Kasutades koonuse cf genereeri—
vust, saamegi

< B +BA—B

a4~ % “a

(b) Tihistame t .- & &,

A (" a,) .. Kuna t >0 (neb), siis eksisteerib
poordmaatriks A7 = (s.t.), .. Pidades silmas, et A on AP-
maatriks, saame
t

A A"

ning moodustame maatriksi

B Y B - 0 (n,k e M),
a e, -t oa, ..'_ktkf-o (k < n, n ke,

s.t. A 13ikepositiivsuse (vrd. lause 14.3). Vahetu kontroll
naitab, et Cp - Cp» millest ténu alamruumi BA invariantsuse-
2

le jireldub By = B,. Kuna A;e - e & By = By . siis vdite (a)

[
&
-3



pShjal kehtib cp - , S.t. 'El‘e -

Viide (c) on vahetu Jjireldus viaitest (b).

Mirgime, et ndite 2 ning teoreemi 14.6 (c) pShial on
Juhul 0 < o« < 1 AB-menetlus f{wrd. &7, ndide 1).

Olgu & € w. Arve nimetame positiivseteks (ISikeposi-
tiivseteks) A-koonduvusteguriteks, kai iga x € &7 pulnl rids
koondub Ja kehtib vSrratus -0 {vastavalt

dfmskxk - 0 (meB)). Mirgime, et Imi cy - ¢y - ¢y, siis
jareldudb rea koonduvnsest koonuses Cp tema koonduvue
ruumis ¢, . )

MSlemat tUtpi koonduvustegurite uwurimisel vajame posi-
tiivseid pidevaid lineaarcseid funktsionaale jarjestatud BK-
runmis Cp - Nende hulga tdhistame (cA') , niisiis,

(e, iz (fecy | Yreg, t £00 2 0}

Leiame selliste funktsionaalide tldkuju.

LAUSE 14.7. Funktsionaal f € cA’ on positiivne parajas-
ti siis, kui ta on esitatav kujul (vrd. teoreem 3.1 (b))

f(x) - ulimAx + t(Ax) (x e cy), (14.6)
us t € 1 Jap, t, 20 (neb).

Toestus. On selge, et iga funktsionaal f kujul (14.7),

kus # Ja t_ on mnittenegatiiveed, kaulub hulka (cA’> . Tei-
salt, kuna A z, 0, siis t, - f(A "y 2 0 (neM) iga
f e (c:A’)+ puhnl. Seosest At - &) ZA 0 jareldub
g+ £ t, = fh'e - "))z 0 (me M), seega p - limlp
+ t)y> 0.

TEOREEM 14.8. (a) Rui ¢ < Co b Ja arvud &, on maatriksi
A positiivsed kconduvustegurid, siis iga k € M korral
Te. =Lt (t e 1, th"O). (14.7)

n=k

{b) Arvud on positiivse regulaarse AP-maatriksi ISikepo-
sitiivsed koonduvustegurid parajasti siis, kui nad on
esitatavad kujul (14.7).
Toestus.(a) Kai arvud €, on positiiveed A-koonduvuste-
gurid, siis seosega f(x) x e Cp) mddratud  posi-

tiivne funktsionaal ¥ on lause 5.8 (a) pShjial BK-ruumis N



pidev Ju linesarne. Lause 14.7 J&rgi on ta esitatav kujul
(14.6), kus w,t, = 0 (n e M) Niisiis, , - £f(e)z o _ta,
(k « M),

(b} Tingimuse (14.7) tarvilikkus Jjireldub vshetult vii-
test (a). Piisavuse tBestuseks mirgime, et teoreemi 14.6 (c)

kohsselt on A AB-maatriks. Seega, kui arvud on antud ku-
Jul (14.7), kus t € 1, siis teoreemi 13.1 (b) P5hjal on meil
tegemist A-koonduvusteguritega. J33b veenduda, et z0
(me M), kui x e Cp - TSepoolest, sel julul y := Ax > 0 ja
T = L ¢ E oy = £ A
k=o x=o ¥ jzp 7 iz:o kEi Kt
= E
k=1
nymCn
= Lt T
n=i k=%

= L T ‘t,'t.(n.m)y. z 0 (me M),

kuivdrd A I¥ikepositiivsuse t3ttu tn,m) 20 (i=<msn)
(vrd. teoreem 14.3).

Niide 3, Vastavall nditele 2 on positiivne regulaarne
menetlus C  iga ~ € [0,1) korral 18ikepositiivine, mistSttu
szame tewa puhul rakendada teoreewi 14.8 (b). Niisiis on
(k= D) (18ike)positiivsed C_-hoonduvustegurid (0 < = 1)
parajasti siis, kui

~ Ti-k toi-t _
= (< ](m_) (tel .t >0)

n=

Thiendused ja mhrkused

Konkreetsete summeerimismenetluste positiisvus- ja mo-
notoonsusomadusi, eriti mirkide Jaotust maatriksis Vi
pédrdmaatriksis, on erinevate probleemide lahendamisel kasu-
tarmad paliad autorid. Jub: 1911, a. tZestas Riesz [196]
viite 14.6 (c¢) ning Jjuhtis tdhelepanu selliste maatriksite
hesde le omadustele, mille pédrdmaatrike on diapositiivne.
Neid omadusi kasutas Beekmann [131, [16] maatriksite tiieli-
ko siszlduvuze (vt &1, tiiendused Ja mirkused) wuurimisel
ning Merceri tuiipi teoreemide tBSestamisel (vt. lause 12.6).
Bosunquet [63] nditas, et kui maztriks rahuldab tingimust
(14.4), siis on ta 13iketSkestatud (vt. veel Zeller [273],
Wilsasky Ja Zeller [2621). Esimestena putdsid neid ja  teisi
tulemas i jerjestusteoreetiliselt mStestada Bee kmann Ja
Zeller [283, kellele kuulub ka maatriksi 18ikepositiivsuse
wiste (AP - Abschnittspositivitit). Nad juhtisid tahelspanu
s=2llels , et positilveete maatriksite korral piisab nende
regulanrsuse teslinisekhs kahest punktist runmis ¢ (vt lause

17



14.1). Sama tulemuseni Mudis ks Kershsw [135] i

Beekmann Jja Zeller (2281, (291 (vt. ka Leilger t1421)
andsid AP-omadnusele Jirgmise olalise Gldistuse. O.lEU B
13plike ridadegs maatriks. Normaalset maatriksit A nimetza-
takse B- ISikepositiivseks ¢hk B-AP- maatriksiks, hkui

x>, 0 < R -4 0 e .
Viimane implikateioon on samavddrne tingimusega
P

tBu,m) = £ a b a. >0

g M . 7k ke Tk :
ke i,mn € M, p :- mwin{n,m } ja b - 0 iga k > m  korral.
Varem olid Loreantz Ja Zeller (1501 mnididanud, et Cesaro
mwenetlus on z 0 korral C’M—AP— ning on C,.' &P-

menetlus . Jakimoveki, Meyer-Kénig ning Zeller [120] t3estasid
PTR- menetluse @ (vt. &1, tiiendused Jja mdrkased) Q-15ike-
positiivsuse. Analoogiliselt viitega 14.6 (&) tSestatakse
(vt. Leiger [(1451)

TEOREEM. Olgu E Judaruum Jarjestusihikuga w ning _‘A
selline B-AP-maatriks, et EA - v. Kui Jada v A u

B- 8 iked v'B'"" (me ™) on t3kestatud normeeritud ruumis
(EA,pv), siis (Ep,pv) on B- AB-ruum.

Erijuhul saadakse jirgmine tulemus.

TEOREEM. (vrd. Balser (8]). Olgu A selline  B-AP-
maatriks, et Cp TP & kehtib (14 .5). Kui oJsada e B-ISiked
¢B™ on BE-ruumis (c,.% 1,) tSkestatud, siis A on B-AB-

maatriks.

Artiklis [145] on vaadeldud positiivseid (A,B)-summee
ruvustegureid ning on t&estatud tecreemi 14.3 analoog Jjuhul,
kui A on B-AP-wsatriks.

Teine Gldistussuaand {(vt. Leiger {310]) on locbumine
maatrikei A reversiivsusest. Sel julul pundub jarjestusel

o

antistmmeetria omadus. Sisukamaid tulemusi saadakse eeldu-
sel, et
Ale,1n =c\e, | x >0 (ke M)} = o,

Seda eeldust rahuldavad k®ik reversiivsed mastriksid, samats
maatrikeid owadusega (14.5), seerga ka kSik pozitiivsed
regulaarsed maztrikeid. Samzs t68s  on uuritud  sisalduvust
Ty © Cps kai maatrikeite A 35 B poolt madratud  33rjestused

on _varreldavad. Kasutades ©ht Krasnoselski, Klimovi Ja
Lifsitsi (3041 poolt t¥estatud Kerovkini tutpi teoreemi,
saadakse tulemus, nmille erijuhuks on

TEOREEM. Olgu A normaalne positiivne regulaarne maat-
rikes omadusega z‘ark -1 (ne B Kui regulaarse ISplike
ridadega maatrikci B korral €, < Cp, siis kehtib sisalduvus
Cp € Cp ning A ja B on koosk las.

Maatriksite pozitiivsus- ning monotoonsusomsduste ra-
kendamise kohta vt. veel Beekmwana 33 Zeller 271, {303,
Meyer-Kénig ja Zeller 11741, Jakimoveki, Meyer-Konie Ja
Zeller (1211,



II OsA

§15. ANTUD KIIRUSEGA KOONDUVAD JADAD JA READ

Koonduva protsessi koonduvuskiiruse hindamiseks v3rrel-
dakse teda mingi teise tuntud koonduvusprotsessiga. Selleko-
haseks heaks niiteks on funktsionaalanaltitisi kursusest tun-
tud Banachi pUsipunktiprintsiip: surveoperaatori f: X » X
korral koondub iteratsioonide x := f(x ) (n=1,2,...) Jada
tiielikus meetrilises ruumis X vihemalt geomeetrilise prog-
ressiooni kiirusega. Kiirusehinnangud on aktuaalsed arvutus-
meetodite puhul, samuti funktsioonide lahendusteocorias Jjm.

See t1ldine idee on lihtekohaks Jargmisele definit-
sioonile. Olgu X:= ()‘x) positiivsete 1liikmetega monotoon-
selt kasvav arvjada. Jada x € ¢ nimetame tSkestatuks kiiru-
sega » ehk lihidalt h-tBkestatuks, kui seosega

b := X, - limx) (ke N)

defineeritud jada b := (b ) on tSkestatud, s.t. kui b e m.
Juhul b € ¢ titleme, et jada x € ¢ on h-koonduv ehk keonduv
kiirusega » . Niisiis, Jjada x on Xx-koonduv parajasti siis,
kui eksisteerivad piirvaidrtused

£ lim x, B = B(x) := lim A (x - £).
k 1
Tahistame
m . {xec | bem} (Jigi \-tBhestatud jadade hulk),
¢’ : (xec | bec) (Kigix-kestatud jadade hulh),

- {xec | bect,

mz:-(xecolbem}=(xem)‘|£=0}.
2 (xec, |bect=(xed|Z =0}
o (xscolbec°}=(x=c|t—ﬁ—0}.

Vahetu kontroll niitab, et ESik need kuus hulka on Jadaruu-
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mid, s.t. vektorruumi «» alamruumid. Kui » € m, s1iis m)\ = C)\
- c" - ¢ ning m)‘ - z)\ - nx - cy- Seepirast eeldame edaspidi,
kui ei ole spetsiaalselt vaidetud vastupidist, et >, T o.
Sel juhul kehtivad ranged sisalduvused

n)‘cz)‘cc)\mecc. nxccz, n)\"m)\ )\.
Paneme tihele, et Jadad & (ke N), e ja

-1

N = A
kuuluvad ruumi c)‘, see juures
X by -5

LR LS
e €en (keMW), A" € 2\n, eec \z .

LAOSE 15.1. (a) m)‘ on BK-ruum normiga
(PN sup {|b | 1T}t
X

(b) & on ruumi & kinnine alamruum.
A , ,
(c) Iga element x € ¢ on esitatav kujul

x cfe+ AT+ L —e . (15.1)
)3 k

(d) Pideva lineaarse funktsionaali tldkuJju BK-ruumis c)\ an-
takse valemiga

£(x) = olimx + WB(x) + tb  (x e ), (15.2)

kus o e jatel.

A P N PN L, , X
(e)m , ¢, 2 Jan on ruumi m kinnised alamruumid ning

kehtivad seosed .
A PN A X Py A

-1
m - m ®<e> Cc, = n ® <e>, 2 -n ® <X >,
A A A
cC -n ®<e > & e,

Toestus. (a) Me Jatame lugejale kontrollida, et ¥ ¥ on
tSepoolest norm vektorruumis m): ning nd itame, et normeeritud
ruum (m)‘,l #,) on tdielik. Olgu (x™) selles mingi Cauchy
jada, siis iga n € N korral eksisteerivad limkg:"’.

>

b rx™ - ™) (ke ), (15.3)
kus juures b"":—(b;'") € m, ning kehtib tingimus lim "Hx'”
- x ¥ o= 0. Viimane on samavdirne seostega

lim .brm_ b(vm' = 0, lim lt(m_ f'("’)l -0,

[

o

s.t. (™) 3a (¢7) on Cauchy jadad vastavalt Banachi ruu-
mides m Ja K. Niisiis eksisteerivad piirviirtused



lim b’=: b e m, lim£™=: £ e K, (15.4)

seejuures kehtib tinu ruumi m BK-omadusele v®rdus b,
= lim b, mist3ttu (vrd. (15.3))

1

5725 7Ty o Ly v 2y = x, (new, ked) L
Tahistades x (x,(), saame tingimustest bem Ja 1”‘)‘ - 0
(k » ) igepealt )}_( € c. Seejuures I = limx Ja = Xk("xt
- %), niisiis x € m ning tingimustest (15.4) Jjareldub #x
-~ xf. + 0, s.t. x™+ x ruumis m (o - ®). Me tSestasime, et
m)‘ on Banachi ruum.

V&rratustest

Jlim x| = tx#, ,

Ipf = ¥x8, (x e ™)

Jireldub lineaarsete funktsionaalide lim ning x » b (k € N)
pidevus ruumis mx. sellest Jja virdusest x - (1A )b + limx
saame koordinaatfunktsionaalide # pidevuse iga k € N korral.
Seega on m' BK-ruu.

(b) O0lgu x™ alamruumi & elementide jada, mis koondub
BK-ruumnis m)‘ punktiks x. Sdilitades viite (a) tBestuse ti-
histused, saame jada (x) jacks tingimused b’ ¢ (n & B),
bem ja #b"- bt + 0 (n -~ o). Alamruumi ¢ kinnisusest BK-
ruumis m jireldub b € ¢, seega x € c)‘. Niisiis on c)‘ kinnine
alamruum.

(c) Tdhistame x & c)‘ puhul

b -

T

x :=-Fe +{3)\_‘ +

€ (n €M),
k=0 k
siis
1x - x™8, - sup |h - B} + 0 (n @),
s.t. kehtib (15.1).

(d) Rakendades funktsionaali f € (¢ )° vBrduse (15.1)
wSlemale poolele ning tihistades o f(e), o f. ) Ja
t,  £(IA, (ke N), esitame f kujul X

f(x) - olimx + &3 (x) + i: t, (b, - ) (x e c).

Niitame, et t € 1, sel juhul saamegi viimasest vBrdusest va-
lemi (15.2), kus p := o’ - . VBtame elemendid kus
[ sen A Wik =,

5 10.kuik>n

re

ning pancmc tdhele, ¢t limx, —~ - 0,



v | sEn . k-,
0, kui k > n,

(7> (7,

B(x ) - 0 jal¥x"h, <1 jganed korral. SeetSttu
#E8 2 sup |£(x")] = sup L It 0 = it t-
x

Me t3estasime, et iga f € (c)‘)' on esitatav kujul (15.2),
kas t € 1. Lihine on veenduda, et iga mniisuguse esitusega
. . L .
funktsionaal f on ruumis ¢ pidev Jja lineaarne.
N .
(e) Kuna lim (m)\)', siis on m - kern lim ja z - c)‘
n w kinnised ruumis m . Funktsionaal # .c' + K kui pidevate
lineaarsete funktsionaalide piirvddrtus punktiviisi koondu-
vuse mSttes on samuti pidev Ja lineaarne, =ceega on S,
. bN PN > . . : . s
~ kern 8 jan’ - ¢ 2z kinnised ruumis ¢ . Lihtne on veen-

duda, et kehtib ka viite (e) teine osa.

Vaade ldavate BK- ruumide topoloogiliste omaduste kohta
mirgime veel, et ruumis c)‘ moodustavad Jjadad e, X ' sa e
(k € M) Schauderi baasi. Alamruumides c)\, z)\ Ja n)\ on baa-
siks vastavalt {e,e'| ke N}, (v *, €| ke ®} ning (e

N
k € N}, seega on n AK-ruum. AB-omadusega on ruum z,

PN L. X :
seevastu ¢ , ¢ Ja m ei ole X # m korral AB-ruumid.
Niiteks, jada e 13iked ei ole neis ruumides tBkestatud:

He‘m’ﬂ)\ = sup ,\k -+ (m » o).

Arvrida I x, nimetame *-koonduvaks, kui tema osasummad
koonduvad kiirusega X, s.t. kui ekesisteerib piirviirtus

lim X | x . Tadhistame

=71+

N @ -

cg .- {xecs | 3 lim X L x}-% [c1,
k=ret

N

zs’ .- {xecs |3 Lim>r E x}
k=0

- {x € cs l (L x’()n < C)\} - E-l[z)\]‘
PN
ns” .- {x<scs | limXx L x = 0}

-{xescs | (Ex) e o) = £t
X
Me Jatame lugejale kontrollida, et
25' - s @ <MYy,

kus I (1A, - 1A, ). AA 0. Ja

-1

oy
2
e



X X
cs’ = ns @ <A 'y & <e°>.

Kuna maatriks ¥ (vt. &1, niide 2) korraldab ruumide cs)‘ Ja
¢ vahel lineaarse isomorfismi, siis on cs)‘ BK-ruum normiga
ix# , =sup O] E x|, |E x|},
cs k=rn+s X

. . L A . . .
Seejuures on ruumid cs’ ja ¢ isomeetriliselt isomorfsed,
R . X o, A ) S

sama kehtib ka alamruumide 2zs” Jja z° ning ns 3a n kohta.

Olgu A mingi maatriks. Jada x € nimetatakse A-sum-
meeruvaks kiirusega % chk lthidalt A"— summeeruvaks, kui Ax
e cx. Juhul Ax e m)‘ titleme, et jada x on Ax-bﬁkestatud. K&i-
gi A'-summeeruvate jadade hulka nimetatakse maatriksi A -
summeeruvusva 1jaks ning tihistatakse Cy- Mairgime, et iga A)‘—
summeeruv jada x on eelkBige A-summeeruv, seetdttu eksis-
teerib (vrd. (1.1))

n liAx lim y_.
Lisaks sellele eksisteerib ka piirvaidrtus
A A limd,
kus
g, dw =g, -m mewm.
Niisiis,

¢y - {xecy | d:= (@) eck= At
analoogiliselt defineerime
my = {xecy, | dem}= A'n 1,

zy iz (xecoA I dect = {xe c'A l luan- 0} - Al[CO].
nA iz (xecoA l d e CD} = (XECA ' limAx— ?’A(X) = 0}

- AT

b b . LR S NP ¥
Seejuures cy - 2y @ <V, kus v - 0 v3i v e CA\ZA’ ja z =

L7y
® <u>, kus u - 0 v8i u e z;\n“
Teoreemidest 6.3 (b), 6.4 (b) Jja (e) ning lausest 15.1

(b) ja (d) jareldub vahetult

TEOREEM 15.2. (a) Maatriksi A Z-summeeruvusvali c, on

FK- ruum poolnormide ststeemiga (% % .} U kus poolnormide
A
susteem ® on fikseeritud paragrahvis 6 Ja
”X”A)‘ 1= $Axh, = sup(id |.|n{}.

. A
(b) Pideva lineaarse funktsionaali uGldkuju FK-ruumis <y
antakse valemiga



f(x) = o'limAx + uyA(x) + td + «x (x € CA)' {15.5)

kus eK, telja e (cA)ﬂ.

veldakse, et maatriks A on XM-reversiivme, kui iga
y € ¢’ korral leidub parajasti tiks jada x € cy, et Ax = y.
Sel juhul on cp BK-ruum normiga ¥ ¥ 5 ning f e (cA)' korral

leidub selline esitus (15.5), kus « = 0 (vrd. lause 3.1).

Thaiendused ja markused

Arvjadadc koonduvus- Jja summeeruvuskiirusega seotud
probleeme on eelpool toodud definitsioonist sSltumatult
kisitlenud mitmed autorid. Niaiteks Dawson {87] Jja Miller
{1781 uurisid selliseid konservatiivseid maatrikseid 4 mille
puhul x Jja Ax koonduvad thesuguse kiirusega 1iga x € c
korral. Vt. veel Dawson {88], BaJjrakterevic [6], Miller
{1773, (1791,Frohlich [(101]. Selles paragrahvis defineeritud
x- koonduvuse mSiste kuulub Kangrole ning oli esmakordselt
egitatud artiklis [291] 1967.a. Aasta hiljem valmis tema
juhendamisel Soomeri diplomited ([227], milles vaadeldakse
jadade ja ridade kiirusega summeeruvuse probleeme, pShitihe-
lepanu oli pddratud maatriksite hA-perfektsusele (vrd. §&18).
Kangro Jjargmistes artiklites [292], [294] uuritakse kiiruse-
da summeeruvuse tegureid, osutub, et Jjust need mingivad
olulist rolli uue teooria rakendustes. Selle teooria
funktsionaalanalititilised alused esitas Kangro t6s [295]
sealt on pirit ka lause 15.1 ja teorecmi 15.2 tulemused.

Nagu paragrahvi alguses rShutatud, on Jjada koonduvus-
kiirusc hindamine tema v3rdlemice teel teiste koonduvate
jadadega tavaline v3te paljudes matemaatika valdkondades. Me
toome siinkohal kaks naidet probleemidest, mille puhul
kiirusega summeeruvuse teocoria rakendamine osutus eriti
efektiivseks. Need on ortogonaalridade summeeruvus ning
jadkliikmega Tauberi teoreemid. Nii tthel kui ka teisel juhul
oli konkreetsete menetluste korral saadud rida tulemusi, mi-
da Kangrol ®nnestus tildistada kas suvalistele regulaar-
sctele maatriksitele v3i olulisemalt laiemale menetluste
klassile. Seejuures vabanes ta, lihtudes X-summeeruvuse
definitsioonist, mitmetest tBestusmeetodist sSltuvatest tin-
gimustest, mis varasemates toSdes vaadeldavatele kiirustele
olid esitatud.

Ortogeonaalridade tecoria uurib ridade

T ce (t) (%)
%
koonduvust ning summeeruvust, kus } on 13igus [a,b] mda-
ratud funktsioonide ortogonaalne stisteem. ©Peldakse, et Jada
W o- (w), kus 0 < w on rea (*X) A-cummeeruvuse Weyli

tegyr REF-rcgulaarse mcnetluse A puhul, kui tingimusest
Ec, < o jareldub rea (%) A-summeeruvus peaaegu kSikdjal

1¥igus [a,bl. Summeeruvuse kSrval on oluline ka selle kii-



rus. Mitmete konkreetsete menetluste, eeskitt Ja M kor-

ral olid teatavate fikseeritud kiiruste Weyli tegureid leid-
nud 'I.’a.ndori [235], Alexits ja Kralik (4], Leindler (1461,
Andrijenko [283] jt. Nende tulemused v3tab kokku Jirgmine

TEOBEEM (Kangro [292]1, [2911). Kui rida (%) koondub

ruumis [.m . ning v on tema A-summeeruvuse HWeyli tegur,

siis tSkestamata kiiruse A korral, mis rahuldab tingimust
XxScp *+ (xA) € cy,
on Jada (Hkk;) rea (%) A)"— summeeruvuse Weyli tegur.

Jad kliikmega Tauberi teoreemid. Miletatavasti (vt. &1,
tdicndused Ja mdrkused) fikseerivad Tauberi teoreemid
menetluse A jaoks tingimusi T, mil jada x e UT v3i rea

€ U, A-summecruvusecst jircldub selle koonduvus, kus on

k3igi tingimust T rahuldavate jadade v®i ridade hulk. 1928.
a. tScstas Mordell [182] sellise Tauberi tecoreemi menetluse
C, Jjaoks,kus rea L X summeeruvuse kiiruse pZhjal tehakse

teatavaid hinnanguid selle rea koonduvuskiiruse kohta. Kui-

vZri seda titpi tcorcemide puhul hinnatakse rea T x 32E

liikme nulliks koonduvuse kiirust, siis hakatigi neid
nimetama Jjadkliikmega Tauberi teoreemideks (Tauberian
remainder theorems). Kiesolevas paragrahvis defineeritud
mSisted ja toodud tdhistused vSimaldavad selle probleemi
selgelt pustitada otsitakse tingimusi T, mil kehtib sisal-

duvus cp N e vei my O UT co”, kus X ja & on mingid

kiirused.
Higaki [112] ning Minakshisundaram ja Rajagopal {180 ]
tildistasid Mordelli teoreemi menetlusele Hp. see juures olid

vaatluse all konkreetsed kiirused, mis sobisid kasutatavale
tSestusmeetodile. Kangrol [296], Snnestus asendada kiirus-
tele esitatavad tingimused summeeruvusteooria seisukohalt

loomuliku tingimusega Hp[c)\] cc (A-konservatiivsus) vOi

Hp[m)‘] c m)‘

TROREEM (vt. [2861). Olgu Hp regulaarne menetlus, kus

B, >0 (keM) jaP =O( ). Kui kehtib N[ ]1cc,
siis rea L x, H)\— summeeruvusest ning Tauberi tingimusest
T Ex - 0(p) Areldub selle rea koonduvus, kus

.= (kkfk)

Tammeraid [336], [337] tSestas analoogilised teoreemid
Cesaro menetluste C_ (= > 1) ja teiste menetluste korral,

vt. ka [3381, [339]1, (3401, [341].

Antud kiirusega summeeruvuse rakendustel funktsiooni-
teoorias peatume veel paragrahvi 20 tiiendustes Ja mirkus-
tes. Siinkohal nimetame Oja, Klaari ning Rinne teoid [3211],
{3221, samuti Heinsaare [111] Jja Hingi [116] diplomitdid
ridade korrutiste ning jadade konvolutsioonide koonduvuskii-
ruse kohta. vt. ka Bojanic ja Lee [441].
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$16. ANTUD KIIBUSEGA KOONDUVATE JADADE
MAATRIKSTEISENDUSED. X -KONSERVATIIVSED MAATRIKSID

Kiirusega summeeruvuse mSiste rakenduste puhul on Wige
olulisem kisimus antud maatriksi ning fikseeritud kiiruste
kokkusobivus uuritava probleemi lahendamiseks. Harilikult
otsitakse vaadeldavate kiiruste X Jja » korral tingimusi
maatriksi A jaoks, mil ta teisendab kSik X-koonduvad vBi
-tBkestatud Jjadad »-koonduvateks vB3i -tSkestatud Jadadeks.
Paljudel juhtudel on aga fikseeritud summeerimismenetlus
ning otsitakse neid kiirusi A, mida see menetlus siilitab.

J4argnevas teoreemis on vaatluse all ka juhud, kus iks
kiirustest X voi » on tdokestatud.

TEOBEEM 16.1. (a) Selleks, et maatriks A teisendaks iga

X-koonduva Jada v-koonduvaks (s.t., et kehtiks sisalduvus
A[c)‘] c ¢”). on tarvilikud Ja piisavad tingimused
A e c” (ke M), (16.1)
e &V, ' (16.2)
e € c”, (16.3)

la,, |
= 3 = 0(1), (16.4)
X X

la,, -2l
E—5— -0, kus a, = lima (ke M), (16.5)

(b) Selleks, et maatriks A teisendaks iga XI-tSkestatud
Jada v-tBSkestatud Jadaks (s.t.., et kehtiks sisalduvus A[m‘\]
c w ), on tarvilikud ja piisavad tingimused
Ae* e c (keMN), Ae en”, (16.6)
(16.4) Ja (16.5). Juhul, kui » = O(1) ning * = O(1), tuleb
tingimuses (16.5) O(1) asendada stmboliga o(l).

(c) Maatriks A teisendab iga ’-koonduva jada v-tSkesta-
tud Jadaks parajasti siis, kui A[m)‘] c n”, kusjuures Juhul

= 0(1) tuled m"~ asendada ruumiga m.

Toestus. (a) Vastavalt lauses 15.1 (e) tSestatud seose-
lec =n ® <A'> @ <e> leiab sisalduvus A[c)‘] c ¢  aset
parajasti siis, kui kehtivad tingimused (16.2), (16.3) 3ja
Aln ] < ¢ . Niisiis on vaja veenduda, et viimane sisalduvus
on samavdirne tingimustega (16.1), (16.4) ning (16.5).



Kuna € e (ke M), siis on (16.1), mis tihendab
piirvaartuste

lim a, -: lim» (a, - ) (ked) (16.7)
olemasolu, tarvilik tingimus. Kui x e n', siis X, - b A
(ke M), kus b € ¢ . Seega

2,

v, 2 Ea,% =L 5 b (ned)
X
ja sisalduvus A[n"] < ¢ leiab aset parajasti siis (vrd. teo-
reem 2.2 (2)), kui eksisteerib piirvidirtus 1lim a, M- a,(/%,‘
(k € M) (vrd. (16.7)) ja kehtib (16.4). Sel juhul

» iz limy - L ,B (x e ).
Edasi moodustame
a2y
vy -n)=v T —5—h (xen, ned)
k k

ning paneme tihele, et sisalduvus Aln ] € ¢ kehtib parajas-
T AN
nulljadad, s.t. kui eksisteerib piirvairtus 1im'_v'(a'k-a,‘)
(k€ M) (vrd. (16.7)) ja on tdidetud (16.5). Viide on tSes-
tatud.

(b) Kdigepealt mirgime, et kuna ek e m)‘ (keM) ja e
e m)\. siis on tingimused (16.6) tarvilikud. HReist Jéreldub

ti giis, kui maatriks (¥ (a summeerib k3ik

rea L a, koonduvus iga n € M korral, mist3ttu seosest
x - Z - b, ”, (k e N) saame iga x < m)\ puhul

a
vy =Fa,x =E:25 b +¢L (n e,
X k k X

Vaatleme algul juhtu » = 0(1). Tingimuste (16.6) koha-
selt eksisteerib lim L a ,. seega kehtib sisalduvus A(m)‘]
c ¢ parajasti siis, kui maatriks (a 2, ) , teisendab KSik
t5kestatud Jadad koonduvateks. Teoreemi 10.2 pShjal on
selleks tarvilikud ja piisavad tingimused Ae,‘ ec, (16.4)
nin

: fa,, -2, |

Lim L —— =0, (16.8)
iy “y

m - limy, -E, b +flimEa,.
Moodustame
a .-
b, - e, T Bt a, - LmEay)
(n € N) ning paneme tihele, et tingimuse (16.3) tSttu

18* 138



v (La, - lim Fa ) = 0(1). Seega leiab sisalduvus Aln"]

cm aset parajasti siis, kui maatriks (» (a  -a )}
teisendab KSik tBkestatud jadad tBkestatuks, s.t. kui kehtib
tingimus (16.5) (vrd. teoreem 2.2 (b)). Seejuures tuleb
viimases Jjuhul » - O(1) seose (16.8) t3ttu O0(1) asendada
stimboliga o(1).

Juhul r, = 0(1) kehtib iga x € m)‘ korral b € ¢ , seega
leiab sisalduvus A[mx‘] c ¢ aset parajasti siis, kui maatriks
(a , /), sumneerib k3ik nulljadad, s.t. kui on rahuldatud
tingimused Ae® < ¢ ja (16.4). Ulejsinud osas Jasb tBestus
samaks, mis Jjuhul r, o= 0o(1).

Viide (c¢) ja3b lugejale iseseisvalt kontrollida.

Maatriksit A omadusega A[c)‘] < c)‘ nimetatakse \-konser-
vatiivseks. Juhul, kui X = 0(1), langevad konservatiivsuse
ja h-konservatiivsuse mSisted kokku, seetSttu eeldame *-kon-
servatiivsusest kSneldes, et A 0(1). Antud maatriksi A,
mis rahuldab tingimust cy v, ning kiiruse X puhul def inee-
rime maatriksi := (o ) seosega

a., - (a, - &) (n,ke M),

Osutub, et A X*-konservatiivsust saab kirjeldada maatriksi
-1 . - s
Ur ™ o=@ A T Ola, - g A  abil.

LAUSE 16.2. Maatriks A on X\-konservatiivne parajasti
siis, kui kehtivad tingimused (16.4) Ja Ae e c)‘ ning maat-
riks M2 eksisteerib Jja on konservatiivne.

Toestus. V®rdleme teoreeme 2.1 (a) ning 16.1 (a), kus
v - 2, Ilmselt piisab vaite +tBestuseks niidata, et ki
kehtivad (16.1), (16.3)-(16.5), siis tingimus (16.2) on
samavairne piirvadrtuse

Ak 8

limrx E—— =7 (16.9)
olemasoluga. Paneme tihele, et tinu tingimustele (16.1) Jja
(16.4) kehtib L {a | A, < ». Seega on rida L.a A,  koonduv
Jja seose (16.5) ning eelduse A, 2 0(1) t3ttua

2k a. Ia,,-a,
IE—)‘—-E,\ |- BN - 0 (n + o),
G T x X
i ay
lim £ = L



Nutid on selge, et (16.2) tihendab just piirviirtuse (16.9)
eksisteerimist.

Maatriksi U+xn konservatiivsuse puhul eksisteerivad
piirvdirtused
lim a (k€ M),

%
lim Eork /Ak =T,
(vrd. (16.9)), seega ka
a
xux*) o7 - g &
Xk k
Seejuures nimetatakse h-konservatiivset maatriksit A M- kore-

gulaarseks, kui x(U+x ') # 0, vastasel juhul Gtleme, et A on
X-konullmaatriks. Nende mBistete topoloogilise iseloomustuse
anname paragrahvis 17.

Jargmise mSiste - h-regulaarsuse - defineerimisel 1lah-
tume regulaarse (tipsemalt, T-multiplikatiivse (T = 0))
maatriksi D omadusest ep - Cop ® ‘€. Me nimetame X-konser-
vatiivset maatriksit A hA-regulaarseks, kui

N n N oA N N
CopaNNC -¢, Jaz,ne -z
Sel juhul n, n c)‘ - ning kuna codim n, £ 1 ruumis z. Jja
codim ~ £ 1 ruumis c;; (vt. &15), siis tdnu seosele c)‘ = n)‘
@ <n'> @ <e> kehtib

c)k = n); ® 'y 8 <e>.
Viimane tingimus on Jjuhul c’A c)‘ ilmselt ka piisav maatrik-

si A h-regulaarsuseks.

LAUSE 16.3. Maatriksi A »-regulaarsuseks on tarvilikud
Ja piisavad Jrgmised tingimused:
lima, = 0 (ke ),

fe € Mz .
maatriks Wex ' eksisteerib ja on T-mpultiplikatiivne (r = 0},
kus v on antud seosega (16.9).

Toestus. Tarvilikkus. Kui A on XA-regulaarne, siis on ta
ka »-konservatiivne. mistBttu M-x * on konservatiivne maat-

. . X N .. % X
riks. Edasi, kuna Afn ] € r ., siis Ae e n |, s.t. a,= a:= 0

. . -1 L .
(ke N). Tingimusest M € z M\t Jdreldub = - lim X F a A,
- ‘. . N
= (), seega on U-x * T-pultiplikatiivne. Tingimuse Ae € ¢ \z
tarvilikkus tuleneb vahetult X-regulaarsuse definitsioonist.



Piisavuse tXestuseks nditame, et kui U-x on T-mul-

tiplikatiivne, T =2 0 ja a = 0 (nel), siis AN € z n
. I8 IS .

ning Afn } € n . TSepoolest. sel Juhul lim.x 20 (vrd.

lause 16.2 tSestus) ning o'y = = 0, mis tihendabki, et

rte zy\n, . Kui x € i, siis xex Oy %) € ¢, Ja
200 - limx La x = limr £ Ax
X Xk
- lim rex = 0.
Moo

N X
s.t. Ax € iga x € n korratl.

TSestatud lausest jareldub vahetult, et Xx-regulaarne

maatriks on h-koregulaarne.

Néide 1, Olgu selline Rieszi kaalutud keskmiste me-
netlus, et p, > 0 (ke M) ja P + o (n -+ ®) (vrd. $2. ndide
1). Lause 16.3 esimesed kaks tingimust on sel Jjuhul tdide-
tud, kuna &, - 0 (k€ M) ja Ae = ¢ < M\2*. Niisiis on M

»-konservatiivne parajasti siis, kui maatrike gen”
- ()\vpk/Pn)\k)"k on konservatiivne, s.t. kui on olemas piir-
vaartused limx /P Jja
),
N n p
im & £ %= r. (16.10)

n k=0 3
Tegelikult on Jjust piirviartuse (16.10) olemasolu tarvilik

Ja piisav MP x-konservatiivsuseks. Nimelt Jareldub selle
olemasolust ilmselt * /P - O(l), seega leidub niisugune
konstant M > 0, et p A~ = Mp /P (ne ™). Et rida ELp /P,
hajub eelduse P' - o tSttu, siis hajub ka rida [;p FZ NN
millest Jdreldub lim> /P - 0.

Seega on M X-konservatiivne parajasti siis, kui eksis-
teerib piirvadrtus (16.10), ning X-regulaarne, kui see
piirvadartus ei vSrdu nulliga.

Niide 2. Erijubul, kui p, = 1 (ke M), saame tingimuse
kiiruste > jaoks, mille suhtes aritmeetiliste keskmiste me-
netlus C on h-regulaarne

N n
eksisteerib lim P> = 0.
Seda tingimust rahuldavad niiteks kSik kiirused * :- (K ).

kus 0 < & < 1.



Taiendused ja miarkused

) Ksesoleva paragrahvi pBhitulemused - teoreem 16.1 (a)
ja (b) ning lause 16.2 - kuuluvad Kangrole (2921, [294]. kes
defineeris ka A-konull- ning A-koregulaarsed maatriksid (vt.

[295]). A-regulaarsuse mSiste on antud Leigeri Ja Maasiku
artiklis [312].

Sikk [21?] vaatles kahte tutpi kiirusega seotud Jjada-
ruurme . Antud Jjadaruumi E ning kiiruse A puhul tihistas ta

EX) - {xew | xvx := ()\kx}‘) e E;.

EC(A) = {xec | bekE)
ning uuris selliste ruumide maatriksteisendusi. Muuhulgas on
tSestatud jirgmine

TEOREEM. Olgu E Jja F Jjadaruumid., » Jja v mingid kiirused
ning A selline maatriks, et ¢ c cy Ja (Dnz;(anh_a}) e F
Maatriks A teisendab ruumi EC(A) ruumi Fc(v) parajasti siis.
kui maatriks (v (a

maatriks (v (a

)),, teisendab ruumi E ruumi c Ja
)

rk-ak

-a, )/ ruumi E ruumi F.

k X rk

Mirgime, et ruume EC(X) ning nende lineaar-topoloogili-

i omadusi kdsitles Socomer (227] juhul E - 1 ja E - bv. Ta
leidis ka tarvilikud ja piisavad tingimused selleks., et
A[lc(A)] c lc(X).

Antud kiirusega koonduvate ridade maatriksteisendusi on
wuritud Kameniku diplomitoss [130]. kus muuhulgas on  leitud

tarvilikud ja piisavad tingimused sisalduvusteks A[csA] [
Ja A[csA] < csA

&€17. »-SUMMEERUVOSVALJA STRUKTUUR

Kiirusega summeeruvuse puhul tuleb lahendada samad
probleemid, mis hariliku summeeruvuse korral, need on ees-
kitt konservatiivsus., sisalduvus, kooskSlalisus., asendatavus
ning summeeruvustegurid. Raamatu esimeses osas saadud koge-
mused lubavad arvata. et edu nende probleemide uwurimisel
s31tub suurel mairal sellest. kui histi me tunneme A-summee-
ruvusvilja struktuuri. Jirgides eelpool vialjakujunenud uwuri-
misskeemi. keskendame me kiesolevas paragrahvis oma tihe le-
panu - summeeruvusvalja tihtsatele alamruumidele.

KSigepealt lepime kokku, et koik selles ja Jargnevates



paragrahvides vaadeldavad maatriksid A rahuldavad tingimust
P < c, s.t., et eksisteerivad piirvidirtused
lim a & . limo . = lim X (&, - &) =: a (k<N

Sel juhul on FK-ruumis <y defineeritud alamruumid (vrd. &5)

L "
B,:=B B, F..W, W, .S S
A A, °a A
LaiketSkestatuse FK-ruumis '(CA‘ 81U mddrab Adra

poolnorm # ¥ , . kuna sup p(xm) < m jiga x € “p ning pe ¥®

korral. Seega kuulub jada x e 02 alamruumi Bz parajasti siis,
kui

-

= sup a, x|t = 0(1), (17.1)
A k-0 k=0

Selle tingimuse tipsustamiseks tSestame algul

LEMMA 17.1. Maatriksi A puhbul kehtivad Jargmised viited.
(a) Iga Jjada x = cp N U-summeeruv ning limgx = (x).
(b) Kui Jjada x € Cy korral

sup < o, (17.2)

siis rida X koondub ning kehtivad vordused limax = ax

Ja }'A(x) - lim‘ux.

Toestus. (a) Kui x € ¢, AA‘ siis

YA(x) = lim A (E a % - limAx) - limx Ela, - a)x - lin;ux.
X X

(b) Rahuldagu jada x € c'; tingimust (17.2). siis eelduse

X = 0(1) tBttu lim,sup'n]}:::o(a,k - a)x| - 0. Suvalise

£ > 0 korral leidub seepirast selline n, < [N et

I o 2, - a)%] < s/4 (me ). Niisiis kehtib iga indek-
site paari ! ja m puhul. kus 1 < m. vSrratus (a X
- a)x | < £/2. Edasi. kuna rida koondub. siis saab

. Iy a < < Y m
valida niisuguse m, « N, et kui m, <1 < n, siis | a x|

< &£/2. SeetSttu
IEax| < IC (@, , -aix] «|Ea x| <s/2+s/2-¢
k=1 k=1 123 k=1 [+

kKSikide m ja ! puhul. mis rahuldavad tingimust m <1 < m.
Jirelikult on rida F a x koonduv ning x e .  Tingimusest
(17.2) tuleneb x € my . sellest ning eeldusest X = O(1)
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saame. et llm.):(a"kxk - Dax = lim & (a,, - a)x = 0.Vor-
dus ¥ (x) - limux Jireldub vahetult viitest (a).

Lemwa 17.1 (b) pShjal on tingimused (17.1) 3ja (17.2)
samavairsed. seetSttu (vrd. lause 7.1 (b))

BA={XECAI <m}cB‘u-L‘u.

Niisiis eksisteerivad iga x e BA ja t € 1 korral summad (t¥)x
Ja t(Ux). mis langevad kokku omavahel (vrd. lause 7.1 (a)) ja
summaga £ t d (x). KokkuvBtteks s®nastame

LAUSE 17.2. Maatriksi A puhul

By =BynNecy=lynecy
ning iga x € BA korral kehtivad vBrdused limAx =

PAx) - limgx Ja (88)x = t(Ux) = Etd (x) (te D).

Alamruumide FA Ja uurimisel ldhtume funktsionaali
f e (¢*)" uldkujust (vt. teoreem 15.2 (b))
f(x} —,Jlimax + u}'A(x) +td + ax (x e cA).
ks K. tel we(c,)” ning d:= (@)= & (a,
- limAx))y. Kdigepealt margime, et alamruumil BA on funktsio-
naalil f hoopis lihtsam kuju lause 17.2 kohaselt
f(x) = oL a, x, + wlimyx + (LU)x + «x
= plim,x + Px (x € B,). (17.3)
kus oa, + a0t (ke M), Seejuures p < (B;‘)B
ning f(eh) = Ha + o (ke %), Kui avaldame viimasest vSr-
dusest A, ning asendame seosesse (17.3). siis saame f jaoks
esituse
£(x) - plimggx + L (£(e") - padx,  (x < B,  (17.0)

mille abil tBestame

LAUSE 17.3. Maatriksi A korral kehtivad Jrgmised vai-

ted.

(a) -BAnLu-E,uncA.

(b) Kui £ e (cA)’. siis f£(x) = y’\u(x) + Z;(xkf(ek) iga x € FA
korral.

(C)W’A:BA{‘[ n";=H,uncA.

(d) Fy - @ <u>. kusu=0v?51‘uEF;\w:.

b
s
DA}



Toestus. (a) Lause 5.5 (a) kohaselt kehtib F, < B,.

Sisalduvuse < Iy tBestuseks mirgime. et kuna e (¢y)
giis rida
pa = £ xohe (17.5)
koondub tBepoolest iga x « E‘A korral. Niisiis (vrd. laused
by .
17.2 3a 7.1) Fy < By n Iyp = By Iggncy = Far N cy- Vastupi-
di, kui x e BA n Iy, siis eksisteerib Lo x Ja seose (17.4)
vShjal peab rida Ehx,‘f(ek) koonduma. Seega BZ nIyc< F’; ning

kokkuvBttes on vdide tSestatud.
(b) 3jireldub vahetult seosest (17.4).

(c) Kuna € (CA)" A5:'1:'15 lausest 17.2 ning seosest
(17.5) Jareldub limgx - » (x) - iga x € puhul, ta-
hendab, c A Lausest 5.5 (a) tuleneb sisalduvus a € Bz
ning seega saame vaitest (a) W)A c n ’\.u = : n ";. Teiselt

poolt, kui x € By 0%y, siis viite (b) kohaselt f(x)
= L xf(e") iga f (cy)’ korral, s.t. By n Ny < Wy
(d) Jareldub vididetest (a) Jja (c) : kuna codim Wq = 1

alamruumis Fg (vrd. lause 7.2 (d)). siis codim < 1 alam-
ruumis FA'

KokkuvBttes tSestasime me Jjirgmised seosed (vrd. lause
5.5 (a)):

- >
PCSAch:BAnA‘ucFA'BAnI‘ucBACB‘unAA 5
By <Byn =W, (17.6)
Nagu me paragrahvis 15 mirkisime, ei ole c)‘ AB-ruum:
13iketBkestatus leiadb aset alamruumis z)‘, kuid jada e 1Biked
on tXkestamata. Sellest asjaocolust lidhtudes nimetame me
)~AB- maatriksiks sellist maatriksit A, mille puhul kehtib
sisalduvus zy © KA Kui ¢ © n, < SA’ tdtleme, et A on X-AK-
maatriks.

Naide 1. Olgu MP regulaarne < A-Kkonservatiivne Rieszi
kaalutud keskmiste menetlus. Sel juhul ¢ < z; ja on tidide-
P

tud tingimus (vrd. teoreem 16.1 (a))
S

15 1,5

= 0(1).
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millest vBrratuste
n e Ip, {P |

=
k=0 k=0

pShjal jareldub, et

= 0(1) (m = n)
SeetSttu

WLEBasd = T LE Bsd = I l PE manl

§ =0(1) (xezy,msn),
3

niisiis zy < B; , s.t. ¥ on M-AB-menetlus. Seejuures ei
P
kehti 13iketSkestatus kogu summeeruvusviljas Sy ) nditeks
jada e 1Biked ei ole tBkestatud. Kui ¢ < n;l . siis M on
P

X-AK-maatriks.

Margime, et *-AB-maatriksi A puhul langeb BA kokku kas
kogu »-summeeruvusvaljaga Cy v8i selle maksimaalse alamruu-
miga z,. T®epoolest, kui z, < B, # ¢,, siis leidub selline
element v € C: \ Z)A\‘ et C)A: - Z)A\ ® <v>, mistSttu A B)A
(vastasel juhul oleksid jada v 15iked tBkestatud ning seega
kehtiks vSrdus B, = cA).)Kui BA = ¢y, 8iis €y - cqp = By (vrd.
lause 17.2). Juhul BA: =z, on & =0 ning =X &,
(n.k @ N), niisiis Zy - Cyp - By;. SeetSttu jireldub lausest

7.7 vahetult

LAUSE 17.4. (a) Kui A on selline maatriks, milles ei
ole nullvecrge ning zy = BA, siis zy on BK-ruum normiga
x4 := sup |} L (x e 2z,).
el A

-~

(b) x-reversiivne maatriks A omadusega v < zy on »-AB-maat-
riks parasasti siis. kui leidub selline M > 0. et

su T a | - M ixd (x € 2,).

5 l;. AL 2 A

Kﬁited} (a) Ja (b) Jddvad kehtima, kui neis zy asemel kirju-
tada cA.

(¢c) Kui A on normaalne N-AB-mpaatriks, siis leidub selline

M>0, et

19*



fo | - Mla, ] (koneod),
(d) Kui A on selline *-AB-maatriks, et < , siis A on -
AK-maatriks.

Edasi mérgime, et kui ¢ < z,, siis = By F)A = Fyy Ja
- H‘u. see jireldub vBrduse Z, = Co tBttu lausetest 7.2
ning 7.3 (a) ja (c). Teoreemist 7.6 saame vahetult

LAUSE 17.5. Kui maatriksi A korral kehtib sisalduvus
P <z, siis Argmised tingimused on samavairsed:

(@) 2* = B,
® 2= B,
(c) 2y = vB i zy = ® <u>, kus u € F)A \ ,
{d) ZA'SA vBi zA-SA0<u>) kususE"A\SA.

Kui kehtib tUks tingimustest (a)-(d), siis Zy = I‘,‘r
Vaide J/ib kehtima. kui temas z. asemel ¥Sikjal kirju-
tada C)A\'

Lugeja saab hSlpsasti kontrollida, et tegelikkuses
realiseeruvad nii juhud cp = Ja cp = WA ® <u> kui ka

zA—WA jazA°HA6<u> (uEEA\NA)‘

Teeme niitid m®ned mdrkused »-konservatiivsete maatriksi-
te A kohta. Sel-juhul on U-x * konservatiivne, mist3ttu (vrd.
teoreem 2.1 (a)) Lo A <w. Kui xe w ncy, siis
b= 0O,%) € mn, mist3ttu tthelt poolt rida Lo, x - ob A
koondub, s.t. x = I‘u. Teiselt poolt,

" | 1% |

‘ ‘ E 5B - spp L tbh, <
X

k-0 k=0 X X ®

niisiis x e BA‘ KokkuvBttes oleme tSestanud (vrd. lause 17.3

(a))

LAUSE 17.6. Kui A on X-konservatiivne maatriks, siis

nc): < F)';.

s . P
Selles viites ei saa ruumi m asendada ruumiga m)‘ vSi



¢ . neiteks thikmaatriksi I korral e < cx - c)‘ ¢y < m)‘ Nncy
kuid e & FI =z
oeevastu jada » kuulub :-konservatiivse maatriksi A
korral alamruumi m) n cy < F:’ mist3ttu iga f € (¢, )’ korral
eksisteerib (vrd. lause 17.3 (b))
X
f(e )

%HEY = £O00 ) - T =S = pA 0T - ), (17.7)
k 3

Saadud seose abil on lihtne tSestada jairgmist teoreemi.

TEOREEM 17.7. »-konservatiivne maatriks A qn X-koregu-
laarne parajasti siis, kui » ' &

Toestus. Olgu A X-koregulaarne, s.t. x(Ux *y = 0 (vrd.

£16). Pidades silmas, et e (cj)’. saame Seose
A, -t -1 x
207 = L At 2L 5— =L
%
tBtta 2t e . Vastupidi, kui x e . siis leidub selline

fecy), et x,(f) = 0, millest vBrduse (17.7) kohaselt
sareldub x (U1 ') = 0.

JARELDUS 17.8. (a) Z-koregulaarse maatriksi A korral

kehtib Wrdus - W, RS
(b) Kui A on *-konullmpaatriks ning €p > ¢ siis ka B on -
konullmaatriks.

Toestus. Teoreemist 17.7 jireldub lause 17.2 (c¢) pBhjal
viaide (a) ning lause 5.5 (b) pShjal vaid: (b).

Taiendused Jja markused

Mzatriksi »-summeeruvusvd lja struktuuri uurimine sai
alguse Kangro artiklist [295], samast on p3rit ka idee ruumi

Cy omadusi kirjeldada maatriksite U ja U-x abil. Selles

tsids defineeris autor h-koregulaarsed ja )x—ko_nullmaatriksid
ning. tdestades teoreemi 17.7. andis neile n.iﬂlst.,e.:tele topo-
loogilise sisu. Samas on leitud tarvilikud Jja piisavad tin-
gimused jada x € c)‘ 13igete nSrgaks koonduvuseks (vrd. lause

17.3 (¢)) ja selleks, et A oleks Z-AK-maatriks (vrd, lause
17.4 (d)). Muuhulgas t3i autor ka niiteid *-koregulaarsete



klassikaliste summeerimismenetluste kohta.
Ruumi ¢, tahtsaid alamruume kisitleb Leigeri artikkel

{3111, kust on pirit suur osa kiesoleva paragrahvi tulemus-
test. 2-AB-maatriksi m®iste oli defineeritud Leigeri Jja Maa-
siku tots [312].

Beekmann (18] tPestas, et A on X*-konullmaatriks para-

. . s 1 s RS
Jasti siis, kui cy on konulliline alamruumi ¢ suhtes (Beek-

manni ja Changi mdttes, vt. &8, tiiendused ja mirkused). Ta
nditas, et antud kiiruse % korral saab valida mwmaatriksi D,

mies rahuldab tingimuei - ¢’ Ja 1ime = 2(x). Veelgi enam,
Beekmann ja Chang tSestasid, et iga kiiruse » ja maatriksi A
puhul leidub selline maatriks B, et g T G-

£18. MAATRIESITE »-ASERDATAVUS. ALAMRUUM Py

Samuti, kai funkteionaali f e ¢.’ puhul, kerkib ka
f = (cx)’ korral tles kisimus kordaja # thesusest selle

funktsionaali erinevates esitustes

£0x) = olimyx « @ Bx) ¢ td ¢ ux  (x ey, (18.1)
kus ek, t el jaae (cA)"3 (vt. teoreem 15.2 (b)).
Arutledes samamoodi nagu &8 alguses, JSuame kahe lihtsa,
kuid clulise faktini: 1) kui kordaja # on tUheselt middratud
nullfunktsionaali 0 € (c,)’ korral (s.t. kui # - 0 funktsio-
naali 0 igas esituses), siis on ta seda kSikide f e (cz)’
puhul ning sel juhul nimetame maatriksit A ttheseks, 2)
kui A ei ole x-p-thene, saab iga » € X jaoks leida iga
f e (cA)' niisuguse esituse (18.1), kus ¢ - p.

LAUSE 18.1 (a) Kui maatriksi A korral BA , siis A
on h-p-thene.
(b) Iga »-koregulaarne maatriks on h-p-ihene.

Toestus. (a) Oletame, et A €i ole X-p-Uhene. Eelneva
mirkuse 2) pdhjal on nullfunktsionaalil O e (cA)’ selline
esitus (18.1), kus » - 1. Valemist (17.4) saame seose

limgx = T o.x (x € BA),



mistSttu BA - NA (vrd. lause 17.3 (c)).

Viide (b) tuleneb vahetult viitest (a) ning Jireldusest
17.8 (a).

Tulles maatriksite asendatavuse Jjuurde *-summeeruvuse
wSttes, tSestame me enne selle mPiste defineerimist lausega
8.5 analoogilise viite, millele suuresti tugineb asenda-
tavuse uwurimine. Selleks vajame me Jdrgmist funktsionaalana-
lutisi kursusest tuntud Hahni teoreemi.

LEMMA 18.2. Sisalduvuse 1 < Cop kehtivuseks on maatriksi
T (tnk) korral tarvilikud ja piisvad tingimused
eksisteerib lim t =: (ke N),
sup |t | < w.
Sel juhul
lime = (x e 1).

Toodud vdite tSestus kuulub funktsionaalanaltiisi harju-
tusvarasse. Selleks vSib kasutada kas Banach-Steinhausi teo-
reemi vB3i teoreemi kinnisest graafikust.

LAUSE 18.3. Olgu A maatriks.
(a) Iga £ € (c,)’ korral leidub selline maatriks B, et cpg
A X a8 B b
Cpr Zg Zy ning v (x) - £(x) (x e CA)'
(b) Kui funktsionaali f e (cA)’ mingis esituses (18.1) p = 0,
siis leidub niisugune maatriks B, et
» X %X _ x _B ~
‘B p Tz ¥ Ax) = £(x) (xecy).

Toestus. (a) Lihtume funktsionaali f e (cA)’ esitusest
(18.1) ning defineerime maatriksi D seosega

t, 5 ki k< mn,

n-4

-4 .
Mt -, Eth, kik=mn,
0, kui k > n.
Edasi moodustame maatriksid C -- DA, R (r,), kus

I"x”‘v.' kui k = n,
10, kui k > n,



ja B seosega
J o, kuin - 0.
'hk o } s
G, tr,, min- 1.

Kuna

siis iga x € ¢. ja n € N korral

Dotk fEd a,x v, E

2;1‘ L try + (0 = Ztx)y,.

us ¥ Ax Ja millest protsessis n + ® saame
llme = ullmAx.

(18.2)

Viimase vBrduse tBestuseks mwirgime kKSigepealt, et tanu

eeldusele > T o on lim (/A JLa,x = 0 Ja
Q:.,-'ux;, = 0. Jaib niidata veel, et
l n-1
lim Etrxy -0
Ja
l n-1
lin ; Ethy, = 0.
Esimese +tingimuse kontrollimiseks tihistame
X € ¢y korral

[ oum v, mia<n,
10 wiizn,

b4 = dv] s vxiy (n.ie M)
Ja
lim t, = 0 (i e M),
Kuna t € 1, siis lemmast 18.2 saamegi vSrduse (1

lim (1A )

(18.3)

(18 .4)

fikseeritud

8.3). Seos

(18.4) tSestatakse analoogiliselt. Sellega on vdrdus (18.2)

tSestatud.
Bdasi,
aPx) - % (£ b,x, - limgx)

-1

i _
)‘,‘l()\ z t. ’\. y. + ‘J y'l + )\ y

n

n-1

- Y, vty DX - ulimAx)

iTn



- O¥, v (y,- limgx) + E tX(y-v) + L
ning protsessis n + » saame
¥ () - lim @® G0 = olimgx + A + £ 4 ab 0 + ax
= f(x)

. PN
iga x € ¢, korral. Seejuures on problemaatiline vaid v®rdus

lim Etx(r. - y) - Etaboo. (18.5)
n

t=0 -
Selle t¥estuseks tihistame fikseeritud x < cp puhul
I’\i(yi - kui i < n,
Q. :=
1o mii>n
ja hindame
Iq_m[ = )"ih'i - y“‘ = Ai](y.‘ - lile) + (limAx - Yn)'
< jah o) + A fLimyx - v |
< jaf o) + jat ol = 2suplat o)

< 28xh (i< n).

Kuna limgq. - dA(x) ja tel, siis lemma 18.2 kohaselt
limQx - }::t.da(x), s.t. kehtib (18.5). KokkuvBttes on vidide
tSestatud (mirgime. et sisalduvus z, = 2z, tuleneb sisalduvu-
sest cg c: ja seosest (18.2)).

(b) Kuivdrd limn}:_odkx,( ja limFa x on olemas iga

X e c): korral. siis dB(x) avaldisest vidite (a) tBestuses
nieme, et limndf(x) eksisteerib parajasti sel Juhul, kui

eksisteerib

il £t (- v ) + pdf(x)

n-1

lin £t (7-Limyx) + wd} (x) - & £ tAX (y,-limyx)
1

n-1 n-%
-l E tateo ¢ - 2 E waoddao)
t

=0 n L1=0

li £ a0 + pat ),
kus

1
P, T M=y Et’i)‘; e N).

See juures saame lemmast 18.2 timu tingimustele t € 1 Ja
A, T, et lim (LA DEatA =0, s.t. A, + 4 (n+w®). R

kendades lemmat 8.6, J®uamegi soovitud tulemuseni: Juhul
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1 * 0 eksisteerib lim,gg(x) parajasti siis, kui eksisteerib
lim“dA(x)) s.t. kui x € ¢, . KokkuvBttes oleme saanud vSrduse
Cp = ¢ millest tinu seosele (18.2) tuleneb Zp - Zy-

Maatriksit A nimetatakse X-asendatavaks, kui leidub
selline maatriks B, et cg - Cp ja kern 7B ¢ . Nagu hariliku
summeeruvuse puhul, on ka siin asendatavuse uurimisel
esiplaanil tema seos vastava summeeruvusvalja struktuuri-
probleemidega.

LAUSE 18.4. (a) Maatriks A on h-asendatav, kui leidub
niisugune funktsionaal f € (cA)’, et kernf=>p Ja w =9
tema mingis esituses (18.1).

(b) Iga maatriks, mis ei ole A-p-ihene, on k-asendatav.
(¢) Kui A on A-asendatav, siis BA = FA'
(d) Kui c, = Iy » siis A on X-asendatav.

(e) Kui cp = B:, siis A on h-asendatav.

Toestus. (a) Antud tingimustel saab vastavalt lausele
18.3 (b) valida maatriksi B omadustega cg - ning YB(x)
- f(x) = 0 iga x € ¢ korral. Seega on A x-asendatav
maatriks.

Vaide (b) Jareldub vahetult viaitest (a).

(c) Kui B on selline maatriks, et cp = ¢, Jja kern P,
eiis Iz > BB kus 2 ()\'(bm‘ - b)), ning FB = BB
nig BB = BA'

(d) Juhul Lu ¢y on funktsionaal

x » Aow-¢
x
pidev ja lineaarne FK-ruumis cz. Kuna tema selles esituses

M- siis vdite (a) kohaselt saab valida maatriksi B
niimoodi, et cp = ¢, da ro(x) = ¥Aeu) - (x ey
See juures > (e*) = o -9 =0 (kedk), s.t. kern P.

Viide (e) Jdireldub lausest 17.5 ning viitest (d).

TEOREEM 18.5. (a) Selleks, et Xx-koregulaarne maatriks

A oleks \-asendatav, on tarvilik Jja piisav tingimus
A'ep FK-ruumis cy- (18.86)
(b) Olgu A selline \~konservatiivne maatriks, et 22 > p Ja
e & zi. Tingimus (18.6) on tarvilik ja piisav selleks, et

leiduks ) -regulaarne maatriks B omadusega Cg - Cp-



Toestus. (a) Tarvilikkus. Rahuldagu maatriks B tingimu-
si cg = ¢, ja kern => ¢, kus A on Z-koregulaarne. Oletame
vastuvditeliselt, et » ' « p. Sel juhul leidub alamruumi e
elementide jada (x ), mis koondub FK-ruumis ¢, punktiks

X . Tanu funktsionaali pidevusele ruumis kehtib

[¢]
A
PPoc ) s 1By 20, miswta Po) - et

- 0, s.t. B on Z-konullmaatriks. Jirelduse 17.8 (b) p3hjal
on see vastuolus eeldusega, et A on A-koregulaarne. Niisiis,
2w,

Piisavus. Kui »-koregulaarne maatriks A rahuldab tingi-
mast (18.6), siis lause 4.11 (a) kohaselt leidub £ < (cj)”
et kern f e ja O ") # 0. Seejuures (vrd. (17.7))
0= £07) = 2, (£) = px U™,
mistd3ttu ¢ = 0. Valime vastavalt lausele 18.3 (b) niisuguse

l’lll)

maatriksi B, et cE - cy Jda rB(x) = f(x) iga x = cp korral.
Siis kern P, seega on A h-asendatav.

Viide (b) on Jjireldus viitest (a). Tuleb vaid silmas
pidada, et viimase piisavuse +tSestamisel konstrueeritud
maatriks B rahuldab lause 18.3 (b) kohaselt ka tingimust z;
- z,. seega zp > P Ja e € cB\zB. Kuna B on X-koregulaarne
(vrd. Jjireldus 17.8 (b)), siis maatriks B = O, b, A, on
T-multiplikatiivne, kus 7 lim X I;b /kk = 0. Lause 16.3
3hjal on B A-regulaarne.

Teoreem on tSestatud.

Siinkohal mdrgime t@ht asJjaoclu, mida lugeja eelmises Ja
kiesolevas paragrahvis on kindlasti Jjuba t3hele pannud.
FK-ruumide <y ja cy struktuuriprobleemid taanduvad nii v&i
teisiti jadade 18igete, s.0. alamruumi ¢ omadustele. See-
juures on h-konservatiivse A korral FK-topoloogia ruumis <y
sedavdrd tugev, et jada € ei kuulu # sulundisse ega ka
alamruumi BA' Rolli, mida e mingib konservatiivse maatriksi
summeeruvusviljas, v3tab FK-ruunmis ca enda kanda Jjada X
S3ltuvalt sellest, kas X~' kuulub alamruumi v8i mitte,
jagunevad h-konservatiivsed maatriksid A h-konullilisteks Jja
r-koregulaarseteks. Viimased omakorda jagunevad kahte klassi
vastavalt sellele, kas %™ on ¢ puutepunkt v3i ei,  niisiis
mitte-»-asendatavateks Ja »-asendatavateks maatriksiteks.

Muidugi saab konstrueerida *-konservatiivseid maatrikse
(sealjuures viga lihtsaid), mille korral e ¢ v3i koguni
id nende roll piirdub enamasti kontrandidetega.

by
o
&<y,

20%



teldut silmas pidades v®ib arvata, et ka alamruumn PA’
mille me jargnevalt PA eeskujul (vt. §9) »-summeeruvusviljas
c, defineerime, ei ulatu %-koregulaarse A korral punktini e.
Funktsionaali f e (cA)' nimetame maatriksi A X-test-
funktsiooniks, kui kern £ > » ja » = 0 tema mingis esituses
(18.1). Edasi defineerime
By {(x € cy | £(x) = 0 iga »-testfunktsiooni f korral}l,
s.t. Py = n {kern £ | £ on x-testfunktsioon}. Viimasest seo-

sest tuleneb vSrdus P: = By Lihtne on naha, et Py = BA: kui
f on X-testfunktsioon, siis f(x) = px iga x = B, korral
(vrd. (17.3)), kusjuures p. - f(ek) -0 (ke i), s.t. kern f

-

LAUSE 18.6. Olgu A selline maatriks, et B, =
(a) Kui kern £ > B,, siis f < (cA)’ on maatriksi A X-test-
funktsioon.

() By =

(¢c) Kui A on »-koregulaarne, siis PA - zh

Toestus. (a) Olgu f e (c,)’ niisugune funktsionaal, et
kern f Bz, kuid # # 0 tema esituses (18.1) (peame silmas,
et eelduse BA = tBttu on A »-p-tthene maatriks (vrd. lause
18.1 (a))). Kuna (vrd. (17.3))

t) = b v ex (xe By,
s
kus p € (B:) , Siis

0 - f(e) - Ha, + P

. (ke i),

nistSttu
0= £ = wefx) - Lax) (xeB.
Seega BA < ning lause 17.3 (¢) pShial BZ -
(b) Olgu f & (cy)’ suvaline selline funktsionaal, mis
rahuldab tingimust kern f = BA' Vaite (a) kohaselt on f
maatriksi A r-testfunktsioon, seetd3ttu kern f > Pz. Lause

4.11 (a) pShjal By © , millest sisalduvise By < P, Ja P,
kinnisuse tSttu Jjireldub seos Pg = BA‘
(¢) Kui A on X-koregulaarne, siis zh < Fﬁ < P: (vrd.

by
lause 17.6), seega 2z < P - PA' Vastupidise sisalduvuse
nditamiseks v3tame funktsionaali f e (cA)’ omadusega kern f
> z' ning veendume, et tema (iheselt miiratud) kordaja u



v8rdub nulliga. S)el juhul on f Xx-testfunktsioon. niisiis
kehtib kern £ > P” ja lause 4.11 (a) annab sisalduvuse PA
- EN
L
Tingimuse kern f o z)‘ tBttu
0= £07) = olim)™ + Ao v g rata) « 27
Ja

X _
f(e) 8y 9 8,78y
0= = of — % J— by
n HE +Z Lt
k x PR x M xn 7

EY +-4)\‘,
%

millest tingimuse 1™ e BA (vrd. lause 17.6) Jja lause 17.2

pShjal saame
a

k
0 - G O™ - L — ) = pxax ).
3 X

Et x(U2™") = 0, siis

Jirgmised kaks viidet jitame lugejale lausete 9.3 (b)
ja 9.4 eeskujul iseseisvalt testada.

LAUSE 18.7. (a) Iga maatriksi A korral on PA - p VSi
PA =P S <w, kus u e PA\p.
(b) Kui E’A > siis A on X-p-thene ning X-asendatav
maatriks.

Nutid teeme mBned mirkused selliste maatriksite kohta,
mis rahuldavad tingimust > p. Kuna sel juhul a, = 0
(ke N), siis AA‘ Cop ning SACWACEACBAczA {vrd.
(17.6)). Vahetu kontroll niitab, et

IS N
ZA - Cu CR
Ja
fe (2 £ -2 e gy, (18.7)
kus R := O A - ja f e Xx*(w) = £ W) iga
W € ¢, korral. Seejuures
Wy = = AT (18.8)
Esimene vBrdus on ilmne, teise kontrollimiseks vBtame
suvalised w € ja £ € cqff siis £ « X 5 cg ning
o) = (£ - AT = T - AT e N,
Wk x
b3
T £,
}3 k

st 1t Wp © Wy Vastupidine cisalduvus tBestatakse sama-

moodi.



Lihtne on veenduda, et v3rdustega (18.8) analoogilised
seosed kehtivad ka teiste eelmises paragrahvis vaadeldud
tshtsate alamruumide puhul, siinkohal vaatleme sama prob-
leemi PA korral. KSigepealt paneme tihele, et kui funktsio-
naal f e (c;,:)' kajul

£(x) = olimyx « L t,d%x) + ax  (x = ), (18.9)

kus o e K, t € 1 ja « on x-testfunktsioon, siis on
seda ka k®ik funktsionaalid g = (cA)’, mis erinevad valemiga
(18.9) mdsdratud funktsionaalist f ainult kordaja o poolest.
See jareldub vahetult seostest g(ek) = f(ek) =0 (ke B}y,

/ LAUSE 18.8. Kui A on maatriks omadusega zZ, > 9, siis
(a) Py < 24,
(b) = P”:.)\-PR.

Toestus. (a) On selge, et juhul Pg = ¢ vaide kehtib.
Samuti on vdite kehtivus ilmne, kui BA = sest lause 18.6

(b) pShial on siis Py - By < z, = z, (vrd. lause 17.2). Vas-
tavalt lausele 18.7 (a) jaadb tile vaadelda veel seda Jjuhtu,
kai B; = Wz Ja P; - ® ® <u> ning u # p. Olgu f mingi »-test-
funktsioon kujul (18.9). VSttes x := u, saame vSrduse

0= elimpu + L tdb@) + au.

Kui oletada, et limAu = 0, vSime fikseeritud t ja « korral
kordaja o tUheselt midrata, see on vastuolus kiesolevale
lausele eelnenud tihelepanekuga. Niisiis, P: <z,

(b) Kuna Py < z, = cq, siis PA mddravad r-testfunkt-
sioonide ahendid alamruumile 2y, need on aga parajasti maat-
riksi U testfunktsioonid. Seega P: = P‘U' Samal pZhjusel
vSine Selda, et f € (z;)’ on maatriksi A X-testfunktsioon
parajasti siis, kai £ o X ' on maatriksi R testfunktsioon
(vrd. (18.7)), Jdrelikult PA = )\‘PR.

Tulles >-honservatiivsete maatriksite Juurde, seame
endale eesmidrgiks vidlja selgitada, kuidas paiknevad X-t3Skes-
tatud jadad sellise maatriksi »-summeeruvusvaljas.

LAOSE 18.9.(a) Kui A on »-koregulaarne maatriks, siis

> . ;A
R

nonc



(b) Ku: maatriks A on  konservatiivne ning ¢ on FK-ruumi

cy kinnine alamruum, s5iis A on X-koregulaarne.

(c) Iga *-konullmaatriksi A korral c, & m)‘.

(d) Kui »-konservatiivse maatriksi A korral cx < m)\, siis
CA - C

Toestus. (a) Lausete 17.6 ja 18.6 (c) pShial o ncy
IS Sy
€ A€ a2, lause 4.11 (c¢) kohaselt saame
bS
B f1Cy = (m00<e>)ncA: (m"ncA)o<e>

b S R by
Cz ®<Ke> = z ®<e> = c .

(b) Kui c)\ =z c)\ FK-ruumis Cps siis FK-topoloogia tUhesu-
se t3ttu on poolnormide stisteem (! § [} U ® alamruumil c)\
ekvivalentne normiga ¥ . Kuna A *« An)\ = W,, siis X s
s.t. A on A-koregulaarne.

(c) Eeldusel c)‘ Sy < mx on cx kinnine FK-ruumis cy
(vt. lausele 10.4 eelnenud mirkus). Vaite (b) kohaselt on A
sel juhul A-koregulaarne.
, siis vaite (c) Phial on A X-
koregulaarne maatriks, mist®ttu vdite (a) kohaselt Cy = mx

@ Kuic* ccycm

ey <c. See juures on c‘\ = c)‘, jdrelikult kehtib ey = cx.

TEOREEM 18.10. Jirgmised tingimused on »-konservatiivse
maatriksi A korral samaviirsed-

A A N
(@)m pnecy -c,
®) o nec = z)‘,

() 2* on FK-ruumi cy kinnine alamruum,

d) c)\ on FK-ruumi <y kinnine alamruum.

Toestus. (a) + (b) Kuna n n c)A - (m: c:) ® <e> Ja
C)‘ = zx ® <e> ning jada e ei kuulu alamruumidesse m; ja z",
siis vaitest (a) jdreldub vdide (b).

(b) + (c) Seosest (b) jdreldub, et

c - )uz)‘ - )\'(m)\ n CA) - (7~~m>‘) n (7\‘cA) = nn ()\'CA),

see juures on )\'cA FK-ruum. Nimelt v3ib teda vaadelda ruumina
By (vrd. teoreem 6.3 (b)), kus E cy, Ja V on maatriks,

mille peadiagonaaliks on Jjada 2™ ning Ulejssnud koordinaa-



did on v3rdsed nulliga. Selline maatriks korraldab FK-ruumi-
de )"CA Ja Cp vahel topoloogilise isomorfismi. Kuna )"CA ei
sisalda Uhtki t®kestatud hajuvat Jjada, siis lause 10.6
kohaselt on ¢, N (>\‘cA) tema kinnine alamruum. Jirelikult on

- N x
Vic, nxrcyd =2 l*(co n*xscy) = 2z necy =z

kinnine alamruum FK-ruumis cy -
(¢) (@) Kui FK-ruumis ¢, kehtib z* = z*, siis (vrd.
lause 4.11 (c))

c)‘=z)\9<e>—z)\0<e>_z)\0<e>=c)‘

(d) + (@) Kui ¢ - ¢" FK-ruumis c,, siis lause 18.9 (b)
pShial on A X-koregulaarne maatriks ning lausest 18.9 (a)
X X x
Freldub m 0 cy = ¢

L&puks vaatleme pSgusalt h-perfektseid maatrikse, nii
nimetatakse »-konservatiivseid maatrikse A, mille X-summee-
ruvusva ljas <y jadad €° (k € M), » * ja e moodustavad ®hi-

hulga. Viimane tingimus on samaviirne seosega cy = ¢ (vrd.
§9 algus). Lause 18.6 (c) pShjal on X-koregulaarne maatriks
parajasti siis h-perfektine, kui ¢, = P, @ <e>.

LAUSE 18.11. Qlgu A niisugune h-reversiivne X-koregu-
laarne maatriks, et La, = 1 (n e H).

(a) A on »-perfektne parajasti siis, kui R (’\"a,k/’\k Yok
on M-tulpi maatriks.
(b) Kui A on normaalne ning X, = 0, (1) (i e M), kus
Atz (‘"xd’ on A pSSrdmaatriks, siis A on h-perfektne.
Toestus. (a) Antud eeldustel kehtib » < z)‘ < zy, tipse-
malt
Cp T zy @ <er. (18.10)

Tanu viimasele seosele jireldub A > -komservatiivsusest, et
operaator A : zy z' on poSratav, millest omakorda tulenedb
maatriksi R reversiivsus. T%®epoolest, iga y € ¢ korral
kehtib v (y,”,) € z’, mistSttu vdrrand Tr,w - ¥,
(n € M) on Gheselt lahenduv parajasti siis, kui v®rrandil

a, =v, (ned) on tGhene lahend x :- 2w iga v e 2
puhul. Kokkuv3ttes on R reversiivne koregulaarne maatriks
ning » Tep - 2y Lause 9.6 (a) pShjal on R parajasti siis

M-tGipi, kui ta on perfektne, s.t. kui PR - og ehk (vt.
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lause 18.8 (b))

PA:)\- :)\"c :zA.
Viimane seos on lause 18.6 (c) ja vBrduse (18.10) pShjal sa-
mavairne maatriksi A perfektsusega.

(b) Lihtne on veenduda, et kui A on normaalne, siis
maatriksi R pSSrdmaatriks R™':= (P, ) on kudjul

A ot
.

| S

L o, kui i k.

%

, kui i S k,

i

Seega on R Jjuhul Ay = Q (1) (i e M) lause 9.6 (b) p3hjal
perfektne, millest viite (a) kohaselt Jjireldubki maatriksi A
r-perfektsus.

Ndide 1. Vaatleme X-regulaarset Rieszi kaalutud kesk-
miste menetlust HP. Kuna tema pooSrdmaatriksi veerud sisalda-
vad vaid kaks nullist erinevat koordinaati (vt.(3.6)), siis
on lauses 18.9 (b) toodud tingimus tiidetud ning HP on
M-perfektne menetlus.

Taiendused ja mérknsed

Kidesoleva paragrahvi pBhitulemused - 1lause 18.3 ning
teoreemid 18.5 ja 18.10 - kuuluvad Jurimidele (3581, 1[3591,
[1273, kes esimesena pustitas ka probleemi maatriksite
r-asendatavusest. Siin defineeritud mSiste KSrval pakuvad
huvi mitmed teised asendamisprintsiibid (vt. Jurimie (3591,
Beekmann [18]}; vrd. &17, tidiendused Jja mirkused). Alamruum

on defineeritud Leigeri artiklis [311], seal on tBestatud
ka laused 18.1 (b), 18.6 (c) Ja 18.7 (a). Kangro (2951 t3i
sisse h-perfektse maatriksi m®iste Ja uuris nende omadusi Jja
rakendusvdimalusi sisalduvuse ning summeeruvustegurite
puhul. Samuti leidis ta tingimused mitmete klassikaliste

summeerimismenetluste Z-perfektsuseks. )
Juhime lugeja tihelepanu mSnedele probleemidele. Kui

v¥rrelda selle ning paragrahvide 8 Ja 9 ‘tulemusi, siis
mirkame, et *-summeeruvuse korral Jjiaib lahendamata ~ kiisimus

#-thesuse ja alamruumi PA invariantsusest.
PROBLEEM 1. Olgu A X-u-thene maatriks. Kas iga maatriks
B, mis rahuldab tingimust cg = ¢, on A-p-tihene?
PROBLEEM 2. Kas)\kehti)\b implikatsioon
Gy + FpePy?
Viimase kiisimuse kohta mirgime, et Juhul i& = viSi PA

- ilmselt Jjaatav.
’ o%e:isa::zt;lmlahendatakse wlemad esitatud probleemid
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juhul X = 1 (n € N) faktoriseerimisteoreemi 8.2 abil. See-
t3ttu ning mitmetel muudel pBShjustel pakub huvi kiisimus
analoogilisest faktoriseerimisest sisalduvuse cg < ¢,

korral. Probleem on selliste maatriksite C ja D olemasolus,
et

d,B(x)=£cn)‘df(x)+: (xec)‘,nem)
ja oleksid rahuldatud teoreemi 8.2 seostega (a) - (d) ana-
loogilised tingimused.
Kerkib tiles rida *-summeeruvusele spetsiifilisi kisi-
musi. mis siin Jadivad vastuseta. Formuleerime neist mSnin-

gad.
PROBLEEM 3. Kas kordaja o vSib funktsionaali f e (c:)’

esituses (18.1) olla theselt mddratud? Lihtne on tuua
niiteid, kus see nii ei ole. Kui o ei ole Gheselt midratud,
siis v&ib ta omandada mistahes vdirtusi, kaasa arvatud

o - 0. See v3imaldab alamruumi PA uurimisel piirduda sellis-
te x-testfunktsioonidega, kus o - 0.

PROBLEEM 4. Olgu A A-u-tthene maatriks. Kas kordaja v on
ttheselt mdaratud ka funktsionaalide f € (zA)’ esituste kor-
ral? Teisi s3nu: kas kehtib implikatsioon

f(x) -0 (x e zA) H =0
esituses
f(x) = Hlimgx + 1(Sx) + «x (x € zA),
kus p e K, t € 1, o« € (zA ning S := (knahh)“k?

PROBLEEM 5. Kas PA c AA ? Teatavasti (vt. lause 18.8
(a)) on see nii Jubgyl zZ, > p.

§19. MAATRIKSITE SISALDOVUS JA KOOSEOLALISUS
KIIRUSEGA KOORDUVUSK MOTTES

Maatriksite A Jja B ning kiiruste X ja » korral kerkib
loomulik Kisimus : millistel tingimustel kehtib c) € ¢ ?
Kui » = A ja lisaks vaadeldavale sisalduvusele leiavad aset

veel v3rdused

b A _ by
a- afh s> Cop T Ca N Cgp

siis ttleme, et maatriksid A ja B on h-kooshkolas. Uldisemalt
nimetame maatrikseid A& ja B Z-kooskSlalisteks hulgal ¥ c cy
ncyg, kui
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] = As
nz, anB,anoA-HﬂcoBr
teiste sBnadega, kui hulga M elementide x puhul
limyx = 0 e limgx = 0, =0 e 2B =0,
Selline X-kooskSlalisuse definitsioon vastab eelpool defi-

neeritud A-regulaarsuse wSistele. See selgub jargmisest lau-
sest.

LAUSE 19.1. (a) Maatriks A on X*-regulaarne parajasti
siis, kui ta on A-konservatiivne ning »-Roosks las thikmaat-
riksiga 1.

(b) KBik A-regulaarsed maatriksid on omavahel I-kooskslas
hulgal c)‘

(c) Selleks, et »-regulaarsed paatriksid A ja B rahuldaksid
tingimust ¢, < cp , on tarvilik Ja piisav sisalduvus n, < ng
Sel juhbul on A Ja B A-kooskSlas.

Toestus. Viite (a) kontrollimiseks piisab vBSrrelda kahe
miste - A-regulaarsuse ja A-kooslalisuse - definitsioone.
(b) Kui A ja B on A-regulaarsed ning x c)‘, siis

li-Ax =0 & limx =0 li-Bx =0
rA(x) =0 & B(x)=0 e rB(x) =0
Seega on A ja B hulgal c)‘ x-koosikB las.
(c) Olgu A ja B A—teg\llaarled natrlhid Seoste

-
> (e)

.1
é - nA CB - nB > <e>,
e € (c)‘a\ zk)n(cB\ z;)
ning
roe (zy D Copl N (zg b c.p)
A X . N <. s A X
t3ttu kehtib sisalduvus c, < cg parajasti siis, kui n, < np.
Sel juhul c)‘ Nng -0, mistdttu ¢, N zg ~ ny & <X - zy

X ci s
Ja ey N c)‘B = ny ®<e> =y, Niisiis on A ja B A-kooskSlas.

Sisalduvuse ¢, < cg lahepat uurimist alustame kSige
lihtsama juhuga.

LAUSE 19.2. Olgu A normaalne ning B ISplike ridadega

maatriks.
(a) Sisalduvus cA c
riks T := BA™ rahuldab tingimust Tlc'l < ¥

lelab aset parajasti siis, kui maat-
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(b) Selleks, et kehtiks sisalduvus ¢, < cg ning A Ja B
oleksid »-koosks las, on tarvilik Jja piisav maatriksi T A-re-
gulaarsus.

Toestus. (a) Tehtud eeldustel
Bx = B(A™Ax) = (BA™)(Ax) = Ty (y := Ax, x c)\) (19.1)
ning A korraldab cp ):')a c)‘ :ahel Uksihese zastavuse. SeetSttu

B[cA]cc « Tlclcc .

(b) Vaite (a) pShjal on maatriksi T X*-konservatiivsus
tarvilik ja piisav tingimus sisalduvuseks cp < Cp- Pidades
silmas seost (19.1) ning arvestades asjaolu, et A korraldab
tikstithese vastavuse nii zz Jja z)‘ kui ka c)'A Ja c: vahel, saame

zy © zg T [z)‘}cz)‘,

N x X . X X N N N

cy A € ©p B«-T[c Vz lecc Nz,
N b N X
Cop € %%p ¢ T fcgl < ¢,

oL X, X n N b A

Cp Cop S €p’ Cop © Tl Velece Ny,

Seega on A ja B X-koosk®lalisus samaviirne maatriksi T
X-regulaarsusega.

Néide 1. Olgu Hp Rieszi kaalutud keskmiste menetlus,
kus P, * 0 (k ), ja olgu B kolmnurkne maatriks omaduse-
ga zp ¥ ning y -1 (ned) (wirgime, et viimaseid
tingimusi rahuldab enamus klassikalisi summeerimismenetlusi).
Maatriks T := BN on kujul

b,
1.M=IPx" , kuii <
0, kui t > »,
kus juures gfotﬂ = 2;(:013",‘ =1 (n € W) Jja limt =0
G M) (vt. §11. nside 1). Maatriks R := (r.) := (.t

™ orL
/A;),; on konservatiivne parajasti siis, kui eksisteerivad
piirvdirtused

(k e N)

b,

ning kehtib
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(vt. teoreem 2.1 (a)). Pidades silmas lauseid 19.2 (a) Jja

16.., on selge, et viimased kolm tingimust on tarvilikud Ja

piisavad sisalduvuseks < cgp- See juures on HP ja B A-koos-

tuleneb lausetest 19.2 (b) ja 16.3.

k¥las parajasti siis, kui =0 (keN) ning T # 0, see

Raskused, sisalduvuse ¢y < cp uurimisel on pShimdtteli-
selt needsamad, millega me puutusime kokku paragrahvis 11
sisalduvuse Cp © cg puhul : asi takerdub ISpmatute maatrik-
site korrutamise mitteassotsiatiivsuse taha. UVhte v3imalust
selle raskuse Uletamiseks kasutasime me eelmises lauses Jja
niites 1, teine v3imalus on eeldada maatriksi A X\-summeeru-
vusvaljas 13iketBkestatuse olemasolu. Nimelt kehtib

LAOSE 19.3, (a) Kui maatriks B on mairatud seosega

b rLt.o

ik w4 o ik

(n,k € N), (19.2)

kus T on konservatiivne maatriks, siis BA < zg.

(b) Kui zy > P, ning

b

ik (n,k e N), (19.3)

S
= vy,
kus T on T-multiplikatiivne maatriks (v = 0), siis maatrik-

sid A ja B on hulgal BA A-koosiS las.

Toestus. (a) Maatriksi T konservatiivsuse tSttu kuulu-
vad tema read (¢ ), (n = ™) jadaruumi 1 (vrd. teoreem 2.1
(a)), seet®ttu on lause 17.2 kohaselt iga x € BA puhul

(Bx) = —; :‘4: (T t"iﬁ.k)x,( = ‘;‘:: “‘: t'..df(x) (n e N).,
Kuna 4 := (de(x)) e c Ja Tlcl c ¢, siis tingimuse

tStta limgx = lim (Bx), = 0. Jirelikult
»B(x) = limw (Bx), = Lim E t,d. () (x < By).  (19.4)
(b) Vaite (a) tBestuse pShjal vBime Selda, et kui maat-
riks T on seoses (19.3) v-multiplikatiivne ning T 2 0, siis

iga x € B, korral (vrd. (18.4))
?’A(X)T-O e ¥ (x> -0

ehk
. A N
B)A Ncop = BA N Cp-

-
(o2}
»n



Sellega ongi maatriksite A ja B X-kooskSlalisus hulgal BA
kindlaks tehtud, sest B; <z, N (vrd. viide (a) Jja lause
17.2).

ma ka siis, kui ¢ks vaadeldavatest kiirustest » ja » on 8-
kestatud. Juhul ro- 0(1) vStame Xh -1 (p € N}, siis
Cp = Cy ,B: = BA ja seoses (18.2) tuleb o, asemel vStta a.,
(i.ke M), Juhul » - 0(1) vStame valemis (18.2) » -1
(n €« N) ja saame sisalduvuse B; < cg.

On selge, et lause 18.3 (a) annab meile piisavad tingi-
mused sisalduvuseks ¢, < cg Juhul Cy = BA' Kuid nagu Juba
varem mérgitud, on viimane tingimus tdidetud vaid suhteli-
selt viheoluliste maatriksite korral, seet®ttu ei rahulda
saadud tulemus meid. Jargnevalt leiame tarvilikud tingimused
vaade ldavaks sisalduvuseks eeldusel, et A on X-reversiivne
maatriks. Sel Jubhul on tldisega vSrreldes kaks olulist
eslist. KSigepealt on »-reversiivse A korral operaator

Vie, vc. x=df (19.5)
sirjektiivne. Veelgi enam, kui operaatorid A : Z, * 2 Ja
A - B, - nx on péératavad (ndiiteks, kui maatriks A on
normaaline), siis korraldavad V ahendid tiksithese vastavuse
zy Ja ¢ ning B, ja ¢, vahel. Selles on 1lihtne veenduda,
kui pidada silmas, et V= U - A, kus

v - c, x -+ b Oy (x, - lim x)),
on strjektiivme, aga tema ahendid U}, : 2+ ia
o, : o . c, on pddratavad. “
n

Teine asjaolu, mida me l-reversiivse maatriksi A korral
rShutame, seisneb selles, et iga f (cg)’ on esitatav kujul

£(x) = olimyx + A x) + 4 (xe o)), (19.6)

kus o,4 = K ja t « 1. See tuleneb lausest 15.1 (d), sest A

korraldab BK-ruumide (cy, ¥ B, 3a (ch, h #,) vahel iseo-
A

meetrilise isomorfismi.

LAOSE 19.4. Olgu A reversiivne maatriks omadusega
PP~ FA \ WA. Sisalduvuse Cy € cp korral leiduvad maatrik-
sid T ja S nii, et maatriks % := (b,.u) w (b, - b)),
on esitatav kugjul

® =M+ 3,

kusjuures T on konservatiivne. Juhul zZ, > 9 on S = 0.
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Toestus. Kuna db e € sa C)AC , slis dBl b

€ (cp) iga n e N korral (vrd. jireldus 5.3 (a)). Seepirast
leiduvad vastavalt valemile (19.6) o e K Ja ™
A, €1, et
aBx) = v (B - limgx)
= + PnrA(x) + E t&df(x) (x € cA),
millest
b = dn(ek) =eoa +pa +Et 9, (nkelN),

Eelduse » e FA tSttu eksisteerib

L a. a t.a

E = E s K + L —— (neMN),

X X X X Xk P x
teiselt poolt saame tinu seostele A~ e F; c FB c Aﬁ (vred.
laused 5.5 (b), 17.2 ja 17.3 (a)), et

bnk by~ by by »
T :v“z :u”(}: - :dn()\ )
% * X X X X

= o, lima™ + wrho™) £y afa.
V&rreldes summa E;bn&/lk toodud kahte esitust ja pidades

3ilmas, et A" e F; < c N, , saame

A,-s x
u )L ) =0 (neW),
k x

millest X &  t3ttu Jreldub m - 0 iga n <™ korral.
Riisiis,

aBx) = o limx + £t af0 (xecp

Ja

a7 E o tos,,
s s, - o (n.k € M), Jaib veel veenduda, et T on kon-
servatiivne.

Tihistame u := A'e, siis di) - 0 ning d W) = o,
(i.n e ™). Kuna u <€ ¢, < cg, siis eksisteerib lim o . Jire-
likult

2B(x) = lim dP(x) = lim o limyx + lin E (x)
iga x € cp korral. Et seosega (19.5) defineeritud operaator
V on stirjektiivne, siis peab maatriks T olema konservatiivne
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Lihtudes lausest 19.3 ja 19.4, fikseerime nttd (killalt
rangetel eeldustel) tarvilikud ja piisavad tingimused sisal-
duvuseks Gp € cp ning maatriksite A ja B »-koosk3laks.

TEOREEM 19.5. Olgu A selline )-reversiivne X -AB-maat-

.

riks, et z, — e, e PN Ja e cy \ zy.

(a) Sisalduvus €y < cp leiab tingimust zg > ¥ rahuldava
maatriksi B korral aset parasasti siis, kui

Be € ¢” (19.7)
Ja

b, = LT t.xa (n,k e i), (19.8)

ik v ™ 1wk

kus T on konservatiivne maatriks.

(b) Kui A on normaalne Jja e € cﬁA Nz, , siis selleks, et
tingimust zp ¢ rahuldava maatriksi B korral kehtiks sisal-
duvus ey < cp ning A ja B oleksid h-kooskSlas, on tarvilikud
Ja piisavad tingimused

Be e PSRN z)t (13.9)
Ja (19.3), kus T on T-multiplikatiivne maatriks ja v = 0.

Toestus. (a) Tingimuse (19.7) tarvilikkus on ilmne,
seose (19.8) puhul Jjireldub see vahetult lausest 19.4, vagja
on vaid silmas pidada, et a = b =0 (ke N). Toodud tin-
gimuste piisavus tuleneb lausest 19.3 (a) ja seosest Cp T 2
® <e> = BA ® <ev.

(b) Tingimuse (19.9) tarvilikkus tuleneb X*-kooskdlali-
suse definitsioonist ja eeldusest e € ciA \ 22' Viitest (a)
jéreldub tingimuse (19.3) tarvilikkus, kui T on konserva-
tiivne, aga ka mSlema vaadeldava tingimuse piisavus sisaldu-
vuseks cz [ c;. Kuna c% = zg ® <e> ja punktis e on A 3a B

r-kooskBlas (s.t. limﬁe = 0, limBe 2 0 ning (e) = (e)
= 0), siis z, © zp ning vaadeldavad maatriksid on >-koosk®-
las parajasti sel juhul, kai n, - N ng.
Seosest
B

dn(X) = )\n > br-kxk = ):22 tv-i)\iaik%t

-z g.dA(x) (x € z n e N)

A
saame maatriksi A normaalsuse t3ttu (vt. lausele 19.4 eelne-
nud markus), et

by N
Y ug T [C‘] < Cc..
z: \ nﬁ c zg \ nﬁ e TlcNe lce\c
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Seega on & ja B kooskSlas parajasti siis, kui T on
T-multiplikatiivne ning v = g

Juhime veel kord lugeja tihelepanu eelpool tBestatud
lausele 19.1 (c). Kui regulaarsete maatriksite A ja B korral
ei garanteerinud sisalduvus Ca © Cp sugugi nende maatriksite
kooskBla (selleks pidi A olema perfektne, vt. teoreem 11.6),
siis sisalduvus Cp € Cp toob X-regulaarsete A Jja B puhul
alati kaasa nende A-koosk®lalisuse. See tuleneb A-regulaar-
suse suhteliselt avarast mSistest. Seos r-perfektsusega sel-
gub jargmisest vaitest.

LAUSE 19.6. Selleks, et X -konservatiivne maatriks A
oleks h-perfektne, on tarvilik Jja piisav, et iga maatriksi B
korral, mis rahuldab tingimust

cg>cy v by - v i, (19.10)

kehtiks 72 (x) = A (x e ).

Toestus. Tarvilikkus. Olgu A X-perfektne maatriks Jja
rahuldagu maatriks B tingimusi (19.10). Tdhistame
£ = e - PP ey,
siis f = (c;)' ja kern £ > ¢ , millest A 2-perfektsuse t3ttu

kern £ > cx = ¢y, s.t. rB(x) = YA(X) iga x € cy korral.

Piisavus. Eeldame, et iga maatriksi B korral, mis ra-
huldab tingimust (19.10), on rBch = YA, kus juures A on
A-konservatiivne maatriks. Olgu f e (cA)’ niisugune funktsi-
onaal, et kern f cx, ja leiame vastavalt lausele 18.3 (a)
maatriksi D omadusega cp > Cy Ja rD(x) = f(x) (x e cy). Ta-
histame B := D + A, siis P = £x) + YA(x), see juures
kehtib yB(u) = rA(u) iga u € ¢’ puhul. Vastavalt eeldusele

jéreldub sellest B
fx) = 72 - PP =0 (xe ey,

A
s.t. £ = 0. Lause 4.11 (a) kohaselt on ey = ¢

Erinevalt teoreemist 11.6 Jjiib teine regulaarsete maat-
riksite klassikaline %ooskSlateoreem - teoreem 11.7 - kehti-

ma ka Z-regulaarsete maatriksite puhul.
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TEOREEM 19.7. Kui A ja B on X-regulaarsed maatriksid
ning mx N cy, < cp, siis on A Ja B hulgal mx ncy x-kooskBlas.

Toestus. Maatriksite A Jja B A-regulaarsuse ning vSrduse

m)\ = m)\ ® <e> tBttu kehtivad seosed
:h‘:nk:b)‘ 0 (ke i),
Aoy =0, 220 = 0,
linge = 0, limge = 0, #%(e) = #%ce) = 0
Ja

D ey = oz, e e (19.11)

Viite t®Sestuseks piisab ilmselt kontrollida A ja B X-koos-

klalisust hulgal m, ) z,. Teiste sBnadega, vaja on veenduda,
X

et jadade x € m ) zy korral

A= o B - 0. (19.12)

Vastavalt seostele (19.11) ja e & CAB \ zp Saame ee ldu-

sest o ncyc<ecp sisalduvuse m)\ nz <zy, millest omakor-
da Jireldub mn cp < Cq R kus R "= O a A0, Ja
Q := ()\“bn*ﬂ\k ) (VU mirkus parast lauset 18.7). Kuna maat-
riksid R ja Q on lause 16.2 kohaselt konservatiivsed, siis
teoreemi 11.8 pBhjal kehtib sisalduvus m WR < HQ. Sellest

saame vSrdust (18.8) rakendades tingimuse

monHAcWB. (19.13)
Esitame suvalise fikseeritud elemendi x e m:; n z, ku-
ul x= (x-B2"y + kx' =z u+ kr'. kus  w:z x- kKAC

sa k= Aosto ). seesuures R = 2R - kpPo

= 0, niisiis, wen 1 kern yA o n < n = bf'A,
millest seose (19.13) kohaselt u = < - kern }'B. Saame
B, -s
)
PP = kB0t = —— b e gy,
r )

siit jareldubki (19.12).

Taiendused ja markused

Sisalduvuse cp < cp uurimisele on pithendatud Leigeri ja

Maasiku artikkel {3123, kus on tSestatud lausetega 19.3 (a),
19.4 Jja teoreemiga 19.5 sarnased, aga ka m®ned neist tulene-
vad vaited juhul - %x. Siintoodud tulemused X-kooskSlali-
suse kohta ei ole varem tritkis ilmunud.

Teoreemi 19.7 juurde mirgime, et Boosi ja Leigeri [571
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. 1 abil, mille me £ 1 isi §11
tiiend ) ormuleerisime
uazu;‘_g:??,.;: * osas, saab t®estada uldisemaid, un.
kehtib ' YP1 teoreeme :-summeeruvuse kohta . Naiteks

?EOR.EEU- Olgu I soliidne jadaruum ning A sa B sellised
maatriksid, et ¢ < n < cp. Kui Zn FA = (Zn wA) ® <v>
ning v € 1 |, siis

B( ) = nph
¥UAX) = w(y (")‘z"kx;,)"sz"k (x e ZnEy,

kus % - 0 Juhul v = 0 ja » - Ag(v)/Ay(v) juhul v = 0.

§20 . SUMMEERUVUSTKGURID KIIRUSEGA SUMMEERUVDSE
KORRAL

Maatriksite A ja B ning kiiruste * ja » puhul, mille-
dest Gks vBib olla ka tSkestatud, nimetatakse arve
(ke M)

1) .B: )-summpeeruvusteguriteks, kui iga A -tSkestatud jada
x korral on Jjada X := (& )] Bv—ﬁikestatud,

2) (A)\.Bv)—summeeruvusteguriteks, kui iga A'-summeeruva jada
x korral on Jjada £°x Bp—summeeruv,

3 (A)‘.B:)—summeerususteguriteks, kui iga A'-summeeruva jada
x korral on jada =°+x B”-tBkestatud.

Definitsiconist on pikemata selge, et nii (A‘,Bv Y- kui ka
(A)‘ .B: })-summeeruvustegurid on (A" By )-summeeruvustegurid.

Tipsemalt selgitab nende mBistete vahekorda

LAUSE 20.1. (a) Olgu A X-perfektne ning B suvaline

p N
meatriks omadusega cp = P Arvud on (A" ,B )- summeeruvus-

tegurid parajasti siis, kuil

1° £, on (A",B;)—summeeruvustegurid Ja
P Be-eb), Blex ), Be s (kD).

(b) Kui A on normaalne Jja B on ISplike ridadega maatriks,

[
siis WSib vaites (a) tinglmuse 1
e (p” B”)- summeeruvustegurid,
X ot Fo

asendada tingimusega

17
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kusJuures Juhul v = 0(1) tuleb w asemel VOStta n.

X :
Toestus. (a) Arvud =, on (A ,Bu)—summeeruvustegurld

parajasti siis, kui maatriksi D := (qmsk) korral kehtib
sisalduvus ¢, < cp. Niitame, et see on samaviirne tingimus-
tega

cy < mp De*, ™', De € ¢ (k <), (20.1)
mis ilmselt langevad kokku tingimustega 1 ja 2 . VUhelt
poolt Jjareldub seosest cy < sifaldtvus Cp € mp ja tdnu
maatriksi A A-perfektsusele ka e , X ",e € (k€ N), Vas-

tupidi, vadite (20.1) kehtivuse korral vaatleme FK-ruumis ¢,
funktsionaale
£ (x) := v (L d.x - lime) (x € c)‘, neN),

mis tinu eeldusele c, < on midratud. Veelgi enam, nad on
pidevad ja lineaarsed ning moodustavad punktiviisi
tSkestatud Jjada. Jire lduse 4.22 kohaselt on hulk
L {x e <y | 3lim £ (x)} ruumis Cp kin:in?. See juures  ja-
reldub tingimustest (20.1), et 1lin {e X ,e | ke N} c L,
mistdttu A r-perfekisusest saame

cy= lin ("2 *e| keNrcl=lcep.
(b) Normaalse A ning 1%plike ridadega maatriksi B kor-
ral
C, € mpy & > ck
A D o ’
mAC “mrbm'

kus T :- DA *. Viide jireldub teoreemist 16.1 (c).

Eeldame Jirgnevas, et A on normaalne ning B kolmnurkne
maatriks. Nii nagu (A,B)-summeeruvustegurite korral, saab ka
siin vaadeldavate leidmiseks kasutada podrdteisenduse meeto-
dit. Me piirdume ainult (AX.Bi)-summeeruvustegurite aurimi-
sega, sest, esiteks, mingivad Just need tdhelepanuvidirset
osa rakendustes funktsiooniteoorias (vt. tidiendused ja mir-
kused) Ja, teiseks, saab lause 20.1 kohaselt nende abil
leida ka (A ,B )-summeeruvustegurid.

Moodustame antud jada & korral maatriksi T := (S
seosega

to L b.se, (n,k e M), (20.2)
kus A on A pSdrdmaatriks. Kuna A korraldab BK-
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ruumide m, ja m vahel tksuhese vastavuse, siis vBrdusest
k=£ot""z" - 2 b".i?.xt (x := A_’z, 2z € m)‘. neMN)

tuleneb, et arvud =. on (A7, )-summeeruvustegurid parajasti

siis, kui maatriks T teisendab iga X-tBkestatud Jjada
v-tBkestatud jadaks. Selleks leiame tarvilikud Ja piisavad

tingimused teoreemist 16.1 (b). Kuna t, = limt eksistee-
rib iga k « N korral (vrd. (16.6)), siis tingimuse (16.4)
v3ime ilmselt kirjutada kujul 2l I~ <o Tingimuse

(16.5) puhul tuleb silmas pidada, et maatriksi T kolm-
nurksuse t3ttu

Itnk_titl n lth)‘_tkl ® lt)ll
E——— - E—— + [ = (n e M),
k k k=0 ) k=n+g k

Niisiis kehtib

TEOREEM 20.2. Olgu A normaalne ja B kolmnurkne maat-
riks.

(a) Arvud on (AO,B: )-summeeruvustegurid parajasti siis,
kui
eksisteerib lim t, = t (k€ N),
Te < m”, (20.3)
o Il
) = 0(1), (20.4)
n ltnk_t):l
v L —5—— = 0(1). (20.5)
k=0

Juhul v € m, tuleb 0(1) asendada sumboliga o(l).
(b) Kui a = 1 (neN) ning Be® « m’, siis on tingimus
(20.3) tiidetud.

Viite (b) rBhjendamiseks paneme tihele, et kui a, - 1

‘. - _ _© i _
(neN), siis A e = e ehk I, =, =8,  (ieN).  Seosest
(20.2) saame vaadeldavatel eeldustel, et

v
Te = ( E bm 'x‘sio )n - (b'.oso ),, - EDBeo € m .
-0
Mirgime et tingimus a =1 (neN) on t4 idetud
paljude RJ-regulaarsete menetluste korral.

1. Olgu A = B = %, siis teoreemi 20.2 (b) eeldu-
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sed on tdidetud ning

f 8=,
t'k 1= g , kui k = n,
0, kui k> n (n e My,
Seejuures t, = 4F, (k €« N) ning tingimused (20.4) ja (20.5)

., kui k < n,

saavad vastavalt kuju

w 185
v, E = 0(D)
k=n+a k
Ja
s - 00,

Need ongi tarvilikud Jja piisavad tingimused selleks, et
arvud &, oleksid (Zx )-summeeruvustegurid.

poérdteisenduse meotodit saab (Ax, }- vBi (AR,BV)-sum—
meeruvustegurite leidmisel praktiliselt rakendada scbivalt
valitud maatriksite A ja B korral. Oluline on, et maatriks T
oleks seosega (20.2) piisavalt 1lihtsalt avaldatav. Teine,
funktsionaalanalititiline meetod on kasutatav sel juhul, kui
naatriksi A X-summeeruvusvdli on lihtsa struktuuriga, ena-
masti eeldatakse, et A on A-AB-maatriks.

Defineerime antud kiiruse » ja alamruumi ¢ sisaldava
FK-ruumi E puhul jadaruumi

Eﬁ(u) iz {&# € @ l ¥xe kK : g x e o5 }
ja kaasruumi E° alamruumi

E‘(®) := {f e E| ¥xe B 3 lim» (£(x) - £(x""1}.
Ilmselt sisaldab E“(») kBik koordinaatfunktsionaalid, =ceega
ka Jadaruumi p. Tapsemalt, seosega

f (x) := ¥ (x € E) (20.6)

midratud funktsionaal kuulub hulka E/(») iga & € ¢ korral.
Lihtne on veenduda, et
s e e I3feE () s - £(f) (ke ).
T®epoolest, Ghelt poolt rahuldab seosega (20.6) defineeritud
funktsionaal £, iga s = o ) puhul tingimusi f_ € E“(») Ja
= £_(e") (ke D). Teiselt poolt, kui s, = f(e) (ke M)

110

mingi £ « E/(») korral, siis f(x) = lim £(x") = Ja

eksisteerib  lim» I 5 x = limp» (£(x) - £&x™)) iga
x < E puhul, s.t. s € B2 (v).
Me nimetame Jjadaruumi Ep(v) elemente FK-ruumi E »-fak-

torjadadeks. On selge, et ruumi Ty v-faktorjadadeks on para-



2

Jasti MSik (4 ,

) Summeeruvustegurite Jjadad.

LAUSE 20.3. 0lgu » mingi kiirus ning A selline

normaalne maatriks, et Cop > P Ja S’A‘ - n,. Jada & on BK-ruu-

n, v-faktorjada parajasti siis, kui

= I t e (ke N), (20.7)
=k
kus Jada t (t ) rahuldab tingimust
I M0 > |tnl<ﬂ (n € N). (20.8)

Toestus. Iga f < (n:)’ puhul leidub t e et
f(x) =Lt E a,% (xEnA)
k o

(vt. teoreem 15.2 Jja sellele Jirgnev mirkus). Seejuures
kaulub seosega (20.7) middratud Jjada & = (f(ek)) tanu ruumi
n, AK-omadusele selle $-kaasruumi (nA sest

L -Exfe) = £ (xeny).

Viite tSestuseks on vaja ndidata, et tingimused f € (n,)" ()
ja (20.8) on samaviirsed.

Tahistame
= lK_E’zanm,(xk (x € my, neN),
Kui tingimus (20.8) on taidetud, siis

w

£, x)) <» Lt p» | C
™m

= pn z ltm' sup ’ E amkxkl
m—risa m>r k=n+1
<Mix- X8, - 0
A A
iga x € n)A korral protsessis n + = . Seega f & (n,) ().
Eeldame, et sup, Jt,| = » ning moodustame indek-
site n ja p korral Jjada
- (0,...,0,% _s&n t g, sgn t ,0,...),
kus n > p Jja arvule » _  sgn t eelneb n + 1 nulli. Kuna
N
Tia
- _ o pr
”x'P’“A)\ = iz ”)\ - 1.

Seeparast

.
~J
w



sup z sup Ifn(x"p})l

n,p

=swey| L tr, L oa,x™|

n,p m=7es k=n+a
- sup vﬂ l E tm)\m tr,p, l

” Tr+s
P

=sup | L t sen t |

n,p m=Tie4
= sup Tt}

Uhtlase tSkestatuse printsiibi kohaselt ei ole funktsionaa-
lide jada (f ) BK-ruumis n, punktiviisi tBkestatud, niisiis
i (nA)’(V). Lause on tBestatud.

Erijuhul A = I saame lausest 20.3

o
ny()-{sew|rv L = - O(1)}.
k=n+s k
X3 . I .
Selleks, et £ € (n ) (») oleks ruumi =z  v-faktorjada, on
seose z = nt e A7Y tdttu tarvilik Ja piisav, et eksistee-
riks

lim » r —

Viimane tingimus on iga £ € (n (¢) korral taidetud, kui
= 1 (n e W), tildjuhul aga mitte, nagu selgub Jirgnevast

niitest.
Niide 2. Oleu A := v := 2 ning & := (0,4,1,4,1,...),
siis
(Ds)( oW
ow
k? A" =0+ 2+ } + g +{a*t...= 2+ E 2% 3§ 2% 3.
=0 X k=2 k=3
Vahetu arvutus niitab, et
f 32", kui n = 2i,
L -
k 1 2 , kuin = 2i+ 1,
seeda
© “x fz, kui n = 21,
I
- 12,kuin:2i+1(iem)
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Niisiis, « ¢ e )Pu,.

J?rgm:me teoreem on otsene Jireldus lausest 20.3, tuleb
vaid silmas pidada, et *-regulaarse maatriksi A korral
kehtib seos ¢, = n, @ A" @ <e> (vt. §16 ja lause 17.4 (d)).

TEOREEM 20.4. Olgu A normaalne *-regulaarne *-AB-maat-

riks. Arvud on (4" ,=%)-summeeruvustegurid parajasti siis,
kui
[ -]
s = T it o)
mEnN+S
Ja
c ecs’ n xecs”. (20.9)

Olgu A Jjirgnevas normaalne h-regulaarne maatriks ning
B := (§,a.), (vrd. &13). Kuna

» »n
L -Ea Ex (n e M),
k=0 1=0 k=0
sils = L lc,] Jamy - £ [ny]. Seejuures
og - n} ® <& e e, (20.10)
ks &7 = 7 -2 ) da = 0.
Eeldame, et arvud on & )-summeeruvustegurid
mingi tSkestamata kiiruse » korral. Moodustame maatriksi T
seosega (20.2), milles B := ¥, siis T [cA] < . Seega peab

maatriks T rahuldama teoreemi 16.1 (a) tingimusi (16.1)
(16.5), kusjuures samuti, kui teoreemile 20.2 eelnevas
arutelus, vBib tingimused (16.4) Jja (16.5) asendada
tingimustega (20.4) Jja (20.5). Seosest (20.4) saame, et

It

mes |

— | £ Sidi.rm—l' = O,

= 0% ,) ehk

) . (20.11)

Py - .
See on tarvilik tingimus (& ,L”)—summeeruvustegutlte

jaoks. Tapsed tingimused annab jirgmine

TEOBERM 20 5 0lgu A normaalne h-regulaarne X-AB-maat-

riks ning selline kiirus, et
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Arvud on )-summeeruvustegurid parajasti siis, kui
on tAidetud tingimused (20.11),

A, = E ot 2 a,, lusvy L jt,l = o) (20.12)
m=k+s ™m=Tr+s
Ja
*ecs”. - (20.13)

Toestus. Lihtudes Abeli teisendusest
E‘kxk - T (A‘k)zh + &z (me Ny,

kus z, -- ;:ox. (k €« ), veendume kSigepealt, et tinu tar-
vilikule tingimusele (20.11) kehtib seos

s = me) @ s o as) e o). (20.14)
Olgu x € ny, siis punktis z € n, leiab aset 18ikekeconduvus,
s.t.

sup)\nl zanhzkl = |zp’_ - 0
"k=gq A
protsessis p,q + w, mistSttu x _la_f{lz{ 0 (n -~ o). BSiit
ja tingimusest (20.11) saame, et €z = o1l ), seega
koondub rida parajasti siis, kui E (8¢ )z  koondub,

ning sel Jjuhul on nende kahe rea summad vBrdsed. Edasi,

v, Esxy =» L s)z ¢+
k=ne+s k=nes
lé'm vn‘nzn = lém _vn 1‘ 2, = 0’
-1 nn

siis on selge, et

x « cs” As+z € cs°
iga x € n, korral. Viide (20.14) on tZestatud. Sellest Ja
lausest 20.3 tuleneb, et (20.12).on samaviirne viitega
s € (ng )ﬁ(v). Kuna e° e csv, siis vBSrduse (20.10) tSttu on
tingimused (20.11) - (20.13) tarvilikud Jja piisavad (—A,ZD)—
summeeruvustegurite &, Jjaoks.

Niide 3, Olgu Hp X-regulaarne Rieszi kaalutud keskmiste
menetlus, mis teatavasti (vt. &17, niide 1) on *-AB-omaduse-
ga. Rakendades teoreemi 20.4 ning pidades silmas, et Imi

- w0 - o
- =k tnxnank - p)czn=k t'n)\v./Pn' siis
P, &

= — A— (k € N),
ke x  Px
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Saame tarvilikud ja Piisvad tingimused

- Pk €,

S h{:” - o) (20.15)
ning (fO.S).(M:‘i )’Sulleeruvustegurite Jacks. Analoo-
g t _eiume teoreemist 20.5 tarvilikud Ja piisavad tin-
g1lmused

® Px
— A—-} =
LI ol = o, (20.16)

& = o
Ja (20.13) selleks, et arvud oleksid (H:.iu)-summeeruvus-
tegurid.

Erijuhul, kui P, = 1 (k « W), saavad seosed (20.15) Jja
(20.16) vastavalt kaju
o k+l1
L, las | = 0()
s Tk

ning
o k+1
v E — = 0(1)},
" ket lkl il
kus & L(as, ) (ke h). See vBimaldab meil ISlpsasti

leida (C[,Z ) Ja (C‘.I»)-summeeruvustegurid eeldusel, et
menetlus Cl on A-regulaarne.

Taiendused Jja midrkused

Pétdrdteisenduse meetodit kasutas Kangro (29231 (A,A")-
summeeruvustegurite leidmiseks, sealjuures vaatles ta
erijuhte A M Jja A :=C_ («=0,1,...). Artiklis [284]

rakendas ta sawma meetodit (At,Bx)-summeeruvustegutite

uwurimiseks. Funktsionaalanaluttilist meetodit kEsitlevad
teoreemid 20.4 Jja 20.5 olid tBSestuseta esitatud Leigeri
poolt (vt. £3091). .

Summeeruvustegurite tecoria rakendused funktsiooniteoo-
rias (ulevaate sellest probleemiderigglst leiab luge ja
Kangro artiklist {2913) olid theks lihtekohaks ststemaa-
+ilistele uurimustele kiirusega summeeruvuse valdkonnas.
1963 a leidis Aljancic [5] piisavad tingimused teatavat

1iiki (ZA 7" )-summeeruvustegurite Jjacks, kus Z = I, on
o-

ot -l . s _
penetlus Hp juhul P, := (k+1) - K (e« » 0) (Zygmundi menet

179
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lus) Jja X selline tBZkestamata kiirus, mille puhul k“/kk kas-
vab monotoonselt mingi a > 0 korral. Uldistades Alexitsi Ja

Kraliku {4] tulemust, kes olid vaadelnud juhtu -1 (s.t.
= C’), tZestas ta, et arvud Auﬁﬁ on (ZO,ZO)-

summeeruvustegurid, kui

n A%, > 0 (K< N) Ja K5, mingi be (0,4-a) korral

vBi

2) « > &, st , 4 <0 (nel) ja k mingi ¢ > O

korral.

Seejuures niitas Aljancic, et kui 27-periocodilise funktsioo-
ni £ korral ruumist C v&i L° (p > 1), mille Fourier’ rida on

éao + E a,coskt + b sinkt,

on teada tema enda v3i ta tuletiste pidevus- v&i siledusmoo-
dulite kahanemiskiirus, siis vSimaldab saadud tulemus hinna-
ta sellise funktsiooni f vastavte moodulite kahanemiskii-

rust, mille Fourier’ reaks on

o
35080 + E =, (a,coskt + bsinkt).

Aljancici t4¢, milles ei kasutatud summeeruvustegurite mSis-
tet, ajendas Kangrot uurima tldisi (AA,BO)-summeeruvustegu-
reid. Artiklis [294], kust on pirit teoreem 20.2, leidis ta
tarvilikud Ja piisavad tingimused (5:53:)' Ja (C:o,B:)-
summeeruvustegurite Jjacks. Aljancici tulemust wldistab Ja
tipsustab

TEOREEM ({2941). Olgu regulaarne menetlus, mis s&di-
litab nii »- kui ka v-tSkestatuse (s.t. M [w]cm Ja
Hp[mp] cw), kus v - 0(® ). Arvud s, on w

n—t po.M:O)-sunr

?ggrfgustegurid parajasti siis, kui on tiidetud tingimused
.15),
vnPnA‘ml = 00 P )’
- 0 ).

Jubul, kui v € m, tuleb simboli O asemel kirjutada o.
Kiirusega summeeruvuse tegurite teise rakendusena
Fourier’ ridade teoorias mirgime Siku {3271 poolt

defineeritud T - konstruktiivseid funktsiooniruume. Olgu T
RJ-regulaarne kolmnurkne maatriks. Banachi funktsiconiruumi
X ning kiiruse A puhul tihistatakse

.- o . - o g - -

XTA = {f | s, = dof - f lx =o(l), A s =

kus £° on funktsiooni f e X Fourier’ rida kujul
[ ]

(+]

£ = := I a,coskt + b sinkt
ning

(]

o f = T t,(acoskt + b, sinkt) (neN),
X
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trigonomeetrilised poli i
tiheda hulga, siis oanK—zzgzlgor:gngStavad raame *

if 8 ifl, + sup s .
Artiklites [327], [328] ja [329] uuritud arvukate konkreet-

::thT -konstruktiivsete ruumide hulgast mirgime nditeks

W 'Lip(1l,p) = (®z D),

kus - 0 on paarisarv, X (k™). Li i
. p(l,p) on selliste
funktsioonide f hulk,” mille korral #f(t + h) - £(t)
- O(h), Ja WX tdhistab k¥igi selliste funktsioonide f hul-
ka, mille i-ndat Jjirku tuletis f£“’kuulub ruumi X.
Sikk nditas, et vaadeldavate ruumide X , multiplikaato-
T

rite probleei saab paljudel juhtudel taandada summeeruvus-
teguritele. Niiteks kehtib

TEOREEM ([328]). Olgu A 2a B sellised maatriksid, et
a,=1(e N) ja Be® € n”. Iga Jjada mille korral arvud
on (A;,B:)-sumeruvustegurid on multiplikaator klassist

M(X ,,X ).
2B
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