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Vorwort.

Der Verfafjer ved Lebrbudyd der ebenen Trigonometrie (Dor»
pat 1861) bat fidh durd) mebrfache an ihn ergangene Aufforderungen
dazu veranlafit gefeben, eine Vearbeitung dicfed Theils ver Mathematit
in wefentlich verfivyter und jum Theil newer Geftalt ju verdifentliden,
obfchon jened Rebrbudy fich einer giinjtigen Aufrabhme u erjreuen hat,
indem ed nicht blo§ in den meiften unferer hobheren Lebranftalten ein-
gefithet, fondern audy in Deutichland vielfach verbreitet ift. Der
vorliegende Leitfaden, weldier mit Uebergehung aller, dem gewdbhn-
Gymnafialeurfud nidt angehorigen Partieen nur dadjenige enthilt,
wa3 von den oberen Klaffen unjerer Gymmnajien und Realfdulen in
der ebenen Tvigonometrie beanfprucht wird, foll in Dder Hand ded
Sditlers jur Borbereitung auf die Lebhrjtunden und jur Wiederholung
ped BVorgetragenen, zugleich aber aud) dem Selbftlernenden ald ein
bequemed $ilfdmittel bei dem Studium bder Trigonometrie dienen.
Fiir ag Syftem und die BVehandlung ded Stojfes im Eingelnen find
diefelben wiffenjbaftlichen und methodijhen Grundidge mafgebend
gemefen yoie in dem Rebrbucdhe, vaber in Ddiefer BVejiehung nur auf
die Vorrvede Ded leftern ju verweifen ift. Cin ndbered Anjdhliefen an
jenes Wert erfchien udthig, einerfeitd8 um bei dem Unterrichte den
etwa gewiinfdyten Mebergang von dem einen Buche auf dad anbere
ju erleichtern, anbererfeitd aber auch, weil nady ven Dbigherigen, an
pem Lebrbudie gemachten Grfahrungen und nach allen Recenfionen
itber daffelbe 3u urtheilen, ‘grofere Uenderungen der Darftellung eben
feine Verbefferungen gewefen wdaven. Jndeffen {ind nidht wenige Sdge
und Gntwictelungen verveinfacht und nur folde Beifpiele, weldhe ur
Anwendung und Einitbung der leidytern, hier ju einem volftindigen
Syjtem verbunbenen Sdke bdienmen, aufgenommen worben, um Ddem
Gangen einen mehr elementaren Charafter im Gegenfage ju dem
Qehrbudie zu verlethen, dag flir umfaflendere Studien beftimmt ift.
Die vorliegende 3weite Auflage hat einige Beridtigungen in den trigo-
nometrifdhen Berecdhnungen und ihren Yufldjungen erfahren.

Dorpat, im Juni 1879,
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Einleitung,

§ 1. Wenn fo viele Stiice eined ebenen Dreiedd, ald u beffen
Peftimmung hinreidjen, gegeben find, o lafien fic) die gefudhten Stitde
beffelben nad) ziwei verjdhiebenen Methoden finden, entweder durd) €on-
ftruction ober dburd) Redhnung. Sind ndmlich die BVeftimmungs-
ftiidfe De3 Dreiedd in einer Jeidhnung vorgelegt, alfo unmittelbar afs
Raumgrifen gegeben, fo fann bad Dreied conftruirt, d. h. jebe3 ber
gejudyten Stitde und dag Dreiect felbjt in einer Jeidnung bdargeftellt
werben.  Diefed BVerfahren fehrt die Geometrie. Wenn aber bie
Seiten und Wintel, welde dad Dreiect beftimmen, nidht in einer Jeid)-
nung gegeben, fondern bie erfteren durd) ifre, auf eine bejtimmte Lan-
geneinfeit bezogenen Mafzahlen und bdie lehteren durd) Grade, Minuten
und Secunden audgedritdt find, fo fonnen die gejuchten Stiide bevedhnet,
alfo ebenfalld in Bahlen angegeben merden.

Die Wiffenfdaft, welde aud den in Jahlen gegebenen Beftim:=
mung3fticfen eined ebenen Dreiects bdie Hibrigen Stitfe Ddeffelben bdburd)
Rednung finden fehrt, wird die ebene Trigonometrie genannt.

Da unter den gegebenen und gefuchten Stitden eined Dreieds
fowol Seiten a8 Winfe( vorfommen, bdiefe aber ald8 ungleidhartige
Grifen, welden verjdjiedene Mafeinheiten u Grunbe liegen, feine un-
mittelbare BVered)nung der einen aud den anberen gejtatten, jo hat man
in bie Trigonometrie ftatt der Winfel Verhiltnifie gewiffer Linien 3u
einander eingefithrt, welde in einer foldjen Abhdangigleit bon ben Win-
fefn ftefen, Dafy ein Deftimmter Winfel and) ein Dbeftimmted Verhaltnif
jemer Linien bebingt, alfo die Grbfe bed einen f{ih unmittelbar ausd

der GrdRe bed andern folgern Yaft.
y 1
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Diefe Hilfagrofen, welde die Auzmefiung der Winfel durd) gerade
Linien mbglidh maden und itberall in der Rechnung an die Stelle der
Wintel gefest werben, Heifen trigonometrifde ober goniometri-
fdhe Functionen,

Gin befonderer Abjdnitt, welder fidh mit der Grfldrung ber tri-
gonometrijhen Functionen, mit der Entividelung ihred Bujammenhanges
unter einander und mit der BVerechnung ihrer Bahlenmwerthe befddftigt,
geht unter dem MNamen der Goniometrie bder eigentlidhen Trigono-
metrie voran, unter welder im engern Siune blod bie BVereynung oder
Auflbjung der Dreiede verftanden ird,

L Erildarung
per trigomometrijden Functionen.

§ 2. Wenn man mit einem beliebigen Radiud AD einen Halb-
frei3 Dejdhreibt und fid) vorftellt, daf der Radiud von feiner wurfpriing-
licgen Lage AD audgehend denfelben vollftandig burdplduft, mwie diefes
bei ber Befdreibung ded Halbfreifed iwirflich der Fall ift, jo werden
an dbem Mittelpunfte A von dem Radiud in feiner anfinglichen Lage
AD und dem in feiner jedeSmaligen mneuen RLage befindlicen Radiug
nad) und nad) alle Winfel gebildet, welde itberhaupt in einem Dreiede
porfommen fhnnen.  VBetrachten wivr juerft einen beliebigen {pigen
Winfel BAD, mwelden wir fury durd) A Degeidhnen mwollen.

Fallet man von B auf AD bie Senfrechte
BC unbd Dbegeidnet die Mafzahlen der Seiten
ped Daburd) erzeugten Dreiedd durd) a, b, ¢, fo

B, wirb bag Verhiltnif > ver Sinus bes Winfels
1 P N A genannt unb gefericben
{ A : a
D C% Y Kl sin A = T

Dag Verhdltnif % nennt man den Cosinus bes
Winfeld8 A und begeidhnet e3 burd
cos A = %
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sin A
cos A’

Ferner nennt man Had BVerhdltnif alfo ben Quotienten

‘c)-=%, die Tangente e Winfeld A und bezeidhnet daffelbe durd

sin A a

cosA b
GEndlid) toird bag BWerhdltnif c.s:, alfo der Quotient —2:%

81

tg A =

=£ bie Cotangente ded Winfels A genannt und bezeicnet
cos A b
cotg A = sinA__ a°

Diefe vier Verhaliniffe, weldhe ald Quotienten aud ben Mafzahlen
giveier Linien unbenannte Zahlen find, Heiffen bie trigonometri-
flhen Functionen bed Winfeld A ober Dded ihm jugehibrigen Bogens
BD, weldjer mit dbem Winkel diefelbe Anzahl Grade enthilt.

In bem Defondern Falle, wenn der Radiug ¢ =1 ift, fallt der
Bahlenwerth a bder Senfredhten BC ober der Sinuslinie mit dem
Werthe von sin A zufammen, ndmli) a = sin A, und ebenfo ift dann
die Cofinuslinie b=cos A.

§ 3. Aud der Grfldrung bder trigon. Functionen ergiebt fidh fiir
pad reditmintlige Dreied unmittelbar Folgendes:

1) Der Sinus eined {pigen Winfels ijt
bie gegenitberfiegende Rathete, dividirt durd
bie Hypotenufe,

sin A — ® und sin B = 2,
c c C 3 A

2) Der Cosinus eined jpigen Winfels

ift bie anliegende Kathete, Dividbirt durd) die Hypotenufe.

b a
cosA=»cr unb cos B = 3

3) Die Tangente eined fpigen Winfeld ift bie gegens
itberfiegende Kathete, Divibirt durd) die anliegende,
tgA = % unb th:':;)"
4) Die Cotangente eined fpigen Winfeld ift bie an-
liegende Kathete, Dividirt durd) die gegeniiberliegende.

cotg A = % unb cotg B =4
1'
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? . Da tm redtivinfligen Dreied jeber bder beiben {piken
w §Bmfe und B bag Complement ded anbern ift, b. h. jeder von
‘\ ihnen ben andern u 90° ergdngt, fo fann man B==90° — A fefen.
Nun it (§ 3)

R
{ sinA = > und cosB'= 3, cosA = }c’ und sin B = :,
‘3
N tgA = T und cotgB = §, cotgA = —3 und tgB = :,
¥ 3
\f folglich
% sinA = cos (90°—A)
N cosA— sin (90°— A)
o3 tang A — cotg (90’ — A)
5\ cotg A — tang (90°—A)

€8 ift alfo ber Sinus, ber Cosinus, die Tangente,
pie Cotangente eines fpigen Winfels entfpredend bder
Cosinus, der Sinus, die Cotangente, die Tangente von
pefjen Complement.

Hierausd erflaven ficd) die Venennungen Cosinus und Cotangente,
ndmfihy complementi sinus und complementi tangens.

Der Sinus und bdie Tangente erben Hauptfunctionen,
bagegen Cosinus und Cotangente bdie Nebenfunctionen ober
Cofunctionen genannt.

Ferner heifen Sinus und Cosinus unter einanber, und ebenfo
Tangente und Cotangente {innverwanbdte Functionen.

§ 5. Wir Detradhten jegt die Functionen eined ffumpfen
Winteld BAD = A.
Fillet man Hier ebenfalld von bem Endpuntte
i -B B be3 rotirenben Radiug eine Senfrechte auf den
’ N Radiug in feiner wrfpringlidhen Lage AD, fo trift
K o a) § ¢ » " -
“\ bdie Senfredpte bie ritdmdartd gehendbe Berlin-
A ¢ gerung defielben, fo bdaf jeht der Abjhnitt AC
bie entgegengefeste Lage von jener hat, wo der
Winfel BAD {pif war. Um bdiefen Umftand zu begeichnen, giebt man
pem Bahlenwerthe b de3 Abjoynittes AC das negative Borgeihen. Run
ift ebenfo mie bei einem {pigen Winfel
b b

. a —
sin A == —, bagegen CO8 A = —= = — .



Fitr den fpiten Winfel BAC Hhat man dem Fritheren zufolge
sinBAC=2,  cosBAC= ", dffo ift
sin A = sin BAC, cos A =— cos BAC.

Da bdie beiben Winfel BAD = A und BAC bpon einander Supple=
mente find, b h. jeber bem anmdern zu 180° ergdngt, fo fann man
BAC = 180° — A fegen, folglidh ift

sin A — sin (18S0° — A)
cos A —— ¢os(18S0°—A)
tang A — — tang (1S0°— A)
cotg A — — cotg (1S0°— A)

Die beidben Tlegten Gleidjungen folgen unmittelbar aud den beiben
erften, indbem bie Tangente eined Winfeld dem Quotienten aus bem
Sinus burd) ben Cosinus jenesd Winfel3, bie Cotangente aber dem
umgefehreen Werthe biefed Quotienten gleid) it

Die Functionen eined ffumpfen Winfeld find alfo ber
abfoluten Grife nad) gleicd) dben gleidhnamigen Functionen
pon beffen (fpigem) Nebenwinfel, aber mit Audnahme des
Sinus {dmmtlid negativ.

Wihrend bdaher 3. V. bdie Cofinufle jiweier Nebenwinkel fidh von
einander durd) ifhre Vorzeiden unterfdeiden, find die Sinufle derfelben
einanbder vollfommen gleid). Da jeder Sinus zweien Winfeln angehirt,
die pon einanber Nebenwintel find, fo ift die Beftimmung eined Winfeld
burd) feinen Sinus ziveibeutig, infofern fidh an bem Yehtern {elbft nidyt
erfennen Yafit, ob ber {pike oder ftumpfe Winfel gemeint ijt.

§ 6. Die Functionen eined ftumpfen Winfeld8 fonnen nod) auf
eine andere Art auf bdie Functionen eined {pigen Wintel3d zuritdgefithrt
und durd) diefelben audgebdritctt werden,

Bieht man in dbem Halbfreife, in weldhem
per ftumpfe Winfel BAD = A Tliegt, bie
Sinualinic BC und den Radiuzg AP fenfrecht
auf den Durdymeffer, endli) aud B bdie Linie
BM fenfrecdht auf AP, fo ift in dem Rechtec
ACBM bie Linie AM = a und BM = b.




Da sin A — —: und cos BAM = AC’VL — :
Cos A = — f— und sin BAM = Bchi — _‘cl, i
fo ift, wenn Wintel BAM — A — 90° gefest mwird,
sin A = cos (A —90")
cos A = — sin (A—90°)
tang A = - cotg (A —90°)
coig A — — tang (A — 90°)

63 ift affo der Sinus eined ftumpfen Winfeld gleih dem Cosinus
eine3 um 90° fleineren Winfel3, der Cosinus eined ftumpfen Wintels
gleid) dem negativ genommenen Sinus eined um 90 ° feineren Winfeld
. {. ., oder allgemein:

Die Functionen eined ffumpfen Wintelsd {ind bder
abfoluten Grofe nad) gleid) den finnvermandten Functionen
eined um 90° fleineren (fpigen) Winteld, aber mit Yus-
nahme desd Sinus {dmmtlid) negativ.

§ 7. Gang allgemein (3Rt fih der Sinus und bder Cosinus
folgenbermafen erflaven. Der Sinus eined Winfeld oder Vogend ijt
bie enfrechte von dem Cndpunfte be3 Vogend auf ben Durdhmefjer
purd) den Unfangdpunft ded BVogen3, bdividirt durd) ben Halbmeffer;
per Cosinus bdagegen bdadjenige Stitd bded durd) bden Unfangdpuntt
pes Bogend gehenden Durchmefjerd, mwelded zwijdhen dem Mittelpuntte
pe3 Bogend und dem Fuftpunite jener Senfrechten liegt, dividirt durd)
pen Halbmefjer.

Unter den trigonometrifjen Functionen werben utveilen aud) die
Secante und Cosecante, d. . die umgefehrten LWerthe ded Cosinus
und bed Sinus aufgefithrt, namlid)

1
seCa = ———, cosec a =
cosa

sina °
Diefe Functionen werben wir aber ald ganz entbehrliche aud unferen
Betradjtungen audfdlieen.

§ 8. Die trigonometrijden Functionen laffen fjid
geometrifd) auf folgenbe Weife barftellen.



Bejdyreibt man  aud  dem Scheitel einesd
fpigen Winfeld a mit einem ald Einheit angenom- 7 ¢
menen Radbiug AE einen DBiertelfreid, zieht an
peflen Gubdpuntten E und G Tangenten Hid zu den
Durdhfdnittdpunften mit dem verlingerten Schentel
AC bed Winfeld a, und fdallet aud dem Endpunite ER A
C de3 Radbiug die Senfredhte CB auf AE, o mwird
sina burd) bie Linie CB und cosa burd) bdie

Linie AB bargeftellt. eil ferner
AB AE’ CB Al
AE = AG =1, joift tg a:==DE, cotg a=FG.
Wenn der Winfel CAE=a ftumpf ift,
fo bejdhreibe man ebenfalld aud A mit ber Gin-
heit ald Radiug einen Kreid, erihte AG fent:
reht auf AE, ziehe aud G und E Tangenten
bi3 zu ben Duwrdhdnitten F und D mit ber
Verfingerung bed Radiug AC und falle bie
Genfredhte CB.  AlBdann ift ie vorhin sina
= (OB, cos a = AB, tg a=DE, cotga = FG.
Dafy die brei felten Functionen negativ find, zeigen bie Linien felbit
purd) ihre Der frithern Ridtung beim fpiten Winfel entgegengefelte
Lage an,

IL Ableitung
trigonometrifder Formelm,

§ 9. Wenn eine bder bier trigon. Functionen gegeben ift, fo
fonnen Die brei fibrigen Derechnet werben, fobald e3 bdrei bon einanber
unabhingige Gleidungen giebt, welde den Bujammenhang swijden ben
pier Functionen auddriidfen. Iwei foldher Gleichungen befigen wir in
pen Yugdrirden (§ 2)

. sin a
(2 cotg a — onne

sin a
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Hiersu fommt jelyt die dritte Gleidhung
(3)

_!!{
C y D

sin’a + cos’a = 1

Wenn man namlid) aud einem Punfte B bez
eined Scenfel3 eined belicbigen fpiken ober ftumpfen
Winfeld BAC = a auf den andern Schentel oder
beflen Berldngerung eine Senfredite BD jzieht, fo
it BD? 4+ AD? — ABZ? Dividirt man alle Glie-
ber piefer Gleidung durd) AB? fo erhdlt man

BD? AD? AB? .
AB? AB? == AB?’ (II[D sinZa + s = 1:

G8 ift hier zu Dbemerfen, bdaf objdon bder
Cosinus be3 ftumpfen Winfeld gleid) — —ig— ift,

bag Quadrat besfelben bdod) ebenfo mwie bei dem
fpiten Wintel pofitiv wird.

Mitteld der obigen bdrei Grunbdbgleidungen fann die folgende
Aufgabe geldft werden.

§ 10. Wenn eine Function eined Winteld gegeben ijt,
purd) diefelbe alle {ibrigen Functionen bdiefed 2Winfels

augzubritden,

I ®Gegeben sinma.

Aug Gleidung (3) folgt

(4)

cosa = V1 — sin ‘a

Sefst man biefen Ausdrud fitr cosa in GL (1) und (2), fo ijt

(5)

(6)

o sina
b ot Y1 —sin ’a
Y1 _—sin‘a
cotg a = Lo g s

II. Gegeben cos a.

Auz Gleidung (3) folgt

(7)

sina = V1 —cos ’a



Diefer Ausdrud fitr sina in GL (1) und (2) gefelst giebt
Y1 — cos ‘a
- s

cosa
(9) cotga — i

ITI. ®egeben tg a.

Aus (1) folgt cos’a -——%E. Set man diefen Augdrudt fire

cos?a in Gleidung (3), fo erhdlt man

sin%a + iig“:: = 1 ober sin%a (1 4 tg%) = tg, affo

tga
(10) sin a =— ‘iiitg—’l;
: sina _ 1
Da Hieraus folgt, dafs Tl oy und aug (1) folgt,
__ sina :
baff cosa = . fo it
(11) coua—————l-—— ober ——l————'——\/-l——t—_’—
T Vitwa cosa 2y Mo
Da tga.cotga = cs:;: C 22 =1, fo folgt

(12) cotga = -~

IV. ®egeben cotg a.
Aus (12) folgt

(13) s S
Dividbirt man GL (3) durd) sin’a, fo ift
1 "
1 4 cotg’a = Sinta [olglid)
1
\14) sina = '/.—l—-«{-—;ﬁ

Die Multiplication beider Seiten diefer Gleidhung mit cotg a giebt
cotg a

sina ., cotga = ——=——
8 ¥ 1+ cotg’a
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und weil aug (2) folgt, daf sina . cotg a = cos a, fo ijt
cotg_a
} 1+cotga ;

gn Bezug auf dad BVorzeidjen der gefundenen uddritde ijt Folgen-
pe3 zu bemerfen :

Sn den GLL (4), (5), (6), (11) ift entiveder dad pofitive ober ba3
negative Beidhen zu nehmen, je nacdhpem der Wintel a {pif ober ftumypf
ift. Sn den GI. (7) und (14) fite den Sinus, eldjer fitr alle Winfel
big 180° pofitiv ift, find die Wurzelgrbfien nur pofitiv ju nehmen,

Da in der GL (10) tga fowol pojitiv ald negativ fein fann, je
nad)bem ber Winfel a fpik oder ftumpf ift, der gange Auddrucd aber fitr
ben Sinus in beiben Fdllen pofitiv fein mufy, fo ift bad BVorzeidhen be3
MNennerd fo zu wihlen, daff jederzeit sina pofitiv wird.

Jn den Gl (8), (9), (15) gilt nur bag pofitive Vorzeichen ber
Wurgelgrbfien, ba tg a, cotga, cosa immer gleidyzeitig entweber pojitiv
ober negativ {ind.

(15) cos a =

§ BE. Den Sinus und Cosinus der Summe ooder
Differens yweier Winfel burdy den Sinus und Cosinus der
eingelnen Winfel audzubdbritden.

Gs feien Die beiden neben einander abge-
tragenen Winkel a und b zujammen fleiner ald
90° Wejdreibt man mit einem Deliebigen
alg Ginheit angenommenen Radiud aud bem
gemeinfamen Sdypeitel C einen Bogen, jieht
aud A vie AD | CH und AF | CG,

2 ¢ ferner aus D die DB | CG und DE | AF,
fo it /\ AED w» CBD, afjo Wintel DAE
= BCD = a. RNun ift

AF = LB + AE ober
sin(a+b)= CD.sina -+ AD.cosa, d b
(16) sim (a -+ b) = sina.cosb + cosa.sinb.

Ferner ift OF == CB — DE ober
cos(a+b)= CD.cosa — AD.sina, b. §
(17) cos (a4 b) =cosa.cosb - sina.sinb.
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@3 fei der Wintel GCH = a fleiner al3
909 unbd ein Theil von ihm ACH =D, alfo
ACG =a—Db. Bejdreibt man mit einem
beliebigen, al3 Einheit angenommenen Radiusd
aud C einen Bogen, zieht aus A die AF | CG
und AD | CH, fernee DB | CG unbd

AE | DB, o ift /A ADE w» DCB, affo P i ¢
Wintel ADE = DCB = a. Run ift wav
AF = DB - DE pbex

sin (a—b)= CD.sina - AD.cosa, b. b
(18) sim(a—b)=—sina cos b — cos a sinb,

Ferner ift U= OB + AE ober
cos(a—b)= CD.cosa - AD.sina, b. b
(19) cos (a - b) = cos a cosb 4 sin a sinb.

Die Formeln (16) bid (19) find unter der BVoraudfegung, bdaf
a-+b<<90% undb a<< 900 ijt, gefunben, gelten aber aud) fiix den
Fall, wo a + b und a ftumpfe Winfel find. Denn dndert man bie
Figur in entfprechender Weife ab und twiederholt die Conjtruction gang
ebenfo wie vorhin, fo ergeben fich bdiefelben Formeln ald Enbrefultate.
Die Ullgemeingiltigheit der Fovrmeln Yaft fidh iibrigensd aud) fehr leicht
auf analptifhem Wege durd) Venubung der Formeln in § 4 und § 5
nacheifen.

§ 12. Wenn man in (16) fekt a == b, fo ift

sin2a — 2sina cosa ober
(20){ : pd | a
sina = 2sin » €Oos &

Sn ber iweiten Form der GYL. ftehen die Winfel a und 1a in demfelben
Rerhdltniffe, wie in der erften bie Wintel 2a und a.

Wird in (17) a == Db gefekt, fo ift

cos2a — cos’a —sin’a  DDer

e |

a a
= S " e
L cos a cos’5 sin =
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Wird bdie lebte GL. zu der GL (3) 1= cos? o 5 T+ sin? —a— erft

abbivt und bann von ifhr abgezogen, fo entftehen die betben @Ietd;ungen

(22) 1+ cosa = zco-’;
(23) 1 ~cosa— zsln’;~
Aus pen beiden lehten L. ergeben fid) bie beiden Formeln:
(24) cos—i- l/l x3 cosa oder cosa == V!vt,‘:'f,z,“
(25) gin% o Vl—_;g_s_a shat - oa b Vl '_f,’:!za

Die Abdbdition und Subtraction der GI. (16) und (18) giebt:
(26) sin(a-+b) + sin(a—b) = 2sina cosb
(27) sin(a+Db) — sin(a—b) = 2cosasinb
Die Ydbdition und Subtraction der GL. (17) und (19) giebt:
(28) cos(a—b) | cos(at+b)— 2cosacosh
(29) cos(a—b) — cos(a -} b)=— 2sina sinh
Sepgt man in den bier legten Gleidhungen a4+b=A utba—b =3B,
affo a=}§ (A+B) unb b =} (A—B), o ift
(30) sin A + sin B — 2sin 5 (A+B) cos } A —B)
(31) sinA — sin B =2 cos } (A + B) sin } (A — B)
(32) cosB+ cosA —2cos } (A+B)cos ; (A —B)
(33) cosB — cos A — 2cos 5 (A B)sin | (A - B)

8§ 13. Sept man zufolge der Formeln (1), (18), (17)

sin{a4+b) __ sinacosb + cosasinb
tg (a+b) = cos(a4b) ~ cosacosb — sinasinb

und bividirt Bahler und Nenner durd) cosa cosb, fo erfdeint
sina sinb
cos & g cos b b. B,

tg (a‘+b) 5 1 sina sinb

~ cosa cosb

: tga -+ tgh
(34) tg@+h) = g za.tgh
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Sefgt man hierin a = b, o ift

2tga 2tgia
tg2a —
(35) g2a pe o ober g s
__sin{fa—Db)  sinacosb — cosasinb
Segt man g (a —b) = cos{a—b) ~ cosacosb + sinasinb

unb divibirt Bahler und Nenner dburd) cosa cosb, fo erfdeint

tga —tgh

(36) tw(®—-b) = 3 ga. tgh

Ebenfo finbet man
cotga coitgh—- 1

(37) coig (m +b) = cotga | cotgh
tg’a—1

(38) cotg2a = c‘;:o:‘g”h 7

(39) i iy e cotgacotgb |1

cotg b —cotg a

In § 16, 1 wird geeigt werben, baf tg 45° = cotg 45° =1
ift. Selt man nun in den GI. (34), (36), (37), (39) a = 45°, fo
permandeln fie fidh) in folgenbe:

(40) wwas +y — HED
(41) tg (4B —b) = %_T_:g:
(42) cotg (45°+b) = :::::%}
(43) cotg (45°—b, = -:—::::—:i——}

Die Divifion der G (16) und (18) bdurd) cosa cosb und durd
sina sinb giebt bie vier Formeln:

sin (a 1+ D)

cosacosb

sin (a —Db)

cosacoesb

sin (a+b)
sina sinb
sin(a—b)
sinasinb

(44) tgat+tgh
(45) tga —tgb —
(46) cotg b + cotga =

(47) cotgb — cotga — -
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IIL. Berednung
per frigonometrifden Functionen.

§ 14. DBevor wir die Werthe der trigon. Functionen berednen,
haben wiv itber Wachdthum und Abnahme ber Functionen Dei
Yenderung ded Winfeld und itber die Grdnzen ber Werthe,
weldye diefelben annefhmen fhnnen, eine Vetradhtung anguftelen,

1) Man denfe fidh) in dem mit ber Ginbeit

ald Radiud befdyriebenen Halbfreife bden einen

Sdjentel AD besd Winfeld a al3 unverriidbar

: \I feft Yiegend, mdhrend Der andere Schenfel AB

C 4 ben gangen Halbfreid durdhlauft. Jjt nun a =o0,

jo fiegt B in D und bann ijt die Senfredte BC gleih 0, b. b.

Sin 00 = 0, Mit der Bunahme bed Winteld a wird BC immer griger,

big B bet 90° in B zu liegen fommt; af8dann ift sin90% = 1. Bei

fortgefegter Vergrbfjerung bed Winfeld8 a nimmt der Sinus im zveiten
Quabdranten ab, Hi3 endlid) sin 180° = 0 wird.

Affe mbglichen Werthe ded Sinus liegen alfo zwifden
den Deidben Grdnzen O und 1, und der grifere von 3ei
{pigen Winteln hat den griferen Sinus.

2) Wenn bder Hetegliche Rabdbiud AB mit AD zufjammenfalt, fo
liegt C in D und e3 witdb AC gleih AD, d. §. cos 0° = 1. Mit
ber Bunahme bded Winfeld8 a bid 90° witd ber Cosinus AC immer
fleiner, i3 endlid) cos 90° = 0 ift. Fiwx Winfel iiber 90° ift bder
Cosinus negatip und nimmt mit der Bunahme ded Winfeld feinem
abfoluten Werthe nad) mwieder 3u, fo daff znlest cos 180° = — 1 ird,

Der Cosinus liegt alfo immer jwifden bden beiden
Grdngen 1 und —1, und der grifere vbon Fwei jpifen
Winfeln hat ben fleinern Cosinus.

B E.

i

3) Da bei der Junahme eined Winfeld von 0° Hid 90° der Sinus
pon 0 Hi8 1 widft, wihrend der Cosinus von 1 Hi8 0 abnimmt, und
ein Brud) defto griffer wird, je mehr fein Bhihler widht, fein Nenner



15

hingegen abnimmt, bdabei aber immer pofitiv bleibt, wenn feine beiben
Gfieber pofitiv find, fo folgt aus bem Ausbrude tgg — ——, daf

cos a
mit ber Junahme ded Winfeld bHig 90° bdie Bahlenwerthe ber Tangente
wadyfen und pofitiv find. €8 ijt

o_sinU" __2_ N L AR e
tg 0 Sl 3 e | =d0,tg 80 PO Togta D)

wo bad Jeidjen oo angeigt, dbafy die Tangente eine iiber alle Gringen
hinaudgehende Grife erveiht. Da man aber 90° nidht blo3 ald bda3
Gnbe einer von 0° Hig 90° gehendben Drehung bHed Rabiug, jondern
sugleich al8 ben Unfang einer mnewen mit 90° beginnenden Drehung
petrachten fann, Dei bdiefer lTegtern aber die Tangente negativ ift, fo
fommen aud) der Gringe 90° zwei verjdhieene Tangenten zu, fo dap
ndmlid) in bder erflen Bebeutung tg 90° = oo und in bder anbern

tg 900 = — oo if. Weil femer ber Bruch -2 defto Heiner wird,

je mebr Der 3dhler abnimmt, fein MNenner hingegen fid) vergrbfert, fo
werben mit ber Bunahme bded ftumpfen Winfeld bdie abjoluten Bahlen-
merthe der Tangente immer fleiner, fo daff man endlid) hat
o T 0

Die Tangente fann affo alle mbglidhen pofitiven
unbd negativen Zahlenwerthe von 0 Hid 0 annehmen, und
pem grofern von zwei fpigen Winfeln gehbrt bie grdifere
Tangente an.

sin 90° 1

4) Durd) bdiefelben Sdhlitfie wie vorhin findet man, daf 3 in
Bezug auf die Junahme und Abnahme der Cotangente bei der ende-
rung bed Winfeld fid) gerabe umgefehrt verhdlt, wie bei ber Tangente.
€3 ift

008i0% ... 1 cos 90° 0

0 30 ¢ —_ = ‘ 0 — "2 — L —
cotg 0= gv — ¢ — ©, Cotg90 . =9
0 on 00 gl e b
OO 100 e il o B D,

Die Cotangente nimmt alfo alle mdgliden pofitiven
unb negativen Jahlenwerthe pon 0 i3 oo an, und dem grofern
bon gwei Winfeln entfpridit die fleinere Cotangente.

Die gefundenen Refultate fiir die Tangente und Cotangente
beftdtigen fid) aud) durd) die geometrifhe Conftruction diefer Functionen,
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Die Betradytung der erften Figur in § 8 zeigt, daf fiir a = 90°
die durd) E gehende Tangente ED mit der Linie AF parallel ift, und
baher beide inien einanber gar nidt trefien. Da aber bei der Bunahme
ped {pigen Winfeld a ber Durdhidnittdpunft D {ich immer mweiter von
E entfernt, fo fann man fir dben Fall, wo a = 90° ift, fid) bden
Punft D unendlid) weit vorftellen, 5. §. bie Tangente ald unendlid
grofy Dezeihnen, Gbenfo Yaft fid) bie vibllige Uebereinftimmung ber
geom. Gonftruction mit den itbrigen auf analytijhem Wege gefundenen
Refultaten firr die Tangente, fowie fiiv bie Cotangente Ileicht
parthun,

§ 15. Um Ddie Zahlenmwerthe der Functionen aller
Wintel bon 0° hig 180° 3u fennen, genitigt ed die Werthe
per Functionen fitr alle Winfel 612 45° 3u Derednen.

Bufolge § 5 ift ndmlid) ber Sinus eined ftumpfen Winfels Fugleid)
per Sinus feine3 fpigen Nebenwinfel3, und Cosinus, Tangente und
Cotangente eined ftumpfen Winfeld erhdlt man, wenn man bdiefe Func-
tionen bon beffen {pigem NMebenvinfel negativ nimmt. 3. B.

sin 107° = sin (180° — 107% = sin 73°
cos 99°% = — cos (180°—99") = — cos 81°.

Da ferner jeber Wintel, mweldjer grifer ald 45° und fleiner afd
900 ift, einen Winfel fleiner al8 45° ju feinem Complemente Hhat, und
bie Function eined {pigen Winfeld gleid) ift der finnvermwanbdten Function
feine3 Gomplementd (§ 4), {o find die Werthe ber Functionen aller
Winkel Hid 90° befannt, wenn man die Functionen affer Winfel unter
45° fennt. 3. B.

Sin75° = cos (90° — 75% = cos 15°
tg 60° = cotg (90° — 60%) = cotg 30°.

Hieraud folgt, daf wenn man die Werthe der Functionen aller
Winkel Hiz 45° Deredhynet hat, zugleid) aud) die Werthe ber Functionen
affer Wintel Hi8 180° ohne Weitered Defannt find. AuBerdem ijt e
aud) nidt einmal ndthig, alle vier Functionen der Winfel bis 45° 3u
Derechnen, ba man aud einer eingigen Function alle itbrigen nady § 10
finben fanm,
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§ 16. Befdreibt man mit einem al8 Einbeit

angenommenen Radiugd einen Bogen und Halbirt einen A4
Mittelpunttdwintel ACB beffelben und bamit jugleid)

befien Sehne AB durd) CD, fo fieht man, baf ver 2D C
Sinus bez Winteld ACD gleid) ift ber halben

Sehne ded boppelten Winteld ACB. B

Mit Hitlfe diejed Safed laffen i bie Functionen fitx bdie Halben
Mittelpunttdwinfel ber regelm. Bielede von 4, 6, 10 Seiten, alfo fitr
bie Winfel von 45°, 30°, 18° Deredhnen, Wird ber Nadiusd gleid)
1 gefet, fo ift die BHalbe Bieledsfeite ber Sinus bded Hhalben Mittel-
punftdwinfels,

1) Stellt in der Figur AB bie Seite dez regelm. Biereds
vor, fo ift ACB == 900, alfo ACD = 45°, folgli) aud) CAE = 45°
unp dafer AE = CE, femer AB = V1741 = J2, alfo
AE = CE = V2, b. .

sin 45° = 3}V/2 = 0,7071067 = cos 45°

AE
tg 450= Gy = 1 = cotg 45°

2) Bedbeutet AB jefit die Seite ded regelm. Sed)seds, fo ijt
AB=AC=1 unb ACB =609 folglid ACD = 30°% Da nun
AE =1, mithin CE = /71— 1 = 1v3, fo ift

sin 30° =1 = 0,5 = cos 60° (§ 4)
c0s30° =113 = 0,8660254 — sin 60°

2 300 = g_g — _/13 _ 1="0,01773802 = colg 60°
cotg 30° = kf‘ = 3 = 1,7320508 = tg 60°

3) Stellt AB bdie Seite be8 regelm. Zehneds vor, jo ift
ACB — 36° alfjo ACD = 18°. Da AB ba3 gripere Stiid de3
nad) ftetiger Proportion getheilten Radiusd bilvet, fo ift

1:AB = AB: 1 — ABober AB* + AB=1, aljo AB=1(}'5 — 1),
baher AE=} (V5—1) umbCE=V1— 5 (¥ 5-— 1)2_—_—_&}/"2’2_'_"_§,b,1],

2
oA
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sin 18° = }(¥5 —1) = 0,3090169 = cos 72°
05180 = ;rﬂi = 0,9510565 = sin 72°

5—2
5

AE
tg 18° = op — VS — 0,3249196 = cotg 720

CE B oo h i,
cotg18'= 7z = Y 542v5 = 3,0776835 = tg 72°

§ 17. Aud ben bereitd Devechueten Functionen laffen fich bie
unctionen von unendlic) bvielen anderen Winfeln finden. Mitteld der
Formeln (16) 6i8 (19) fann man aud ben Functionen weier Wintel
bie Functionen ber Summe odber Differeny jener Wintel ableiten, 3. B-

sin 120 = sin (30° — 189) == gin 30° cos 18° — cos 30" sin 18°
: = 0,2079117 = cos 78°,
Aud den Functionen eined Winfeld fann man ferner mitteld der For-
meln (20) und (21) bie Functionen bed 2, 4, 8 . . . fadjen Winfel3
und mitteld der Formeln (24) und (25) die Functionen bHes Halben
Winfeld ableiten, 3. B. ausd cos 18° findet man nad) einanbder

s ==
sin 90 = rl—“gsﬁ — 0,1564345
31 onatRO
cos 99 = }’1+C+18 = 0,9876883

T ong 9Y
Sin4°30’ = r1+“ = 0,0784591 . f. m.

Wenn man auf diefe Weife zu fehr Fleinen Winfeln gelangt ift, 3. B.

: ! R R E R e | 3
nad) einanber gefunden Hat sin 45, sin g0 SISy, sin oo, sin g
‘ U
sin ;’% = 0,00040905, sin ‘éi — 0,00020452, fo zeigt 8 fich,

paf je fleiner bdie Winfel ierven, auf bdefto mehr Decimalftellen bie
Sinufle fid) wie bdie Winfel verhaften. Man fann daher sin 1 durd)
die Proportion finbden:
sin %?;—: sin 1! = (%2—‘: 1/, alfo sin 1/ = 0,00029088.

Aus sin 1/ (4Bt fih cos 1’ (§ 10,4), dann sin 2’ (§ 12, 20), hierauf
(§ 11, 16) sin 3¢, sin 4‘ u. {. w. beredhnen, o dafy die Winfel von
Minute ju Minute fortjhreiten. Man erfieht Hievaud die Mdglidyteit
einer gang elementaven Veredynung bder Functionen. Kitrzere Methoden

fehrt die hbhere Mathematif,
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VI Bom Gebrande
per frigonowetrifdgen Tafelm,

§ 18. Jn den logarithmifd) -frigonometrijdjen Tafeln find bie
Logarithmen ber Functionen aller Winfel von 0° Hi3 90° ujammen-
gejtellt, fo baB man davaus fitv jeden gegebemen Winfel bdie Logarith-
men feiner Functionen und, umgefehrt, ju jeber gegebenen Function den
sugehirigen Winfel entmehmen fann,  Unferen Betradjtungen mwerden
wir immer bdbie von Vremifer bearbeiteten Vegaifden Tafeln 3u
Grunde fegen, und weil biefe felbfi eine Befdyreibung ihrer Einridhtung
und ihre3 Gebraud)3 enthalten, nur einige wenige Punfte BHier ndiher
erldutern.

1) Da die Sinufle und Cofinuffe aller Winfel, ferner bie Tan-
genten von 0° £i8 45° und die Cotangenten von 45° i3 90° fleiner
al8 1 ober dadyte Britde find, fo bHaben ihre Logarithmen negative
Kennziffern, wdhrend nur bdie Tangenten von 45° Hid 90° und bdie
Gotangenten von 0° big 45°, weil fie grofer al8 1 find, bdurd) pofi-
tive Logarithmen audgevritdt ierben.  Bur BVermeidbung bdiefer Un-
gleidhformigfeit find in der Tafel die Logarithmen aller Functionen,
weldhe fleiner al8 1 find, um 10 grofer al8 ihr wirflidger
Bahlenwerth ift, angefelst worden, fo baf mithin alle Rogarith.
men unter einer pofitiven Form erfdeinen. So ijt 3. B.

sin 80° = 0,5, afjo log sin 30° =log 0,5 = 0,6989700 — 1,
mwifhrend die Tafel angiebt log sin 30° = 9,6989700.

Man mufp baher von jebem aud der Tafelentnommenen
Logarithmug, mwelder einer Function fleiner alg 1 ent-
{pridht, 10 fubtrabhiren, um den wafhren Werth deffelben 3u
erhalten. Diefe Subtraction wird immer Hlos durd) Anhingen von
— 10 an den Logavithmu@ angebeutet, 3. B.

log sin 12° =9,3178789 — 10 =0,3178789 — 1.
Bejtimmt man mittel3 der gewdhnliden Logarithmen-Tafel den Numerus
diefes Logarithmen, fo finbet man sin 12° =- 0,2079117.

Wenn umgefehrt zu einer gegebenen Function, 3 B, tg x =
0,3249196 ber Winfel x beftimmt werben foll, jo nimmt wman erft
26
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ben Logarithmusd jener Bahl, ndmli) 0,5117760 — 1, abdirt zu bem
Logarithmug, mwenn berfelbe iie Hier eine negative Kennziffer hat, 10
hingu, wad 9,5117760 giebt, und finbet jeht in ber Tafel fiir biefen
log tg ben Winfel 18° angegeben.

2) Objdon in ber Tafel die Winfel nur von 10 zu 10 Secunden
fortjdreiten, fo fannm man dod) aud) die Functionen bder Winfel von
Secunde ju Secunbde und Theilen der Secunde mitteld ber mit d und
de (differentia communis) iiberfdjriebenen Spalten Yeiyt beredynen
in welden angegeben ift, um ioie viel fih bie Logarithmen bder
Functionen dndern, wenn fid) bdie Winfel um 10 Secunden dnbern,
Diefe Redynung (Interpolation) grimdet fih auf den Sa, daf bdie
Differengen wenig verfdiedener Winfel {ich wie die Diffe-
rengen der fLogarithmen ihrer gleidnamigen Functionen
verhalten, unbd zwar defto genauer, je weniger die Wintel
bon einanber verfdieden find. Man hat dabei ftetd darauf u
adyten, baf Dei der Sunahme eined fpigen Winfel3 ber Sinus und die
Tangente ebenfall3 gunehmen, der Cosinus und die Cotangente bagegen
abnehmen (§ 14).

Der Gebraud) ber Tafel fommt immer auf die Auflbfung einer
ber Beiben ufgaben zuritd: Bu einem gegebenen Winfel den Logarith-
mug einer Function, und umgefehrt, zu einer gegebenen Function bden
Wintel zu finden. Wir fefen fitr jeden eingelnen Fall ein audgerednetes
Beifpiel hHierher, welded al3 Sdema fitr andere Falle gelten fann.

Beftimmung einer Function ju einem gegebenen Winkel,
§ 19. 1) Gefudht log sin 37° 15/ 26,3,

Aufl log sin 37° 15 20 = 9,7820217
LTER s i + 174,51
log sin 37° 15/ 26“,8 = 0,7820392 — 1

Man  {dliept Hier: Auf 10, um welde bder Winfel wadft, ver-
groBern f{id) die lehten Stellen bed log sin 37° 15 20" um 277,
alfo auf 1 um bden zehnten Theil 27,7, folglidh auf 67,3, um welde
ber Winfel wadjft, um 27,7 X 6,8 = 174,51, mwofiir man abfiirzend
fet 175. Bon Dbem erfaltenen Logarithmusd zieht man {dlieplid
10 ab.
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Berlangt man bden sin 37° 15 26,3 felbft, nidht feinen” Logarith-
mug, fo fdldgt man in bder Logarithmen -Tafel den Numerud von
0,7820392 — 1 auf, und finbet sin 37° 15’ 26,3 = 0,6053955.

2) Gejudyt log cos 45° 41’ 44,25,
Aufl. log cos 45° 41/ 40" = 9,8441569
21,6 X 4,25 = —91,8
log cos 45° 41 44,25 = 0,8441477 — 1
Auf 107, um weldje der Winfel widhit, verminbern fidh bie unterften
Stellen feine3 log cos um 216, alfo auf 1 um 21,6 und daher auf
4,25 um 91,8 fofiir man 92 nimmt.

3) Gejudit log tg 56° 22 37,89,

Aufl log tg 56° 22/ = 0,1770234
45,7 X 3,89 = 4 177,773

log tg 56° 223,89 — 0,1770412

4) Gefudt log cotg 14° 55’ 18,02,
Aufl, log cotg 14° 55 10" = 0,5743959
84,6 X 8,02 — 678,482

log cotg 14° 55 187,02 = 0,5743281,

I

§ 20. Die Functionen ftumpfer Winfel lafien fid) ufolge
ber Formeln in § 5 und § 6 auf jwei verfhiedene Arten beftimmen:
Gntwebder 3ieht man den ffumpfen Winfel von 180° ab und
fudt fitx den nadbleibendben fpigen Winfel bie verlangte
Junction, cber man zieht 90° von dem fumpfen Wintel
ab und fudt fir den nadbleibenden fpigen Wintel bie
finnvermanbte Function,

1) Gefudit log sin 98° 3/ 2
Aufl.  Begeichnet man 98° 3/ 2% der RKiirge wegen mit a, fo ift
sin a = sin (180°— a) — sin 81° 56 58“
log sin 819 56 50" — 9,9956964
2,9 X 8 = -4 23,2
0,9956987 — 1

I

log sin 980 3 2
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pber sin a = cos (a — 90° = cos 8° 3’ 2"

log cos 8° 3’ = 9,9956993

2,9 X 2 - 58
log sin 98° 3/ 2 = 0,9956987 — 1.
2) Objdon e3 fiir Cosinus, Tangente und Cotangente eine3
ftumpfen Winfel3, weil e3 negative Jahlen find, feine Logarithmen
aiebt, fo haben Dod) ihre abjoluten Bahlenwerthe Logarithmen. Diefen
fegteren Hingt man aber immer ein (n) an, um anjugeigen, daf jene
abjoluten Bahlenwerthe urfpriinglid) mit dem negativen Beidjen behaftet

waren. 3. B.

R

Gefudt log cos 144°4' 5173,
Aufl. Seht man ber Kiirze wegen 144° 4/ 5173 = a, fo ift

cosa = - cos(180° — a)= — cos 35° 55’ 8,7
log cos 35° 55 = 9,9084159
15,3-X 8,7 5= —133,11
log cos 144° 4/ 51,3 = 0,9084026 — 1 (n)
pber cos a = — sin(a — 90°) = —sin 54° 4/ 51,3
log sin 54° 4/ 50" = 9,9084006
15,304 1,3 == + 19,89

log cos 144°4' 51,3 = 0,9084026 — 1 (n)
Um den Cosinus {elbft zu erhalten, {dhligt man den Numerus
bon 0,9084026 — 1 auf und nimmt ihn negativ, namlid
cos 144° 4/ 51,3 = — 0,8098463.

3) Auf bdiefelbe Weife findet man

108 t2'125" 24' 31 — 0,1481980 (n)
tg 125924/ 31" == — 1,4066886

log cotg 109° 2/ 28" — 0,5379832 — 1 (n)
cotg 109°2/ 28" = — 0,3451304.

Bejtimmung ded Winfeld ju ciner gegebenen Function.

§ 20. Gegeben log sinx = 0,6389576 — 1
Aufl. Man abbirt erft 10 jum Logarithmus, dann ijt
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log sin X == 9,6389576
log sin 25° 48’ 50" — 9,6389376

200
436

+ 4,59 =

X = 2548 54250,
Man  jliept hier fo: Bei der Differeny 436 wadhft der Winkel
25° 48/ 50 um 10”, unbd dafer bei dem zehnten Theil 43,6 um 17
ie oft baher 43,6 in ber Differeny 200 enthalten ift, um fo viel
Secunben mufy der Winfel wadhfen. :

Da der Sinus eined fpigen Wintels sugleich) der Sinus bon deffen
ftumpfem Nebenwinfel it (§ 5), {o ift ebenfalls
X = 180% — 25° 48’ 54/59 =— 154° 11’ i 1

2) Wihrend bdie BVeftimmung eined Winteld8 bdurd) feinen Sinus
steideutig ift, wird derfelbe burd) Cosinus, Tangente und Cotangente
immer gany unjweideutig beftimmt, bda biefe Functionen durd) ifhr
Borzeidjen zu erfennen geben, ob fie einem fpiken oder einem frumpfen
Winfel angehdren. 3. B. aud cos x = 0,5 folgt X = 60°, dagegen
aud cos X = — 0,5, baf x = 180° — 60° = 120° ift. Wird bie
Function durd) ihren Logarithmus ausgedritdt, jo jdreibt man im erften
Falle, wo fie pojitiv ift, log cos x = 0,6989700 — 1, dagegen im
andern Falle, wo fie negativ ift, log cosx = 0,6989700 — 1 (n) ober
log (— cosx) = 0,6989700— 1.

3) Gegeben logcosx = 0,7390193 — 1.

Aufl log cos x = 9,7390193
log cos 56° 45 — 9,7390129

64

LIS i il s

T 321

X = 56° 44’ 58,01
Gbenfo findet man, daf
aud  log tg x = 0,0328564 folgt x = 47° 9 55,01
aus log cotg x = 0,4771213 folgt x 18° 26' 5,82

§ 22. Die ftumpfen Winfel fdnnen (sufolge § 5 und § 6)
aud ihren Functionen auf wei Arvten beftimmt werben: Man be-
ftimmt dben fpigen Winfel, welden die Tafel neben dem
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Logarithmus der Function enthdlt, und zieht ihn von 180°
ab, ober man Dbetradhtet den Logarthmusd bder Function ald
ben fogarithmud der finnverwanbten Function, beftimmt
ben jugehbrigen f{pigen Winfel und adbdirt ju bdemfelben
90% 3. 8.

1) Gegeben log cos x = 0,9084026 — 1 (n)

Aufl. log cos (180° — x) = 9,9084026
log cos 35° 55'10" = 9,9084006

R A

-l lll 3 =i ——

’ 15,3

180° — x = 35° 55’ 8",7, alfo X = 180° — 350 55’ 8,7
1442 4°51%,3.

ober logsin (x — 90%) = 9,9084026
log sin 54° 4/ 50" = 9,9084006

20
+ 111’3 f— _‘_5__3

x —90°=154°4' 51,3, aljo x =54°4'51',3 + 90°
—=14404F 51708

2) Jft gegeben tgx= — 2, fo nimmt man zuerft log 2,
nimlidy log tg x = 0,3010300 (n), und findet al8bann BHieraus
¥e= 1169 33" 54" 18,

3) Aus log (- cotg X) = 0,5346294 findet man
X0 768% 43721 %46,

§ 28. DBei der Beftimmung von Winfeln nahe bHei 0°
und bei 90° ausd ihren Functionen ober biefer lefteren ausd den
Winfeln it Folgended ju bemerfen.

Wenn ber Sinus oder Cosinus nahe gleid) 1 ift, fo dndern fid)
piefe Functionen mit dem Wad)fen ober Abnehmen DHed Winteld fehr
wenig, b. §. bie Wenderung ded Sinus ift fehr gering nahe bei 90°
und die be8 Cosinus nahe bei 0°% Wo fid) aber der Sinus und Co-
sinus ifrem Yleinften Werthe O ndhern, dndern fie fidh am fdrtjten,
wenn i) der Winfel dandert, alfo der Sinus nahe bei 0° und der
Cosinug nafhe bei 90°. So unterfdjeidet fid) 3. B. der log cos 3’ ober
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ober log sin 89° 57/ von bem log cos 4’ ober log sin 89° 56’ erft in
per 7Tten Decimalftelle, wihrend log sin 3/ obder log cos 89° 57 fdjon
in ber RKennziffer von log sin 4’ ober log cos 89° 56 abweidht. Je
ftdrfer fih aber eine Function mit ber Wenderung bes Winfeld dnbdert,
befto weniger fann man fidh) in ber genauwen BVeftimmung ded Winfeld
irren.  Wenn man aljo die Wah{ hat, Jo bebiene man fid) bed
Sinus, um fehr fleine Wintel, dagegen ded Cosinus, um
Wintel nahe bei 90° zu beftimmen, oder in beiben Fdllen ber
Tangente und Cotangente, inbem bdiefe Functionen itberhaupt zuber-
ldfjigere Mefultate geben ald bie erjteren.

§ 24. Der Reft, den man erhdlt, wenn man eine Sahl von
ihrer nddhft Hohern bdefadifhen Ginheit, alfo von 10, 100 u. f. w.
abjieht, Beifgt die befabifde Grgdnzung oder dad Complemen-
tum decadicum jener 3afhl und wird durd) CD bezeichnet. 3. B.

CD.log 4 = 10 — 0,6020600 = 9,3979400,
Fitr einen Logarithmud mit negativer Kenngiffer, 3. B.
log 0,08 =0,4771213 — 2

erhdlt man bie Grgdnzung, wenn man die Mantiffe von 10 fubtmbitt‘
und ju dem Refte die pofitiv genommene Kennziffer abdirt, ndmlid)

CD.log 0,03 = 10 — (0,4771213 — 2) = 10 — 0,4771213 + 2
15298787,

Daa—b=a-4(10—Db)— 10 = a -4 (100 — b) —100,
fo folgt, daf die Subtraction zmweier 3ahlen von einanbder
gleidybedeutend ift mit der Abdition bder bef Grgdnzung
bed Subtrabendben zum Minuenben, wenn man von der et
haltenen Summe zuleft wiedber 10 oder 100 abzieht, je
nadbem der Subtrahend von 10 oder 100 abgezogen wor-
pen ift.

Die bef. CGrgangung, bdurd) welde jebe Subtraction in eine
Adbbition verwandelt iwerben Tfann, wird mit Bortheil angewenbdet,
wenn man von einer Jahl mehrere andere ahlen, ober von
ber Summe mehrerer Jahlen cine ober mehrere Sahlen zu
fubtrabiren hat.



sin 39° 15’ X tg 117° 14/

tg 95° X cotg 93°30*

O0 biefer Auddbruc ein pofitived ober negatived Refultat giebt, Bhingt
pavort ab, ob bie ngahl ber negativen Factoren im Jihler und
Nenner gerade ober ungerade ift. Vetradytet man bdie negativen Fac-
toren vorldufig a8 pojitiv und Dbegeichnet ifhre Logarithmen mit (n),
fo bat man nur in bem Falle, wenn die Anzahl der Jeidhen (n) un-
gerabe ift, ein folde8 Beidhen ebenfalld3 bem Logarithmui bed End-
refultates beigufiigen und lelteres felbjt al®dbann mnegativ zu nehmen.
Nun ift

63 fei gegeben x =

log sin 39° 15
log tg 117° 14/
CD.log tg 95°
CD. log cotg 93° 30

log x
X

0,8012015 — 1
0,2884746 (m)
8,9419518 — 10 (n)

11,2135139 — 10 (n)

e

02451418 (n)
— 1,7584976.

Il

V. Functionen
fiberftumpfer und negativer Wintel.

§ 25. Um bdie trigon. Functionen audy
auf Wintel itber 180° angumwenden, befjchreibe
man mit einem beliebigen, al3 Einbeit ange-
nommenen Radiud einen Kreid und theile ihn
burd) 3wet auf einander fenfrechte Durd)-
mefjer in feine vier Quadraten AC, CE, EG,
GA. Betradhtet man AO al3 den feftliegenbden
Radiug und begeifnen B, D, F, H beliebige Lagen ded rotivenden
Radiud in den verfdjiedenen Quabdranten, von welden wir AC ald den
erften, CE al® ben gweiten u. f. w. annehmen, jo ijt sin AB = BP,
cos AB = OP, sin ACD = DQ, cos ACD = 0Q, ferner fitr bie
Wintel over Bogen itber 180° sin ACF = FQ und cos ACF = 0Q,
endlid) sin ACEH = HP und cos ACEH = OP.
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Da der Sinus im erften und iweiten Quabranten pofitiv ift und
pie Linien FQ und HP in Bezug auf den feftliegenden Durdymefer AE
eine entgegengefete Lage zu den Linien DQ und BP haben, fo ift der
Sinus eined Winteld, mweldjer {ih) bi38 in den britten und vierten
Quabranten hinein erjtvedt, negativ. Weil forner bdie Linien OP
und OQ in Vesug auf den Mittelpunft O einanber entgegengefelit
fiegen, und ber Cosinus im erften Quabranten pojitiv ift, {o ift ber
Cosinus aud) im vierten Quadranten pofitid, dagegen im zweiten
und britten negatib. Yud dem BVorzeidhen de3 Sinus und Cosinus
folgt, bafy die Tangenten und Cotangenten im erften upd bdritten
Quabdranten pofitiv, im jweiten und vierten negativ find,

Durd) diefelben BVetrad)tungen wie in § 14 ergeben f{ich firr alle
Winfel bHig 360° folgende Granzmwerthe der Functionen:

0° 90° 180 270° 360°
Sinus 0 1 0 —1 0
Cosinus 1 0 -—1 0 1
Tangente 0 + o — 0 + o — 0
Cotangente -+ @ 0 —o 0 oo 0

§ 26. Die Functionen diberffumpfer Wintel Yaffen
fid) immer auf die Functionen fpiger Winfel uritdfiihren
und dabher ebenfalld durd) die Tafeln beftimmen.

Wir betradhten nur den Sinus und Cosinus, da die Yudbritcke
fiir bie Tangente und Cotangente in alfen Fdllen bdurd) die Divifion
jenmer beiben anbeven Functiomen eralten fverben. G2 fei in der obigen
Figur der fpige Winfel AOB = DOE = EOF = AOH = a;
algbann it BP = DQ -= FQ = HP, fener OP = 0Q und
per vom Bogen ACF gemeflene Winfel bed dritten Quabdranten gleid
a - 180% Unter Beriidjidhtigung bder BVorzeidjen bder Functionen er-
geben fid) aud ber Figur unmittelbar die Formeln:

1) sin(a-| 180°) — — sin a und cos (a - 180’ =—cosa.
Begeidhnet man  Dden Winfel a 4 180° mit Am, fo ijt
a=Am — 180° folglid)
2) j sin A = — sin (Au — 1809
cosAn—= - cos (Au— 180



G35 ift 3. B. sin 196° = — gin  (196° — 180%) = —sin 16°,
Da log sin 16°=0,4403381 — 1, alfo logsin 196°=10,4403381 — 1(n),
fo ift sin 196" = — 0,2756374. Ferner ift cos 228° = — cos 48°,

t2'234° ="tg'54% "cotg 216° = cotg 36°.

Bergleidht man die Functionen bed bom Vogen ACEH gemeffenen
Winteld, mwelder gleid) 360° —a ift, mit den Functionen ded Winfeld
AOB = a, {o findet man, daf
3) sin (360° — a) — — sin a und cos (360° — a)= cos a.

Diefe Formeln fann man nod) anberd ausddriiden. Selt man
an bie Stelle bed Winteld a defien Complement 90° — a, fo ijt

sin [360° — (90°—a)] = ~-sin (90° — a),
alfo sin (270°+4-a) = — cosa,
unbd ebenfo cos (270°4-a) = sin a.

Begeidnet man  nun  den Winfel 270° 4+ a bed bvierten
Quabranten mit AIV, {o ift a= AIV — 270°, folglid

" { sin AIV = — cos (AVI —270")
cosAlV —sin (AIV — 270°).
Hiernad) ift sin 340° = — cos (340° — 270°) = — cos 70°.
cos 293° = sin 23°% tg 308° = — cotg 38° cotg 301% = — tg 31°

§ 7. Gin negativer Wintel entfteht dadurd), daf bder bes
weglie Radiud von ber urfpritnglichen Lage aud nad) ber entgegen-
gefesten Ridhtung von jener Seite fich) beivegt, nad) welder Bhin bie
al3 pofitiv betradjteten Winfel Yiegen. Befdreibt man alfo (Fig. § 25)
purd) entgegengefegte Drehungen Hed Radiud AO vom Anfangdpuntte

A au3 bdie beiben gleidjen Winfel AOB = + a undb AOH = —a,
fo ergiebt fid) joaleid), daf

sin (- a) = — sina, cos (—a) = cos a alfp

tg (—a) = — tga, cotg (—a) = — cotg a.

§ 28. Wird bei ber VWefjdyreibung bder pofitiven Winfel bie
Drehung e bemwegliden Radiud itber 360° Hinaud fortgefest, fo
nimmt Dderfelbe alle Lagen ivieder an, weldhe er beim erften Durd)-
{aufen beg Kreifed eingenommen Hat, und daher fommen fitr die Winfel
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&+ 360° a-2.3600 u, f. m. diefelben Functionen um BVorfdein,
wie fiir ben Winfel a, weldjer feiner ald 3600 ift. Gbenfo bleiben bdie
Functionen ded Winfeld a unverdndert, wenn man diefen um eine be-
liebige Anzahl von 360° verminbert. Man Hat daher, wenn n eine
beliebige gange Bahl bebeutet,

sin (a+ n.360°) = sina, cos (a+n.360°)=cosa
tg (a+n.360°) =tga, cotg(a+n.360°)—=coiga

Da bei allen itberftumpfen Winfeln der Sinus und Cosinus eben.
fall3 bie Katheten eines redytw. Dreiedd ausbdritden, fo miiffen die aus
ber Formel (§ 9) sin“a - cos*a =1 in Berbindung mit ben Ausdriiden

sin a cos a i A
tga= wosa_ Undb cotga = =TT abgeleiteten Formeln in § 10

fiir alle bentbaren Winfel Giltigleit haben. Daff ferner die Formeln
in § 11 und fomit aud) alle folgenden aus ifhnen abgeleiteten (§ 12
und § 13) fitr iberftumpfe und negative Winfel wabhr bleiben, (Aft
fig auf bdiefelbe Weife zeigen, mwie bie Giltigleit ber Formeln in § 11
in Bezug auf frumpfe Winfel nad)getviefen werden fann,

VI Uuflojung
per redtwinfligen Dreiede.

§ 29. Wenn von einem redtiwinfligen Dreied, in weldiem der
redhte Winfel immer fdon an fi) befannt ift, zwei Stide gegeben
find, und unter diefen iwenigftens eine Seite fidh) befindet, fo thnnen
bie iibrigen Stitde Dbereinet ierben. €2 Fommen Bier vier Auf-
[bfungsfille vor, indem gegeben fein fanm: 1) bdie Hypotenufe und
ein fpiger Winfel, 2) eine RKathete unbd ein fpiger Wintel, 3) die Hypo-
tenufe und eine RKathete, 4) bie beiben RKatheten.

Den  rechten Winfel mwerben ir immer durd) A unbdb bdie
Hypotenufe durd) a, bdie fpigen Winfel durd) B und C, bie gegeniiber-
liegenben Ratheten durdg b und ¢, den Fliheninhalt durd) F be-
seichnen.
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Crjter Aufldfuugsfall.

§ 30. Gegeben die Hypotenufe a und ein fpiger Winfel
B; gefudt C, b, ¢, F.

¢ Aufl. 1) C=900 — B 2)b—asinB
b& 3) e=acosB 4) F=1bhc=ja’sinBcosB.
A>3 Da (2 12, 20) sinB cosB = }sin2B,

o it ¥ = la’sin2B.
Beifpiel. Aus a=987,31 Fuff, B =46°28/35",2 findet man
1):0€ = 43°31/24/,8

2) log a = 2,9944535 3) log a = 2,9944535
log sin B = 9,8603927 — 10 log cos B = 9,8380003 — 10
log b = 2,8548462 log ¢ =2,8324538
b =1715,8898 Fup ¢c=679,9137 Fup

4, logb=2,8548462
logc —2,8324538
log2 F = 5,6873000

2 F —486743,33
F =243371,665 (] Fuf

Wenn B nahe 90° ift und bdaher b = asin B nidht genau ge-
unden iverden famn (2 23), jo beredhue man zuerit ¢ =acosB und
ierauf b duidh die Formel b = 1/ (af-c) (a—c). Ift dagegen B
nahe 0°, fo beredme man erif b = asin B und al@dann c mitteld
per Formel ¢ = V (a+Db) (a—Db). In ben gewdhnlihen Fillen
tonnen biefe Formeln zur Pritfung ber ganzen Redhynung bienen.

Sweiter Aufldjungdfall.
§ 31. 1) Gegeben eine Kathete ¢ und der anliegenbde
fpige Wintel B; gefudht C, b, a, F.
Aufl. 1) C=90° — B 2) b=ctgB
3) = — cosB, alfo a — oom D F=1be=I1cgB

Aud ¢ =1378,14 Fup, B = 3° 37/49" finbet man C=86° 22/ 11"
b = 87,4364 Fup, a = 1380,911 Fup, F =60249,805 [JFuf.
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2) Gegeben eine Kathete ¢ unbd ber gegenitberliegende
fpite Wintel C; gefudht B, b, a, F.

Aufl. 1) B=90"—-C 2) = tgC, alfo b= ‘:C

[V c?

3) +=sin G, doa=_c 4 F=ibe= ;¢

Diefe zieite Aufgabe ift im Grunbe die nimlidhe wie die erfte, da man
aud) den Winfel B al3 gegeben betrachten fann,

Wenn B nabe 0°, folglih C nahe 90° ift, fo wird a mwebder

ourd co:B’ nod) burd ﬁ genau Dbeftimmt, AlSdann berehne man

a durd) bie qus % =sinB Hervorgehende Gl a = ‘éi’f?—B" welde in
ben gewdhulidpen Fdllen zur Pritfung der Rechnung neben bden ibrigen
Sormeln fiiv a gebraud)t werden Fann,

Dritter Aufldjungdfall.
§ 32. Gegeben die Hypotenufe a und eine Kathete by

gefudit B, C, ¢, F.

Yufl. 1) sinB=_ 2) cos C= 2 ppr C — 90° — B

3)e=acosB o ec=)(at+b) (@a—b)
HF=gzbe= 3 V(ath) @a—b)

Aud a=246,7 Fuf, b= 1359 Fuf findet man B=33°25'36",6.
C=56034'23"4, ¢=205,893 Fu, F=13990,45 OFuf.

Der Winfel B fann in einem rechtiv. Dreied nur fpif genommen
werden, objdon sin B juglei) einen ftumpfen Winkel fiix B
giebt, — Wenn bder Quntient-}f— nahe 1 ift, fo Dberechne man Fubor
¢ = V (a+b) (a—Db), und alsbann B und C mittels der Gleidhung
tgBs= lcl = cotg C, worauj af3 Pritfunggaleiung B 4 C = 90
dienen fann. SKommt snabe 0, fo beftimme man c entiweder augd

¢ =}/ (a+b) (a—b) oderaus ¢ =hcotg B="btg C.
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Bierter Aufldjungsfall.

§ 33. Gegeben bie beidben Katheten b, c; gejudht B,
O 2B

Yufl. 1) B =0 2) cotg C="> oer C=900—B

3) %:: sin B, alfo a = n%i odera = }/ b'+Fe®

HF=1 be

Yud b—=1563,3 Fuf, ¢=2378,2 Fuf findet man B =56°7'21",23
C =3395238",77, a=678,4856 Fuf, F =106520,03 (J Fup.

§ 34. Gin Dreied fann niht blo3 durd) ecinfacje Seiten und
Winfel beftimmt werdben, fonbern aud) durd) gewifie Berbindbungen
ber eingelnen Stiide mit einanbder, 3. B. wenn gegeben ift der Inhalt
und ein fpier Winfel, der Inhalt und eine Kathete oder die Hypotes
nufe, bdie Hypotenufe und bad auf diefelbe gefdllte Hihenperpenbifel,
bie Summe zweier Seiten und die dritte Seite ober ein fpifer Win-
tel u. {. w. Die Wjung folder Aufgaben fommt jedeZmal auf einen
ber ier behandelten Hauptfille uritd und wird fih immer audfithren
lafen, fobald e3 eben fo biele von einander unabhingige Gleidungen
giebt al3 unbefanute Stitde gefucht twerden.

VIL Auflojung
ber gleididentligen Dreiede.

4 § 35. Wir werden im gleidfdentligen Drefect

bie ungleide Seite, d. . bie Grundlinie, immer durd

9 b a, unbd ben gegenitberfiegenden Winfel, d. . den Wintel

an der Spie mit A begeihnen. LWegen der Gleidhheit

8 Dz ¢ siveier Seiten b =c¢ und jweier Winfel B = C reidhen

hier zmei Beftimmungsitiife aud und diefe fhnnen fein 1) bie Grund-

finie und ivgend ein Winfel, 2) der Schentel und irgend ein Wintel,
3) bie Grundlinie und ber Schentel.
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Jieht man bag Hohenperpendifel AD = h, fo ift ber Wintel
BAD = 1A, ferner BD = 4a unbd ber Inhalt F — jah, Da B=C,
fo ift A 4+ 2B = 180°,

§ 36. Gegeben die Grundlinie a und B ober A.

Aufl. 1) A =180° — 2B ober B = 90° = }A,
2) Aug la = ccos B folgt ¢ = 2csz = 2si:gA

3) Da h = latg B = lacotg 34, o ift
F = jah = }a’tg B = 1a®cotg 1A.

§ 37. Gegeben der Schentel ¢ und B ober A.

Aufl. 1) A =180°— 2B oder B = 90° — }A.
2) a==2ccos B=2csinlA.
3) F = jah, ober ba a = 2 ccos B, h = csinB, {o ift
F =c"cos Bsin B = c®sin tAcos 1A = }c”sinA
(§ 12, 20).

§ 38. Gegeben die Grundlinie a und der Sdhentel c.
a

Aufl. 1) cos B =5 2) A= 180°— 2B,

c

HDF=ph =4 (c+3)(c— 1)

Beifpiel. a=1=6Fuf, b=c=15Fup, A =173° 44237 24,
B=C=53%7 48" 38, F = 12 [JFuf.

§ 39. Die Aufldfung der gleidhfchentligen Dreiecte findet Anten-
bung bei ber Berednung bder regelmdfigen, dem RKreife eingefdriebenen
und umgejdyriebenen Biefece, 3. B,

Aus ber Seite s einesd regelm. n-edd dbie Rabien r und
R ber ein- und umgefdriebenen RKreife und den Jnhalt F
be3 BVieledsd zu finden,

Aufl. Sei BAC eined von ben n congruenten gleichidentligen
Dreieden, in welde bad n-ed durd) die aud feinem Mittelpunite A

nad) allen Gden gezogenen Linien gerfegt wird, fo ift die Senfredhte
3
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AD =r, AB = R, BC = g, affo BD = }s, Gentrininfel BAC

=3 ajo BAD = 1,
Da AD = r = BD . cotg BAD, und
Y BD ity s BD
E=SIDBAD, aI[DAB=R SIBAD fD lft
1)r =218 .%cotg® 1800
D
S P 0 aatiy
& v sin =
180°

8) F=7.1n= §s"n. cotg—

Beifpiel. Aug s =64 Fu, n = 9 finbet man r == 87,91928
Fup, R = 93,56174 Fup, F = 25320,75 (JFuf.

§ 40. Au3d dbem Radiud r eined Kreifed dbie Seite, den
Umfang unbd den Juhalt bed ein- und umgefdyriebenen vegelm.
n-edd zu finben. (Jig. § 39).

Aufl. Sindb BC und EF bdie Seiten der ein= und umgefdyrie-
180°

benen n=ede, fo it AB = AG = r, Winkel BAG = e,
BC =2 BDj BD = rsin 22, AD_rcosi—o, aIfo ift fitr bas
eingefdriebene n-ed:
1) Geite BC = 2rsm—1@— 2) Umfang = 2 nrsin 1?100
3) Inhalt=J Umfang.AD =nr’ sin180 cos1—80— Inr®sin-—— 360 (212,20,
Femer it EF = 2 EG, EG = AG tggg—— ltgﬂ, alfo
fitr bag umgejdhriebene n-ed:
. 180° 180°
4) Geite EF = 2rtg—— 5) Umfang = 2nrtg = —
6) Juhalt = % X Umfang = nr’tg—@—
Beifpiel. s r = § wnd n = 21600, alfo 0 — 30

finbet man fowo!l fitv dag eingefdyriebene wie fitr dad umgefchriebene
Bieled den Umfang = 3,1415926, Hieraud folgt, daf aud) Dbie
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3wwifdhen beiden Umfingen enthaltene Peripherie des RKreifed burd) bdiefe
Bahl ausgedriidt werden muf, welde bdie Verhaltnifzahl = ijt.
Gbenjo ftimmen die Inhalte der beiden Viefede nod) in fieben Decimal-
ftellen itberein, ndamlid) 0,7853982.

VIIL Anfldjung
der fdyiefwinfligen Dreicde.

§ 41, Wir betrachten zunddft eine Neihe von Lehrjdben, auf
welden die Aufldjung der fdhiefwv. Dreiede beruht.

Bieht man im {pigwintligen ober frumpfwintligen
Dreied ABC auz C bdie Senfredhte h auf bdie Seite
AB ober deren Berldngerung, fo ift in beiden Fdllen
h = bsin A und h = asin B, folgli) bsin A =
asin B ober .

= sin A : sin B, cbenjo

= sin A : sinC
re = sinB: sinC
Die Seiten eined Dreiedsd verhalten fid) wie
pie Sinufie der gegeniiberftehenden Winfel.

TeP
e 69

§ 42. (Jig. § 41.) Nad) einem Sage der Planimetrie ijt
in ber erften Figur a® = b*4-c*—2¢ . AD
in ber jweiten Figur a* = b*+4c*42c¢. AD
Da in der erften AD = bcos A, in ber 3weiten AD = — b cos A,
fo erhdlt man in Heiden Fdllen durd) Subjtitution

1) a?="b24 ¢? — 2be cos A, alfo cosl'ﬂzl’_?ii';l;'%
Gbenfo 2) b*=a’+ ¢® — 2ac cosB, aljp (-osll::i,j:‘;%lL
3) e?=a?} b?— 2abceos, uljp cos C= “2‘*'2';; e

Jn jebem Dreied ift dad Quabdrat einer Seite gleid
per Summe Ded Yuabdbrat der Heidben anderen Seiten, ber-
3*
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mindert um dad doppelte Produft ausd eben diefen Seiten
und dem Cofinud ded von ihuen eingefdhloffenen Wintels

§ 43. G3ift a:b —=sinA:sinB, alfo aud
a-4b:a—Db=sinA 4 sinB:sin A —sin B ober ¢12,31; 310,12
a+b  sinA+4sinB __ 2sinj(A+B)cosj(A—B) _ tgi(A+B)
a—b  sinA—sinB  2cosj(A+B)sini(A—B)  igi(A—-B)

at+b:a—-b=tgjA+B):tg}(A—RB)
Die Summe weier Seiten eined Dreieds verhdlt fid) zum
Unteridyiede derfelben, wie die Tangente der halben Summe
ber gegenitberfiegenden Winfel jur Tangente ded Hhalben
Unterfdyieded derfelben Winfel.

Da A+ B=180°— C, aljo ! (A+ B) = 90° — }C,
folglid) (§ 4) tg 3 (A + B) = cotg i C, fo fann man aud) jegen:

a4 b:a—b-=cotglC:tg (A — B)

oder

_ § 44. Aus ber Summe und der Differvenz zweier
Grbfen finbet man die grdfeve berfelben, wemn man ur
halben Summe die Halbe Differens addirt, bdagegen bdie
fleinere, wenn man von der halben Summe die halbe Diffe-
reng abzieht.
Denn e3 fei X die grdfere, y bdie fleinere Grbfe, die Summe
beiber gleid) s und ihre Diffevens gleih) d, affo x + y = s und
X —y ==d, fo erhdlt man durd) Addition und Subtvaction bdiefer

Gleidungen
X =1(4+d wdb y=1(-d)

§ 45. Der Fladeninhalt (F) eined Dreieds ift gleid
bem Halben Produfte aud zwei Seiten und bem Sinus bes
Bmwifdentintels.

Sn der Figur § 41 ift ndmli) h=asinB und F = 1ch=
s acsin B, Gbenfo ift F = } besin A = LabsinC.
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Criter Anfldjungéfall.

§ 46. Gegeben eine Seite a und jiwei Wintel; gefudyt
b.c E
Aufl. Sind gwei Winkel eined Dreiedd befannt,

fo ift e8 aud) ver dritte. Num ift (§ 41 und § 45) 4
asin B asinC
D b= T sinA 2 e= sinA 5
absinC a’sinBsinC
3) = 2 Fits 2sinA A ”

Nus.a = 487,5 Fuf, A = 103%48', B = 42925’ folgt
C=233%47, b = 338,601 Fu, ¢ =279,13367 Fup, F = 45893,35
O Suf.

Sweiter Anflofungsfall.

§ 47. Gegeben jwei Seiten a, b und ber jwifdens
liegenbe Winfel C; gefudhit A, B, ¢, F.

Aufl. Man berechnet die Hhalbe Summe bder Winfel A und B,
nimlid L (A 4 B) = 90° — 1L, und ifhre Halbe Differeny (§ 43),
tg s (A—B)= :-Ig cotg £ C; alsbann findet man (§ 44)
DA=;(A+B)+;(A-B) 2) B=;A+B) - j(A-B)

a sinC b sin C
sinA ~ sinB 4) ¥ =;absinC

Um negative Diffevengen zu bermeiden, begeidhne man mit a die
grofere und mit b bie fleinere der Heiden gegebenen Seiten.

Aug a = 1295,4 Fuf, b = 8357 Fup, C = 74%25'30"4

o=

folgt

3$C = 37%12/45"2 log (a — b) = 2,6624745
A+B ‘140
AEB _ 590471448 log cotg 3 C = 0,1195370
a-b = 21311 CDlog(a-b) = 6,6713962 — 10
a—b = 4597 log tg 1(A—B) = 9,4534077

1(A-B) = 15°51'27",51



38

1) A = 68938' 42" 31 2) B = 36°565/47.29
3) log a = 3,1124039 4) loga = 3,1124039
logsinC = 9,9837527 — 10 logh = 2,9220504
CDlogsinA = 0,0308905 logsinC = 9,9837527 — 10
log * ¢ = 8,1270471 log 2 F = 6,0182070
¢ = 1339,822 Fuf. F = 521407,2 (O uf.

§ 48. Die Seite ¢ fann aud) ohne vorhergegangene Verechnung
ver Winfel A und B unmittelbar aud a, b, C gefunden werden (§ 42, 3)

= Ya*4 b® — 2ab cos C.
Algoann hat man (§ 41) sin A = as“‘c

und sin B =

bsinC
s

Dritter Aufldjungsfall.

§ 49. Gegeben die drei Seitena, b, c; gefudt A, B, C, F.
Aufl. Man Hhat § 42 bie Gleidungen

. J— 2 e 5
1) cos A — 22‘+’§¢66’ il 48| 2) cos B — a’ —i—zcac b
a’t+b*—e?
3 oM e
Unt anbere Formeln 3u erhalten, welde die logarithmijdhe Beredynung
it M. o0

geftatten, fubftituire man fiir cos A in die beiden Gleichungen
§ 12, 24 und 25

1+cosA

2 be

[ —cosA

2

b‘—i—2bc-}-c’~-a2 . a?— (b*—2bec+¢?)
1A LA
el - ]/ 4 he i '.I/ 4 be

(tb+c; b+tci’—a? . al—(b—c)?
coS LA — SV RN s]n‘A:]/__——_——'_
3 4be z 4be
cos1A — (b+c+a)(b+c~a) ginlA — (a+b—c)(a--b+c)
- 4 be Ao 4be

Set mma-+bJe=2s, afobt+c—a=2( - a),
at+b—c=2(8—c)undba—b-4c=2(s—b), fo ijt

cos 3 A= “sb:—a-’ und  sinfA— ]/(s—b) (O]

cos j A=

und  sinlA= , bann ijt
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Die Divifion der erften G in die jiveite qiebt
PR AR, ci
s(s—a)
ober wenn man Fdhler und Nenner der Wurzelgrdfe mit s — a multiplicirt,

9, SKiA =)/ RERES == seno
o S i/ A8l P
6) te ; C—“_c ‘l/(s a)(s— b) (s—e)

Die Wurzel in diefen Formeln muB immer pofitiv genommten
ferben, da jeber Halbe Dretecwintel fpily ift. Bur Pritfung der Redynung
pient die Gleidung A 4 B4 C = 180°

Fitr ben Fladeninhalt hat man (§ 45 und § 12, 20)

Pas be. ;mA s be. 2sin ,}2A coss A redbis r(s——b) (s—c) rs (s— a\’ affo

) F=Vs(s—a)(s—b)(s—c)

Aus Lbesin A =F=Vs(s—a)(s-b)(s—c) folgt
8) sin A = Bzélfs (s-——a) (s—Db) (s—c). Ferner ift (Fig. § 41)
9) h="DsinA = 25 (s—a) (s—b) 5—c)

Mitteld der lehten Formel, in iwelder h bdie auf bie Seite ¢ gefidllte
Hihe vorjtellt, (Gt fih ausd ben drei Seiten eined Dreiedd deffen Hihe
finden.

Beifpiel. a =975 b= 84,5 undb ¢ = 91 Fuf. Hier ift
- logs = 2,1351327 log (s -~ b) = 1,7160033
log (s — a) = 1,5910646 log (s — ¢) = 1,6580114

log r(s‘_a) (s‘-sb) (S—-—C) — 14149733

logtg 1 A = 9,8239087 Al gro2al 48”46

logtg ; B = 9,6989700 B 538957 484,36

logtg 1 C = 9,7569619 0 =<ebe2eliasy, 12
log F = 3,5501060 F = 3549 O%uf.

[ II
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RVicrter Aufldjungsfall.
§ 50. Gegeben 3wei Seiten a, b und ein Gegenminfel
A; gefudht B, C, ¢, F.

Yufl. 1) sin B =004 2) C = 180° — (A + B)
inC b sin C 3
3) 66— n.::A = -:nnn 4) F = ;ab sin C.

Die Werthe fiir C, ¢, F find abhingiq von dem Werthe bes
Winfeld B, welder, dburd) feinen Sinug beftimmt, im Allgemeinen fool
fpig af8 ftumpf fein fann.

Wenn nun a=b, aljo audy A=B ift, fo fann B nur
{pil genommen werden. Aud a = 154,31 §., b = 123,84 §.,
A2V LTI ol B == §3% 23751540/ E =P984 107°8Y,
c==218,9947 §., F ==9297,517 O &.

Wenn aber a<<b, alfo aud) A <B ijt, fo fann B fowol
fpig al8 ftumpf fein; dann nehmen C, ¢, F jwei verjchiedene Werthe
an, unb e8 giebt 3wei verfdyiedene Dreiede, von benen bad eine
jowol wie bad anbdere die gegebenen Stirde enthdlt, Aus a — 308 Fuf,
b = 375 Fuff, A = 37°45’ findet man

log b = 2,5740313
logsin A = 9,7869056 — 10
CD loga = 7,5114493 — 10

log sinB = 9 9,8723862 — 10, folglidy

1) B=48°11'34",178 ober 1) B == 131°48’25", 22
2):0 = 949 .3425" 22 2) C= 10°26'34",178
3) log sin C =: 6,9989103 — 10  3) log sin C == 9,2582951 ~ 10

log a = 2,4885507 log a = 2,4885507
CDlog sinA = 0,2130944 CD log sinA = 0,2130944

log ¢ = 2,7005554 log ¢ = 1,9599403

¢ == 501,8286 Fuf ¢ = 91,18854 Fuf.

4) F = 57605,28 [ Fuf 4) F = 10467,6 (JBuf.

Jn bem befondern Falle, wo a<<b und zugleih a="Dbsin A,
it sinB = bs:’A =1, aljo B = 90°, unb e3 giebt bann nur ein

Dreied, weldhed reditwinflig ift. Wenn bdagegen a <b, und ugleid)
a<<bsinA, alfo sin B > 1 wire, fo fann e8 gar fein Dreiect mit den
gegebenen Stitden geben.
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§ 5. Wegen ihrer Haufigen Anivendung mag nod) folgende
ufgabe Hier geldit werden.

Ausd dpen Seiten a, b, ¢ eined Dreiedd ABC die Radien
R und r ded um- und eingefdriebenen Kreifed zu finbden.

Yufl. 1) BVejdreidbt man um ABC einen Kreid A
und zieht aud dvem Mittelpuntte O bdie OP | BC,
ferner OB und OC, fo ijt

BC = 2BOsin } BOC = 2R sin A, alfo
Roase Be -8
T 2sinA T 2sinA”
Da (§ 49, 8) sin A = b%rs (s—a) (s—Db) (s—r¢),
wo s =5 @+Db-c) foift (§ 49, 7)

abe abe

e 4fs (s—a)(s—Db)(s—c¢) =7F

2) Bieht man aud dem Mittelpunfte nad) den

Winfelfpigen gerabe Linien und auf die Seiten a,
b, ¢ bie Senfredhiten OD, OE, OF, fo ijt

F=lar+}ibr+jer =5 @+b+c), alfo

b 2F i 2\fs (s—a)is—Db)(s —¢)
T atb4c T a+b+ec

IX. Anfgaben.

§ 52. Goniometrie (§ 2 — § 28).

1) Durdy Functionen bvon Winfeln unter 45° audzudriiden a) sin74° 41/ 50“
b) sin124°40 c) sin156°30/ d) cos 75°5" e)cos 125° f) cos170°3‘ 35
g) tg57°46’ h) tg95°55/ 6’ 1) tg 178° 33/ k) cotg 52° 48’ 1) cotg 134°
m) cotg 136° 5. -

2) Uub sina = 0,6 3u finden cosa, tga, cotg a.

3) Uud cosa = - 0,7071 u beredynen sin a, tga, cotga.
4) tga = 0,0174551 ; gefudht sina, cosa, cotga.
5) cotga = —(,602; gefudht sina, cos a, tga.

6) tga = 3,1246; gefudt tg (a + 45°.



7) sina = 0,2; gefudt billT:‘ und cos ; .

8 Wb cosa = 25: 144 ju fiuden cos .

9) %ud Sinus und Cosinus von 45° und 30° ju beredynen cos 75°
10) sin 60° gn berechnen nach § 12, 20.

11) Aud sin 45° und cos 45° ju finben sin 90° und cos 90°.

12) cos15° gu berecynen (§ 11, 19 und § 12, 24).

13) cosa = §; gefud)t cos 2a nnd tg2a.

14) cosa = } unb cosb =: !; gefudyt sin (a + b) und cos (a — b).
15) Bon 10202256, 8 ju befiimmen log sin, log cos, log tg, log cotg.
16) log (— cos x) == 0,9201496 — 1, log (—tgy) = 0,3176782.
17) sina = 0,433397; gefudt cos a, tg a, cotga.

18) cosa = —0,9781475; gefudht sina, tga, cotga.
19) tga = +0,371571; gefudyt sina, cosa, cotga.
20) cotg (45° — a) = ¥3; gefudt log tg (45° + a).

21) Die Winkel ciued Dreiedd find a, b, ¢ und tg § (b4 ¢) = 1,3168521;

grofy ift a2
22) Aud log cotg x = 1,0031187 (n) 3u finden x und log cos x.
23) tga = x und x* 4+ 3x = — 2; gefucht Winfel a,
a? + b2 —e¢?2
Uy cosx = —pp +Wa=110,b = -7, ¢ =13

25) log sin (a + 90°) = 0,9904041— {; gefucht cos a.
26) sin2x = 0,5 und tg’y = 0,2955551,
27) logtgx = —3.
cos 143°28‘ 59/
28) cosx = G109, 2 287
29) log tg 2a = 0,4771213; gefudyt tga.
30) tgx = 3; gefudt tg § x.
sin 35° 13/ cos 145° 50/
31) x = 32740 cotg 920 22" cos 125"
0,5 cos 34°10° 345 tg 13° 15/ 50
33) cop x w= tg73sin150° > ¥ = sin?15°  °
33) Die Qinge cined BVogend von 20° in Theilen ded Radiud su berechnen.
34) Den Wintel ju berechynen, defjen Vogen = 3 in Theilen ded Nadius.
35) Den Bogen im Gradmafie su beftimmen, der dem Madiud gleid) ift.

toie

36) 3u beftimmen log sin 302°54, log cos 254°47/, tg206°34/, cotg 323°53,
cos 346°, sin 400°, log cos 785°, log sin #029°, sin (— 1029°), cos (— 300"\

§ 53. Redtwintlige Dreiede (§ 29 — § 33).

Die Budjftaben A, B, C, a, b, ¢, F werben hier immer in der

n § 29 erfldten Bedeutung genommen erben,

37) Die Seiten bed Rechtedd zu beftimmen, bdefien Diagonale gleih 325 Fuf ift

und mit einer Seite einen Winfel von 25° 42 bildet.
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38) Gegeben a:b:c = 5:4:3; gefudt B und C.

39) Ju einem SKreife vom Radiud = 3 Fuj den Abftand der Sehue ded Bogens
von 17°20/ vom Wittelpuntte ju finden.

40) Den fleinjten Winfel ded Dreiedd ju beftimmen, deffen Katheten fid) wie 5:12
verhalten.

A1) Aud den Seiten 4937 Fuf und 3874 Fuf cined Medtedd ihre Winfel mit der
Diagonale ju beftimmen.

42) Die Sdattenldnge einer Sdule von 21,2 Fuf betragt 34,8 Fuff; toie grof ift
bie Sonnenhohe?

43) Der Sdatten eciner verticalen Stange ift um § Firger ald dic Stange; weldye
$obe hat die Sonne?

44) Die entgegengefetsten Seitenlinien cined geraben 4 Fuf hoben Kcgeld bildben
cinen Winfel gleic) 73° 44/ 23", 24; wie grof ift der Durdymeffer der Gruntfladye?

45) 3u einem geraden Kegelftumpie find die Radien gleic) 4 Fuf und 11,5 F. und
per Winfel an der Spifge 73° 44/ 237, 28; wie grof ift die frumme Oberflidyc?

46) Aud bder Diagonale = 17 F. ded Arenidhnitted cined geradben Eylinderd und
iprer Seigung = 61°55/39,04 jur Grundflide den Jnuhalt ded Eylindersd
u finben.

47) Um bdie Breite eined Fluffed zu meffen, nimmt man dem Ufer entlang eine
Standlinie AB =159 F. Wenn die in A auf AB fenfredyt ftehende Bifirlinie
bad jenfeitige Ufer in C trifft, und dber Winfel ABC = 53°7/48"/, 4 ift; toie
breit ift der Fluf? ;

48) Den Sehroinfel ciner Signalftange i beftimmen, deren Entfernung ihre dnge
5000 Mal iibertrifft.

49) Wie grofy erfheint cin 57 Fufy Hoher Menfd) cinem andern in der Enifernung
von 138 Fuf?

50) Von der Shifze cined 200 Fuf hohen Thurmed toird ber Deprefflondivinkel ju
ber Spilie einer auf berfelben Horizontalebene mit dem IThurme befindlidyen
Stule gleidy 30°, und ju dem Fufe derfelben gleich 60° gefundben. Wie hody
ift die €dule?

51) Unter toeldyem Sehwintel erfdyeint ein 372 Fufy Hhoher Thurm in der Entfernung
pon 1712 Fuf, wenn dbad Yuge ded Beobadyterd fid) in einer §Hohe von 11 F.
fifer dem Boben befindet 2

52) Gin RQuitballon, bdeflen Durdymefier = 40 Fuf iii, erhebt fich im Trte A in
fenfredyter Ridytung und erfdyeint nady einiger Feit cinem Beobadyter, tocldyer
fidy 4000 Fuf von A befindet, nnter einem Sehwinfel von 30¢, alfo etrwa in
ber Grofie ded Donded; wie Hod) ift der Ballon geftiegen?

53) Die centrifhe Cntfernung der Sonne bon der Crde ift gleich 24063,33 Erb-
hatbmeffern; toie grof ift der {deinbare Sonnenhalbmefier an der Erdboberflade,
wenn derfelbe am Mittelpuntte der Grde (6 07, 44 betrdgt?

54) Au8 bdem Flddyeninhalte F = 1014 [J Fuf und einem f{pifgen Winfel B
= 53°7/48",39 dad Dreied aufuldfen.

55) YUub dem Fladyeninhalte F = 139,9045 O Fuf und einer Kathele ¢ = 20,5893
Fuf dad8 Dreied aufjuldfen.
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56) Yud dem Iubalte F = 275 (7] Fuf und der Hypotenufe a = 62 Fuf das
Dreiedt gu berechnen.

57) Yud der Hypotenufe a = 5 Fuf und dem auf diefelbe gefallten Hohenperpen-
bifel h = 2,4 Fuf dbad Dreied ju berechnen,

58) Aud der Snmme der Hypotenufe und ciner Kathete a 4 ¢ = s = § Fuf
und aud der andern Kathete b = 4 Fuff dad Dreied ju berechynen.

59) Aud ter Summe der beiden Katheten b + ¢ = s = 14 Fuff und cinem
fpitten Winfel B = 36°52 11/, 62 dbad Dreiect ju berechnen.

60) Aud dber Summe der Hiypotenufe und der einen Kathete gleidy 18 Fuf und der
Summe dber Hydotenufe und der andern Kathete gleih) (6 Fuf dad Dreied
aufuldfen.

61) Aud dem Jnhalte F = 60 O Fuf und der Summe der beiden Katheten gleidh
32 Fuf dad Drefect u berechnen,

62) Aub dem Inbalte F = 4 [IFuf und dem Umfange a + b + ¢ = s = 20 Fuf
dad Dreiect gu beredyuen,

63) And bder Hyvotenuje a = 56 Fuf und der Summe der beiden Katheten
b + ¢ = s = 64 Fuf dad Dreiect ju bevechnen.

64) Aud dem Umfange a + b + ¢ =90 Fuf und dem auf die Hypotenufe gejdll-
ten Hobhenperpendifel h = 8,7804878 Fuff dad Dreied zu berechnen.

65) Aud ciner Kathete ¢ — 77 Fuf und cinem Winfel B = 25°3“ 277,42 den
Radiud r ded dem Dreied eingefdyricbenen Kreifed zu finben.

Qn den folgendben Anfgaben ift ju feen der Durdymeffer der Erde gleich
1719 Meilen, der Umfang der Crde gleih 5400 Meilen, ein Grad der
Grbe gleidy 15 Meilen, eine geographifye WMeile gleic) 24303 ruff. Fufp.

66) Aud dem Umfange der Grde und der geographifchen Breite 50°57 cined Orted
den Umfaug feined Parallelfreifed jn berechnen.

G7) Unter toeldyer geographifdhen Breite betrdgt bder Umfang bded Pavallelfreifes
3208,49 Meilen?

6t) Wie viel Fuf in jeder Secunde legt bei der Arendrehung der Erde St, Peterdburg
unter 60° Breite juriic?

69) Wie Hhod) muf toenigitend cin BVerg fein, um ihn in
A einer Gutfernung von 20 Meilen nod) fehen zu Ednnen?

70) Wie toeit erftredt fid) auf der Oberflide der Grde in
einer ebenen ®egend bdie Fernfiht fiir einen 5 Fuf
grofen Menjchen?

71) Auf dem Meere fieht mau von einem Sdjiffe aus,
twenn dad Auge 30 Fuf itber der Meeredfldche erhaben
ift, in ciner Gnyfernung von 3,33 Meileu den Gipfel
bed Pico von Teneriffa; man foll die Hohe ded Berged
fluden.

72) Wie toeit Hodyftend fonnen fidh) ziwei Manner, deren jeder 6 Fuf grof iff, von
cinander entfernen, fo daf fie bei der Kriimmung der Grde einander nod) fichtbar
bletben ?

73) Wie bod) muf der Punft (ber ver Meeredflache Yiegen, bon tweldyem man den
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®ipfel de8 Dbatvalagivi, defien Hohe 27343 Fuf betragt, in einer Entfernung
von 50,35 Meilen fehen Fanm.

74) Auj dem Chimborazo mift der Winfel, den bdie Horizontallinie mit der nad
bem Horizonte gehenden Linie madyt, 2°49/507, 39. Weldyed ift die Hihe ded
Berged?

75) Wie weit milte man fid) bon der Grde entfernen, um ein folded Stird der-
felben, toie etiva die falte Jone == 384977 [T Meilen iiberfehen ju fonnen?

§ 54. Gleidfdentlige Dreiede und vegelmdafige Bielede
(§ 35 — §40).

76) Jn ciner regelm. vierfeitigen Pyramide ift der Kantentvinfel an der Shitse gleid
45°35’ und die Grundfante gleih) 120 Fuf ; wie grofy ift die gange Oberflade
der Phramide?

77) Die Seitenlinie eined geraben Kegeld betrdgt 35 Fuff und hat gegen die Grund-
finie ecine Neigung von 27°19-; wie grof ift die HObe h ded Kegeld und der
Durdymefier d der Grundflddye?

7:) Dad Quadrat der Linge eined Redytedd ift gleich dem doppelten Quadrate der
Breite; unter weldem Winfel durdpicdhneiden fich die Diagonalen?

79) In einem gleichidyentiigen Dreied verhdlt fid) dad Quadrat ded Scenfeld jum
Quabdrate der Grundlinie woie 3 : 4, Wie grofs ift der Winkel au der Spitze?

80) Wic grofy ift ber Rabiud debjenigen Kreifed, in toeldhem der Peripheriewinkel
14° 16 10" auf einer Sehne = 367,375 Fuf fteht?

81) Bon 3wei Feldbmeffern ift jeder 850 Fup, und Fwar in verfdyiedener Ridytung
von cinem Signal entjernt, Der eine Hat den Winfel der Gefidytdlinien jum
Signal und jum Standpunft bded andern Feidmefferd gleid) 36°52/11, 62
gefunben. QWie tweit find die Feldbmefjer bon einander entjernt?

82) Jn cinem regelm. 15-cc ift der Yadiué ded umgejdhr. Kreijed R = 9,201 Fuf;
man foll den RNadiud r ded eingefd). Kreijed, die Seite s und ven Inhalt F
bed Polygond findeu.

83) Gin regelm. 37-e enthdlt 24127,94 (] Fulp; man fudyt feine Seite s und den
Rabdiud r ded eingefdhr. Kreifes.

84) Wie lang ift der BVogen, bdefien Sehne 36 Fuf und deflen Radiud 18,7 Fuf
betragt?

85) Wenn man aud einem Punfte der Peripherie eined gegebenen Kreifed mit deffen
Radiud einen ztociten Kreid bejdhreibt, fo ift die $Hdlfte der den beiben Kreifen
gemeinfdyaftlichen Sehue anndhernd die Seite ded eingefdyr. regelm 7-edd. Um
wie biel ift der Mittelpunftdivinfel, toeldyer der fo gefnnbdenen Seite entfpridyt,
fleiner af8 der toahre Mittelpuntidioinlel ded vegetm, 7-edd?

§6) Der Kubifinhalt eined Pridmad betragt 50 Kub -Fuf, und die Hohe ift das
Doppelte bon dem Durdymeffer ded um die Bajié befdyricbenen RKreifed, weldye
ein regelm, Achted bilbet; twie grof ift die Seite der Bajis 2

87) ud dem Jnhalte F = 79,45 [7) Fuj und vem Scdyenfel b = 304 Fuj dasd
Dreied aufzuldfen.
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88) Aud der Hohe h = 72 Fnfg und der Summe der Grundlinie und ded Sdyenteld
a + b= s = 210 Fuf vad Dreiec gu berechnen.

89) Aus dem Umfange 4 Fuf und der Hobe 1 Fuf dad gleihfchentiige Dreied 3u
beredhnen.

90) Audé den Umijdngen der einem beliebigen Kreife eine und umgefdyriebenen regelm.
24000-cce die Jahl 7 3u berecynen,

91) ¥ud dbem Radbiud r = 23,4 Fujs eined Kreifed und einem Bogen a = 17° (3 24
bie entfpredyende Sehne und den Kreidabfdynitt ju berechnen,

§ 55. Sdiefmwintlige Dreiede (§ 41 —§ 51).

92) Die Winfel cined Dreiedd aud den Verhdltniffen der drei Seiten a: b:c —
8: 15 :17 3u berechnen.

93) Aud den Seiten a = 56, b = 52, ¢ — 60 Fuf cined Dreiedé ABC bie
®eradbe 3u berechnen, welde bon A nady der Mitte von a gejogen ift.

94) Yud den Eeiten a — 1064177, b — 11547, ¢ - 94,1321 Fuf ecined Drel-
ectd deffen drei Hoben zu berechnen.

95) on cinem Punfte aud betocgen fidy stwei Korper in geraben Linien, indem in
jeder Secunbe der eine 83,4 Fuf, der audere 70,5 Fufp suritdgelegt, und die
Ridtungen beiber Korper mit einander einen Winfel von 98°43‘ bilben. Wie
qrofy ift ter Abftand der Korper von einander nad) 5 Secunden?

96) Wenn jroei Krdjte, deren Ridtungen und verhdltnif-
mdfige ®rdfe wir durd) die Linien AB und AD bdar-
ftellen, unter einem belicbigen Winfel auf einen Punit
A tirfen, fo ftelit, toie die Mechanif Lehrt, die Diago-
nale AC bded fiber diefen Krdjten confirnirten Paraliclos
gramm@ bdie Grife und Ridtung der Gejammitvirfung
beidber Rrdjte, oder die fo gemannte Mitteltraft dar, foelde allein das Namiid,
betirft, alé dic beiden gegebenen RKrdfte (Seitenfrafte) zufammen. Gefefst num,
man fenne eine Seitenfrajt — 684,56756 Fuf und die bon derfelben mif der
anbern Seitenfraft, fotie mit der Mittelfrajt gebildeten Winfel £ 0° 56/ 40 und
44° 44’ 44 oie grofy it die andbere Scitenfrajt x und die Mittelfraft y?

97) Sei Krdfte von 200 B und 500 B wirfen unter cinem Winfel von 70° auf
cinen Puntt; roclded ift die Mittetfraft x, und toie Jrof ift der bon Dderfelben
mit der Fleinern Stitenfraft gebilbete Winfel y?

98) Die Bafis cineé Dreiectd betrdgt a = 93 Fufi, cine jweite Scite b = 141 Fuf
nnd der Jroifdhentvinfcl C=42°34 10*. Wenn nun durdy eine aud der Spife A
be8 Dreiedd geogene Gerade bonm demfelben Dder bdritte Theil abgejdnitten
werden foll, in weldye beiden Theile mufy der Winkel A zerlegt toerden?

A 99) m die Hohe cined Thurmed AB, der auj dem Ubhange
. eined Berged feht, su meffen, ift vbon dem Fufpunfte ded

Thurmed den BVerg hinab eine Standlinie BD = 428 Fuj

gesogen, Die Vifirlinien nad) der Spifge ded Thurmed bilden

mit der Standlinie am Gndbe D und in der Mitte C derfelben

_B bie Wintel 35°24‘ 427, 97 und 55°33/ 527, 07. Wie hod ift

D C der Thurm?




47

100) Uim bdie Breite CD cined Fluffed u meflen (Fig. 99) hat man an die BVer-
{angerung pon CD unter dem Winfel B = 116° 10’ cine Standlinie BA =
200 Fuf angelegt, weldhe mit den Vifirlinien nad) beiden Ufern bdie Winkel
BAC = 37°20 und BAD — 45°5‘ bilbet. Wie breit ift der Fluf?

101) Dad Dreied ABD (Fig. 99) aufzuldfen, in roelhem bder Winfel D — 53°7° 4872
ift und die Seite BD — 56 Fuf von der Trandberfalen AC — 48,66209 Fuf
halbirt toird,

102) G8 fei in einem Dreied die Bafid a — 702 Fuf, die Hohe h — 537 Fu und
bie Seite b — 638 Fuff; toie grofy ift die Seitke ¢ und der Winfel A an der
Spite?

103) Yud bden Seiten a — 975 Fnf, b — 845 Fufjf und dem Winfel A —
67° 22/ 48,48 bdie drei Hohen ded Dreiedd jn beredhnen.

104) Der Durdymefier eined Kegeld betrdgt 16 Fuf, feine grofte Seitenlinie 192 Ful
und feine fleinjte 180 Fuf; twie grofy ift der Kubifinhalt ded Kege!d?

105) Die Spitge eined Iburmed twird bon einem getviffen Standpuntte unter dem
Glebationdivinfel bon 35°928//, 97 gefehen, Man geht 76 Fuf dem Thurme
ndber und findet jetit den Glevationdmintel gleih 56°35°. Wie toeit (x) ift
man nod) bon dem Thurme entfernt und twie hodh (y) ift derfelbe?

106) Den Jnbhalt einer geraden Pyramide, deren BVafid ein Quadrat ift, aud der
®rundfante a — 4,2426907 Fuf und ciner Seitenfante s — 5 Fuf u
berechnen. ;

107) Im Paraielogramm ABCD (Fig. 96) it AB -— 380 Fuf, AD — 244 Fuj,
AC — 527 Fufs; wie grof ift der Winfel A und die Diagonale BD?

108) Man conftruirt in einem gegebenen Kreife ndberungdiveife ein regelm. Sicbened,
wenn man atd deffen Seite die halbe Scite ded eingefd)riebenen regelm. Dreieds
nimmt.  Um wieviel weidyt der Mittelpunttdroinfel ded fo befchriebenen Siebenedsd
pon bem ded vollfommen richtigen regetm. Sicbenedd ab?

109) Dad Dreied aub ciner Seite ¢ — 2346 Fuf, bdem Gegentvinfel C — 92°18’
und dem Berhdltnify der beiden anderen a: b — 11 : 8 zu berecdynen.

110) Tas Dreied aud *dem Inpaite F — 120 OJ Fuf und den Winfeln A —
11°15° 6,116 und B - 22°37° 11/, 5 3u beredynen.

111) Da8 Dreied aus dem Jnbalte F — 341,06 [] Fuh und 3tei Seiten
a — 139,3 undb b — 27,2 Fuf u beredhnen.

112) Dad Dreied aud der Grundlinic a — 98,57041 Fuf, ber Hohe h — 43,8
Fup und dem Winfel an der Spige A —— 95°39 20 ju beredynen,

113) Dad Dreied aud den Abjdnitten 36 Fuf und 8 Fuf, in welde dad Hohen-
perpendifel dic Grundlinie theitt, und aud dem Winkel 95°27 9/, 437 an der
Spitze 3u beredhnen,

114) Aub 3toei Seiten b — 445,81 Fuk, ¢ — 443,6 Fuf und einem Gegentvintel
B — 33°21/16" eiues Dreiedd die Radien R und v ded ume nubd cingefdyrie-
benen Kreifed zu beredynen.

115) Die drei aud den Spigen A, B, C cined Dreiedd gezogenen Hohen find
a — 728 Fuf, b — 840 Fuf, c — 780 Fu, man foll dbad Dreied
aufldfen,
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116) In cinem Krapese ABCD find gegeben die Parallel-
feiten a — 13 Fuf, ¢ — 5 Fuf, und dic anderen
2 Seiten d — 15 Fup, b — 17 Fuf; man foll bdie

4 a-—ﬁ,—E—,— ‘B Winfel und den IJnhalt F ded Trapezed finden.

7
71
'
]
H
1

117) Bon einem Trapege fennt man die Hihe CE — 7,56 Fuf und bdie Vafis
a =— 33 Fuf ucbft den anfliegenden Winfeln A —- 30°1416“ umd
B — 40°40/38“; man foll die der Bajié paraliele Seite ¢ finden.

(4

B ) 118) Jn bdem Wiered ABCD feien die beiden Diagonalen
e cinander gleid), und gvar AC — BD — 28,745788 Fuj}
a und der bon ihuen geditbete Winfel AOD — 75°30/
\7) wie grof ifi der Inphalt F ded Bierecd?
A d

119) Mau joll die Linge der unjugdnglichen Lnie BC (Fig. 118) dadurd) beftimmen;
dbafj man eine Stanbdlinie annimmt, an bderen CEndpunften fowol B ald C,
figtbar ift, ndmlidy AD -= 45501,62 Fuf, ferner bdie Winfel mifjt
BAD = 106°32' 45,5, CAD — 67°13/57', 4,  ADC — €2°42/48", 8,
ADB — 44°12' 39", 6.

120) Sm Qiered ABCD (Fig. 118) find die Seiten a — 24 Fuf, b = 20 Fuf,
¢ .— 18 Fufp, d — 16 Fuf und der Winfel A — 85°30’ gegeben; man
fuct die Wint,X B, C, D, die Diagonale AC und den Inhalt F ded Viereds.

121) Man twill in einem Waldbe eine bierfeirige Flache ABCD (Fig. 118) von 400

. [7) Baben abfteden, und [dft 3n diefem Jroede bon den beiden Stamdpuntten A
und B qud wei jdymale Gdange AC und BD durdhhauen, die fidy unter einem
Winfel von 75° 30/ {chneiden, Wie lang muf jeder der beiben Gidnge genom-
men twerden, wenn dicfelben einander gleid) fein follen?

Drud von H. Laafmann in Dorpat.
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