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Liihikokkuvote. Kéesoleva bakalaureuset66 eesmérk on uurida lithikese eeltédpse jada mois-
tet eeljarjestatud -algebrate kategoorias. A. Facchini ja C. Finocchiaro hiljuti ilmunud artikli
(milles vaadeldakse eeljirjestatud hulkade kategooriat) eeskujul defineerime eeltuuma, eelkotuu-
ma ning lithikese eeltépse jada moiste; konstrueerime igale morfismile eeltuuma ja eelkotuuma;
kirjeldame isomorfismi tdpsusega dra lithikesed eeltdpsed jadad ning konstrueerime iihe eelvéén-
deteooria. Lisaks toestame iildisema variandi liihikesest 5-lemmast, mis holmab ka eeljérjestatud
Q-algebrate eeltdpseid jadasid, ning nérgema variandi 9-lemmast.
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Abstract. The aim of this thesis is to investigate short preexact sequences in the category of
preordered Q-algebras. Following a recent paper by A. Facchini and C. Finocchiaro (which con-
siders the category of preordered sets), we define the prekernel, precokernel and short preexact
sequence; construct a prekernel and a precokernel for each morphism; describe all short preexact
sequences up to isomorphism and construct a pretorsion theory. In addition, we prove a more
general variant of the short 5-lemma, which also applies to short preexact sequences of preordered
Q-algebras, and a weaker variant of the 9-lemma.
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Sissejuhatus

Téapsed jadad ning nende kohta kiivad diagrammlemmad on homoloogilises algebras keskne t66-
riist. Kui tavaliselt vaadatakse neid Abeli riihmade v6i moodulite korral; tildisemalt Abeli ka-
tegooriates voi regulaarsetes kategooriates, siis artikkel [3] tegeleb nende moistetega uudsemas
olukorras — defineerib liihikese eeltdpse jada eeljarjestatud hulkade kategoorias Preord. Eeltép-
suse mote on motiveeritud faktist, et lithikesed eeltdpsed jadad vastavad parajasti lithikestele
tapsetele jadadele teatavas faktorkategoorias Preord.

Kéesolev bakalaureuset66 on jaotatud kolmeks peatiikiks. Esimeses peatiikis toome sisse va-
jalikud pohimoisted ja eelteadmised (eeljirjestatud) universaalalgebrate kohta ning illustreerime
neid niidetega. Lisaks toome sisse artiklis [3] antud iildisema lithikese Z-eeltéipse jada mois-
te (koos selle defineerimiseks vajalike mdistetega), mille erijuhuks on eeljirjestatud Q-algebrate
liithikese eeltdapse jada moiste.

Teine peatiikk on suuresti inspireeritud A. Facchini ja C. Finocchiaro hiljutisest artiklist [3].
Peatiikis iildistame artikli tdhtsamad eeljarjestatud hulkade kategoorias kehtivad tulemused eel-
jarjestatud Q-algebrate juhule: defineerime selles kontekstis eeltuuma, eelkotuuma ning lithikese
eeltdpse jada moiste; konstrueerime igale morfismile eeltuuma ja eelkotuuma, kirjeldame lihi-
kesed eeltépsed jadad isomorfismi tépsuseni dra ning néiitame, et teatav paar (Equivg, ParOrdg)
moodustab eelvaidndeteooria. Eelmainitud tulemuste toestused on ildjoontes analoogilised ar-
tikli [3] toestustele, kuid tdiendavalt tuleb toestuses arvestada Q-algebral defineeritud tehetega.
Lisaks anname eeltuumaks, eelkotuumaks ning lithikeseks eeltdpseks jadaks olemise piisava ja
tarviliku tingimuse “elementide kaudu”.

Kolmandas peatiikis uurime taiendavalt eeljarjestatud 2-algebra lithikese eeltdpse jada mois-
tet, toestades selle jaoks klassikaliste diagrammlemmade analooge. Toestame kaks sellist tule-
must: iildisema variandi liihikesest 5-lemmast, mis holmab lisaks Abeli kategooriatele ka eeljarjes-
tatud Q-algebrate lithikesi eeltédpseid jadasid, ning norgema variandi 9-lemmast.



1 Pohidefinitsioonid
1.1 Q-algebra

Antud t66s on mugavam lugeda 0 naturaalarvuks. Stimboliga N tdhistame ja naturaalarvudeks
loeme hulka {0,1,2,...}. Monel pool t66s kohtame kirjutist “olgu n € N ja aq,...,a, € A”. Kui
n = 0, tolgendame seda iiheelemendilise hulga A" ainsa elemendi fikseerimisena.

Definitsioon 1.1 ([4, def. 2.1.2]). Hulka Q koos tiikeldusega oma loikumatute alamhulkade
Qo, 1,9, ... ihendiks nimetatakse tuibiks. Hulga 2, elemente tolgendatakse n-aarsete tehte-
mérkidena.

Kogu kéesoleva t66 jooksul téhistab Q tiiiipi.
Definitsioon 1.2 (vrd [4, def. 2.1.3]). Q-algebraks nimetatakse paari A = (A4,Q4), kus
e A on hulk (seda hulka nimetatakse Q-algebra A pohihulgaks),
e igan € N jaw € Q, jaoks on defineeritud n-aarne tehe wy: A™ — A,
e (4 on nende tehete w4 hulk.

Definitsioon 1.3 ([4, def. 2.8.1]). Olgu A ja B Q-algebrad. Nimetame kujutust ¢: A — B
Q-algebrate homomorfismiks, kui igan € N, w € Q ja aq, ..., a, € A korral kehtib vordus

pwalar,. .. an)) = wp(plar), ..., ¢(an)).

1.2 Eeljarjestatud (2-algebra
Olgu Q tiiiip ja A Q-algebra.

Definitsioon 1.4. Olgu p binaarne seos hulgal A. Utleme, et see on kooskilas A tehetega, kui
igan € Nyw e Q, jaay,as,...,an,a},ad,,...,a, € A korral

aipal, - yappa, = wlay,...,a,)pw(al,...,al). (1)

Mairkus 1.5. Selles t66s kasutame ainult binaarseid seoseid. Seega Geldes “seos” motleme alati
binaarset seost.

Definitsioon 1.6. Olgu p seos hulgal A.

e Seost p nimetatakse eeljarestusseoseks Q-algebral A, kui ta on eeljirjestusseos (refleksiivne
ja transitiivne) ning kooskolas A tehetega.

e Seost p nimetetakse jdrjestusseoseks Q-algebral A, kui ta on jirjestusseos (refleksiivne,
transitiivne ja antistimmeetriline) ning kooskdlas A tehetega.

e Seost p nimetatakse kongruentsiks Q-algebral A, kui ta on ekvivalentsusseos (refleksiivne,
transitiivne ja siimmeetriline) ning kooskdlas A tehetega.

Q-algebrat koos eeljirjestusega voi jarjestusega sellel nimetatakse vastavalt eeljirjestatud €2-
algebraks voi jarjestatud Q2-algebraks. Jarjestatud Q-algebraid on uuritud paljudes artiklites, neist
iiks esimesi oli [IJ.



Definitsioon 1.7. ([4, def. 2.5.4]) Olgu p kongruents Q-algebral A. Faktoralgebraks nimetame
faktorhulka A/p, kus tehted on defineeritud jargnevalt: iga n € N ja w € ,, korral

wA/p([al]Pv KRR [an]P) = [wA(alv cee 7an)]ﬂ'
Q-algebra A faktoralgebrat kongruentsi p jargi tdhistame siimboliga A /p.

Niide 1.8. Olgu S kommutatiivne monoid. Defineerime seose | jargnevalt: olgu a,b € S, siis
a | b parajasti siis, kui leidub ¢ € S nii, et ac = b. Siis (S, |) on eeljirjestatud Q-algebra, tdpsemalt
eeljarjestatud kommutatiivne monoid. Siin  on selline, et Qg = {1} ja Qs = {-}.

Toepoolest:

o Refleksiivsus. Iga a € S korral a | a, sest a -1 = a.

o Transitiivsus. Olgu a | b ja b | ¢, ehk leidugu d ja f nii, et ad = b ja bf = c. Siis a | ¢, sest
a(df) = c.

e Kooskola tehetega. Olgu a | b ja c | d, ehk leidugu f ja g nii, et af = b ja cg = d. Siis ac | bd,
sest (ac)(fg) = bd.

Paneme tihele, et | ei pruugi osutuda jarjestusseoseks ega kongruentsiks. Toepoolest, vaatleme
téaisarvude monoidi (Z,+). Seal —1|1ja 1| —1, aga —1 # 1; samuti 2 | 4, aga 4 1 2. Seega ei ole
tegu ei stimmeetrilise ega antistimmeetrilise seosega. Niisiis leidub eeljérjestatud algebraid, mis
ei ole jarjestatud algebrad.

Naiide 1.9. Olgu X mingi hulk ja A = P(X). Kui votta  selline, et Q5 = {N, U} ning {ilejddnud
hulgad Q; on tiihjad, siis (A, C) on jirjestatud Q-algebra. Téepoolest, on lihtne veenduda, et
kehtivad implikatsioonid

BCC,DCE = (BND)
BCC,DCE = (BUD)

(CnEB),

C
C (CUE).

Lause 1.10 (vrd [3| lause 2.2]). Olgu A Q-algebra. Eeljirjestused sellel Q-algebral on iksiheses
vastavuses paaridega (~, <), kus ~ on kongruents algebral A ja < on jarjestusseos faktoralgebral

A/~
Toestus. Olgu p eeljirjestus Q-algebral A. Defineerime hulgal A ekvivalentsusseose ~ seosega

a~b < apbAbpa.

Néiitame, et ~ on kooskdlas tehetega. Olgu n € Nyw € Q,,, a1,...,an,4d},...,a), € A ja eeldame,
et ay ~ ay,ag ~ah,...a, ~al, ehk a1pal,dipai,... anpal,,al pa,. Et p on tehetega kooskolas ja
aipal,...,appal,, saame w(ay,...,a,)pw(al,...,al). Analoogiliselt w(ay,...,a,)pw(a,...,an).
Seega w(ay,...,an) ~w(ay,...,a).

Et ~ on kongruents, voime vaadelda faktoralgebrat A /~. Defineerime faktorhulgal A/~ seose
< jargmiselt:
[a] < [b] <= apb.

Veendume, et < definitsioon ei soltu ekvivalentsiklassi esindajate valikust. Olgu a,a’ € [a] ja
b,b' € [b], s.t. a ~ a’ ja b ~ . Niitame, et siis apb parajasti siis, kui a/pb’. Seostest a ~ a’ ja
b ~ b saame a’pa ja bpb’. Kui niilid apbd, siis saame p transitiivsusest, et a’pb’. Analoogiliselt
saab toestada teistpidi implikatsiooni.

Néitame, et < on jirjestusseos faktoralgebral A /~.



o Refleksiivsus. Olgu a € A. Et p on eeljarjestus, siis p on refleksiivne, seega kehtib apa ehk
[a] < a].
o Antisimmeetria. Olgu a,b € A, kusjuures [a] < [b] ja [b] < [a]. Naitame, et [a] = [b]. Et

[a] < [b] ja [b] < [a], siis saame, et apb ja bpa ehk a ~ b. Et a ~ b, siis [a] = [b].

o Transitiivsus. Olgu a,b,c € A, kusjuures [a] < [b] ja [b] < [c¢]. Siis apb ja bpe. Et p on
transitiivne, siis apc ehk [a] < [¢].

e Kooskola tehetega. Olgu n € Nyw € Q,, ja [a1], ..., [an], [a1],.. . [al,] € A/p. Siis
a1] < [al],- ., fan] < [a}] = arpdl, ... anpa;,
= walay,...,an)pwaldl,... al)
= [walai,...,a,)] < [wa(al,...al)]
= way~(lar], - [an]) Sway(lar], - [an)]).

Seega voime igale Q-algebra A eeljirjestusele seada vastavusse paari (~, <), kus ~ on -
algebra A kongruents ja < on jirjestusseos Q-algebral A /~.

Néiitame, et mistahes selline paar (~, <) tekitab eeljirjestusseose 2-algebral A. Votame min-
gi paari (~, <), kus ~ on kongruents Q-algebral A ja < on jirjestusseos faktoralgebral A /~.
Defineerime mistahes a,b € A korral

apb <> [a] < [b].
Niitame, et nii defineeritud p on eeljarjestusseos (2-algebral A.
o Refleksiivsus. Olgu a € A. Et < on jérjestusseos, siis [a] < [a], kust apa.

o Transitiivsus. Olgu a,b,c € A ja eeldame, et apb, bpc. Siis [a] < [b] ja [b] < [¢], kust <
transitiivsuse tottu [a] < [c] ehk ape.

e Kooskdla tehetega. Olgun € N, w € Q,, ja ay,...,an,a},...,al, € A. Siis

ajpal,...,appa, = la1] < ld],...,[an] < a))
g wA/p([al]v"'v[an]) g"L}A/p([all]a 7[aln])
= [walay,...,a,)] < [wa(al,...,a),)]
= walar,...,an)pwalal,..., a,).

Niisiis p on eeljarjestusseos (2-algebral A. On lihtne aru saada, et kui rakendaksime eeljérjestusele
p toestuse esimese poole konstruktsiooni, saaksime tagasi sama paari (~, <) ning vastupidi. 0O

Néiide 1.11. Vaatleme niite [I.§ situatsiooni. Sellises olukorras seos ~ langeb tépselt kokku
assotsieerituse mdistega: a ~ b parajasti siis, kui a | b ja b | a.

Naiide 1.12. Olgu K korpus ja K|[z]| poliinoomide ring iile korpuse K. Et (K|[z],-) on kommu-
tatiivne monoid, saame defineerida sellel eeljirjestuse | nagu néites

Olgu f,g € Klz], siis f ~ g parajasti siis, kui f | g ja g | f. Teatavasti siis f = kg,
kus k € K. Paneme téihele, et ekvivalentsusklassid ~ jérgi on parajasti hulgad {kf: k € K}.
Nende ekvivalentsusklasside esindajateks voib valida unitaarsed poliinoomid. Néeme, et seos <
on toepoolest antistimmeetriline: kui f ja g on unitaarsed poliinoomid iile K ning [f] < [g] ja

l9] < [flehk f|gjag]f,siis f=g.



1.3 Z-triviaalsus ja lithike Z-eeltapne jada

Liihikesed eeltdpsed jadad, mida me uurima hakkame, on erijuht iildisemas kontekstis defineeri-
tud nn lihikestest Z-eeltdpsetest jadadest. See on defineeritud artiklis [3] lehekiiljel 14. Referee-
rime siinkohal vajalikud definitsioonid.

Definitsioon 1.13 (3, lk. 14]). Olgu C mingi kategooria ja Z tema objektide klassi mingi
mittetiihi alamklass. Nimetame kategooria C morfismi Z-triviaalseks, kui ta faktoriseerub 1abi
klassi Z kuuluva objekti.

Mistahes objektide A ja B korral tdhistame koikide Z-triviaalsete morfismide A — B klassi
siimboliga Trivz (A, B).

Naiide 1.14. 1. Kui Z =Cy (Cp tahistab kategooria C koigi objektide klassi), siis kategooria
C iga morfism on Cy-triviaalne.

2. Kui C = Grp on kéigi rithmade kategooria ja Z koosneb Abeli rithmadest, siis Z-triviaalsed
morfismid on kommutatiivse kujutisega Abeli rithmad.

3. Kui C = Veck on koigi vektorruumide kategooria iile korpuse K ja Z-koosneb loplikumoot-
melistest vektorruumidest iile K, siis Z-triviaalsed morfismid on lineaarkujutused, mille
kujutise moode on 16plik (s.t. 16pliku astakuga lineaarkujutused).

Naiide 1.15. Olgu C kategooria, mis sisaldab nullobjekti 0, ning votame Z = {0}. Mistahes kahe
objekti A, B € Cy korral selles kategoorias leidub tépselt iiks morfism A — 0 ning tépselt liks
morfism 0 — B; neid komponeerides saame nullmorfismi 04 g. Z-triviaalsete morfismide kogum
langeb tépselt kokku nullmorfismide kogumiga.

Konkreetsem néide sellisest kategooriast on Abeli rithmade kategooria Ab. Seal 0 = {0}. On
lihtne ndha, et mistahes Abeli rithma A korral {iheselt médratud morfism A — 0 on kujutus
x +— 0 ning et mistahes B korral itheselt miaratud morfism 0 — B on kujutus 0 — 0. Niisiis
mistahes Abeli rithmade A ja B korral nullmorfism 04 g on kujutus  — 0. Néeme, et kui C = Ab
ja Z = {{0}}, siis triviaalsete morfismide kogum on parajasti nende funktsioonide kogum, mis
seavad koikidele argumentidele vastavusse nulli.

Kuni kdesoleva jaotise lopuni eeldame koikjal, et C on kategooria, mille jaoks on fikseeritud
teatud objektide klass Z.

Lemma 1.16. Z-triviaalse morfismi kompositsioon mistahes morfismiga on Z-triviaalne.

Toestus. Olgu f: A — B Z-triviaalne morfism. Siis leidub Z € Z ja morfismid z;: A — Z,
Zzo: Z — Bnii, et f = 2z32.

>N
A———
z1
Z

! B
P

Vaatleme morfismi g: B — C. Siis gf = g(z221) = (g22)21 ehk gf faktoriseerub labi objekti Z
ehk on Z-triviaalne. Analoogiliselt mistahes morfismi h: C' — A korral fh = (2221)h = 22(21h)
ehk fh on Z-triviaalne. O

Niisiis Z-triviaalsete morfismide kogum kéitub analoogiliselt poolriihma ideaaliga.



Definitsioon 1.17 (3] lk. 14]; vrd def-d 2.25). Olgu f: A — B mingi kategooria C morfism.
Morfismi k: X — A nimetatakse morfismi f Z-eeltuumaks, kui kehtivad jargmised tingimused:

1. Morfism fk on Z-triviaalne.

2. Iga sellise A\: Y — A korral, et fA on Z-triviaalne, leidub iiheselt méaratud morfism
AN:Y — X nii, et A =kN.

Duaalselt: morfismi p: B — X nimetatakse morfismi f Z-eelkotuumaks, kui:
1. Morfism pf on Z-triviaalne.

2. Iga sellise A: B — Y korral, et \f on Z-triviaalne, leidub iiheselt mé&dratud morfism
A1 X — Y nii, et A= A\p.

Y Y
N A A i>\1
-k i f P

X ——A——1B A—— B —— X

Néide 1.18. Tuleme tagasi néite [I.15] olukorda. Et mistahes A ja B korral ainus triviaalne mor-
fism A — B on nullmorfism, siis véime tdhele panna, et morfismi f: A — B Z-eeltuuma moiste
langeb tépselt kokku morfismide f ja 04,p vordsustaja moistega. Nullobjektiga kategooriates on
aga morfismide f ja 04 p vordsustaja tépselt morfismi f tuuma mdiste.

Analoogiliselt ndeme, et morfismi f: A — B Z-eelkotuuma moiste langeb tépselt kokku
morfismide f ja 04,p kovordsustaja moistega, mis langeb omakorda kokku morfismi f kotuuma
moistega.

Kui C = Ab ja Z = {{0}}, siis morfismi f: A — B Z-eeltuum on niisiis sisestusfunktsioon

k: Kerf — A
ning Z-eelkotuum on loomulik projektsioon
m: B — B/f(A).
Definitsioon 1.19 ([3| k. 14]; vrd def. 2.31). Olgu f: A — B ja g: B — C kategooria C

morfismid. Utleme, et
AL B%c
on lihike Z-eeltdpne jada, kui f on morfismi g Z-eeltuum ning g on morfismi f Z-eelkotuum.

Naide 1.20. Abeli kategooriad on teatud omadustega kategooriad, kus muuhulgas leidub null-
objekt 0. Seega kehtivad nende kohta néidetes ja[[.1§ toodud omadused. Klassikalised néited
Abeli kategooriatest on muuhulgas Abeli rithmade kategooria Ab, vektorruumide (iile fikseeritud
korpuse K) kategooria Veck ja parempoolsete moodulite (iile fikseeritud ringi R) kategooria
MOdR.

Olgu C mingi Abeli kategooria ning Z = {0}. Abeli kategooriates kehtib, et

0—A-LB%SCc—o0 (2)

on lithike tépne jada parajasti siis, kui f on g tuum ning g on f kotuum [5]. Teisest kiiljest
teame, et tuuma ja kotuuma moiste langevd antud olukorras kokku vastavalt Z-eeltuuma ja Z-
eelkotuuma moistetega. Niisiis langevad sel juhul kokku liihikese tépse jada ja lithikese Z-eeltdpse
jada moisted.



2 Eeljarjestatud ()-algebrate lithikesed eeltiapsed jadad

Selles peatiikis defineerime antud t66 jaoks koige olulisema kategooria — eeljérjestatud 2-
algebrate kategooria — ja uurime selles kategoorias artiklis [3] defineeritud eeltuuma, eelkotuuma
ja liihikese eeltépse jada iildistusi.

2.1 Kategooria Preordg
Definitsioon 2.1. Olgu ( tiilip. Defineerime eeljirjestatud Q2-algebrate kategooria Preordg:
e Objektid on paarid (A, p), kus A = (A,Q4) on Q-algebra ja p on eeljirjestus sellel.

e Morfismid on Q-algebrate homomorfismid f: (A, p) — (B, o), mis siilitavad eeljirjestust,
s.t. iga a,b € A korral
apb = f(a)o f(b). ®3)

e Morfismide komponeerimine on funktsioonide komponeerimine.
e Objekti (A, p) ithikmorfism on hulga A samasusteisendus 14.

Mistahes Q-algebra A korral on vordusseos hulgal A kooskélas selle algebra koigi tehetega.
See lubab meil anda jérgmise definitsiooni.

Definitsioon 2.2 (vrd [3| lk. 3|). Kategooria Preordg, triviaalseteks objektideks nimetatakse
objekte kujul (Z,=).

Definitsioon 2.3 (vrd [3] 1k. 3]). Olgu f: (A, p) — (B, o) kategooria Preord, morfism. Nime-
tame teda triviaalseks, kui ta faktoriseerub ldbi triviaalse objekti, s.t. leidub triviaalne objekt
(Z,=) ja morfismid g: (A,p) = (Z,=) jah: (Z,=) — (B,0) nii, et f = hg.

A, p) ! (B,o
X( )%
Z,=

On selge, et kui valida kategoorias Preordg, klassiks Z triviaalsete objektide klass, siis langevad
triviaalse morfismi ja Z-triviaalse morfismi moisted tépselt kokku.

( )

Lause 2.4 (vrd [3, lemma 2.3]). Olgu (A, p) ja (B, o) kategooria Preordq objektid ja f nendeva-
heline morfism. Siis f on triviaalne morfism kategoorias Preordq parajasti siis, kui iga a,b € A
korral

apb = f(a) = f(b).
Téestus. Uldistub vahetult artiklist [3]. O

Niide 2.5. Vaatleme positiivsete tidisarvude monoidi (ZT,-). Defineerime seal seose p nii, et
apb parajasti siis, kui a = 2¥¢, b = 2¢, kus ¢ on paaritu ja 0 < k < I. Veendume, et see on
eeljirjestusseos monoidil (Z7T,-):

e Refleksiivsus. Ilmne.

o Transitiivsus. Olgu apb ja bpc; siis leidub paaritu ¢ nii, et a = 2%q, b = 2!q, ¢ = 2™q. Et
apb ja bpc saame k < [ jal < m, kust k < m ja apc.
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e Kooskola tehetega. Olgu apb ja cpd, nditame, et siis acpbd. Leiduvad arvud k,I,m,n ja
paaritud p, ¢ nii, et a = 2p, b = 2'p, ¢ = 2™q ja d = 2"¢; seostest apb ja cpd saame k < I
ja m < n. Siis ac = 28T pq ja bd = 27" pq. Et pq on paaritu ja k 4+ m < [ + n, siis acpbd.

Niisiis (Z™, -, p) on eeljirjestatud monoid. Seejuures mérgime, et ta ei ole jirjestatud monoid,
kuna p ei ole antistimmeetriline. Toepoolest, 2-5p2-7 ja 2-7p2-5, aga 5 # 7. Analoogiliselt saab
néidata, et p ei ole kongruents, kuna p ei ole ka siimmeetriline.

Defineerime funktsiooni f: Z* — Z vordusega

f(2%q) = q,

kus g on paaritu. Niitame, et f on morfism jirjestatud monoidide kategoorias objektide (ZT, -, p)
ja (Z,-,|) vahel:

e Sdilitab tehteid. Olgu 2Fp, 2lq € Z*, kus p ja q on paaritud. Siis
F(2"p-2'q) = F(2"*'pg) = pg = f(2"p) £(2'9).
Samuti f(1) = 1.

o Sdilitab eeljdarjestust. Olgu apb, siis a = qu jab = 21% kus k < [ Siis f(a) | f(b).
Toepoolest, f(a) = f(b) =qjaq]q.

Teine punkt néaitab tegelikult lause [2.4] pohjal, et morfism f on triviaalne.
Enne edasi minemist vajame veel isomorfismide kirjeldust kategoorias Preordg,.
Lause 2.6. Kategooria Preordg morfism
[ (A,p) = (B,o)
on isomorfism parajasti siis, kui:
1. f on bijektsioon;

2. f peegeldab eceljirjestust ehk iga a,b € A korral
f(a)af(b) = apb.

Toestus. Tarvilikkus. Olgu f isomorfism, see tihendab, leidugu morfism f~!: (B,o) — (A,p)
nii, et ff~! = 1 ja f71f = 14; siis iga a € A korral f~!(f(a)) = a ja iga b € B korral
f(f~(b)) = b. On ilmne, et f on bijektsioon.

Veendume teise tingimuse kehtivuses. Olgu a,b € A; et f~' on siirjektsioon, siis leiduvad
x,y € B nii, et f~1(z) =a ja f~(y) = b. Voime tingimuse {imber kirjutada kujule

FEH @) f () = [ =@)pf )
ehk ka
zoy = f N x)pf " (y),

mis triviaalselt tuleneb faktist, et f~! on morfism.

Piisavus. Oletame, et f on bijektsioon ja et iga a,b € A korral f(a)o f(b) = apb. Et f on
bijektsioon, leidub tal poordfunktsioon f~1, kusjuures f~'f = 14 ja ff~' = 1g. Veendume, et
£~ on kategooria Preordg morfism.
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o Sdilitab tehteid. Olgu n € N, w € Q,, ja by, bs,...,b, € B. Niitame, et

FHwB (b1, ba)) = wa(F 7 (b1), -, f 7 (b)),

Toepoolest,
FHwn by, b0) = FH wp(F(FTH0D), - F(FTH0R))))
= fTHfwa(fH 01, f7H00))))
=wa(f7H(b1), -0 fH(bn))

o Sdilitab eeljirjestust. Olgu x,y € B, kusjuures xoy. Niitame, et f~1(z)pf~1(y). Et kehtib
F(f~Hx)af(f(y)), siis saamegi tingimuse tottu, et f~1(x)pf 1 (y).

O

2.2 Eeltuum

Lemma 2.7. Olgu A Q-algebra ning R mingi hulgal A mddratud binaarsete seoste mittetiihi
pere. Olgu iga p € R tehetega kooskolas. Siis on tehetega kooskdlas ka seos mpE'R p, kus

a( ﬂ p)b < VpeR: apb. (4)
PER

Kui iga p € R on refleksiivne, siis seda on ka ﬂpER p. Sama tulemus kehtib stimmeetrilisuse,
antistiimmeetrilisuse ja transitiivsuse kohta.

Téestus. Téhistame 7 = [, p-
Olgu iga p tehetega kooskolas. Niitame, et seos 7 on tehetega kooskolas. Olgu n € N,

w € Qy jaay,...,an,ady,...,a, € A, kusjuures a;7al, ..., a,7al,. Teisisonu, iga p € R kor-
ral aypal,...,anpal,. Et iga p on tehetega kooskolas saame, et w(ay,...,an)pw(a},...,a.) iga p
korral. See aga tdhendab vastavalt definitsioonile, et w(ay,...,a,)Tw(a], ... al).

Vahetu kontroll toestab lemma teise poole. O

Miérkus 2.8. Eelmises lemmas defineeritud seose iiks erijuht on, kui R = {p,c}. Sellisel juhul

kirjutame a (ﬂp€R
kooskolas, siis on seda ka seos pNo.

) b asemel a(p N o)b. Lemmast jireldub vahetult, et kui p ja o on tehetega

Definitsioon 2.9 (vrd [3} k. 3]). Olgu f: A — B Q-algebrate homomorfism. Siis f poolt
tekitatud kongruents (ka f tuum) on seos ~y hulgal A, kus

a ~ b parajasti siis, kui f(a) = f(b).
Lemma 2.10 ([4, lause 2.8.18]). Seos ~; on kongruents Q-algebral A.

Maéarkus 2.11. Siiani oleme kategooria Preordq objekte tdhistades kirjutanud vélja tema mo-
lemad komponendid: (A, p),(B,o),(C,7) jne. Jargnev definitsioon on sénastatav puhtalt ka-
tegooriateoreetilistes terminites — meil ei ole vaja “ligipdésu” objekti pohihulgale, tehetele ega
eeljarjestusele. Loetavuse ja lithiduse huvides tdhistame siin kategooria Preordg objekte kaldkirjas
ladina suurte tdhtedega: A, B, C jne.

Sama pohimotet jargime 1dbi t66 koikides definitsioonides, tulemustes ja toestustes, kus ei
ole tarvis kasutada eeljéarjestatud 2-algebra pohihulka, elemente, tehteid ega eeljérjestust.
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Definitsioon 2.12 (vrd [3] def. 2.11]). Olgu f: A — B kategooria Preordg morfism. Morfismi
k: X — A nimetatakse morfismi f eeltuumaks, kui:

1. Morfism fk on triviaalne.

2. Iga sellise A\: Y — A korral, et f)\ on triviaalne, leidub iiheselt miaratud morfism \': Y —
X nii, et A = kN,

On selge, et kui valida kategoorias Preordg, klassiks Z triviaalsete objektide klass, siis langevad
eeltuuma ja Z-eeltuuma moisted téapselt kokku.
Tuleb valja, et igal morfismil kategoorias Preordq, leidub vahemalt iiks eeltuum.

Lause 2.13 (vrd [3] lause 2.12]). Olgu f: (A, p) — (B, o) kategooria Preordq morfism. Siis ks
f eeltuum on morfism k: (A, pN~ys) — (A, p), kus k on samasusteisendus.

Téestus. Lemmadest [2.7] ja 2.10] teame, et pN ~ on tehetega kooskolas eeljirjestusseos ja seega
(A,pN ~¢) on kategooria Preordn objekt. Samuti, samasusteisendus séilitab tehteid ja antud
objektide vahel ka eeljérjestust: kui a(p N ~¢)b, siis apb, seega see k on kategooria Preordg
morfism.

Néitame, et fk on triviaalne. Toepoolest, olgu a(p N ~)b. Siis peame néitama, et (fk)(a) =
(fk)(b) ehk f(a) = f(b). Aga et a ~y b, siis toepoolest f(a) = f(b).

Olgu nitid X: (Y, 7) — (A, p) kategooria Preord, morfism, kusjuures fA on triviaalne. Néi-
tame, et leidub morfism A': (Y,7) — (A, p N ~y) nii, et A = kX'. Votame X (y) = A(y). Siis
toepoolest k(N (y)) = A(y) iga y € Y korral. Peame veenduma, et nii defineeritud X on kate-
gooria Preordg morfism. Tehete séilitamine jareldub sellest, et A on kategooria Preordg morfism.
Naitame, et A’ séilitab eeljérjestust. Olgu a,b € Y ja atb. Et A siilitab eeljarjestust, siis A(a)pA(b)
ehk X (a)pX (b). Teisalt, et fA on triviaalne, siis f(X(a)) = f(N (b)), kust X (a) ~f N (). Seega
X(a)(pN~f)X(b). Niisiis A’ séilitab eeljérjestust ja on kategooria Preordn morfism.

Viimaks peame niitama, et see A’ on iiheselt maaratud. Toepoolest, oletame, et A\ = k) =
kEN'. Et k on samasusteisendus, siis iga y € Y korral X' (y) = k(N (y)) = AMy) = k(X' (y)) = X' (y).

O

Niide 2.14. Olgu Q selline, et Qo = {V, A} ning iilejidnud on tiihjad. Olgu X mingi 16plik
hulk.

Vaatleme eeljirjestatud 2-algebraid (A, C) ja (B, <), kus A = P(X) ja B =N. Q4 interpre-
teerib stimboleid V ja A vastavalt iihendi ja iihisosana; ) vastavalt maksimumi ja miinimumina.
Vaatleme kujutust

f: (AQ) = (B,), U~|U|.
Vastavalt lausele 2.13] on tema eeltuum siis samasusteisendus

ki (A, CN~y) = (A, Q).
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Aga voime tédhele panna, et kui U,V € P(X) on sellised, et U C V ja |U| = |V|, siis tegelikult
U = V. Niisiis voime eeltuuma iimber kirjutada ka kujule

k: (A=) — (A, Q).

Lause 2.15 (vrd [3| laused 2.13 ja 4.1]). Olgu f: A — B kategooria Preordg morfism ja k: X —
A tema eeltuum. Siis:

1. k on monomorfism;

2. kui u: Y — A on mingi teine morfismi f eeltuum, siis leidub Gheselt mddratud isomorfism
p: Y = X nii, et u=kep.

Téestus. Rakendame artikli [3] lauset 4.1. On selge, et kui valida C = Preordq ja votta klassiks Z
triviaalsete objektide klass, siis langeb Z-eeltuuma moiste kokku meie eeltuuma moistega. Niiiid
jarelduvad véiited vahetult. O

Lause 2.16. Olgu f: A — B kategooria Preordg morfism, k: X — A tema eeltuum ning
w: Y = X isomorfism. Siis u = kyp: Y — A on morfismi f eeltuum.

Toestus. Veendume, et morfism fu on triviaalne. Toepoolest, fu = fky; et fk on triviaalne, siis
lemma [T.16] tottu tema kompositsioon mingi muu morfismiga on samuti triviaalne.

Oletame, et A\: Z — A on mingi morfism nii, et fA on triviaalne. Siis leidub iiheselt maaratud
morfism \': Z — X nii, et A\ = kX'. Niitame, et v = ¢ ')\ on iiheselt mé#ratud morfism Z — Y
nii, et A = pv.

1IN

v XLA%B

xl /

Esiteks veendume, et A = puv. Toepoolest,
pr = koo PN = kN =\

Niiiid veendume, et v on iiheselt madratud. Oletame, et v/: Z — Y on selline, et u’ = .
Eelolevast saame siis, et

(ko) = kpp™ X',

Et k£ on monomorfism ja ¢ isomorfism, siis k¢ on monomorfism ja v/ = @ ~!\. Jédrelikult on v
iiheselt méaaratud.
Et molemad tingimused on téidetud, siis g on morfismi f eeltuum. O

Jéareldus 2.17. Olgu f: (A, p) — (B, o) kategooria Preordg morfism. Morfism
wi (X,7) = ()
on morfismi [ eeltuum parajasti siis, kui kujutus
s (X,7) = (A, pNievyp), i) = p(x).

on isomorfism kategoorias Preordg,.
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Toestus. Tarvilikkus. Olgu p morfismi f eeltuum. Lauusestteame7 etk: (A, pN~y) —= (A, p),
kus k on hulga A samasusteisendus, on samuti morfismi f eeltuum. Lause pohjal leidub siis
isomorfism fi: (X,7) — (A, p N ~y) nii, et g = k. Samasusteisenduse definitsioonist on selge,
et fi(z) = p(x) iga x korral. Jarelikult antud kujutus on isomorfism kategoorias Preordg,.

) —F—
T
(A

Piisavus. Paneme téhele, et ko = p. Lausest saame, et p on morfismi f eeltuum. O

!

(X7T (A,p) — (B7U)
I

PN ~g)

Jareldus 2.18. Olgu f: (A, p) — (B, o) kategooria Preordg morfism. Morfism
pe (X,7) = (A, p)
on morfismi f eeltuum parajasti siis, kui kehtivad jirgmised tingimused.
1. pu: X — A on bijektsioon;

2. iga x,y € X korral
u()pp(x) A f(p(x)) = fp(z)) = a1y

Toestus. Morfism g on eeltuum parajasti siis, kui jirelduse morfism /i on isomorfism. Tin-
gimus
ary = p(x)pp(y) A fu(@)) = f(uly))

on samavadarne sellega, et 1 on morfism; iilejainud tingimused on vahetult samavéirsed lauses|2.6

sonastatud isomorfismi kirjelduse tingimustega ning on samavéirsed sellega, et 1 on isomorfism.
O

2.3 Eelkotuum

Definitsioon 2.19 (vrd [3] lk. 4]). Olgu p seos hulgal A, mis on kooskdlas Q-algebra A tehetega.
Seose p poolt tekitatud kongruentsiks nimetatakse seost =,, kus

=, = m {7 | 7 on kongruents, Ya,b € A: apb = arb} =

= m {7 | 7 on kongruents, p C 7}.

Lemmast @ jareldub, et =, on toepoolest A kongruents. Veendume, et iihisosa voetakse iile
mittetiihja pere. Toepoolest, seos A x A on kongruents ning iga a,b € A korral (a,b) € A x A.

Lemma 2.20. Olgu f: (A, p) — (B, 0) kategooria Preordq, morfism. Siis seos

ny ={(f(a1), f(az)): a1,a2 € A, a1paz}

hulgal B on Q-algebra B tehetega kooskolas.

Toestus. Olgun € Nyw € Q, jaby,..., by, b1,..., b, € B, kusjuures bynsbi, ..., b,nyb,,. Néitame,
et
wB(bla ceey bn)anB(b/u L) b;’b)
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Leiduvad aq,...,an,a},...,a), nii, et f(a;) =b;, f(a}) = b} ja a;pal iga i korral. Seega
wa(ar, . an)pa(dly. ., dl).
Seose 75 definitsioonist siis
F@a(n, ) f (@Al 0L)).
Aga et f on homomorfism ja séilitab tehteid, siis
flwalar,...,an)) =wp(by,...,by) ja f(waldl,...,al,)) =wp®),...,b).
Seega wp(bi,...,bn)nrwp(by,...,0,). O

Definitsioon 2.21 (vrd [3, k. 9]). Olgu f: (A, p) — (B, o) kategooria Preordg morfism. Seos
(f on seose

ng = {(f(a1)5 f(ClQ)): ai,a2 € Aaa/lpaQ}
poolt tekitatud kongruents algebral B.

Definitsioon 2.22 (vrd [3, k. 9]). Olgu 7 ja p eeljirjestused Q-algebral A. Siis seos 7V p on
defineeritud vordusega

TV p= ﬂ {7: 7 on tehetega kooskolas, T on eeljirjestus, 7 C 7,p C 7}. (5)

Nagu definitsioonis on iihisosa voetud iile mittetiihja pere. Lemmast [2.7] jareldub, et seos
7wV p on eeljarjestus (-algebral A.

Lemma 2.23. Olgu 7 ja p eeljirjestused Q-algebral A ning olgu a,b € A. Siis a(mV p)b parajasti

stis, kui leidub k € N ja cq,...,cp € A nii, et a = ¢y, b = ¢ ja iga 0 < i < k korral ¢;me; 1 voi
CiPCi+1-
Toéestus. Utleme, et ach parajasti siis, kui leidub k& € N ja cq,...,cx € A nii, a = ¢, b = ¢4, ja

iga 0 <4 < k korral ¢;me; 1 vOi ¢;pciyq.
Néiitame esmalt, et nii defineeritud o on eeljarjestus Q-algebral A.

e Kooskola tehetega. Olgun € N;w € Qp jaay,...,an,b1,...,b, € A, kusjuuresigal <i<n
korral a;ob;. See tihendab, et iga i korral leidub jada ¢, . .. ,cfi nii, et iga 0 < j < k; korral
cfwcﬁ“ vOoi chcZH. Naitame, et w(ay,...,an)ow(by,...,by,). Vaatleme jada

w(c(l),cg, . ,cg),w(c%, cg, ce cg),w(cf,cg, .. ,C?L), .. ,w(c’fl_l, cg, . ,02),
w(c’fl,cg, .. ,c%),w(clfl,c%, el cg), .. ,w(c’fl,c;”_l, cg, . 7c%),

w(clfl,c;”, cg, cee c%),w(clfl,cgz,cé, ce cg), .. ,w(clf17c§2, ,0213171,02)7
w(clfl,(:gQ, el cﬁi}l,c%),w(clfl,cgz, A cﬁ"_’f,c}l),. ) ,w(c’fl,cgz, CAO

Selle jada iga element on oma naabriga seoses p voi seoses m. Toepoolest, valime selle jada

mingi elemendi, see on tingimata kujul w(c’fl,...,ci_ll,cl’»,c?+1,...,cg), kus 1 <7< n
ja 0 < j < k. Siis jada jirgmine element on w(ct?, ... ,ciill,cfl,cgﬂ, ..., c2). Uldisust
. j i+1 . . ~ . . .
kitsendamata eeldame, et CZWCZH . Siis ka 7 refleksiivuse tottu iga [ # i korral c)mc) ja

c/'mel. Et m on tehetega kooskolas, siis
k kioi j 0 0 k ki-1  j+1 0 0
w(cht, . e gt el g, e)mw(e el el )
Niisiis w(ay, ..., an)ow(by, ..., by).
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o Refleksiivsus. On selge, et aca — leidub jada cg, kus a = ¢y = a.

e Transititvsus. Olgu acb ja boc. Leiduvad jadad a = dg,...,dy = bjab =eg,...,e; = ¢,
sobiv jada on siis a = dy, ...,dg,€e1,...,e; = C.

Viimaks néitame, et o sisaldub igas tehetega kooskolas eeljérjestuses 7, mis sisaldab seoseid
7w ja p. Olgu acb ning 7 eeljirjestus, kusjuures 7 C 7 ja p C 7. Leidub jada a = ¢g,...,cx = b
nii, et iga ¢ korral ¢;we;4q vOi ¢;pcirr. Et m € 7 ja p C 7, siis ka ¢;7¢;41. Et 7 on transitiivne,
siis arb. Jarelikult o C 7.

Seega 0 =7V p. O

Sisuliselt oleme néidanud, et seose 7 U p transitiivne sulund on tehetega kooskolas.

Maérkus 2.24. Eelmise lemma saaks sonastada ka nii: a(7V p)b parajasti siis, kui leiduvad k € N,
Coy- -+, CL € A nii, et

A=CoTCLPCaTC3PCy...Cha TCx_1 PCL=">.

Definitsioon 2.25 (vrd [3] def. 2.19]). Olgu f: A — B kategooria Preordg morfism. Morfismi
p: B — X nimetatakse morfismi f eelkotuumaks, kui:

1. morfism pf on triviaalne,

2. igasellise \: B — Y korral, et Af on triviaalne, leidub iiheselt méaratud morfism A\;: X —
Y nii, et A = A\p.

Y

% T
f I

A—1lspB-2,Xx

On selge, et kui valida kategoorias Preordg, klassiks Z triviaalsete objektide klass, siis langevad
eelkotuuma ja Z-eelkotuuma moisted tépselt kokku.

Olgu f: (A, p) — (B, o) kategooria Preordg morfism. Et (f on kongruents algebral B, voime
vaadelda faktoralgebrat B/(y. Hulga B/(; elemendid on B elementide ekvivalentsiklassid seose
Cy jérgi. Kirjutame [a], [b] € B/(s korral

[a](o V (f)[b] parajasti siis, kui a(o Vv (f)b.

Sealjuures paneme téhele, et definitsioon ei soltu ekvivalentsiklassi esindaja valikust. Toepoolest,
olgua,ad’,b,b’ € B,[a] =[], [b] = [V'] ja eeldame, et a(oV {f)b. Siis a’(ra ja (V. Et {; C oV (y,
siis saame a’(0 V (r)a ja b(o V (5)b'. Et o V (f on eeljérjestus ja seega transitiivne saame, et
a'(pV )b

Vahetu kontroll néitab, et nii hulgal B/(; defineeritud seos o V {; on eeljdrjestusseos. Veen-
dume, et see on Q-algebra B/(; tehetega kooskolas. Oletame niisiis, et n € N, w € Q, ja
[b1], ..., [bn], 1], ..., [b],] € B/(y. Siis:

[r](o vV CAL, - [bn] (o vV Cp) b, ] == br(o vV Cp)bL, - ba(o V (p)by,
= wp(b,...,bn)(0 V ()wp (b, ... b))
— wabse e b))V ) wB Bl 8]
— gy (Bl a0V e (B 12
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Lause 2.26 (vrd [3] lause 2.20]). Olgu f: (A, p) — (B, o) kategooria Preordq morfism. Siis ks
morfismi f eelkotuum on morfism w: (B,0) — (B/(r,0V (), kusm: B — B/(; on kanooniline
projektsioon.

Toestus. Veendume, et m on kategooria Preordn morfism. Teatavasti kanooniline projektsioon
faktoralgebrale on tehetega kooskolas. Peame néitama vaid, et 7 sdilitab eeljarjestust. Oletame,
et a,b € B jaacb. Et 0 C oV (s, siis a(o V ()b. Seega ka [a](c V (f)[b].

Néitame, et 7 f on triviaalne. Olgu a,b € A, apb. Néitame, et siis (7 f)(a) = (7 f)(b). Vastavalt

(s definitsioonile f(a)Cy f(b). Jarelikult [f(a)l¢, = [f(b)]¢, ehk w(f(a)) = 7(f(D)).

Olgu niiid A: (B,0) — (Y, 7) selline, et Af on triviaalne. Olgu a,b € B, anyb. Siis leiduvad
x,y € A nii, et f(z) = a, f(y) = b ja zpy. Et Af on triviaalne, siis (Af)(z) = (Af)(y) ehk
Aa) = A(b) ehk a ~ b. Seega 1y C ~, kusjuures ~» on kongruents. (s definitsioonist saame
¢f € ~x. Defineerime kujutuse A;: B/(y — Y vordusega

Ai([ale) = AMa) -

See definitsioon ei soltu ekvivalentsiklassi esindaja valikust: néitasime, et kui ayb ehk [a]c, =
[bl¢,, siis A(a) = A(b).

Veendume, et A; on kategooria Preord, morfism. Esiteks néitame, et ta siilitab tehteid. Olgu
neN, weQ,jalaill,...,[as) € B/(s. Siis

M(wpye,([a1], - - -5 [an])) = M([ws(al, ..., an)])

= )\(wB(ah e ,an))

=wy (A(a1),...,(an))

= wy (Ar([aa]), - -+, A([an]))-
Niitid naitame, et Ay séilitab eeljérjestust. Olgu [a], [b] € B/(y, kusjuures [a](o V (y)[b]. Naitame,
et A ([a])TA1([b]). Et [a](o V (f)[b], siis a(o V (f)b ehk leidub jada a = cg, ..., c, = b nii, et iga ¢
korral ¢;oc; 41 vOi ¢;(rciv1. Kul ¢;0¢i41, siis et A séilitab eeljérjestust, saame A(¢;)TA(¢i41). Kui
ciCsciy1, siis saame (5 C ~y tottu ¢; ~x ciy1 ehk A(¢;) = A(cip1), mis 7 refleksiivsuse tottu
tahendab, et A(¢;)TA(ciq1). Seega on meil jada

A(@) = Aco)s A(er)s - -, Aex) = A(D)

nii, et iga i korral A(¢;)7A(ci+1). Et 7 on transitiivne tdhendab see, et A(a)7A(b) ehk Ay ([a]) =
Av([0]).

Viimaks peame niitama, et A; on iiheselt médratud. Oletame, et A;p = Aap = A. On selge, et
kanooniline projektsioon on siirjektsioon, seega voime ta paremalt taandada ja saame, et Ay = Ao.

(Y,7)
7
(A,p) —— (B,o) —= (B/¢spV ()

O

Lause 2.27 (vrd [3, laused 2.21 ja 4.2]). Olgu f: A — B ningp: B — X morfismi f eelkotuum.
Siis:

1. p on epimorfism;
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2. kui m: B =Y on mingi teine morfismi [ eelkotuum, siis leidub tiheselt madratud isomor-
fismv: X =Y nii, et 1 = Yp.

Téestus. Rakendame artikli [3] lauset 4.2. On selge, et kui valida C = Preordq ja votta klassiks Z
triviaalsete objektide klass, siis langeb Z-eelkotuuma moiste kokku meie eelkotuuma moistega.
Niiiid jarelduvad viited vahetult. O

Lause 2.28. Olgu f: A — B kategooria Preordg morfism, p: B — X tema eelkotuum ja
Y X =Y isomorfism. Siis m =yp: B =Y on morfismi [ eelkotuum.

Toestus. Veendume esiteks, et 7 f on triviaalne. Toepoolest, wf = ¢¥pf, mis pf triviaalsuse tottu
kasutades lemmat on triviaalne.

Olgu A\: B — Z mingi morfism nii, et A\f on triviaalne. Siis leidub {iheselt méératud morfism
A1: X — Z nii, et A = \;p. Néitame, et v = A\;¢»~! on iiheselt médratud morfism Y — Z nii, et
A=vT.

Y
>
/ P
A—s B— X |v
\ L\l
A
Z
Esmalt veendume, et A = vr. Téepoolest,
v =M Yp = Aip = A,
Teiseks peame veenduma, et v on iiheselt méadratud. Olgu v/: Y — Z selline, et /7 = . Saame
V'yp = Aip.
ehk ka
Vip = My p.
Et p on epimorfism ja 1 on isomorfism, siis 1/p on epimorfism, kust saame 1/ = A\y~! = v. Seega

v on lheselt maaratud.
Et molemad tingimused on taidetud, siis 7 on morfismi f eelkotuum. O

Jédreldus 2.29. Olgu f: (A, p) — (B, o) kategooria Preordg morfism. Morfism
p: (B,o) = (X,7)
on morfismi [ eelkotuum parajasti siis, kui kujutus
p1: B/CroV(p) = (X,7), pil[z]) = p(x)
on korrektselt defineeritud ning isomorfism kategoorias Preordg.

Téestus. Tarvilikkus. Olgu p morfismi f eelkotuum. Teame lausest [2.26] et morfismi f eelkotuum
on ka

m: (B,o) = (B/(s,0V (y),
kus 7 on loomulik projektsioon. Lause pohjal leidub siis isomorfism
p1: B/(poV () = (X,7)

nii, et p = py7. Loomuliku projektsiooni definitsioonist ndeme, et iga z korral kehtib p;([z]) =
p(z). Niisiis antud kujutus on isomorfism kategoorias Preordg,.
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(B/¢s,0V (y)
(A,p) —— (B,o) —2— (X.7)

Piisavus. Paneme tahele, et pym = p. Lausest saame, et p on morfismi f eelkotuum. O
Jareldus 2.30. Olgu f: (A, p) — (B, o) kategooria Preordg morfism. Morfism
p: (B,o) — (X,7)
on morfismi [ eelkotuum parajasti siis, kui kehtivad jdrgmised tingimused.
1. p: B — X on siirjektsioon;

2. iga a,b € B korral
p(a) =p(b) < agsb;

3. iga a,b € B korral
p(a)mp(b) <= a((s V o)b.

Toestus. Jarelduse tottu on p morfismi f eelkotuum parajasti siis, kui p; on korrektselt
defineeritud isomorfism. Me saame teoreemi tingimused iimber sonastada jargmiselt:

1. “p on siirjektsioon” kirjutame timber kujule “p; on siirjektsioon”;

2. p(a) = p(b) = a(sb kirjutame timber kujule p1([a]) = p1([b]) = [a] = [b] ehk “p; on
injektiivne™;

3. alsb = p(a) = p(b) kirjutame timber kujule [a] = [)] = p1([a]) = p1([b]) ehk “p; on

korrektselt (s6ltumata ekvivalentsiklassi esindajast) defineeritud”;

4. p(a)tp(b) = a(¢; V o)b kirjutame timber kujule p1([a])Tp1([b])) = [a](¢; V o)[b] ehk
“p1 peegeldab eeljérjestust”;

5. a((f Vo)b = p(a)rp(b) kirjutame timber kujule [a](¢; V o)[b] = pi([la])Tp1([b]) ehk
“py sailitab eeljarjestust”.

Selles nimekirjas punktide 3 ja 5 kehtimine on tarvilik ja piisav selleks, et p; oleks korrektselt
defineeritud kategooria Preordg morfism. Punktide 1, 2 ja 4 kehtimine on lause 2.6 pohjal tarvilik
ja piisav selleks, et p; oleks isomorfism kategoorias Preordg,. O

2.4 Liihike eeltidpne jada

Definitsioon 2.31 (vrd [3] def. 2.24]). Olgu f: A — B ja g: B — C kategooria Preordq
morfismid. Utleme, et

aLp e
on lihike eeltdpne jada, kui f on morfismi g eeltuum ja g on morfismi f eelkotuum.

On selge, et kui valida kategoorias Preordg, klassiks Z triviaalsete objektide klass, siis langevad
liihikese eeltépse jada ja lithikese Z-eeltédpse jada moisted tépselt kokku.

Naiide 2.32. Olgu A = {1,2,3} ja B = {a,b}. Defineerime jarjestusseosed p ja o hulgal A, seose
7 hulgal B ja funktsioonid f, g jargnevalt:
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(4, p) (A,0) (B,T)
N
|

I
;

[\

1

a

Jarjestatud hulki (4, p), (4,0) ja (B,7) voime vaadelda kui jirjestatud Q-algebraid, mille
tiilip on tiihihulk, s.t. Q-algebraid, kus ei ole defineeritud {ihtki tehet. Triviaalselt jarjestusseosed
p, o ja T on tehetega kooskolas ning f ja g séilitavad tehteid. On lihtne néha, et f ja g siilitavad
jérjestust. Seega kui votta 2 tithihulgaks saame vaadelda (4, p), (A, 0), (B, 7) kui Preordg, objekte
ning f ja g kui morfisme.

Tuleb vilja, et

(4,p) L+ (4,0) 25 (B,7)

on lithike eeltdpne jada. Veendume selles.

Niitame, et f on morfismi g eeltuum. On selge, et gf on triviaalne morfism. Oletame, et
A: (X,7) = (A,0) on selline morfism, et g\ on triviaalne. Defineerime X: (X,7) — (4,p)
vordusega

N(z) = A(=).

Peame veenduma, et \' on kategooria Preordg morfism, mis antud juhul tdhendab veendumist,
et ta siilitab jarjestust. Oletame, et zmy. Siis ei ole voimalik, et M (z) = 1 ja N (y) # 1: sellisel
juhul saaksime

g\ (@) = g\ () =a#b=gN(y) = g(A(¥)),

mis on vastuolus g\ triviaalsusega. Aga koikide tilejaénud paaride korral langevad p ja o kokku
ehk et kui \ sailitab eeljarjestust siis ka X siilitab eeljirjestust. Seega leidub A nii, et A = f\.
Et f on injektiivne, siis mistahes A’ korral, kui A = f\ = f)\”, saame f vasakult taandada ja
naeme, et A’ = \’. Niisiis on f morfismi g eeltuum. Analoogiliselt on voimalik niidata, et g on
morfismi f eelkotuum.

Naiide 2.33. Olgu (A, p) eeljirjestatud Q-algebra. Konstrueerime paari (~, <) nagu lausesm
Siis

k ™
on lithike eeltdpne jada. Selle fakti toestame teoreemis [2.39]

Néiide 2.34. Tuleme tagasi néite [[.12) juurde. Veendusime, et seal lause [[.10] tekitatud seos ~
langeb tapselt kokku poliinoomide assotsieerituse moistega. Niisiis

k T
on lithike eeltdpne jada, kus K[z]/~ koosneb assotsieeritud poliinoomide ekvivalentsusklassidest.

Jargmine teoreem kirjeldab isomorfismi tdpsuseni dra koik lithikesed eeltépsed jadad eeljér-
jestatud algebrate kategoorias.
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Teoreem 2.35 (vrd [3| lause 2.27]). Olgu (A, p) N (B,o) - (C,7) lihike eeltipne jada
kategoorias Preordq. Siis leidub kommutatiivne diagramm

(A,p) —— B.o) —L— (C,7)

; \ 0

(B,oN~y) —— (B,0) —— (B/Ck,Cr V 0)

kus k on samasusteisendus, m on kanooniline projektsioon, vertikaalsed morfismid on isomofismid
ja
k T
(B,0 N ~y) =5 (B,0) = (B/C, GV 0)

on lihike eeltapne jada.

Toestus. Lause jéargi on morfism k£ morfismi g eeltuum. Et ka f on morfismi g eeltuum, siis
leidub lause jargi isomorfism ¢, mis paneb diagrammi @ vasakpoolse ruudu kommuteeruma.

Et g on morfismi f eelkotuum, siis sobiva isomorfismi leidumiseks piisab néidata, et = on
morfismi f eelkotuum. Me teame lause pohjal, et iiks morfismi f eelkotuum on loomulik
projektsioon (B,o) — (B/(¢, (s V o). Meil piisab néidata, et (; = (y, selleks omakorda piisab
néidata, et g, = 7. Olgu x,y € B ja anyy. Siis leiduvad a,b € A nii, et f(a) = z ja f(b) = y.
Paneme téhele, et:

znpy <= fla)nsf(b) <= apb = p(a)(o N ~y)p(d)
> k(p(a))mk(p(d) <= fla)mf(b) < xny.

Seega 0y C 7. Teisalt eeldame, et a,b € B nii, et angb. Teame, et ¢ on isomorfism, seega leidub
poordmorfism ¢~! nii, et pp~! = 15, kust saame ko = f tottu k = fo . Paneme tihele, et:

ankb <= k(a)mek(b) <= a(cNr~g)b = ¢ '(a)pp ' (b)
— fle a)nsf(e7' (b)) <= k(a)nsk(b) <= anyb.

Jarelikult ny = ng, kust ¢y = (p. Niisiis (B/(x, (x V 0) = (B/(f, ¢ V o) ja m ongi lause
tottu leiduv f eelkotuum. Seega lause tottu leidub isomorfism 4, mis paneb diagrammil ({6))
parempoolse ruudu kommuteeruma.

Viimaks peaksime veel niitama, et diagrammi @ alumine rida on lithike eeltdpne jada. On
selge et 7 on lause [2:26] tottu leiduv morfismi k eelkotuum. Néitame, et k on lause 2.13] tottu
leiduv morfismi 7 tuum. Selleks piisab néidata, et seosed ~ ja ~, langevad kokku. Olgu a, b € B,
siis

ar~gb <= m(a) =m(b) <= ¥(g(a)) =1¢(g9(b)) < g(a) =g(b) <= a~yb,
kusjuures kolmas samavéirsus on samaviarsus, kuna 1 isomorfismina on injektiivne. O
Teades, et (x = (y ja ~y = ~, voime diagrammi @ tdiendada kujule

(A,p) —— (B,0) —L— (C,7)

o I

(B,Uﬂ'\/g) L (B7U) —— (B/<f7<fva)

(B,oN~y) —s (B,o) —— (B/Ck, Ck V 0)
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Naiide 2.36. Vaatleme taas néitemsitua‘csiooni. Seos ~ jaotab hulga A ekvivalentsiklassideks
{1} ja {2,3}. Ndeme, et 0 N ~, = p ja et f on samasusteisendus.

Teisalt, seos 1y langeb kokku seosega p, seega tema tekitatud kongruents (¢ jaotab hulga A
ekvivalentsiklassideks {1} ja {2,3}. Defineerides isomorfismi

b BoA/Gs am {1}bes 2,3}
mérkame, et 7 = g, kus 7 on loomulik projektsioon A — A/(s.

Jareldus 2.37. Jada
(A.p) L+ (B,0) % (C,7)

on lihike eeltdpne jada parajasti siis, kui kehtivad jirgmised tingimused:
1. f: A — B on bijektsioon;

2. iga a,b € A korral
f(a)af(b) Ag(f(a)) = g(f(b)) < apb;

8. g: B — C on siirjektsioon;

4. iga a,b € B korral
g(a) = g(b) <= alyb;

5. iga a,b € B korral
g(a)Tg(b) <= a((s V o)b.

Téestus. Vahetu jéreldus lithikese eeltépse jada definitsioonist ning jéreldustest 2.18ja[2.30] O

2.5 Eelviandeteooria

Eelvaindeteooria iildine kategoorne definitsioon on jérgmine.

Definitsioon 2.38 ([3] def. 4.3]). Olgu C suvaline kategooria, T ja F kategooria C objektide
mittetiihjad ja isomorfismi all kinnised alamklassid. Téhistame Z = T N F. Oeldakse, et paar
(T, F) on eelvidndeteooria, kui on taidetud jargmised tingimused.

1. Iga C objekti B korral leidub lithike Z-eeltdpne jada
A2-LpLc
kusjuures A € T ja C € F.

2. Iga T €T ja F € F korral Home(T, F) = Trivz (T, F).

Téhistame stimboliga Equivg, koikide kategooria Preord, objektide klassi, mis on kujul (A, p),
kus p on kongruents. Samuti tdhistame stimboliga ParOrdg koikide kategooria Preordn objektide
klassi, mis on kujul (A, p), kus p on jarjestusseos 2-algebral A.

Jargmine teoreem iildistab artikli [3] tulemust (vt. mérkust lk. 15) eeljarjestatud hulkadelt
eeljarjestatud algebratele.
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Teoreem 2.39. Paar (Equivg, ParOrdg) on eelvidndeteooria kategoorias Preordg.

Téestus. Esiteks paneme tahele, et EquivgMParOrdg koosneb tépselt kategooria Preordq triviaal-
setest objektidest. Kui (A, p) € Equivg N ParOrdg, siis p on nii ekvivalentsus- kui jarjestusseos.
Seega, kui apb saame siimmeetria tottu, et bpa, kust antisimmeetria tottu @ = b. Et p on ref-
leksiivne, siis (A, p) = (A, =). Teiselt poolt seos = mistahes Q-algebral on nii kongruents kui
tehetega kooskolas olev jarjestusseos. Seega definitsioonis mainitud Z langeb kokku kategooria
Preordg, triviaalsete objektide klassiga. Niisiis ka definitsioonis mainitud lithikese Z-eeltédpse ja-
da ja Z-triviaalse morfismi moisted langevad kokku vastavalt lithikese eeltépse jada ja triviaalse
morfismi moistetega.

Olgu (B, p) objekt kategoorias Preordg. Olgu (~, <) paar, mis on lause jélrgi vastavuses
eeljirjestusega p. Siin ~ on kongruents 2-algebral B ning < on jirjestusseos -algebral B/~.
Naitame, et

(B,~) = (B,p) = (B/~,<) (7)

on lithike eeltdpne jada kategoorias Preordg. Siin k£ on samasusteisendus ja 7 on loomulik pro-
jektsioon.

Néitame, et £ on morfismi 7 eeltuum. Lause jargi on iiks morfismi 7 eeltuum sama-
susteisendus (B, p N ~;) — (B, p). Paneme esiteks tihele, et seos ~, langeb kokku seosega ~:
mistahes a,b € B korral

ar~pb = wla) =7(b) < [a]~ =[b]~ < a~b.

Teisalt ~ C p — vastavalt ~ konstruktsioonile a ~ b = apb. Seega p N~ , p N~ ja ~
langevad kokku, kust saame, et et lause 2.13] tottu eksisteeriv m eeltuum ongi samasusteisendus
ki (B,~) — (B,p).

Néitame, et 7 on morfismi k eelkotuum. Lause jargi on iiks morfismi k eelkotuum ka-
nooniline projektsioon (B, p) = (B/(x, p V (;). Taas niitame esiteks, et seosed (i ja ~ langevad
kokku. Esiteks paneme téhele, et seosed 7y ja ~ langevad kokku: mistahes a,b € B korral

ankb = k(a)nik(b) <= a ~b.

Et (& on vahim kongruents, milles 7 sisaldub, ja et 7, on ise kongruents, siis saame, et ~ =
Nk = (k. Teiseks peame néitama, et seos p V ~ Q-algebral B/~ langeb kokku seosega <. Definit-
sioonidest:

la] < o] <= apby
[al(p v )] <= alpV ~)b.

Seega piisab naitamisest, et ~ C p, milles veendusime {ilal. Niisiis lause tottu eksisteeriv k
eelkotuum ongi loomulik projektsioon 7: (B, p) = (B/~, <).

Sellega oleme ndidanud, et on lihike eeltdpne jada. Seejuures mérgime, et iga B korral
ilmselt (B, ~) € Equivg ja (B/~, <) € ParOrdq. Seega paar (Equivg, ParOrdg) rahuldab eelvién-
deteooria definitsiooni esimest punkti.

Néitame, et (Equivg, ParOrdg) rahuldab ka eelvddndeteooria definitsiooni teist punkti. Olgu
(T, ~) € Equivg, ning (F, <) € ParOrdg. Niitame, et koik morfismid (T, ~) — (F, <) on triviaal-
sed. Oletame, et f: (T,~) — (F, <) on kategooria Preord, morfism. Mistahes a,b € T korral
saame, et kui a ~ b, siis f(a) < f(b). Teisalt, kui a ~ b, siis ka b ~ a, kust f(b) < f(a). Et < on
antisimmeetriline, siis tdhendab see, et f(a) = f(b). Saime, et kui a ~ b, siis f(a) = f(b). See
néitabki, et f on triviaalne morfism.

Sellega oleme néidanud, et (Equivg, ParOrdg) on eelviindeteooria kategoorias Preordg. [
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3 Diagrammlemmad

Selles peatiikis toestame variandid kahest klassikalisest diagrammlemmast: lithike 5-lemma ja
9-lemma. Liihikese 5-lemma saame toestada iildisemalt, holmates korraga muuhulgas nii liihikesi
tépseid jadasid Abeli kategooriates kui ka liihikesi eeltépseid jadasid kategoorias Preordq. Samas
kontekstis toestame norgema variandi 9-lemmast.

3.1 Z-eelmonomorfismid ja Z-eelepimorfismid

Variante konealustest diagrammlemmadest on voimalik toestada {ildisemas kontekstis, mistahes
kategooria lithikeste Z-eeltédpsete jadade jaoks. Selleks peame kirjeldama morfisme, mis kiitu-
vad Z-triviaalsete morfismidega nii, nagu Abeli kategoorias kdituvad nullmorfismidega mono- ja
epimorfismid. Olgu edaspidises C kategooria ja Z tema objektide klassi mittetiihi alamklass.

Definitsioon 3.1. Olgu f: A — B kategooria C morfism. Utleme, et f on Z-eelmonomorfism,
kui tal leidub Z-triviaalne Z-eeltuum.

Lemma 3.2. Z-eelmonomorfismi koik Z-eeltuumad on Z-triviaalsed.

Toestus. Olgu f: A — B Z-eelmonomorfism, k: X — A tema Z-triviaalne Z-eeltuum ja
A: Y — A tema mingi teine Z-eeltuum. Et fk on Z-triviaalne ja f)\ on samuti Z-triviaalne, siis
leidub \M: Y — X nii, et A\ = k). Et k on Z-triviaalne, siis ka kX = X on Z-triviaalne tinu
lemmale Seega A on Z-triviaalne. O

Niide 3.3. Olgu C kategooria ja Z = Cp. Siis iga morfism on Cg-eelmonomorfism, kusjuures
Co-eeltuumaks sobib {thikmorfism.

Naiide 3.4. Olgu C = Preordg ja Z koikide triviaalsete objektide klass. Siin morfism
[ (A,p) = (B,o)
on Z-eelmonomorfism parajasti siis, kui

aph, f(a) = f(b) = a=b.

Toestame selle.

Oletame, et f on Z-eelmonomorfism; iiks tema Z-eeltuum on lause jargi samasustei-
sendus k: (A,pN~yf) = (A, p). Et Z-eelmonomorfismi iga Z-eeltuum on lemma pohjal
Z-triviaalne, siis k on Z-triviaalne. Seega a(pN~;)b = k(a) = k(b), imber kirjutatuna saame
apd, f(k(a)) = f(k(b)) = k(a) = k(b) ja et k on iihikteisendus, siis apb, f(a) = f(b) = a =
b.

Teistpidine toestus on analoogiline.

Siit ndeme ka, et kategoorias Preordn on iga injektiivne morfism Z-eelmonomorfism, kuid
mitte vastupidi.

Naiide 3.5. Vaatleme eelmist néidet juhul, kui €2 on tithihulk ehk objektid on lihtsalt eeljarjesta-
tud hulgad ja morfismid eeljarjestust séilitavad kujutused.

Eeljédrjestatud hulka (A, p) saame vaadelda suunatud graafina, kus tippudeks on A elemendid
ja kaarteks a — b on paarid (a,b) € p. Morfism f on Z-eelmonomorfism parajasti siis, kui
tolle suunatud graafi iga kaare otspunktid kujutuvad erinevateks B elementideks. Muuhulgas
tihendab see, et kui ahendada funktsioon f iihele (A, p) tugevalt sidusale komponendile, siis
muutub f injektiivseks.

Konkreetsemalt, vaatleme hulki A = {a,b,¢,d} ja B = {1,2,3} ning defineerime nendel
jarjestusseosed p ja ¢ ning kujutuse f jargnevalt:

25



(4, p) (B, o)

3
|
b c 2
|

On lihtne aru saada, et f siilitab jirjestust. Méirkame, et f ei ole injektiivne, kuna f(b) =
f(c¢) = 2. Samas f on Z-eelmonomorfism: kuigi f(b) = f(c) ja b # c ei teki vastuolu Z-
eelmonomorfsusega, sest (b, c) ¢ p.

Maérgime veel, et see Z-eelmonomorfism on siirjektiivne. See erineb tiiiipilistest olukordadest
(nt. hulgad, Abeli rithmad, vektorruumid), kus monomorfismid on parajasti injektiivsed morfis-
mid.

Niide 3.6. Olgu A koikide reaalarvujadade (a,,) hulk, mille korral >_,° ; a, koondub. Definee-
rime sellel tehte + ja jarjestusseose C jargmiselt.

(an) + (bn) = (an + bn)§
(an) C (bp) <= Vk € N: ap < bg.

Siis (4, +, C) on jarjestatud Q-algebra; siin Q5 = {+}. Ta on sama tiilipi Q-algebraga (R, 4, <),
seega voime vaadata homomorfismi

fr (A0 > R+, ()= .
k=0

On selge, et see on tehetega ja jarjestusega kooskolas.
Funktsioon f ei ole injektsioon, néiteks

£((0,0,0,0,...)) =0= f((1,-1,0,0,...)).

Samas f on Z-eelmonomorfism. Kui (a,) C (b,) ehk iga k korral ai, < by, aga Y ar = > by, siis
iga k korral ay, = by, ehk (ay) = (by).

Niide 3.7. Olgu C mingi Abeli kategooria ja Z = {0}. Abeli kategoorias on f monomorfsus
samavédrne sellega, et tema tuum on nullmorfism [2, lause 1.5.4]. See on omakorda samaviirne
sellega, et f Z-eeltuum on Z-triviaalne. Niisiis Z-eelmonomorfsus on selles olukorras samavéirne
monomorfsusega.

Lause 3.8. Olgu f: Y — A morfism, g: A — B Z-eelmonomorfism ja gf Z-triviaalne morfism.
Siis f on Z-triviaalne.

Toestus. Et g on Z-eelmonomorfism, siis leidub Z-triviaalne morfism k: X — A nii, et k on
morfismi g Z-eeltuum. Et ¢gf on Z-triviaalne, siis leidub iiheselt m&dratud morfism A: ¥ — X
nii, et f = kA. Et k on Z-triviaalne morfism, siis kA = f on samuti Z-triviaalne lemma
pohjal. O

Z-eelmonomorfismi saab niisiis Z-triviaalse morfismi eest “4ra taandada” nii, et morfism jaab
Z-triviaalseks.
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Definitsioon 3.9 (vrd def. . Olgu f: A — B kategooria C morfism. Utleme, et f on Z-
eelepimorfism, kui tal leidub Z-triviaalne Z-eelkotuum.

Lemma 3.10 (vrd lemma . Z-eelepimorfismi koik Z-eelkotuumad on Z-triviaalsed.
Téestus. Duaalne lemma [3.2] toestusega. O
Lause 3.11. Kategoorias Preordg on morfism f: (A, p) — (B,o) Z-eelepimorfism parajasti
s11s, kui seosed (¢ ja =, langevad kokku.
Toestus. Tarvilikkus. Oletame, et f on Z-eelepimorfism. Olgu
p: (B,o) = (X,7)

tema Z-triviaalne eelkotuum. Siis kehtib

Va,b € B: aocb = p(a) = p(b).
Et p on eelkotuum, siis jarelduse tottu saame teisest kiiljest

Va,b € B: p(a) =p(b) = alsb.

Saime o C (. Teisest kiiljest ¢ C 0. Et (¢ on koikide 7, sisaldavate kongruentside iihisosa, siis
sellesse iihisossa kuuluvad ka koik o sisaldavad kongruentsid, kust saame =,= (y.

Piisavus. Oletame, et f on selline morfism, et (f ja =, langevad kokku. Vaatleme siis tema
lause 2.26] tottu leiduvat eelkotuuma

m: (B,o0) = (B/(r, 0V (y),

kus 7 on loomulik projektsioon. Veendume, et 7 on triviaalne. Olgu aob, siis a =, b, kust a(sb
ehk 7(a) = [a] = [b] = m(b). Niisiis on f Z-eelepimorfism. O

Kategoorias Preordg on Z-eelepimorfism olemiseks ka jéargmine piisav tingimus. See mugandab
lithikese 5-lemma sonastamist, kui seda sonastada ainult kategooria Preordq jaoks.

Lause 3.12. Olgu kategoorias Preordq antud morfism

g: (B,o) = (C,7),
mis on morfismi

[ (A,p) = (B,o)
eelkotuum. Siis g on Z-eelepimorfism.
Toestus. Kehtigu teoreemi eeldused. Néitame, et 7 C (4. Olgu a, b € C ning atb. Et g on jéarelduse
tottu siirjektiivne, siis leiduvad z,y € B nii, et g(x) = a ja g(y) = b. Seega g(z)7g(y), kust
jarelduse tottu saame z(o V (;)y. Lemma tottu siis leidub jada x = c¢g,...,cp = ¥y

nii, et iga 7 korral ¢;0¢;41 vOi ¢;{sciq1. Kui ¢;o¢,41, siis vastavalt definitsioonile g(¢;)ny9(cit1),
kust g(c;)¢g9(cit1). Aga kui ¢;(rci11, siis taaskord jarelduse tottu g(c;) = g(cit1), mis ¢4
refleksiivsuse tottu tdhendab g¢(c;)(gg(ci+1). Et (; on transitiivne, siis g(co)(gg(ck) ehk alyb.
Jarelikult 7 C (.

Analoogiliselt lausega jareldub sisalduvusest 7 C (, see, et =,= (,, mis kategoorias
Preordq tdhendab tépselt seda, et g on Z-eelepimorfism. O

Naiide 3.13. Olgu C mingi Abeli kategooria ja Z = {0}. Duaalselt Z-eelmonomorfismide juhule
on siin Z-eelepimorfismid tépselt epimorfismid.

Lause 3.14 (vrd lause . Olgu f: A — B Z-eelepimorfism, g: B — Y morfism ja gf Z-
triviaalne morfism. Siis g on Z-triviaalne.

Toestus. Duaalne lause [3.8 toestusega. O
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3.2 Lihike 5-lemma

Jargnev tulemus on klassikalise lithikese 5-lemma tildistus. Toestuse sammud on analoogilised
raamatus [5] lehekiiljel 202 toodud lemma 1 toestuse sammudega, kuid teatavad moisted on
asendatud nendele vastavate iildistustega.

Teoreem 3.15 (lithike 5-lemma Z-eeltdpsete jadade jaoks). Olgu kommutatiivse diagrammi

A—"—"»B—=C

ool b

m e

AI B/ e’ C/
read lihikesed Z-eeltdpsed jadad.

1. Eeldame, et f ja h on Z-eelmonomorfismid, et g omab Z-ecltuuma ja et m' on Z-eelmono-
morfism. Siis g on Z-eelmonomorfism.

2. Eeldame, et f ja h on Z-eelepimorfismid, et g omab Z-eelkotuuma ja et e on Z-eelepimor-
fism. Siis g on Z-eelepimorfism.

Toestus. 1. Olgu k morfismi g Z-eeltuum. Siis gk on Z-triviaalne, kust ¢’gk on Z-triviaalne.
Kommutatiivsuse tottu hek on Z-triviaalne. Et h on Z-eelmonomorfism, siis ek on lause
[3:8 pohjal Z-triviaalne. Et ek on Z-triviaalne ja m on morfismi e Z-eeltuum, siis k esitub
kujul k¥ = mk’. Et gk on Z-triviaalne, siis gmk’ on Z-triviaalne. Kommutatiivsuse tottu
gmk’ = m/ fk’' on Z-triviaalne. Et m’ on Z-eelmonomorfism, siis fk’ on Z-triviaalne; et
f on Z-eelmonomorfism, siis ¥’ on Z-triviaalne, et k' on Z-triviaalne, siis k = mk’ on Z-
triviaalne. Et morfismil g leidub Z-triviaalne Z-eeltuum k, siis on ta Z-eelmonomorfism.

2. Saab toestada duaalselt esimese punktiga.

Jareldus 3.16. Olgu kategoorias Preordq kommutatiivse diagrammi

A—">2sB—“25(C

ool

A s B L
read lihikesed eeltapsed jadad.

1. Eeldame, et [ ja h on Z-eelmonomorfismid. Siis g on Z-eelmonomorfism.

2. Eeldame, et [ ja h on Z-eelepimorfismid. Siis g on Z-eelepimorfism.
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Toestus. Teame, et kategoorias Preordn omab iga morfism Z-eeltuuma ja Z-eelkotuuma. Samuti
teame, et koik Z-eeltuumad on injektsioonid ja et koik injektsioonid on Z-eelmonomorfismid.
Viimaks teame lausest et koik Z-eelkotuumad on Z-eelepimorfismid.

Niiiid jérelduvad véited vahetult teoreemist [3.15] O

Jédreldus 3.17 (lithike 5-lemma Abeli kategooriates, [5l, 1k. 202, lemma 1]). Olgu Abeli kategoorias
kommutatiivse diagrammsi

0 A"+ B £ s C 0
lf lg lh
0 A g o 0

read lihikesed tdpsed jadad.
1. FEeldame, et f ja h on monomorfismid. Siis g on monomorfism.
2. Eeldame, et f ja h on epimorfismid. Siis g on epimorfism.

Toestus. Naidetes veendusime, et kui votta Abeli kategoorias Z = {0}, siis lithikese Z-eeltépse
jada, Z-eelmonomorfismi ja Z-eelepimorfismi moisted langevad kokku vastavalt liithikese t&ap-
se jada, monomorfismi ja epimorfismi moistega. Lisaks on teada, et Abeli kategoorias on igal
morfismil tuum ja kotuum ning jadade tapsuse tottu on teada, et e on epimorfism ja m’ on
monomorfism.

Niiiid jérelduvad viited vahetult teoreemist O

3.3 Nork 9-lemma
Abeli kategooriates on voimalik toestada jargmine klassikaline tulemus.

Teoreem 3.18 (9-lemma, |2, lemma 1.10.5]). Olgu mingis Abeli kategoorias antud kommutatiione
diagramm

N

N

Lo
Lol

mille veerud on lihikesed tdpsed jadad.

1. Kui alumised kaks rida on lihikesed tdpsed jadad, siis ka tilemine rida on lihike tdpne jada.

2. Kui ilemised kaks rida on lihikesed tipsed jadad, siis ka alumine rida on lihike tipne jada.

Meie olukorras voimalik toestada jargmine norgem variant.

29



Teoreem 3.19 (nork 9-lemma). Olgu kategoorias C antud kommutatiione diagramm

Al f1 Bl 91 Cl

b e

A2 f2 B2 92 CQ

[

A343>B3L>C3

1. Oletame, et iga i € {2,3} korral f; on g; Z-eeltuum ja iga j € {A, B,C} korral k; on l;
Z-eeltuum. FEeldame, et ko ja f3 on Z-eelmonomorfismid. Siis f1 on g1 Z-eeltuum.

2. Oletame, et iga i € {1,2} korral g; on f; Z-eelkotuum ja iga j € {A, B,C} korral l; on k;
Z-eelkotuum. Feldame, et g1 ja la on Z-eelepimorfismid. Siis g3 on f3 Z-eelkotuum.

Toestus. 1. Niitame, et g1 f1 on Z-triviaalne morfism. Et go fo on Z-triviaalne, siis ka g5 foka
on Z-triviaalne, kust kommutatiivsuse tottu kcg f1 on Z-triviaalne. Et ko on Z-eelmono-
morfism, siis ka ¢; f1 on Z-triviaalne.

Olgu \: Y — Bj selline, et g1 A on Z-triviaalne. Siis ka kcgi A on Z-triviaalne, kust
kommutatiivsuse tottu saame, et gokp A on Z-triviaalne. Et fo on go Z-eeltuum, siis leidub
tiheselt méaratud morfism Ao: Y — A nii, et kg = fodo. Et Igkp on Z-triviaalne,
siis IgkgA on Z-triviaalne, kust kommutatiivsuse tottu f3la Ao on Z-triviaalne. Et f3 on
Z-eelmonomorfism, siis ka [g4\s on Z-triviaalne. Kuna k4 on 4 Z-eeltuum, siis leidub
A1: Y — Aj nii, et Ao = kaA;. Vordusest fodo = kA saame siis fokaA; = kA, kust
kommutatiivsuse tottu kg fiA\1 = k. Et kg on Z-eeltuum, siis on ta monomorfism, seega
saame fiA\; = A

A =B 2 o

b o e
Ag f2 82 g2 02

b e e
Ay P By %, 0y

Viimaks peame niitama, et A; on iiheselt médratud. Oletame, et A, \;: Y — A; on
sellised, et fl)\l = fl)\/ = \. Siis kal)\l = ]{/’Bfl)\/l ehk ka fgk'A)\l = fgk’A)\/l Kuna f2 ja
k4 Z-eeltuumadena on monomorfismid, siis Ay = Aj].

2. Saab toestada duaalselt esimese punktiga.
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Jareldus 3.20. Olgu kategoorias Preordq antud kommutatiivne diagramm

Al f1 Bl g1 Cl

[
A2 L} BQ L CQ .

bl
As f3 Bs 93 Cs
1. Oletame, et iga i € {2,3} korral f; on g; eeltuum ja iga j € {A,B,C} korral k; on l;
eeltuum. Siis f1 on g1 eeltuum.
2. Oletame, et iga i € {1,2} korral g; on f; eelkotuum ja iga j € {A,B,C} korral l; on k;
eelkotuum. Siis g3 on f3 eelkotuum.

Toestus. Et ko ja fz on eeltuumad, siis on nad injektsioonid, seega ka Z-eelmonomorfismid.
Samuti teame, et eelkotuumadena g1 jal4 on Z-eelepimorfismid. Niiiid jarelduvad véited vahetult
teoreemist 3.9 O
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