[

L T T e T T

VTR

A. Wildbrett

 Ialiine geoneetia

(iferentsiaalarvamise pobijooned

Eestistanud

E. Krahn

LI Illllmnll L T O O G T

U O T O e e eeuaers LT e T T e R O e T C P T PO L T R C R E LT O L LN TLUAALi]

Kirjastus A.-S. , Varrak“, Tallinnas
1922

IT

EELLUEELLLE R RRR R LR R ERR RN

n""lallllllllIIlllllllllIIIII!IIIIIII!I!IIIIWII {1 LLETTTEET) UEETTLETTRT)




A. Wildbrett

Wnalutiline geomeelria
iffrentigalarvamise Fotijooned

Eestistanud

E. Krahn

T i e

j 2 bsoo

Kirjastus A.-S. ,Varrak®, Tallinnas
1922






e
o 7

AN ABUNLANLS LD
NS W

11
12,
13.
14.

16.
17.
18.
8§ 19.

COO QO o0
3?@&@@9@

-

LA LR AL LSS

Sisukord:

I jagu.
Analiiiitiline geomeetria.
Sissejuhatus.

Analiiiitilise geomeetria iilesande selgltamme
Punkti koordinaadid :
Ajaloolised teated .

A. Sirgjoon.
Sihitud sirgjoon ; Joonlmgu suurus Ja siht; kahe
punkti kaugus el
Joonldigu Jaotuspunkt
Kolmnurga pinnasuurus .
Joone vorrand
Sirgjoone vorrand ;
Niisuguste sirgjoonte vorrandld ‘mis on seotud tin-
gimustega . e ey (PR R s
Sirgjoone vorrandi normaalku_]u 2
Punkti kaugus sirgjoonest .
Kahe sirgjoone nurk .
Paralleeljooned
Perpendlkulaarsed mrg]ooned -
Kahe sirgjoone 1oikepunkti koordmaadld
Geomeetrilised kohad . g e

B. Rlng joon.
Ringjoone vorrand . . . . ., .
Ringjoon ja sirgjoon .

Ringjoone puutuja . .

Kahe ringi vastastlkune seis 5
Ringjoonekujulised geomeetrilised Kkohad

C. Koonusldiked. 2
Tasapinna ja kaot)use vmmahkud vastastikused
seisud A : S
Ellips lolkjoonena g
Hiiperbol ldikjoonena .
Paraabol 1dikjoonena .
Paraaboli tlpp-vorrand
Ellipsi keskpunkt-vOrrand ;
Hiiperboli keskpunkt-vorrand .
Haruiihtlane hiiperbol
Sirgjoonte ja koonuslmgote loxkepunktxd
Koonusldigete puutujad . .
Koonusloike-kujulised geomectrlhsed kohad
Sega-iilesanded koonuslolgetest 5
Ajaloolised teated . T

I jagn

Differentsiaalarvamise elemendid.
Piiri mdiste
Tuletise mdiste .
Astme tuletis
Siinuse tuletis s e g
Differentsimise abilaused . . 425
Lihtsate kOverjoonte tous ja langemme % 2
Moned lihtsad maksima ja miinima iilesanded
Mbned praktlllsed kiasitused fiilisika alal
Ajaloost : S9 fa ;

Lhk.

DD

13
14

19
21
24
27
29
30
31
33

39
43
45

48






I jagu.

Analiiiitiline geomeetria.

Sissejuhatus.

§ 1. Analiiiitilise geomeetria iilesande selgitamine.

1) Endisest algebra kursusest, funktsioonide graafilisest kujutami-
sest, on koordinaatide siisteemi tarvitamine juba tuttav.

Niitused :

1. a) Temperatuuri ja vedeliku ruumala rippuvuse graafiline
kujutamine ;
b) Mariotti seaduse graafiline kujutamine;
¢) palaviku kdverjoone kujutamine;
d) funktsioonide

b

y=x? y=Vx  y=sinx
3
y=x y=Vx y=1igx
y=x4 y=i y=1010gx
: X

graafiline kujutamine.

2. Barograafi ja termograafi iileskirjutused.

3. Graafiline sdiduplaan.

2) Planimeetrias ithendati algebralis-geomeetriliste iilesannete lahen-
damisel algebraline arvamine geomeetriaga; niituseks:

Ulesanne 1. Vordkiilgse kolmnurga sisse, mille kiiljepikkus on a,
joonistada tdisnurkne nelinurk, mille pind kolm korda vihem oleks kui
kolmnurga pind.

Algebralis-geomeetriline lahendamine on puhtplanimeetrilisest selle
poolest kasulikum, et ta kohe ka vastuste arvu ja voimalikkuse #ra
médrab.

3) Geomeetriliste kohtade leidmine elementaariste planimeetriliste
abindudega ei Onnestu, hoolimata lihtsaist tingimustest, kiisitaval punktil
(vaata § 15!)

Analiiiitilise geomeetria iilesanne on: villjaarvamise teel leida geo-
meetrilised kohad, siis geomeelriliste kujude, isedranis kdverjoonte, oma
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dused ja lahendada sellesisulised iilesanded. Selleks otstarbeks peavad
geomeetrilised kujud iiles tihendatama ,vOrrandite“ abil.

Et voib iga joone kui muutuva punkti geomeetrilise koha peale
vaadata, siis on tarvis esiteks kindlaks teha, missugusel viisil punkti
geomeetriline asukoht tuleb méérata.

§ 2. Punkti koordinaadid.

Oigenurksed koordinaadid,

Punkti P asukoht tasapinnal miiratakse ta kauguste abil kahest
kindlast ristjoonest, koordinaatide telgedest.
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Joonis 1.

XX’ on abstsisside telg ehk lithidalt X-telg,
YY’ on ordinaatide telg ehk liihidalt Y-telg,
O on koordinaatide algpunkt ehk koordinaadistiku nullpunkt
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Perpendikulaarjoonte PB ja PA (joonis 1) pikkused nimetakse punktl
P koordinaatideks, ja nimelt on
X = PB = OA = abstsiss
Y == PA = OB = ordinaat.

Xo=8
=

Tahendus. Soovitav on matemaatika ja fiiiisika jaoks, eriti aga analiiiitilise
:geomeetrla jaoks tarvitada hefte halli kvadraadilise lineatuuriga
4% mm. kaugusega) Koordinaadi iiksusena valitakse siis 1 ¢m. voi 5 mm.

Tasapind jagatakse molemate koordinaatide telgedega neljaks osaks,
mida nimetakse kvadrantideks ehk veeranditeks. Et vdimalik oleks #ra
tunda, missuguses veerandis iiks punkt asub, miiratakse koik

abstsissid teljel OX positiivseteks
abstsissid teljel OX negatiivseteks
ordinaadid teljel OY positiivseteks

ordinaadid teljel OV negatiivseteks.

Punktidel Py, P,, P, ja P, joonisel 1 on koordinaadid :

P, koordinaadid on {

X, =-+8 Xo=—25
P1{ 1=i4_ Pg{ 2=+7
Xg=— T x, =449
P{J’s=—10 P‘{y4=—3
I veerandis on x positiivne, y positiivne;
II b » X negatiivne, y positiivne;
111 T » X negatiivne, y negatiivne;
v 8 » X positiivne, y negatiivne.
Igal punktil ~+ X-teljel on x positiivne, y=0;
. » — X-teljel on x negatiivne, y=20;
E » = Y-teljel on £ =0, y positiivne;
» . — Y-teljel on x =0, y negatiivne.

Koordmaatlde algpunktis on x=0, y =0.
Umberpéordult on molema koordinaadi abil vastavate eesmirkidega
ikka ainult fiks teatud punkt tasapinnal misratud (ta konstruktsioon !).
Nii on siis sel viisil punkti asukoht {itheselt m#siratud.
Ulesanne 2. Jooneta kolmnurk (nelinurk), mille tlppudel on Jé,rg-
mised koordinaadid :

% e TR e S
a)kolmnurk:A{y 239 B{y2=_2 C{yg— 8
Rt Xy =—28 [ X3=3 X, =9
B) nelinurk: A{y_g {y.3=—4 C[y————IO D{y4_3

Ulesanne 3. Missugused on korrapirase kuusnurga tippude koordi-
naadid, mille kiilje pikkus on s, kui ta keskpunkt nullpunktis asub ja
iiks diagonaal X-teljega iihte langeb ?



Ajaloolise(i teated. s

Greeklaste geomeetria Gitseaeg langeb kolmandasse aastasatta enne Kr. Euklide s
Aleksandriast kirjutas umbes 300 a."e. Kr. oma kuulsad ,Elemendid“. Kdige .suurema.
vana aja matemaatiku Archimedes’i (Siirakuusist) sulest ilmusid 250 a. iimber e. Kr.
kirjat6od, milledes ta ringi, ellipsi ja paraaboli pinna, ning kera ja mitmete. teiste poorke-
hade mahud vilja arvas. Suure geomeetri Apolloniuse (périt Pergast, tostas 250 ja
200 a. vahel e. Kr. ka Aleksandrias) peatd¢ kisitab koonusldigete omadusi. Jirgnevasse
ajajarku kuuluvad tihtsamaist matemaatikuist Heron (umbes 100 a. e. Kr.), praktilise-
tehnilise geomeetria esitaja ja goniomeetria asutaja, siis Menelaus (98 a. iimber p.
Kr) ja Ptolomdus (140 a. iimber p. Kr.), kellede teened peaasjalikult trigonomeetria
valda kuuluvad, ja viimati Pappus (arvatavasti 300 a. iimber p. Kr.), kes juba uuri-
musi sel alal toime pani, mida ténapiev ,uuemaks geomeetriaks“ nimetakse. Viimastena
nimetet neli matemaatikut elasid kdik Aleksandrias.

Selle jirele liks rohkem kui 1000 aastat mddda, ilma et geomeetria oleks oluliselt.
edenenud. Alles 17-ndal aastasajal tegi geomeetria suure sammu edasi, kui kahe
suurema prantsuse matemaatiku René Descartes’i (loe: renee dekart) ehk Carte-
sius’e (1596—1650) ja Fermat (loe: fermaa) (1601—1665) poolt analiiiitiline
geomeetria loodi. Kiill olid juba vanal ajal mOned iiksikud, nagu niituseks Hip -
parch (150 a. e. Kr.) koordinaate tarvitanud punkti asukoha miiramiseks, aga alles
iihenduse ldbi algebraga loodi see matemaatiline teadus, mis geomeetriliste kohtade leid-
mise voimaldas ja kdrgemale kdverjoonte dpetusele nii kasulik oli. Analiiiitilise geomeetria.’
ja lopmatu-viiikeste suuruste analiiiisi ithendus kroonis selle vigeva arenemise, mis:
matemaatikale 17-dal aastasajal osaks sai.

A. Sirgjoon.

§ 3. Sihitud sirgjoon; joonldigu suurus ja siht; kahe
‘ punkti kaugus.

1) Kui I8pmatu sirgjoone kulgemine siinnib iilhes teatud sihis, siis
nimetakse see sirgjoon ,sihitud sirgjooneks“. Kulgemise siht mirgi-
takse sirgjoonel noolega.

Kahe punkti A ja B abil piiratud sirgjoone osa nimetakse joonldi--
guks. Ka joonldigul voetakse arvesse peale ta suuruse (pikkuse) veel
ta kulgemise siht. Joonisel 2 niituseks ei erine joonldigud A,B; ja
A,B; mitte ainult suuruse poolest, vaid nendel on ka kahesugune kul-
gemise siht.

'Al 3/ BZ - AZ

R Joonis 2.

Vahet joonldikude sihi vahel tehakse miirkidega 4 ja —.
Kui me joonldigul AB liigume punktist A punktini B ja selle sihi posi~
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tiivseks nimetame, siis nimetame vastupidises sihis kuletud joonldiku
BA negatiivseks *), nii et
BA=—AB
ehk AB 4+ BA =0.
Joonisel 2 on joonldikudel A 1By ja AyB, vastup1d1ne siht.
Kolme punkti A4, B, C (joonis 3) kohta, mis

dihel sirgjoonel asuvad, on ikka maksvad vﬁrdused A g8 ¢
AB+ BC= AC : 2 £
ehk AB4+BC+CA=0 .
selle peale vaatamata, missuguses jirjekorras need ¢ A 8
punktid sirgjoonel asuvad. Joonis 3.
;Iiireldused:
1. Kui AB = AC,

slis peavad punktid B ja C iithte langema.
; 2. Kui teada on, et AB+ AC =0 ehk AB= — AC, siis peab A4
joonldigu BC keskpunkt olema.

3. Kui me kinnise hulknurga, niituseks ABCDEFA, teatud sihis
kulgeme ja teda sihitud sirgjoonele g (joonis 4) projektime, siis on

AB, + B,C, + C,D, + D\E, +E,F, - F,A, =0.

Siit me saame tiihtsa pro: 0 ¢
Jjektsioonlause :

Kinnise hulknurga kiilgede
projektsioonide summa mdnele si-
&itud sirgjoomele vordub nulliga.
Kui kaks punkti P, ja P, X-tel-
Jel asuvad ja nende abstsissid on
. X ja x,, siis on ikka

PP, = xy—x,
iikskdik kuidas need punktid on
asetet; sest kui iiks punkt ne-
gatiivsel X-teljel asub, siis peab
ta abstsissi negatiivselt vdetama.

Selle kohta peab Opilane sel-
gusele joudma nii valemisse
asemelepanemise teel kui ka kujutuse teel jirgmiste n&i-
tuste pdhjal, mis koiki v8imalikke juhtumusi illustrivad :

Joonis 4.

P, 3% T TUge R SIS0 T Log L g ‘+8
P, e % T e o S RO R e A B T

2

*) Selleks et ndidata, et joonldik kulgeb sihis punktist A punktini B, kirjutakse °
joonldigu algpunkt A esimesel kohal ja 1opppunkt B’ teisel kohal.
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Analoogselt on kahe punkti kaugus Y-teljel

PPy=y, —y,
kusjuures jille {ikskdik on, kuidas
punktid asuvad.

¥ P i kg Xo

| Kui punktid P; B ja P, { Vs

mistahes viisil tasapinnal

asuvad, siis leiame nende kauguse r

: tdisnurksest A\ P,P,C (joon. 5), mille

Joonis 5. saame, kui libi P, ja P, tdmbame pa-
ralleel-jooned koordinaatide telgedele.

r=)/PC + BC
Niiiid on, vaatamata selle peale, missuguses veerandis punktid Py
ja P, asuvad, ikka

PC=x;—x;
PC=y,—y
ja seepirast kahe punkti kaugus

= ‘/(x2 — P 4+ Vi— ¥’

—3 5
Néitus. P1{+4 ja szl:l._.2

PP,=V B— (=3P +—2—42=10.

Kontrolli saavutus joonisel!

9) Kui kaks sirgjoont a ja b teineteist 16ikavad, siis ¥ (ab) tdhen-
dab seda nurka sirgjoonte vahel, mille vorra peame a poorama posi-
tiivees mdttes, s. 0. kellanditaja vastu, et teda iile viia
sirgjoonele 4. On selge, et edasisel poormisel 180° kordse nurga vorra
sirgjoon a ikka jalle sirgjoonega & iihte langeb. Seepirast on nurk a
ja b vahel dieti nii antud:

=X (ab) + 180° . k,
kus k# tihendab mistahes tdisarvu. Trigonomeetriline funktsioon, mis
selle madramatuse korvaldab, on tangens, sest
tg (ab + 180°. k) = fg (ab).

Seepirast on kasulik kahe sirgjoone vaheline nurk midrata #g-
funktsiooniga. Koige viiksem neist nurkadest, s. 0. =y (ab), on 0° kuni
1800 suur, s. t. ta voib terav, niiri vdi 90° olla. .

Analiiiitilises geomeetrias on tdhtis nurk, mille sirgjoon X-teljega.
moodustab. Abstsisside telg vietakse ikka nullpunktist 4 X-telje sihis ja
mirgiga X o tihendakse see nurk antud sirgjoone ja X-telje vahel,
mille vorra peame sihitud X-telje poérama kellanditajale vastu-
pidises sihis, et teda kdige lihemal teel lasta iihte langeda antud
sirgjoonega (joonis 6). See nurk voib terav vdi niiri olla.
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Kolmnurgast P,P,C (joon. 5) saame ikka dige mﬁrgiga

tga___ Y2 yl 4
X, — X’ a .y
millest joonldigu PP, ja + X-telje vahelist & /
nurka saab vilja arvata. i
Eelmises arvulises niituses on ,\<¢mn’(
"4
L P 26 \
tga—+5_(_3)._ 8 =—0,75
Joonis 6.

log tga = 9,87506 — 10
teravnurk a= 36052 12"
a = 1800 — a = 143° 748"
Ulesanne 4. Kui pikad on /\ ABC kiiljed iilesandes 2 @), ja mis-
sugused nurgad moodustavad nad 4 X-teljega?
Ulesanne 5. Kui pikad on nelinurga diagonaalid ja kiiljed iilesan-

des 2 p), ja missugused nurgad moodustavad nad 4 X-teljega?
Ulesanne 6. Miira selle punkti P koordinaadid, mis kolmest

punktist
5 —2 2
als B [ % o mn e
_ lihekaugel asub!

Kui pikk on AP, BP ja CP?
Mlssugune iilesanne on sellega iihtlasi lahendet?

§ 4. Joonlbigu jaofuspunkt.

X
Kui tarvis on joonldiku AB, mis antud on l3pppunktide A { y; ja
% ;
B { y: abil, nii jaotada iihe punktiga P, et
PA : PB =
siis Jeiame jaotuspunkti P koordinaadid sarnastest kolm-
nurkadest PAC ja PBD (joonis 7-a) jirgmiselt:

CA:PD=PC:DB=PA:PB= )
ehk (x —x): (@ —x)=24ja (y —y):(ya—y) =142

X — X; = AXg — AX Y—VNh=M— 2y
_ XA Bl
s R S 2]

P oli suhtes 4 jaotet joonldigu AB sisemine jaotuspunkt.

Vilimise jaotuspunkti P’ (Joonis 7-b) kohta on maksev:
P AP B=4

e



Niita joonise 7-b abil, et punkti 7 koordinaadid on

Xy — AX,
PO 2

1—1

Bly:

Joonis 7-a. Joonis 7-b,

Saadus:
™ ¥ Punktil P, mis Jjoonléigu AB suhtes AP: BP — ), Jjaotab, on keoor-

dinaadid:
X+ Ax : _ Y+ y,
o B e LSt ey
Seejuures peame A positiivse votma, kai P joonldigul AB asub, ja
negatiivse, kui P viiljaspool AB asub.

Erijuhtumus : Mdone joonldigu 4B keskpunktis M on A=1, ja see-
pérast on

keskpunkti koordinaadid

Ulesanded :

= —b T
Ulesanne 7. Antud on 2 punkti 4 { —9ojaB { 1- Otsitakse nende
punktide koordinaadid, mis jaotavad AB seespoolt suhtes : T viiljas-

- g
e B
poolt suhtes B

Ulesanne 8. Joonldiku 4B peab viieks vordseks osaks jaotama.
Missugused on jaotuspunktide koordinaadid ?

—11 4
A{ 3 B3y
Ulesanne 9. Punktide A ja B ihendusjoont peab iile B joonldigu
AB vorra pikendama ja iille A niipalju, et pikenduse ja antud joone

\
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suhe oleks 3:2. Missugused on lopppunktide P ja Q ja joonldigu PQ
keskpunkti koordinaadid ?

A l L B {— 5
—11 —3
Ulesanne 10. Antud on kolm punkti
P1{ 5 P.z{"‘Q p3{—6
wiid EX 3

Mitmel viisil voib A\ P,P,P, parallelogrammiks tiiendada ja missu-
gused on iga kord neljanda tipu koordinaadid ?

Ulesanne 11. Antud on kaks parallelogrammi tippu A4 {lg jaB{_g
ning diagonaalide 15ikepunkt M { _i_ Missugused on kahe teise tipu

koordinaadid ?

Kolmnurga raskuskeskpunkt.
Kolmnurga raskuskeskpunkti saame kahe kiiljepoolitaja 16ikepunk-
tina — voi nii, et jaotame {ihe kiiljepoolitaja, niituseks AD (joonis 8)
suhtes SD:S4=1:2.

Kiilje CB " keskpunkti koordinaadid (4
on x, -_—-%{—3 ja ¥, =yl_—2"&; edasi

A
on D—:SS‘ =A=2, ndnda et raskuskesk-

punkti S koordinaadid on
Fia 42X, X+ X + Xy

152 3
: Joonis 8.
- +2_ Y1+ ¥+ e
T4+2 3
Ulesanne 12. A ABC tippude koordinaadid on
A]—5 pl—13 &g
: 4 — 6 {10

Missugused on raskuskeskpunkti koordinaadid? Kui pikad on kiil-
Jepoolitajad ?

§ 5. Kolmnurga pinnasuurus.

1. Kaks iihel tasapinnal asuvat kolmnurka A,B,C; ja 4,B,C, (joo-
nis 9) vdivad erineda



1) suuruse (pinnasuuruse) poolest,

2) kulgemise sihi poolest, kui me punktist
A iile B liigume punktisse C.

Vahet kulgemise sihtide vahel tehakse
mirkidega + ja —. Positiivseks nimetakse sihti,
mis kellanditaja vastu kdib. Kellanditaja
sihis siindiv kulgemine on siis negatiivne. Jooni-
sel 9 on A-al A,B,C, positiivne, /\-al A,B,C, nega-
tiivne kulgemise siht.

Khi kaks vordist kolmnurka A,B,C; ja
A,B,C, ainult kulgemise sihi poolest erinevad, siis on

A AlBlcl = — A\ A:B,C,.

2. Kolmnurk tipuga algpunktis.

Tippudel A ja B olgu digenurksed koordinaadid x;, y, ja Xa Y
Edasi olgu OA=r,, OB=r, ja nende joonldikude nurgad positiivse

X-teljega ¢, ja @,.

Kolmnurgal OAB posi- Kolmnurgal OAB nega-
tiivse kulgemise sihiga tiivse kulgemise sihiga
(joonis 10-a) on (joonis 10-b) on

P < Po. 1> Po
By:
X
s
Y
X
Ay
Joonis 10-a. Joonis 10-b.

Kolmnurga OAB pinnasuurus on siis

1 3 1 ¢
J =5 nr, sin (92— @) = | J =5 nr; sin (9, — ¢g) =

1 ' i

2

— Sin @, €0S ).

= 11y (Sin @, cOSQ; — ’ =g Nl (sin ¢, cos @, —

— sin @, €OS @,).

Niitid on sin ¢, = Sin @, = 4
r : urily
ja
cos <pl=f~1 cos 902=12
ry Yir
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Asemelepanemise teel leiame
1 1
J= 5 (%Y — X2 91) J = 5 (X )1 — X1 90)-

Nii saame siis, kui me punktist O liigume kellanditajale
vastupidises sihis mosda kolmnurga iimbermddtu:

kolmnurga pinnasuurus = % korda (esimese punkti abstsiss korda teise

punkti ordinaat miinus teise punkti "abstsiss korda esimese punkti
ordinaat),

Kui punktide A ja B seisu joonisest teame ja kolmnurga pinna-
suuruse tahame positiivsena saada, siis peame liilkuma m&oda kolmnurka
kellanaitajale vastupidises sihis. Kui meil punktide A ja B vastasti-
kune seis aga mitte teada ei ole, siis moodustame avalduse

1
o (X,¥2 — X3¥1),

mis vdib olla positiivne, negatiivne vdi null. Kui ta on positiivne,
siis teame, et punktid O,A,B iiksteisele jirgnevad kellanditajale
vastupidises sihis, nagu joonisel 10-a. Kui avaldus on nega-
tiivne, siis see tihendab, et punktid O,A,B kellanditaja sihis
ilksteisele jirgnevad, nagu joonisel 10-b. Kui aga x,y, —x,y;, =0, siis
on kolmnurga OAB pinnasuurus null, see tiahendab, ta kdduneb Kkol-
meks iihel sirgel asuvaks joonldiguks ja AB liheb punktist O labi.

Kolmnurga pinnasuuruse moodtarv J  vordub ikka avalduse

% (X; ¥ — X9 y;) absoluutse suurusega.

Ulesanne 13. Kujuta jirgmised punktid A ja B koordinaadistikus
ja arva vilja /\ OAB pinnasuurus!

— 10 [—4 -+ 6 { —5

oz)A{_3 Bl+7 B)A{>_5 B_8

Ulesanne 14. Arva vilja kolmnurga OAB pind ilma joone-

tuseta ja tdhenda, missuguses sihis kuletakse kolmnurk, kui me
liigume punktist O iile A punktisse B!

a)A{g ﬂ)A{_z\ y)AJl; a)A{‘_'_“7
BTE 0By A S
E)A{i g)A{_IZ
gt oa g



3. Kolmnurk mistahes seisus.

Vaatamata selle peale, kas algpunkt O asub seespool vdi viljaspool
kolmnurka ABC, on ikka, kui aga kulgemise sihti tihele paneme (joonis
11-a ja -b) maksev vordus: ' ' :

A ABC = /\ OAB + /\ OBC + A OCA
Nii et saame
J=% (*1 Y — X% 31) + % (X0 s — x5 ) + % (X3 1 — %1 ¥5)
1
J ek [(xxyz — Xo¥1) + (Xo¥3 — X3¥2) + (X3¥; — X;¥ 3)]

Seejuures /\ ABC kuleti kellanditajale vastupidises
sihis. ~

Kui kolmnurk kellaniitaja sihis kuletaks, siis leiaksime J
negatiivse suurusena.

93}-{‘ ‘

Joonis 11-a. Joonis 11-b.

Nii siis, et kolmnurga pinnasuurust vélja arvata, moodustakse avaldus

%[(xd’z — X Y1) + (X0 Y5 — X3 ¥) + (X531 — X3 73)]'
mis positiivne, negatiivne voi nulliga vordne olla vdib. Kui ta on posi-
tiivne, siis siindis kolmnurga kulgemine kellanditaja liikumisele vastu-
pidises sihis, kui ta aga on negatiivne, siis kellaniitaja liikumise sihis.
Kui avaldus nulliga vérdub, siis moodustayad 3 punkti 4, B ja C kolm-
nurga, mille pinnasuurus on null, s. t. nad asuvad kdik iihel sirgel.

Ulesanne 15. Kui suur on pind
a) /\ ABC iilesandes 2 a)?
B) /\ ABC iilesandes 127

Ulesanne 16. Kolmnurgas ABC jaotab punkt D kiilje AB seespoolt
ja punkt £ kiilje BC seespoolt nii, et :
AD:BD=4:3 ja BE:CE=15":4,

kuna punkt F kiilje AC poolitab.

Kui suur on A DEF pind? 3
— 2 19 —8
A{ 11 B{ 4 C{—S

Ulesanne 17. Arva /\ ABC pinnasuurus vilja, ilma et sa'enne -
ti kuju joonetad! Missuguses sihis kuletakse A ABC?

—
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f 52 —2 friy
Gt B{/—s o2
: [13 6 foe 4
/)/“12 ‘B{S S1e 12

Mis jirgneb y) saadusest? Asuta y) arvamisse punkti C koordi-
naatide asemele muutuvad koordinaadid x ja y! Mis iitleb siis saadud
vOrrand ?

§ 6. Joone vdrrand,

Planimeetriast on teada, et punkt, mis modne tingimuse rahuldab,
peab asuma teatud sirgel vdi kdveral joonel. Kui vdimalik on seda tin-
gimust vorrandi ndol antud punktide koordinaatide ja otsitava punkti

muutuvate koordinaatide ; vahel kirjutada, siis asuvad koik punktid,

mille koordinaadid (w, y) selle vorrandi rahuldavad, tihendatud joonel.
Seda vorrandit nimetakse joone ehk muutuva punkti geomeetrilise koha
vorrandiks.

Niitused.

L 4

1) Kui antud on punkt M {;0 ja me kiisime nende punktide geomeet-
0

rilise koha jirele, milledel punktist M on kaugus r, siis teame, et see
on ringjoon K raadiusega r iimber punkti M. See tingimus on punkti
P kohta, millel muutuvad koordinaadid (x, y), jirgmine:

l/(x—xo)“’+(y—y02=r- »

Iga punkt, mille koordinaadid x ja y selle voérrandi rahuldavad,
asub ringjoonel K; seepirast Geldakse, et tdhendet vdrrand on ringi

v drrand, mil keskpunkt M {;° ja raadius r.
0

2) Koik punktid, millede kaugused kahest ji#dav: st punktist P, {;‘
T 1

PQ{;2 on vordsed, asuvad joonldigu PP, keskpunktist libitommatud '
2

ristjoonel N. Kui P on niisugune punkt muutuvate koordinaatidega
(x, ), siis avaldub tingimus nii:

V =2+ =y =V G—x Ly —3aF.

SEE T



Kodik punktid, millede koordinaadid selle vdrrandi rahuldavad, asu-
vad ristjoonel N, nonda et see vorrand on joonldigu PP, kesk-
punktist labitdmmatud ristjoone vdrrand.

’§ 7. Sirgjoone vdrrand.

Sirgjoone vdimalikud seisud koordinaatide telgede suhtes on jirg-
mised : ' :
I. Sirgjoon on iihe teljega paralleelne.

Y II. Sirgjoon léheb algpunktist libi.
...... ( IlI. Sirgjoon 16ikab mdlemaid telgi kahes punktis.
M 1) Esimene voimalus. Koigil punktidel, mis asuvad
a sirgjoonel G| Y-teljega (joonis 12), vdrdub abstsiss a.
Erad Umberpoordult, asuvad koik punktid, milledel x = a, sirg-
9 A joonel G. Seepirast Geldakse, et
: i | X=a
on sirgjoone G || Y-teljega vorrand. a vdib positiivne voi

negatiivne olla; seejirele saame paralleeljooned paremal
Joomis 12. VOl pahemal pool Y-telge.
Analoogselt on
y=>b
sirgjoone L | X-teljega vorrand (& vdib jdlle positiivne v0i nega-
tiivne olla).

Erijuhtumused.

X =0 on Y-telje vorrand,
y =0 on X-telje vorrand.

Ulesanne 18. Jooneta sirgjooned, mis on antud jéargmiste vorran-
dite abil:
L x—3=0 Il 4y—19=0
II. 2x+15=0 IV. y+8=0.

2) Teine véimalus. Kui moOni punkt P asub algpunktist libimineval
sirgjoonel G (joonis 13), siis on

!

—={tga=m.
x g
Y
a
Yl X
x| Ny
L
Joonis 13, Joonis 14.



Sel ordinaadi ja abstsissi suhtel on iga punkti. o jaoks. sama
suurus m; seepirast asub iimberpsordult iga punkt. mille koordinaadid

{; vorrandi %: m rahuldavad, sirgjoonel G. Seepirast on
;y_ =m ehk y=m.x

sirgjoone vdrrand, mis algpunktist 1ibi liheb.

m = tg a on selle nurga tangens, mille sirgjoon +4- X-teljega moodustab.
m = tg o« nimetakse sirgjoone sihi koeffitsiendiks ehk sihiteguriks.

Sirgjoon G joonisel 13 liheb libi esimesest ja kolmandast veeran-
dist; seepédrast on x ja y ihesuguse mirgiga, m = fga positiivne ja
a teravnurk.

Kui aga sirgjoon L (joonis 14) ldbi liheb teisest ja neljandast vee-
randist, siis on selle sirgjoone punktide koordinaatidel vastupidised
mirgid; m = f{ga on negatiivne ja ¢ nfirinurk.

Yorrandi y = m . x uurimine.

m=1 annab y= x ehk y —x =0, see on nurgapoolitaja /7, .
vorrand (joonis 15). '

m < 1 vastab O-st libiminevale sirgjoonele, mis
x-teljega vihema kui 45° nurga moodustab,

m>1 madrab libi O mineva sirgjoone, mille
kallakus suurem on kui 45°.

m = 0 annab vorrandi y = 0; see vastab X-teljele..

Et vdimalik oleks midrata m = oo, peame enne

sirgjoone vorrandi kujul % i kirjutania; siis annab

. m Joonis 15.

-vorrand x == 0, mis Y-leljele vastab.

Kui m nullist kuni co kasvab, poordub sirgjoon X-teljest V-teljeni.
Seepirast vdib m-i ka sirgjoone tousuks nimetada.

m=—1 annab y=-—x ehk y4x=0, see on nurgapoolitaja
H,, vorrand (joonis 15). ‘

Kui m on negatiivne ja ta absoluutne suurus |m|> 1, siis saame
sirgjoone Y-telje ja H; vahel.

Kui aga on |m| < 1, siis saame sirgjoone H, ja X-telje vahel.

Kui niiiid |m| suuremaks saab kui iga antud arv, s.t. kui m
saab — oo, siis tuleme ses piirjuhtumuses jille Y-teljele.

Kui me m-le kdik vidirtused anname — oo ja 4 oo vahel,
siis saame avalduses

S
kdigi punktist O ldabiminevate kiirte vdérrandid.

S wE



Ulesanne 19. Jooneta sirgjooned vorrandite jirele :

L'y=3x . 5x—7y=0
ILy=—3x IV. 10x 4 3y =0! |
Ulesanne 20. Missugune on algpunktist labimineva sirgjoone vor-
rand, mis X-teljega 60° voi 150° nurga moodustab ?
3) Il voimalus. Mistahes sirgjoon (joonis 16) 1dikab koordinaatide
telgi kahes punktis A ja B, mille kaugused algpunktist on s ja &

:
Mistahes punkt P y joonel AB médrab koos

punktidega A ja B kolmnurga PAB, mille
pinnasuurus = 0. Seepirast peab olema

(*.0—y.5)+(s.6—0.0)+ (0.y—¢.x)=0

ehk xt- ys = st. (1)
Iga punkt, mille koordinaadid selle
Joonis 16. vOrrandi rahuldavad, asub sirgel AB, nii et

see ofi sirgjoone AB vorrand.
Teine tuletis: Et /\ OAB ~ /\ CAP, siis on iga AB-l1 asuva
punkti P kohta maksev proportsioon

yit=(E—x):s,
mis jélle viib vdrrandile (1). Selle kirjutame paremini
s BRE 55
P o s

Sirgjoone vorrand telgléigetega s (X-teljel) ja ¢ (Y-teljel).
Ulesanne 21. Jooneta jirgmised sirgjooned telgldigetega s ja ¢ ja
sde nende vdrrandid!
G, G, &
B0 7 —3 —6
f=4. | =5 ek +5

4) Kui on antud mitte 1d6ikepunktid koordinaatide telgedega, vaid

G,

kaks mistahes punkti A {;’ ja B{;f2 sirgjoonel (joonis 17), siis saame
1 2

tingimuse, et punkt P {; sirgjoonel AB asub
Jjiargmiselt :
Pinnasuurus A\ PBA =0, jérelikult
(e — YXg) + (Xop1 — yo%1) + (%1 — xy,)) = 0
ehk
£(V2— ) +y (X —x) —x1Yp + %91 =0 (2) ‘
2 tuletis. Punktil P, mis joonldiku AB ;
suhtes A jaotab, on koordinaadid ‘ /

%X 44X . N+ Ay
— 8 Y =2t 22
. 0% )L Aame prEN Joonis 17.

i
e

R Y



Kui A-le anname kodiksugused vidrtused — oo-sest 4 oco-ni, siis on
x ja y ikka niisuguse punkti koordinaadid, mis asub sirgjoonel AB.
Kui kaotame A molemaist vOrdustest, siis saame x-i ja y-i olenevuse,
s. t. selle sirgjoone vorrandi, mida P kulgeb. Molemaist iileval antud
vorranditest leiame
Ao S Sy T
’ X — Xy At 4
Vorreldes mdlemaid avaldusi saame otsitud vorrandi
’
Xy —X Y —
X—X Y= \
3, tuletus. Ikka on joonises 17 A ACP ~ A ADB; seega
| PC : AC=BD : AD ehk
(Y—23): (x—x) = (Ya— ) : (Xa— %) 4)

Niita, et vorrandi kujud (2), (3) ja (4) koik iihele ja samale vor-
randile viivad! Seda peavad iga AB-l asuva punkti koordinaadid rahul-

dama. Umberpéérdult voib {itelda: kui mingi punkti koordinaadid {;

selle vdrrandi rahuldavad, siis see punkt asub sirgjoonel AB. Seepi-
rast on

- il i A i )

X—% X—X

kahe punkti A { ;‘ ja B {x2 1ibi miidratud sirgjoone vorrand,
A 4

Yo
Ulesanne 22. Siie kolmnurga ABC kolme kilje vorrandid!
5 A9 15
; ‘9 g { 3 - {—- 3

5) Voime ka {ildises seisus koordinaadistikus oleva sirgjoone juure
niiviisi jouda, et me ydrrandi y = mx abil antud sirgjoone L paral-
leelselt edasi viime (joonis 18).

Toémbame G| L nii, et G-1 Y-teljel
oleks telgldik £ Moni Y-teljega paralleelne

joon ldikab G siis punktis P { ; ja L punk-

tis P’ [;:, seejuures on

X =x ja Yy =y—_t
Punkti P’ koordinaadid x” ja y’ rahuldavad aga v6rrand1
¥y =mx'.

Kui me ﬁlevaltahendet viidrtused siia asemele paneme, siis
saame vOrrandi

Joon. 18.

y—t=mx,

o A 2



mida rahuldavad sirgjoone G iga punkti koordinaadid; seepérast on
y=m.x+t ehk y=X.tga+t

niisuguse sirgjoone vorrand, mis 4 X-teljega nurga a moodustab (ehk

mil on sihikoeffitsient m) ja Y-teljel telgloike t annab.

Kui #le anname koik viirtused — oo-st kuni 4 oo, siis saame
avalduses y = mx - ¢ kdigi paralleeljoonte vorrandid, mis + X-teljega
moodustavad nurga a (kui /g e = m).

Kui niiiid veel m suuruse muudame — oo-st kuni 4 oco-ni, siis
poordub sirgjoon L algpunkti O imber ja me jouame paralleelse iile-
viimise abil koigi tasapinna sirgjoonteni.

Vorrandi kuju

y=mx -+t
sisaldab seepirast (kui m ja # muutuvad on) kdigi tasapinna
sirgjoonte vorrandid.

Me oleme niiiid si#dnud sirgjoonte vorrandid, mis asusid igas v0i-
malikus seisus koordinaadistikus. Vordlus niitab, et ikka iihe esimese
astme vorrandi muutuvatega x ja y saame, mille iildine kuJu on

ax +by+ c=
kus koeffitsiendid voivad olla positiivsed, negatuvsed voi nulliga vord-
sed. Umberpdordult voib iitelda:

Iga esimese astme vorrand muutuvatega x ja y kuJutab sirgjoone.

Sest kui me sellest vdrrandist y vilja arvame

e c
| i e
siis ta saab i
y=mx+t¢

kujuliseks.

=m on sihitegur

S ole

=t on telgldik Y-teljel.

Lause: y-i Jarele\,lahendet sirgjoone vdrrandison
kordaja x-i juures s1h1tegur ja jaadav liige telg-
131k Y-teljel

Niitus.

2 16x—12y—9=0
annab y jarele lahendatult

+ 3
e Damsey
ndnda on %= m ="tg a selle sirgjoone sihitegur ja — %= t telgldik

Y-teljel.

6) Et moni punkt koordinaatidega x; ja y, sirgjoonel asuks, pea-
vad selle punkti koordinaadid sirgjoone vérrandi rahuldama, s. t. kui

LAk



me X ja y asemele x, ja y, vorrandisse asetame, peab see samasugu-
seks saama.

Ulesanne 23. Kas punktid
10 2 — 4 0 5 —3
] S Lo bl e i
asuvad sirgjoonel 3x —2y —12=0? :
Ulesanne 24. Leia jirgmistele punktidele puuduv koordinaat, nii
et punktid sirgjoonel 3x+4 7y 4+ 21 = 0 asuksid!
—105 ? P4 { ? {o F
A{? B{4C?D_4%E?FO
Kui tahame leida sirgjoone
ax+by+c=0
loikepunktid koordinaatide telgedega, siis paneme

y=0 ja saame x = — % =s telgloikena X-teljel,

x=0 ja saame y —=— %: t telgldikena Y-teljel.

Ulesanne 25. Missugused on kolmnurga kiilgede telgldiked iiles-
andes 227?

Telgloigete abil vdime kergesti iga sirgjoone,
mille vdrrand antud, koordinaadistikku joonetada
niituseks .

5x — 2y +30=0
y=0 annab s=—6
x=0 annabf= 15

Ulesanne 26. Jooneta nelinurk, mille kiilgedel I, II, III ja IV on
jdrgmised vorrandid!

L 3x+4+4y+24=0 OI. 8x-+43y—48=0
II. 3x—4y+436=0 IV. 2x—9y—36=0

Midra killgede sihitegurid! Missugused iseérasused on kiilgedel

I jaII?

} jooneta see sirgjoon !

§ 8. Niisuguste sirgjoonte vorrandid, mis on seotud tingimustega.

Allpool on siiamaani harutet sirgjoonte vdrrandite kujud jveel iiks
kord iiles s#etud. ;

1) Algpunktist libimineva sirgjoone L
vorrand, mis 4 X-teljega nurga a moodustab :
o p=xte a ehk Yy = mx

2) Sirgjoone vorrand, mis -+ X-teljega
nurga o moodustab ja Y-teljel telgloike t annab :
I. y=x.tga4t ehk Yy =mx -{-t.

Joonis 19.

— 19 — 2



\

3) Et sirgjoon punktist A ;‘ lébi ldheks ja + X-teljega =X @ moo-
1 .

dustaks, peab iga punkti P{; (joonis 19) kohta sel sirgjoonel maksev

olema vorrand :

ey
x_xl

sirgjoone vorrand, mis -+ X-teljega nurga o moodustab ja punktist

A{ X1 1ibi Liheb :
Xy

=g a; seepdrast on

Ly—y,=x—x)).tga.
4) Sirgjoone vorrand telglolgetega s (X-teljel) ja ¢ (Y-teljel):

gty Tt
IV, — b=t

5) Liébi kahe punkti P, {;1 ja P, { ;2 mineva sirgjoone vorrand :
1 2

 Sosmar STl N
CX—X; Xp—X,

N. B! Pandagu tihele sirgjoone vorrandi viis kuju!

Ulesanne 27. Antud on kolmnurga ABC tippude koordinaadid
5 4 —3
: A B {5 c{Zi
Otsitakse kolme kiiljepoolitaja vorrandid ja raskuskeskpunkti koor-
dinaadid.
Toenda, et raskuskeskpunkt igaiihel kiiljepoolitajal asub!

Ulesanne 28. Nelinurga ABCD tippude koordinaadid on

4 —5 —3 3

13 Eval o Bkl

Missugused on kiilgede ja diagonaalide vOrrandid? Kui suured
nurgad moodustavad need sirged 4 X-teljega ?

Ulesanne 29. Sirgjoonest on antud nurk o 4 X-teljega ja iiks
telgloik. Otsitav on sirgjoone vdrrand.
a) @y ==10903 s =" § ¢) ag=30°; £{;=—3
b) ay= 45%; s =—25 d) a,=1356%; ¢, = 1"

0y

Ulesanne 30. Antud on punktid. A {_ 5 jaB{ . Tomba punkt

C-st ldbi, mis joonldigu AB suhtes AC:BC =7 :3 jagab, sirgjoone, mis
Y-teljega 30° nurga moodustab !

Mitu vOimalust on siin? She iga voimaluse kohaselt sirgjoone
vOrrand.

e - O X



§ 9. Sfrgjoone vorrandi normaalkuju.

Sirgjoon clgu miiratud kauguse ¢ abil algpunktist ja
nurga f abil, mida see joonldik positiivse X-teljega
moodustab.

Kui s ja ¢ on telgldiked, siis on sirgjoone vorrand

o) Bl B
s+t_1' \

]

53 . . 8 _L
| Taisnurkses /\ OAC (joonis 20) on s == ey

A
Téisnurkses A\ OBC on = S B’ seega on
sirgjoone vdrrand ;

x.cosf
0

X.c08 B+ y.sin B —d=0.

Joonetet juhusel on f teravnurk. _

4 2S8P _y ohk

Kui p suurem kui 180° oleks (joonis 21),

Joonis 20. siis peaksime panema <
e L e b (27((5)0—,3):—— cgsﬂ il cogﬁ
t=—-03=vm%o___ﬂ)=__7‘in—ﬂ=£ﬁ.
/ No6nda on sirgjoone vdrrand Y
x.gosﬂ_i_y.sgzﬂ iy

ehk x.cos B+y.sinf—d=0

Ulesanne. Leia analoogselt sirgjoone
virrand, kui B on niirinurk ja kui 270° <<
B << 3600!

Iga sirgjoone seisu juures saame sama
vorrandi R
x.co8f4y.sinf—0=0, Jopnip 21

mida sirgjoone vérrandi normaalkujuks nimetakse.*)

0= ristjoone pikkus, s.t. sirgjoone kaugus algpunktist:

B= ristjoone nurk positiivse X-teljega, mil kdik vidrtused
0° kuni 360° vdivad olla,

NB! Iga tuletuse juures jii vorrandi jaddaval liikmel
mirk miinus. See eiole siis mitte juhuslik, vaid on oluline miinus!

9 Selle normaalkuju andis matemaatik Otto Ludvig Hesse (1811—1874;
Halle, Heidelberg, Miinchen).

— 21 —



Mirkus. Teisiti v0ib Hesse normaalkuju tuletada ]hk 5
antud projektsioonlause abil

Ristjoon OC sihitakse punktist O punkti C poole, siis nditab rist-
joone nool selle tasapinna poole peale, kus algpunkt O ei asu. Kui me
sirgjoone G monest punktist P ristjoone PQ X-teljele laseme, siis saame
nelinurga OQPCO, mida selles kulgemise sihis ristjoonele OC projek-
titakse. Kui U tshendab punkti Q projektsiooni, siis on projektsioon-
lausejérele (D ;
OU 4 UC+ CO=0.

Kui me need suurused avaldame punkti P koordinaatide x ja y
ning B ja o abil, siis saame :

x.cosB+y.sinB—0=0.

Ulesanne 31. Siidke korrapirase kuusnurga kuue kiilje vorrandid,

kui antud on, et kiilje pikkus on a ja hulknurga keskpunkt asub alg-
punktis. (Kuidas valime koordinaatide teljed kdige otstarbekohasemalt?)

Ulesanne 32. Ringi {imber, mille raadius r=1 ja mille keskpunkt
asub algpunktis, on korrapirane kaheksanurk joonetet. Missugused on
kaheksa kiilje vorrandid ?

uidas tuleb iilesanne lahendada, kui raadiuse » asemel antud
on k& a?

Sirgjoone vorrandi teisendamine normaalkujuks.

Lax+by+c=0
peab muudetama normaalkujuks
"Il x.cosB+y.sinf —d=0.

Sin B, cos B ja 0 peab siis @, b ja ¢ abil avaldama.
Kui mdlemad vorrandid sama sirgjoont kujutavad,
siis peavad telgldiked samad olema.

S g
: g % S =Cosp | (Bt need avaldused iga 2 B
p c 5 ) juures diged on, ndidati lk. 211)
we sin B

Niiiid peab s"=s ja t'=1 olema, nii siis

_6_—___5 ia _6_ i LR ¢
cosf 2 Sinp T T B
Sellest saame
6.b
smﬂ_-—T
cosS’:—d‘a; siit

R YR



sin? B+ cos*f =1 =g;(a2 + 6%
¢
T Va‘-’ - b
0 peab absoluutse pikkusena tingimata pos1tnvne olema. Seeparast peame,

kui ¢ on positiivne, iilemise méargi, ja kui ¢ negatiivne,
alumise mirgi vitma.

d=

sinf=F—-———jacos B = :F————__‘.z__
+V2+b9‘] Va® b
Kui paneme need avaldused vorrandisse II, siis saame
a b c

FEEE A i T ey

ehk 8%k by e,
FVar £
Me nideme, et ruutjuure mérk peab ikka olema ¢
mirgi vastupidine, et jiidav liige negatiivne oleks.
Koige lihtsamalt toimetakse jirgmise reegli jérele:

Et sirgjoone vorrandit normaalknjuks teisendada, viime kdik liik-
med iithele poole niiviisi, et jiiidav liige negatiivme oleks; sellejirele
jagame terve vdrrandi runtjuurega x-i Ja y-i koeffitsientide ruutude
summast.

Niitus. Olgu 3x =4y — 2 antud sirgjoone vorrand. Selle kirjutame
— 3x +4y — 2 =0. /
Siit on sirgjoone vorrandi normaalkuju
= 8x+ 4y — 2 3 4 2
e o =0ehk —2x4+2y— 2 =0
V9+16 5 T 52y
Sirgjoone kaugus algpunktist on
i % —0,4.

Ristjoone nurga + X-teljega leiame nii
=0,8

Sl 3=
B asub II veerandis.
cosf=——-=—0,6

Terav 2 § = 53°7"49” ja A S
B = 180°— B = 126052 11”

Ulesanne 33. Teisenda jirgmised sirgjoone vorrandid normaal-
kujuliseks. Kui suur on igas juhtumuses ¢ ja f§?

ol @ o >

1) 12x 4 5y + 26 =0 5) 8x 4+ 170 = — 15y
9) 40x -+ 9y = 164 6) — 15x — 112y 4+ 113 =10
3) 21y + 58 = 20x ) 72x — 65y = 485

4) 24% — Ty 4200 =0 8) 55y — 219 = 48x

SR o



Ulesanne 34, Punktist P { o ; labi peab ﬁsirgjc;one tombama, mille

kaugus algpunktist on 5. Missugune on ta vdrrand?
Ulesanne 35. Sie sirgjoone vorrand, mis 4 X-teljega 30°lise nurga
moodustab ja mille kaugus algpunktist on 4!
. Ulesanne 36. Missugune on sirgjoone vorrand, mille kaugus alg-
punktist on 6 ja mille telgldigete suhe on s:¢=8:15?

§ 10. Punkti kaugus sirgjoonest.

Sirgjoone G vdrrand olgli normaalkujul '

x.cos B+ y.sinB— 0 =0 antud.

Kui punktist P (x,, y,) ldbi sirgjoonele G tdmbame paralleeljoone G,,
siis on G;-le tdommatud ristjoone pikkus 0,, ja see ristjoon moodus-
tab 4+ X-teljega sama -y g kui ristjoon 4. Nii on su‘gJoone G, vorrand:

x.cosB+y.sinf— o, =0.

Et punkt P sirgel G, asub, siis peavad ta koordinaadid x, ja y,
sirgjoone G, vorrandi rahuldama, nonda ret

Xo €0S B+ yo sin f — 0; = 0; \
sellest leiame
0, = X, c0s B + y, sin B. \

Joonis 22. Joonis 23.

Kui punkt P ja algpunkt O'seisavad iiks tihel ja teine
teisel pool sirgjoont G (joonis 22), siis on punkti P ja sirgjoone G
otsitud kaugus d

d=0J; —d=x,co8 g + y, sin f — 0.

Kui aga punkt P ja algpunkt O asuvad iihel pool

sirgjoont G (joonis 23), siis on

; d=0— d;, = — (X, co8 8 + y, sin § — 9).

% cos B+ y,sin B — 0 on see suurus, milleks sirgjoone normaalkujulise

vorrandi pahem pool saab, kui x ja y asemele paneme punkti P koor-
dinaadid.

; Kui sirgjoone vdrrand on iildiselt antud, siis peame ta enne nor-

maalkujuks muutma.
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Reegel: Et punkti kaugust sirgjoonest leida, muudame sirgjoone
vorrandi enne normaalkujuliseks. Asetades siis punkti koordinaadid
pah/emasse vorrandi poole, leiame kauguse saadud avalduse absoluutse
viliirtusena.

Avalduse miirk niiitab punkti ja sirgjoone vastastikust seisu.

Kui ta posit'iivne on, siis punkt ja algpunkt
asuvad iiks iihel ja teine teisel pool sirgjoont. Kui ta
negatiivne -on, siis see tahendab, et punkt ja alg-
punkt asuvad iithel pool sirgjoont.

, Kui avalduse suurus on 0, siis asub punkt sirg-
joonel

Mirkus. Ka siin v0ib tuletus proj ekts1oonlause abil siindida.

Laseme punktist P ristjoone PQ X- teljele, ristjoone PS sirgjoonele
G ja tihendame tihega C punktist O sirgjoenele G lastud perpendiku-
laari - aluspunkti. Saadud viisnurga projektime sihitud ristjoonele OC.
Antud sirgjoon jaotab terve tasapinna kaheks osaks. Sellejirele kas P
samas tasapinna osas asub kui O, vol teises — saame projektsioon-
lause pOhjal

d=?+-”(xocos,3—{—y0sin,8—6).
Niitus 1. Olgu antud sirgjoone G vdrrand
4x—3y+156=0
; 3 2 —3 —6
ja punktid P{1 S{ H ja Q{_&

Kui sirgjoone G ja antud punktid P, S ja Q joonetame koordinaa-
distikku, siis nideme, et P ja algpunkt O seisavad iihel pool G, S ja O
ilks iihel, teine teisel pool G ja punkt Q sirgel G SlI‘gJOODG vorrand
normaalkujul on

—4x+43y—15
5

Kui niiiid vdrrandi pahemasse poolesse asetame punkti P v3i S koor-
dinaadid, siis saame juhtumuses P — negatiivse, juhtumuses S — positiivse
suuruse. Viimasel korral mi#drab saadud avaldus kauguse d’, kuna me -
jubtumuses S peame asetama saadud avalduse ette veel mirgi —, et kau-
 gust d saada. Seepirast on punkti P kaugus sirgest G
—4.243.1—15

== 0,

d=-— 5 =4 ;
punkti S kaugus sirgest G
il (-—3);—3.6—15= 3,
punkti Q kaugus sirgest G
& —4.(— 6)+§. (—3)—156 0;
niiviisi asub Q tdesti sirgel G.
i O
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Kui aga antud punkt, niituseks V mitte enne koor-

- 4
dinaadistikus kujutet ei ole, siis ei ole teada, kas ta punk-
tiga O iihel pool sirget G asub voi mitte. Kui ta koordinaadid asetame
vorrandi pahemasse poolesse, siis saame :

4 DA, fodjead B o i

, 5 il s

negatiivse suuruse, s.t. V ja O seisavad tihel pool G, ja punkti V
kaugus sirgjoonest G on d”' =44

Ulesanne. Leia sarnasel teel, ilma et joonetad punktid
—10 . 6
WI_ 9 2{5 ja U{13
missugune nende seis antud sirgjoone vastu on!

Erajuhtumus.

Sirgjoon G liheb libi algpunktist O. Sel korral on =0, ja sirg-
joone G vorrandi normaalkuju

xcos B+ ysin B =0.

Ku1 punkti P koordinaadid x, ja y, asetame vOrrandi pahemasse

poolesse, siis saab avaldus ,

‘ Xo cos B+ y, sin B
ka positiivseks v0i negatiivseks, selle jarele, kas punkt P {ihel voi teisel
pool sirgjoont asub.

Ristjoone sihi vOime siin vapalt iihele v0i teisele poole maarata
Sihi valikuga on iihtlaselt ka =¥ B midratud. Umberposrdult on nur-
gaga [ ristjoone- positiivne siht m#dratud. See tasapinna pool, milles
positiivselt sihitud ristjoon on, olgu positiivne, teine pool — negatiivne.
Nende punktide kauguste suurused, mis esimese tasapinna poolel seisa-
vad, avalduvad arvamises mirgiga .+ ¢, teisel tasapinna poolel seisvate
punktide kauguste suurused — mirgiga ,—*. Tdendavaks selgituseks olgu

Niitus 2. Olgu antud sirgjoon G vorrandiga y=— 5 x japunktid
M{—lo N‘S i VP{ 12

2 4 —9
Sirgjoone G vdrrandi normaalkuju on
: 3x+4y_ 0.
+:5
Valides normaalkujuna —%—X= 0 saame, pahemasse vorrandi poo-

lesse antud punktide koordinaadid asetades, — 4%, 8ja 0.

Joonetades sirgjoone G ja punktid M, N ja P koordinaadistikku,
nieme, et vorrandi pahema poole positiivsele vairtusele vastab terve
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parem iilempoolne tasapinna osa, sirgjoonest G arvates (osa positiiv-
selt sihitud normaaliga); negatiivsele viartusele vastab osa, mis on
sirgjoonest G pahemal pool allpool:

x+4y

Kui oleksime normaalkujuna valinud =0, siis peaks ,pare-

mal-pool iileval-pool“ ja ,pahemal-pool all- pool“ ilksteisega #ra vahetama.
Antud punktldel M, N, P on siis kauguseéd (absoluutsed):

d=43/ d =8, d" =0,

_ Ulesanne. Miira ilma joonetuse tarvitamiseta, missugune on
punktide
—1 0, 2 —1
{7y R{Ta i S{—Q
seis sirgjoone G (niitusest 2) vastu ja kui suur on nende kaugus sellest
sirgjoonest !

Ulesanne 37. Kolmnurga ABC tippude koordinaadid on
7 3 —3
4 {5. i {—2 P { 7-
Kui pikad on kGrgused‘P Arva kolmnurga pinnasuurus mitmel
viisil vilja!

Ulesanne 38. Tiienda /\ ABC parallelogrammini ABCD ja médra
diagonaalide 1dikepunkti kaugus neljast kiiljest ! :

ke B8 16 e Y
A{ 4 3{19 C{ 34

Ulesanne 39. Missugune on selle sirgjoone vdrrand, mis punktist

P {_1 libi laheb ja mille kaugus punktist Q {—2

2
3 1 on 47

Ulesanne 40. Punktist P {?}

A {___‘3 g {_g iihel kaugusel asuksid.

(Lahenda see iilesanne puht-planimeetrilisel teel ja vordle, kas molemad lahenlius-
viisid kokkukolas on!)

labi sirgjoon tdmmata, millest punktid

4 9
5 . o, A
o ol

§ 11. Kahe sirgjoone nurk.

Kaks l0ikavat sirgjoont G, ja G, moodustavad iihes-
koos X-teljega ithe kolmnurga, millest vilisnurga lauset
tarvitades leiame otsitava 2 (G, Gy) = ¢ janurkade a ja a,
olenevuse. a; jaa, onnurgad, mida G, ja G, X-teljega moodustavad.
Leitud vorrandis vodtame siis mdlemil pool fg-funktsiooni, nii et {g¢.
saame avaldada mdlemate sirgjoonte sihitegurite abil.
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Joonisel 24 on @ = a, — a,, seepiirast tg @ = fg (0, — a,)
_ tga, —tgo
e Tl | |
Seejuures on ¢ see nurk, mille vorra
me sirgjoone G, positiivses sihis peame
podorma kuni ta sirgega G, iihte langeb.

1) Kui vorrandid on sel kujul antud :

Oy i gty y=mx—+1t
A RN y=myx +1,,
siis on fga; =my ja fgay=my; seega
tgp="la—"M ‘
Joonis 24. 14-my.my i

2) Kui sirgjoonte vorrandid on
NG =ax+by+e=0
Gy=ay,x+b,y+c3=0,
siis on tga1=——l ja tgog=— % ja
2
a1 b, — a, b,
tgq)—.al a; + by, b,
8) Kuidas leiame nurga ¢, kui sirgjoonte vorrandid on antud nor-
maalkujul xcosp + ysinf—d=0?
Ulesanne 41. Leia nurk sirgjoonte G; ja G, vahel!
a) Gi=12x4+ 9y —39=0
Go= 6x—15y+4+42=0
b) G, = xco0s 210° + ysin 210" — 8 =0
Gy = x c0s 315° 4 y sin 315°— 10 =0.
Ulesanne 42. Missuguse nurga all 16ikavad nelinurga ABCD dia-

gonaalid ?
4 — 2 -4 3
A{4 B{ 3 Cl—l D{—-z
Ulesanne 43. Kolm sirgjoont Gy, G, ja G; olgu nende telgldigete
abil antud
p 51-—5 32——'—2 [Sg—— 10
Miqsugused on nende kolme sirgjoonte abil kujutet kolmnurga
nurgad ?
Ulesanne 44. Antud on A ga ABC tippude koordinaadid
7 —3 3
A { 5 B { S s { _3
Kui suured on kolmnurga nurgad ?

\

*) Edaspidi olgu see siimboolne kirjutusviis tarvitet luhendet téhendusena sirg-
Jjoone ja ta vorrandi pahema poole asemel.
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Ulesanne 45. Missuguse nurga moodustavad ithendusjooned PM
ja PN, kui M on sisemine ja N viline jaotuspunkt suhtes 5:3 jaotet
Joonldigul AB?

30 [ i 2
| A{ : B{_G P{7

Ulesanne 46. Antud on sirgjoon G=4x—9 y+36=0 ja punkt

\
P [_ 1;. P labi tuleb kaks sirgjoont L, ja L, tommata, mis sirgjoone\ga

G moodustaksid vordkiilgse kolmnurga. Missugused on sirgete L, ja L,
vorrandid ?

§ 12. Paralleeljooned.

Paralleelsed sirgjooned moodustavad + X-teljega ilhesuurused nur-
gad a, seepdrast on ka #g ¢ mdlemail iihesuurune.

Et kaks sirgjoont paralleelsed oleksid, peavad nende silitegurid
vordsed olema.

Seepérast on, kui

|
{

y=mx-+}t
sirgjoone G vorrand on, temaga paralleelse sirgjoone G, vdrrand:

y=mz+t ja 3
punktist P{;1 “ﬁbiminevaﬂ ja sirgega G paralleélse joone vorrand
A e
Y=y =m(x —z%)

Kontroll. §11.1) Jarel v0ib kahe s1rgJoone G, ja Gy vahelist nurka
¢ leida avaldusest =
my—m
1+ mym,

Et sirgjooned paralleelsed oleksid, peab ¢ =0 ja fgp =0 olema.
See on voimalik, kui murru lugeja nulliks saab: '
my, —my; =0
ehk m, =m,.

gy =

Ulesanne 47. Kiisimused. 1. ' Missuguseid tingimusi peavad vorran-
dite a, x + b,y +¢,=0 ja ayx-+b,y+ ;=0 koeifitsiendid a,, a,;
b, ja b, tditma, et nende vdrrandite abil antud sirgjooned paralleelsed
oleksid ?

2. Mispirast on koik sirgjooned, millede vorrandid ainult jiidava
lilkme poolest erinevad, paralleelsed ?

3. Mispiirast on G=4d ja G=—d nende sirgjoonte vdrrandid,
mis kaugusel d sirgjoonest G =0 on tdmmatud, kui viimane vdrrand
normaalkujut on antud?
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Ulesanne 48. Kolmnurga ABC tippudest libi on paralleeljooned vas-

taskiilgedele tommatud. Missugused on nende vorrandid?
—5 - 4 —2
AlTE B { o C{ 3

Ulesanne 49. Mispirast on sirged 3y —2x=16 ja 10x — 15y =24
paralleelsed ja kui suur on nende kaugus?

Ulesanne 50. Tomba sirgjoonele G=5x+ 12y 4 26 =0 kaugusel
4 paralleeljooned. Missugused on nende vorrandid? ;

§ 13. Perpendikulaarsed sirgjooned.

Olgu «a, ja a, kahe perpendikulaarse s1rgJoone nurgad + X-teljega |
(joonis 25), siis on

_ ay =900 + a.
tg o, =tg (90° + a)) = — colg o, = _Zé_&:
Teine tuletus. Valemist § 11 jérgneb,

kui me ¢ = 90° paneme:
lgo,—tgay
14 1goy.tg0
See ydrdus saab rahuldet, kui nimetaja
nulliks saab :

18 90°=o0=

14-tgoy .18 0=0, e

kust saame
1 /

BH= i,
s. t. . antud sirgega parpendikulaarse sirgjoone
sihitegur vordub antud sirgjoone negatiivse vastupidise s 1h1teguriga.
Kui antud sirgjoone G vdrrand on

y=mx-+1
siis on perpendikulaarse sirgjoone G, vorrand

1
}’=—;n'x+t1

Joonis 25.

ja punktist P {;‘ libimineva perpendikulaarse sirgjoone vOrrand
1

1
Y=g = — ).
Ulesanne 51. Missuguseid tingimusi peavad rahuldama vOrrandite
G x+by+e=0jaax+by+cy=0 :
koeffitsiendid a,, b;, @, ja b,, et nende vdrranditega midratud sirgjooned
perpendikulaarsed oleksid?

Ulesanne 52. Missugused on /\ ABC korguste vorrandid ?
9 il I — 10
A~{ 3 B{ 5 6 { hiilg

el Ll



Ulesanne 53. Missugused on nende sirgjoonte vorrandid, mis joon-
16iguga AB perpendikulaarsed olles teda suhtes 5:3 jagavad? Missu-
gune on algpunktist AB-le lastud ristjoone vorrand? /

—.6 i
{75 87
Ulesanne 54. Sirgjoone G = 3x + 2y + 18 = 0 1dikepunktest koor-

dinaatide telgedega peab ristjooned sirgjoonele G tdmbama. Missugused
on nende vorrandid?

§ 14. Kahe sirgjoone 1dikepunkti koordinaadid.

Kui tarvis on leida kahe sirgjoone

GQEagx+b2y+C2=0

10ikepunkti P koordinaadid {i", siis arvame jargmiselt :
0
-Et P iihel ajal asub sirgjoontel G, ja G, siis peavad ta koordi-

naadid nii esimese kui ka teise vdrrandi rahuldama; nii et
a; Xo+ b yo + ¢, =0 ja
a; Xo+ by yo + ¢, = 0.
Nende mdlemate vorrandite lahendus x, ja y, jirele annab ldike-
punkti koordinaatidena \
bycg=c b, . LGy —.0; 6y
@ xo—a1b2—a2b1 " yo-—al b, —ay by’
Samade avalduste juure jouame, kui kohe iilemal antud Gi-se ja
G,-se vorrandid lahendame x-i ja y-i jirele. Siit saame jéirgmise reegli:
Et kahe joone léikepunkti koordinaadid leida, lahendakse mdle-
mate joonte vorrandid x-i ja y-i jirele.
NB. See reegel ei ole mitte ainult sirgjoonte kohta maksev, vaid
iildiselt !
Jareldus. Molemad avaldused x, ja y, saavad ldpmatu suureks,
s. t. nende ldikepunkt langeb I0pmatusse, kui nimetaja a, b, — a, b,
saab nulliks, see on, kui ,
) @y b =a,: b, ;
s. t. kui molemate sirgjoonte G, ja G, sihitegurid vordsed on, teiste
sOnadega, kui sirged on paralleelsed. (Vordle § 12!)

Ulesanne 55. Mispiirast kujutavad neli sirgjoont

I 2x—5y+20=0 III. 2x — 5y — 18 =20
I. 3x+4+2y+ 11 =0 IV. 3x 42y — 27 =0
parallelogrammi?

Missugused on - tippude koordinaadid ja diagonaalide ldikepunkti
M koordinaadid ?
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(Maiira kontrolliks punkt M iiks kord diagonaali keskpunktina ja siis
molemate diagonaalide 1dikepunktina!)

Ulesanne 56. Olgu antud kaks punkti A4 { 2% }? ja B l_ 1? ning sirg-
joon G =17x — 6y 4 38 = 0. :

G-l asuvast punktist P, mille abstsiss on 4 2, peab sirgjoonele
AB ristjoon L tdmmatama. Missugused on selle ristjoone aluspunkti

koordinaadid ?

Ulesanne 57. Kolme kolmnurga kiilje vorrandid on
I. bx— 6y —77=0
AL 10x 4 17y — 96 =0
M 4x+ y+ 8=0
Midra
a) kolme kiilje pikkused,
b) kolme kolmnurga kdrguse vdrrandid,
c) kahe korguse loikepunkti koordinaadid, ja ndita, et ka kolmas
korgus seilest 10ikepunktist labi liheb !
{llesanne 58. A ABC tipud on: A{g B{:; c{_;
Séie kolme kiiljepoolitaja vorrandid, mé#ira kahe kiiljepoolitaja 13ike-

punkti koordinaadid ja niita, et ka kolmas kiiljepoolitaja sellest punktist
1abi léheb !

Ulesanne 59. Kolme A-ga ABC kiilje vorrandid on

AB=5x — y—37T=0 AC=x—y—5=0
BC=2x —3y—20=0.

Naita, et kolm kﬁlgede keskpunktidest libitdommatud ristjoont iihes
punktis 1diguvad! Missugused on kolmnurga iimber joonetet ringjoone
keskpunkti koordinaadid, ja kui suur on selle raadius?

Mirkus. Uhendus vérrandite Spetusega.

Et avaldused (2) vOrrandite (1) otsused on, kui viimastes vaatame x-i ja y-i
peale kui otsitavate peale (NB. Mitte dra segada nende tihtede kui muutuvate téhen-
dusega), siis olgu siinkohal iihendus vorrandite Opetusega meele tuletet.

Kaks esimese astme vOrrandit otsitavatega x ja y vOime graafi-
lisel teel nii lahendada, et me molemate vorrandite abil kujutet sirgjooned
koordinaadistikku joonetame ; siis on nende ldikepunkti koordinaatide arvulised suurused
molemate vorrandite otsused.

Ulesanne 60. Lahenda jirgmised vorrandid graafilisel teel.

a) 4x 4 3y =24 ) 2x—y=—6
3x —Ty—=—21 10x — 18y — 45
B) 2x 4 5y =20 d0) 6x+ 14y=—21
Tx 42y =— 14 3x — by =15,

Wha§y |



§ 15. Geomeetrilised kohad.

Kiisimused. 1. Missugused geomeetrilised kohad on Opilasele pla-
nimeetriast tuntud ?

2. Missugune on nende punktide geomeetriline koht, millede kau-
guste suhe

a) kahest antud sirgjoonest G ja L,

b) kahest antud punktist 4 ja B
jaadav on ja vordne m:n?

Saame ligikaudse ettekujutuse otsitavast geomeetrilisest kohast,
kui joonetame modned punktid, misantud tingimusele vastavad, ja nad
joonldikudega iihendame. Eelmistes niitustes saime veel joont Kui geomeet-
rilist kohta seletada elementaariste planimeetriliste abindudega. Mdlemais
Jjirgmisis {ilesandeis saame aga, hoolimata lihtsaist tingimusist, geomeet-
rilise koha kuju leida esialgu ainult iiksikute punktide konst-
ruktimise abil.

Ulesanne 61. Antud on punkt F ja sirgjoon G. Jooneta punkti-
kaupa koigi nende punktide geomeetriline koht, millede kauguste suhe
punktist F ja sirgest G jiddav on ja vdrdne m:n!

aymin=2:3
il ins=3i2
W mEn =4 il

(Joonetamisel vOota F 25 mm. sirgest G.)

Ulesanne 62. Antud on kolmnurga alus BC = a. Olgu ikka nurk aluse
ithes otsas kaks korda nii suur kui nurk aluse teises otsas. Jooneta
see joon, mida modda kolmnurga tipp A seejuures liigub!

Koige kindlama metoodi geomeetrilise koha, kuju ja omaduste
leidmiseks annab analiilitiline geomeetria, kus katsutakse
sitida otsitava joone vdrrand. Selgitame need metoodid, mis

- sellele eesmirgile viivad, mdne niitusega.

1. nditus. Antud on kaks punkti A ja B, millede kaugus 2c.
Missugune on nende punktide geomeetriline koht, millede kauguste ruu-
tude vahe antud punktidest on a2?

Kdige enne peame koordinaadistiku 0ieti valima.
Me valime siin otstarbekohaselt joone AB X-teljeks ja ristjoone labi
joonldigu AB keskpunkti O Y-teljeks. Siis peab olema

PA? — PB?—q?.

Otsitava geomeetrilise koha mistahes punkti P koordinaadid olgu

& ja n, siis peab olema

VEF P+ —(VE— P+ 27 =a
Iga punkt, mille koordinaadid & ja » selle vorrandi rahuldavad,

asub otsitaval geomeetrilisel kohal; -seepiirast on see geomeetrilise koha
vorrand. Lihtsustades saame

48 ¢ = q®.
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Kui niitid muutuvad tihendame £ ja % asemel harilikult tarvitusel
olevate tihtedega x ja y, siis on geomeetrilise koha vorrand
a2
X= -
See on X-teljega per-
pendikulaarse, kaugusel

2
p =Z—C algpunktist asuva, sirg-

joone vorrand.

2
: a
Seda kaugust p = (_l)

¢
vdime kergesti kolmanda pro-

; 2 a: :
Joonis 26. portsionaalsena 5 Ja ¢ juure

. konstruida, kui vdtame
0C = 2£ja tdombame CD | AC (joonis 26). Ristjoon X-teljele punktist
D on siis geomeetriline koht Z,.
Oleksime vdinud samuti nouda, et
PB? — PA? — g?
ja oleksime siis saanud vOrrandi

—4fc=a?

ehk x abil kirjutades v
Sy

4c

mis sirgele L, vastab.

Otsitava geomeetrilise koha kuju on niiviisi kaks Y-teljega

paralleelist sirgjoont L, ja L, millede kaugus VY-tel-
; o?
jeston i ‘

Esialgselt antud geomeetrilise koha tingimuse saime selles iilesandes

vorrandi néol kirjutada. Sarnaste iilesannete lahendamiseks tarvitakse

I metoodi:

Kui geomeetrilise koha kohta kiiivat tingimust voib avaldada
vorrandi niol (néituseks kiisitava punkti ja antud punk-
tide v0i sirgjoonte kauguste vahel), siis avaldakse selles
virrandis ettetulevad suurused kiisitava punkti koordinaatide & v ja
antud suuruste abil. Sel teel saadud vérrand engi geomeetrilise koha
vorrand. :

Ulesanne 63. Antud on joonldsik AB=2c=14. Selle joonldigu
peal on tarvis kolmnurgad ABC nii ehitada, et

5 14
cotg a — 9 cotg f = 57"

Missugune on tipu C geomeetriline koht ?

RO~ SR



2. nditus. Kolmnurga OBC alus OB =c asub X-teljel, nii et ta ots
O algpunktis asub. Tipp C liigub sirgjoonel G, mille vorrand y = mx 1.
Missugune on kolmnurga raskuspunkti S geomeetriline koht?

Selles iilesandes me ei saa koordinaadistikku enam vabalt valida,
sest ta seis on juba midratud.
Kiisitava punkti S asukoht oleneb siis punkti C
asukohast, mis kulgeb antud sirgjoone G, mille vdrrand
y=mx -+ &
L
Punkti C koordinaadid {; rahuldavad seepérast voOrrandi.

Et otsitava geomeetrilise koha vdrrand peab esinema olenevusena

g

kiisitava punkti § koordinaatide ja antud suuruste vahel, siis aval-

dame koordinaadid x ja y koordinaatide § ja 5 abil.

Et ES:EC=1:3 (joonis 27),
siis jirgneb 4
N

: c g
y==3 et 3( §——2—).

Sellest jirgneb

X = 35-—— c y= 3").

Need koordinaadid peavad ™
sirgjoone G vorrandi rahuldama.
Kui need avaldused asemele
paneme, siis saame vdrrandi

3 =m@EE—c)+1,
mille § ja n peavad rahuldama.
Seepirast on see punkti S geo-
meetrilise koha vorrand. Kirju-
tades x, y tihtede & ja n asemel ja korraldades leiame

3mx — 3y = me¢ — t.

See on iihe sirgjoone L || G vdrrand, sest molematel on samane
sihitegur m.

Piirjuhtumus: Kui C sirgjoonel G selle joone ja X-telje ldike-
punktisse M jduab, siis kdduneb A OBC joonldiguks OM. S langeb
siis punktisse S, mis joonldigu EM suhtes 1 :2 jaotab, nii et ES; = % EM.

Geomeetriline koht on niiviisi sirgjoonega G pa-
ralleelne joon L libi punkti S, '

Sarnased iilesanded lahendakse :

Il metoodi jirele: Kui kiisitava punkti P seis ripub méne punkti
C seisust, kus C kulgeb joone f(x,y)=0, siis avaldakse punkti C
koordinaadid x ja y kiisitava punkti P koordinaatide & % ja antud
pikkuste abil ja asetakse x-i ja y-i viiirtused vorrandisse f(x,y)=0,
mislibi saame geomeetrilise koha vorrandi leitud vorrandi niol.

Joonis 27.
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= X
Ulesanne 64. Punktist A yoo olgu kiired sirgjooneni G = ax + by +

+¢=0 tdmmatud ja iga kiir olgu jaotet suhtes m:n. Missugune on s
jaotuspunktide geomeetriline koht ?

3. nditus. Kolmnurgas ABC on antud kiiljele AB lastud korgus A
ja selle korguse libi AB-1 kujutet osad OA=p ja OB=4q. /\ ABC sisse
joonetakse tdisnurksed nelinurgad nii, et iiks nelinurga kiilg alati AB-I
asub. Missugune on nende nelinurkade diagonaalide 1dikepunkti geo-
meetriline koht? °

Selles iilesandes valime otstarbekohaselt kiilje AB X-teljeks ja kolm-
nurga korguse Y-teljeks (joonis 28). Et diagonaalide ldikepunkti P seisu
juure tulla, peame enne ehitama tdisnurkse nelinurga. Selle muutuva
nelinurga seis ja sellega punkti P seis oleneb {ihe muutuva suuruse,

=
Ar
A \ Y W
i :
al NS _lo X

X b —78
L\ ¢

Joonis 28.

ndituseks nelinurga korguse A, valikust. Niipea kui oleme A valinud,
leiame kiisitavaist nelinurkadest {ihe ja ka iihe kindla punkti ». Muutuv
suurus A kutsutakse parameetriks.

Meie eesmirk on punkti P koordinaatide & = ja antud suuruste
vahel vdrrand siiida. Seepirast sieme olenevused & 7 ja parameetri
A vahel.

1) n=1%
2) §+p=AR+4 MN
3) AR:p=171:h

) MN:(p+q)=0h—2):h
Sellest saame

1) U]

2) §+p

.
i
s r+q .(h—7)
oy b T e e e :
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Nende molemate vorranditega on niiiid olenevused & % ja i vahel
antud. Kui molemaist kaotame parameetri A, siis saame vorrandi, milles
ainult veel & ja 7 esinevad ja mille iga kiisitava punkti P koordinaadid
peavad rahuldama; see on aga siis geomeetrilise koha vdrrand.

Me saame
2h &+ 2n (¢ —p) =h (g — p)
ehk tihtedega x ja y kirjutades
5 X y
BT R e
; See on sirgjoone L virrand telgldigetega s= - (q—p)
ja t=1h :

Piirjuhtumused: Kui A=0, siis kdduneb nelinurk joon-
16iguks AB, nii et P asub AB keskpunktis S.

Kui 4 =#, kdduneb nelinurk korguseks OC =k, nii et P asub

OC keskpunktis 7.
! Et A\ ABC sisse Joonetet nelinurgal A suurus piiride O ja &
vahel v8ib muutuda, siis vdib sirgjoonest L ainult osa S7 geo-
meetrilise kohana tarvitada.

Kiisimus. Kuidas peaks laiendama ,kolmnurga sisse joonetet
tdisnurkse nelinurga“ moistet, et saaksime sirgjoont L terves ulatuses
otsusena tarvitada ? '

Sellesarnaste iilesannete lahendamiseks tarvitakse

III metoodi:

Voetakse tarvitusele muutuv suurus (parameeter), millest kiisitava
punkti seis oleneb. Siis siietakse kiisitava punkti koordinaatide & 7,
parameetri ja antud suuruste vahel kaks vorrandit ja kaotakse nendest
parameeter. Leitud vorrand on geomeetrilise koha vorrand.*)

Ulesanne 65. Jooneta antud nurga kiilgede vahele tdisnurkne neli-
nurk antud timbermddduga x ndnda, et kaks ta tippu asuksid {iihel
nurga kiiljel ja kolmas — teisel nurga kiiljel. Missugune on neljanda
tipu geomeetriline koht ?

Ulesanne 66. Antud on punktid A {z’ ja B {___1
nende punktide geomeetrilise koha vdrrand, mis punktidest A ja B iihel
kaugusel asuvad ?

Ulesanne 67. Joonldigule MN kui alusele on kolmnurgad MNP iihe-
suguse kdrgusega & — 6 ehitet. Missugusel joonel asuvad kdik tipud P ?2*¥)

—7 5
) DA

Ulesanne 68. Sirgjoon G olgu telgloigetega s = — 1 > ja t=—6

antud. Kus asuvad kdik punktid, mil sirgjoonest G on kaugus 4 ?*¥)

Missugune on

*) Harilikult katsume {iilesanded I ehk II metoodi jérele lahendada. Kui see ei
onnestu, siis tarvitame III metoodi.

#*) Niita saadud geomeetrilise koha vOrrandi kallal selle koha planimeetriast tut-
tavad omadused analiiiitilis-geomeetrilisel teel.



Ulesanne 69. Missugune on nende punktide geomeetriline koht,
mis sirgjoontest G, = 16x+ 63y - 221 =0 ja G,=12x+ 5y + 39=0
ithel kaugusel asuvad ?¥)

Ulesanne 70. Leia nende punktide geomeetriline koht, millede kau-
guste suhe sirgjoontest G, =164 — 8y — 20 =0 ja G,=13x + 84y —
— 472 =10 on 10:7.%)

Ulesanne 71. Muutuvas kolmnurgas ABC olgu kiilg ¢ kindel ja
tipust B tdmmatud kiiljepoolitaja kujutagu kiiljega c jiidava nurga e.
Missugusel joonel liigub tipp C?

Ulesanne 72. Tédisnurga kiilgede vahel on antud sirgjoonele parai-
leeljooned tommatud ja saadud joonldigud suhtes A jaotet. Kus asuvad
jaotuspunktid ?

Ulesanne 73. Antud on kaks sirgjoont G ja G;, mis nurga a all
loiguvad. Missugune on punkti P geomeetriline koht, mis niiviisi liigub,
et ta kauguste summa sirgjoontest G ja G, on jiidav =s?

Ulesanne 74. Kolmnurga ABC tippude koordinaadid olgu

0 8 3
Apreaia i B

Kiiljel AB ja selle pikendustel liigub punkt D punktist A edasi ja
E punktist B edasi vastupidistes sihtides. Ikka kui AD = BE on, las-
takse punktist D AC-le ja punktist £ BC-le ristjooned. Missugune on
nende ristjoonte 1dikepunktide geomeetriline koht ?

Ulesanne 75. A\ ABC tippudega

—2 4 0

Ao 8o cfs

Idigatakse sirgjoontega, mis AB-ga paralleelsed on. Loikepunktidest

molemate teiste kolmnurga kiilgedega tdmmatakse viimastele perpendi-

kulaarid. Missugust geomeetrilist kohta kujutab vastavate ristjoonte 13i-
- kepunkt?

Ulesanne 76. Antud on sarikkolmnurk ABC alusega 2 a ja kdrgu-
sega h. Korgusel ja selle pikendusel liiguvad kaks punkti D ja E punk-
tist A eemale vastupidistes sihtides nii, et AD:AE=4:3. Punktist B
tdmmatakse ristjoon CD-le ja punktist C — EB-le. Missugune on mdle-
mate ristjoonte 18ikepunkti geomeetriline koht?

Ulesanne 77. Muutuvas A ABC olgu nurk BAC = 30° ja ta kor-
val olevate kiilgede summa s=10 jiddav. Missugune on - selle
punkti P geomeetriline koht, mis kolmanda kiilje alati jaotab suhtes
BP:CP=2:3%

*) Niita saadud geomeetrilise koha vOrrandi kallal selle koha plammeetnast tut-
tavad omadused analiiiitilis-geomeetrilisel teel. :
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B. Ringjoon.

§ 16, Ringjoone vorrand.
A. Keskpunkt alguses.

Igal punktil P koordinaatidega x ja y (joonis 29) on, kui ta ring-
joonel peab asuma,
OP = r = raadius; ndnda on
x4y =12
ringjoone vorrand keskpunktiga alguses.

Yorrandi uurimine.

=+ VA=
s. t. igale viiartusele y < r vastab kaks iihesuurust x védrtust, mis ainult
mirgi poolest erinevad; koverjoon on seepdrast Y-telje suhtes

simmeetriline.
y=0 annab x =+, s. t punktid A ja B;
y=-+r annab x=0, s. & punktid C ja D.

¥ y . b g

//
Joonis 29. Joonis 30.

Absoluutsele viirtusele |y|>r vastab imaginaarne x; s. t. reaalsed
koverjoone punktid vastavad ainult ordinaatidele, mis C ja D vahel asuvad.
y=tVA—x
niitab analoogselt, et kdverjoon ka X-telje suhtes siimmeetri-
line on ja et ainult A ja B vahel asuvate abstsisside juures saame
reaalsed kdverjoone punktid.

iRy = g



B. Keskpunkt mistahes koordinaatidega {‘: ;

Ka siin (joonis 30) on iga punkti P {; kohta

PM = r, jirelikult
x—pp+Fy—rvP=r?
ringjoone normaalvdrrand.

ﬁ} on keskpunkti koordinaadid, r ringi raadius.
Ulesanne 78. Missugune on ringjoone vorrand, mil keskpunkti

koordinaatideks {ff ja raadiuseks r on jirgmised arvulised suurused ?

a B- y 0
7 3 —4 | —5; 2
v 2 7 | —3;| —6
£l B 3 9% 4

Erijuhtumused.
1) Ringjoon libi algpunktist.
Sel juhtumusel on u? 4 1> = r?
(x— @ 4 (y— P =rp
2 G AT 2 2 2
x4y ux —- 2vy + w —1—::2 r
x4 92 — 2ux — 2vy = 0.
Ringjoon liheb libi algpunktist, kui ta vorrandis jiidav liige
puudub.
Me niieme ka, et x =0 ja y = 0 vOrrandi rahuldavad.

Yy
Y Y y
¥ "( X
0 T = —— ¥
b
Joonis 3la. Joonis 31b. Joonis 3le. Joonis 31d.

2) Ringjoon libi algpunktist, mis Y-telge puutub.
w=r; v=0 (joonis 31a)
x— Rty =r
: x4y —2rx =0 /
(NB. Jaadav liige puudub.)

e =



Selle vorrandi voime veel jirgmisel kujul kirjutada:
y2=x (2r — x).
Ulesanne 79.  Siie analoogselt joonistel 31 b, ¢, d kujutet ring-

Jjoonte vorrandid!
HE—w+Y—»2=0

kujutab ringjoont raadiusega 0, s. t. punkti koordinaatidega { :L

Ulesanne 80. Missugune on ringjoone vorrand

12
5;
S IS

9 -

2

a) mis labi liheb algpunktist ja mille keskpunkt on M {
B) labi punktistP{_ l keskpunktiga M {

7) libi punktidestP{ ja Q{ 1o Ja raadiusega r = V852

Ulesanne 81. Miiira ringjoone vﬁrrand

a) mis labi laheb punktist P{ ja Y-te]ge punktis Q { g puutub ;

11

f) mis 1ldbi ldheb punktist P { 9 ja molemaid koordinaatide telgi
puutub'
Ulesanne 82. Missugune on ringjoone vorrand, mis libi liheb punk-

< 1

tldest“A{ ja B 4_1 9
Ulesanne 83. Missugune on ringjoone vorrand, mis labi ldheb punk-

s 2= — 10

tldestA{_3JaB{ 3

+ 10= 0 asub?

ja X-telge puutub?
ja mille keskpunkt sirgel G=x—2y+

¢. Uldine ringjoone vdrrand.

Kui ringjoon asub mistahes seisus koordinaadistikus, siis on ta
normaalvorrand, nagu enne leitud,
F=w+y—=r
Sulgude avamise jirele saame
X — 2ux + W2 Y — 2y 4 o2 =12
ehk kasvatades jiddava teguriga
Ax? 4 Ay? — 2uAx — 20Ay + (U 42 — 1) A = 0.
D
Negatiivsed mérgid liikmeil x ja y-iga ei ole olulised, sest kui
w ja v on negatiivsed, saavad kordajad —2ud =B ja —22wA=C
positiivseks. Ringjoone vOrrandi kuju on ndnda
Ax?*+ Ay2 +Bx+4+Cy + D = 0.
See on II astme vdrrand.
Uldisem II astme vdrrand kahe muutuvaga x jay on
Ax? 4 By + Cxy -+ Dx + Ey+ F = 0.

AR e



Vordlemise teel leiame, et
Il astme vorrand kujutab ringjoont, kui
1) kordajad liigetel, mis x? ja y2 sisaldavad, vdrdsed on ja kui
2) xy sisaldav liige puudub.
Uldine ringjoone vorrand on siis jirgmine :
Ax* -+ Ay? + Bx + Cy + D = 0.

D. Uldise ringjoone vorrandi muutmine normaalkujuliseks.
Ax? - Ay* 4+ Bx+ Cy +~D =0
peab muudetama vdrrandiks
(x— P + (3 — w2 =12,
Esiteks jagume kordajaga A:
B £ D
RS 2 i
RtZxtyr+gy=—"7.
Siis tdiendame kaks korda teise astmeni:
. BY GV OB B O $AD
(x+§z)+(y+fm) St 2=
Nii on keskpunkti koordinaadid

St I ¢
cihmared 7 o R dnpist 7 |
2 - BRLSY
Jaraadius ,=WQ

Jareldus. Keskpunkti koordinaadid olenevad ainult kordajaist A, B
- Ja C, milte aga kordajast D, s. t. kui kahe ringjoone vdrran-
did erinevad ainult jiddava liikme poolest, siis on
mdlemad ringid tihiskeskesed.
Naitus: 9x? 4 992 90x — 54y 4 137 =0
(68 4 100) + (52 — by) = — '

) BT 169
et l 5)’+(y—3)2=—91+25+9;?

X o faay
X+ 824 (v —3p =[5 .

See on ringjoone vdrrand, mille keskpunkti koordinaadid on { " v=-——3 p
ja raadius r=41.

Niiiid saame ringjoone diges seisus koordinaadistikku joonetada.

Ulesanne 84. Maiira Jargnevate vorrandite abil antud joonte kuju
ja seis! :

a) 4x* 4 48y + 16x 4+ 4y% + 135 = 0

B) x*4+ y?+ 14y =8 4 16x

NE—NE+5)+W+D(y—3=0

0) Bx—15):(4 —y)=(6y + 11): 2x.

e



Ulesanne 85. Missugune on ringide K ja K, keskjoone vorrand
ja kui kaugel asub see sirge algpunktist? ’

Ki=x*—12x+4+y2— 10y 4 52 =0

Kay=x*+ x4+ y*+ 20y + 60 = 0.

E. Ringjoon libi kolmest punktist.

Antud on kolm punkti P, {;’, Pg{;z, Ps{;s; otsitakse selle ring-
1 2 8
joone vorrandit, mis ldbi ldheb neist kolmest punktist.

I metood. Et otsitav ringjoon iihtlasi on A P, P, P, iimber joone-
tet ringjoon, siis vdiksime, nagu iilesandes 59 § 14, keskpunkti M kahe
kolmnurga kiilgede keskelt tommatud ristjoonte ldikepunktina mééarata
Jja siis raadiuse r kaugusena MP, leida.

II metood. Ringjoone vdrrand on

(x—up+ @y —rv)=rt.

Selles on kolm tundmatut u, » ja r; seepirast on rmg antud tingi-
mustega madratud.

Et ringjoon peab P,, P, ja P, libi minema, siis peavad nende punk-
tide koordinaadid ringjoone vdrrandi rahuldama ; nii peab olema

1) (6 — w4 (y —vpp=1r°

2) (X - WP + (yy—¥p =1

3) (% — W)+ (yy— )2 =12
Nendest kolmest vorrandist vdime tundmatud u, » ja r vilja arvata.
Markus. Selle asemel, et normaalvorrandist vilja minna, oleksime vOinud ka ring-

joone vorrandi iildise kuju
x4y Ax+By+C=0
aluseks votta ja selles A, B ja C leida.

Ulesanne 86. Lahenda selle iilesande jirgmiste arvuliste andmetega !

5 —1 7
G)P14 ; P2 6 Ps{ 8
—10 4 2
.B)Pl 6 P2 L ps{_lo
8 2 — 2
7)P1 10 P2 S | Ps{ 6

0) Missugune on /A\-ga ABC iiles. 59 iimber joonetet ringjoone
vorrand ?

§ 17. Ringjoon ja sirgjoon.
Et sirgjoonel
I. ax+4by+¢=0

I. xx4+y*+Ax+By+C=0
oleks iihine punkt, peavad selle koordinaadid mdlemaid vorrandid I ja II
rahuldama. Seepérast leiame 13ikepunkti koordinaadid, kui vdrranditest

ja ringjoonel

ARy - e



I jaIl x ja y vilja arvame. Kaotades y, saame x kohta teise astme '

vorrandi, millest nieme, et kaks 16ikepunkti on olemas. Seepirast 18i-

kab sirgjoon ringjoont kdige rohkem kahes punktis ja deldakse, et
ringjoon on teise jirgu kéverjoon.

Ulesanne 87. Missugustes punktides 1dikab sirgjoon

G = x—"Ty + 36 =0 ringjoont
K=2x4y2—6x—4y — 12=07?
Kui pikk on G-l asuv sidejoon? Kui kaugel on viimane keskpunk-

tist?  Kui suur on talle vastav tsentrinurk ? Missugustes punktides 13i-
kab ringjoon koordinaatide telgi?

Koigi voimalikkude sirgjoone ja ringjoone vastas-
tikuste seisude uurimiseks minnakse viilja (JOOIIIS 32) ringjoone
keskpunktvbrrandlst

g Lxt4y’=r
&}A ja wvoetakse sirgjoone G vdrrand
s normaalkujul

IL. xcosp+ysinp —d=0.
Kui vorrandist II leitud vasirtuse

_0—xcosp
4 = =Cin B
asemele paneme vorrandisse I,
siis saame
II1. %2—20 x cos B = r? sin? f— &2
ja sellest

Joonis 32.

x=0cosB+sinBVrr—0o*
Kui sirgjoone G kaugus ringi keskpunktist on
1) 6 <{r, siis mdlemad 10ikepunktid 4, ja A, on reaalsed,
2) d=r, siis mdlemad 13ikepunktid 4, jad, langevad iihte,
3) 0>r, siis mdlemad 1dikepunktidA4, jad,onimaginaarsed.
1. juhtumuses on G ringi 10ikaja,
2. juhtumuses on G ringi puutuja,
3. juhtumuses l1dheb G vidljaspool ringisellest mésda.

Ulesanne 88. Leia sirgjoone G ldikepunktid ringjoonega K ja leia,
kuidas sirgjoone G kaugus dringi keskpunktist suhtub ringi raadlusega

a) G=T7x— 17y +169=0
K__Xg—l-_y — 169=0

B) G=5x—6y—30=0
K=4x*4 42— 49=0

7) G=3x+4y+4+35=0
K=x*4+y*44x+4+2y—20=0

L AL



Ulesanne 89. Pane libi punkti P ringi K sidejoon, mille P poolitab.
Miéira selle sidejoone vorrand ja ta otspunktide koordinaadid !

1 5

a) P{ i

— 105

b) P{ _Z K=x2442--144=0

c) P{;3 K=x*4+y?+ 6x — 10y —66=0

K=x2+4y2—225=0

Mirkus. Uhendus vorranddpetusega. Eelmisest on selge, et kaks nii-

sugust vorrandit : N

L ax+4 by +¢=0

IL x2+4+y2+ Ax+ By +C=0
graafilisel teel nii v0ib lahendada, et T vOrrandi niol antud sirgjoone ja II vdrrandi niol
antud ringi koordinaadistikku joonetame, mdlemate joonte Idikepunktid iiles otsime ja
nende koordinaadid mdddame. Viimaste arvulised suurused on siis antud vorrandite
otsused.”

Ulesanne 90. Lahenda jargmised vorrandid graafilisel teel:

a) x2+4 y2—36 7 x24+32—4y —6x=3
x—3y+12=0- 4x — 3y =2
B) x2+y2=149 0) x2 +y2 —14x —4y =5

5x+3y=15 3x —2y=12.

- § 18. Ringjoone puutuja.

Sirgjoon on ringi puu-

Y
tuja, kui ta kaugus kesk- T\
punktist ringi raadiusega ~ e
vdrdub. g
Puutuja vorrand. 5 .,
Ringjoone vdrrand olgu x2 + y2=1r2; ¢ 4 \X
puutumispunkti P koordinaadid (joonis *o
33) olgu x, ja y,.
I metood. Et puutuja kaugus alg-
punktist peab r olema, siis on ta
vorrand Joonis 33.
xcosB+ysinf—r=0.
Niitid on
e, b B 90
COSﬂ———r— smﬂ_.T,

nende suuruste asemelepanemise teel leiame puutuja vorrandi jirgmi-
sel kujul .

re AL i DOTIE NG
> % ¥ V= 0 ehk
XXp 4 ¥Yo==r? >

puutuja virrand puutumispunktiga {X"

e



Il metood. Puutumispunktist P[;° labi tdmmatakse ldikaja PQ,

0

mis kdverjoont veel punktis Ql;’ loikab. Ldikjoone PQ vorrand on
1

NP S P R e,

X — X, Xy — X
Selle 1dikaja pborame iimber punkti P. Seejuures liigub Q ikka
rohkem P poole, nii et 15ikaja saab puutujaks punktis 2, kui Q punktiga Piihte
langeb. Piirile iileminekut, mille juures x, =x, ja y, = Yo pannakse,
ei saa me mitte otsekohe ette votta, sest esiteks saaks vorrandi I parem

pool midramatu kuju %, teiseks ei ole veel tingimus, et P ja Q ring-

joone punktid on, dra tarvitet. Peame seepiérast murru :V;I:—J%‘- asemel
L7 Ve
saama niisuguse avalduse, milles saame ette vdtta iilemineku piirile.
Punktide P ja Q koordinaadid peavad ringjoone vdrrandi rahuldama,

jarelikult on
X"+ 5" = r*

XE:Pt+ni=r
Mahaarvamise jirele leiame

(%0 — x1) (o4 x1) + (¥o =) (Yo +y) =0

ehk-
2, TP T xo"‘xl.
Xy — %o Yo+
Nii saab 10ikaja PQ vorrand jirgmise kuju -
Xo + X4
—_— = — (X — X,). .
Jy Yo ( 0) y0+y1

Niiiid voime piirile {ile minna ja saame puutuja vorrandi
0 2y
Y =Y =—(*— %) 25, ehF
XXo + YYo= Xo* + Yo =1?
Blesanne 91. Missugused on ringjoone x? 4 y2 = 16 puutujate vor-
randid, mille puutumispunktidel on abstsiss x — 2—3- ?
- Ulesanne 92. Ringjoonele 42* + 4y° — 925 on kdiges neljas punktis,
millede kaugus X-teljest on 4%, puutujad tdmmatud. Missugused on
nende vorrandid ? Toenda, et need puutujad rombi kujutavad !

Ulesanne 93. Punktist » peab puutujad ringjoonele K tdmma-
tama. Missugused on nende vorrandid ja kui suure nurga moodusta-
vad need puutujad ? .

8) K=x*4y"— 169 = 0; P[_ £
b) K= #2448 — 100 =0 P{:l;

(Puutuja vorrandi sdédmisel pannakse tihele selle § algusel seisev lause.)
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Ulesanne 94. Ringjoonele K peab puutujad paralleelselt sirgjoonega
G tommatama. Leia nende vdrrandid!

K=x*4y2—64=0; G=3x+4y—28=0.

Ulesanne 95. Tomba ringjoonele K puutujad, mis sirgega L per-
pendikulaarsed, ja leia nende vorrandid !

K=x*+4+)?—16=0; L=8x+415y—30=0.

Ulesanne 96. Antud on ringjoon x2 4+ y* = 25 ja sirgjoon
G=7x+y—42=0.
Otsitakse .
a) selle joone 7" vdrrandit, mis ringjoont niisuguses punktis puutub,
mis teises veerandis asub ja mille ordinaat on 3,
b) sirgjoonega G paralleeliste puutujate vorrandit,
¢) nurka, mille 7" nende paralleeliste puutujatega moodustab.

§ 19. Kahe ringi vastastikune seis.

Ulesanne 97. Kaks ringjoont K, ja K, keskpunktidega M, ja M, ja
raadinstega r; ja r, asugu nii, et nende keskjoon on M, M, >r+r.
Hoiame ilhe ringi paigal ja liikkame teise esimesele ikka lihemale. Mis-
sugused seisud on siin vdimalikud ja kui suur on keskjoon igas iiksikus
juhtumuses ?

Me saame teiste hulgas jirgmised juhtumused:

Kaks ringjoont puutuvad viiliselt, kui nende keskjoon vordub raa-
diuste summaga. s

Kaks ringjoont puutuvad seesmiselt, kui nende keskjoon vdrdub
raadiuste vahega.

Ulesanne 98. Missugune on jirgnevate ringjoonte K, ja K, vastas-
tikune seis?

) Ki=2"4+3y2—12x —4y—9=0
Ry=x24y*+ 14x+ 10y} 58 = 0

) Ki=x>4+92—4x—3y—50=0
Ky=x*4y*—24x— 18y + 125 =0

3) Ky=x2+3y'+12x— 29+ 12=0
Ky=x*43)?—8x413y4+2=0

4) Ky=2x2+42y> — 13x + 28y 4+ 83 =0
Ky=x*+4y? + 16x + 29 — 224 — 0

5) Ky=2x%+ 2%+ 2x + 6y — 27 — 0
Ky = 25x2 4 25y — 30x 4 30y — 82 =0

Missugused punktid on mdlemail ringjoontel igas iiksikus juhtumu-
ses iihised ?

.



§ 20. Ringjoonekujulised geomeetrilised kohad.

Jirgmised {ilesanded tuleb § 16 I, IT ja III metoodi jirele lahendada.

Ulesanne 99. Antud on kaks punkti 4 ja B kaugusega AB=a.
Missugune on nende punktide P geomeetriline koht, millede kauguste
suhe PA : PB = on jiidav ?

Ulesanne 100. Antud on ringjoon y?=2rx— x®  Algpunktist on
sidejooned ringis tdmmatud ja igaliks nendest punktiga P suhtes 2 (sees-
miselt ja viliselt) jagatud. Kus asuvad punktid P?

Erijuhtumus 1 = 2.

Ulesanne 101. Muutuvas /\-as ABC on kiille BC = a seis jiiidav,
kuna killg BA=c punkti B iimber pdordub. Missugust joont movda
liigub siis kolmanda kiilje AC keskpunkt?

Ulesanne 102. Kolmnurgas ABC alusega BC — a olgu teiste kiil-
gede ruutude summa vdrdne s Missugune on tipu A geomeetriline
koht ? :

Ulesanne 103. BC =a peale on kolmnurgad ehitet, millede raskus-
keskpunktid asuvad tipust B jiidaval kaugusel d. Missugune on- kolm-
nurga ABC tipu A geomeetriline koht ?

Ulesanne 104. Muutuvas kolmnurgas ABC muutmatu alusega
BC =10 olgu alati sin f:siny =3 : 2. Leida tipu A geomeetriline koht.

Ulesanne 105. Antud on ringioon x?-4y2=1r2 Igal ta raadiusel
on keskpunktist arvates moddetud raadiuse 16pppunkti ;

@) abstsiss

B) ordinaat.
Missugusel joonel asuvad leitud punktid ?

Ulesanne 106. Missugune on nende punktide geomeetriline koht,
milledest joonldik @ nurga « all paistab?

Ulesanne 107. Missugune on selle joonldigu ¢ keskpunkti geomeet-
riline koht, mille otspunktid kahel ristjoonel liiguvad ?

Ulesanne 108. Antud on punkt A _g ;

+ 9y —9=0 ja joonldik s = 13. Missugune on selle punkti P geo-
meetriline koht, mille kaugus punktist 4 on keskmine proportsionaalne
punkti P kauguse sirgest G ja joonldigu s vahel ?

sirgjoon G = 12x 4



C. Koonusloiked.

§ 21. Tasapinna ja koonuse vdimalikud vastastikused seisud.

Piistkoonuse kiilgpihd pikendatagu iile tipu S nii, et kahekordne

koonus saadakse. Siis v0ivad tasapinnal ja koonusel jirgmised vastas-
tikused seisud olla: '

eI

74

s

= Joonis 34.

A. Ta liheb libi tipust S ja tal on
1. ainult see punkt koonusega iihine (joonis 34. I).

e el



2. Koonuspinnaga kaks. “iihist kujutavjoont; siis tal on
koonusega need mdlemad sirged iihised (joonis 34. 1I).

3. Tal on koonuspinnaga ainult iiks ihine kujutavjoon;
siis ta puutub koonust seda joont mdoda (joonis 34. III).

Kui praegu kirjeldet kolmes juhtumuses tasapinna paralleelselt iile
viime, siis ta :

B. ei lihe enam libi koonuse tipust, ja me saame kolmes jirg-
nevas juhtumuses 1dikes kdverjooned :

Joonis 35.

4) Tasapind 1dikab ainult iihe osakoo nuse pinda ja nimelt
koiki ta kujutavjooni; sel korral nimetakse 13ikjoon ellipsiks (joonis 34. IV)*).

5) Tasapind 1dikab mdlemate osakoonuste pindu; sel
korral nimetakse 1dikjoon hiiperboliks (joonis 34..V). §

*) See 1oikjoon v0ib mdnikord ka ringjoon olla (millal ?).
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6) Tasapind on ainult tihe kujutavjoonega paralleelne
ja loikab seepdrast ka ainult ihe osakoonuse pinda; siis nimetakse
15ikjoon paraaboliks (joonis 34. VI).

Et 16ikjooni viimases kolmes juhtumuses uurida, ehitatakse Dan-
delin’i* jirele kerad K, mis koonust ringjoont méoda ja 10ikaja tasa-
pinda iihes punktis F puutuvad.

§ 22. Ellips l6ikjoonena.

Juhtumuses IV (joonis 34) on olemds kaks Dandelin’i kera
K ja K/, mis koonust puutuvad mooda ringjooni Q ja Q ja' ldikavad
tasapinda @& punktides F ja F” (joonis 35).

Mistahes kujutavjoon SE puutub kera K punktis G ja kera K’ punktis
H, kuna koverjoone punkti P {ihendusjooned punktidega F ja F’ vasta-
valt kerade K ja K’ puutujadjooned on. Lause pobjal, et: -

,Uhest punktist kerale tommatud puutujad on iihepikkused“, leiame

PF =P
RHe ==

pirast kokkuarvamist saame PF + PF’ = PG+ PH = GH.

Igas kdverjoone punktis on

PF + PF = jiidav suurus

ja vordub kujutavjoone osaga ringide Q ja Q" vahel. Siit saame ellipsi
definitsiooni :

Ellips on koverjoon selle omadusega, et iga ta punkti kauguste
summa kahest muutumata punktist F ja F’ on jiiidav.

Selle koverjoone mehaaniline kujutamine ellipsograati abil.

Kui no6ori (niidi)
kahes #ratihendet punktis
F ja F’' (ndelte abil) kinni-
tame ja pliiatsi tippu P nii B
noori movda  veame, et
viimane ikka pingul on, P

siis kujutab P ellipsi / D
(joonis 36).

Kui noér sihis FF’ = JFZ :
sirgeks tOmmata, siis saa- a C
me punktid A ja A’ sirgel b
FF’; kui /\ PFF’ saab sa- 1 a
rikkolmnurgaks; siis punk-
tid B ja B’ asuvad FF’ =i
keskpunktist libitommatud
ristjoonel.

Joonis 36.

*) Matemaatik Dandelin (1794—1847) elas Liittichis ja Namur'is, . viimati
Belgia inseneer-ohvitserina.



4 punkti A ja A’; B ja B’ nimetakse tippudeks,
punktid F ja F’ tulipunktideks,
AA’ = 2a on suur telg,
BB’ = 2b on viike telg,
molema telje 10ikepunkti O nimetakse keskpunktiks,
OF = OF’ = e nimetakse ellipsi ekstsentrisuseks.
Kui /\-ga PFF’ (joonis 36) iimber paneme modda AA’ ehk BB/, siis
on P ikka jille kdoverjoone punkt, s. t.
ellips on iga telje suhtes siimmeetriline.
AF+ AF. =A'F 4+ A'F
AF - FF’ A'F' + FF',
sellest saame 2AF - FF* =2A'F' 4 FF’
jacsitb AF - —=AF,
nii et PF+ PF’ —AF+AF’—-AF+FF’+'
‘- FA = AA =2a, 5. L.
ellipsis on punkti kauguste summa tulipunktidest vordne suure teljega
Et BF = BF —= B'F = B'F' =a on, siis saame tiisnurksest A\ OB'F’
ellipsi ekstsentrisuse

o= Va2 — b2




Ulesanne 109. Ehita
a) viikse telje tipud, kui on antud “tulipunktid ja suur telg;
B) tulipunktid, kui on antud molemad teljed;

y) ellips punkti kaupa iileval antud definitsiooni jéirele, kui molemad
teljed on antud!

§ 23. Hiiperbol 18ikjoonena.

Ka V juhtumuses (joonis 34) on kaks Dandelin’i kera K ja K’ ole-
mas. Samuti kui§ 22 leiame 16ikjoone C (joonis 37) iga punkti P kohta, et
PP PH
BF = PG,

Péarast mahaarvamist leiame PF' — PF = PH - PG = GH = jiiidav
suurus.

Sellest saame

hiiperboli definitsiooni :

hiiperbol on koverjoon selle omadusega, et iga ta punkti kauguste
vahe kahest kindlast punktist F ja F’ on jiddav,

Joonis 38.

Selle joone mehhaaniline joonetamine hiiperbolograafi abil,

Joonlaud (kitsas papiriba) on iihes otspunktis 7’ (ndelaga ehk nae-
lakesega) ndnda kinnitet, et teda saab selle punkti iimber poorda. Niidi
iiks ots on antud punktis Fja teine joonlaua mistahes punkti 7 kinnitet.
Kui niiiid pliiatsi tipp 2 ndnda joonlauda mdéida liigub, et niit alati pin-
gul on, siis kujutab P hiiperbolit (joonis 38).

Seejuures on

PF — PF = PF' — PU = UF' =

T g



= joonlaua TF pikkus — niidi 7U pikkus.

Kui joonlaua otspunktiks F vOtame, siis saame kdverjoone teise
(pahempoolse) haru. Kui joonlaud sihi FF’' saab, siis saame hiiperboli
tipud A ja A’. Joonldigu FF" keskpunktist labitdmmatud ristjoonel ei
leidu kdverjoone punkte.

F ja F’ nimetakse tulipunktideks,

AA’ =2a on peatelg ehk reaalne telg,

AA” keskpunkt O on hiiperboli keskpunkt,

OF = OF = e on ekstsentrisus.

Ellipsil (joonis 36) oli AA” keskpunktist labitdmmatud ristjoonel kaks
punkti B ja B’, mille kaugus punktist O oli &, nii et 42 =a%—e® oli.
Hiiperbolil vastab nendele AA” keskpunktist labltommatud ristjoonel kaks

niisugust punkti B ja B’, et
b? = e2 — a2,

Me leiame nad seepidrast AA” keskpunktist labitdmmatud ristjoone ja
raadiusega OF = e punkti A {imber tommatud ringjoone 1dikepunktidena.

BB' = 2b on hiiperboli korvaline ehk imaginaarne telg.

Ka siin on maksev lause :

hiiperbol on iga telje suhtes siimmeetriline.

Tdenda sarnaselt kui ellipsi juures, et

PF' — PF = 2a!

Hiiperboll punkti kauguste vahe tulipunktidest vordub reaalse
teljega.

Ulesanne 110. Ehita

a) tulipunktid,

#) hiiperbol punkti kaupa eelmise definitsiooni jérele, kui mdlemad
teljed on antud!

§ 24. Paraabol loikjoonena.

Et VI juhtumust (joonis 34) saada, peame ldikava tasapinna! &
paralleelselt mdne koonuse puutuja-tasapinnaga asetama. Puutuja-tasa-
pind punktis U (joonis 39) on médratud kujutavjoone US ja selle puu-
tuja-joone 7 libi, mis alusringi G punktis U puutub. See puutuja-tasa-
pind on perpendikulaarne telgldikega SUO = &”. (Mispirast?) Siin on
meil ainult the Dandelin’i keraga K tegemist, mis tasapinda-@
punktis F ja koonust mooda ringjoont Q puutub, mille tasapind & ka
on perpendikulaarne tasapinnaga & (Mispirast?) ja tasapinda @ sirg-
joont MN mooda 10ikab. Seepdrast on AN perpendikulaarne tasa-
pinnaga @ ja seepdrast ka joonega /L, mida miooda € ja @ ldiguvad.

G



Kui mdnest kdverjoone punktist P (mistahes kujutavjoone SE ja tasapinna
@ loikepunktist) perpendikulaari PB joonele MN laseme, siis on
PB||IL,
US || IL (Mispérast ?)

jarelikult PB|| US.

Kui labi P tasapinnaga ¢ paralleelse tasapinna kujutame, mis koo-
nusel ringjoone G’ vilja 10ikab, siis peavad nende paralleeliste tasapin-
dade vahel asuvate paralleel-
joonte PB ja US osad vOrdsed
olema:

1) PB = VW.

Punktist P on kaks puu-
tujat kerale K tommatud. Et
nad molemad vdrdsed on,
siis on

2) PF = PH = VW.

Vordustest 1) ja 2)saame

PR="PH,
s. t. kdverjoone punkti P kau-
gus puutumispunktist F on
sama suur kui ta kaugus 10ik-
joonest MN.

See on kdverjoone C iga
punkti P kohta maksev; siit
saame

paraaboli definitsiooni: g A

Paraabol on koverjoon Joonis 39.
selle omadusega, et iga ta
punkt iihel kaugusel asub kindlast punktist F, paraaboli tulipunktist, ja

_kindlast sirgjoonest D, paraaboli juhtjoonest.

Selle joone mehhaaniline kujutamine paraabolograafi abil.

Joonlaua X (joonis 40) otsa on perpendikulaarselt teine joonlaud
kinnitet, mis voib sirgjoont G mooda litkuda, nii et joonlauda X v&ib
ainult paralleelselt iseenesele ille viia. Joonlaua X iihte punkti 7 ja
punkti F on noor kinnitet. Kui pliiatsi tipp P joonlauda méodda nii
liigub, et noor alati pingul on, siis joonetab P paraaboli

Kui moodame noori pikkuse 7P+ PF joonlaual punktist 7, siis
saame punti V. Joonlaua liilkumisel kujutab V sirgjoont D || G.

Seejuures on

PE — PV,
nii et D on juhtjoon ja saadud kdverjoon tdesti paraabol.
Kui joonlaud libi liheb punktist F, siis saame tipu A;
5 : AR=AF 8. 1,
paraaboli tipp 10ikab pooleks joonlGigu tulipunkti
ja juhtjoone vahel

e B



Labi F juhtjoonele tdmmatud ristjoon on paraaboli telz. Tema
suhtes on kdverjoon siimmeetriline.

Ulesanne 111. Ehita punkti kaupa paraabol, mille tulipunkt ja juht-
joon on antud! ‘

Tulipunktisi perpendikulaarselt teljega libitdmmatud pool sidejoont
CC’ nimetakse paraaboli parameetriks ja tihendakse p. *)

Siis on
CC’ =2FC = 2FR = 4AF =2 p;

\

tulipunkti. kaugus on AF=—.‘_;-

| x o %
i- v 7
5
4 -
R
e
@
D
e TS
Joonis 40.

Saavutuste kokkuvote.

Ellipsi, hiiperboli ja paraaboli saime piistkoonuse 1dikena tasapin-
naga; seepdrast nimetakse neid koonusldigeteks. [Ringjoon on ellipsi
erajuhtumus (kui molemad teljed on vordsed)].

Dandelin’i-Quetelet? (loe: ketelee) lause: :

Iga tasapind, mis libi ei lihe piistkoonuse tipust, 15ikab seda koo-
nusloiget modda, mille tulipunktid leiame loikaja tasapinna puutumis-
punktidena nende keradega, mis nii koonuspinda kui ka loikavat tasa-
pinda puutuvad **),

*) Siin tihendab ,parameeter® jiddavat suurust, kuna selle sinaga enne
geomeetriliste kohtade juures § § 15 ja 20 muutujat tihendati. ~

**) Ka kaldringkoonus ldigatakse tasapinnaga, mis ta tipust 14bi ei lihe, ellipsi,
hiiperbolit v0i paraabolit mooda. Dandelin’i keri ei saa sel korral ehitada.
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§ 25. Paraaboli tipp-vorrand.

Valime paraaboli telje X-teljeks ja puutuja libi pﬁraaboli tipu ¥
teljeks (joonis 41). Parameeter on p; siis tulipunkti F kui ka juhtjoone

D kaugus Y-teljest on g

Paraaboli definitsiooni jérele (§ 24) on igas punktis P [ =

r =P

X 2 i it P :
_ teisiti ]/y +(x ?) x—{—,é.

Sellest saame paraaboli tipp-vorrandina
Yy =2 px:
Vorrandi y — + ]/ 2 px uurimine.
Igale positiivsele x vidrtusele vastavad kaks
y viadirtust vastupidiste mérkidega, s. t. kdver-
joonon'X-telje suhtes simmeetriline.
Negatiivistele x vidrtustele vastab imagi-

naarne y, s.t. kdverjoon asub taielikult

paremal pool Y-telge.
x=o0 annab y=oo0;
kdverjoon ldheb Idpmatusse.
=0 annab y=0;
kOverjoon ldaheb algpunktist ldbi,
p

%= annab y = + p.

s

Joonis 41.

Ulesanne 112. Siie paraaboli vorrand, kui on antud

a) tulipunkti kaugus tipust AF =%;

B) kdverjoone iihe punkti P koordinaadid

9
6

Missugused lahendused lubab igaiiks neist iilesandeist, kui eeldakse
ainult, et liks koordinaadi telg paraaboli telg ja algpunkt paraaboli tipp on?
3 S

Ulesanne 113. Missugused on jirgmiste vdrrandite 1dbi esitet
parasbolite seisud? Missugused on tulipunkti koordinaadid ja missugune

on juhtjoone vdrrand?

S P ==TOR y)x?—|—5%y=0
By =—12x ~ Rt

Paraaboli ehitamine tipp-vorrandi abil.

¥ == R p e

gl <



Paraaboli erilised seisud.

Y & ¥
7]
X % X X
y2=—2px X =2py x? =—2py
Joonis- 42.

Ordinaat y on keskmine proportsionaalne p ja 2x vahel ja me leiame
ta tdisnurkse kolmnurga kdorgusena, mis hiipotenuusi 10ikab osadeks
p ja 2x. Kui valime mistahes abstsissi AB=x (joonis 43) ja X-teljel
punktist B moddame BD=p ja BE= 2x, siis 10ikab ldbimddodule ED
ehitet ringjoon K punktist B X-teljele tommatud perpendikulaari kahes
paraaboli punktis P ja P;,.

Jareldus. Punkti D abstsiss on x;, = x 4 p,

= E - p g == — X
nii on ringi K keskpunkti abstsiss
P R Lo Y o
EERTR R
s. t. tulipunkt Foniga ehitus-
ringi K keskpunkt; sellest leiame
jirgmise ehitusviisi:

1) jooneta tulipunkti F imber tthis- £l |
kesksed ringid ; AR ¥

2) mddda dra iga labimdddu ots-
punktist D selle peal joonldik DB=p
keskpunkti poole ;! K

3) siis 16ikab punktist B libimdd- 1
dule (teljele) tommatud ristjoon iga
ringjoont kahes paraaboli punktis Pja P .

Ehita paraabol selle ehitusviisi jérele !

Joonis 43.

§ 26. - Ellipsi keskpunkt-vorrand.
Kui ellipsi teljed valitakse koordinaatide telgedeks (joonis 44), siis

on ellipsi keskpunkt algpunktis. Kdverjoone punkti P ; kohta peab defi-

nitsiooni (§ 22) jirele maksev olema vOrdus

R T



PF+4 PF;, =2 a; ehk
Ve—xp+y+) et+sr+yr=2a
Kui teise ruutjuure eraldame ja selle jirele vGtame vorrandi teise
astmesse, siis saame

ex—a2=—a]/(e—x)9 +72

a2—e?

Ja siit a® —e? = x2 4 y2
Tahele pannes, et a?— e? — b2, leiame ellipsi keskpunkt-vorrandina
XQ y2 ¢
@ !

kui ellipisi poolteljed on a (X -teljel) ja b (Y-teljel).
Vorrandi y =+ — ]/ a®—x? uurimine.

Igale védrtusele |x| < a vastab kaks vidrtust y vastupidiste mir-
kidega; seepdrast on ellips Y
X-telje suhtes simmeet-
riline.

x=0 annaby=-4-9, s. t.
vihema telje 1opppunktid B
& By x= b Wb y=0
s.'t. suurema telje 10pppunktid
Aja Ay; |x| > a annab ima-
ginaarsed védrtused y, s. t.
kdverjoone reaaliste
punktide abstsissid on
kdik —a ja +a vahel

X = i_ % l/ b2 —y2 Joonis 44.

niitab, et ellips ka Y-telje suhtes siimmeetriline on ja
et kdverjoone reaaliste punktide ordinaadid —& ja + &
vahel on.

. A b l/ 2 b2
Kui x=e¢, siis y=-+4 — a?— e = +4—
a . a
Seepirast on sidejoone pikkus, mis tulipunktist 1dbi perpendikulaar-
2
selt X-teljega ldheb, 2—2—=2p, kusjuures p (pool sidejoont) ka siin

parameetriks nimetakse.

Erijubtumus. Kui a=25, s. t. kui poolteljed on vordsed, siis
muutub keskpunkt-vorrand jargmiseks :

Xx? e
P g e Y
ehk x? | y2 = a?%

R e



See on ringl vOrrand raadiusega a. Ringi peale vdime seepirast
kui ellipsi erijuhtumuse peale vaadata.

Ulesanne 114. Missugune on ellipsi keskpunkt-vorrand, kui antud on
a) suurem pooltelg @ = 17 ja ekstsentrisus e =15;
B) pooltelgede summa a - & =50 ja e= 40;

7) parameeter p — 113 jae=—12;

0) kaks ellipsi punkti P, { 3,6 4 5 ll — g,§

Missugused on igas juhtumuses tulipunktide koordinaadid ?

~ Ulesanne 115. Ellipsil g% - %:l asuval punktil Pon abstsiss 4
ja ordinaat positiivne. ; :
a) Missugused on kiirte vorrandid, mis P tulipunktidega uhendavad?
#) Kui pikk on igaiiks neist kiirtest?

Ulesanne 116. Missugune on ellipsi vOrrand, milles joonldikude
summa, mis ellipsi punkti tulipunktidega iihendavad, kolm korda nii suur
on kui tulipunktide kaugus ? (Antud olgu a voi e)

Ellipsl konstruktsioon keskpunkt vﬁrrandi abil.

Lahendades keskpunkt-vbrrandl + == 1 muutuja y suhtes saame
y Yl = l/ az— X,
c a :
8 iy
P Pannes 1) ]/a”—xz ==
| Rg 2 A% leiame 2) y:v=1b:a,
y i nii et » voib tdisnurkse /A OCE
G , (joonis 45) kaatetina CE leida;
A 3 oy A4 " kolmnurga OCE iiks kaatet on
* OE = x ja hiipotenuus OC = a.

y leiame joonldiguna DG,
proportsionaaliste joonldikude lau-
- se pohjal, kui OD = b teeme ja
Joonis 45. DG | CE tombame. Libi D X-tel-

Jele tommatud paralleeljoon 1dikab

5,

CE ellipsi punktis P.

Otstarbekohasema . ehitamise jarjekorra annab jirgmine viis
(joonis 46):

1) Jooneta keskpunkti O {imber ringjooned K raadiusega a ja K’
raadiusega b.

2) Mistahes kiir libi O Ioikab K punktis C ja K’ punktis D.

3) Punktist D poolteljele @ tommatud paralleeljoon 16ikab punktist
C poolteljele 4 tdommatud paralleeljoont ellipsi punktis P.
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Jareldused.

1. Kui punktist P (joonis 45) tdmbame kiirega OC paraileelse joone,
siis 10ikab see X-telge punktis / ja Y-telge punktis J; seejuures on
PJ = OC = a (paralleelogrammis PJOC)
PH = 0D =58 1 ,, PHOD);
pirast mahaarvamist saame JH =
= a— b = jaidav.
Et see maksev on mistahes
- kiire OC paralleeljoone kohta, siis
saame jirgmise lause :

Kui mistahes joonloik HJ nii-
viisi liigub, et tema otspunktid ikka
ithe tiisnurga kiilgedelo jiiivad, siis
kujutab selle joonldigu mistahes
punkt @ (voi P ta pikendusel) ellipsi.

See lause annab ellipsi sirkli
pdhimotte ja seda voib sellek® tar-
vitada, et antud pooltelgede a ja &
abil ruttu joonetada ellipsi punktid Joonis 46.
jargmise metoodi jirele:

Sirgesti 1digatud paberiribal moddetakse #ira mdnest punktist P pik-
kus a punktini J ja & punktini A.

Kui niilid selle pabeririba nii asetame, et H ikka X-teljel ja / ikka
Y-teljel asub, siis annab P meile ellipsi punkti,
z mille pliiatsi tipuga paberil #ra tihendante.

Ulesanne 117. Jooneta selle metoodi jirele
pooltelgede a ja & abil antud ellips!

2. Joonisest 45 jirgneb ka veel et viime
leida punkti P ordinaadi

EPz2 gy —b« v
a ,
samale abstsissile x = OF vastava ringjoone
punkti C ordinaadist v=EC, kui v

Joonis 47.

jagame suhtes 14 >
a

Vdime ellipsi seepérast ka niiviisi saada, et jagame kdik ringjoone
ordinaadid samas suhtes; s.t. ellips on lﬁhenduse s vOi piken-
b<

1 on.
a>

Kujutame endale ette (joonis 48), et ellipsi tasapind on ringi K tasa-
pinnast Eiimber sirgjoone A4, nurga a vorra poordud, nji et ta seis &’
on. Koik kolmnurgad CEP on seejuures sarnased ja sarnase seisuga,
seepirast on ka koik {ihendusjooned CP paralleelsed ja ellips esineq
kui ringjoone K paralleelprojektsioon tasapinnale @.

duses joonetet ringjoon, vastavalt sellele, kas —
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§727. Hiiperboli keskpunkt-vdrrand.
Hiiperboli reaalne telg 2a valitakse X-teljeks, imaginaarne telg 24
Y-teljeks. Mone hiiperboli punkti P { _1): (joonis 49) kohta saame. § 23
definitsiooni pdhjal

PF, — PF =2 a.
Sarnasel teel kui § 26 saame hiiperboli keskpunkt-vOrrandina
x2 y2
¥Rk

NB! Mirk miinus on oluline!

Ulesanne. Uuri sarnaselt kui § 26 hiiperboli vorrand!

Kui x saab = oo, siis saab ka y lopmatu-suure véirtuse, s. t.
kdverjoonlihebldpmatusse. Et seda sihtileida, milles on 1dpmatu-

. \\
\
\ i %
"\ % \ N
\ , \,
\ x \ \
\ \ ) .,
\ \, 3
N \ ,
\ N *
\‘ \ \ \ o 8
- \ )
» a“ “ A N
\ E
" 5 5 % 3 .
a \ \
Pr s et BUNEE & o | 7
E - A A g
<1 Dsyeeert A
S g e
- -3 & = A
- i - 2
2o Fig - /' o

D, G

Joonis 48.

kauge punkt, méadratakse algpunkti ja l10pmatu-kauge punkti ithendus-

joone sihitegur. Kui kdverjoone punkti P{’; ithendame punktiga O,
siis on {iihendusjoone vdrrand
B
£ % tg a.
Kui suurendame x ja I0puks l1dpmatu suureks teeme ja seejuures

x
leiame, et avaldusel lim 2 ) on midratud viidrtus, siis tdhendab
X=00 X

) lim = limes (piir) tdhendab selles kirjutusviisis, et tarvis on seda jao% vaartust
leida, mida ta ses piirjuhtumuses saab, kui x 1opmatu suureks kasvab.
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16pmatu-kauge hiiperboli punktisse tdmmatud sirgjoone sihitegurit.
Hiiperboli vdrrandist saame

y=+lva—a,

2
nilet - X:iglfl_%,
5 o > o a X
jarelikult  bmy . b
J Ao

s.t. saame hiiperbolil kaks sih-
ti l1pmatu-kaugetesse punkti-
desse. Nende sihitegurid on

B b
tg ao =E Ja tg aol-:‘—;.

Hiiperboli keskpunktist nende 16pma-
tu-kaugetesse punktidesse tommatud sirg-
jooni I ja II (joonis 50) nimetakse hiiper-
boli asiimptootideks. Nende vorrandid on

Joonis 49.

Do b
1. y__;x,]a ll.y_—;x.

Asiimptootide ehitamine.

Kui hiiperboli tippudest A ja A, tdmbame reaalsele teljele ristjooned
ja nendel dra moddame AC = A,C, = b, siis on sirgjooned OC ja. OCy

aslimptoodid.
Et OC=0C,=V a® + b>=e¢

£ on, siis 16ikab O iimber joonetet
e 7 ringjoon, mis tulipunktidest F ja
# ¥ F libi liheb, enne nimetet ristjoo-
: ni punktides C ja C,.
£ g Alr NB.! Kui tarvis onhii-
Ar perbolit joonetada, ehita-
5 taguesiteksasiimptoodid!*)
” Kui reaalne telg 2 a iihte
e langeb Y-teljega, siis on hiiperboli
Joonis 50 ik oo
: : s,
ol AT

Ulesanne 118.
antud on

Missugune on hiiperboli keskpunkt-vorrand, kui

a) reaalne pooltelg a =1,5 ja ekstsentrisus e =2,5;

‘5 Soovitav on paraaboli, ellipsi ja hiiperboli jaoks eeskujud kdvast
paberist valmistada, kus ka teljed ja tulipunktid, hiiperboli juures ka asiimptoodid ja

punktid C ja C, on #ra téhendet.



B) parameeter p = 2,25 ja e=:=5;
7) pooltelgede summa a + b =4,2 ja e=3;

—31 5
0) hiiperboli punktid Pl{ s Ja P2{ 92 P
= ; 3

Missugused on igas juhtumuses tulipunktide koordinaadid ?
Siie iga asiimptoodi vorrand!

Ulesanne 119, Hiiperboli asiimptootidel on vdrrandid y=1,6 x ja

y=—16 x. Missugune on hiiperboli vorrand, kui ta peab punktist
i }g 9 labi minema? Kui suur on parameeter?
{lesanne 120. Hiiperbolil
: 1447 81
asuv punkt P, mille abstsiss on x, = — 20 ja ordinaat negatiivne, ithen- -

dakse molemate tulipunktidega. Kui pikad on iihendusjooned ?

Ulesanne 121. Missugusel hiiperboli 24x2 —y® = 150 punktil on
jooned, mis teda tulipunktidega iihendavad, perpendikulaarsed ?

§ 28. Haruiihtlane hiiperbol.

Hiiperbol, mille molemad poolteljed @ ja & on vdrdsed, nimetakse
haruiihtlaseks hiiperboliks.

Ta vorrand on

2 2
% —~'31—’—2 —L=ehk X +H
x2 —y?= a2 /
Ta asiimptootide sihitegu- P B C
rid on
tga,=+1 ja tg a/= — 1. all€ {x:
Seepidrast on a, = 45°ja a,"= 135°. : 7 e
Joonise 50 tdisnurksed neli- &8 LF / X
nurgad OACB ja OA,C,B saavad £ a/ (g A\ JF
ruutudeks (joonis 51). N :
Haruiihtlase hiiperboli asiimp- B
toodid on perpendikulaarsed. Z
Nende vorrandid on ' &
[ x=yjall x=—3y I
ehk normaalkujul

+ ~ Joonis 51,
By 138 B !
L Fys=0ill 35/5=0

X

Hiiperboli mistahes punktil P y

on seepirast jargmised kaugused

astimptootidest :

RS oL



el

PR=f= V3 (punkti P kaugus asiimptoodist I),
x+y
PN = ol S —_VT ( » » » » II)-

Pirast kasvatamist leiame

E.n=x"—y"= a%)
9 5 gt

Haruiihtlasel hiiperbolil on tdisnurkse nelinurga pind, kus neli-
nurga kiilgedeks on hiiperboli punkti kaugused mdlemaist asiimptooti-
dest, — jiidav ja vordub reaalse pooltelje poole
ruaduga.

Kui me haruiihtlase hiiperboli asiimptoodid (joo-
nis 52) votame koordinaatide telgedeks, siis saab |
hiiperboli vorrand lihtsa kuju s

a2

x_y:-f

14

ehk iildiselt

xy = 0 = jaidav.
ses 2 : . o ! Joonis 52.
Niitus: Uhe ja sama gaasimassi isotermid.

§ 29. Sirgjoonte ja koonusldigete 16ikepunktid.

Kui sirgjoonel
L. y=mx+t
ja iihel koonusldikel
y? = px (paraabol),
et N :
2 + i 1 (ellips) ehk
2 2

: jzi? -—%’5 =1 (hiiperbol)
peab olema iiks ithine punkt, siis peavad selle koordinaadid rahuldama
vorrandi I ja ithe vorrandi II. Leiame seepirast need koordinaadid, kui
lahendame mdlemad vorrandid x ja y jirele. Kaotades nendest ndituseks
y, saame teise astme virrandi muutujaga x, mille juured vivad
olla reaalsed, ihtelangevad v3i imaginaarsed.

Sirgjoonel ja koonusldikel vdivad seepidrast iihised
olla kas kaks reaalist voi kaks iihtelangevat punkti vdi
mitte fikski reaalne punkt.  Esimeses juhtumuses on sirgjoon
koonusldike 13ikaja, teises juhtumuses on ta puutuja ja kolmandas juhtu-
muses ei 15ika ta koonusldiget iildse.

IL

#) Pahemal hiiperboli harul asuva punkti f’ jaoks peaks kauguse-valemites nime-
a
tajas mirgiks vOotma miinuse, nii et & n jalle 7 vorduks.
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Sirgjoon 13ikab ndnda koonusldiget kdige rohkem kahes
punktis, mispdrast ka oeldakse, et:

Ellips, hiiperbol ja paraabol on teise jirgu kdverjooned.

Ulesanne 122. Missugune on jargmiste sirgjoonte ja koonusldigete
vastastikune seis?

a) y*=4x ja 2x —y—12=0,
B) x* =21y . 2x — Ty —14=0,
N e=—2y 4 6x 4+ 5y — 15=0,
6)x2+4y—20=0 = 3% 42y — 10 =0,
€) 100+l—' 1 i 3x 48y 4 50 =0,

X

g) +y ” ‘Z_%"=I,

2 y2 2
n)? 6 =1 3 4x — 15y 430 =0,

2 M e

0)36 é‘:) ! » xV5+43y—3(5+3V 5)=0,

2 2

");i_z‘;_:l ” 3x—4y—9=0,

2 2
”)gz—é‘;‘*——l » 3x—y—36=0,

Igas juhtumuses jooneta kdverjoon ja sirgjoon koordinaadistikku!

Mirkus. Uhendus vorrand-opetusega. Kui antud on esimese astme vorrand
. ax4+by+c=0
jateiseastme virrand

Ax2+By2=0

; ehk Ax+ By2—=0
siis v0ime nad graafilisel teel nii lahendada, et vorrand I-ga esitet sirgjoone ja
Il-ga esitet koonusldike joonetame koordinaadistikku, mdlemate joonte 15ikepunktid otsime
janende koordinaadid mdddame. Nende arvulised suurused on siis antud vorrandite otsused.

Ulesanne 123. Lahenda jirgmised vorrandid graafilisel teel!

a) 9x2 4 16y2 — 144 7) 4x2—4y2 =9
x—y=1 4y —x =8

8) 9x2 — 4y2 = 36 0) 3y2—4x =0
6x—3y+4+8=0 3x -+ 2y =12.

Sarnasel teel vOib ka kaks lihtsat teise astme vdrrandit graafilisel
teel lahendada.

Ulesanne 124. Lahenda graafilisel teel:

a) 4x2 4 252 =100 B) 25x2 — 16y2 = 400
x24y?=9 X242 =381

y) x2 -+ 4y2 =36 0) 4x* —9y2 =236
2542 4 16y2 =400 9x2 4- 25y2 = 225

g) 9x2 —16y2 = 144 {) 25x2 — 9y2 =225
9x2 —4y2 =324 Y2 —a2=064
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§ 30. Koonusldigete puutujad.
A. Ellips ja hiiperbol.

Punktist P{ y° kui puutumispunktist libi on tarvis kdverjoonele puu-
tuja tdmmata ja selle puutuja v6rrand saada Antud on keskpunkt-vorrand
+ b2 =

Selles vdrrandis ja kblges jirgnevas lahenduses vastab f{ilem
mirk ellipsile ja alumine hiiperbolile.

Libi P tdmmatakse 1dikaja (joonis 53), mis kdverjoont mones tei-

ses punktis Q {;‘ 15ikab ; siis on iihendusjoone PQ vdrrand
 E
b S G - G
X — xo )Cl —xo 3
Loikaja PQ poordakse punkti P iimber, kuni Q punktiga P iihte
langeb ja siis toimetakse samuti nagu ringjoone juures lhk. 46.

P ja Q koordinaadid peavad kdverjoone vorrandi rahuldama, see-
pirast peab olema

e ¥ oo
Re o i o
Xo? ¥

s =l

Parast mahaarvamist leiame
(x; — Xo) (% + xo) (y '—J’o) (,Vx + %) L

a2 __— b‘]
G s b2
KRR, S i My oy W
: Xy — Xo x Nty @
Niitid muutub 15ikaja vorrand jirgmiseks :

2
y—yo=$—l—’—.-ﬂi——f—°(x——xo) : \f

a " yi+Yo -
Kui 16ikajat nii kaua P iimber p&o- /f .
rame, et Q ja P iihte langevad, nii et / | N g

X, =X, ja y=y, siis saame puutuja 1 £3 s
wvorrandi : K
A PR TS
y——yo—-}——a—z.—@;(x—xo) ehk > :
Xo (X — Xo) 4 Y (' —=db) . 0 Joonis 53.
a‘Z —_ b‘.’ -
Et P koverjoonel asub, siis on

Foo 4 =1
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Kokkuarvamisel saame

’;’2‘0 i y[;‘;o sl

Nii on

[ X,

| yo* ‘
+ yyo =l, :

puntnja vorrand puutumispunktis P |

ellipsil X0

- q XX ¥y,
hiiperbolil 5 — b20 =1,

. B. Paraabol.
Loikaja PQ vorrand on

e | GBS i uE

X —X, Xy — X
Et P ja Q on kdverjoone punktid, siis
P =2px
Yo' = 2px,

Pérast mahaarvamist saame
=) n+y) = 2p (%1 — xp)
ahy JLide /i 2P
X1— Xg n+y’

pii on PQ vdrrand
ot s 2p

X—Xx I+
Kui Q ja P laseme iihte langeda, siis on Y1=Y,; seepirast on

punktis P puutuja-joone vorrand

oy <
x - xo 2y0
ehk yy, —yl2=p (x — Xn)e
Niitid on aga Vol =2px,;

siit saame parast kokkuarvamist
paraaboli puutuja vérrandi puutumispunktiga 9
o
Yo=p (x4 x). |
i

C. Normaali vorrand.

Normaal N on puutumispunktist P { ;" puutuja-joonele 7" tdm-
0

matud ristjoon (joonis 54). Kui fga — m puutuja 7 sihitegur on, siis
on normaali N sihitegur
1

1
Chr—Weim R
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\

ja selle jirele puutamispunktist P{

0

;° libitdmmatud normaali vrrand

1
y—YO=—E(x—xo)-

Ulesanne 125. Missugused on
a) ellipsi,
B) hiiperboli ja
7) paraaboli
mnormaalide vdrrandid ?

Ulesanne 126. Punktis P peab
kdverjoonele C, mille vorrand on antud,
puutuja ja normaal tdmmatama.

Missugused on nende sirgete vor-
randid ?

a) C=16x2+425492—400=0;

£) CE4x2+9;v2—36=0;

) C=81 x4 2542 — 2025 =0 ;
¥) C=9x2—4y2—36—0;

€) C=16y>—25x2 —400=0;

£) Céx2—y2—16=0;

) C=y2—8x=0;

V) C=x>4+18y=0;

1)) C=18y*+5x=0;

P

P

j2)

P

P

P

Joonis 54.
Xi=3
n>0
x; >0
y=11
X, =—4
n<o
x, =—3L
»n>0
% =—3
>0
> Sl
»h=—3
X =2
»n>0
Xz )
n=—2=8
=il
=1

Ulesanne 127. Mispirast on jirgnevad sirgjooned G k6veljdonte

& puutujad ?

Missugused on puutumispunktide koordinaadid ?

a) G=8x—15y+50=0;
8) G=5x+2y+425=0;

7) G=39x—20y+4 144 =0;

— 69
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) G=9x—4y—T72=0; C=2y+36=0
) (=2x—y—4=0; C=y2432x=0
H G=5x+5y+6=0; C=5x2—24y=0.

Ulesanne 128. Missugused on jﬁf'gnevaile koonusldigetele tommatud
puutujate vorrandid, kui puutujad | X-teljega 135° nurga moodustavad 2

Missugused on puutumispunktide koordinaadid ?

a) x2=—1by

B) 16x21-992—144=0
i

M 35— 15 =

Ulesanne 129. Koverjoontele C on tarvis tdmmata puutujad paral-
leelselt sirgetega G. '

Missugused on puutujate vdrrandid ja puutumispunktide koordinaadid ?
S p ST = 5
2
8) 053—6—2——1=0; G=15x+8y—21=0
7) C=59*—16x=0; G=12x+15y+4+10=0.

Ulesanne 130. Missugused on punktist P antud kdverjoonele tSm-
matud puutujate vdrrandid?

2 e
a) ellips %+y2=l; P-{ :
&
x2 y2_- : £
p) hiiperbol 6 25=1; R 55,
: —3
7) paraabol y?—=6x; P{ ¥
2

Ulesanne 131. Niita, et punkt P antud koverjoonel asub! ' Sie
punktist P tulipunktidesse tdmmatud sirgete vorrandid ja nende sirgete
vahel olevate nurkade poolitajate vdrrandid! Niita, et iiks mneist pooli~
tajaist on puutuja ja teine normaal kdverjoone punktis P!

; o Ak Pl
a) ellips %+?_l, z P{2%

g B g l; P[vG%

p) hiiperbol 565 1

: %
7) paraabol y?=2 px; P{ y‘;

(Paraabolil on iiks P-st labitommatud tulipunkti-kiir paraaboli teljega paralleelne.p
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§ 31. Koonusldike-kujulised geomeetrilised kohad.

Ulesanne 132. Missugune on alusele a — 4 ehitet kolmnurkade
tippude geomeetriline koht, kui aluse juures olevad nurgad tingimuse
sin y = tg B rahuldavad?

(Vali a keskpunkt algpunktiks!)

Ulesanne 133. Alusele ¢ = 6 on kolmnurgad nii ehitet, et aluse juu-
res olevad nurgad tingimuse fga.fg #=Fk rahuldavad. Missugune on
tipu C geomeetriline koht ? ¢

9 9

(Vali ¢ keskpunkt algpunktiks!)

Ulesanne 134. Kus asuvad alusjoonele ¢ ehitet kolmnurkade tipud,
kui nendes kolmnurkades 4 #2 + 5 22 = ¢?, kus 7_ kiiljepoolitajat ja & kor-
gust labi C tédhendab?

(Joonetamiseks vita ¢ =12 cm.)

Ulesanne 135. Antud joonldiga AB = 2a keskpunkt olgu C. Mis-
sugune on punkti P geomeetriline koht, mille kaugus punktist C on kesk-
mine proportsionaalne ta kauguste vahel punktidest A ja B?

Ulesanne 136. Muutuvas kolmnurgas on alus ¢ ja molema teise
kiilje vahe 4 ja#dav. Missugune on kolmnurga raskus-keskpunkti geo-
meetriline koht ?

(Joonetamiseks vita ¢ =15 ecm; d=9 cm.)

Ulesanne 137. Muutuvas kolmnurgas on alus g ja imbermddt u
jiddav. Missugune on ta raskus-keskpunkti geomeetriline koht ?
(Joonetamiseks vota g= 12 cm, u =27 cm.)

Ulesanne 138. Ringis K on paralleelsed sidejooned tdmmatud. Mis-
sugune on punkti P geomeetriline koht, mis jaotab need sidejooned suh-
tesm:n (2:3)?

Ulesanne 139. Suurele ellipsi teljele on kolmnurgad ehitet, millede
tipud ellipsil asuvad. Missugune on nende kolmnurkade kdrguste ldike-
punkti geomeetriline koht ?

: Ulesanne 140. Ringis raadiusega r on tdmmatud libimddduga AB
perpendikulaarne sidejoon, mis ringjoont punktides C ja D ldikab. Mis-
sugune on iithendusjoonte AD ja BC ldikepunkti P geomeetriline ' koht,
kui sidejoon 18bimdstu mosda liigub ? :

Ulesanne 141. Ruudu ABCD, mille kiilg 2a, diagonaalide 1dikepunkt

O on tdisnurga tipp. Kui see tdisnurk punkti O {imber piosrdub, siis

‘1oikavad ta kiiljed sirgjoont AB punktides £ ja F. Missugune on CE
ja DF 161kepunkt1 geomeetrlhne koht? (Vali O algpunktlks )
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Ulesanne 142. Sirgjoon liigub nii, et ta alati 16ikab koordinaatide
telgedest kolmnurka AOB jitdava pinnasuurusega a®. Missugust joont
modda liigub sirgjoone AB punkt P, mis jaotab AB suhtes A?

(Vota joonetamiseks a =5 cm; 4 — Tlf-)

Ulesanne 143. Sarikkolmnurga OBA vordistel killgedel on jiadav
pikkus 5. Alusjoon OB asub alati X-teljel otsaga O algpunktis, kuna
punkt B liigub mosda X-telge. Missugune on AB-l asuva punkti P
geemeetriline koht, kui P jagab AB suhtes 1?

(Joonetamisel olgu 6=35¢cm.; 1 = —2-.)

§ 32. Sega-iilesanded koonusloigetest.

Ulesanne 144. Mispirast puutub sirgjoon G kdverjoont C? Miira
sirgega G perpendikulaarse puutuja 7 vorrand ja puutumispunkt.

a) C=y2—8x=0 G=x—2y+8=0
AT G YTy o
B C=pt o —1=0; G=xV10—2y+34=0

¢
7 C:ﬁ_ﬁ_lzo; G=xV1,7—y+415=0.

Néita, et 7 ja G ldikepunkt asub juhtumuses

a) juhtjoonel,
B8) ringjoonel x2 4 y2 = 154 peal,
7) ringjoonel x? 4 y2 = 106 peal!

Ulesanne 145. Missugused paraaboli y? 4+ 20x =0 puutujad moo-
dustavad nende puutumispunktide sidejoonega tiisnurkse sarikkolmnurga ?
Miiira kolmnurga tippude koordinaadid ja kolmnurga pinnasuurus !

Ulesanne 146. Miiira paraaboli teljel see punkt Q, millest kdver-
Joonele tdmmatud puutujad puutumispunktidest libimineva sidejoonega
vordkiilgse kolmnurga moodustavad ! \

Ulesanne 147. Leia see paraaboli punkt, millest labitdmmatud puu-
tuja ja normaal moodustavad X-teljega sarikkolmnurga !

Ulesanne 148. Sirgjoone 2x —y — 6 =0 ja paraaboli y®—6x 10i-
kepunktides on tdmmatud puutujad. Kui suur on kolme sirgega pii-
ratud kolmnurga pind ?

Ulesanne 149. Ellipsisse 3x244y®— 12=0 on tarvis joonetada
vordkillgne kolmnurk ndnda, et iiks ta tipp asuks vihema telje otsas.
Missugused on teiste tippude koordinaadid ja kui suur on kolmnurga pind ?
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Ulesanne 150. Hiiperbolisse 256 x? —192y2=25 on tarvis joo-
netada vordkiilgne kolmnurk ndnda, et iiks ta tipp oleks pahempoolsel
hiiperboli tipul. Missugused on kolmnurga teiste tippude koordinaadid
ja kui suur on kolmnurga pind?

Ulesanne 151. Ellipsisse b2 x2 4 a2y =4a2b? tuleb joonetada ruut.
Missugused on ta kiilgede vorrandid ja kui suur on ta pind?

Ulesanne 152. Miiira selle ruudu tipud, mida vdib joonetada
sl
16 18

Ulesanne 153. Koverjoone 9 x2— 1632 — 144 =0 negatuvsel X-teljel
asuvast tulipunktist 7 on 1dbi tommatud abstsisside teljega perpendikulaarne
sidejoon CC’. Missugune on punktidest C ja C’ ldbimineva paraaboli
vorrand, kui paraaboli tipp asub antud kdverjoone keskpunktis?

Midra punktides C ja C’ antud kdverjoonele kui ka paraabolile
tommatud puutujate vorrandid!

Ulesanne 154. Antud on ellips pooltelgedega 5 ja 4. Ta - X-teljel
asuv tulipunkt on {ihtlasi paraaboli tulipunkt, mille tipp asub ellipsi kesk-
punktis. Missugustes punktides 10iguvad mdlemad koonusldiked ja mis-
sugused on ldikepunktidest labitdmmatud puutujate vdrrandid ?

Ulesanne 155. Mingile abstsissile x, vastavad antud ellipsil punkt
P ja ringjoonel, mis suure telje kui l&bimdddu peal joonetet, punkt P;.
Tdenda, et ellipsi punkti P puutuja 7 ja ringjoone punkti P, puutuja
7, X-telje iihes punktis ldiguvad!

Ulesanne 156. Tdenda, a) et puutujad, mis paraaboli juhtjoone iihest
punktist vdib tdmmata sellele paraabolile, on perpendikulaarsed,

B) et niisuguste puutuja-joonte puutumispunktide ithendusjoon liheb
tulipunktist labi.

Ulesanne 157. o) Paraaboli tipust O lastakse mdnele puutujale rist-
joon ON ja pikendakse see teise l0ikepunktini P kdverjoonega. Kui suur
on kasvatis ON . OP?

B) Missugune on selle iilesande lahendus, kui paraaboli asemel
votame hiiperboli keskpunktiga O?

Ulesanne 158. Kui suur on hiiperboli tulipunkti kaugus asimptoodist ?

Tdenda, et hiiperboli punkti P kauguste kasvatis asiimptootidest
on jaddav!

Ulesanne 159. Niita, et puutumispunkt pooleks jagab joonldigu,
mille mdlemad asiimptoodid hiiperboli puutujast vilja 16ikavad.

hiiperbolisse

Ulesanne 160. Missugustest kéverjoone C punktidest nieme ta tuli-
punktide kauguse 90° nurga all?

a) c._45+ =0
X2 _y_“*_ S
B C=i{r—F&—1=0.



- Ulesanne 161. Missugustes punktides 1dikab ringjoon K koonus-
1diget C?

a) K=25x24 25y —289=0; CETFFT_I:O
x2 y?

B) K=144x24 144> —2929=0; Em—g——l:O

) K=x*49?+4+34y=0; C=x*4+9y=0

Ulesanne 162. Missugune on paraaboli tipp-vorrand, mille sisse
v0ime joonetada .

a) sarikkolmnurga alusega 24 ja kdrgusega 18,
B) vordkiilgse kolmnurga kiiljega 8, nii et ta tipp asuks paraaboli
tipus ja korgus teljega iihte langeks?

Ulesanne 163. Missugune on paraaboli tipp-vorrand, mille telg X-tel-
jel ja tipp algpunktis asub ja mille puutujaks on sirgjoon x —4y -+ 8=0?
Ulesanne 164. Missugune on ellipsi keskpunkt-vorrand, mille puu-
tujaks on sirgjoon x + 4 y — 25 =0 ja mille tulipunktide kaugus on 20 V2?

Ulesanne 165. Leida hiiperboli keskpunkt-vorrand, mida sirgjoon
25 x — 12 y = 45 puutub punktis abstsissiga 5?

Ulesanne 166. «) Ellipsi, mille telgedeks on koordinaatide teljed,

2 L

puutub punktis P2,/ sirgjoonega G=4x +3 9V 5 —4=0 nparal
3

leelne sirgjoon.

Missugune on ellipsi vérrand? Kui suur on p ja e?
3

B) Sama iilesanne lahendada hiiperboli kohta, kui on P {_337 ja

G=2x+21y—420=0.
Leida asiimptootide vdrrandid.

{Ullesanne 167. Paraabol X-teljel asuva teljega puutub Y-telge ja
sirgjoont G=5x—2y+2=0. Missugune on «) paraaboli vdrrand,
p) juhtjoone vdrrand, y) normaalide vorrandid, mis on punktist Iibi tdm-
matud, kus G paraabolit puutub?

Ulesanne 168. Ellipsil, mille teljed koordinaatide telgedega iihte
langevad, on e : a= 0,6 ; seda ellipsi puutub sirgjoon G=6x+410y +25=0.
_Missugune on ellipsi vorrand? Missugune peab c olema, et ka sirge
L=8x—cy—25=0 ellipsi puutuks 2 Kus asub elhps1 ja L puutu-
mispunkt ? ,

Geomeetrilised kohad.

Ulesanne 169. Missugune on nende punktide geomeetriline koht,
millede kauguste suhe kindlast punktist F ja kindlast sirgest G on jii-
dav ja vordne m:n? '

oy L



a)F{—i G=x—4=0 min=1:1
B)F{g G=x—16=0 min=3:4

?) F{IZ G=7y—50=0  m:n=7:5

2 o
Ulesanne 170. Antud on punkt B { d,.milles muutuva sarikkolm-

nurga ABC (alus on BC) tipp B alati asub, kuna tipp 4 X-teljel udnda
liigub, et kiilg AC alati selle teljega perpendikulaarne on. Missugusel
joonel liigub tipp C?

Ulesanne 171. Tdenda, et paraaboli tulipunktist ta puutujaile lastud
perpendikulaaride aluspunktid paraaboli tipust labitdmmatud puutujal
asuvad.

Ulesanne 172. Parallelogramm OABC on nénda tehtud 4 pulgast
pikkustega a ja b, et nad vdivad tippudest poorduda. Tipp O asub muu-
tumatult algpunktis. Kui niiiid see nelinurk ndnda liigub, et X-telg alati
parallelogrammi nurga AOC poolitab, siis kujutab neljas tipp B ellipsi
pooltelgedega a + b ja a — b. Tdenda see! :

Ulesanne 173. Alusele AB = on ehitet kolmnurgad ABC, milledes
korgusele %. ehitet ruut on kaks korda nii suur kui tdisnurkne nelinurk,
mille kiilgedeks on korguse libi jaotet alusjoone osad. Missugusel joo-
nel asuvad nende kolmnurkade tipud C? (Algpunktiks vali ¢ keskpunkt.)

Ulesanne 174. Alusjoonele ¢ — 6 on kolmnurgad ehitet, millede nur-
gad aluse juures rahuldavad tingimuse /g a.fgf =Fk. Missugune on
tipu C geomeetriline koht?

9 9

l)k-—I 2)k=+1—6.

(Algpunktiks vali ¢ keskpunkt.)

Ulesanne 175. Antud on kolm sirgjoont G, =25y — 96 =0;
G,=3x+4y—12=0ja Gg=3x—4y +12=0. Kus asuvad kdik
punktid, millede kauguste ruut sirgest G, vdrdub kauguste ruutude sum-
maga sirgetest G, ja G3?

Ulesanne 176. Missugune on nende ringide keskpunktide geomeetri-
line koht, mis

a) sirgjoont G=x+a =0 ja :

ringjoont K=x2+y*—2x(a+r)+ a®>+2ar=0
‘viljastpoolt puutuvad,
B) sirgjoont G=x +r+a=0 ja .
ringjoont K= (x—a)’4+y?>—r*=0
nii puntuvad, et ring K nende sisse ji#b?

T



Ulesanne 177. Paraaboli y2 = 2px kulgevast punktist P lastakse
Juhtjoonele D ristjoon PV ja iihendakse punktid V, P ja F. Missugune
on kolmnurga PVF raskus-keskpunkti geomeetriline koht ?

Ulesanne 178. ElllpSl + = 1 kulgevast punktist P libitommatud

puutuja 16ikab Y-telge punktls Q. Missugune on kolmnurga PQO (O on
algpunkt) korguste -16ikepunkti geomeetriline koht?

Ulesanne 179. Punkt P, mis kulgeb haruiihtlase hiiperboli x%— y?=ga?,
ihendakse hiiperboli tippudega A ja A’. Missugust joont kujutab siis
[\ PAA’ korguste 16ikepunkt ?

Ajaloolised teated.

Koonusldigete leidjana mainitakse Mendchmust (350 a. iimber e. Kr.), Plato
(429—348 e. Kr.) Opilast. Ta Idikas piist-ringkoonust tasapinnaga perpendikulaarselt iihe
kujutavjoonega ja sai, selle jirele, kas nurk telje ja kujutavjoone vahel véhem,
vordne vOi suurem oli kui pool tdisnurka, kolm erinevat joont, mida ,teravnurkse, tais-
nurkse ja niirinurkse koonuse 1digeteks nimetati.

Matemaatika, mis alles Pythagorase (580—501 e. Kr.) ldbi péris teaduqeks sai,
arenes suuresti ta kuulsast koolist tulnud Opilaste ajal. Pythagorase jareltulijate juures
leiame teiste hulgas jargmised iilesanded:

Antud on parallelogramm AA;D,D kiilgedega AD —=p; AA; = 2a ja nurgaga o
(joonis 55). Kiilje AD kiilge peab teine antud pinnasuurusega parallelogramm ACEG,
nurgaga a, asetama. Olenedes AC pikkusest saab teine kiilg olema AG =p ehk AG' <p.
ehk AG’” > p; s.t., kui me parallelogrammi AC’E’G’ p kiilge paneme, siis jadb joon-
Idigust p osa G’D iile, kuna aga parallelogrammi AC’”E’’ G’/ kiilg AG’’ osa DG" virra, iile p
ulatab. Kui AG =p, siis langeb parallelogrammi ACEG kiilg just kiiljega p iihte. Ses

juhtumuses on sdetud iilesandel ainult iiks vastus. Kui aga AG § p on, siis saame

Iopmatu palju lahendusi. Voime seepirast parallelogrammi kohta veel iihe tingimuse ette

£m Gn E"

panna, mis Pythagorase jireltuli-
jail on see, et ,puuduv“ parallelo-
gramm G’E’'F’D ja ,ile ulatav“
parallelogramm G’/ E’/F’’ D sarnane
peab olema antud parallelogrammiga
AA;D;D. Selle tingimuse pérast
peab tipp E” ja, kui parallelogrammi
AC'’E”(G’" asetame teisel pool p
kohale C'’’AG'/E"’’, ka tipp E'Y

asuma diagonaalil DA, ehk tema 7 A\__CC C' ARy
pikendusel ; siis on ainult iiks nel- =
jas punkt E ja ainult iiks iilesande Joonis 55.

lahendus olemas.

Kolm nimetet iilesannet on Pythagorase koolist pirit ja on Euklidese (300 a.
imber e. Kr. Aleksandrias) poolt ta ,Elementides® iiles tihendet. Ta tarvitas seejuures
sOnu élAeimew (elleipein), s. t. iile jitma, dmwegfdAiewy (hiiperballein), s. t. iile ulatama ja
magafdiiew (paraballein), s. t. kiilge panema.

Kui valime a=90% nii et nelinurk A4,D,D tiisnurkne on, ja need kolm iilesan-
net iimber ptorame, nii et me mitte pinnasuurust antuna ei vota, vaid AC = x vabalt
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médrame, siis vOib joonldiku y ikka ndnda joonetada, et ta peale ehitet ruut vor-
dub antud tédisnurkse nelinurgaga ACEG. Asetades leitud Jjoonldigu y punktist
C Xkiiljele AC tommatud ristjoonele iiles- ja allapoole, saame teatud koverjoonte punktid.
Nende kdverjoonte tekkimine iilemal antud iilesannete i{imberpgormisest on leitud alles
parast Euklidest. Nende samasuse koonusldigetega leidis Apollonius Pergast (250 ja
200 a. vahel e. Kr. Aleksandrias, pirast Pergas). See ,suur geomeeter* nimetas neid
iihenduse pérast eelpoolnimetet iilesandega ellipsiks, hiiperboliks ja paraaboliks. Ka
nditas ta, et kdik need koonusloiked viime saada samal piist- voi kaldkoonusel. Ta
kirjutas kOik, mis vanemate GOpetlaste, nagu Menschmuse, Aristduse, Euklidese
Jja teiste poolt oli leitud, 8 raamatusse ,koonusldigete* iile, milledest aga ainult 7 alles
on ja#dnud.



Il jagu.

Differentsiaalarvamise elemendid.

§ 33. Piiri moiste.

1. Jargmistes arvuderidades
e 1Y 1,99 1,999 19009 ..
0. 21 2,01 2,001 2000k &5 5
e U T e e B o s |
vdib moodustamisseadust kui tahes kaugele edasi viia. Jouame ikka
uute arvsuuruste juure, mis seda vihem erinevad iihest teatud suuru-
sest (antud korral 2-est), mida kaugemale me laheme.

Niituses I on iga jirgmine arv eelmisest suurem, ndituses II vi-
hem, kuna ndituses Il esimene suurem on kui 2, teine vihem kui 2,
kolmas suurem kui 2 jne. Igas juhtumuses erineb iga jirgmine suurus
ikka vihem arvust 2 kui eelmine. Seepirast tuleme midratud ar-
vule 2 ikka lihemale, jouame ta juure aga alles siis, kui me rea moo-
dustamisseadust 10pmatu palju kordi tarvitusele vdtame. Seepirast
veldakse, et arv 2 on piir (limes), millele muutuva arvu suurus ikka °
rohkem ldheneb. -

Kui iildisel kujul tihendame siifirases arvureas teineteisele jirgnevad
suurused

Bl Bas s s L
ja piir-suuruse, millele need arvud edeneva arenemisega ikka rohkem
lshenevad, tihega a, siis nieme, jet kiillalt kaugel rea algusest olev
suurus u, piir-suurusest a lahku liheb vihem kui kuitahes viikse arvu
h vorra, s. t. et
u, —a<<h on
Siis kirjutakse

lim u, =a.
n=~oo
2. Mida suurema » vOtame rea
1 1 1 1 1
it PR e o RS R
summa moodustamisel, seda suuremaks saab S; niituseks kui
n=1 siis saame S; =5 =05

1 o N= —;——}—-}:%:0,75
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n=3 siis saame S;= 5 4+ § = I =087
n=4 » Si= F {5 =12=0,9375
n=5 , , Sg=1r+ 5 =31=096875 jne.

Iga jirgmise summa suurus on iihe liikme vdrra suurem. Et aga
iga jirgmine juurearvatav liige ikka viiksemaks ja
viiksemaks jidb, siis muutub » suurenemisega summa ikka vihem.
Kui ~ piiramatult kasvab, siis ei lihe summa mitte suuremaks kui iga
antud arv, vaid liheneb ikka rohkem teatud vidrtusele, millest ta. kunagi
ei suurepe. Sellest annab niitliku ettekujutuse joonis 56. Joon-

16ik AB=1 on poolitet, iilejisk jille £

poolitet jne. Nonda saame iileval antud 4& I—t—8
rea liikkmed 4, §, 5. ... joonldikudena, g nsgiv il
ja et need teineteise kdrval asuvad, siis on Joonis 56.

ka niha koik teineteisele jirgnevad summa suurused S, S,, ARG
Kujutame endale ette, et iilejisigi poolitamine 16pmatu kaua edasi kestab,
siis néeme, et selle rea liilkmete summa ei muutu mitte 15pmatu suureks,
vaid liheneb arvule iiks. Me tuleme punktile B ikka lihemale, jouame
aga piris selle punktini alles siis, kui mainitud tehet l5pmatu palju
kordame.

Seepiirast Geldakse, et arv 1 on tihendet rea summa piir 1opmatu-
suure n juures, ja kirjutakse seda nii:

; y/ 1 1 1 1
e Bl S S D -
n=moo(2 Tetstet +2n) .
Sarnaselt nimetakse harilik murd } Iopmatu kiimnend-murru
0,333 . . . . piiriks. 0,333 . .. v0ib avaldada rea niol T’
3 3 3 3
URE U RS T U T on
[kus n = oc]. Seda kirjutakse ndnda
' lim (i Fan Dok
n=oo\10+102+103+ """ +10n 3

Mslemais niitustes esineb liikmete arvuga muutuv summa suu-
rus liikmete arvu ~ funktsioonina. Tundemirk, et summa suurus kindlale
piirsuurusele liheneb, seisab selles, et vdimalik on leida niisugust arvu, et
selle arvu jaiga muutuva summa suuruse vahe absoluutne suurus viikse-
maks jitib kui mistahes viike positiivne arv.

3. Kui ringjoonele raadiusega r ko rrapirase n-nurga sisse
voi imber joonetame, siis v3ib kasvava kiilgede arvuga n vahet sisse-
voi limberjoonetet hulknurga imbermdddu ja ringjoone pikkuse vahel kui
tahes viikseks teha. Me voime seepirast vaadata ringjoone
pikkuse peale kui sisse- voi iimberjoonetet n-nurga iimbermdddu piiri
peale, kui 7 = oo saab.
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Sissejoonetet korrapirase n-nurkse kiilje pikkus on

: 0
s=2r.sin 1%0—, ja iimbermdot
- 1800
U=2nr.sin—.
n

Selle piir on ringjoon
U=2xnT.

Voime seepirast arvu m = 3,14159 . . . peale kui piiri peale vaa-

0
data, millele liheneb kasvatis 7 . sin %9—, kui n 10pmatu suureks saab.

Sarnaselt voime silindri (koonuse) peale kui ta sisse- vOi
fimberkujutet prisma (piiramiidi) peale vaadata, kui viimase tah-
kude arv lopmata kasvab. :

4. Kui funktsioonis y:—%, milles a on ji#dav, laseme rippumata

muutuja » kasvada ikka suuremaks ja suuremaks, siis jadb funktsiooni
suurus y ikka viiksemaks ja viiksemaks ja 15puks opmatu viikseks, kui
x lopmatu suureks on saanud.

Niisugune piiramatult vihenev suurus liheneb nullile. Seda nieme
koige lihtsamini funktsioonist

y=a—Xx,
mida graafiliselt v3ib sirgjoonena esitada, mis igal positiivsel koordinaadi
teljel osa a #ra 10ikab. Kui x=0,siison y=a. Mida rohkem x arvule
a liheneb, seda viiksemaks muutub y. Lopuks jadb ordinaaty vahemaks kui
iga mairatav arv, teiste sonadega: l1dpmatu v aikseks. Piirjuhtu-
muses, kui x = a, on y=a —a. Seesuurus on aga nu 11. Seepdrast on
null niisuguse muutuva arv-suuruse piir, mis vidhe-
maks jadb kui iga antud arv. Niiiid voime kirjutada
a

lim — — 0.
X=00X

Kui /aga funktsioonis y = % muutuja # alati viiheneb, siis kasvab

y ikka rohkem ja rohkem ja ldheb 1opuks suuremaks kui iga antud arv,
kui x muutub 10pmatu vaikseks. Seepérast kirjutame

lim 2 = 0.

x=0 ¥
Sarnaselt vdime ka saada

li ( . )" 0
im \——| =0.
n—aoo a+b
Ulesanne 180. Leia jirgmiste geomeetriliste ridade summade piirid;
kui nende liikmete ary muutub 1pmatu suureks!

o im |5+ gtgtat o
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4 16 64 4\

o i = it ST e
ﬂ),,=°° ETos et 5
7) lim [a+aq+aq2—|— P +aqn] kui ¢ <1
n=aoo .

- R 9y ) 27
L AT i’;ﬁ’o[m+m‘@+w S +m]
BB o, 0408 iy 0T

Ulesanne 181. Siie kokku tabelis avalduse %’-Zz suurused, kui muu-
tuja z saab vairtused, mis vastavad nurkadele 90°, 80°, 70° . . . . .
L iE S R P R 1%, 30" ja on vilja arvatud kaaremdddus 6 kiim-
nendkoha peenuseni ! '

5. Sellest tabelist (iilesanne 181) niieme siis, kuidas viheneva muu-

tujaga 2z avalduse S"2 suurus ikka rohkem arvule 1 liheneb.
z

Kui selle avalduse otse z =0 asetame, siis ta saab miiramatu kuju
- Pliriviidrtuse
lim Sinz
2=0 2
villjaarvamine vOib jargmisel viisil siindida. :
. Kui ringi raadius joonisel 57 pikkuse iiksuseks votta, siis on
BC =sinz, AD=1{gz ja kaar AB =72,
Niitid on
A\ OAD > sektor OAB > /\ OAB ehk
s l-tgz>%.1.2> - 1l.sinz
) tgz>z >sinz
2) sin z = sin z = sin z.
Jagades rea 2) reaga 1), saame
sin z

cos z < — <.
>

Joonis 57.

: Suhe‘”—zE on alati suuruste cosz ja 1 vahel. Kui joonisel 58 iiksus

on graafiliselt esitet joonldiguga ON, cos z Jjoonldiguga OM ja suurus .u%z

joonlﬁiguga 0Q, siis peab punkt Q alati M ja N vahel asuma.
Kui niiiid 2z ikka rohkem viheneb, siis kasvab cos z, seejuures jiadb aga
sin z

T alati piiride cosz ja 1 vahele. cos z liheneb dnx

aga ikka rohkem iihele ja kui iﬁpuks z =0 saab, céma/v
siis piiiavad molemad piirid, millede vahel 4

- alnz - ~ Joonis 58.
lzmo—z— peab asuma, iiheks saada, nii et

&=

— 81 — 6



SR
lim —— =1 on:
z=0 Z
Lisandus. Kui z =0 saab, siis saab ka az=0, kui a on jaddav
tegur. Seepdrast on ka
o sIn A
lim
2=0

==

§ 34. Tuletise moiste.

1. Kui koiki silamaani kiisitet funktsioon - kdverjooni vaatleme ja
vordleme, siis nieme, et rippumatu muutuja x suurenemisega iildiselt
ka funktsioon y suureneb vdi viheneb. Edasi nieme, et teatud x suu-
ruste juures koverjoon ithe kdige kdrgema vdoi kdige madalama punktini
voib jouda, s. t. et vastavalt teatud x suurustele funktsioon vdib saada
maksimumiks v&i miinimumiks. Peale selle ndeme, et kdverjoon vdib
olla iihel kohal rohkem, teisel viihem. jirsk, et ta iiks kord oma kumera
kiilje, teine kord ndgusa kiilje vdib iilespoole poorda. Ka erilised kover-
joone punktid vdivad ette tulla, milledes kdverjoon oma kdverust muudab,
kumerast koverusest ndgusa juure poordub voi vastupidi.

Niisuguste vahekordade uurimiseks on esiteks tarvis médrata ka
kdverjoone koha jaoks tousu mdiste, mida me sirgjoone juures (vaata § 7
lk. 15) juba tunneme. :

Kuisirgjoonel G, mis + X- teljega nurga a moodustab, mdned punk-

Y

Bt
e

Joonis 59-a. ‘ Joonis 59-b.

% X,
tid A { .Vi ja B { yz valime, siis saame tidisnurksest /\ ABC (joonis 59) alati

Yo~V

X. __xlztga;

selle jarele niitab suhe y 2 y ! sirgjoone tdusu. Seejuures vdibsirgel

G punkti B mistahes v11s1l vahda ikka jaéb suhtel sama suurus. Ka kui

mdnest teisest sirgjoone G punktist A vilja liheme ja 'fc R villja arvame,
ikka saab tal sama suurus, nimelt {g a. o

Sirgjoonel on igas punktis iihesugune tdus.

B



Kui niiiid alati valime x, > x,, see téhendab vahe x, —x; posi-

tiivse votame, siis oleneb suhte {3-—? miirk lugeja méargist. Kui, nagu
s ;

joonisel 59-a, y, > y,, siis on %lc—%——i:‘ ja sellega ka fga positiivne ' ja a
Rl

teravnurk; sirgjoon-tduseb.

Kui aga, nagu joonisel 59-b, suureneva muutujaga x on y, <y,
siis saab suhe *;’—Q)}i’i ja sellega ka fg a negatiivseks; a on niirinurk ja
sirgjoon langeb.

Joonis 60.

X1

Kui niitid koverjoonel y = f{x) (joonis 60) valime punkti A {
1

X
ja selle ithendame sidejoone abil kdverjoone teise punktiga B{yg, siis
2

niiitab meile suhe Y2~ Y% mille leiame tiisnurksest kolmnurgast ABC ja

2 1
mis iihtlasi on sidejoone AB sihiteguriks #g 3, sidejoone AB'tdusu.

Kui punktid A ja B ei asu liig kaugel fiksteisest, siis vdib Gelda, et
kdverjoonel on punktis A ligikaudselt sidejoone AB tdus.

Saame kdverjoone ligikaudse tdusu jaoks parema suuruse,

’

X
kui punkti B asemel valime punktile A ldhema punkti B’{ ®,, sest et uus

Y2
sidejoon AB’ koverjoonest vihem erineb. Uus ligikaudne tous oleks

y‘.? _7_)71 S tgﬂ,. v

S o ' 6*



Missugusel miiiral ligikaudse tdusu suurus ikka rohkem paraneb,
mida rohkem punkt B punktile A liheneb, on selgesti jirgmisest

arvulisest nditusest
niha; milles funktsioon-kdverjoone
o == %

Xy =59
Jjaoks ligikaudne tdus punkti yll — g Umbruses on vilja arvatud, lihe- :

nedes kohale x; = 3 iihelt poolt punktist x, = 3,1, teiselt poolt x, = 2,9.

Rippumatu v
muutuja x 3,1| 3,01 | 3,001 S0001 A0 8 i 2,9999 2,999 | 2,99 | 2,9
Funktsiooni ‘

viidrtus y 9,61 9,0601)9,006001 [9,00060001| ... | 9 | ... |8,99940001 8,994001(8,9401| 8,41
Ligikaudne

tus #g B 6,1 | 6,01 6,001 6,0001 s 0 I 25,9999 5999 | 5,99 | 5,9

Me niéeme, kuidas #g # viirtused ikka vihem erinevad suhte ny_;‘:—l

e BDSEad |

iihest teatavast (esialgu tundmatust) vidrtusest, mida lihemale x, suuru-

sele x; tuleb. Ordinaadi muutuse ja abstsissi muutuse suhe piitiab iihe

piris kindla suuruse poole, kui x, liheneb piirile x,, ja seepdrast m# i -

ratakse koverjoone tous punktis A selle piirsuurusena, milleks ligi-
kaudne tous piiiiab saada, kui x, tehakse suuruseks Xy

Sellele piirile iile minnes saab 1dikaja AB kdverjoone puutu-

jaks punktis 4, fg# muutub puutuja sihiteguriks #g a ja kover-

Joone puutuja sihitegur nditab iihtlasi koverjoone tousu puutumispunktis.

Ulemal toodud niituses y =x® vbime piirile iilemineku ette vdtta

i Xadea 2
suurusesfg f =22 "Y1 _ X%
Xo—Xp Xop— X

teguriga x, — x,. Siis saame

, kui me selle murru enne koondame ,

18 B =%+ .
x2:x1
Punktis x, =3 on seepiirast kdverjoone tdus
T =0 o Sl

Selleks suuruseks piiliavad saada ka tabelis antud {g B suurused.
2. Ka ilma graafiliste kujutuste tarvitamiseta vdib mistahes antud
funktsiooni
y=rx
vidrtuste ja rippumatu muutuja x viidrtuste muutuste suhte
moodustada kahe mistahes viirtuse x, ja x, ja nendele vastavate viirtuste

Y1=[(x) ja yo=f(xs)
jaoks, Seda vahekorda

P



g5 i =f(x2) ~—1(X;) =

X2—% X—X

__rippuva muutuja vahe

~ rippumatu muutuja vahe
nimetakse funktsiooni f(x) vahede suhteks e,

i xl i i .. s
Kui { y, on muutuseta ja kui teeme vahe x, — x, viiga viikseks,

siis kirjutakse see vahe liithemalt Ax ja nimetakse teda abstsissi x, juure-
kasvuks. Temale vastab siis ka viiike ordinaatide muutus Yo—y =4y
X1
9]

arvates touseb (joonis 61-a) vo1 langeb (joonis 61-b). Vahede suhe saab
siis kuju

mis positiivne v3i negatiivne on selle jirele, kas koverjoon punktist A

4y
ax = %P

ja tdhendab, nagu ennegi, 15ikaja sihitegurit ehk ligikaudist tdusu.

Kui 4y on positiivne (joonis 61-a), siis on positiivse juurekasvu
Ax pirast ka %: tgpB positiivne, s. t. nurk g, mis 15ikaja 4 X-tel-
jega moodustab, on teravnurk.

R %
A4 hay
- b Y2 \
A X
. s Spns oY
7 ar §
Joonis 61-a. Joonis 61-b.

Kui aga Ay on negatiivne (joonis 61-b), siis on ka j—i’: tg B
negatiivne ja g niirinurk. :

Vahede suhe % annab ndnda iga kord l6ikaja AB
sihiteguri dige suuruse ja mirgi.

Kui me niiiid x, aegamdoda laseme saada suuruseks =x, voi teiste
sOnadega, kui me Ax Idpmatult viihendame, nii et viimati Ax = Xo— 2%, =0

saab, siis saab vahede suhe Z% (nagu seda niigime eelmises niituses)

*) Saksa keeles ,Differenzenquotient E. K.

SR el



kindla vddrtuse, mida nimetame funktsiooni f(x) tuletiseks kohal X,

ja mida tihendame siimboliga :—% .
Kirjutakse 3
fim 203 opp g A Y
x—x, Xo—X; dX Ar=0dX Ldx

Joonisest 61 saab piirile {ile minnes joonis 62
ja tuletis annab #g « suuruse, s. t. kdverjoone puu-
tuja sihiteguri ehk kdverjoone tdusu punktis A.
Pideva funktsiooni **) juures saame sama suuruse

%, kas laseme Ax paremalt vdi pahemalt poolt 16p-
Joonis 62.
mata vidheneda. Nii saame siis jirgmise i

Junktsiooni tuletise definitsiooni:

Tuletise dy all moéistetakse seda suurnst, milleks saab vahede suhe

dx
4y ehk yi_—ﬂ, kui rippumatu muutuja vahe M ehk X, — X; nulliks
Ax Xo—X,
muutub.

Tal on jirgmine geomeetriline tdhendus:

Xy di gl

¥ tema tousu ehk puuntuja sihite-
1

guri, kui tuletise suuruse vilja arvame vastava abstsissi viiiirtuse x, jaoks,

Me leiame koverjoone punktis {

3. Uldine formulatsioon.
Kui antud on funktsioon -

y=7x)

anname rippumatule muutujale piris kindla viirtuse x;. Sellele vastab
ka rippuva muutuja kindel vadrtus y;,, mille leiame, kui x, asetame
antud funktsiooni y, = f(x,). Et viljaarvamine on maksev mistahes
vidrtuse x, kohta, siis jitame edaspidi indeksi (jirjeniitaja) 1 #ra, nii et
rippumatu muutuja vidrtusele x funktsiooni viirtus
(M y=5(x)
vastab. Kui niitid laseme kasvada x viikse suuruse Ax vdrra, siis
muutub funktsiooni suurus viiikse (positiivse v0i negatiivse) suuruse
4y vorra, nii et ta saab y+ Ay. Viimase suuruse saame, kui x asemele
asetame funktsiooni vorrandisse x-}- Ax, nii et e
®) oyt dy=fx+ ).

Pérast vdrrandite (2)ja (1) mahaarvamist leiame rippuva muutuja
juurekasvu Ay = f (x + 4x) — f (x).

d
#) Opilane hoidku vaatamast siimboli d—{ kui dy ja dx jao peale; see kirjutus-
viis on ainult matemaatilise tehte mérk, nagu juuremirk voi log, sin, tg jne.

*%) Kui funktsioonil f (x) véartuste x,=a ja x,=2>~ piirkonnas rippumatu muu-
tuja iga 1opmatu-viikse edaspidise v0i tagurpidise muutumisega ka funktsiooni véértus 1op-
matu vdhe muutub, siis deldakse, et funktsioon f(x) on véirtuste f(a) ja f(b) vahel pidev.

g g



Jagades mélemad vorrandi pooled suurusega Ax, saame
dy _fx+40)—f(x)
A Ax
Kui selles avalduses piirile iile liheme, muutes Ax nulliks, siis
saame tuletise
dy Ay f(x 4+ 4x)—=f(x) ) di(x)
dx 43(120217 —Alj_ v A T Ry
Kui piirisuurus on leitud, siis peame endale muidugi ette kujutama,
et x asemele on asetet kindel suurus x,; siis saame sellele kindlale suu-
rusele x, vastava tuletise ja selle’arvsuurus on kdverjoone vastava punkti
puutuja sihitegur. :

4. Naitused.
I nditus. Sirgjoon.
Selle vorrand on y = mx + t.
Kui x kasvab viikse suuruse Ax vorra, siis on funktsmom muutus
Ay =m(x 4 Ax) + t — [mx + t]=m" Ax y

ja vahede suhe &
e
* Ik 2 : : X
ja selle jirele tuletis ' T
d A
2 lim s £ lim m = m. Joonis 63.

AR 0 AR Ay 0

Selles juhtumuses ei ripu tuletis muutujast x, s. t. ta on jiddav.
Slrgjoonel (joonis 63) on koigis punktides fihesugune tous (vaata
lhk. 82); joone y=mx 4t puutuja langeb igas punktis selle joone
endaga ilhte.

Il nditus. Apolloniuse paraabol.

Selle vorrand on Yy X

Kui x vilikse Ax vorra kasvab, siis on funktsiooni muutus -
= (x 4 Ax)? — x? = 22+ 2x.Ax 4 (Ax)2 — X2,

vahede suhe 7" Gk
. A—‘ =2 + Ax,
bt o g lim a9 = 2x. (Vaata § 34,2)
BX Carmp B .
Niiiid vdime puutuja sihiteguri iga punkti x, jaoks kohe vilja arvata.
Kui x = %, on, siis
(2 .
tga (dx) _xo— 2 Xy
niituseks x = 1 vastab fga= 2; a=63°26"6"
g x=—% , tga=— 3; a=180°— 26°33'54"

= 153° 26" 6”.

o



Kui me vdrduse /g a = 2 x, nii avaldame

=2

X o
2 2

siis vdime selle abil kérgesti puutuja ehitada.

Kui kdoverjoone punktis
A (joonis 64) tahame puutuja
joonetada, siis leiame ta abs-
tsissi keskpunkti C. Sirgjoon
libi A ja C ongi kdverjoone
puutuja punktis A. -

Sellest ehitusviisist kui

ka valemist g a=2x, jirg-
neb, et kasvava absoluutse

suurusega |x,| ka |f{ga| alati
kasvab ja seepérast ka a, s. t.
puutuja liheb ikka jirsumaks.
Kdverjoone punktis A ;: ° on
puutuja 7 vorrand
Y—Yo=(x—x,) .tga ehk
Y —Yo=2 X (X — Xo).

Normaali N (perpen-
dikulaar puutuja-joonega puu-
tumjspunktis) sihitegur vor-
dub puutuja negatiivse vas-
tupidise sihiteguriga; nii et
normaali (punktis A) vor-
rand on

S,
y y0—2

(%o —
0

X

Niituseks punktis x, =2 on y,=14; fga=4,

siit puutuja vorrand on
y—4=x—2).4
Jja normaali vOrrand
Bk bt o

X+4y—18=0.

Joonis 64.

dxsy~d=90

Ka teised puutuja kohta kiivad kiisimused vdivad niitid vastust

leida ; ndituseks:

a) missuguse kdverjoone punkti puutuja moodustab + X-teljega

45° nurga ?

1450 = 1 = 2 x,
X, = ; sellele vastab y, =1

siit



b) missuguse punkti puutuja on X-teljega paralleelne ?
a=0; g0 =0=2x,
: Xo=0 ja y,=0,
s. t. see on kdverjoone puutuja algpunktis.
Kui puutuja X-teljegaparalleelneon,siisonkdverjoo-
nel iildiselt kdige kdrgem v0i kdige madalam punkt.

Ulesanne 182. Leia jirgmiste funktsioonide tuletised, leia see nurk,

mille puutuja kdverjoone punktis P + X-teljega moodustab, siéie punktis
P puutuja ja normaali vorrandid ja leia ehitusviis puutuja jaoks punktis P!

Missuguses kdverjoone punktis a) on puutuja X-teljega paralleelne,
b) moodustab puutuja X-teljega 45° nurga, ¢) 135° nurga 2

Kdverjoont peab ka joonetama [abstsissi {iksuseks juhtumuses
a) olgu 1 cm, juhtumustes f) ja y) 2 em]. ~

‘@) y =50 P (x,=—4); P (x3=+3)
B) y=uxt; S et L P (=—7
D y=—i = Pla=+ P (%, = — 15).

§ 35. Astme tuletis.

Antud on funktsioon y = xn.
Suurusele x = x, vastab ta vidrtus y, = x;»
” X = Xy ” » ” Yo = %ol
Vahede suhe on seepirast
—_ o B
Yo =72 1 Xo—1 4 x,n—2. x, + x2n—3. x12 + x,n—4% x,8 _|_

x2—x1 xz—"xl
+ SRR Y +x1’1“‘1-

Tuletis on
dl—ltm Yo J’l—xn—l-{-xl n—1 4 xn—1 4 xn—14 . . . ... -
R
+ %501 =n. %01,
Uldiselt on siis
dy _ dGm)
dx dx

Ulesanne. Haruta seda veel kord Ax ja Ay abil!
Valem on saadud oletuse pdhjal, et » on positiivne tdisarv.

=n.xn—L,

Kui » asemele asetame negatiivse tdisarvu n=—m, siis
saame :
St M g
saek
Jﬁ-—;cl—m
' ok
J@——;;,;,



Xg—Xy  Xg— Xy [Xgm Xym |7 xym.xm Xy — X, TXym . Xgm
Jxem—1 4 xgm—2x, + . . - xym—1]

Tuletis on
% — lim y2 yl x == [xlm—l -+- xlm—l + + xlm—l] i
1

X=X Xo— Xy
—m . xm—1 e
= = —m x;—m—1
x,°m

ebk iildse d%’c_ =—mx—m—1,

Kui jille — m =n asetame, siis on
: g—i_—n.xn—l
s. t. valem, mille positiivse » jaoks leidsime, on ka nega-

tiiviste taisarvuliste astmenéditajate juures dige.

Leia jargmiste funktsiobnide. tuletised !
183. o) y=x'; P y==2"; N y=15"; 8) y = ',
184, o) y=xa; P y=xm; ) y=xrts; 0) y=zxnt1;
1 1 1 1
185. o) y=5; B y=:ys Ny=mi Ny=_u
xm, xn xm—n
186. a) y = xm.xn; B)y—xb’ Y= .xg ! 5)y:};+7

§ 36. Siinuse tuletis,

¥ == SN X
Kui x viiikse suuruse Ax vorra kasvab, siis on funktsiooni muutus
Ax 2x+ 4x

Ay:sin(x—}—zlx)—sinx=2$in~2~ cos 51

Ax Ax
4y 2x4+Ax sin 2 - 2xA4Ax sin2
Z)—c_2cos 9 e 1 £=.008 9 i v g

2
Kui piirile iile liheme ja Ax nulliks muudame, siis saame
: 2x 4+ Ax
lim cos e cosix
AX =0
3 Ax
sin—
§ 33,5 jirele on lim = 1, seepdrast saame tuletise
4x=0 é)_C
g
dy lim 42 =cos x .1 ehk
dx pe—o4x
d (sin x)
———— =08 X.
dx

ey . (G

-



§ 37. Differentsimise abilaused.
I. Summa ja vahe.
Olgu antud I. y =u-} v— w, milles

u=f (x)
v = @ (x) ! on mistahes funktsioonid.
w =1 (X)

Kui » viikse suuruse Ax vorra kasvab, siis on vasta\} funktsiooni
muutus ;
Ay =f(x+ bx) + @ (x4 Ax) —p (x + 8x) — [f(x) 9 (¥) — v (X)];
4y  f(x+Ax)— f(x)+¢(X+Ax)—¢(x)_w(x+Ax)—w(x),

Ax - Ax Ax Ax
% i F A0 —f () _df (0 _du
mm = =
Ax=0 Ax dx dx
lim LX) — @ (%) dy(x) dv
Ax=0 Ax IR R
i P EEA) () _dy () _dw
Ax=0 Ax dx dx

siis saame tuletise
ay Ay. du dv dw
lim + o=

PR T dx’

Nii et
dy Em e _|_dv dw
dx =, dx 4% Ak’

s. t. funktsioonide summa voi vahe tnletis vordub iiksikute funktsioonide
tuletiste summa voi vahega.

* Ulesanne 187. Leia jirgmiste funktsioonide tuletised !
a) y=2x10 —x% — "4 xt — 234 2% —x
B y=xt—x04 2% —x%—x14xb
1 1 1 1 1 1
NIV=g— e etx wtx

x3

II. Jiddav kokkuarvatav.
[ y=fx+C
Kui x viikse suuruse Ax vyorra kasvab, siis on funktsiooni muutus
Ay =f(x + 8x) + C—[f(x) + C] = (x + Ax) — [ (%).
Jagades suurusega Ax saame

Ay  flx+Ax)—f(x)
Ax Ax

_ja siit tuletise
d—y—l f(x+Ax)—-—f(x)
ax Ax=0 Ax 3

o O1



af (x)

Viimane avaldus vordub lhk. 87 jirele ————, seepiirast
@ d[f()+C]_df
dx -
Kui eelmise lause I summa y = f(x) 4+ C juures tarvitame, siis saame
d G o4 d(C
& L0+ Ol 4700 . )
Vorreldes (2) ja (3) leiame
d(C)
—2 =0,
dx

s. t. jilidava suuruse tuletis vordub nulliga.

Muidugi moista vdib C ka negatiivne arv olla.
Samale otsusele jouame ka tarvitades funktsiooni kdverjoont.
Vorrandi
q) y=
graafiline kujutus on X-teljega paralleelne joon. Iga ta punk-
tis on sihitegur 0, nii et

dy _
e 0.
Vorrandi
B)y=fx)+C 3

graafiline kujutus on kauguse C vorra paralleelselt Y-teljega edasi viidud
kdverjoon y = f(x). Selle paralleelse iileviimise juures jiib puutuja ene-
sele paralleelseks, ja sellepirast on iihe ja sellesama abstsissi suurusele
vastavate puutujate sihitegurid molemail kdverjoontel vordsed.-

Ulesanne 188, Missugused on Jjiargmiste funktsioonide tuletised ?
a) y=56+4+2*—C—x5°+4 %
B)y=a+sinx—10—b

Ny=14+x2—2x34+m —sinx.

IlI. Jadidav tegur.
y=a.f(x)
Kui x kasvab Ax vdrra, siis muutub funktsiooni suurus
My=a.f(x+5%) —a.f(x)=a.[f(x+ Ax)—f(x)]
vorra. Vahede suhe on siis

g et Ax) —f )

g A Jja tuletis
Z—y=lzm [ f("+A") f(")]=a.‘ifi(i) ehk
i, 3 S R Ax dx
dla . f(x)] _ _ df (x)
AL TR e

s. t. jiddava suuruse ja funktsiooni kasvatise tuletis vordub jiidava
suuruse ja funktsiooni tuletise kasvatisega.
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Sama saaduse leidmine graafilise kujutuse abil.
Kdverjoonel » = f(x) (joonis 65) on punktis P; {z puutuja 77, mis X-telge
punktis A 16ikab ja mille sihitegur on
PB__ n _d[f(x)

g o=

BA TBA T 8k

Kdverjoon

y=a.f(x
on a korda kdrgemi-
ni joonetet. Koverjoon
n = f(x), s.t. koik ordi-
naadid y on a korda nii
suured kui vastavad or-
dinaadid » ; seepérast on
PB=y=a PB=a.n.

Punktis P tomma-
tud puutuja 7 ldheb labi

sama X-telje punkti A : Joonis 165,
(mispérast ?), nii et T sihitegur on
' R e A U, e RS S0 ¢ SR
tga— m——m—a.ﬁz—a.—‘ix—, nii et
dy _cdla:yoal - -4lj (]
AR R
Ulesanded.
Leia jargnevate funktsioonide tuletised !
i p 4 - __ 5c oD e
189. ) y=4ax .3),\’——7—”1)(:8 P y=es ())y_gzx

190. a)y=x3——§—x2—6x+% B)y=x"+4 422 —3x —7
) Yy=x*42x2—5x—3 ) y=7x"—8x*+3x2—9x+4 15

o 7 5 11 1
VL ay=—"Z-+atb Ay=s5—5zTes 1o

a b c d e ;
NE= ST a e cpeisan e
Nditus, y = (7 — 3x®) (2x* — 8).
Kasvatades saame
y = — 56 + 24x® 4 14x* — 6x7
ja siit
ay 2 TR 6
- 72x% 4 56x 42x5,
Ulesanded.
Differentsi sarnaselt :

192. o) y=(a —x) (a + %) B) y=(7—3x) (9x + 5)
193. o) y= (2% 4 3x?) (6x3— 5x) P) y = (8x—7x?) (3x*—4x?)
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194. o) y=(4x—3) Gx2—Tx 4+ 2) B y=(x2— 5x+9) (3x*+7)

195. a) y = (ax + bx?)? B) y = (9x2 — 2x3)?
196 a) y= (1 —x)° B) y = (4x —3x*°
197. a) y = (mx® 4 nx*)® B) y = (2ax — 3bx?)?

§ 38. Lihtsate koverjoonte tous ja langemine.

Funktsiooniga y = f(x) esitet kdverjoonel olgu médratud punkt P.
Ta abstsiss x muutugu alati positiivses sihis, nii et Ax
positiivne on ja rippumatu muutuja juurekasvu tdhendab.

: R Sad i b T
Tehtud eeldusel oleneb konealuses kohas suhte A—Z ja piirile iilemi-
neku jirele ka tuletise
d A
o ey T8, A
dx Ax=0 Ax
mirk rippuva muutuja muutuse Ay mérgist
Y 4 Y 4
A P
ay
Py y
Y
3 J A L X & . &
x ar T X X x 4x X
Joonis 66-a. Joonis 66-b. Joonis 67-a.  Joonis 67-b.

1) KuiAyonpositiivne, siis on ilxja seepiirast ka %E positiivne.
Ses juhtumuses (joonised 66-a ja -b) kasvavad funkisiooni suurused y,
s. t. kdverjoon tduseb.

2) Kui Ayon negatiivne, siis on %’E negatiivne ja sellega ka
% negatiivne. Ses juhtumuses (joonised 67-a ja -b) vihenevad funkt-

siooni suurused y, s. t. kdverjoon langeb.

Y % 50 1%
p o
V2 { E o
P 7
Y .\
; [ ' » ; Y : v
= X > X x X1 A
Joonis 68-a. Joonis 68-b. Joonis 68-c. Joonis 68-d.

' 3) Kui piirjuhtumuses on Ay=20,s. t. kui funktsiooni suu-

Ax X

i

rus ei muutu punkti P liheduses, siis on é-‘—’. =0 ja ka gy =0. " Punjt

™
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Pon siis kdverjoone kdige kdrgem vdi kdige madalam
punkt, milles kdverjoone tdus langemiseks muutub vdi {imberpsordult
(joonis 68-a ja -b).

Funktsiooni suurus jadb ka siis muutumatuks, kui kdverjoonel punk-
tis P (joonised 68-c ja -d) poorpunkt on, kus kdverjoone puu-
tuja X-teljega paralleelne on. :

Teine harutamisviis.

% = tg a = k&verjoone puutuja sihitegur.

1) Kui % on positiivne, siis on #g a positiivne, s. t. a on terav-

nurk ; see vdib aga ainult siis olla, kui kdverjoon tduseb (jooni-
sed 69-a ja -b).

¥

Joonis 69-a. Joonis 69-b.

2) Kui “% on negatiivne, siis on Zga negatiivne, seepirast

on a niirinurk, mis aga ainult siis vdib olla, kui kdverjoon langeb
(joonised 70-a ja -b).

¥
P
7
S a3 \@2\ \&,
@ T SR T X
Joonis 70-a. Joonis 70-b.
Pe - dy :
3) Piirjuhtumuses, kui OHE=0’ on fga=0 ja selle jirele

ka a =0, s. t. puutuja punktis P on X-teljega paralleelne, mis aga ainult
siis voib olla, kui koverjoonel punktis P on maksimum vdi miini-
mum vdoi p6drpunkt kaalus puutujaga (joonis 68).
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Vdime need saavutused jirgnevas tabelis iilevaatlikult iiles sidda:

Jlgllf:' le y Kdoverjoon tga a
) | 4+ | kasvab touseb -+ terav
2) — kahaneb langeb — niiri
3) 0 |muutumata| piisib 0 0, puutuja || X-teljega
4) 00 oo | 90° puutuja | X-teljega

Niitused ja iilesanded.
I niitus. y =axk A
Selle funktsiooni graafiline kujutus on mitmekordselt kdrgemalt voi
madalamalt joonetet kdverjoon joon. 64.

dy
Toe 2ax.

Kui x positiivne on, siis on ka % positiivne, s. t. Y -teljest paremal
pool tduseb kdverjoon alati. Et kasvava muutujaga x ka

tg o = 2ax kasvab, siis saab kdverjoon x suurenemisega ikka jir-
sumaks.

dy :
xS t.et kdverjoon

langeb pahemal pool Y- télg e. Mida viiksemaks jidb absoluutne
suurus | x|, seda viiksemaks muutub ka |Zg «|, nii et kdverjoone langemine
on seda viiksem, mida ldhemale me Y-teljele tuleme.

Negatiivsele x suurusele vastab negatiivne

tg a saab nulliks, kui 2ax =0 on ehk x=0, s. t. algpunktis
(sest x =0 vastab y =0) on kdverjoone maksimum v3i miinimum; siin
(joonise jarele) miinimum.

Ulesanne 198. Uuri samuti iilesandes 182 antud kdverjooned!

II nditus. y=4—3x—x2
Sée x ja y suuruste tabel ja jooneta kdverjoon!
ay .
Zi}— = —3 — 2x.
Tuletis saab nulliks, kui x,= — g— on; sellele abstsissile vastab ordi-

e ol
naat y,=6. Punktis A 6 1 on siis puutuja paralleelne X-teljega; joonise
4
Jjérele otsustame, et A on kdige kdrgem kdverjoone punkt.
Kui tuletise kirjutame kujﬁl % =—2 ( X +%), siis ndeme, et:
Koigile suurustele x << ——2— vastab positiivne %‘, sest et molemad

gy



kasvatise tegurid on siis negatiivsed. Koverjoon t3useb: terves piir-

konnas x = — o0 ja x=— % vahel.
Kboigile suurustele x = — % ja x = + oo* vahel vastab negatiivne
Z—y;, s. t. kdverjoon langeb selles piirkonnas.

Maksimumis A on iileminek tdusust langemisele.

Koverjoon 16ikab X-telge punktides B ja C, millede abstsissid
leiame vdrrandi
4 —3x—x*=10 3

juurtena, ja nimelt on:

punkti B abstsiss | punkti C abstsiss
x =1 | Xg= —4.
Neis punktides on puutujate sihitegurid
lga, =—25 tga, =5
a, = 1010 18’ 35 a,=T8°71"25".

Nende nurkade all 16ikab kdverjoon X-telge punktides B ja C.

Kiisimus. Missugused on puutuja ja normaali vOrrand
a) punktis D abstsissiga xo =—2,
B) punktis B vdi C?
III nditus. y=x3—%x2—6x+%.
Joonisel 71 on selle funktsiooni graafiline kujutus.

QY _q.0 i
th—-SX —3x 6.

Siit nieme, et selle puutuja si hitegur, mis kdverjoone punk-
tis abstsissiga x, puutub, on
(1) tga =3 x—3 x,—6.

Punktis {;" puutuja vdrrand on
0

Y —Yo=(x—Xp) (B3x>—3 x,—6).

= X x

Punktls{ ® normaali vérrand on
0

e WSy

PO o W " R

-

Punktis P (joonis 71) on xp=—-

tga::i ek o Rewrnils
seepiirast on puutuja 7 vdrrand
y—5=(+3) . (—7) ehk
0x+8y—26=0 =

R R ‘ 7



janormaali Nvdérrand
y—5=(x+1). 1+ ehk
4x — 15 y+ 17 =0.

v

. (
A v
2l _——N
,—//‘/ o
7 ie
"
&4 VA £
i X
|
V.
Joonis 71.

Kdverjoonel on kdige kdrgem vdi kdige madalam punkt, kui
3x2—3x —6=0 on.
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Leiame siit x

14-8
o
X, =2 { Xo—=—1
B2 =—1T75 y2=+6
vastab joonisel iihele kdige mada- vastab joonisel iihele kdige kdr -
lamale punktile B. . gemale punktile A.

Voime tuletise ka kasvatise niol nii kirjutada:

%:3@——2) (x+ 1)
Kui x > 4 2, siis on mdlemad tegurid, mis x sisaldavad, positiiv-
dy
dx
tduseb kdverjoon.

sed, seepérast ka positiivne, s. t. punktist B paremal pool

Kui x{ =% siis on esimene tegur negatiivne, teine positiivne

>—1
dy
dx
kdverjoon.

Kui x on <. — 1, siis on mdlemad tegurid negatiivsed ja seepirast

ja seepirast negatiivne, s. t. punktide B ja A vahel langeb

dy
dx
osa tduseb (kui x kasvab).

Punktides A ja B on iileminek tdusu ja langemise vahel.

Opilane jilgigu veel kord koverjoone kiiiku, lastes x kasvada x = — oo
kuni x =4 oo!

positiivne, s. t. pahemal pool punkti A asuv kdverjoone

Kiisimus. Missuguste nurkade all 13ikab k&verjoon X-telge?

Funktsiooni graafiliselt kujutuselt viime leida kdverjoone ja X-telje
Isikepunktide C, D ja E abstsissid.

Me saame
punkt C punkt D punkt E
X3 = — 2,04 %, =+ 0,39 X5 = + 315.

Asetades need suurused vdrrandisse (1) saame:
tg ag = 12,6048 tga,=—6,7137 | tg ag = 14,3175
ag = 85027/50” a, = 98928719 as = 86°0"17".
Nende nurkade all 16ikab meie IIT astme kdverjoon X-telge punkti-
des C, D ja E.

Ulesanne 199. Tarvis on joonetada jirgmiste funktsioonidega esitet
kdverjooned (abstsissi iiksus =1 cm). Siis on tarvis tuletis vilja arvata
Jja punktis P puutuja-joone ja normaali vOrrandid sdida.

Kus on kdverjoonel kdige kdrgem vdi kdige madalam punkt?

Missuguses piirkonnas tduseb kdverjoon ja missuguses langeb ta?
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Missuguste nurkade all 15ikab ta X-telge?

8) y=a242x—1; Py=15); P (%=—2).
By=g (2 +16x—28); P (n=11); P (x,=62)
N y=2%—6a—1; Pl=1); @ Ply=—1
) y=20448 —3x Ty P (EL2); 0 Pliin=1

8 y=x*+42x2—5x--3; P (x,=0); P’i(xy = —8).

Ulesanne 200. Uuri tuletise abil siinusjoone tdusu ja langemist, kui
ka maksima ja miinima!

§ 39. Moned lihtsad maksima ja miinima iilesanded.

® Kisitava suuruse, mis maksimaalse v6i minimaalse viiirtuse peab
saama, esitame i he rippumatu muutuja funktsioonina. Kui me selle
funktsiooni tuletise vordseks teeme nulliga, siis saame vorrandi, mille
juured maksimumile v3i miinimumile vastavad.
I nditus. Antud ringi sisse, millel on raadius r, peab joonetatama
tdisnurkne nelinurk maksimaalse pinnasuurusega.
Kui tdisnurkse nelinurga kiiljed miirgime tdhtedega x ja y, siis
on ta pinnasuurus ’ ”
1) J = xy.
J oleneb siin kahest muutujast x ja y; seepidrast peame veel
sédddma teise vorrandi suurustega x ja ». :
2) yH4-2x2=4r.
Kaotades mdlemaist vOrranditest y saame
J=x V 42 — x2,
See avaldus saab kdige suurema viirtuse, kui ;i—i =0 saab.
Lihtsamaks aga saab viljaarvamine, kui nii iitleme: / saab maksi-
mumiks, kui ka /2, s. t. funktsioon
2=x2(4r— x?) =42 x2 — xt
kdige suurema viirtuse saab. See aga on siis, kui
£=8xﬂ—4x3=0.
dx
Siit leiame
: x=0ja x=+4rV2.
%¥=0 ei anna nelinurka, ja et nelinurga kiiljel absoluutne pikkus
peab olema, siis ei kdlba ka mirk miinus teisele védrtusele ; nii et
X=rV2
on otsitav x suurus. Nelinurga teine kiilg on
y=V4r -2 =,V2=x,
s, t. ringi sisse joonetet ruudul on kdige suurem pind
Jmax = 21r2,
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: 2 niditus. Piist-koonuse sisse, mille raadius r ja korgus %, peab
joonetama kdige suurema mahuga silindri.
Silindri raadius olgu y, ta kdrgus x (joonis 72); ta maht on siis
1) =nXxy?
2) yir=(h—x):h.
Sellest saame
e v i
V=—71—2'—-X(h—X)z.
V saab koige suuremaks, kui funktsioon
z2=xh—2=xh*>—2hx>4 X3

saab maksimumiks. See on aga siis, kui g—i = h2 — 4 hx + 3 5% = 0 saab.

\ Selle vorrandi lahendamine x'i suhtes annab
h
_3—.
Esimene neist suurustest ei kdlba (mispé-
r/b \ rast?); seepirast saab z ja sellega ka V kdige suu-

x=h ja x=

remaks kui x = % on.

'__ﬁ_,__.__._:,, Hather Maksimaalsel silindril on
s korgus x= 5, raadius y=-grja
Joonis 72. maht Vmax=éi7nr2h=%koonuse mahust.

Ulesanded.

201. Lahutada arv 30 kaheks kokkuarvatavaks ndnda, et nende
kasvatis oleks kdige suurem.

202. Missugusel tdisnurksel nelinurgal imbermdtduga U on kdige
suurem pind ?

~_ 203. Leia koigist tdisnurkseist nelinurkadest pmnasuurusega. o? see,
mil koige viiiksem timbermdot !
~ 204, Antud kolmnurga sisse, mille alus g ja kdrgus %, joonetada
koige suurema pinnaga tdisnurkne nelinurk.

205. Missugune peab olema ringi sektori raadius ja kesknurk, et .,
tal antud iimbermdddu U juures oleks kdige suurem pind!

206. Misrata kdige suurema pinnaga kolmnurk, kui antud on

o) killg a ja kilg b;
p) kahe kiilje summa s ja nende vahel olev nurk y.

207. Traadi tiikk pikkusega L painutatagu tdisnurkse nelinurga kuju-
liseks ja see nelinurk pdotrdugu iihe tema-kiilje timber. Missugustel
tingimustel on saadud silindril

a) koige suurem kiilgpind,
B) koige suurem maht?
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208. Kera sisse, mille raadius r, joonistatagu kdige suurema mahuga
a) silinder, B) koonus.

209. Leida koigist kerade segmentidest, milledel antud maht V,
see segment, mille (keral asuv) pind on kdige viiksem.
210. Kujutada antud kera (raadiusega r) iimber tiivikoonus, mil on
a) koige viiksem kiilgpind,
#) koige viiksem maht.
211. Plekist peab valmistama silindrikujulised joogiriistad mahuga
V. Missugused peavad nende mdddud olema, et vdimalikult vahe plekki
nende tegemiseks #ra kuluks?

212. Piiramiid aluspinnaga G ja korgusega % l6igatakse paralleel-
selt alusega ja vOetakse see 15ikpind uue piiramiidi aluseks, mille tipp
on antud piiramiidi alusel. Kust peab esimest piiramiidi 15ikama, et teise
piiramiidi maht oleks kdige suurem ?

213. Joongyﬁatagu ellipsisse niisugune tdisnurkne nelinurk, mis m#i-
rab kdige suurema mahuga silindri, kui ta pind silindri kiilgpinnaks
kokku poordakse.

214. Hiiperboli imaginaarsel teljel on antud punkt P ordinaadiga y,.
Midra nende hiiperboli punktide koordinaadid, mis on punktile P kdige
lahemad.

§ 40. Moned praktilised kisitused fiiiisika alal.

o ; I : LR
Ulesanne 215. Olgu antud mistahes viisil liikuva punkti libikiidud
tee aja funktsioonina
S =1t

Néidatagu, et
kiirus v= g—: = tee tuletis aja jirele on.
Tarvitatagu seda valemit, kui on a) s=41.¢; f) s=4.1t2 kus 4 on
jaidav tegur.

Erijubtumus: vaba langemine. s=§t2 kus g= 9,81 (Sekz)

Ulesanne 216. Kahel punktis O ldikaval, perpendikulaarsel sirgel
G, ja Gy on antud punktid A, ja A, kaugustes d, ja d, punktist O. Punk-
tidest 4, ja A, liiguvad punkti O poole kaks keha jiidavate kiirustega
¢, ja ¢, Millal on nende kehade kaugus kéige viiksem; kui suur on
see kaugus ja kus asub sel silmapilgul iga keha?
3 m

Eriti: d, =25m; d;=20m; ¢, =4 2 ;¢ =32,

Ulesanne 217. Kuidas peab {ihendama 7 uhesugust galvaanilist ele-
menti, igaiiks e-voldilise elektromotoorilise jouga ja w; oomilise sisemise
vastupanekuga, et antud w, oomilisel viilisel vastupanekul saaks voolu
joud maksimumiks ? X

Briti: @) n=12; e={12; [w|=025; w. =1
B) n=196; e=1,47;  w = 0,49; w, = 24,01,

-
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Fiiiisikalised iilesanded, milledes on tegemist viikeste muutumistega.
Niitus. Sekund-pendliga (mdeldud on matemaatiline pendel) kell,

m

mis on meie geograafilise laiuse kohaselt ( £=1981 _

)siietud, viiakse
cm
sek?
pendli ldiitsa edasi likkama, et kell uuel kohal jille dieti kiiks ?

Vonkumise aja valemist
=ur ]/ £
8
i
T
Et siin vonkumise aeg 7 = 1sek on jisdav, siis on selles vorrandis pik-
kus / avaldet muutuva raskuse-kiirenduse funktsioonina.

Pendli pikkuse muutus on aga viga viike jaon v iga
viikse raskuse-kiirenduse muutumise tagajirg. Niisugustel viikes-
tel muutumistel vdib seda {ilesannet differentsimise teel rute-
mini kui mdnel muul teel lahendada. :

Viiike muutus A4g toob esile viikse pikkuse-muutuse A/ ja suhe

maale, kus raskuse kiirendus on 1 vorra viiksem. Kui palju peab

leiame pendli pikkuse

fé erineb seda vihem tuletisest % mida viiksemad on A/ ja Ag.

g pr
dg = v
Ligikaudselt vdime seepiirast vdtta
4 i i W AN 1
Az i millest
T2
leiame. Siia asetame arvud 7 = 1sek; Ag = — 0,01 Se%g, sest et Kkiiren-
dus viheneb, nii et
B S
O ERR i el L0 MO ROTR S
T JT

Mirk miinus nditab, et peab pikkust 0,00101 m vorra vihendama,
s. t. pendli lddtsa peab 1,01 mm vgrra filespoole likkama.

Ulesanded.

218. 500 [-lises gasomeetris on gaas 10 atmosfddrilise .rohumise
all. Missuguse rdhumise saab gaas, kui ta voib paisuda 10 cm3 vdrra ?

219. Uhepikkuste Olgadega kaalul on 0la-raskuspunkt 10 mm kaugu-
sel podrpunktist. 1 mg iilekaalu muudab dla seisu nurga a = 1015’ vorra.
Kuidas muutub kaalu tundlikkus, kui raskuspunkti 0,5 mm vorra nihu-
. tada poorpunkti poole (g a asemel voime siin ligikaudselt o votta!).

220. Kell ruttab 6-e péeva jooksul 4 minutit ette. Kui palju peab
muutma (matemaatilise) sekund-pendli pikkust, et kell digesti kiiiks?
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221. Kui korgele peaks maa pinnast tdusma, et raskuse-kiirendus

viaheneks 2 2 vorra gravitatsiooni vihenemise tdttu? (Maa raadius
r = 6366000 m.) :
222. 9,5cm kaugusel olevat kaks magneet-poolust tdukavad iiksteist

tungiga 475 diilini. Kui suur on tduke tung, kui mdlemad poolused iiks-
teisele 9,2 cm vdrra lihenevad ?

223. 12-ampeeriline vool tdstab iihes traadi tiikis temperatuuri 75°
vorra. Mitme kraadi vOrra muudab temperatuuri sama aja _]OOkSlll V0o-
lujou muutmine 0,2 ampeeri vorra ?

Ajaloost.

Differentsiaal- ja integraal-arvamine ehk iihe sonaga infinitesimaal-arvamine (10p-
matu-véikeste suuruste arvamine) tekkis 17-da aastasaja esimesel poolel. Esimese iiles-
leidja iile on kaua ja tOsiselt vaieldud. T#na on kindel, et prantslased Blaise Pascal
(loe : bladis paskal; 1623—1662) ja Pierre de Fermat (loe: pjiér do fermaa; 1601—
1665) on esimestena kisitanud moningaid integraal-arvamise ja siis ka differentsiaal-
arvamise iilesandeid. Téielisele selgusele nende dilesannete sisemise iihenduse kohta
joudsid aga alles saksa kuulus filosoof ja riigimees Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646—1716) ja koige suurem inglise matemaatik Isaac Newton (loe: njuutén; 1642—
1727). Need mdlemad avaldasid oma t60d iseseisvalt peaaegu {iihel ajal, nii et neid
molemaid nimetakse infinitesimaalarvamise leidjaiks.

Leibniz liks vidlja puutujate {ilesandest ja joudis ,differentsiaalkalkiiiilile,* pGh-
jenedes looduse pidevuse printsiibile (,Loodus ei tee hiippeid*). Ta vOttis tarvitusele
siimbolid dx, dy. Oma leiduse avaldas ta a. 1684 pealkirjaga: ,Eine neue Methode
fiir die Maxima und Minima und weiter fiic.die Tangenten usw*. (,Uus metood maksima
Jja miinima jaoks ja edasi puutujate jaoks jne.“). Ka integraali mérk on”tema poolt tar-
vitusele vOetud ja esines esimest korda iihes a. 1686 avaldet toos.

Newton joudis kdverjoonega piiratud pinna kvadratuuri iilesandest infinitesimaal-
arvamisele, mida ta ,fluxion“-arvamiseks nimetas. Ta sOna ,fluxio* (Leibniz’i ,Diffe- .
rentialquotient,“ s. t. tuletis) esineb esimest korda 1687 a. t6és: ,Philosophiae naturalis
principia mathematica.“ Newton ldks vilja liikumise Opetusest. Pidevalt muutova ruumi
nimi on ,fluens* (jooksev); kiirusi, milledega uks1kud Jfluendid“ (x, y . ..) muutuvad,
nimetas Newton ,fluksioonideks“ ja tihendas meid x, y... Uhes 1671 kavatsetud aga
alles 1736 (peale surma) avaldet suuremas t60s ,fluxion“-metoodi iile arvas ta x-ist, y-ist...
»fluksioonid,* s. t. ta leidis pidevalt muutuvast teest kiiruse. Ta lahendas aga ka vastu-
pidise lilesande; edasi kisitas ta maksima ja-miinima probleemi, puutuja ehitust, kui ka
joone koveruse leidmist antud punktis.

Edaspidisesse matemaatika arenemisse on Leibnizi metood kdige suurema mdju aval-
danud. Ta metoodi tarvitasid vennad Jakob (1654—1705) ja Johann Bernoulli
(1667—1748) vanade ja hulga uute {ilesannete lahendamisel. Esimese differentsiaal-arva-
mise Operaamatu andis vélja 1696 a. prantslane Guillaume Frangois Marquis
de I’Hospital (loe: gijoom franssua markii do lopitdl; 1661 —1704), Leibnizi tea-
duslik sober. Tiielikuma differentsiaal- ja integraal-arvamise Opetuse andis péarast Leon -
hard Euler (1707—1783) oma toodes: ,Institutiones calculi differentialis* (1755) ja
»Institutiones ealculi integralis® (1768). Edaspidisel iilesehitamisel on téhtsat osa mén-
ginud prantslased Joseph Louis Lagrange (loe: shoséf lui lagransh; 1736—1813),
Pierre Simon Laplace (loe: laplass; 1749—1827) jaAndrien Marie Legendre
(loe: andriin marii 16shandr; 1752—1833). Praeguses mottes tdppis alus pandi infi-
nitesimaal-arvamisele 19-dal aastasajal sakslase Karl Friedrich Gauss’i (1777—
1855), norralase Niels Henrik Abel’i 1802—1829) ja isedranis prantslase Augus-
tin Cauchy (loe: ogiistéin koschii; 1789—1857) poolt.
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