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Sissejuhatus

Matemaatika sisaldab endas palju alamharusid, millele vdib omakorda ldheneda mit-
mest eri vaatevinklist. Uheks neist osadest on algebra, mis tegeleb erinevate algebraliste
struktuuride (rithmad, ringid, poolrithmad jne.) kirjeldamisega. Lisaks on olemas disk-
reetse matemaatika alamharu nimega graafiteooria, millel voib tiheldada teatavaid seo-

seid poolriihmateooriaga.

Selles t66s uurime ldhemalt struktuuri nimega poolrithm ning seda algebralise graafi-
teooria vaatevinklist. Tdpsemini, vaatleme teatud omadustega graafe — Cayley graafe,
ning seda poolrithmade korral. Uurimise all on eelkdige perioodilised ja 16plikud pool-
rithmad ning neile vastavad mittesuunatud Cayley graafid. T60s kirjeldatakse pdogusalt

aga ka teisi poolriihmi ning suunatud Cayley graafe.

Ajendiks selle t66 koostamisel oli see, et antud teemat ei ole teadaolevalt varasemalt
eestikeelses kirjanduses kisitletud. Kiill aga on Cayley graafe eesti keeles kirjeldatud
varasemalt teise algebralise struktuuri — rithma korral. Sellest voib 1dhemalt lugeda néi-

teks bakalaureusetoost ,,Cayley graafid* [JT].

See poolrithmi késitlev t66 on enamjaolt referatiivne ning baseerub teadusartiklil ,,On
undirected Cayley graphs* [AVK]. Artikkel on tdlgitud eesti keelde ning oluliselt tiien-
datud, andes pohjalikke seletusi ning pohjendusi, mis originaalis otseselt ei kajastu, kuid

aitavad voimalikku lugejat.

Autor on kogunud kokku vajaminevad mdisted ning aksioomid mitmest eri allikast, et
luua piisavad eeldused originaalartikli moistmiseks. Enamuse neist leiab to6 esimesest
peatiikist. Lemma 5 ning selle t66 kahe pohitulemuse, teoreemi 6 ja teoreemi 8, tdes-
tused parinevad originaalartiklist, kuid on oluliselt tdiendatud ning osaliselt muudetud,
tehes koigi eelduste kohaselt tdestuste jalgimise lihtsamaks. Lisatud on lemma 4 ja lem-

ma 7 koos tdestustega ning kogu peatiiki ,,Moningaid néditeid* sisu.
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1 Peamised moisted

Et mdista, mida kujutavad endast poolriihmad ja nende Cayley graafid, on kdigepealt
tarvis tutvuda seda teemat késitlevate pohimoistetega. Vajaminev informatsioon on kok-
ku kogutud antud peatiikis, luues iihtlasi ka baasi t60 jargmistele osadele. Poolrithmi ja
nende omadusi puudutavad mdisted périnevad raamatutest [MK1], [MK2] ja [JMH].
Graafide kohta kdivad mdisted pohinevad allikatel [AVK] ja [AB].

Algebralise struktuuri all mdistame hulka, millel on defineeritud iiks vdi mitu algebralist

tehet.
Definitsioon 1. Olgu A mittetiihi hulk. Kujutust
w:A? — A

nimetatakse kahekohaliseks algebraliseks tehteks hulgal A. Tihti kirjutatakse w(a, a’)

asemel lihtsalt aa’. Sellist tehet nimetatakse assotsiatiivseks, kui iga a,b, ¢ € A korral

(ab)e = a(be).

Definitsioon 2. Poolriihmaks nimetatakse hulka G' # (), millel on defineeritud assotsia-

tiivne kahekohaline algebraline tehe G* — G, (a, d) + ad'.
Definitsioon 3. Poolrilhma G mittetithja alamhulka G’ nimetatakse selle poolrithma

alampoolriihmaks, kui iga a, b € G’ korral ab € G'.

Kui S ja T on poolrithma GG mingid alamhulgad, siis tdhistame
ST ={st|seS,teT} CG.
Muuhulgas S{g} asemel kirjutame lihtsalt Sg.

Definitsioon 4. Poolrithma G nimetatakse perioodiliseks, kui iga g € GG korral leiduvad

positiivsed tdisarvud m, n nii, et g = g"*".
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Mirkus 5. Iga 10plik poolrithm on perioodiline.

Definitsioon 6. Oeldakse, et poolriihm R on parempoolse korrutamisega, kui xy = y

iga x,y € R korral.

Definitsioon 7. Poolriihma G elementi e nimetatakse selle poolrithma iihikelemendiks,

kui ex = xe = x iga elemendi x € G korral.

Definitsioon 8. Kui poolrithmas G leidub iihikelement, siis elemendi ¢ € G pdord-
elemendiks nimetatakse niisugust elementi A € G, mille korral gh = hg = e, kus e on

ithikelement.

Nii iihikelement kui elemendi g podrdelement (kui nad leiduvad) on iiheselt médratud.

1

Elemendi g poordelementi tdhistatakse siimboliga ¢~ ning iihikelementi tdhistatakse

harilikult siimboliga 1.

Definitsioon 9. Riihmaks nimetatakse poolriihma, milles leidub iihikelement ning mille

igal elemendil on olemas poordelement.

Definitsioon 10. Olgu A ja B sama tiitipi algebralised struktuurid (nt. poolrithmad). Kui
kujutus hulgast A hulka B on bijektiivne ning kooskdlas nende struktuuride tehetega,

siis seda kujutust nimetatakse nende struktuuride isomorfismiks.

Muuhulgas isomorfsete poolriihmade A ja B vahel on bijektiivne kujutus f: A — B,

mis rahuldab tingimust

iga a,a’ € AXkorral.

Definitsioon 11. Olgu A ja B poolriihmad. Kui leidub mingi isomorfism f: A — B,

siis oeldakse, et poolriihmad A ja B on isomorfsed.



Olgu G poolrithm ja S C G. Téhistame
(S)={s1...sp|neNsy,...,s, €S}
Saab niidata, et (S) on poolrithma G alampoolriihm.

Definitsioon 12. Poolriihma G alampoolrithma (S) nimetatakse alamhulga S poolt teki-

tatud alampoolriihmaks.

Definitsioon 13. Utleme, et hulk S C G tekitab poolriihma G, kui G' = (S), s.t.
VgeG dneN dsy,...,8, €85 g=81...5.
Kui hulk S tekitab poolriihma G, siis oeldakse, et S on G tekitajate hulk.

Definitsioon 14. Mittetiihja alamhulka / C G nimetatakse poolriihma G ideaaliks, kui

igai € Ijax € Gkorral 2 € [jaix € 1.
Definitsioon 15. Poolriihma G ideaali I nimetatakse poolrithma G pdrisideaaliks, kui

I CQa@.

Elemendi g € G korral tihistame
G'gG' = GgG U gG UGg U {g}.
Lihtne on veenduda, et G' gG" on poolrithma G ideaal.

Definitsioon 16. Ideaali G'¢gG" nimetatakse poolrithma G elemendi g poolt tekitatud

peaideaaliks.

Definitsioon 17. Elementi e € (G nimetatakse poolrithma G idempotendiks, kui e? =e.

Poolrithma G kdigi idempotentide hulka tdhistatakse jargmiselt:

E(G)={ecG|e*=e}.



Definitsioon 18. Defineerime seose < hulgal £(G) jairgmiselt:
e< feef=fe=e
mistahes e, f € FE(G) korral. Seda seost nimetatakse idempotentide loomulikuks jéir-
Jestusseoseks.
Saab niidata, et eelpool kirjeldatud seos on jérjestusseos.
Definitsioon 19. Idempotenti e poolrithmast G nimetatakse primitiivseks, kui
f<e=f=c
mistahes idempotendi f € G korral.
Definitsioon 20. Oecldakse, et poolriihm G on lihtne, Kui ta ei sisalda pirisideaale.

Definitsioon 21. Oeldakse, et poolriihm G on tdielikult lihtne, Kui:

1. G on lihtne,

2. de € E(G) Vf € E(G) ef = fe = f = e = f (teisisonu: G sisaldab

primitiivset idempotenti).

Definitsioon 22. Olgu H rithm ning olgu A ja [ mittetithjad hulgad. Olgu P = (py;)
(A x I')-maatriks elementidega p); € H, kus A\ € A,i € I. Reesi maatrikspoolriihmaks
(ile H koos nn. siandvitSmaatriksiga P’) nimetatakse sellist hulka, mis koosneb koigist
kolmikutest (i; h; A), kus i € I, A\ € A,h € H ning kus iga hy,hy € H, i1,is € I ja

A1, A2 € A korral on korrutamine defineeritud jargmise vordusega:
(215 ha; M) (423 ho A2) = (in5 hapayishas As).

Mirkus 23. Reesi maatrikspoolrithma tihistame kui M(H; I, A; P). Eelnevalt Kirjel-

datud s@ndvitSmaatriksit P voib vaadelda kujutusena P: A x [ — H, (A7) — py; € H.
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Definitsioon 24. Graafiks nimetatakse jérjestatud paari I' = (V, E) mittetiihjast hulgast
V' ja selle hulga elementide jirjestatud paaride hulgast £. Hulga V' elemente nimeta-

takse graafi tippudeks ja hulga I’ elemente graafi servadeks.

Definitsioon 25. Graafi I' = (V| F) alamgraafiks nimetatakse graafi IV = (V' E'),
kuiV'CVijaFE CE.

Jargnev definitsioon on antud t60 seisukohalt kdige olulisem.

Definitsioon 26. Poolriihma G Cayley graafiks alamhulga S C G suhtes nimetatakse
sellist graafi, mille tipud on hulga GG elemendid ja servadeks on sellised jirjestatud paa-
rid (z,y) € G?, mille jaoks leidub element s € S nii, et sz = y. Sellist Cayley graafi
tdhistame kui Cay(G, S).

Mirkus 27. Teiste sdnadega 6eldes on graafi Cay(G, S) servade hulgaks
E={(z,sz) |z € G, seS}.

Definitsioon 28. Oeldakse, et graaf I' = (V, E) on mittesuunatud, kui graafi iga serva
(u,v) € Ekorral ka (v,u) € E.

Niiteid nii suunatud kui suunamata Cayley graafide kohta toome selle t66 kolmandas

peatiikis.



2 Pohitulemused

Vattes teadmiseks eelmises peatiikis kirjeldatud modisted ning mirkused, voime sdnas-
tada ning monel juhul ka tdestada mitmeid tulemusi. Enne pohiteoreemideni joudmist
laheb meil koigepealt vaja kolme jirgnevat tulemust. Need pohinevad allikal [JMH],

kust leiab ka vastavad toestused. Siinkohal votame antud tulemused lihtsalt teadmiseks.
Lemma 1. Poolriihm G on lihtne parajasti siis, kui iga g € G korral G = G'gG*.

Teoreem 2 (Reesi teoreem). Iga tdielikult lihtne poolriihm on isomorfne mingi Reesi
maatrikspoolriihmaga M(H; 1, A; P) iile mingi riithma H. Vastupidiselt, iga poolriihm
M(H; 1, A; P) on tiielikult lihtne.

Teoreem 3. Koik perioodilised lihtsad poolriihmad on tdielikult lihtsad.

Jargnevalt sdonastame ning seejdrel ka tdestame kaks lemmat mittesuunatud Cayley graa-
fide ja poolrithmade kohta, mida ldheb vaja esimese pohitulemuse (teoreemi 6) toesta-

misel.

Lemma 4. Olgu G poolriihm ja S C G. Siis Cayley graaf Cay(G, S) on mittesuunatud
parajasti siis, kui

VgeG Vse S JuesS  g=usg. (1)

TOESTUS. TARVILIKKUS. Eeldame, et Cayley graaf Cay(G, S) on mittesuunatud. V&-
tame suvalised elemendid s € S, g € GG. Cayley graafi definitsiooni pdhjal on jérjestatud
paar (g, sg) graafi Cay(G, S) servaks. Kuna graaf on mittesuunatud, siis ka (sg, g) on

serv. Jarelikult leidub selline u € .S, mille korral g = usg.

P1iSAvVUS. Eeldame, et kehtib viide (1). Vaatleme Cayley graafi serva (g, sg). Siis lei-
dub u € S nii, et ¢ = usg. Jarelikult ka (sg, g) on Cay(G, S) serv. See tihendab, et
Cay(G, S) on mittesuunatud. O
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Lemma 5. Olgu G poolriihm ning S selle alamhulk, mis tekitab perioodilise alampool-

rithma (S). Siis jargmised viiited on samaviidrsed.

(i) Cayley graaf Cay(G, S) on mittesuunatud.

(ii) SG = G, leidub Reesi maatrikpoolriihm M(H; I, A; P) ja poolriihmade isomor-
fism p: (S) — M(H; I, A\; P)nii, etiga (i; h; \) € ¢©(S),j € I korral eksisteerib

€ Anii, et (jipyth™'p,ti ) € o(9).

TOESTUS. (i) = (ii).

Olgu G poolrithm ning olgu S C G selle alamhulk, mis tekitab perioodilise alampool-
rithma (S). On selge, et SG C G. Niitame, et kehtib ka sisalduvus G C SG. Selleks
votame suvalise ¢ € G ja suvalise s € S. Siis lemma 4 tottu leidub v € S nii, et

g = usg, kusjuures sg € G. Seega g = u(sg) € SG. Sellega oleme tdestanud, et
SG =G.

Vaatame niitid graafi Cay(G, S) alamgraafi C'ay((S), S), mille tippude hulgaks on (S).
Alamgraafi definitsiooni pdhjal teame, et kui C'ay(G, S) on mittesuunatud, siis on seda

ka Cay((S), S).

Niitame, et poolrithm (S) on lihtne. Votame suvalised elemendid (s.o. graafi tipud)
x,y € (S)javeendume, ety € (S)'z(S)!. Poolriihma (S) definitsiooni pdhjal leiduvad
Ty s Ty Y1y ooy Yp € SN, LT = T1To... Ty JAY = Y1Y2 - .- Yn, KUs m,n € N.
Tingimuse (1) pdhjal leidubigai € {1,...,m — 1} jaoks t; € S nii, et t;x;x;11 = Ti11

ja analoogselt leidub ¢,, € S nii, et t,,,2,,y1 = y1.
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Saame, et

(tmtm,1 Ce tztl)l'y = (tmtm,1 e t2t1)<£[)1$2 ce $m,1$m)y

= (tmtm—l e tg tlflfll‘g I3 ... l’m_ll'm)y
——

2

= (tmtm,1 c. tg t2$2$3 Ty .. ..Tmfll’m)y
——

T3

= (tmtm—l e t4 t3[[’3l‘4 Ty ... l‘m_ll’m)’y
——

T4

= (tmtm—l tm—me—sz—l xm)y
—_————

Tm—1

= (tm tmflxmflxm)y
—_————

Tm

= (tmTm) (Y192 - - - Yn)

=tmTm¥Y1Y2 ... Yp
N——

y1
=Y1---YUn
=Yy
Definitsiooni 14 pdhjal kuulub element y poolrithma (S) peaideaali (S)!'z(S)!. Kuna y
oli suvaline, siis (S) C (S)'x(S)! ning seega (S) = (S)'z(S)!. Et ka z oli suvaline,
siis poolrithm (S) on lihtne lemma 1 pdhjal. Veelgi enam, kuna (S) on perioodiline ja
lihtne, siis teoreemi 3 pohjal (S) on tiielikult lihtne ja seega teoreemi 2 tottu leidub
isomorfism ¢: (S) — M(H; I, A; P), kus M(H; I, A; P) on Reesi maatrikspoolriihm

ile mingi rithma H.

Tahistame S: = p(S) = {¢(s) | s € S} € M(H; I, A; P). Kuna  on isomorfism, siis

tingimusest (1) jareldub kergesti jirgmine tingimus:
Vo e M(H;I,\;P) Vs S FJueS x=musz. (2)
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Vaatleme suvalist elementi 3 = (i; ; \) € S ja indeksit j € I. Tahistame = = (j; 1; \),
kus 1 on riithma H iihikelement. Tingimuse (2) pdhjal + = @sx mingi @ € S korral.
Olguseeuw = (I;h/;u), kus l € 1,0 € H,u € A. Jarelikult, kasutades Reesi maatriks-
poolrithma korrutamise definitsiooni, saame
(3 LA) = (LR ) (6 b ) (55 15 A)

(A5 ) (i3 hs N)(5: 15 A)
(3 'pah; ) (53 1; A)
(;
(;

l; W'puihpai1; A)

L Wpuihpag; A).

Siitl = j jal = h'p,;hpy;. Seega
1 = h'puihpy; =
1py; = Wpuihpypy, =
p;jl = Wpuh =
p;jlh_1 = h’pm-hh_1 =
p;jllf1 = hp, =
P o = Wpuipni =

p)\] h 1p;11 .

Saime vorduse A’ = p; ; 'h- pm Seega leidub u poolt médratud element 1 € A nii, et
a= (05 p) = (Gspy hippsm) €S,

Oleme ndidanud, et tingimus (i) kehtib.

Niitame, et (ii) = (). Kehtigu tingimus (i7) ja tdhistame S: = ©(S). Votame graafi

Cay(G, S) suvalise serva (w, sw), kus s € S,w € G. Kuna tingimuse (7i) pdhjal
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SG = G, siis leiduvad s’ € S;v € G nii, et s'v = w. Kuna ¢ on siirjektiivne, siis
w(s) = (1;h; N) jap(s') = (7;h';€) mingite h, h' € H, i,j € I, \,& € A korral.

Tingimuse (i7) pohjal leidub i € A nii, et (j; p;jlhflp;il; 1) € S. Kuna ¢ on siirjektiiv-

ne, siis leidub selline s” € S, et

p(s") = (J;px b~ ot 1)

Seega isomorfismi definitsiooni, Reesi maatrikspoolriihma korrutamise definitsiooni ning

poordelemendi definitsiooni pohjal

p(s"ss) = o(s")(s)p(s')
= (Jsonih s 1) (G hs M) (G 15 €)
= (G505 P s 1) (65 s X)) (55 5 €)
= (J; 5 P Puil; N (53 W5 €)
= (J;05 s NG 15 6)
= (J; Py pal; €)
= (J;15€)

= p(s').

Kuna ¢ on injektiivne, siis s”ss’ = s'. Seega s"sw = s"ss'v = s'v = w, mistottu ka

(sw,w) on graafi Cay(G, S) serv. Definitsiooni pdhjal on C'ay(G, S) suunamata.

Jargnevalt sOnastame ning seejirel ka tdestame selle bakalaureusetoo esimese pohitu-

lemuse.
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Teoreem 6. Perioodilise poolriihma G korral on jdrgmised vdited samavididrsed.

(i) Leidub alamhulk S C G nii, et Cayley graaf Cay(G,S) on mittesuunatud.

(ii) Poolriihmal G leidub tdielikult lihtne alampoolriihm C nii, et CG = G.

TOESTUS. Kdigepealt niitame, et (i) = (ii). Eeldame, et leidub alamhulk S C G nii,
et Cay(G, S) on mittesuunatud. Kuna G on perioodiline, siis ka alampoolriihm (S) on

perioodiline. Lemmast 5 tuleneb, et SG = G ja et poolrithm (S) on tdielikult lihtne.
Kuna SG C (S)G C G = SG, siiska (S)G = G.

Niiiid nditame, et (ii) = (7). Olgu C poolrihma G tdielikult lihtne alampoolrithm,
mille korral CG = G. Kuna C' on alampoolrithm, siis (C') = C. Teoreemi 2 pdhjal
leidub Reesi maatrikspoolrithm M (H; I, A; P) ja isomorfism ¢: C' — M(H; I, A; P).
Votame suvalise elemendi (i; h; \) € M(H; I, A; P) = ¢(C) jasuvalise indeksi j € .
Siis iga u € A korral (j;p;jlh‘lp;il; w) € M(H;I,A; P). Seega lemma 5 tingimus (i7)

kehtib. Seetottu graaf Cay(G, C') on mittesuunatud. O

Definitsioon 29. [JMH]. Olgu H ja R poolrithmad. Poolriihmade H ja R otsekorruti-

seks nimetatakse poolrithma /1 x R, millel on korrutamine defineeritud jargmiselt:
(h,r)(W,r") = (hh',rr"),

kusjuures h,h' € H,r,r" € R.

Sonastame niitid lemma rithma ja parempoolse korrutamisega poolrithma otsekorrutise

ning Reesi maatrikspoolriihma vahelise isomorfismi kohta. Peale sonastust jargneb ka

vastav toestus.

Lemma 7. Reesi maatrikspoolriihm M(H;{i}, \; P) on isomorfne otsekorrutisega

H x R, kus R = A on parempoolse korrutamisega poolriihm, s.t.
YA\ ueN = p.
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TOESTUS. Defineerime kujutuse ¢: M(H; {i}, A; P) — H x R vordusega
©(i;h; \) = (hpyt, ).

Kontrollimaks isomorfsuse definitsiooni kehtimist, nditame kdigepealt, et ¢ on injek-
tilvne. Olgu (i; h; A), (i; ;) € M(H;{i}, A; P) sellised, et p(i; h; A) = (i; h'; p).
Siis (hpy;, \) = ( ’p;il, p). Jarelikult hpy = h’p;il ja A = pu. Korrutades vordust
hpy; = h'py; paremalt poolt elemendiga p,;, saame h = h'. Seega (i; h; \) = (i; h; )

ja ¢ on injektiivne.

Olgu (h,\) € H x R. Siis p(i;hpr;; ) = (hpaipyis A) = (h,)\). Seega ¢ on ka

stirjektiivne.
Niiiid jaab ndidata, et p((4; h; ) (45 15 1)) = @(i5 h; N)p(i; 5 1). Toepoolest,
@((5 h; N) (@ 15 1)) = @i hpailt's ) = (hpail'p, 1)
ja
p(is b N)p(i; 1s 1) = (hpys N (B'pyts 1) = (hpy Bpt M) = (hpy Wpt s ).

Jarelikult ¢ on isomorfism ning poolrithm M (H; {i}, A; P) ja otsekorrutis H x R on

isomorfsed. O

Definitsioon 30. [JMH]. Poolriihma nimetatakse parempoolseks poolriihmaks, kui ta
on isomorfne poolriihmaga /' x R, kus [ on rithm ja R on parempoolse korrutamisega

poolriihm.

Jargnevalt sOnastame selle to0 teise pohitulemuse, mis kirjeldab teatud tingimusi 16plike

poolrithmade ja nendele vastavate mittesuunatud Cayley graafide olemasolu vahel.
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Teoreem 8. Olgu G loplik poolriihm ja S C G. Siis jdrgmised vdited on samavddrsed.

(i) Leidub iiksiihene kujutus S — S, s — s nii, et
Vse S Vge G ssg=g.
(Siis lemma 4 tottu Cay(G, S) on mittesuunatud.)

(ii) SG = G, leidub isomorfism p:(S) — H X R, kus H on mingi riihm ja R on

mingi parempoolse korrutamisega poolriihm ning iga h € H korral

{reR|(hr)ep(S)}={reR| (" r)epS)}.

TOESTUS. (ii) = (4).
Kehtigu tingimus (7). Olgu SG = G ja olgu ¢: (S) — H x R isomorfism, kus H on

rithm ja R on parempoolse korrutamisega poolriihm. Téhistame iga h € H korral
Ap:={re R| (h,r) € p(S)}.
Tingimuse (i7) tottu |Ay,| = |Ax-1] ning seega leidub bijektiivne kujutus
en:Ap — Ap—1, T T

Meil on vaja defineerida kujutus 7: S — S nii, et 7(s)sg = giga s € Sjag € G korral.
Olgu s € S suvaline ja olgu ¢(s) = (hs, 7). Kunar, € Ay, siis 5, (rs) € Aj-1 s.t.
(ht en.(rs)) € p(S). Me loeme, et

7(s):= @ Y (h ' en(rs)) €8S.

Niitame, et niiviisi defineeritud kujutus 7: .S — S on tikskiihene. Selleks valime sellised
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elemendid s,t € S, et 7(s) = 7(¢). Siis

e (0t eny(rs)) = ¢ (hy tyen, (re) =
(htsen(rs)) = (h ' en, (i) =

ht=ht ja e, (r) = en (1) =

hs = hy ja ep (r5) = en,(re) =

hszht ja rs = Ty.

Seega p(s) = (hs,7s) = (he, 1) = @(t), millest jireldub, et s = ¢. Jarelikult 7 on

iiksiihene.

Niitame, et iga s € S jaiga g € G korral 7(s)sg = g. Kuna SG = G, siis leiduvad
s1 € Sjag; € Gnii, et g = s19;. Olgu p(s) = (hs,7s) jap(s1) = (h,v). Siis

p(7(s)ss1) = p(7(s))e(s)p(s1)
5_17 Ehs (TS))(hS? Ts)(h, U)

“hh, En, (T5)T50)

= (h
= (h,
= (1h,v)
= (h,v)

= 90(51)7
kust ¢ injektiivsuse tottu 7(s)sg = g. Seega 7(s)sg = 7(s)s$S191 = s101 = ¢ ja viide
(i) kehtib.
(1) = (ii). Kehtigu tingimus (7). Leidugu iiksithene kujutus 7: S — S, s — ¢’ nii, et iga
s € Sjag € G korral 7(s)sg = g. Eelpool tdestatud lemma 5 pdhjal leidub isomorfism
Y: (S) = M(H;I,A\; P) nii, etiga (i; h; \) € ¥(S), j € I korral leidub 1 € A nii, et
(J5 05 b P ) € ¥(9). Lisaks sellele SG = G.

J
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Téhistame S:= (S) ning votame suvalise elemendi 1 (s) = 5 € S. Olgu selleks
s = (i;h;\),kusi € I,h € H' A € A. Leiduvad ka¢ € I,h' € H,N € A nii,
et (s') = s’ = (i’;'; N'). Niitame, et |I| = 1. Oletame vastuviiteliselt, et [I| > 1.

Vaatleme kahte juhtu:

1) Esiteks oletame, et ¢/ = 7. Sel juhul saame valida j € I \ {i} ja valida h* € H
ning tihistada x = (j; h*; A). Kuna 1) on isomorfism, siis viitest (i) jareldub, et

s'5x = x. Seega Reesi maatrikspoolrithma korrutamise definitsiooni pdhjal

(J; 75 A) = (&5 W XN (3 hy A) (55 b5 A)

(
(@ B N) (15 hs ) (55 A5 )
(' I'py b N) (G5 75 \)

(

iy h'pr hpaih™; ).
Seega j = i’ = i, mis on vastuolus eeldusega.

2) Teiseks oletame, et i’ # ¢. Valime suvalise h* € H ja tdhistame x = (i; h*; \).

Viite (i )pohjal s'sx = x. Seega, analoogselt eclmisele juhule, saame

(637 A) = (&5 15 N) (6 hs M) (63 A5 )

(@'; By N) (@5 by N)) (3 R )

(
(
(#'s W'pyr s N) (45 ™5 \)
(@'s W'pyr,hpaih™; A).

Jarelikult 7 = ¢/, mis on taas vastuolus eeldusega.

Eelneva kahe vastuolu pdhjal |I]| = 1.
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Defineerime hulgal A korrutamise vordusega Ay = p. Nii tekib parempoolse korru-
tamisega poolrithm R. Lemma 7 pdhjal on Reesi maatrikspoolrihm M (H;{i}, A; P)
isomorfne otsekorrutisega H x R, kus iga h* € H,A € A = R korral isomorfism

O M(H;{i},\; P) — H x R on defineeritud jargmiselt:
ish*, A) = (WP ).

Jarelikult ka kujutus ¢: = ¢4): (S) — H x R on poolrithmade isomorfism. Olgu h € H
suvaline ja tdhistame

Ap:={reR| (h,r) € p(9)}.
Defineerime kujutuse €: A, — A;'. Olgur € A, Siis (h,7) € ¢(S) ja leidub iiheselt

midratud s € S nii, et (h, ) = ¢(s). Olgu p(7(s)) = (K, r’) ja defineerime

e(r):=r.

Niitame, et 7' € A;'. Selleks fikseerime suvalise elemendi (hg,79) € H x R. Siis

leidub = € (S) nii, et p(z) = (hg, ro). Eelduse pdhjal 7(s)sx = x. Jarelikult

(ho, o) = () = o (7(s))p(s)p(x)
= (W, ") (h, 7) (o, 7o)
— (W'hho, r'rro)
— (W'hho, 9),

kust hg = h'hhy. Korrutades vorduse mdlemat poolt elemendiga b, ! saame 1 = Wh,

kust /' = b1, Jdrelikult (A1, 7") = p(7(s)) € p(S) jar’ € Ap-1.

Niitame, et € on injektiivne. Oletame, et c(r) = £(q), kus £(r) = 1,¢(q) = ¢,

(h,r) = (s), (h,q) = @(t),(7(s)) = (W) ja o(r(t)) = (h",¢). Siis 1’ = ¢ ja,

nagu eelpool niitasime, b/ = h~! = h”. Jirelikult

p(7(s)) = (W) = (0", ¢) = o(7(1))-
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Kasutades kujutuste ¢ ja 7 injektiivsust saame vOrduse s = t. Jarelikult

(h,r) = ¢(s) = ¢(t) = (h, q),
kust r = ¢, mida oligi tarvis.

Kuna e: A, — A,-1 on injektiivne kujutus, siis |A,| < |Ax-1|. Analoogselt saame
konstrueerida injektiivse kujutuse &: A, ' — Ay, ja seega |4;,-1| < |Ay|. Kokkuvéttes

|Ap| = |Ap-1|. Seega viide (i7) kehtib.
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3 Moningaid niiteid

Kirjeldamaks ldhemalt, millistena vdib teatud tiilipi poolriihmade Cayley graafe kuju-
tada, on selles peatiikis viljatoodud mitu ndidet. Moned neist sisaldavad ka tdiendavat
joonist, mis visualiseerib vastavate graafide olemust. Samas tuleb téhele panna, et sama
informatsiooni kujutamiseks on ka teisi mooduseid, mistdttu on antud kirjutises olevad

joonised vaid iiks mitmest véimalikust tdlgendusest.

Niidetes vaatleme, mil médral erinevad Cayley graafid tiksteisest erinevate poolriihmade
ning varieeruvate vastavate poolriithmade alamhulkade korral. Moned kirjeldatud graafid

on suunatud ning teised mitte.

Olgu jargnevates nididetes GG poolrithm ja olgu S C G selle alamhulk. Olgu vastav

Cayley graaf Cay(G, S), kusjuures tdhega F tihistame Cay(G, S) servade hulka.

Joonistel on kujutatud ringidena Cayley graafi Cay(G, S) tippe, kus juurdemirgitud
number viitab vaadeldavale poolrilhma G elemendile. Graafi tippe iihendavad nooled

stimboliseerivad vastavaid graafi tippe ithendavaid servi.

Niide 1. Olgu G naturaalarvude hulk korrutamise suhtes ning olgu S = {2}. Siis
E={(1,2),(2,4),(3,6),...} = {(k,2k) | k € N}.

Cayley graaf Cay(G, S) on suunatud. See poolrithm ei ole perioodiline.

O T O OO @ O

Joonis 1: Cayley graaf Cay(G, S), kus G = (N, ), S = {2}.
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Néide 2. Olgu G naturaalarvude hulk liitmise suhtes ning olgu S = {1}. Siis
E={(kk+1)|keN}

Cayley graaf C'ay(G, S) on suunatud, sest nditeks (2,3) € F, aga (3,2) ¢ E.

O—0—@0—60—-6—©-0

Joonis 2: Cayley graaf Cay(G, S), kus G = (N, +), S = {1}.

Niide 3. Olgu G reaalarvude hulk korrutamise suhtes ning olgu S' = R. Siis
E = {(m,n) [ m e R\{0},n € R} U{(0,0)}.
Cayley graaf C'ay(G, S) on suunatud, sest niditeks serv (1,0) € F, aga (0,1) ¢ E.

Niide 4. Olgu G reaalarvude hulk korrutamise suhtes ning olgu S = R\{0}. Siis
E ={(m,n) | m,n € R\{0}}.
Cayley graaf Cay(G, S) on mittesuunatud.

Niide 5. Olgu G parempoolse korrutamisega poolriihm ning olgu S C G suvaline

alamhulk. Siis

E=A{(k,k)| k € G}.
Cayley graaf Cay(G, S) on mittesuunatud.

Niide 6. Olgu G tdisarvude hulk korrutamise suhtes ning olgu S = 2Z s.t. alamhulk .S

koosneb paarisarvulistest tdisarvudest. Siis

E={(s,t) | s€Z,t € 2Z}.
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Cayley graaf Cay(G, S) on suunatud, sest nditeks leidub tdisarvuline paarisarv s, mille
korral s-4 = 8, kuid ei leidu iihtki paarisarvu s’, mille korral s’-8 = 4. Seega (4, 8) € E,
aga (8,4) ¢ E.

.
FHEEEI O ®® O

Joonis 3: Viljavdte Cayley graafist Cay(G, S), kus G = (Z,+), S = 2Z.

O

Joonisel 3 on lihtsuse mdttes kujutatud vaid servi, mis on G elementide —4, —3, ..., 3,4

vahel. Ulejiinud osa Cayley graafist Cay(G, S) vdib kujutada analoogselt.

Niide 7. Olgu G tiisarvude hulk liitmise suhtes ning olgu S = 2Z s.t. alamhulk S

koosneb paarisarvulistest tdisarvudest. Siis
E={(s,t)|s,t €Z,s—tec27}.

Cayley graaf C'ay(G, S) on mittesuunatud, sest s — ¢ on paarisarv parajasti siis, kui ¢ — s

on paarisarv.

Jargmiste néidete tarvis votame kasutusele jadgiklassiringi moiste (vt. [MK1]).

Niide 8. Olgu G = (Zs, +) jadgiklassiringi Zs aditiivne rithm (vt. [MK1]). Lihtsuse

mdttes tdhistame Zs5 elemente siimbolitega 0, 1,2, 3, 4. Olgu S = {3}. Siis

E= {(073)7 (174)’ (270)7 (37 1)? (4’ 2)}

Cayley graaf Cay(G, S) on suunatud (vt. Joonis 4).
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O ©)

@ ©

Joonis 4: Cayley graaf Cay(G, S), kus G = (Z5,+), S = {3}.

Niide 9. Olgu G = (Zg, +) jadgiklassiringi Zg aditiivne rithm. Olgu S = {2,4}. Siis
E={(0,2),(0,4),(1,3),(1,5),(2,0), (2,4),
(3,1),(3,5),(4,0),(4,2),(5,1),(5,3) }.

Cayley graaf C'ay(G, S) on mittesuunatud. Kuna C'ay(G, S) on mittesuunatud, siis voi-

me graafi servi tdhistada lihtsalt noolteta joontena graafi kahe vastava tipu vahel.

Joonis 5: Cayley graaf Cay(G, S), kus G = (Zg,+), S = {2, 4}.
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Niide 10. Olgu G = (Zr, +) jadgiklassiringi Z; aditiivne rithm. Olgu S = {1, 2, 3}.

Siis

E= { (Oa 1)? (172)’ (2’3)7 (3?4)> (47 5)7 (576)7 (6>0)7

N J/

TV
tekitatud elemendi 1€S poolt

(0,2),(1,3),(2,4),(3,5), (4,6), (5,0), (6,1),

[ J/

~
tekitatud elemendi 2€S poolt

(0,3),(1,4),(2,5),(3,6),(4,0),(5,1),(6,2)}.

.

~
tekitatud elemendi 3€S poolt

See Cayley graaf on suunatud, sest niiteks (0,1) € F, aga (1,0) ¢ E.

Joonis 6: Cayley graaf Cay(G, S), kus G = (Z7,+), S = {1,2,3}.

Kusjuures rohelise noolega on joonisel 6 tdhistatud elemendi 3 € S, sinise noolega

elemendi 2 € S ning halli joonega elemendi 1 € S poolt tekitatud servad.
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Niide 11. Olgu G = (Z-, -) jadgiklassiringi Z; multiplikatiivne poolriihm (vt. [MK1]).
Olgu S = {2, 3}. Siis

E= {(070)7 (17 2)7 (274)7 (376)7 (47 1)7 (573)7 (6a 5)a

J/

TV
tekitatud elemendi 2€S poolt

(1,3),(2,6),(3,2),(4,5),(5,1), (6, 42}.

~
tekitatud elemendi 3€S poolt

See Cayley graaf C'ay(G, S) on suunatud, sest niiteks (1,2) € E, aga (2,1) ¢ E.

Joonis 7: Cayley graaf Cay(G, S), kus G = (Z7,-), S = {2, 3}.

Niide 12. Olgu G = (Zg, +) jadgiklassiringi Zg aditiivne riihm. Olgu S = {2, 3}. Siis

E={(0,2),(1,3),(2,4),(3,5),(4,6),(5,7),(6,0), (7, 1),

(. J/

~
tekitatud elemendi 2€.S poolt

(0,3),(1,4),(2,5),(3,6),(4,7),(5,0),(6,1), (7,2)}.

.

~
tekitatud elemendi 3€S poolt

See Cayley graaf on suunatud (vt. Joonis 8).
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Joonis 8: Cayley graaf Cay(G, S), kus G = (Zg, +), S = {2, 3}.

Kusjuures rohelise noolega on joonisel 8 tdhistatud elemendi 3 € S ning sinise joonega

elemendi 2 € S poolt tekitatud servad.
Niide 13. Olgu G = (Z12, +) jddgiklassiringi Z15 aditiivne riithm. Olgu S = {5}. Siis
E={(m,m+5),(m+7,m)|me Z}.

Cayley graaf Cay(G, S) on suunatud.
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Niide 14. Olgu A = {a,b},C = {c, d} ja vaatleme hulgal A x C korrutamist, mis on

defineeritud vordusega
(@, y)(,y) = (z,y).
Saab niidata, et nii tekib poolriihm. (Selliseid poolrithmi nimetatakse ristkiilikpool-

riihmadeks (vt. [JMH])). Vottes G = S = A x (', saame Cayley graafi, milled tippudeks

on elemendid (a, ¢), (a,d), (b, ¢) ja (b, d). See graaf on mittesuunatud.

)

Joonis 10: Cayley graaf Cay(G, S), kusG =S5 = A x C.
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