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Kvantarvutite pohimoisted, -elemendid, -toed

1. Kvantbitti (Qubit) kandva ststeemi omaolekud ja kvantbitt-register

Kvantbiti olekute kirjeldamiseks kdigepealt 1 0 kui baasivektorid ehk
defineerime kaks 2-komponendilist vektorit — |0>:= ( ) [1>:= ( ) telgede thikvektorid
2 dim.-ses ruumis.

Sissejuhatavas loengus demonstreeritud katsetes footonite polarisatsiooniga sai viimase kirjeldamiseks
samuti sisse tuua vertikaal- ja horisontaaltelje Ghikvektorid footoni levisuunaga ristuvas tasandis.

Siiski ei tule seda kokkulangevust votta kui sisulist samasust. Valguskiire elektromagnetvélja
polarisatsiooni maarab vektor E , mis asub fiilisikalises 3-dim.-es ruumis (ehkki kiire risttasandis kui
2-dim.-es ruumis). Asjadefineeritud 2-komponendilised vektorid moodustavad aga baasi abstraktses nn
Hilbert'i ruumis, kus Uldiselt vBib olla dimensioone kuitahes palju, koordinaadid kompleksarvulised jms.
Pealegi, kui kvantbitiks on mingi 2-e energiaseisundiga molekul vms, siis neile seisundeile saab
vastavusse seada jallegi need kaks 2-komponendilist baasivektorit Hilberti ruumis, ilma et molekulil
tarvitseks olla fulUsikalises ruumis defineeritud mingi vektoriaalne suurus mingis tasandis.

Baasivektori tahistustes on pustkriips ja nurksulud vdetud kvantmehaanikast, nende vahele kirjutatud
"1" vBi "0" aga arvutiteadusest kui biti kaks vdimalikku vaartust.

Kummalised stimbolid |0> ja |[1> on mugavas nn Dirac'i bra-ket téhistuses baasivektorid
Hilberti ruumis, kus simbol 0 ja Uks nende sees on ja vdib olla suvaline. Naiteks footoni
polarisatsiooni kirjeldamise puhul ka nait. pustkriips ja rohtkriips, tdhed V ja H vms.
Siinkohal oleme valinud biti kaks vaartust, kuna soovime kvantbitte panna kandma
kahendkoodis arve. Seevastu 1 ja 0 baasivektori komponentidena ei ole suvalised
sUmbolid, vaid reaalarvud 1 ja O (kui baasivektorid on esitatud komponentide kaudu iseenda
baasis, siis nende komponentide vaartused ei saagi olla muud kui 1 ja 0) .

Rohkem kui Gihest sdltumatust kvantbitist koosneva liitsiisteemi kui kvantregistri olekuvektor
on kvantmehaanika jargi alamsisteemide olekuvektorite otsekorrutis. Defineerime
pustveerg-vektorite otsekorrutise MC maatrikstehete abil

&
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Otsekorutistena avalduvad ka kahe kvantbiti siisteemi olekute baasivektorid, mida tahistame:

|00>:= O(|0>,|0>) |01>:= O(|0>,[1>) [10>:= O(|1>,|0>) , [11>:= O(|1>,]1>)
Siis

100> = 01> = 110> = 11> =

o O O -
o O ~» O
o B O O
= O O O

Seega 2-kvantbitises registris on neli omaolekut, mis v8ib vastavusse seada kimnendarvudega 0...3:

"o" "1 2" "3"



Kasutades kimnendtahistust kvantregistri olekuvektori ket-simbolis, néitame otseselt
registris hoitavat kimnendarvu, naiteks:

Veendu, moodustades kuni arvu
15-ni vastavaid registriolekuid, et
H.ruumi dimensionaalsus.-s kasvab
eksponentsiaalselt (alusel 2) registri

|6>:= O(]1>, 0(|1>,]0>)) |6> = pikkusegal

O B O O O O O o

5>:= O(|1>,0(|0>,|1>))  [6>=

O O B O O O O o

<= (i5>7)

Defineerides Dirac'i simboolikas bra-vektori (plistveeru Transponeerimisega horisontaalreaks ja
kaaskompleksi votmisega (katusjoon) see antud juhul kill komponentide reaalsuse t6ttu liigne),
saame skalaarkorrutise kirjutada kui bra-ket korrutise ja vektorite ortogonaalsus ning normeeritus 1-le
avalduvad:

<5-l6>=0 <55>=1
vt. ka —>

2. Superpositsiooniolek (ihtlase amplituudijaotusega)

Defineerime alternatiivsete
0.707 moodtmistulemuste saamise tdenaosuste
[ j tabeli: (vt &are taga) >

1
|/>:= —-(]0> + |1>)
‘/E 0.707

MdotmistulemusteTNtabel([/>) = (0.5 0.5)

|Okunil5korraga> = O(|/>,O(|/>,O(|/>,|/>)))

Pane avaldisele all tema vaartuste naitamiseks vordusmark ja interpreteeri vektori
|Okunil5korraga> komponentide arvwaartusi, andes mitmesuguseid oma- ja superpos.-olekute |0>,
|1> ja |/> kombinatsioone tema definitsioonis (O-avaldis ulal) !



|Okunil5korraga>

Pane siia avaldisele tema vaartuste naitamiseks vordusmark
ja vordle vektori komponente (amplituude) tdendosustegal

Mdotmistulemuste TNtabel(|0Okunil5korraga>)

ZM66tmistuIemusteTNtabeI(|Okuni15k0rraga>) =1

Millega pdhjendub Ulalseisev vordus 1-ga?

3. Kvantbiti suvaline olek ja selle kujutamine Bloch'i vektori abil

Meenutades loengul tehtud katseid laserikiire polarisatsioonist ja 2-D Hilberti ruumi sissetoomist tavalise
klassikalise (kuid 1-le kvandile/footonile normeeritud) tasalaine polarisatsioonioleku kirjeldamise eeskujul,
leiame, et footoni polarisatsiooniolek ehk Uldiselt suvalise 2-e omaolekuga kvantsiisteemi olek on
maaratud parajasti kahe reaalarvulise nurkparameetriga kujul

o, &> = cos(a)-e1 + sin(cx)~exp(i~c]>)-e2' , kus e-d on laine/footoni levisuunaga ja omavahel
risti olevad uhikvektorid ehk, dldiselt, Hilberti ruumi

. baasivektorid
Komponentides sama:

e ssmor oo (] = (o)
o, d>:= cos(a)- 0 + sin(a)-exp(i-d)- 1 Sin(0)-exp(i- )

Nurk alfa naitab elektrivaljavektori peamise vonkesuuna kallet koordinaattelgede suhtes ja nurk fii annab
(silmas pidades laine ajalist sdltuvust ja kasutades vOnkefaaside kompleksarvulist mugavat kirjeldust)
selle vektori tipu trajektoori elliptilisust. Selline nurkade abil kirjaviis tagab automaatselt, et olekuvektor
Hilberti ruumis on Ghikulise pikkusega. Ka esimesele komponendile mingi faasinurgateguri
juurdekirjutamine (st vabade parameetrite arvu t6stmine 3.-le) ei ole tarvilik, sest nii elektrivaljavektori kui
ka kvantmehaanilise olekuvektori puhul on oluline vaid komponentide vaheline suhteline faas.

Seega, kui keerata esimene koordinaattelg vertikaalselt pisti ja 2-te ristuvat horisontaaltelge kasutada
teise st kompleksarvulise komponendi kujutamiseks, taidaksid kdikvoimalike olekuvektorite otsapunktid
n.6. péhjapoolkera pinna. Ldunapoolkera pole eespool tehtud méarkust faasidest silmas pidades tarvis,
sest naiteks I6unapoolusele vastav laine polarisatsioon oleks sama vertikaalne st p&hjapooluse-
suunalisega identne. Siit ka ks ebameeldivus: ekvaatoripunktidele vastavad polarisatsioonid on samuti
koik identsed -- horisontaalsed, sest Kui cos(cx)I =0, siis exp(i-q))I on fuusikaliselt sisutu ja voib olla
suvaline ilma et polarisatsiooniolek sellest soltuks. Kokkuvdttes saame kena geomeetrilise kujutamisviisi,
kui venitame pdhjapoolkera pinna ka Idunapoolkeraks nii, et endine ekvaator laheb Idunapooluseks ja kdik
pdhjalaiusnurgad kahekordistuvad, st endine alfa = 45 kraadi saab nuld olema ekvaatoril.



Seega, toome sisse sfédriliste koordinaatide n.-6. pdhjapoolusest loetava laiuskraadi 6 ja

asimuutnurga ¢ . Siis vastab igale paarile nende nurkade vaartustele, naiteks:
0:= 30-degI b= 55-degI

Uks punkt sfaari pinnal ja selle punkti raadiusvektor kujutab Uhte vdimalikku olekuvektorit piltlikul, ehkKi
abstraktsel Poincare' sfaaril (kui tegemist footonitega) vdi -- teise nimega -- Bloch'i sfaaril (kui
tegemist elektronide vdi suvaliste 2-Dim olekuruumiga kvantststeemidega, naiteks kahe-energia-
tasemelisena vaadeldavate molekulitega).

Poincare' sfaarist piltliku ettekujutuse saamiseks saab allpool proovida nurkade muutmist tema
interaktiivsel MC-mudelil.
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Seega on kvantbiti suvaline olekuvektor avaldatav kujul:.

)
. COS(E) . ( 0.966 ) Normeering Gige!
> = > =

(6 _ 0.148 + 0.212i <| := (|¢>T) <P|-pp>=1
sin E -exp(i-P)

Elektroni voi lildse poolespinnilise mikroosakese puhul on Blochi vektoril otseselt geomeetriline sisu
tavalises fllsikalises 3-Dim ruumis --- poole Plancki konstandiga korrutatud Blochi vektor annab osakese
omapodrlemismomendi (ehk spinni) vektori fllsikalises ruumis, kuid ainult keskvaartusena (st Ule
mootmiste identsete objektide ansambilil) , sest spinnvektori komponendid ei oma korraga kindlaid vaartusi,
neid mddtes saame alati juhuslikult kolmikkombinatsioone 2-st diskreetsest omavaartusest. Naiteks poole
Plancki konstandi tihikutes vastab vertikaalsele (z) suunalisele spinnvektori komp.-le operaator o, mille

keskvaartus on cos(e)I st projektsioon pustteljele, nagu peabki (vt punast kriipsvertikaali pildil allpool)

10
e [0 —J keskvo, := <p|-0p> = cos(6) = 0.866

see on tuntud kvantmehaanika valem

keskvaartuse leidmiseks keskvo, = 0.866

Bloch'i sfaar



Muuda Blochi sfaari/vektori pildi lahteandmeid 6 = 30-degja ¢ = 55-deg !

Enne pildi imberarvuda laskmist pitia ennustada nurkadele antud vaartustele vastav Blochi
vektori asend ! (vt. ka vektori komponentide reaal- ja imaginaarosa arvvaartusi)

4. Loogikalllid (Gates)



Kdigepealt kasitleme the kvantbitiga opereerivaid lllisid, st skemaatiliselt tGihe sisend"juhtmega” ja Uhe
valjund'juhtmega” "kasti".
Uhe kvantbiti oleku muutus/evolutsioon mingis "raudvaras” (kuid mitte "md6tmise" aktis!)
kirjeldub unitaarse operaatoriga/maatriksiga tldkujul:
cos() sin(a)-exp(—i-®)
U(o, ¢) = | :
sin(a)-exp(i-¢) —cos(ao)

Kui arvuti on piisava malumahuga ja kiire, et saada sujuvalt hakkama 120 kaadrilise animatsiooniga,
vajuta topeltkldps

siia, siin on 0.3 MB fail Bloch120fr12sec.avi

ja pane animatsioon pidevalt korduma.
Animatsioon kujutab oleku muutumist ajas mingis mikrostisteemile pidevalt toimivas elektromagnetvaljas.

Fikseeritud muutuse saamiseks tuleb rakendada I6pliku kestusega impulsi iseloomuga mojutust

vertikaal ehk meridiaantasandis kirjeldub maatriksiga: P 10

Naiteks 90-kraadine podre (180-nene Blochi sfaéril) U(ﬁ j ~ (0 1)
2°7)

Tahistame selle operaatori

01
NOT =

Naidata maatriksite peastkorrutamise teel , et NOT-operaator inverteerib
omaolekus 1 vdi 0 oleva kvantbiti omaoleku ja kontrollida vaidet to6lehearvutuse
abil, rakendades alltoodud olekutele operaatorit NOT!

) ()

NOT-operaator on hasti tuntud klassikalises arvutiteoorias ja -ehistusskeemis ning kui kvantbitid on
omaolekus, siis ei erine NOT-operaatori toime (tbevaartustabel) millegagi klassikalisest.
Kui aga kvantbitt on superpostsiooniolekus, siis muidugi tBevaartustabel ei koosne enam nullidest ja
Uhtedest.
Veendu selles , lastes NOT-operaatoril mgjuda
superpositsioonolekule



" 0.966
> =
0.148 + 0.212i NOT:[p>

Kuid kvantarvutis saab realiseerida hoopis uusi senitundmatuid loogikalllisid. Naiteks sellist, mis vbtaks
nagu ruutjuurt eitusest

1+i 1-i

V/NOT =

[N\
+ N

1-i 1+i

Kontrollime, kas selline on kvantmehaaniliselt realiseeritay, st kas operaator on unitaarne

T (10
VNoT -(yNOT) :(o 1)

Veendume, et operaator 8igustab oma nimetust/téhistust, sest kaks luli jarjestikku moodustavad tavalise
NOT-l{li:

01
VNOT -4/NOT = [1 oj ehk NOT.
- 1 0
Veendu selles, rakendades operaatorit 1/NOT -\/NOT olekutele [0>= (Oj . 1>= ( j !
1

Samas, Uheainsa "ruutjuurElst" toime isegi omaolekus olevale kvantbitile on midagi taiesti tundmatut
klassikalisele loogikale:

0.5 + 0.5i 0.5 — 0.5i
\/NOT-I0>:( j \/NOT-I1>=( j

0.5-0.5i 0.5+ 0.5i



Arvuta peast, millise tdendosusega saadud olek médtmisel kukub kokku kvantbiti kummakski
omaolekuks ja kontrolli ennast médtmiste simulaatori Md6tmistulemusteTNtabel(mingiketvektor) abil.

. 0.707
Usna ootamatu on aga "ruutjuurElst" toime tulemus "kaldolekule”  |/> = [ j
0.707

Lase tddlehel see vélja arvutada ja formuleeri tulemuse tahendus!

5. Kahe(kvant)bitised ja universaalsed loogikaelemendid/lulid

Arvutuste teostamiseks vajaliku network'i saab kokku panna paarist universaalsest kahe kvantbitiga
opereerivast lilist . Uks neist on XOR ehk CNOT (controlled-NOT), mille operaator on

1000
0100

CNOT := 0001 Veendu, kasutades transponeerimistehet (Ctrl+1), et CNOT on
0010 unitaarne maatriks(operaator)!

Veendu, et CNOT rakendamine on ekvivalentne kasukoodiga
if (JA>=|1>) then |B> ----> NOT|B> , kusjuures |A> jaetakse muutumatuks

|00> = 01> = [10> = 11> =

o O O -
o O +» O
o » O O
~ O O O

CNOT-[00> =

o O O -

Selgita endale CNOT asjasaadud rakendustulemused, uurides teisenemisvalemit siimboleis:



vektAkomp,-vektBkomp,
vektAkomp, \ ( vektBkomp, vektAkomp,-vektBkomp,

CNOT-| O , -
vektAkomp, | | vektBkomp, vektAkomp,-vektBkomp,

vektAkomp,-vektBkomp,
ehk identselt:

vektAkomp,-vektBkomp, vektAkomp,-vektBkomp,
vektAkomp-vektBkomp, vektAkomp,-vektBkomp,
CNOT- N
vektAkomp,-vektBkomp, vektAkomp,-vektBkomp,

vektAkomp,-vektBkomp, vektAkomp,-vektBkomp,

6. Kahe kvantbiti Ghine faktoriseerumatu ehk pdimseisund ( entangled state )
ehk pdimbitt (ebit)

Veendu, et CNOT rakendamine olekule AkalduBO, kus liks kvantbitt on superpos.olekus ja teine
omaolekus, annab tulemusena p&imseisundi (entagled state)

1 0.707 0.707
— =0.707 |I> = AkalduB0 := O(|/>,|0>)
\/E 0.707
AkalduB0 =
0.707
0
0.707

1 1
—-0(|0>,]0>) + —-O(|1>,]1>) =
7 (10>, )+\/§ (11>,]1>)

0.707

Selgita alltoodud sumbolavaldiste paremaid pooli vorreldes, miks ei ole CNOT rakendamise
tulemusena tekkiv Ulaltoodud olek avaldatav kvantbittide olekute otsekorrutisena, st kuidas tekib
sdlmitus; vt ka juhtu, kui kvantbitt B on olekus |1> .



vektAkomp, vektAkomp, vektAkomp,

vektAkompq ) (1 0 0 0
R - CNOT- —
vektAkomp, | \ 0 vektAkomp, vektAkomp, 0

0 0 vektAkomp,

. . 1
Kas 2-kvantbitise stisteemi olek > := Z(|00> + |01> + |10> + |11>) on

pdimolek?

.................... Toolehe IGpp
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(Klassikalisest) kriiptograafiast

1. Sissejuhatus

Inimlik soov salasidet pidada on vahemasti niisama vana kui kirjakeel. Seega kriiptoloogia juured ulatuvad
antiiksetesse tsivilisatsioonidesse Mesopotaamias, Egiptuses, Indias, Hiinas jm.

Umbes nelisada aastat enne Kristust kasutasid Sparta s6dalased kriipteerimisvahendit nimetusega

SCYTALE ja tundsid kaht tdnapdevani kasutatavat kriipteerimise alusmeetodit — tahtede/stimbolite
substitutsioon ehk asendamine

ja transpositsioon ehk nihutamine.

Arvutis kasutatavad kooditabelid tarkide viimiseks arvulisele kujule on heaks naiteks substitutsioonile.
Kooditabel ilmutab end jargmistes MC sisseehitatud stringifunktsioonides (vt. MC Help-Functions):

str2vec ("A" ) = (65) vec2str ((65)) = "A"

Teade := "HOMME !"

Vektor := str2vec(Teade) VektorT: (72 79 77 77 69 32 33)

Miks siin kasut. MC maatriksoperatsiooni T2
vec2str (Vektor) = "HOMME !

Kollaseks toonitud maéaratluses muuda Teade-t ja uuri selle Sifreerimist koodivektoriks ja deSifreerimist
funktsioonide string-to-vector ja vector-to-string abil.

Milline arv vastab tiihikule (ehk mis on tiihiku ASClI-kood)?

Milline on vaikseim arv, millele vastab oma siimbol ehk tark ekraanil?

Kontrolli oma teadmisi kooditabelist jareleproovimistega siintoodud stringifunktsioonide abil.

Rakendame niitd ka transpositsiooni ehk nihutust — naiteks lahutame igast koodiarvust arvu
nihe := 22
Defineerime kodeerimisf.-nid:  [Kodeeri(teade) := str2vec (teade) — nihe]

|Dekodeeri(koodidevektor) := vec2str (koodidevektor + nihe)|

Olgu tekst nditeks (muuda teksti ja uuri koode):

LEDE NG KoodVktr := Kodeeri(Tde)

KoodVktr' = (53 79 86 86 10 34 24 26 31)

Dekodeeri(KoodVktr) = "Kell 8.05"

Paraku ei ole Uiksikute téahtede arvudega kodeerimine kuigi tdsiseltvdetav shifreerimismeetod. Isegi juhul,

kui sala-kommunikeerujad A ja B (teate saatja Alice ja saaja Bob, nagu neid kogu ingliskeelses
kriiptoloogiakirjanduses on kombeks nimetada ) on endile koostanud omast arust vaga keerulise kooditabeli,
on sellist koodi suhteliselt kerge lahti muukida. Nimelt saab ara kasutada erinevate tahtede tekstides
esinemise erinevaid sagedusi igas keeles.



2. Tanapaeval kasutatavatest klassikalistest kriptosusteemidest

Et paremini mdista kvantkriptosiisteemide eriomadusi, tutvume enne kahe tanapaeval laialt kasutatava

klassikalise Sifreerimismeetodiga. Epiteet klassikaline' on siin vastandamaks 'kvantmehaanilisele’ ega

tahenda Uldsegi mitte ‘vana' vms — vastupidi, nditeks RSA kriptosiusteem leiutati vaid veerandsajandi eest.
2.1 Vernam'i Siffer

Inglise keeles tuntud ka nimetuse all ‘one-time-pad’ (cryptosystem).

1. etapp — teate kodeerimine arvudeks toimub samal pdhiméttel, mida naitlikustasime eelmises punktis,
kust me vBtamegi konkreetse kodeerimisreegli ja -funktsioonid:

Alice lahtetekst: Tde ;= "Raha on kapi taga " KoadVktr := Kodeeri(Tde)
MWW MWWWWWW
KoodVktr! =| | 1]2[3[4|5[6]7|8]9]10

1|60|75(82|75(10(89|88|10(85] ... Kldpsa tabelil nAgemaks koiki
strlen(Tde) = 18 koodi

2. etapp — Alice konstrueerib juhuslikest arvudest minimaalse ja maksimaalse koodiarvu vahel vétme ),

mille pikkus (vektori terminites vektori dimensionaalsus e. komponentide arv) sama, mis kodeeritud teatel.
Pane kursor Tde-le ja vajuta F9
saamaks uus juhuslik Vti !

VtiT _ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 0| 19| 57| 34| 81 17| 70| 30 9

3. etapp — Alice liidab vektorid kokku ja jagab 99-ga, jadkidest moodustubki I6puks kripteeritud Tde
Krpt := mod(KoodVktr + Vti,99)

Veendu sama jrk.n-ga komponentide
KrptT = 1 2 = “ > 6 i 8 9 |10 kérvutamisega, et Krpt-i arvud-kom-
1] 60| 94| 40| 10| 91| 7| 59| 40| 94| .. ponendid on tdepoolest Tde ja Vti
vastavate komponentide summa
jagamisjaagid 99-ga.

Alice saadab Krpt-i Bobile (koos votme jarjekorranumbriga, suur hulk vétmeid on juba eelnevalt salaja Bobile antud)

Deshifreerimiseks vdtab Bob vBtmepakist just sellesama votme Vti
ja teeb temaga tagasilahutamise modulo 99 :

Dekrpt := mod(Krpt — Vti + 99, 99)

ja seejarel Alice k&est varem saadud téhtede kodeerimistabeli ptdrajaga (vt p.1) loeb vélja salateate:

Dekodeeri(Dekrpt) = "Raha on kapi taga "

Antud kriptosisteemis on Sifreerimismeetodeina (lisaks asendamisele ja nihutamisele) kasutatud
juhuslike arvude viimist koodi, mis on vaga efektiivne koodi "segamiseks". Samuti mdjub infot Eve eest peitv.
filtrina mod-funktsioon, mis on perioodiline ja seega tema p66rdf.-n on mitmene funktsioon.

Susteemi puuduseks on vajadus suurt hulka votmeid salakanaleid pidi ette edastada.



2.2 Avaliku votmega RSA kruptosisteem

1978.a. 16id Rivest, Shamir ja Adleman nimetuse RSA all laialt tuntuks saanud siisteemi, milles v8tme
pealtkuulamiskindla edastamise/levitamise probleemi pole, sest voti edastatakse avalikult.

Susteemi pohiidee seisneb jargnevas. Kui Bob tahab saada salajasi teateid, loob ta votmepaatri:

avaliku vdotme ja salajase votme. Esimest levitab ta labi avalike infokanalite, teise aga jatab ainult enda
teada. Kui Alice tahab Bobile salateadet saata, Sifreerib ta selle Bobi avaliku votmega ja saadab Bobile,
muretsemata kas Eve vOib kanalit pealt kuulata. Bob deSifreerib/dekripteerib saadud salateate oma
salajase votme abil. Kogu konks on selles, kuidas annab suhestada avalikku ja salajast votit nii, et slisteem
toimiks kiiresti/efektiivselt, kuid oleks turvaline.

Selleks saab kasutada matemaatikas Uhesuunalisteks nimetatud funktsioone, mida on lihtne arvutada,
kuid mille inverteerimine on vaga arvutusmahukas.

Uurime kahe véaga suure algarvu korrutamist:

n := 2593843747457-20934834647 n — 54301689953167121742679

Naeme, et korrutamine kaib arvutil praktiliselt hetkeliselt. Aga tehte inverteering, st tegureiks lahutamine votak
vaga oluliselt rohkem aega, milles veendu, pannes n v0i tema arvaértuse siia alla tiihja platsihoidjasse ning
lugedes rohelise raami kestmise sekundeid hiirega véljaklGpsu hetkest peale.

1 factor —»

Meie naites on n 23-kohaline. Arvu pikkuse kasvamisega kasvab tehteks kuluv aeg isegi parima tanapaevase
(Lenstra poolt 1993.a.loodud) algoritmiga tegurite leidmiseks lootusetult kiiresti (super-polinomiaalselt).
Seega, kui just ei leiutata kardinaalselt uut tidpi algoritmi, kulub t&dnapdeva véimsaimail arvuteil Ule saja koha
pikkade arvude tegureiks lahutamiseks aastaid. Seega on pooleteistsaja kiimnendkohaga arvu — ja just
selliseid kasutatakse RSA kruptosusteemi tdsistes praktilistes rakendustes — tundmatuiks tegureiks
lahutamine tanapéeval Eve'le kindlalt Glejou Glesanne.

Tutvume RSA-siUsteemiga simulaatoril, kus arusaadavatel phjustel piirdume suhteliselt vaikeste arvudega
(mispuhul Eve'le ei valmista mingit raskust teguriteks lahutamise Ulesanne kasvdi peast lahendada ja seega
moningase vaevaga ka Sifreering lahti muukida).

1. Bob, kes tahab saada salateateid, leiab kaks suurt algarvu p ja g ning nende korrutise n :

p:= 101 g:= 103 Ni=pq n — 10403

(praktikas p ja q valitakse enam erinevad, et tegureid poleks lihtne leida n 12 [ahedusest).

2. Bob valib taisarvu d, mis on kaasalgarv korrutisele (p -1)(q-1)=r: r=(p-1)-(q-1)

Olgu d suurem kui 70 r — 10200

d := Kaasalgarv(r, 70) d—>71
Funktsiooni Kaasalgarv(, ) def.-n &
3. Bob leiab vaikseima téisarvu e, mispuhul korrutis ed jagatud r-ga annab jaagiks arvu 1

ehk teisiti 6eldult — taisarvu e, mis oleks r-i péérdarv modulo r .

8= mod(d_ 1,r) e —> %

Kuna viimane MC versioon osutub vBimetuks teha modulo-arvutusi, siis on siin sisestatud dige 8.=431

4. Bob levitab kdigile oma avalikku votit, mis koosneb arvudepaarist e ja n ja jatab enda teada salavétme:



e d 431 71
Avti ;= Svti .= Avti — Svti —
n n 10403 10403

5. Alice kodeerib oma teate arvudeks vahemikus 1...n:

Alice lahtetekst: A'AI'Ag/gv:: "Homme k23 Kassitoomel!" KoodVktr .= Kodeeri(Tde)

Kldpsa tabelil nAgemaks koiKi
strlen(Tde) = 22 koodi

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1| 50 89| 87| 87| 79| 10| 85| 28| 29

KoodetrT =

Selleks sobib naiteks kahekohalised koodid panna paarikaupa kokku, st igale tdhepaarile saame
vastavusse 4-kohalise arvu. Niisugune protseduur on tehtav vahepeal arvud stringideks muundades,
mislabi koodide liitmine on teostatav stringide konkaneerimise (aheldamise) tehtega.

1 strlen(Tde)
2 KoodVktrstr, := concat(nusttr( KoodVktr, i—1) , num25tr(Koodetr2. |)>

KoodetrStrT = 1 2 3 4 > 6 7 8 9

1| "5089"| "8787"| "7910"| "8528"( "2910"| "5375"| "9393"| "8394"

KoodVktrdnum := str2num(KoodVktrStr)

1 5089
1| 5089 Siinkohal tuleb vasaku vektori 8787
2 | 8787 komponentarvud kopgerida 7910

3T 7910 paremal oleva vektori ...... U
maaratlusse. Kui teate pikkus 8528
4| 8528 pole 22, tuleb paremale sisestada 2910

| 5] 2910 (Insert-Matrix) uus vektoriplats. _
KoodVktrdnum = T o35 Kopeerimiseks kldpsa vasakul KoodVktrdnumU := | 5375
=T 9393 4-kohalisele arvule, siis Ctr+C , 9393
siis kursor paremale platsihoidjale 8394
8| 8394 ja Ctrl+V.

9 8989 8989
10| 8779 8779
11| 8611 8611

6. Alice Sifreerib saadud koodi Bobi avaliku v6tmega alljargneva valemi abil ja saadab tulemuse Bobile:

Evktr := mod[(Koodetr4numU)e, n]

Evktr1 — 4910

Evkr, — Evkr,

EvktrT—>(4910 2424 7846 7228 9817 8453 2626 8088 606 8065 869)



7. Bob deSifreerib saadud teate oma salajase v6tmega alljargneva valemi abil

] 71
Svti —»
10403

Aeglasemal arvutil soovitav kasutada arvutamiseks valemivarianti
DEVktr = mod[(Evktr)d, n] sisslekizj.uta)tud vBtmearvudega (kldpsa valemil parema klahviga ja Enable
evaluation):

S

1
DEVKr, == mod[(Evktri)n, 10403}

DEvktrT—>(5089 8787 7910 8528 2910 5375 9393 8394 8989 8779 8611)

Naeme, et Alice teate kood (vt siin all korratuna) on taastatud!

KoodetrStrT = 1 2 3 4 ° 6 7 8 9
1 "5089" "8787" "7910" "8528" "2910" "5375" "9393" "8394"

Kui peame silmas, et tegelikes RSA rakendustes on need arvud vaga palju pikemad, siis selline
dekodeerimine Eve poolt, kes ei tea salavétit, on vBimalik vaid siis, kui ta suudab leida arvu n tegurid ja
seelabi arvutada vélja dige taisarv d deSifreerimisvalemile.

7. Bob dekodeerib koodid teateks kodeerimistabeli abil.

Kuna RSA-slisteemi olulisim punkt oli eelmine ja edasine numberkoodist tahtsdnumi taastamine ei
erine pdhimadtteliselt eelmises paragrahvis tehtust, siis siinkohal loeme Sifreerimis-deSifreerimis-
Ulesande lahendatuks.

Juba enne akadeemilise autorikollektiivi RSA kuulsat publikatsiooni 1978.a. oli Briti valitsuse vastavates
agentuurides tuntud — ehkki see sai ametlikult teatavaks alles hiljuti — nn Non-Secret Encryption,
mille leiutas 1970.a. J.Ellis ja arendas edasi niiid RSA nime all tuntud sisteemiks C.Cocks.

Moraal: kes on auahne ja soovib oma avastusega tuntuks saada, peab hoiduma té6leasumisest
kinnistes/salajastes uurimiskontorites.

Probleemiilesanne (for advanced users of MC).

Lisa todlehele p.7 taitmiseks vajalik.

Napundide: vBimaluse 4-kohaliste koodide ‘tagasihakkimiseks' leiab
MC stringifunktsioonide hulgast.

3. Lopetuseks

Vernami vms Sifri puhul probleemiks jadv vtme turvaline edastamine langeb RSA avaliku v6tmega
slisteemis hoopis ara. Kuid — meenutame loengukursuse sissejuhatavat presentatsiooni — vaga
populaarseks saanud RSA turvalisust ohustab 1996.a. P.Shor'i poolt loodud kvantarvutuslik algoritm
suurte arvude tegurite leidmiseks. Shori algoritmile on plhendatud eraldi mahukas tooleht.

Kui kvantfllsika Uhe kéega @hvardab pdhja lasta RSA kui tanapéevase kriptograafia lipulaeva,
siis teise kaega pakub ta — vdi tdpsemini, on juba pakkunud — omaltpoolt asemele uue:
kvantkriiptograafia. Sajandivahetuseks ekperimentaalselt realiseeritud kvantkruptograafia kahele
meetodile on pihendatud eraldi todleht.



Viimati taiendatud

Kahe kvantbitt-registriga arvuti simulatsioon 30.08.2011

Shor'i algoritmi abil tegurite leidmiseks
perioodilise funktsiooni perioodi maaramise kaudu

© P.saari
Toolehe voi selle osade kasutamiseks personaalsest
Oppetoost erineval eesmargil tuleb kiisida autori luba.

Alustuseks késitleme veelkord pdimimata/pSimitud (entangled) olekute eristamist ja Einsteini sénul "6udsa (spooky)
kaugméjuni* viivat maddtmisakti liitsuisteemis.

1. Kahest kvantbitt-registrist koosneva liitsisteemi oleku osaline
kollapseerumine ehk valjaprojekteerumine md&tmisaktis, mida tehakse
ainult Uhe registri kvantbittidel.

Olgu meil kaks registrit A ja B, tiks koosnegu np kvantbitist, teine ng kvantbitist. Olgu
konkreetselt edaspidise graafilise néite jaoks need arvud hésti véikesed: np:= 6ja ng:= 4.
Tahistame kumbagi registri omaolekuid neisse kirjutatud kiimnendarvuga a ja b, mis vdivad

omandada vaartusi

a:=0. (2”’*7 1) b:=0. (2"8 - 1) kus  Np= 2™ Ny=64 Ng:=2® Ng=16 Sellel toslehel me loendame
vektorite ja maatriksite veergusid/ridu
alates O-st, mitte 1-st, et loendamine
Kumbagi registri suvaline (superpositsioon)olek avaldub . . Lig?;ﬁsoﬁ’:;léuff dmkn:::glr\;gdega, mida
(Uldiselt kompleksarvuliste) vektorikomponentide ja oma-  |A> = z (Aa<|a>) B>:= z (Bb<|b>) (vt meniiiist Math-options'Array Origin
olekuvektorite kaudu (vt. sissejuhatuse to6leht): . : ’

a b =0, mida mitte muuta !)

ja mdlema registri kui litstisteemi olek avaldub otsekorrutisena (NB! siin “esimese" korrutatava paneme paremale):

hp> = B> ® |A> = F (BbA|b>):| ® F (Aawaﬂ = %‘,;((Bb'/*a)“b o] o

b a

Kirjutame selle vdrduste rea kolmanda kuju registri B osas lahti ilma summamargita nii, et toome esile jooksva
naturaalarvu/indeksi b mingile tihele vaartusele b=b'=8 (naiteks) vastava liidetava superpositsioonisummas ja
Ulejaénuid téahistame punktireaga:

hp>= (... + Bglg>+ ) ® {z

a

=

Sellest kirjutusviisist on otse néha, et kui uks registritest -- B naiteks --
allutada modtmisaktile, kus tema supepositsiooniolek kukub kokku
theks omaolekuks - néiteks sisule "8" vastavaks -- siis registri A
olekuga ei juhtu midagi ja liitolek parast médtmist avaldub A-registri
sailinud oleku ja B-registri omaoleku |8> otsekorrutisena (liitoleku digeks
normeeringuks tuleb komponent By asendada 1-ga). Paneme téhele, et A

allesjaév seisund ei sdltu B-registri mddtmise konkreetsest
tulemusest (st mis olekusse -- kas [8> v6i moni muu -- register B l&ks).



See on loomulik tulemus, sest me vaatlesime ma6tmist vaid the litsiisteemi olekute eriliigi puhul. Uldjuhul pole
aga liitsuisteemi olek taandatav (st faktoriseeruv) osaststeemide olekute otsekorrutiseks. Nagu sissejuhataval
téolehel juba uurisime, on Uldjuhul liitstisteemi olek osasusteemide olekute suhtes pdimolek (entangled state).
Pdimolekus liitsisteemi ihe osasiisteemi md6tmisaktis ei jaa teise osasusteemi olek puutumata, mis viibki kuri-
kuulsale korreleeritusendhtusele -- Einsteini ristitud "Gudsele (spooky) kaugmajule”.

Antud juhul ja kasutusele vGetud téhistustes on kahe registri kui litstisteemi olek tldjuhul, nagu ikka

kvantmehaanikas, superpositsioon-lineaarkombinatsioon koigist Na-Ng = 1.024 x 103 litsusteemi

omaolekuvektorist, kusjuures iga omavektori ees on ks vdimalikust Na-Ng = 1.024 x 103 erinevast ja omavahel

soltumatust (v.a. tavaline normeeringutingimus, et moodulite ruutude summa peab olema 1) komplekssest
koefitsiendist C. Allpool me ndeme, et on Ulevaatlikum, kui mitte nummerdada superpositsiooni
vektorikomponente C (ega ka liitstisteemi omaolekuid ja omavektorite endi komponente) Uhe indeksiga

vahemikus 1.... Na-Ng = 1.024 x 103 , vaid séilitada (kokkuvottes sama arvu andev) kaheindeksiline

tahistusviis indeks-téisarvude a ja b abil.
Niimoodi -- kirjutades ka liitstisteemi omavektorid registrite A ja B omavektorite korrutise kujul, saame avaldada

litsusteemi uldoleku kujul:
]
h>=>"3"[C, 4 (Ib>® 2]
b a

Vektorikomponentide Uleskirjutamine kaheindeksilise maatriksi kujul (iheveerulise vektori asemel) toob ilmekalt
vélja meile juba esimesest todlehest tuttava erinevuse pdimoleku ja pdimimata ehk otsekorrutis-oleku vahel.

Nimelt , vottes ulalt valemist (1) erikuju koefitsientidele C, st Cb 2= Bb'Aa , hdeme, et valemis (1) on

koefitsiendi maatriks C faktoriseeruv ehk n.-6 "vaese sisuga" , st C on ridu- ja veergepidi vastavalt
proportsionaalne ja kéik tema elemendid on moodustatud vaid Np + Ng = 80 erinevast arvust

Na-Ng = 1.024 x 103 asemel.

Olgu meil naitena register A olekus, kus erinevad arvud on jaotunud thekdlgse (loogilise funktsiooni (a > 25)I
abil) eksponentsiaalse jaotuse kohaselt, kusjuures maksimaalse amplituudiga olgu registris arv 25, aga registris
B olgu arvude amplituudid vordelised arvu endaga (1-st lugedes), siis registrite olekute normeeritud
vektorikomponendid avalduvad:

) 2
normig = Z(lb +1l) B, = b1 Kontrollime tGendosuste normeeritust: Z(lB |)2 1
ol ) =

b b’ JnormiB

Milleks on meil vaja ette arvutada abisuurus "normi" ?

normip == Z|:
a

b

2 ) —(a - 25)
(ax 25)-exp{@}|:| N\ (a>25) exp[—S i|

e Rori o ([Ad)

a

Defineerime nuud C:
C, =B, A_ Muuseas, selliselt saadud maatriksi elementide
M, a b o o
summeetria/soltuvus avaldub selles, et
maatriksi astak on madalaim vdimalik, st 1: rank(C) = 1



Rida-veeruti proportsionaalsust on hea tuvastada ka graafiliselt.
Kldpsates all pildil ja hiirega tirides teda erinevate vaatenurkade alla, on kerge veenduda, kuidas
read ja veerud on vastavalt proportsionaalsed, nagu peabki olema faktoriseeruval kahe-muutuja
funktsioonil (antud juhul muutujad diskreetsed , st indeks-muutujad).

Graafiliselt vastab ulalsaadud tulemusele -- et otsekorrutisolekus liitsiisteemi tihe osa peal mdotmine jétab teise
osasusteemi oleku muutumatuks -- jargmine operatsioon: B-registrist mingi arvu véljalugemisele vastab
graafikul ainult the riba 16-st allesjatmine. Iga selline riba aga kordab A-registri olekut normeerimiskonstandi
tédpsusega. Sama kehtib B-registri kohta mddtmise teostamisel A-registris.

Uldisele olekule -- pdimolekule -- vastava maatriksi C kujutises niisugust siimmeetriat pole -- igal B maétmisel
maatriksist C n.-6. véljaprojekteerunud veerul/ribal v8ib olla erinev koefitsientide jaotus piki A-registri "telge" .
Konstrueerime niitid mingi pdimoleku maatriksi Cenygiq , kaotades veergude nihutamisega ridadevahelise
proportsionaalsuse C-s. Allpool me keerame maatriksi "pealtvaatesse”, st koefitsientide vaartusi markeerime
ainult varvitooniga.

Cemgl% = Cb i
a ,if(a=15,a-b,a)
rank (C) = 1 rank (Centgiq) = 16

Kui 3D graafiku pilt jaéb osaliselt vdi tervenisti
mustaks ja/voi kaob hoopis &ra té6lehe tagasikerimisel
ning pildi kerimine ekraani keskele ja/véi hiirekléps
graafikul asja ei paranda, on tdenéaoselt tegemist
antud arvuti graafikakaardi draiveri vms
(installatsiooni/versiooni) probleemidega.

Kui Win 7 all 3D pilt kaldub valgeks minema, klopsa
temal ja/vdi loe sellekohast juhist kursuse pealehel

v6i Siin (tee topeltkidps lingil).

Graafikut vBib tema paremaks vaatlemiseks
poorata, teisiti varvida voi valgustada jne,
kui teha pildil topeltkl6ps ja muuta arve jm
avanenud menis.

Pildi vBib panna koguni poorlema -- néiteks
umber vertikaali -- kui viia kursor graafiku
keskele, vajutada alla Shift-klahv ja , hoides
vasakut hiireklahvi all, tirida kursorit paremale
ning seejarel klahvid vabastada.

Mida kaugemale tirida kursorit enne klahvide
vabastamist, seda suurema sammuga tuleb
poodrlemine. Kui Shift-klahvi mitte all hoida,
jaab graafik tirituks uue nurga alla ilma et

ta poorlema hakkaks.

Poorlemise seiskab hiirekldps pildil.

Graafikut ei ole soovitav jatta "kldpsatud"”
seisu (milles nahtav "karvane" raamjoon),
sest see raskendab valemite ja algandmete
muutmist té6lehel. Piisab, kui korraks
kl6psata vasaku hiireklahviga, kursoriristi
olles mingil puhtal vabal pinnal tédlehel.

Néeme, et astak omandas nuud 1-st suurema
vaartuse (antud juhul koguni maksimaalselt
voimaliku vaartuse 16-realise maatriksi jaoks)



C

Vasakpoolsel pildil on jallegi tuvastatav,

et amplituudide jaotus piki erinevaid ridu

on identne, st erineb vaid varviskaala intensiivsuse

(st. nagunii uuesti normeeritava kordaja) poolest.
Ukskaik, mis on B mddtmise tulemus, st tkskdik
missugune rida jaab alles peale liitregistri seisundi
"véaljaprojekteerumist” B osas, allesjaév A amplituudide

jaotus, seega allesjaav A olek, on ikka tks ja seesama.

Sama kehtib veergude suhtes, st jareldus on sama, kui
modta A-d ja allesjaav on superpositsioon B-s).

Centgld

Kui ntid siin B-d mdéta, siis erinevate mo6tmistulemuste
puhul saame ka erineva amplituudide jaotusega
superpositsioonseisundi registris A. Naiteks, kui B
mo6tmisel saadi "8", siis piki allesjadvat 8-ndat rida on
amplituudide jaotus erinev jaotusest piki suvalist teist rida,
naiteks 5-ndat, mis vastaks B-registri médtmistulemusele
"5". Antud juhul see erinevus seisneb kil ainult
maksimumi nihkes ja jaotuse kuju ise on
normeerimisteguri tapsusega sama koikides ridades, kuid
sellest piisab kaotamaks reati-veeruti proportsionaalsust,
mis oli omane mittepdimitud seisundile.

Nii nagu valemi (1) jargi uurisime otsekorrutis-seisundi valjaprojekteerumist B-registri médtmisel, vaatame siin
tldise poimseisundi valjaprojekteerimist. Oletame naiteks jallegi, et mddtmise peale kukkus B- register kokku
omaolekusse "8". Siis saame kirjeldada seda véljaprojekteerumist valemite keeles nii:

|
P> = Cpa(>® ) = '
%;[ b.a —I > h>=>® {Z (Cg)a-|a>):| Saadud avaldises tuleb vaid kaik ampli-

a

tuudid l&bi korrutada konstandiga, et
taastada olekuvektori normeering.

Amplituudid C8 al mangivad A-registri jaoks B mddtmise tagajarjel A-registiis tekkinud

superpositsiooni amplituudide rolli (vt AaI paragrahvi alguses). Jéllegi ndeme, et niipea, kui

maatriksi C kaheksas rida erineb suvalisest teisest reast enam kui lihtsalt proportsionaalsus-
kordaja poolest, hakkab A-registri seisund séltuma mdoodtmistulemusest B-registris. M&dtmise ajaks
voivad mdlemad registrid olla tksteisest vaga kaugele liikunud, ikkagi B m&dtmine mdjutab hetkeliselt
A-registri seisundit. See ongi see "6udne kaugmdju”, mis aga siiski ei tahenda informatsiooni
hetkelise (vi Ulevalgusekiirusega) tlekande vBimalikkust.

Kontrollime, kas normeering on O.K.:

EX e -



Toome veel néite kahe Ghekvantbitise registriga ja vaatame, kuidas maatriksi C omadused iimutavad
poimitust v6i mittepdimitust ka selle lihtsaima siisteemi néitel ehk iimekamaltki, kui liitsiisteemi olekuvektori
veeru uurimine, mida tegime sissejuhatava t66lehe (1 RegisterjaGateMC8.mcd) 16pus
Paneme: = = ja kordame lehe algusest n n
o=t =t 9 a::O.A(ZA—l) b::o“(za-1>

1) .
Olgu A::( ) ja
0

B:=

Siis otsekorrutisseisundi 0 1

i = B,-A"vo - B.AT _
maatriks Cb!af Bb Aa vordub Cc:=B-A' C=

o

0.866 0
05 0 00> =

N |- Nltl

C pildina: Néeme, et teise rea saame esimesest, kui seda

korrutada konstandiga % =0.577 jaastak rank(C) =1

0.866 10> =
ehk kasutades 2-bitiste registrite omaolekute (vt. arise taga -->)
kahendarv-tahistusi |00>:= [0> ® |[0>" jne, kus "vanem" bit B

05 | vasakul, "noorem" A-bit paremal, see seisund avaldub

0 ka kujul

Vektorina Kirjutatult on |B>® |A>': 0

0.866

= 0.866
e Y >" = 0.866.100> + 0.5[10> = 5

0
1

0 IS
3 0 5

0.866

Kui aga niitid tekitada ostekorrutis-seisundist néiteks Itli CNOT abil pdimseisund 0

(vt ja vordle sissejuhatava todlehe (1 RegisterjaGateMC8.mcd) §5, §6) CNOT‘M» -
mille veeru tikeldamisel A - ja B ridadeks -veergudeks 2 o]
saame maatriksi 3

0.866 0 . .
Centgld = ( j , mille read enam pole proportsionaalsed
0 05 jaastak eiole enam 1 rank(Cengug) = 2

Centglg Pildina:
Kuna CNOT~|1|;>l on superpositsioon kujul CNOT-j> = 0.866-|00> + 0.5»|11>', siis B mddtmisel lugem "0"
(tns.=3/4)
maarab &ra ka A-registri oleku -- antud juhul viib ka A omaolekusse “0". B lugem "1" (tns.=1/4) aga viib A samuti
omaolekusse "1" . Sarnaselt pdimitud footoneid ja nendevahelist korrelatsiooni médtmiste suhtes ehk sedasama
kurikuulsat " 6udsat kaugmdju” kasutatakse kvant-kriiptograafias, kvant-teleportatsioonis jm.

Arusaamatuste valtimiseks margime I6puks, et

erinevalt sissejuhatava t66lehe (1 RegisterjaGateMC8.mcd) kasutusest ning m.h.§ 5-s toodud siis skalaarkorrutis

CNOT selgitusest tingimuslause ‘if --->then' abil, on siin tddlehel A ja B jarjestus vastupidine;

nn valiskorrutis

&~ maatriks C pole muud kui liitstisteemi vektori komponentide ristkulikukujulise paigutuse tulemus, sellel

maatriksil ei ole mingit iseseisvat uut sisu ega tahendust, ning teda ei tohi segamini ajada
tihedusmaatriksiga, mis konstrueeritakse samuti olekuvektori komponentidest.

o o o

o r O o

0 CNOT =

05 0.866:|00> + 0.5:[11> =

01> :=

11> =

o O +» O

= O O o

1000
0100
0001
0010

0.866

w[n|=|o

0.5

Centgld

<P-hp>=1

> < =

Kuna bra-vektor on kaaskompleksi
reaks

keeratud ket, st. <i:= (|¢>T) ehk

B I B
[0] os866] C

naitab lihtsalt normi, aga

0

I 2 3 on i

0.75

0.433 tihe

0

0

0.433

0.25

w[n|=|o

0

o|o|o|o

0




Kaheks teguriks lahutatav arv on n, mis simulaatoris on kriptimises tegelikult kasutatavaist vorreldamatult vaiksem:

Ja niud siis asume selle (kuri)kuulsa, arvutiteaduses torme tekitanud algoritmiga tutvuma...
tavaarvutil simulatsiooni ja graafikute abil.
Véta korvale algoritmi etappide ingliskeelne loetelu.

2. Shori algoritmi simulatsioon

n:=15 ja mille tegurid juba n.6. palja silmaga naha: 15 = 3x5, 21 = 3x7 jms.

Vétame mingi arvu q := 243, mis oleks piisavalt palju suurem n-st: n2 < q < 2n2 (v3i, teistes allikates, kuni 3n2)

Vétame juhuslikult valitud arvu x, mis oleks kaasalgarv n suhtes

Olgu meil 2 registrit A ja B, milledesse v&ib kirjutada kimnendarve vahemikes, vastavalt,

2= 1) Moodustame jagamisjaaki

4
arvutava funktsiooni: Framoan(2) := mod(x ,n)

Olgu A-registrisse pandud (ks funktsiooni argumendi konkreetne vaartus, néiteks kiimnendarv 8.

Siis A-registri olekuvektori
komponendid avalduvad:

RegAa = d(a,8)

B-registris needsamad aga f-i
arvutusvalemile vastavalt:

Reng = 5(b»fxamodn(8))

Delta kohta vt.Help'ist KRONECKER DELTA

Mdlema registri kui liitsisteemi Uhine olek aga:  Reg, _ := RegB, ‘RegA _siin Ulevaatlikkuse huvides

Kuna lahteolek polnud superpositsiooniolek, siis

kujutame liitregistri sisu/olekut
maatriksina
(nagu Ulal §1-s kirjeldati)

ka tulemusena saame liitregistri omaoleku, st

ainult ks vektori komponent on nullist erinev :

e =1
gfxamodn( 8).8

Seda toolehte on taiendanud vdimalusega simuleerida
perioodi leidmist mitmel erineval x ja n vaartusel
kursuse 2005.a. kuulaja Heli Valtna.

Kaasalgarvud on taisarvud, millel suurim Uhisjagaja
(Uhistegur) on 1. Naiteks arve 9 ja 35 nimetatakse
kaasalgarvudeks.

Funktsiooni fyamodn Uurimiseks laseme tema
argumenti joosta 16igul, mille pikkus := 20

z:= 0.. pikkus

a=0.9g-1b:=0.n

=

n

Registrite seis peale funktsiooni arvutamist argumendi iihe vaartusega

Reg

Niud aga asume kvantkompuutri erinevust klassikalisest dra kasutama
ja paneme koigepealt A-registrisse (ihtlase superpositsiooni Casile =
kdigist kimnendarvudest, st kvant-parallelismi abil kdikvdimalikud argumendivaartused:

2l

Vasakul, st pohilehel hakkab meil argumenti téhistama a z-i asemel.

Nagu jagamisjaéagina méaératud funktsiooni jaoks
peabki olema (miks?), ndeme alltoodud pusttabelist, et
vaartused hakkavad perioodiliselt korduma.

P _ Kuna n on siin kdigest 2-kohaline
amodn(2) = arv, leiab tavaarvuti lintsal viisil

1 perioodi r, naiteks niimoodi:
13
4 r:= |loendaja < 1
7] for ie 0..pikkus
1 samm « loendaja if fysmogn(loendaja) = fyamodn(0)
13 loendaja < loendaja + 1 otherwise
_4 error("periood pole paarisarv") if mod(samm,2) = 0
7
—— return samm
1
13 Valitud n ja x vaartuste puhul on
4] periood r=4 Kui see on paaritu arv, tuleb valida muu x .
_7 NB! Kui n kohtade arv on
1 saja suurusjarku, nagu RSA protokollis,
13 siis perioodi leidmine ongi faktoriseerimis-
4 algoritmi raskeim etapp, just see, mis vajab

e kvantarvutit. Meie simulaatoris peame
I me perioodi ette teadma.

Mis real/veerul joonisel
asub valge ristkilik? Miks valge?



RegAa:: Casile Reng = §(b,0) Regb,a:: Reng-RegAa

0 100 200
1 1 1
i
5
1
15
Registrite seis peale alglaadimist

Reg

Toimugu nttd kvantkompuutris olekuvektori samasugune pédre funktsiooni f arvutamiseks, nagu varemgi.
See poodrdeoperatsioon kvantkompuutris annab aga niid tulemuse korraga kogu argumentide massiivi jaoks.

Kuna meil on kvantkompuutri simulatsioon, siis selle tegemiseks peame konstrueerima tulemuse Mathcadi'ga,
muuhulgas kasutame &ra teabe tegelikus probleemis alles otsitava tundmatu suuruse -- perioodi --- kohta:

ning arvutame selle teadmisega vélja maatriksipildi, mis vastab kvantkompuutri registrite pdimolekule
peale kvantkompuutris funktsiooni f Uhekordse arvutusoperatsiooni labitegemist.

r-1
Regy, 5= Casite’d . [3(0, Framoen(i))-(mod(a. ) = i}]
i=0

Rdhutame, et see arvutusvalem siin ei kirjelda kvantarvutis toimuvat unitaarset pooret, vaid tksnes konstrueerib
podrde tulemuse. Liigne kord réhutame ka, et registri(te) superpositsioonolekut "vaadata" tegelikkuses ei saa.

o 100 200

Reg

Kdigi seniste 3D graafikute parameetreid ( asendit, varviskaalat, jne) on véimalik parema ettekujutuse saamiseks

oma maitse jargi (kuid thtemoodi!) muuta. Mustvalge véljaprindi jaoks tuleks valida halltoonide skaala z-teljele,
anda seal ette vaartuste vahemik -1 kuni 0 ning maatriksi Reg asemel lasta kujutada -Reg .

Kui suur on A-registri seisundite
Hilberti ruumi dimensioon?

Miks on rida b=0 sinine?
Miks kdik teised read on
mustad?

L}
r

Reng = Z (é(b»fxamodn(i)))
i=1
Vrdl RegA/B avaldistega eespool.

Mis valemiga me simulaatoris
registrimaatriksi taidame, on pigem
MC-kd6gist vajaliku leidmise kiisimus,
mitte sisuliselt tahtis. Aga kasulk on kkagi
neist valemeist aru saada...

Miks siin pole helesinine triip
pidev nagu eelmisel pildil?

Miks on katkendlikud ribad
liksteise suhtes horisonaalnihkes
ja mida see nihe néaitab?

Selgema pildi saamiseks vorminda pilti
y-telie skaala maksimumiks vaiksem arv,
nait. 20. Pane kdrvalolevale fxamodn(z) -le
vordusmark -- nagu juba tegime ulalpool -
ja vordle arve pildiga.

Framodn(2)



Paneme tahele, et liitregistri olek on pdimolek -- kdiki pildiridu pole voimalik Uksteisest saada konstandiga 0 voi 1
vOi vms labikorrutades, sest heledate ristkilikute read (amplituudide jaotused A-s) on nihkes eri ridades.

Teeme B-registri oleku mddtmise akti simulaatori , kus olek kollapseerub vordtdendoselt iheks r-st véimalikust.
RegB_lugem := [ jumalavalik <— rnd(1)
for ie0.(r-1)

return fyamoan(i) if l-i < jumalavalik < l-(i +1)
r r

Mo6tmisaktis juhusliku tulemuse saamiseks pane kursor
funktsiooni 'RegB_lugem' definitsioonile ja vajuta klahvi FO!
Liitregister peale B osas lugemist on

véljaprojekteerunud (alles jaab 1 rida, mille RegB_lugem = 1
kirjutame 1-veeruliseks vektoriks, mis ta ongi):
(RegB_lugem’ Arvutame normeerimiskonstandi vektori sklaarkorrutise
Reg := (RegT) iseendaga kaudu:
—
Renormeerime olekuvektori A= Z[(|Reg| )2} A=0.251 Ci= L
st taastame tema normeerituse 1-le: VA
Reg := Reg-C

Pane siia alla suurusele Reg juurde mérk "=" ja ennusta, mis tuleb!

Reg

Alloleval registrisisugraafikul perioodilisuse peenemaks
uurimiseks kl6psa 1x pildil ja vali meniist
Format/Graph/Zoom ning moodusta hiirega vedades
graafiku keskel 3-5 pustkriipsu ja alusjoont haarav
kast, seejarel kldpsa nuppu Zoom

Vajadusel otsi abi Help'i indeksist v6tmega zoom.

0.15f T T

0.f e
Reg,
® 008 i

Miks ainult r véimalust, B-l on ju 16 omaolekut?

rmd(1) on MC funktsioon, mis annab
pseudojuhuslikke arve vahemikus 0.. 1
Pane kursor rnd(1)-le ja klopsa klahvi F9!

rnd(1) = 0.193

Mo6tmisprotsessi modelleerimiseks on
eelkdige vaja tdendosusjaotusi, mis maletatavasti
avalduvad amplituudide moodulite ruutudena:

>

(el
Mao6tmistulemuste TNtabel(ket) := (lket )



Sellise registri lugemisest(=ma&dtmisest) ei ole kasu, sest me peaksime tegema tohutu arvu korduvaid
katseid (iga kord algusest peale), et mé6tmistulemuste statistikast aru saada, et just iga r-s arv saab
olla registri lugemiks tema mddtmisel, st et arvutatud funktsiooni periood on r.

Perioodi valjatoomiseks rakendame A-registri olekule FFT-teisenduse (unitaarset) operaatorit:

. vt. Help'ist Fourier Transforms
FourierReg := cfft(Reg) P

Kvantregistri sisule Fourier' teisenduse tegemine
Registri Fourier-teisendatud olekuvektor annab aga harv-iksikute ja (NB!) perioodile vastavate on igati "kvantarvutilik" operatsioon.
maksimumidega tdendosustejaotuse:

RegAlugemiTnsused := Ma6tmistulemusteTNtabel(FourierReg)

Uuri seda tabelit siin all (teda kerides) ja ennusta, millal tuleb jarjekordne maksimum!

Pea alati meeles: "moédtmisel” kollapseerub olek n.-6.

-2 . R . . ~a B
jumala juhuslikult Uheks sellele m&6tmisele omasest
RegAlugemiTnsused = 0 1 2 3 4 5 omaolekust ning see juhtub tdendosusega, mis vérdub
0 0.251|  4.22.10-6| 4.231.106| 4.24810-6| 4.273:10-6 mooduli ruuduga selle omaoleku amplituudist magtmiseelse

oleku arenduses (superpositsioonis) omaolekute jargi.

OmaolekuNr_kuhukukubOlekmillel(TNtabel) := | jumalatéringuvise <« rnd(1)

------ >
i ) md(x) on MC pseudojuhuslike arvude
TNtabel . . B
M?Ll onvaja ka S 0 tekitajafunktsioon vahemikus 0..x
mao6tmisakti .
simulaatorit j«<0
mis juhuslikult while s < jumalatéringuvise

valiks tUhe punkti

alloleval tulemuste
tdendosuste S¢S+ TNtabte
jaotusgraafikul

jej+1

i

RegA_lugem := OmaolekuNrﬁkuhukukubolekmillel(RegAIugemiTnsusedT)
Hoia kursor fuktsiooni 'RegA_lugem’
definitsioonil ja, vajutades F9, uuri

Praegu tuli selle juhuslikuks vaartuseks: RegA_lugem = 121 T GEE e e (e

03 IRegA\_Iugem
|

0.2 |
. T |
RegAlugemiTnsused 2 ‘

| B . |

0 100 200 300




Topeltklops graafikul ja pane y-skaala logaritmiseliseks!

Hoides kursorit 'RegA_lugem®i definitsioonil, on vajutustega F9-le véimalik veenduda, kuidas lugem kukub
juhuslikult taisarvule, mis on suure tdendosusega lahedane otsitavale perioodile r vastava Fourie:’ sageduse

g /r lambdandale harmoonilisele, st tuupiliselt RegA_IugemI on taisarv, mis ligikaudu vérdub xﬂ .
r

Ehkki kdesolevas simulatsioonis me juba graafikult néeme, mitmenda harmoonilise, st mitmenda piigi (A =
0,1,2 vdi 3) juurde lugem sattus, siis tegeliku kvantarvuti puhul me thestainsast lugemist temale vastavat
lambdat ega ammugi siis ka perioodi kétte ei saa. Katseid tuleb korrata. Kahjuks tuleb silmas pidada, et
peale valjalugemist kvantbit-registri olek on kokku kukkunud (loetud arvule RegA_lugem" vastavaks
omaolekuks) ja korduskatseid tuleb teostada iga kord otsast peale, st alates registrite alglaadimisest.

On vdimalik tbestada, et piisavalt Uhelahedase tGendosusega Gige otsitava perioodi saamiseks on vajalik
korduste arv ceil(In(q)) = 6 ja korduslugemitest on nn ahelmurrumeetodil vaikese arvutusega tavalisel arvutil
voimalik leida lamdad ja seega ettevalitud suuruse q = 243 kaudu ka otsitav periood. Meenutame, et "péris"
koodimurdmistilesandes on q vaga palju suurem arv, tal on vahemalt kaks korda niipalju kiimnendkohti, kui
tegureiks lahutataval arvul n.

Meie siin ahelmurrumeetodisse ei lasku, sest suurus g /r ja seega r on meil lihtsalt aimatav juba vahemast
kui 6-st katsest. (Siinkohal unustame &ra kéesoleva simulaatori poolt véimaldatud jumaliku positsiooni, millelt
vaadates graafikut tlal saame me ainsa lugemivétuga voi selletagi katte suuruse q /r ja et periood r on meil
koguni teada algusest peale - tegelik kvantarvuti seevastu ei naita meile ei muud kui lugemit)

TEE KORDUSKATSEID (sama astendusaluse x-ga)! Pane iga kord endale kirja lugem
RegA_lugem ja méaéra neist otsitav periood r !

Perioodilise funktsiooni fy,moqn(z) maératlusest §2 alguses tuleneb, et kuna xo =1 ning alati 1-e jagamisel
taisarvuga n on jadgiks 1 ja kuna X0+r = xr, siis

mod(xr,n) =1 , kust saame kirjutada jargnevad vordused:

2 2 2
r r
2 2 2
mod[x),n:l d mod[x)—l,n =0 —)mod[xj—l,n =0 —

>l JlE)

Viimasest vordusest jareldub, et kui juhtumisi tiks téisarvudest korrutises (...-1)(...+1) tervikuna ei jagu
n-ga, siis kindlasti véhemalt ks neist peab omama Uhistegurit n-ga. Seega on meil hea shanss leida
koodimurdmisilesandes otsitavad arvu n tegurid, kui me arvutame ( Iilhtsa Eukleidelse algoritmiga peast voi

| =

tavialinal mnadill Arnwienad Shiniamaind $2inanns m in FRinanaida 8 L1 niae

Miks ligikaudu?
(2 pohjust!)

ceil(x) on reaalarvule x
lahima suurema taisarvu

leidmise funktsioon MC-s

Kustkohast téolehel tlapool
ja kuidas on dige simuleerida
katse kordamist?

Annar -le leitud vaartus
ja kontrolli (kopeerides mod-avaldise)
arvuliselt nende vorduste digsust!



Lavalser divuul) suuiiiiiau urisjaydjau tdisdivu 11 jd tdisaivuue x + 1 oy x — 1l vaien.
Antud juhul on periood r=4 , kusjuures n=15 x =13

gcd(x + l,nj =5 gcd(x

Ulesanne on lahendatud ja n -i tundmatud tegurid leitud ning neil pShinev
shiffer vdi turvakood samahasti kui lahti murtud!

><2+1=170 x2—1=168

N =
N =

_ l,nj _3 Siit paistavadki n-i tegurid.

Tdepoolest n factor — 3-5

Probleemillesanne:
Shori algoritm v&ib ka eimidagi anda. Proovi simulatsiooni lasta joosta valikuga x = 14 (kui n = 15)
vOi x = 17 (kui n = 21). Mille taha tlesande lahendamine kinni ja&b?

Suurim Uhisjagaja
(greatest common divisor)
on (vt ntx EE) sama,

mis suurim Uhistegur.

“® See iiksainus MC operatsioon teeb
siin ju &ra kogu algoritmi t66, eks ole 1?
Tegurite leidmine pole MC-le probleem isegi
veel ka 20-kohalise n puhul:

12345678987654321 factor —» 33773336677

Saamaks ettekujutist Ulesande eksponentsiaalselt

kasvavast mahukusest, voiks siin faktoriseeritava

arvu pikkust suurendada kimne koha kaupa....

Kelle arvuti tegurdab enne eksamit &ra tle 100-kohalise
korrutise kahest tundmatust algarvust, saab hindeks A ja selle
arvuti ostan véaga hea hinnaga éara...(-:
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Kvantbitis tekkivate vigade kvantarvutusliku korrigeerimise
simulatsioon

Véahegi suurema hulga kvantbittide stisteemi oleku ulikiire lagunemine vaid tihedusmaatriksiga kirjelduvaks
segaolekuks on flisikaline paratamatus. Probleem on sedavdrd tdsine, et mdned autorid on pidanud
kvantarvutamist igaveseks maaratud olema vaid ks ilus teoreetiline distsipliin.

Olulise optimismilaine tekitas aga hiljuti avastatud vdimalus kvantarvutil iseendas tekkivaid vigu kvantarvutuslike
meetoditega parandada. Osutus, et Umbritseva maailma mdjutuste suhtes veakindla kvantbiti saamiseks tuleb
kasutada minimaalselt +4-st abi-kvantbitist koosneva liitsiisteemi evolueerimist labi paljulililise "raudvara”
(fhusikaliselt -- EM-valjad/laserimpulsid, matemaatiliselt -- unitaarsed operaatorid), mille kaigus info kaitstava
kvantbiti seisundi kohta kodeeritakse 5 kvantbiti pdimseisundisse [R. Laflamme, et al, Phys. Rev. Lett. 77, 198,
1996 ja viited sealsamas, vt ka lingid kursuse veebis].

Enne algoritmi simulatsiooni juurde asumist on vaja matem.kirjeldusse sisse tuua

1. Mudelvead tUhe- ja mitme-kvantbitilises registris

2-Dim Hilberti ruumis kvantbiti igasugune evolutsioon, kaasa arvatud vigade teke on kirjeldatav 3-e
Pauli maatriksi ja 2x2 Uhikmaatriksi kaudu (uldjuhul nende lineaarkombinatsioonina):

3 (o 1) 3 (0 —i) _ (1 Oj I := identity (2) 10
10 Yo 270 1 - IZ( j

01
1.1 Tagasip0ige tava-kvantmehaanikasse

Pauli maatriksid kirjeldavad, muuseas, osakese (1/2-spinniga elektroni, aga ka footoni jms) polarisatsiooni vastaval
flusikaliste suuruste ja nende keskvaartuste kohta kaivatele kvantmehaanika valemitele.

Kordame definitsioone failist 1 RegisterjaGate.mcd

1 0
|0>:= (Oj [1>:= (J <0|:= |0>T <0|=(1 0) nn bra-vektor Diraci bra-ket tahistuses



Miks me tahistasime seda maatriksit tahega U ?

cos() sin(9)~exp(—i'¢)j

U(®,9) = (Sin(9)~e><p(i'¢) —cos(6)

Nii naiteks on mikrofiilisikalise suuruse spinni ehk omapddrlemis-impulssmomendi vektori z-suunalist komponenti
kirjeldav operaator ch' (Uhikutes 1/2 h*), mille omavektorid (fulsikalise ruumi pddrete suhtes spiinorid), vastavalt

omavaartustele +1 ja-1 (st +1/2 h* ja -1/2h*), on:

1 0 ) L 0 0
o,0>= oy |1>= kusjuures muidugi -1 =
0 -1 1 -1

ehk MC erifunktsioonidega sama tulemus:

eigenvec(o,,1) = [(l)j eigenvec(o,,—1) = G)

Samas aga x-suunaline spinnikomponent (footoni puhul nn Stokes'i parameeter, mis iseloomustab
polarisatsiooni 45-kraadise kallakusega komponenti ), mis ei oma z-komponendiga korraga maératud vaartust,

sest vastavad operaatorid ei kommuteeru:
0 -2

2 0 kuid mis muidugimdista, omab ka sama kahte omavaartust +1 ja -1, olles tapselt

maaratud enda omaolekuis

0.707 ~0.707
eigenvec(oy, 1) = ( j eigenvec(oy,-1) = ( 0.707 )

Ox'0z = 070y = (

0.707

mis, nagu peabki 2-seisundilise ststeemi kvantmehaanilises kirjelduses olema, on 45 kraadi podratud algse
suhtes:

- 0.707
I>:= Ul —,0|-[0> > =
4 0.707

Ekskursi 16petuseks fulsikaliste suuruste kvantmehaanilisse kirjeldusse naitame viimaks, et selles olekus on
spinni z-suunalise komponendi keskvaartus 0, sest mélemad 2-st m&dtmistulemusest on vdrdsed,

vastandmargilised ja vOrdtéendosed.
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Kasutame mugavat Dirac'i bralket-tahistust, avaldades bra-vektori kui horisontaalseks Transponeeritud ja
kaaskompleksseks tehtud (mis reaalsete komponentidega vektorite puhul tarbetu operatsioon) ket-vektori

Kvant.meh. keskvaartuse leidmise valem annabki O-i:

<= (157) </| = (0.707 0.707)
<o > =0

Soovi korral saab siinkohal meenutada - neid n.-6. elama pannes -- mitmeid p6himomente 2-seisundilise siisteemi kvantmehaanikast, kui
asendada/taiendada valemit Ulal teiste operaatorite ja bra-ket vektoritega.



Laheme tagasi (st edasi) kvantarvutite problemaatika juurde
1.2 Faasinihke-, imberviske- (bit flip) ja faasinihkega iimberviskeviga kvantbitis

Faasinihke-vea teke kirjeldub 3.-nda Pauli maatriksi toimega

komp, komp, . ) ) _
oy . - . ehk see = komp;-|0> — komp,[1>  Vea nimetus tuleneb teise komponendi
omp2 —Komp2 ette miinusmaérgi tekkest (ehk podre 1800)

Umberviske-vea teke kirjeldub 1.-e Pauli maatriksi toimega

kompl kompZ Nool --> tdhendab, et tulemuse
Oy - saamiseks on kasutatud MC

komp, komp, stimbolarvutust

Faasinihkega Umberviske-vea teke kirjeldub 2.-e Pauli maatriksi toimega

komp, —kompy-i
oy - _ Komponendid on vahetunud, suhteline faas on keeratud 180 kraadi
komp, kompy-i ning absoluutne - 90 kraadi (aga olekuvektori komponentide absoluutne
faas pole fuusikaliselt oluline)

Vea mitteteke kirjeldub identsusteisendusega ehk Ghikmaatriksi toimega

Naita seda, taites simbolarvutuse
tdhi (punane) platsihoidja
vajalikuga ja kldpsates vaba pinda
toolehel!

komp,
R -
komp,
Kokkuvéttes igasugune (kombineeritud) viga Kirjeldub 2x2 maatriksiga, mis on nende 4 maatriksi lineaarne

unitaarne superpositsioon.

Kuid seni on meil mudel vaid vigade kirjeldamiseks tihes kvantbitis, meil aga reeglina tegemist paljudest
kvantbittidest koosneva kvantbittregistriga. Enne kui Uldistada veatekke kirjeldust neile, tuleb meil sisse tuua
mitmekvantbitilise litslisteemi kirjeldamiseks vajalik matemaatiline (ja simulatsiooni) aparaat.



1.3 Olekuvektorite ja operaatorite(maatriksite) otsekorrutis

Defineerime siin kollapseeritud alal (Area) vektorite kui ka maatriksite otsekorrutise operatsiooni, kirjutades selle
(erinevalt otsekorrutisest esimesel tédlehel) tavaparase matemaatilise kirjaviisi v8imaldamiseks
tehtemark-funktsioonina, kus A ja B on suvaliste ridade/veergude arvuga maatriksid)

D

Demonstreerime asjadefineeritud otsekorrutisetehte margi kasutamist numbrilisel ja siimbolarvutamisel:

0 al'bl
[1j®(0)= ! a ® by ar-by
_)
0 ! 0 ap b, arby
0
az'bz

Vaatame ka selliseid vektorite otsekorrutisi, mida meil kill edasises vaja pole:
ay a;-by ag-b, b, a;-by ayby
by by) > a; a -
ay ® (b1 b2) aby apb; (2 %) © by a-by apb;

Kui simbolarvutustehe punane, siis kasutatav MC versioon ei "ei oska" siimbolarvutust asja defineeritud
otsekorrutisoperaatori-funktsiooniga ja need otsekorrutise naited tuleb endal vélja arvutada.

Vordle saadud 2-ht viimast avaldist korrutistega tavalise maatriksite
korrutamise eeskirja jargi,
mis annavad, vastavalt, 2x2 maatriksi ja skaalari (vektorite skal.korrutise):

ap (b o ) a;-by apby ( ) by b b
. N a; as ) — a-by + ay
2y 1 02 ayb; ayb, 1 8 b, 1°01 + a-07

Proovi otsekorrutist mitmesuguste 2x2 maatriksitega, mille elemendid numbrilised, kusjuures otsekorrutisemark
kopeeri (Ctrl+C ja Ctrl+V) eestpoolt. Enne avaldisele arvutamiseks vérdusmaérgi panemist ennusta tulemus!



NUdd on meil vajalikud vahendid olemas,
et kirjeldada/simuleerida

1.4 Faasinihke-, imberviske- (bit flip) ja faasinihkega timberviskeviga kvantbitt-registris

Veaoperaatorite Uldistuse mitmebitilisele registrile tagab otsekorrutustehe. Naiteks faasinihkeviga 2.-s
kvantbitis 3-kv.b.-s registris tekitub operaatori mdjul (otsekorrutis on assotsiatiivne ja tegelikult sulge ei vajaks),
mis esitub:

100 0 00O O
010 0O0O0O0O O
00-10000 O
I®(0'Z®I): 000 1000 O ehk
000 O 100 O
000 O0O0O10 O
000 O0O0OO0O-10
0000000 0-d on rohelised
Mis oli | ja miks o on siin I-de vahel?
Naiteks Umberviskeviga 1.-s kvantbitis 3-kvantbitises registris I ® (Gz ® |)

tekitub sellise operaatori majul:

@ (U®I) =

0-d on sinised

O O O B O O O O
O O B O O O O O
O B O O O O O O
R O O O O O o o

O O O O O O O k-
O O O O O O + o
O O O O O +» O o
O O O O B O O O

o ®(U®1)

Kui anda 3-se registri Uld(superpos)seisund, kus a-d téhistavad
paralleelselt sissekirjutatud kiimnendarvude 0....7 tdendosuste
amplituude, siis vaadates selle maatriksiga teisendust



dg ay

00001000
ooooo1o00|l%| |%
00000010]|l% ag naeme, et amplituudide Umberpaigutus on selline, mis vastab
3-ses registris [xxx> vanimat kahenddjarku kandva

00000O0O0T1]|as . a7 (vasakpoolseima) kvantbiti komponentide iimberviskele
10000000||a ag (vt punkt 1.2 ja veendu vaite digsuses)
01000000]]a a
00100000 a a,
00010000

az a3

Aga nditeks faasinihkeviga 1.-s kvantbitis 3-ses registris kirjeldub sellise operaatoriga:

10000 0 0 0
01000 0 0 0
00100 0 0 0
00010 0 0 0

@U@=l 60010 0 o0
00000 -1 0 0
00000 0 -1 0
00000 0 0 -1

o®@U®1)



Iseseisvaks uurimiseks :

10000 0 0 0
01000 0 0 0
00100 0 0 0
00010 0 0 0
0000-10 0 0"
00000 -1 0 0
00000 0 -1 0
00000 0 0 -1

Taites vasakul oleva simbolarvutuse tiihja platsihoidja
vajalikuga, veendu,

et amplituudide margimuutus on selline, mis vastab 3-ses
registris [xxx> vanimat 2-ndjarku kandva (vasakpoolseima)
kvantbiti faasinihkele (vt punkt 1.2)

Harjutus. Proovi ise eelneva eeskujul (ja kopeerides eelnevast tddlehetiikke) uurida faasinihkega imberviske-vea
teket 3-e kvantbitilise registri mingis kvantbitis (maatriksi pilte tee kaks - reaal- ja imaginaarosa jaoks eraldi) !



© P.saari
29.08.2011 - viimati redigeeritud

Kvantbitis tekkivate vigade kvantarvutusliku korrigeerimise
simulatsioon (jarg e. osa B)

1. Kordame edasiseks vajalikud definitsioonid osast A:

2-Dim Hilberti ruumis kvantbiti igasugune evolutsioon, kaasa arvatud vigade teke on kirjeldatav 3-e Pauli
maatriksi ja 2x2 thikmaatriksi kaudu (tldjuhul nende lineaarkombinatsioonina):

_(01 _ [0 _(t 0 I == identity (2) 10
*“10 Y~ li o 2710 2 o Y ':( j
01
6 ()
|O>:: |1>Z:
0 1

Defineerime ka siin vektorite ning maatriksite otsekorrutise operatsiooni ®(A, B)

[#] Paremklahv ja "Expand" !

Asume nulid asja kallale (NB! Vigade parandamine on mitte ainult kvantarvutis, vaid Uldse...
Uks keeruline tegevus :-).

2. Laflamme' skeem korrigeerimaks thte tldtidpi viga 5 poimitud kvantbitiga registris

(Ava korvale ingliskeelne lulidiagramm, millel jargmised etapid)

1. Encode a given state, |psi>, as an entangled state of 5-qubits

2. Simulate the introduction of an error in the entanglement

3. Decode the (buggy) state of the entangled qubits

4. Determine the "error syndrome"

5. Given the error syndrome, apply the appropriate unitary operator (rotation) to correct the state.

2.1 5-kvantbiti-operaatorid ja sisendseisundi kodeerimine sdlmseisundiks
Kdigepealt on meil simulatsiooniks vaja juurde defineerida operaatoreid, mis moodustaksid skeemi lilid.

Definerime abioperaatori ﬂ'(n,N), mis Vviib n-nda kvantbiti N-bitises registris "0"-seisundist "1"-seisundisse.

See avaldub otsekorrutistena 2x2-maatriksitest, kus vastava jarienumbriga n Ghikmaatriks
on asendatud fermioni stinnioperaatoriga (ehk operaatoriga, mille toime kvantbitile avaldub:



00 0
0> = i 00 0
(1 Oj 10> = (J » kuid ( j.|1> = ( j st. "1"-seisundist kérgemat seisundit litsalt
10 0 pole ! (vastab fllsikaliselt Pauli keelureeglile:

Ulhes seisundis saab olla vaid 0 v&i 1 fermioni)

M (mitmesQbitt, koguArvust) := | error("argumendid vigased -- jarjenr. suurem koguarvust!") if mitmesQbitt > koguArvust
error("argumendid vigased -- jarjenr.<1") if mitmesQbitt < 1

j < koguArvust — 1
00y . .
M « 10 if mitmesQbitt = koguArvust

otherwise

M <« identity(2)

while j > mitmesQbitt
M « identity(2) ® M
e

ve (] o]em
<_10®

je<i-1
while j >0

M « identity(2) ® M
je<i-1

Naiteks, 3-bitises registris 2.-st kvantbitti "lles téstev" operaator avaldub:

(2,3) =

O O O O O o o o
O O O O O o o o
o B O O O O O o
O O O O O o o
O O O O O o o o
O O O O O o o o

O O O O O +» O O
O O O O B O O O

Asenda 1. -se argumendi vaartus "2" vaartustega
1 vdi 3 ja uuri todlehe klépsamise jarel saadavat tulemust!



Uuri selle operaatori toimet

3-kvantbitise registri olekule,

asendades avaldises lahtevektori

0-st erineva komponendi paiknemist 1(2.3)-
nii, et registri olek vastaks

kiimnendarvudele 1, 2, 3,...... 7

O O O O O » O o

O O O O O O O k-

Analoogiliselt saab defineeride maatriksii U'(n,N), mis Vviib n-nda kvantbiti N-bitises registris "1"-seisundist

"0"-seisundisse.
See avaldub otsekorrutistena 2x2-maatriksitest, kus vastava jarjenumbriga n tGhikmaatriks
on asendatud fermioni surmaoperaatoriga (ehk operaatoriga, mille toime kvantbitile avaldub:

01 1 i 01 0
( j.|1> = ( ) » kuid ( j.|o> = ( ) st. "vaakum-seisundist" |0> madalamat
00 0 00 0 seisundit lihtsalt pole !

Meil aga pole mdtet maluruumi sellele raisata, sest nagu teada kvantmehaanikast , ergastuse tekke- ja
kao(surma/annihilatsiooni) operaator avalduvad vastastikku Uksteisest transponeerimise ja kaaskompleksi
votmise teel

T . L .
(0 1) B (0 0) antud juhul kaaskompleksi vétta pole vajadust.
00 10

Sama transponeerituse-seos kehtib ka maatriksite U'(n,N) ja ﬂ'(n,N) vahel, sest Uhikmaatriksi
transponeerimine viimast ei muuda, aga otsekorrutise tehte ja transponeerimise tehte jarjekord on vahetatav

Nudd on meil vajalik olemas, et avaldada kodeerimisskeemi pdhilili -- 5- kvantbitiga opereeriva
‘controlled-NOT" -luli maatriks.

Kasutades asjaolu, et loogiliselt toimelt on see lili identne kahevaljundilise 'XOR' -lliliga, kasutamegi
téhistust 'XOR' defineeritavale maatriks-funktsioonile.

Maatriks-funktsiooni argumentideks on: CNOT-kontroll(kvant)biti jarjenumber, kontrollitava biti
jarjenumber ja kvantbittide koguarv registris vms.

Et XOR avaldub just sellise valemiga suinni/surmaoperaatorite kaudu, ei oma siigavat fuusikalist tAhendust.

XOR(Ctrlbitt, FlipibMdat, Nst) := ﬂ(CtrIbitt,Nst)-ﬂ(CtrIbitt,Nst)T.(ﬁ(FIipibMdat,Nst)T + ﬂ(FIipibMdat,Nst))
+ 1 (Ctrlbitt, Nst) " -4(Ctrlbitt, Nst)



Funktsioonidefinitsioonis on muutujaile pandud nimed selliselt, et nad vihjaksid muutuja tdhendusele.

Veendume &sjadefineeritu digsuses -- meile esimesest to6lehest tuttava 2-kvantbitises liitslisteemis
opereeriva CNOT-luli maatriksi saame, kui paneme sisse vastavad parameetrid:

1000
0100
0001
0010

XOR(1,2,2) =

Kodeerimisskeemi kohaselt on vajalik veel ks lli -- 1 biti 45-kraadi vdrra (ehk st spinni 90 kraadi vorra) ptoraja R

liitsisteemis:

(kes ei tunne eriti huvi programeerimise vastu, ei pea siivenema funktsioonide progr.koodi - see ei ole obligatoorne mdistmaks Iili motet)

Funktsioonidefinitsioonis on muutujaile pandud nimed selliselt, et nad vihjaksid muutuja tdhendusele.

JR(mitmesQbitt, koguArvust) :=

error("argumendid vigased -- jérjenr. suurem koguarvust!™) if mitmesQbitt > koguArvust
error("argumendid vigased -- jarjenr.<1") if mitmesQbitt < 1

j < koguArvust — 1

L -1

V2 2

M « 11 if mitmesQbitt = koguArvust

V2 2

otherwise

M « identity(2)

while j > mitmesQbitt

M <« identity(2) ® M
e
1o
V2 V2

M « M
11®

V2 42
je<i-1
while j >0
M <« identity(2) ® M
je<i-1

Naud on meil k6ik olemas, et saavutada simulaatori selle alaetapi eesmark -- leida kogu
kodeerimisoperaator maatrikskorrutisena vastavalt lulide jargnevusele skeemis (vt.

xerokoopia). Anname sellele maatriksile nimeks Lencode .



Lencode := XOR(1,5,5)-XOR(1,4,5)-R(1,5)-XOR(1,2,5)-XOR(1,3,5)-XOR(2,5,5)-R(2,5)-XOR(2,3,5)-XOR(2,4,5)-R(2,5

Kuidas on Lencode saamiseks korrutatud 10 maatriksit vastavuses simbolitega liliskeemis ?
(NB! ajas esimesena rakenduv opraatoriltli on otsekorrutises viimane st. paremalt esimene)

Siin ta on -- pildina jatabelina (hiirekiBps tabelil lubab vaadata sisu)

1 2 3 4 5 6

1 0.354 0 0 0 0

2 0 0.354 0 0 0

3 0 0 0.354 0 0.354
4 0 0 0 0.354 0 0.

5 0 0 0.354 0 0.354
6 0 0 0 0.354 0 0.

7 0.354 0 0 0 0

Lencode =| 8 0| 0.354 0 0 0

9 0 0.354 0 0 0

10 0.354 0 0 0 0
11 0 0 0 0.354 0 -0.

12 0 0 0.354 0 -0.354
13 0 0 0 -0.354 0 0.

14 0 0 -0.354 0 0.354

15 0 -0.354 0 0 0

16| -0.354 0 0 0 0

Lencode 1
— =0.354

v2)°



Vordlustabel 5-kvantbitise registri
baasivektorite tahistustele

Naidatud iga Naidatud
kv.biti seisund baasivektori
Nii kodeerib see operaator kaitstava kvantbiti, kui see on Vviest | No. ja hoitav 10-ndarv

seisundis |0>, kokku pdimseisundiks (kui teised komp.-d koik =0)

4 abibitiga (need alati algselt seisundis |0>)

|00000> 1 null

|00001> 2 1

q 01.35 7 |00010> 3 2

2 0 |00011> 4 3

3 0 |00100> 5 4

4 0 |00101> 6 5

) 0 |00110> 7 6

6 0 |00111> 8 7

7| 0354 02000> | | 9 8

Lencode-[|0> ® [|0> ® [|0> ® (/0> ® [0>)]]] = z g 101001> 10 9
ol o34 |01010> 11 10

11 0 |01011> 12 11

12 0 |01100> 13 12

13 0 |01101> 14 13

14 0 |01110> 15 14

15 0 |01111> 16 15

16 |10000> 17 16

|10001> 18 17

Kldpsa tabelil kerimisnuppude tekitamiseks! 1100105 19 18

Nii aga kodeerib see operaator kaitstava kvantbiti |10011> 20 19
|1> -seisundis kokku pdimseisundiks |10100> | | 21 20
4 abibitiga (need alati algselt |0>-seisundis) 110101> 29 21
|10110> 23 22

1 |10111> 24 23

1 0 |11000> 25 24

2 0 |11001> 26 25

3 0 |11010> 27 26

41 0354 |11011> | | 28 27

E 0 111100> | | 29 28

j '0'353 n1101> | | 30| |29

Lencode- 11> ® [10> ® 10> ® (0> ® 0111 =[8] 0 il B Dot I
9 0 |11111> 32 31
10 0 32

11| -0.354
12 0




13| -0.354

14 0
15 0
16

Anname nuid ette simulaatorile kaitstava kvantbiti suvalises olekus, sisestades kaks nurka, mis maaravad
vektori orientatsiooni Ghiksfaaril (Poincare' sfaaril footonite polarisatsiooni puhul ehk Bloch'i sfaaril 1/2-spinniga
osakeste voi 2-seisundiliste ioonide/molekulide/vms korral)

Muuda neid hiljem métestatult! 0
cos| —

0 := 59-deg ¢ := 35-deg Qubit :=
(0 .
sm(zj-exp(l-q))

5-e kvantbiti seisund (olekuvektor), mis kohe varsti n.-6. siseneb veatekketsooni (vt skeem xerolehel!), avaldub:

Kd := Lencode-[Qubit ® [|0> ® [|0> ® (/0> ® [0>)]]]

Vaatame (meil on see vBimalik, kuna oleme simulatsioonile tdanu paremas
staatuses kui vanajumal reaalse kvantsiisteemi suhtes ) seda pdimseisundit
kahes erinevas tema (Uldjuhul kompleksarvuliste) komponentide esituses:



Tabelis (klGpsa!) naidatavate
komplekssete vektorikomponentide
piltlikustamiseks on vasakul toodud
1 32x2 maatriks, mille vasak veerg on
1 0.308 Re(Kd) ja parem veerg Im(Kd)
2 0
3 0
4 0.143+0.1i
5 0
6 -0.143-0.1i
7 0.308
Kd=|8 0
9 0
10 0.308
11| -0.143-0.1i
12 0 Muuda kaitstava kvantbiti algolekut
13| -014301i tema olekuvektgrl nurkade mgutm|§e
kaudu (ekraani jagu eespool) ja uuri
— 0 vektoris Kd tema kokkup&imimist
15 0 abikavntbittidega
16

augment(Re(Kd), Im(Kd))

2.2 Uhe uldtutipi vea tekke simulatsioon

Tekitame Uhe vea, naiteks 4-ndas kvantbitis faasinihkega Umberviske, mida kirjeldab vektori Kd teisendus:
Vigkd == [1®[1® [1 ® (o, ® I]]]]-Kd
Eriti selgelt on nédha vea moju paljudele vektori komponentidele vea graafilises

esituses, kus kriipsud naitavad erinevust vektori rikkumata ja rikutud (buggy)
k:=1.32 komponentide vahel



1 0.4 T T T
1 0
2| 0.1-0.143i Re( Kdy)
: I 0.2 1
3 0.308i Re(Vingk) w [ ﬂ W[ w
: ol ey UL AT LT TIIL T T |
oL owml e | L (PLEEEIALL Y
m( Vi
6 o gKady
—0.2F -
7 0
Vigkd = 8 0.1-0.143i 04 | ! !
9| -0.1+0.143i 0 10 20 30 40
10 0 k,k-0.2
11 0 Nihe 0.2 eraldamaks siniseid punastest
12 0.308i
13 0
14 0.308i
15 0.1-0.143i Miks on graafikul kahte véarvi kriipse?
16

2.3 Vigase sdlmseisundi dekodeerimine

NUlUd peame laskma vigaseks muutunud kvantbitid |&bi skeemi parema poole, mis on peegelpilt esimesest;
selleks tuleb meile kasutada dekodeerimisoperaatorit Ldecode kujul

Ldecode := R(2,5)" -XOR(2,4,5)-XOR(2,3,5)-R(2,5)-XOR(2,5,5)-XOR(L,3,5)-XOR(L,2,5)-R(L,5)-XOR(L, 4,5)-XOR(L,

(NB! ajas esimesena rakenduv opraatoriliili on korrutises paremalt esimene)

Vordluseks -- kodeerimismaatriks oli :



10

20

30

Ldecode

Lencode




Luliskeemist véljub 5-bitine register seisundis:

mille tabel- ja piltesitus naitab,
et seisund on lahti pdimitud kvantbittide
otsekorrutiseks, st ei ole enam pdimolek:

1
1 0
2 0
3 0
4 0
5 0
6 0
Huvi parast kontrollime vektori pikkuse 7 0
ruudu normeeritust 1-le VigOut=| 8 0
9 0
T 10 0
(Vigout) -Vigout = 1 m 5
12 0
13 0.87i
14 0
15 0
16
Defineerime komponentide jarjekorranumbrite 1...32 veeru:
lek =k
Moodustame edaspidiseks mugavamaks esituseks sobiva
tabeli (see pole fuusikaline operaator!)
vektori komponentidest ja vastavatest md&tmistulemuste
tdendosustest:
MTbl := augment[K,augment[VigOut,[(VigOut)-VigOut]ﬂ
MTbl =

VigOut := Ldecode-VigKd ,

augment(Re(VigOut), Im(VigOut))

1 3
1 1 0 0
2 2 0 0
3 3 0 0
4 4 0 0
5 5 0 0
6 6 0 0
7 7 0 0
8 8 0 0
9 9 0 0
10 10 0 0
11 11 0 0
12 12 0 0
13 13 0.87i 0.758
14 14 0 0




15 15 0 0
16 16

3. veerg --
selle mooduli
ruut (tdendosus)

2. veerg -- komp.

Mugavuse huvides sorteerime &sjamoodustatud olekuvektori komponentide tabeli oodatavate mé6tmistulemuste
tdendosuste kahanevas jarjekorras:

1 2 3
1 13 0.87i 0.758
2 29| 0.282-0.403i 0.242
3 18 0 0
4 2 0 0
B 14 0 0
6 28 0 0
MTbl := reverse(csort(MThl, 3)) 7 27 0 0
MC erifunktsioonid - vt Help MTbl = 8 26 0 0
9 25 0 0
10 24 0 0
11 23 0 0
12 22 0 0
13 21 0 0
14 20 0 0
15 19 0 0
16 9 0

2.4 Abi-kvantbittide "mahamddtmine” ja "veasiundroomi” maaramine



Kuna valjundseisund on otsekorrutisseisund, siis abi-kvantbittide m&dtmine nende seisundit ei muuda
ja mingit téendosuslikku "kokkukukkumist" mddtmisel ei toimu.

Kontrollime, kas valjundvektor faktoriseerub vanima (vasakpoolseima) kvantbiti otsekorrutiseks 4 noorema
kvantbiti omaolekute otsekorrutisega, nagu peab Laflamme skeemi puhul olema. Juhul kui ja, siis
kontrollfunktsioon véljastab (maatriksi M2x2 kaudu) vanima kvantbiti olekuvektori koos 4 noorema (abi)biti
omaolekute kombinatsiooni ehk nn veasundroomi jarjenumbiga: Mcheck(M32x3)

|E| Siin on kollapseeritult MC vahenditega veasiindroomi méaaraja

Selle funktsiooni toimel saame: Error
' Syndrome Type* Action
13 0.87i | | to correct
Mcheck(MTbl) = ]
29 0.282 — 0.403i
Selle maatriksi parempoolne ehk nr. <2> veerg on Mo " wpen n
paremp g 10000> P5 o,

vanima kvantbiti olekuvektor ja esimese rea
esimene element on 4 noorema biti omaolekute "|0001>" "BP5" o, (—i)
kombinatsiooni ehk nn veastndroomi jarjenumber

"10010>" "B2" oyl
Eraldame vanima kvantbiti olekuvektori "|0011>" "p3" Oy
. it Meheck(MTE] o "l0100>"  "BP2" oy (-i)
u ubit := Mchec ,
90yQ (MTb) "0101>"  "BPL" ki
mis tuleb jargmises -- veakorrigeerimis- "|0110>" "P1" o,

skeemi IGppetapis sellisest polarisaatorist

labi lasta (vektorit H.ruumis pdérata), millele "0111>" “BP3" oy ()

ErrorSyndrome2ActionTable :=

vastav operaator 2x2 maatriksina soltub nel- "|1000>" "B1" oy
ja abi-kvantbiti mé6tmisjargsest seisundist _
vastavalt Laflamme kodeeringu jaoks “l1001>"  "B4" oy
vélja tootatud Tabelile ------------- > "1010>" "B5" oy i

"|1011>" "No Error" oy
*) Tabelis on kasutatud lihendeid, naiteks: [1100> BP4 oz ()
P5 on Phase Shift Error 5.ndas kvantbitis "|1101>" "p2" Oy
B2 on Bit Flip Error 2.-s kvantbitis " " .
BP1 on Bit Flip and Phase Shift Error 1.-s ehk 110> P4 oz
kogu skeemiga kaitstavas kvantbitis. "l1111>" "B3" oy
(vt vigade mudelid eespool sellel tédlehel) - -

Maluvarskendus —>/

2.5 Vea korrigeerimine -- kaitstava kvantbiti digesse algolekusse tagasipé6ramine

Md6tmise tagajarjel kukkusid (8igemini -- dekodeerijas juba pdérdusidki) meil seega siis abibitid veasiindroomi
naitavasse omaolekute kombinatsiooni ja vanima (kaitstava) biti seisund eraldus otsekorrutisest vélja sellisena:



BugayQubt 0.87i
u upiIt =
9% 0.282 — 0.403i

mis tuleb niitid skeemi I6ppetapis sellisest polarisaatorist l&abi lasta (vektorit H.ruumis p6édrata), millele
vastav operaator 2x2 maatriksina s6ltub nelja abi-kvantbiti m6dtmisjargsest seisundist vastavalt
Tabelile.

Votame Tabelis 3.-st veerust veastndroomi jarjenumbrile vastavast reast maatriksi paranduspddrde jaoks:

RotatePlrstn := ErrorSyndromeZActlonTabIeMcheck(MTbDLl’3

Nelja abi-kvantbiti m&dtmise tulemusena léksid
need tbendosusega 1 seisundisse
- ehk teiste sdnadega -- saime teada

"veasundroomi" , mis on:

ErrorSyndrome2ActionTable = "|1100>"

Mcheck(MTbl)q 4,1

ja veatiitip on:

ErrorSyndromeZActlonTabIeMcheck(MTbI)1’1’ 9= BP4

Esimene/vanim kvantbit on mingis superpositsioonilises (vigases/vales) olekus, mis reaalsuses on meile
teadmata nagu tema esialgnegi olek, mida aga sellest hoolimata saame nuid taastada korrigeeriva
pdbramisoperatsiooniga --- polarisaatorile vastava maatriksi ja po6ratava vektori (maatriks)korrutamisega,
seega --

veakorrigeerimise Ioppetapp on paranduspdore:

[RestoredQubit := RotatePlrstn-BuggyQubit

Uurimaks kogu algoritmi t66d
( 0.87 j simulaatoril, muuda ulal kvantbiti

Vérdle kvantbiti taastatud seisundit RestoredQubit = algseisundit, veatiilipi ja kvantbit

(1) algse ja (ii) vigasega: 0.403 + 02621 numbrit, milles viga tekib.

, _ ( 0.87 j ,

0] Qubit = ) Harjutus for advanced users:
0.403 + 0.282i kas suudad korrigeerimisskeemi

"Ule mangida", st saavutada
0.87i fuusikaliselt métestatult olukord,

(i) BuggyQubit = ( j kus enam ei taastu kaitstava biti

0.282 — 0.403i seisund?

Kiusimusi enesekontrolliks



1. Mitmedimensionaalses ruumis téétab operaator Ldecode ?

13 0.87i

2. Dekodeerija véljundolekut uurides saime 4 arvu: Mcheck(MTbl) = | . Milliste
29 0.282 — 0.403i

neist vaartusi saame tegelikus kvantarvutis ja millised jaavad teadmata?

3. Kas protokoll parandab vaid vea, mis tekkis kaitstavas kvantbitis?

4. Kas protokoll aitab vea tekke vastu rohkem kui tihes kvantbitis?

5. Kas protokoll aitab rohkem kui tihe vea tekke vastu lihes kvantbitis?

6. Miks dekodeerija annab valja otsekorrutisseisundi (kui kodeerija sisendis oli otsekorrutisseisund)
ja seda iseqi siis, kui vahepeal tekib viga tihes kvantbitis?

7. Miks protokoll ei nae ette kaitstava kvantbiti mdétmist?

Tdolehe 16pp

© P.Saari
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1. Sissejuhatus

Meenutame, et avaliku vétmega RSA kriiptosiisteemi turvalisus p&hines tdigal, et pole olemas piisavalt
kiiret arvutusalgoritmi suurte arvude tegureiks lahutamiseks. Rdhutame, et véhemasti tdnaseni pole
matemaatika tdestanud, et niisugust algoritmi (klassikalisele arvutile) on voimatu luua.

Kui luuakse kvantarvuti, mis realiseerib Shori algoritmi, siis polegi tdestus enam praktiliselt oluline —
sellega on kvantflidsika nagunii p&hja lasknud RSA kui ténapaevase kruptograafia Uhe lipulaeva.

Samas kvantflilsika teiselt poolt pakub — v&i tdpsemini, on eksperimentaalselt kontrollituna ja
kommertsialiseerimisvalmina juba pakkunud — asemele p&himdtteliselt pealtkuulamiskindla salasideliini.
R&hutame, et kvantkruptograafilise sideliini turvalisus pohineb kvantmehaanika alustédedel, mille
paikapidavust on t6estanud kogu tanapaevane fuilisika — nii teooriad kui tohutu hulk katseid ja
praktilisi tehnoloogilisi rakendusi.

Kui makroskoopilisi infokandjaid, naiteks paberilehte vdi elektrimpulsse kaablis, saab lugeda ilma et
nendega midagi juhtuks, siis kvantmehaanilise objekti "lugemine” , Ukskdik kui "delikaatselt” seda
pittaks teha, paratamatult muudab objekti olekut. Veelgi enam, footoni puhul |6peb iga
diagnostikaprotseduur footoni &raneeldumisega detektoris, kui just ei kasutata erimeetodeid/tehnikaid.
Seega on Alice'il ja Bobil kerge avastada Eve sekkumist kvant-sidekanalisse. Eve'i ei aita ka idee plida
mitte torkida (kvantmehaanilise mddtmise mottes) sideliini pidi liikuvaid kvantobjekte, vaid kopeerida
nende olekud Ule omastkaest voetud kvantosakestele ja uurida/mddta/lugeda siis neid. Sest see idee ei
toota, kuna kehtib teoreem: kvantolek pole kloonitav.

Kvantkriptograafiale on iseloomulik vajadus kahe kanali jarele: lisaks kvantkanalile peab olema
klassikaline kanal — tavaline sideliin voi avalik eeter. Klassikalise infokanali pdhimdttelist vajalikkust on
kerge mdista, kui meenutame sissejuhatava loengu animatsiooni Einsteinile "6udsest kaugmagjust”
pdimolekus osakeste vahel. "Oudne kaugmaju" levib kil hetkeliselt, kuid ei v8imalda superluminaalset
infoedastust. Informatsiooni kannab "dudne kaugmdju" vaid koos klassikalise infokanaliga, mis aga
tagabki piirkiiruse ¢ mittetletatavuse.

Kéesoleval t66lehel tutvume — peale ettevalmistavat materjali — kvantkriptograafilise sideliini kahe erineva
tiubiga: (i) Uksikute osakeste ja (ii) pdimolekus osakestepaaride saatmisel péhinevaga. Mdlema tidbi
mitmetest fluusikalistest realiseerimisviimalustest vaatleme konkreetselt footonite polarisatsiooni
muutmisel ja médtmisel pdhinevaid.

Nagu varasemategi kvantarvuti-toélehtede puhul, on oluline silmas pidada jargmist. Klassikalist
kriiptograafiat kasitlenud todlehel oli praktiliselt kasutatav "péris elus” kripteerimismasin ja
RSA-slsteemi tutvustavat osa nimetasime simulaatoriks vaid selles mottes, et ehkki kbik to6tas nagu
"paris"”, polnud valitud lahtearvud piisavalt suured turvalisuse tagamiseks. Seevastu kvantsidekanali t66d
— peale kirjeldamise muidugi — saab arvutil "elusana” tksnes simuleerida selle sdna kdige vangemas
tahenduses, sest arvuti ei kditu kvantmehaanilise objektina.



2. Eeldusi

Eeldame, et edastatav teade on mingitmoodi juba binaarseks kodeeritud, st kujutab endast "1"-de ja "0"-de
jada. See ei pruugugi olla salateate enda kodeering, vaid naiteks Vernami Sifri voti. Tegelikult ongi
kvantkriptograafiat oluliselt lihtsam realiseerida just votmete edastamiseks, sest pole probleemi osa
stimbolite kaotsiminekust Eve tegutsemise vdi naiteks footonite kaablis neeldumise tagajarjel. Lihtsalt tuleb
Alice'l ja Bobil leppida kokku kasutada vétit sellisena nagu ta Bobile kohale jéudis. Siit sugeneb lisa-
turvamoment, sest ajal, mil Eve pealt kuulab, pole votit veel defineeritudki!

Kuna ka RSA-slsteemi vob kasutada muus sisteemis Sifreeringu votme turvaliseks edastamiseks, voib
kvantkruptograafiat ké&sitada kui alternatiivi RSA-le (paastvat alternatiivi, kui Shori algoritm praktiliselt t6ole
hakkab ! ). Seet6ttu kasutatakse kvantkriptograafia tdhenduses inglise keeles ka terminit quantum key
distribution versus public key distribution (RSA).

Eeldame, et kvantkanali kérval vajalik klassikaline kanal on avalik selles méttes, et igaiuks vdib seda vabalt
pealt kuulata, kuid siiski keegi ei saa moonutada sedapidi liikuvat infot. Killalt hésti vastab niisugusele
ndudele naiteks raadioside.

Eeldame, et kvantkanalisse suunatav piisavalt ndrk valgus koosneb (iksikutest footonitest. Vastupidi
esmasele arvamusele pole seda nduet sugugi kerge taita (korge statistilise usaldatavusega).

3. "Kvantraha" ja mittekloonitavuse teoreem
"Quantum Money" and No-Cloning Theorem

Eve'i saaks kopeerida sideliini pidi liikuvate kvantobjektide olekuid tle omastké&est vBetud kvant-
osakestele ja uurida/mddta/lugeda siis neid omaette, ilma et Alice ja Bob saaks pealtkuulamisest aimu.
See oleks vBimalik, kui oleks vdimalik kloonida kvantolekut nagu on p&himdtteliselt vdimalik valmistada
taiuslikke koopiaid rahatéhtedest. Kvantobjektide puhul see aga pole vbimalik, mida hasti valjendab
S.Wiesneri poolt 1983.a. publitseeritud mittevdltsitava "kvantraha" idee.

Kéasitleme kahte 1-le normeeritud erinevat olekuvektorit |a> ja |b> , mis pole ortogonaalsed , st
skalaarkorrutis <alb> on erinev nii Uhest kui ka nullist. Teeme hilipoteesi, et eksisteerib kloonimismasin,
mis algse s6ltumatutest osadest koosneva liitsiisteemi otsekorrutisliku oleku muundab (I1&bi pdimolekute)
otsekorrutislikuks (st jalle sdltumatute osade) I6ppolekuks vastavalt valemeile

|]a>[toorik>|masin> — |a>[a>|masin >
(3.1)
|b>[toorik>|masin> — |b>[b>|masin,> ,

kus |toorik> on Eve'i varudest vietud osakese olek, millest peale operatsiooni peab saama kloon. Indeksid
a ja b eristavad masina olekut peale operatsiooni, kui kloonitav olek ja kloon on séltumatult oma teed
jatkamas. K&ik olekud on normeeritud 1-le : <toorik|toorik> =1 , <masin|masin> =1 jne.

Operatsioon peab olema unitaarne, st sailitab skalaarkorrutise. Operatsiooni sisendolekute skalaarkorrutis
on

< in|< ik|<alb> ik> in> = <alb>
masin|<toorik|<a]b>|toorik>|masin alb (3.1a)

ja valjundolekute skalaarkorrutis on

<masin,|<a|<alb>[b>|masin,> = <a|b><a|b><masin,|masin,>
(3.1b)

Seega peab kehtima vordus



<alb> = <alb><alb><masin,|masin,> , 3.2
mis on vdimalik ainult siis, kui
kas <alb> = 0 (olekuvektorid ortogonaalsed, mis vastuolus algse eeldusega)

vOi <alb> =1 (olekuvektorid langevad kokku, mis vastuolus algse eeldusega,
pealegi ei saa eristamatute olekutega edastada infobiti kahte
erinevat vaartust "1" ja "0")

Seega on mittekloonitavuse teoreem téestatud.
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4. Kvantkriptograafia polariseeritud tksikfootonitega
Quantum Key Distribution with Single Polarised Photons

Meetodit demonstreerisid 1992.a. esmakordselt Bennet ja Brassard, kus rohelise valguse footonid
moodustasid 40 cm pikkuse kvant-sidekanali vabas 6hus. 1993.a. implementeeriti Genfi Ulikoolis see (ks
lintsamaid kvantkriptograafilisi protokolle optilisel fiibril ja saavutati v6tme turvaline edastus juba 1km
kaugusele.

Sideliin Alice ja Bob'i vahel koosneb kvantkanalist, mida métda Alice saadab kindla véikese intervalliga
laseriimpulssidest (Uhekvantilisteks mahandrgendamise vms teel) saadud tksikuid valitud polarisatsiooniga
footoneid.

Meetodi idee on — lisaks Uksikute kvantosakeste eelmainitud isedrasuste toetumisele — sideseansi kéaigus
juhuslikult muuta footonite polarisatsiooni. Kui naiteks Alice kodeeriks oma teate bitijada "1"-d alati

footoni horisontaalseks polarisatsiooniks (H) ning "0"-d vertikaalseks (V), ning Bob kasutaks talle saadetud
footonite polarisatsiooni mé6tmiseks oma anallsaatoril H/V-orientatsiooni lugemaks maha need "1"-d ja
"0", siis poleks Eve'l mingi probleem need vahelt kinni ptiida, samal moel maha lugeda ja samasugused
samas jarjestuses tekitada ja Bob'le edasi saata. Seega pealtkuulamise takistamiseks tuleb kasutada
vaheldumisi mitteortogonaalseid footoni polarisatsiooniseisundeid, mida Eve ei saaks kloonida. Selleks
on Alice'l footonite valjundis kaks Pockels'i rakku, millega ta saab anda footoneile 4 erinevat polarisatsiooni
vertikaaltelje suhtes:

kas nn pustibaasis (tahistame "+") polariseerimisel kas 00 st vertikaalne (t&his "[")
vBi 900 st horisontaalne (tahis "—")

vdi nn kaldbaasis (tahistame "x") polariseerimisel kas 459 st vasakule kaldu ("\")
vOi -450 st paremale kaldu ("/")

Kuna Alice ja Bob tahavad salaja luua votit mingi klassikalise meetodiga Sifreerimisele mineva "paris” teate
hilisemaks edastamiseks, siis on kdige parem, kui sellise vBtme saamiseks Alice tekitab taiesti juhusliku
bitijada, st valib juhuslikult saadetava footoni polarisatsiooni nimetatud neljast. Tehniliselt on see teostatav,
lastes iga laseriimpulsi hetkel Pockelsi rakkudele peale pingeimpulsside kombinatsiooni, mida kontrollib
juhuslike arvude generaator. Parim selline oleks nt. kaks Uksikfootonite abi-allikat, millest valjuvate
footonite polarisatsioone md6detaks kaldu baasis, mispuhul saadakse absoluutselt juhuslikud ja
Uhesuguste tdendosustega modtmistulemused. Meie kasutame allpool oma simulaatoris MC
pseudojuhuslike arvude tekitaja-funktsiooni rd( ) juhuslike 2-valikute tegemiseks (vt JuV( )paremal aéarisel).

Seega siis sideliini protokoll oleks:

1. Alice valib iga saadetava footoni jaoks juhuslikult polarisatsioonibaasi: kas "+" vbi "X".

Abaask = Juv("+","x") (4.1.1)

Indeks k loendab saadetavaid footoneid, simulaatori algseisus tuleb neid 1 korraga ja seekord on Abaasl ="4"



Pane kursor valemisse (4.1.1.) ja, vajutades F9, tulista valja uus footon, vaata kuidas iga kord kaitub Abaas, !

2.Alice valib iga saadetava footoni kanda juhuslikult valitud bitivaartuse kas "0" voi "1".

Abitt, = Juv("0","1")
K (4.1.2) Seekord: Abittl ="1"

Pane kursor valemisse (4.1.2.) ja, vajutades F9, tulista valja uus footon, vaata kuidas iga kord kaitub Abitts, !

3. Alice annab igale saadetavale footonile ihe neljast polarisatsioonist, vastavalt 2-e eelmise sammu
tulemustele

Apol, = if(Abaas = "+",if(Abittk ="0" ,"—","I"),if(Abittk =10, )) (4.1.3)

k

Seekord : APl ="T"

Uuri, kas//kuidas on Apol, vastavuses Abaas, ja Abitt, praeguste vaartustega valemi (4.1.3) kohaselt!
Pane kursor valemisse (4.1.3.) ja, vajutades F9, vaata kuidas iga kord kaitub Apol,! Miks Apol, ei muutu ?

4. Bob valib iga saabuva footoni jaoks juhuslikult ja Alice'st séltumatult polarisatsioonibaasi: kas "+" voi "x".

nyn

Bbaask = Juv("+","x") (4.1.4) Seekord : Bbaas1 ="X

5. Bob teostab valitud baasis polarisatsiooni médtmise.

Kui Bob'i baas on juhtumisi sama, mis Alice'l selle footoni saatmisel, siis on Bob'i lugem identne Alice
saadetud bitiga. Kui aga baasid erinevad, siis, kuna nurk nende vahel on 45 kraadi, laheb footon Bobi
anallsaatoris vordse tdenaosusega kas detektorile-fotokordistile tahisega "0" vdi detektorile-fotokordistile
tahisega "1"" ja seda muidugi kvantmehaanilise absoluutse juhuslikkusega. Seega Bob saab tulemuse:

Blugem, := if(Bbaask = Abaask,str2num(Abittk),JuV(0,1)) Seekord - Blugem, = 1

Uuri, kas/kuidas on Blugem, vastavuses tema valemisse minevate suuruste vaartustega.
Pane kursor valemisse ja, vajutades F9, vaata kuidas iga kord kaitub Blugem,!
Pane kursor valemisse (4.1.4) ja, vajutades F9, vaata kuidas iga kord kéaitub Blugem,! Millest erinevus?

6. Bob ja Alice suhtlevad labi avaliku kanali ja teevad kindlaks, millistel juhtudel neil olid samad baasid, kuid
muidugimdista Bob jatab oma m&dtmistulemused enda teada.

OnEkvink = if(Bbaask = Abaask,"jah" ,"ei") Seekord OnEkvinl = "

7. Salajane voti moodustatakse vaid nendest bittidest, mida Bob luges juhtudel, kui tema baas oli sama, mis
Alice'l vastavate footonite saatmisel, sest neil juhtudel on Alice ja Bob'i bitivaartused samad. Ulejaanud
footoneid ignoreeritakse votme moodustamisel, aga kasutatakse kvantkanali testimiseks.

veti, = if(OnEkvink = "jah" ,numZStr(BIugemk)," ) Seekord - veti, - "

Meie simulaatoris juhul kui baasid erinevad, tuleb V6ti vaartuseks tuhik, st votmesse kui 1-de ja O-ide
jadasse see footon kahendkohta juurde ei andnud.



Pane kursor maaratlusse FootoniteArv ja, vajutades F9, lase Alice'l saata jarjekordne footon!

Uuri eelnevaid andmeid kokkuvdtvat tabelit allpool ja kontrolli, kas v6tmesse sobivatel juhtudel on Bob
mddtnud maha sama numbri, mida Alice saatis. Siis tekita footonite seeria FootoniteArvuga 15 ja korda
uurimist. VO8ib ka pikemaid seeriaid kasutada, siis tuleb tabelit scrolli 'da.

FootoniteArv = 1

Thl =

"Abaas"

"Abitt"

nApolu

"Bbaas"

"Blugem"

"OnEkviBd"

ngn

ng"

Siiani pole me arvestanud Eve vdimalikku sekkumist. Kuna Eve ei tea, missugust baasi Alice kasutas,
saab ta valida vaid juhusliku baasi oma mdétjal, mis on naiteks samasugune kui Bob'i oma. Ta ei saa ka
teada, millal tema baas oli vale, sest Uhefootonilise pulsi mddtmisel reageerib vaid Uiks kahest
fotodetektorist st saadakse vaid Uks lugem. Naiteks Eve aparatuuri "1"-kanali detektori "kliks" v@ib
tahendada nii seda, et tema mddtebaas oli sama, mis Alice'l ja seega Alice saatis tdesti "1"-e, kuid vdib
tahendada ka seda, et baasid olid Uiksteise suhtes kaldu ja footon "otsustas" juhtumisi Eve aparaadi
kaltsiidikristallis minna detekteerimiskanalisse "1" . Seega on Evel valida vaid mitmesuguste juhusliku
tegutsemise strateegiate vahel, mis kdik aga on Alice ja Bob'i poolt avastatavad. Naiteks vdib Eve saata
Bobile edasi lihtsalt oma aparaadi kaltsiidikristallist véljuva footoni, tehes fotokordistis neeldumise asemel
peenemate meetoditega kindlaks, kumba kanalit footon l&bis. Siiski on see edasisaadetud footon
mddtmise tulemusel oma olekut muutnud ja tekitab seega Alice ja Bob'i tulemuste hulgas vigu, sealhulgas
neis, mis vétme moodustamisest nagunii Ule jaid. Vastava statistilise toé6tlemisega kvantmehaanika
valemite toel saavad Alice ja Bob mitte ainult teada Eve tegevusest, vaid ka rakendada strateegiat, mis
suvaliselt suure soovitava tdendaosusega tagab votmeedastuse turvalisuse.

Siin me vastava protokolli detailidesse ei lasku, Eve avastamist kasitleme lahemalt kriiptograafiaprotokollis,
mis kasutab pdimolekus footonite paare ( vt pdimolekus kvantbitt ingl. k. entangled qubit ehk ebit
esimeses tdolehes).

Kisimused

1. Miks saab valemeis (3.1a) ja (3.1b) ket-vektorite jarjestust omavahel ja bra-vektorite jarjestust omavahel
muuta, nagu neis valemeis on tehtud.

2. Miks mittekloonitavuse teoreemis tegeldakse mitte-ortogonaalsete seisunditega?

3. Miks salajase votme-bitijada moodustamiseks A ja B kasutavad vaid neid tulemusi, kus nende
ma&dtmisbaasid olid identsed?

4. Mismoodi nad teevad kindlaks, milliste footonite jaoks need baasid olid identsed, mis tingimusi peaks

téitma vastav sidekanal?

Milles vBiks seisneda mittevdltsitava "kvantraha" idee?

6. Kui pikk on tanapaeval realiseeritud (Uksikfootonitega) valguskiud-sideliini pikkus ja mis on siin
pShimdotteliseks piiranguks (otsi materjali Internetist).

on
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Kvantkriptograafiast (jarg)

Sisukord

[EEN

. Sissejuhatus

Eeldusi

3. "Kvantraha" ja mittekloonitavuse teoreem
"Quantum Money" and No-Cloning Theorem

4. Kvantkriptograafia polariseeritud Uksikfootonitega
Quantum Key Distribution with Single Polarised Photons
------------------ selles toodlehefailis ------------

5. Kvantkruptograafia pdimseisundis footonipaaridega
Quantum Key Distribution with Entangled States

6. Kvant-tihekodeerimise protokoll

Quantum Dense Coding Protocol

n
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5. Kvantkriptograafia pdimseisundis footonipaaridega
Quantum Key Distribution with Entangled States

Uksikfootonitega kvantkriiptograafia (v6i kitsamalt — kvant-vétmekehtestus) véib polarisatsiooni asemel
kasutada ka naiteks info kodeerimist footonite faasi. Veelgi laiem valik vBimalusi tekib osakesepaaride
kasutamisel, sest pdimolekuis vdivad osakesed olla vaga mitmesuguste fulsikaliste suuruste/vabadusastmete
jargi. Jarjepidevuse ja vordlusvBimaluse huvides vaatleme siin pdimolekuid polarisatsiooni jargi.

Olgu meil footoni polarisatsiooni omaolekud polarisatsioonimddtmise baasis "+" (Hor. / Vert.)

o) el

Siis footonipaari kui kahe kvantbiti siisteemi omaolekud on otsekorrutised (esimese t66lehe eeskujul):

|[HH>:= [H>® |H> [HV>:= |H>® [V> [VH>= V> |H> VV>= |V>® |[V>

|HH>: |HV>: |VH>: |VV>:

o O O -
o O +—» O
o B O O
O O O

Alice ja Bob saavad kumbki (ihe footoni paarist, mida kirjeldab vertikaalselt ja horisontaalselt polariseeritud
footonite p&imolek kujul:

0
1
| >:= ——(|HV> — [VH>) | 07071 1
\/E | —0.7071 Selgituseks: — =0.7071
. V2

Utleme, et Alice saab vasakpoolse ja Bob parempoolse. Kui niiiid Alice md6dab oma footoni polarisatsiooni,
kollapseerub liitsisteemi olek, nagu ikka, Uhte oma omaolekusse, st antud juhul vaid kas olekusse |HV>
vOi |VH>, sest lUlejgdnud kahe omaoleku (neljast) amplituud superpositsioonis on null.



See aga tahendab jallegi meile juba Shor'i algoritmist tuntud péimoleku véaljaprojekteerumist, st kui Alice
footon detekteerub horisontaalse polarisatsiooni kanalis, siis samal hetkel, sdltumata distantsist, Bob'i
footonil ei jaa muud dle, kui "olla vertikaalne”. Ja vastupidi, kui Alice'l juhtumisi "V", siis Bob'l kindlalt "H".

Nagu eelmiseski protokollis, kui Alice ja Bob piirduksid "+"-baasi kasutamisega, oleks Eve t60 lihtne.
Seepérast jallegi Alice ja Bob valivad iga footoni jaoks juhuslikult erineva mddtebaasi, mis kaldu mingi nurga
all vertikaaltelje suhtes.

Siinkohal on aga seetdttu meil vaja valjendada vaadeldud pdimolek teises baasis — nurga a all kaldu baasis,

sest Alice voi Bob'i polarisatsioonimddturite omaolekud pole enam |H> ja |V> , vaid nende pddratud
versioonid. Pdordeteisenduse maatriks, nagu teada, avaldub

cos(a) sin(ox
U(o) = [ _ (@) (@) j , kusjuures, nagu ikka koordinaatide teisendamise puhul, on tulemus
sin(a) —cos(c) sama, kui poorata telgi o vBrra véi hoopis objekti-vektorit —a, vorra.

Seega defineerime uued pooratud baasivektorid/omaolekud, mistéttu algse "+"-baasi omavektorid |H> ja |[V>
pole enam komponetidega 1 ja 0, vaid midagi vahepealset, soltuvalt podrdenurgast o :

[H>(c) := U(o)-|H> H>(0) — (cos(cx)j

IV>(a) = U() V>

Nuud saame valjendada algse pdimoleku Alice ja Bob'i eri nurkade o ja B alla podratud maoturite
omaolekute kaudu, kusjuures pdimoleku selline esitus jaab séltuma nurkadest kui parameetritest:

r 1 |
%(—sin(a}cos(ﬁ) + cos(a)-sin(B))-2 2
1

. %-(—cos(oa)cos(ﬁ) _ sin(a)-sin(B))-2 2
| >(a,B) = ﬁ'(“‘b(a) ® [V>(B) - [V>(o) ® [H>(B))

1
%(sin(a)-sin(ﬁ) + cos(a)-cos(B))-2 2

1

%(—sin(a}cos(@) + cos(a)-sin(B))-22

...saab Alice ja Bobi baasis (mis mé&aratud kumbagi poolt kasutatava mddteriista
orientatsiooninurgaga o. ja  , vastavalt) valjendada sama pdimoleku lihtsamalt:

sin(a. — B)
1 | cos(a— B)
__ L 5.1
At B) 2 | —cos(o— B) &
sin(a — 3)

Naeme, et suvaliste nurkade puhul on p&imoleku vektoril Alice&Bob'i baasis 0-st erinevad koik 4
amplituudi/komponenti, st — superpositsioonis on esindatud kdik baasivektorid, mitte ainult kaks.



Seejuures aga juhul, kui Alice ja Bob teevad oma m&dtmisi tihtemoodi kaldu baasis (st o =f ), on nende
jaoks tulemus sama, nagu olnuks tegu algse pdimolekuga ja selle mddtmisega "+"-baasis. Teiste
sbnadega, kui o = , siis kaldest sdltumata on Alice ja Bob'i md6tmistulemused antikorreleeritud:

kui A saab tulemuse "H", siis B saab kindlalt tulemuse "V" ja vastupidi.

Edasise analuiisi mugavuse huvides seostame tulemusega "H" omavaartuse +1 ja tulemusega "V" — -1.
Voime ka 6elda, et mdddetakse fllsikalist suurust "polarisatsiooni réhtsus”, millel vaid kaks vaartust
(vertikaalselt polariseeritud footon oleks siis hagu negatiivse réhtsusega).

Uldjuhul, kui Alice ja Bob teevad oma madtmisi erimoodi kaldu baasides (st 0 = o = p = 0), pole
mdodtmistulemused taiesti antikorreleeritud. Millisel mééaral nad seda on, saab kirjeldada Alice ja Bob'i
moddetud "rdhtsuste” korrutise keskvaartusega. Kui mélemad saavad tulemuse "H" , siis see korrutis on
(+1)(+1) =1, kui tulemused "H" ja "V", siis see korrutis on (+1)(-1) = -1, jne. Iga korrutise vaartuse saamise
téendosus on — vastavalt kvantmehaanilise olekuvektori komponentide tahendusele — vordne komponendi
ehk amplituudi mooduli ruuduga (meie juhul lihtsalt ruuduga, sest meil siin pole méngus kompleksarvulisi
amplituude). Seega, keskvaartuse Uldise definitsiooni kohaselt, footonipaari "réhtsuste” korrutise
keskvaartuse leidmiseks tuleb summeerida k&ik 4 vdimalikku vaartust, igauks vbetud kaaluga, mis vordne
just selle vaartuse esinemise tdendosusega. Selline summa avaldub ja lihtsustub alljargnevalt.

2 2 2 2 .. - 2
(1> B)g)" = (1 > B)y)" = (I (e B)g) " + (1 >, B),)” simplify — 2:sin(B - @) - 1
Kuna trigonomeetria teisendusvalemeist —cos(2~) expand — —cos(2-~) )
siis korrelatsioonikoefitsient Alice'i ja Bobi médtmistulemuste £1 vahel avaldub lihtsal kujul

KorrlnAB(a, 8) := —cos[2(a — B)] - (5.2)

Nltd tuleme konkreetsete 22,59 sammuga nurkadekombinatsioonide juurde, mis sobivad nii kvantmehaanika
I16pliku Bigsuse experimentum crucis'ele kui ka kvant-votmekehtestuse protokollile

1 1
Q= 0 Q, = Z"n Q= g ™ o = 0-deg o, = 45-deg Q, = 22.5-deg
(5.3)
1 1
B =0 B, = —(E-ﬂj By:= gqr , ehk B, = 0-deg B, =-22.5-deg By = 22.5-deg

Moodustame (5.2)-tlilipi suurustest avaldise

BellKritrm := KorrInAB(al, 63) + KorrInAB(al, 62) + KorrInAB(az, 63) - KorrInAB(az, BZ) (5.4)

On tdestatud, et eri nurkadega médtmiste tulemustest niimoodi moodustatud korrelatsioonide-avaldise (5.4)
vaartus peab jadma .
vahemikku —/2 < BellKritrm </2" , kui kvantmehaanika iseenesest digete

ennustuste moétestamises vaja tugineda nn varjatud parameetritele vms, mis nagu juhivad kvantmehaanilist
juhuslikkust
ja
peab olema vérdne .
BellKritrm = —2-\/5 , kui kvantmehaanika on 6ige nii nagu ta on.

Kvantkriptograafia terminites tdhendab see seda, et kui avaldis (Ei.4) on sideseansi kaigus statistiliselt
oluliselt erinev (vahem negatiivne) vaartusest BellKritrm = —2~\/§ , Siis on Eve kui klassikaline
subjekt tegutsemas kvantkanali kallal....

Nuid on meil piisav teoreetiline pdhi all asumaks tutvuma votmekehtestusprotokolli endaga (simulaatori
abil).
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Protokoll lahtub sellest, et teadaolevatel ajahetkedel (teadaoleva taktsagedusega) saavad Alice ja Bob

. B 1 . , : ~ :
kumbki tihe footoni pdimolekus —(|HV> — |[VH>) footonipaarist. Nende allikas vGib asuda naiteks Alice
2

juures (mispuhul Bob saab oma footoni kvantkanali pikkusest sodltuva viivisega). Nende kasutada on ka
klassikaline sidekanal moonutustekindlaks infovahetuseks kasutatud polarisatsioonim&dtebaaside
(nurkade) kohta, mida nad valivad juhuslikult 3-st maaratud vaartusest. Kokkulangevate baaside puhul
saadud moddtmistulemustest moodustub salavdti, kusjuures "dudse kaugmdju" tottu Alice ja Bob teavad,
et Ulkskd6ik kumb neist esimesena modtis ja mingi tulemuse sai, siis teine saab kindlalt alternatiivse
tulemuse . Ulejaanud footonipaaridel saadud tulemusi kasutatakse testimaks, kas Eve pole kvantkanali
kallal tegutsemas.

Mdotebaasi maaramiseks on Alice'l ja Bob'il vaja sdltumatult 3-st vdimalusest taiesti juhusliku valiku
tekitajat tdendosustega 1/3, 1/3, 1/3 iga valiku jaoks. Meie kasutame selleks pseudojuhuslike arvude
generaatorfunktsiooni rd( )

Seega protokoll oleks jargmine.

1. Nii Alice kui ka Bob valivad iga tuleva footoni jaoks juhuslikult oma polarisatsioonibaasi — vastavalt ihe
kaldenurga kolmest kumbalegi etteantust

Anurk1 = JU3V(0L1,OL2,OL3) Bnurk1 = Ju3V(Bl, 62, 93)

Indeks m loendab saadavaid footonipaare, simulaatori algseisus tuleb neid 1 korraga.

Pane kursor valemeisse ja, vajutades F9, tulista vélja uus footonipaar, vaata nurkade vaartusi!
Seekord need on:

Anurk1 =0 Bnurk1 =0 ehk kraadides Anurk1 = 0-deg Bnurk1 = 0-deg

2. Nii Alice kui ka Bob mdddavad enda valitud baasis enda footoni polarisatsiooni.

Kokku on nende md&tmistulemuste kombinatsioone 4, igal oma téendosus, mis maaratud footonipaari
pdimoleku teisendatud vektori (5.11) komponentidega. TGendosuste jaotustabel koosneb 4-st arvust, mis on
kvantmehaanika reeglite kohaselt vektori (5.11) nelja komponendi mooduli ruudud. Leiame jaotustabeli
m-inda footonpaari (olgu siin m = 2) kohta, mille jaoks kaldenurgad olgu:

Anurk = Ju3v(a1,a2,a3) Bnurk = Ju3V(Bl, By 85)

Anurk2 = 45-deg Bnurk2 = 0-deg

ehk seekord kusjuures NurkAjaBbaasiVahel, = 45-deg

Vektori (5.11) mooduli ruutudest jaotustabeli Tn4jaotus<2> = (|| >(Anurk2,Bnurk2)| >2ja seda

kujutava tulpdigrammi arvutamiseks kasutame MC maatriksoperatsioone

Pane kursor uhele kollastest
0.5 avaldistest Ulalpool, vajuta F9 ja
vaata kuidas koos nurkadega
5.k |:| D D I:I muutub Alice'i ja Bob'i

E T B2 ol o tulemusvariantide

++, —+, +—ja —— tbéendosus.

Diagrm



Edaspidi saab meil olema suvaline arv m footonpaare, see arv vdib olla ka vaga suur. Kordame t6enaosuste
arvutamise valemit-definitsiooni suvalise m jaoks

Tn4jalotus<m> = (|| >(Anurkm,Bnurkm)| )2

Meil on vaja aga ka m6dtmisaktis toimuva (kvantmehaanilise juhuslikkusega) tihte omaolekusse kollap-
seerumise/kokkukukkumise simulaatorit, mis valiks he omaoleku/m&&tmistulemuse neljast vastavalt
tdendosuste jaotusele.

yks4stm = OmaolekuNr_kuhukukubOIekmiIIeI(Tn4jaotus<m>)

Pane kursor yks4st-avaldisele, vajuta F9, kordamaks

A&B mootmisi samade baaside korral. Seekord on valik selline yks4st2 =2

Uks kahest esimesest omaolekust ( ++ vbi +—) tahendab Alice mddtmistulemust +1, seepérast
Atulem = if(simuleerime = "kvant.meh." ,if(yks4stm < 2,1,—1),JuV(1,—1)> : Seekord Atulem, = 1

Bob'i mdbtmistulemus +1 tuleb aga siis, kui kollapseerumine toimub paaritu numbriga omaolekuse neljast.
Seepérast simuleerime Bobi mddtmistulemuse saamist nii:

yks4stm yks4stm Seekord
Btulemm := if| simuleerime = "kvant.meh." ,if| trunc > * > ,1,-11,Juv(1,-1)

Btulem2 =-1

3. Alice ja Bob teevad l&abi avaliku kanali suheldes kindlaks, millised olid need footonipaarid, mispuhul nende
modtebaasid olid identsed, st kaldenurgad vordsed. Need m&dtmistulemused rihmitatakse salajastena, mis
vOetakse arvesse bhitivaartustena salajase votme moodustamiseks. Seega iga footonipaari m kohta
otsustatakse, votta ta vdtme moodustamisesk vdi ei:

V6tta_ = if(Bnurk = Anurk ,"jah","ei") Vé6tta, = "ei"
m m m 2

Seekord:

Selles tulemusterihmas, mis vbetakse votmeks, peab kehtima antikorrelatsioon, sest eksivalentsete
baaside korral, nagu Ulapool veendusime, mdddavad Alice ja Bob (ka nende baasis vaid kahe nullist

. . . T 1
erineva komponendiga 4st) maksimaalselt pdimitud olekut —(JHV> — |[VH>)
2

Kontrollime, kas tulemused ikka on vastasmargilised, st antikorreleeruvad
Seekord

OnAeiverduB = |f(BtuIemm # Atulem . "jah" ,"ei ) OnAciverduB, = *jah"

Salajase vdtme bitivaartusteks lahevad kirja Alice numbrid (vGi Bob'i omad "-"margiga).

Seekord
Atulemm +1
V6tmeks_ := if| V6tta_ = "jah" ,num2str| — |," " V6tmeks, =" "
m m 2 2
Protokolli jaoks olulised andmed on kokku vdetud siin all tabelis. TOstes
footonipaaride arvu 15-ni v8i enam, vajuta F9, uuri ja kdrvuta erinevate
paaride peal saadud andmeid. FootonipaarideArv = 1
1 2 3 4 5 6 7
"Abaas [rad]"| "Bbaas [rad]" "A tulem" "B tulem" "AxB = -1?" "Votta?" "Voétmeks"

0.785 0 1 -1 "jah" "ei"

slwlN| =




O|N|[o|o| +

Thl =

11

12

13

14

15

16

Tabeli kerimiseks allapoole, kui m >16, kdpsa tabelil suvalises kohas.

Edasi uurime, kuidas avastada Eve'i tegevust. Eve sekkumise lihtsamaid strateegiaid taandub sellele, et
Alice'i ja Bob'i mddtmistes kvantmehaanikale vastav juhuslikkus asendub n.-6. varjatud parameetrile
iseloomuliku klassikalise juhuslikkusega (nagu oleme sisse kirjutanud Atulem ja Btulem maaratlustesse).

simuleerime = "kvant.meh."

Anna muutujale simuleerime vaartuseks "Eve'i tegevust" vdi "Varjat.param.-ga teooriat" ja uuri muutusi
Tabeli sisu seadusparasustes.

Seejarel taasta_siit lause I6pust kopeerimise teel muutuja simuleerime vaartus "kvant.meh." !
Pane footonipaaride arvuks 300 kuni 10000 vdi enam, olenevalt oma arvuti vdimsusest (alusta
tagasihoidlikult veendumaks, et Sinu arvuti Tabeli vélja arvutaks mitte kauem kui paarikiimne
sekundiga).

4. Alice ja Bob informeerivad I&bi avaliku kanali Uksteist vétme moodustamisest Ule jdanud
modtmistulemustest testimaks kanali turvalisust. Osa kdikvdimalikest erinevate baasidega saadud
maodtmistulemustest vdimaldavad arvutada toimunud mddtmisteseeria jaoks n.-0. eksperimentaalse Belli
kriteeriumi (vt valem 5.4). Piisavalt suurearvulise seeria puhul peab arvutustulemus olema

|ahedane Belli kriteeriumi teoreetilisele vaartusele —2-\/5 . Kui ta aga (statistiliselt usaldusvaérselt) on
erinev (positiivsem teoreetilisest), siis on Eve sekkunud ja tuleb votta lisameetmeid turvalisuse
tagamiseks.

Teeme testi l&bi simulaatoril (kui oled taastanud simulaatori kvantmehaanilise reziimi eelmises 18igus)

Votmeiks vBetuist Ule jaanud footonipaaride arv on Seekord
length(\V6tta) length(V6tta) — 1 =1
TestiksFtpaare := Z (V6ttam = "ei )

m= 2 TestiksFtpaare = 1

Neist on Belli kriteeriumi valemi (5.4) kohaselt vaja vdtta vaid 4-le nurkadekombinatsioonile vastavad:



Anurk1Bnurk3Arv := ZONljaS Seekord
Anurk1Bnurk3Arv = 0

Anurk1Bnurk2Arv := ZONlJaZ Seekord

Anurk1Bnurk2Arv = 0

Seekord
Anurk2Bnurk3Arv := ZONZjaS

Anurk2Bnurk3Arv = 0

Seekord

Anurk2Bnurk2Arv := ZONZJaZ ANUrK2BIUrK2ARY = 0

BellKritrm — —2+/2

Alice'i ja/vdi Bob'i poolt vastavalt valemile (5.4) moodustatud andmetdétiusavaldisele (vt paremaarisel @)
vélja arvutatud vaartus on seekord

BellKritrMeyperim = O |

, mida tuleb vérrelda "ige" vaartusega ¥
(muidugi pole vordlusel métet statistika
jaoks vaikeste footonipaaride arvu puhul)

—2+[2 = —2.8284

FootonipaarideArv = 1

Tekita F9-ga kursori olles FootonipaarideArv'u maaratlusel uus votmekehtestusseanss ja hinda testitulemusi —
kas head v6i kahtlased?

Siis anna muutujale simuleerime vaartuseks "Eve'i tegevust" vdi "Varjat.param.-ga teooriat" ja vaata,
kuhukanti niitd BellKritrm'i vaartus kukub! Tee oma jareldused!

6. Kvant-tihekodeerimise protokoll
Quantum Dense Coding Protocol

Eelmine protokoll kasutas osakesepaari kui kvantbitipaari (ihte maksimaalselt p&imitud

seisundit .

1 A o ,
| >:= T(lH\b - |[VH>) , milliseid aga on veel — kokku 4 nn Belli pGimseisundit:
2

1 2. 3. 4.
1 ] 1 ]

1 1 1 1
[s+>:= —(JHV> + [VH>)  |s->:= —(JHV> - |[VH>) |t+>:= —(HH> + |[VV>)  |t->:= —(|HH> - |[VV>)
V2 V2 V2 V2

Mitmendat Belli seisundit kasutasime
eelmises punktis?

Vordluseks — 2 asemel kdigist neljast baasivektorist vordse amplituudiga kokku pandud olek



05 % % 05
2 2 0.5
1 05 i ole poi i =
ZL(HH> + [HV> + [VH> + [VWV>) = ei ole poimseisund, 1 1®] 05
2 0.5 sest esitub 450 kaldolekute — —
05 otsekorrutisena: \/5 \/5 0.5

Meenuta esimest td6lehte — mitte iga 2-st baasivektorist vrdse amplituudiga kokku pandud olek pole
pdimseisund. Too naide!

Belli pdimseisundid on kasutatavad vaga mitmetes kvant-informaatika-alastes protokollides, algoritmides, jt
rakendustes (nt. osakeste seisundi kvant-teleportatsioon). Vaatleme selles punktis IGhidalt
kvant-(supern)tinekodeerimist (quantum superdense coding), mis nagu kvant-kriptograafiagi, kuulub
kvant-telekommunikatsiooni valdkonda.

Klassikalises sideliini puhul on 4 biti info edastamiseks vaja saata 2 bitikandjat, nditeks 2 elektriimpulssi,
millel kumbalgi véimalikud 2 pingenivood: +1 ja -1.

Osutub, et kasutades kodeerimiseks nelja Belli seisundit, on vdimalik kvantsideliinis edastada 4 bitti vaid
Uhe kvantbitiga-footoniga, st tihendusfaktoriga 2 korda vorreldes klassikalise piiriga.

Vastav protokoll on jargmine.

1. Alice ja Bob saavad kumbki Uhe footoni pdimfootonite paarist, mis 1.-s Belli olekus |s+>
Alice hoiab endale tulnud footonit (viiteliinis vms. nt. nanosekundi) kuni Bob teostab kodeerimise.

2. Bob kodeerib oma 4-bitise teate oma footoni polarisatsiooni, mille variante olgu 4. Olekuvektorite
terminites tehku Bob oma footoniga-kvantbitiga (paariolekus kirjas paremal) kas:
2.1 eimidagi — unitaarne teisendus Uhikmaatriksiga ja paari olek jadb endiseks —  |s+>  vdi

2.2 Umberviske — unitaarne teisendus 1.-e Pauli maatriksiga ja paari olek  |s+> — [t+> vOi
2.3 faasinihke — unitaarne teisendus 3.-nda Pauli maatriksiga ja paari olek [s+> — |s-> v0i
2.4 Umberviske ja faasinihke — unitaarne teisendus 2.-e Pauli maatriksiga ja paari olek [s+> — |t->.

3. Bob saadab oma footoni Alice'le, kes maarab, millises 4.-st Belli olekust footonipaar oli.

Seega on Alice saanud Bob'ilt Ghe kvantbitiga 2 bitti informatsiooni.
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Kvant-teleportatsioon

Teleportatsioon on teaduslikust fantastikast tuntud protseduur, millega objekt taasluuakse kauges ruumipunktis
kui tédpne koopia originaalist lahtepunktis, kusjuures labi ruumi saadetakse vaid originaali kohta informatsiooni
kandev signaal ning originaal ise |6petab eksistentsi.

Kvant-teleportatsiooni objektiks on kvantsiisteemi seisund -- lihtsaimal juhul kvantbiti seisund.

Seejuures vastavalt kvantmehaanika pdhitddedele igasugune kvantsiisteemi seisundi md6tmine saatja poolt
Uldjuhul havitab selle seisundi, ilma et saadaks tema kohta kogu seda informatsiooni, mis on vajalik seisundi
rekonstrueerimiseks vastuvdtja juures.

Sajandivahetuse paiku teostati kvant-teleportatsioon ka eksperimentaalselt lihemate ja pikemate vahemaade
taha nii footonitega kui ka aatomitega (kui kvantbiti realisatsioonidega).

Kaesolev tooleht-simulaator tutvustab kvant-teleportatsiooni ideed ja protokolli.

Alice teleporteerib Bob'ile kvantbiti, mis on suvalises superpositsioonilises seisundis. Millises nimelt, st
missugused on olekuvektori 2 komponenti v6i 2 nurka Blochi sfaéaril, seda Alice ega Uldse keegi ei tea.

1. Alice loob kvant-teleportatsiooni kanali

Salastatud - Thu Dec 13 22:01:10 2007

a
Teleporteerimisele minev tundmatu seisund on P> = (b) . 1)
Millised on kompleksarvude a ja b vaartused, pole teada, aga eeldame seisundi normeeritust:  <a-j>= 1

Lisaks teleporteeritavale kvantbitile (nr.1) on vaja 2 abi-kvantbitti (nr. 2, 3). Olgu konkreetsuse méttes kvantbitid
realiseeritud footonite polarisatsoonil horisontaalne/vertikaalne. Tahistame vastavad omaolekud -- baasivektorid:

woe () () () v Q) we(l) ()

Alice moodustab abibittidest pdimseisundi -- nn pdimbiti (ingl. k. ebit). Kvantarvuti formaalsetes terminites laseb
ta nad selleks labi XOR-IUli (vt. 1. t6dleht), flusikaliselt aga need footonid luuaksegi pdimseisundis Uhe suure
energiaga footoni lagunemisel kaheks spetsiaalses mittelineaarses kristallis.

| ebit>:= %(|H2>® V3>— [V2>® |H3>)
2

See on Uks eelmistest tdolehtedest tuntud pdimseisundeist. P8imitus paistab vélja ka tema komponentide
vaartustest:



1
\2-| ebit > = Mismoodi saab siit veenduda,
1 et see on pdimseisund?

Alice kasutuses olev teleporteeritav kvantbitt (nr. 1) pole kuidagi seotud tekitatud p&imbitiga, mistdttu kolme
biti seisund -- vaadelduna Gihisena -- on otsekorrutisseisund biti nr. 1-ga:

[123 > = P> ® | ebit> = > ® {%(|H2> ® V3> - V2> ® |H3>)} , kuna aga jp> = a:|[H1> + b-[V1>,
2

siis

b
123 > = %[IHD ® (H2> © Ve>) - HE> @ (V2> © M) + = IV1> @ (H2> © IV3>) - V1> © (V2> © H()]
2 2
kus Umarsulud pole olulised, sest otsekorrutis on assotsiatiivne.

Alice saadab Uhe abibittidest (naiteks nr.3-e) Bobile, kui distantsist hoolimata jaab see p&imituks Alice juurde
jaand paarilisega.

2. Alice teostab enda kvantbitipaaril mddtmise Bell'i seisundi analiisaatoriga
ja edastab tulemuse Bobile labi klassikalise sidekanali.

Kdigepealt tapsustame modtmise protseduuri, mida Alice peab teleporteerimise jaoks tegema.

Md&6tmisele tuleb allutada korraga 2 kvantbitti -- nr.1 (teleporteeritava seisundi kandja) ja nr.2 --, st oleku
kokkukukkumine toimub 4-m&dtmelises Hilberti ruumis, milles baasivektorid on

[HH> := |H1> &® |[H2> HV>:= |[H1> ® |[V2> |VH>:= |V1> ® |H2> VV> = V1> ® |[V2>

|[HH> = [HV> = [VH> = VV> =

o O O -
o O +—» O
o B, O O
=, O O O

Lihiduse huvides jatsime kvantbittide nummmerduse baasivektorite tahistuses ara -- silmas on peetud siin ja edaspidi nr.1 ja nr. 2.

Nagu geomeetriastki juba teada, neist vektoreist moodustatud suvaline ortogonaalne lineaarkombinatsioon on

samavord kasutatav baasivektorite nelikuna. V&tame selleks Belli seisundid, mis jarjestatud siin natuke teisiti
kui eelmisel t6dlehel.

1. 2. 3. 4.

1 1 1 1
|s->:= —(JHV> - [VH>)  [s+>:= —(|HV> + [VH>) t-> = —(HH> - [VV>) |t+>:= —(HH> + [VV>) . (3)
V2 V2 V2 V2

Uutes luhitahistustes |HH> jne saame kolmikseisundi |123 > panna kirja lihemalt (vt jargneva valemil. rida).



«(IVH> ® [V3> - [VV> ® |H3>) ...
242

b ‘(IVH> ® |[V3> — [VV> ® [H3>) ..
2

1123 > := i\/_.(|HH> ® [V3> — HV> ® |H3>) +
2+2

a

+

-(JHH> ® |[V3> — [HV> ® [H3>) +
2 2
b
2+/2
(HV> ® [V3> - [HH> ® |H3>)

{ L\/_-(|vv> ® [V3> — [VH> ® H3%) + ——-(JHV> ® [V3> — [HH> ® |H3>)ﬂ
242

+

a
(JVV> ® |[V3> — [VH> ® [H3>) +
2+/2 2+/2

Kuid avaldis annab ennast teisendada edasi: kui me liidame teistkordselt esimese rea (selle
kompenseerimiseks pannes ette kordaja 1/2) ja veel vastandmarkidega 2 rida nagu selles 4-realises
avaldises néha, siis on kerge veenduda, et likmeid rihmitades saab vektori |123 > avaldada Belli seisundite

kui baasi vektorite kaudu:
|123 > := %-[|t+> ® (a-|V3> - b:|H3>) + [t-> ® (a-|V3> + b:|H3>) + [s+> ® (—a:|[H3> + b:|V3>) + [s- > ® (-a:|H3> - b- |V

ehk, vottes Umarsulgudes olevate vektorite -- mis naitavad Bobile edastatud abibiti (nr.3) seisundeid --
tahistamiseks tagasi kasutusse 1-veerulised maatriksid ja jarjestades liidetavaid imber, saame I8plikult

L BJ B B

128 >gelipaasis = %[ls- >® (:Zﬂ : %-[ls» ® [‘:ﬂ . %{u» ® @} : %-@w ® (‘:ﬂ @

Kolmikoleku |123 > kahest viimasest kirjaviisist paistab vélja, et kui olek allutada mé&dtmisele nii, et ta kollapseerub

tdendosusega 1/4 iiheks 4-st Belli seisundeist, siis kolmas, Bobil olev kvantbitt satub seisundisse, mis on kas
seesama, mida tuli teleporteerida, voi siis on viimase lihtsal viisil pédratud versioon.

Simuleerime Alice mddtmist ja
saadud numbri 1, 2, 3 vdi 4 Bobile teatamist l&bi suvalise tava-sidekanali
vOi kasvdi labi ringhaalingu.

NeliVrdsetTnst :=

TeadeBobile := OmaolekuNr_kuhukukkusOlekmillel(NeliVrdsetTnst)

e I N N N

Seekord:

TeadeBobile = 3 Kahe kvantbiti tihisseisundi mddtmine Belli analtiisina
on oluliselt keerulisem kui Ghe kvantbiti m&6tmine. Footonite puhul
tuleb polarisatsioonianallisaatorile lisada kiirekimbujagajaid
(poollabilaskvad peeglid) vms lineaaroptilisi elemente ning
Uhe asemel ka kaks footonite detektorit.

Mdd6tmise tagajarjel teleporteeritav kvantbitt lahtekohas (st Alice juures) havib. (Tema seisund havib kasvéi juba
selles téahenduses, et p6imub Alice juurde jaanud abi-kvantbiti seisundiga).



3. Bob rakendab temale saadetud kvantbitile Gihte neljast unitaarpddrdest, séltuvalt
Alice'lt saadud teatele.

Bobi tegevuse algoritm teleportatsiooni I8puleviimiseks seisneb alljargnevas (temal oleva 3.-nda kvantbitiga).

Output(teade) := —I-(_ j if teade =1 Réhutame, et nagu Alice'gi,
ei tea Bob tema kvantbiti
- ,(_aj it teade = 2 seisundit, st a ja b arwaartusi.
z
b if teade =3
oy if teade =
X\a
-b )
Podrdeoperaatorite ees siin —O0y' 05 a if teade =4
vOib miinusmargid ka &ra jatta.
Miks? "VIGA!" otherwise

Footonite puhul vajalik unitaarpdtre teostatakse jallegi lintsate optikaelementidega -- peeglid,
polarisatsioonipdérajad jms.

Bobi unitaarptdrdeseadmest valjub kvantbit seisundis, mis on identne Alice juures teleporteerimisele méaaratud
seisundiga -- seega on kvant-teleportatsioon teoks tehtud.



Teleportatsiooni simulatsiooni jalgimine

Asume nldd vanajumalastki vBimsamasse positsiooni, millest saame vabalt "vaadata kvantbiti sisse" ja nédha,
kuidas seisund teleporteerub. Pane kursor siia avaldisele SaadaUusFooton = 1 ja vajuta F9.

TeadeBobile = 3

[
. . . 1
Teleporteeritav seisund (1) oli (a) = -- vdljendatuna komponentides ja Blochi sfaari nurkades
Teleporteeringu tulem: b 8.88 x 10 3 + 0.02i
1 6 = 2.01-deg ¢ = 59.5-deg
Output(TeadeBobile) = [ _3 }
8.88x 10 " + 0.07i

0.71
-0.71

1123 > =

6.28 x 10 ° + 0.01i

6.28x 107 ° - 0.01i

0

Py

e Im
|123 >

Seda varvipilti saab vaadata

ka tulpdiagrammina, kui kursoriga

tirda ta soovitava nurga alla.

Lahtenurgad on:

Rotation 0

Tilt 90

Twist O
Kontrollkisimused.
1. Kas Alice saab oma mddtmisakti labi midagi teada teleporteeriva seisundi kohta?
2. Mis tagab selle, et teleportatsiooni kadigus ei rikutaks mittekloonitavuse teoreemi?

3. Missugused kolmikseisundi |123 > kvantbitid on omavahel pdimseisundis ja missugused otsekorrutisseisundis?

4. Sama kisimus seisundi kohta parast Alice tehtud mddtmist?

Probleemkiisimus: kas teleporteeritav kvantbitt voib algselt olla ka pdimseisundis mingi muu kvantsiisteemiga?

................... Toolehe 16pp



