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Saateks.

Ruumi algdpetuse - I-se ande kolmas triikk erineb teisest
triikist jargmistes osades:

1) Jille on sisse toodud, nagu oli_“esimeses triikis, sirgloikude ja
nurkade vordlemine, liitmine, ‘lahutamine, korrutamine ja
modtmine. _ e

2) Paralleeljoonte teooria -on - pohjendatud ro6pliikkel ja mitte
siimmeetrial. L ‘

3) Hr. dir. J. Siitt on paigu:t'.anud raamatusse 20 praktilist iiles-
annet lahendamiseks vabas.looduses. Samuti on modtmis-
riistade pildid hr. dir. J. Siiti poolt.

Utlen koige soojemat tidnu hr. dir. J. Siitile selle vdrskema
materjali sissetoomise eest.

Tartus, 4. mail 1930.
0. Pirli.






Sissejuhatus.

1. Votame ruudu, mille kiilg on 8 pikkuse iihikut ja jagame
ta ruutithikuteks; siis saame 8 X 8 ruutiihikut. Loikame selle
ruudu 4-ks osaks, nagu nditab joonis 1.
ja seame temast kokku ristkiiliku, nagu {
niitab joonis 2. Selle ristkiiliku pikkus 9 ~ ]
on 84+ 5=13 pikkuse iithikut ja laius
5 pikkuse iihikut; sellega tema pind on
5 X 13 =65 ruutiihikut. \

Nii tuleb vilja, et 8 X8=65. Meie | —
teame, et see ei ole dige. Milles seisab
viga? Viga seisab selles, et sirge nurk- \
joone .asemel peab olema Oige kitsas |
parallelogramm.

Sellest niitest selgub, et kujude geo-
meetriliste omaduste leidmiseks on meie
silmanidgemine puudulik abi-
riist, mida meie ei voi mitte
‘ alati kiillalt usaldada, vaid

1. joonis.

ey Bt +— meie peame teravamat, tdp-
LS g |1 samat abiriista tarvitama.
At il Meie koige teravamaks ja
‘1 ; 1 L tipsamaks abiriistaks on meie
moistus.

% Jonjs. Oma moistusega loogili-
selt moteldes, tehes ithe voi
mitme juba tunnustatud tde pohjal uusi jireldusi, ehitame pohi-
moistete, definitsioonide ja aksioomide peale terve ruum-
kujundite omaduste siisteemi. .

Oma motlemise tulemusi viljendame teoreemidena ehk
lausetena.

9. Meie arusaamise jirele on ruum ilmotsatu: ei ole tal
algust, ei 16ppu, ,ei ddrt kuski, ja keskkoht igal pool“. Nii-
suguse arusaamise ruumist andis Itaalia mottetark Giordano Bruno
(surnud tuleriidal 17. veebr. 1600).

Ruum ulatub kolmes peasihis: 1) iiles- ja allapoole, 2) pare-
male ja vasakule poole, 3) ette- ja tahapoole. Ruumil on 3 moodet.

S



[lmotsatut ruumi meie vaadelda ei jaksa, vaid meie vaat-
leme ainult ruumi osi.

Ruumi igalt poolt piiratud osa nim. geomeetriliseks kehaks.
Kehal on 3 moodet — pikkus, laius ja korgus; igaiiht neist
voib tarviduse jdrele nimetada ka stigavuseks voi paksuseks.

Piiri, mis @ht ruumi osa teisest lahutab, nim. pinnaks.
Kui pinnast kdneldakse, siis voetakse arvesse ainult 2 mdodet.

Piiri, mis iiht pinna osa teisest lahutab, nim. jooneks.
Kui joonest kdneldakse, siis voetakse arvesse ainult 1 modde —
pikkus.

Piiri, mis tiht joone osa teisest lahutab, nim. punktiks.
Punktil ei ole iihtegi mo6odet.

3. joonis. 4. joonis.

3. Pinnal on kaks kiilge ehk poolt, neid nim. sagedasti
paremaks ja pahemaks kiiljeks ehk pooleks. Uks kiilg on p6ordud
ruumi iihe osa poole, teine kiilg — teise osa poole. Ruumi iihest
osast ei pddse teise mitte teisiti, kui pinnast ldbi tungides.

Siiski on olemas ka iihe poolega pind, n. n. ,Moebiuse
pael“. Votame pabeririba ja kleebime tema otsad nii kokku, et
iihe otsa alumine tipp iihte langeb teise otsa iilemise tipuga ja
esimese otsa iilemine tipp — teise otsa alumise tipuga, siis saame
pinna, n. n. ,Moebiuse paela“, millel eelpool nimetatud omadusi
eirole,

Pinna peal ei pddse meie harilikult ka iihest pinnaosast
teise mitte teisiti, kui joonest iile minnes, joont 1digates. On
aga ka jooni olemas, mis pinda nii ei lahuta, nédit. spiraal. Ka
on olemas ruumisjooni. Nii siis, mitte iga pind ei ole piir kahe
ruumi-osa vahel ja mitte iga joon ei ole piir kahe pinna-osa vahel.
Pind ja joon on iseseisvad moisted ja suurused.

Keha, pind, joon ja punkt on geomeetrilised pohimoisted,
pohikujundid.
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4, Geomeetrilisi pohimdisteid voib vaadelda ka iimber-
poordud jirjekorras:
1) Punktil, nagu oeldud, ei ole iihtegi mdddet; tal on olemas
asend ehk koht.
2) Kui punkt liigub, siis tekib selle lifkumise jéljena joon. See
liikumine annab joonele iihe moote — pikkuse.

Mirkus. Kui 3 punkti A, B ja C asuvad mone
joone peal nii, et A poolt C poole liikudes me enne
kohtame B-d ja siis alles C-d, siis koneldakse:

,Punkt B'on A ja C vahel, punkt C on AB piken-
duse peal, punkt A on CB pikenduse peal.”

3) Kui joon lapiti edasi liigub, siis tekib selle liikumise jdljena
pind. See liikumine annab pinnale teise moote — laiuse.

4) Kui pind lapiti edasi liigub, siis tekib selle liikumise jaljena
keha. See liikumine annab kehale kolmanda moote — pak-
suse (korguse, siigavuse).

5. Punkte, jooni, pindu, kehi ja nende igasuguseid kogu-
sid nim. ithise nimega kujunditeks.

Keha ja igalt poolt piiratud pinna osa nim. geom. JRujuks“.

Uhtuvateks nim. kaht kujundit ehk kuju, mis pealepaigu-
tamisel voi sissemahutamisel iihte langevad.

Uhtelangevaid punkte, jooni, nurki nim. vastavateks.

Uhtuvates kujundites on vastavad jooned ja nurgad
vordsed.

Jooned on sirged ja koverad,; pinnad on tasased ja koverad.

Sirget joont nim. liihidalt — ,sirgeks”, ja tasast pinda
lithidalt — , Zasapinnaks*“.

Maiste ,sirgest joonest“ ehk ,sirgest® on pohimoiste.

Opetus ruumist — ehk geomeetria — jagub planimeetriaks ja
stereomeetriaks. Planimeetriaks nim. seda geomeetria osa, mis
vaatleb tasapinnalisi kujundeid; stereomeetriaks nim. seda osa,
mis vaatleb ruumkujundeid.

6. Definitsioon ehk maiste piirittemine siinnib sel teel, |
ef nimetatakse sellele moistele ldhema iildmdiste nimi ja temale I
lisatakse juurde defiinitava moiste liiki iseloomustav omadus.

Aksioom on tode, mis teiste todede peal ei pohjene. Ta
on nii lihtne, et ta iihelt poolt iseenesest arusaadav on ja et
teda teiselt poolt teiste todede abil seletada ei saa, sest et
temast lihtsamaid ei ole.

Tuleb ka ette, et aksioomidena tarvitatakse niisuguseid
todesid, mis rahuldavad ainult iihte dlalnimetatud tingimust.



[ [ Aksioomidena tarvitame edaspidi jdrgmisi todesid, kuigi

|| monda neist on voimalik toestada:

1 1) Uhe suuruse asemele voidakse panna temaga vordne suurus.

' 2) Kui kahest suurusest on kumbki eraldi vordne kolmandaga,
siis on nad vordsed ka isekeskis.

Tervik on suurem kui iikski tema osa.

| 4) Tervik on koigi oma osade summa. :

' 5) Kui vordsed suurused liita vordsete suurustega, siis saame

vordsed suurused.

6) Kui vordsetest suurustest lahutada vordsed suurused, siis

jddvad jdrele vordsed suurused.

' 7) Kui vordsed suurused liita vorratute suurustega, siis saame
vorratud suurused; nimelt see summa on suurem, milles iiks
liidetav on suurem.

8) Kui vorratutest suurustest lahutada vordsed suurused, siis on
jadgid. vorratud; nimelt, kus enam oli, seal jiib ka enam
jarele.

© 9) Kui vordsetest suurustest lahutada vérratud suurused, siis on
jadgid vorratud: seal jadb enam jdrele, kust vihem &ra voeti.

(C¥]
~

7. Teoreem ehk lause on tdde, mis pdhjeneb teistel
todedel.

Rida arutlusi, mille abil teoreemi maksvus ira ndidatakse,
on teoreemi toestus.

Jareldus on teoreem, mille maksvus jirgneb otsekohe eel-
minevast toest.

Sisuliselt koosneb teoreem eeldusest ja vdiitest. Viiide sisaldab
toestatavat tode, tode, mille maksvust kindlaks teha ,viidatakse*;
eeldus sisaldab neid tingimusi, mis tdidetud peavad olema, et
vdide oOige oleks.

Néide. Eeldus: ,Kui arvu ristsumma on 3-ga jagatav,

Vdide: ,siis on ka arv ise 3-ga jagatav.

Kui me teatavas teoreemis teeme viite eelduseks ja eelduse
vditeks, siis saame n. n. dmberpoordud teoreemi,; esialgset teo-
reemi nimetame niisugusel korral ofseteoreemiks.

Et teoreemi eeldusel kui ka viitel voib olla mitu 0sa, siis
tuleb timberpoordud teoreemi saamiseks dra vaietada ithepalju
eelduse ja viite osi.

Kui me teatavas teoreemis tema eeldust ja véidet eitame,
siis saame selle teoreemi. vastasteoreemi. Niide :

1. Otseteoreem: ,Kui arvu ristsumma on 3-ga jagatav, siis
on ka arv ise 3-ga jagatav.“



G

II. Umberpoordud teoreem: ,Kui arv on 3-ga jagatav, siis
on tema ristsumma 3-ga jagatav.“

lll. Otseteoreemi wastasteoreem: ,Kui arvu ristsumma ei
ole 3-ga jagatav, siis ei ole ka arv ise 3-ga jagatav.“

IV. Umberpoordud teoreemi vastasteoreem: ,Kui arv ei ole
3-ga jagatav, siis ei ole ka tema ristsumma 3-ga jagatav.“

Neist 4-st teoreemist on IV-as I-se jareldus (kuidas nii?) ja
Ill-as Il-se jdreldus (kuidas nii?); seepdrast on nendest tarvis
toestada ainult 2, kas I ja I, voi I ja IIL



Planimeetria.
I-ne peatiikk: Sirge ja nurgad.

; a) Sirge.
8. Aksioom: L&bi kahe punkti on moéeldav iiksainus sirge
joon. Sellest jargneb:

1) Kui kahel sirgel on kaks iihist punkti, siis langevad
nad iihte tervel omal ulatusel.

AN 2) Kaks punkti mddravad sirge asendi ruumis.

( LU\ ~/Ulesanne. 1) Antud on 3,4,5,...... n punkti, millest
iikski punktide kolmik ei asu iihel ,sirgel. Nendest sirged 1dbi
tommata! Mitu sirget saab?

9. Sirget joont voime moelda molemale poole otsatult pi-
kendatuks.

Sel korral nimetatakse sirget joont ofsatuks sirgeks ehk liht-
salt sirgeks.

On sirge iihelt poolt piiratud, siis nim. teda kiireks.

Molemalt poolt piiratud sirget nim. sirgloiguks.

Sirget tdhistame kahe suure ladinakeelse tihega, millest
kumbki tdhistab mingisugust punkti sellel sirgel; kiirel on iiks
ja sirgloigul molemad tdhed otsapunktidel.

10. Kahe punkti kaugust teineteisest arvatakse neist punkti-
dest I&biminevat sirget mooda ja selleks kauguseks loetakse nende
punktide vahel olevat sirgldiku. Sel pohjal viljendatakse eelmist
aksioomi sagedasti ka jargmisel kujul:

Sirgloik on koige lithem tee kahe punkti vahel.

11. Sirgloikude vordlemine. Et vorrelda sirgldiku CD-d sirg-
1diguga AB, asetame sirgldoigu CD sirgldigu AB peale nii, et punkt
C langeb punkti A peale ja et sirge CD ldheb sirge AB suunas.

1) Kui siis punkt D langeb punktide A ja B vahele, siis
koneleme, et sirgloik CD on lihem kui sirgloik AB, ja klrjuta
me: CD < AB.

2) Kui siis punkt D langeb just punkti B peale, siis koneleme
et sirgloik CD on wordne sirgldiguga AB, ja kirjutame: CD=AB.
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3) Kui siis punkt D langeb AB pikenduse peale, siis kone-
leme, et sirgloik CD on pikem kui
sirgldik AB, ja kirjutame: CD> AB. , B
Umberpoordult : c
1) Kui me ette teame, et sirg-
16ik CD on lithem kui sirgloik AB,
ja kui me siis asetame sirgldoigu
CD sirgloigu AB peale nii, et punkt
C iihtub punktiga A ja et CD ldheb
AB suunas, siis voime ette iitelda,
et punkt D langeb punktide A ja 2
B vahele. b Ars
2) Kui me ette teame, et sirg- 5., joonis.
16ik CD on vordne sirgldiguga AB, ]
ja kui me siis, asetame sirgloigu CD sirgloigu AB peale eel-
pool kirjeldatud viisil, ‘siis voime ette iitelda, et punkt D lan-
geb just punkti B peale. i j
3) Kui me ette teame, et sirgloik CD on pikem kui sirg-
16ik AB, ja kui me siis asetame sirgloigu CD sirgldigu AB peale
eelpool kirjeldatud viisil, siis vdime ette iitelda, et punkt D
langeb sirgldigu AB pikenduse peale.

12. a) Sirgloikude liitmine. Et liita sirgloiguga AB sirg-
16ik CD, pikendame sirgldiku

4 - AB-d niiteks AB suunas.
Votame sirkliga sirgldigu CD,

Cr—————D asetame tema algpunkti C
esimese sirgldigu 16pp-punkti

i B S B ja juhime. sirgloigu CD
% sirgldigu AB pikendust modda.

6. joonis. Koha, kuhu langeb sirgldigu

CD 16pp-punkt D, mérgime
sirkli kirjutaja -otsa abil kriipsuga. Nii tekib sirgloik AD, mis
on sirgloikude AB ja CD summa:

AD = AB +- CD. _

b) Sirgloikude lahutamine. Et lahutada sirgloigust AB
sirgloik CD,” votame sirkliga sirg-
1oigu CD, asetame tema algpunkti @ g 8
esimese sirgloigu 1opp-punkti B ja
juhime sirgloigu CD sirgloiku AB-d ¢
moéoda BA suunas. Koha, kuhu
langeb sirgldigu CD 1opp-punkt D, »
mérgime sirkli kirjutaja otsa abil 4
kriipsuga. Nii tekib sirgloik AD, 7. joonis.
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mis on_sirgloikude AB ja CD vahe, ehk sirgldigu AB jidk
pdrast CD lahutamist AB-st:

AD = AB —CD.

c) Sirgloign korrutamine arvuga. Et sirgldiku korrutada
2-ga, 3-ga, 4-ga jne, teiste sonadega — et sirgloiku teha kahe-
kordseks, kolmekordseks, neljakordseks jne., tuleb teda votta
liidetavana 2, 3, 4 jne. korda.

d) Sirgloikude mootmine. Sirgldigu jaotamise vordseteks
osadeks jitame péarastpoolseks; siinkohal vaatleme sirgldikude
mootmist iildjoontes.

Sirgloigu mootmiseks valitakse kdige esiti maotiihik, millega
moota kavatsetakse. Mootithikutena tarvitatakse lithemate sirg-
10ikude, vdhemate kauguste mootmisel sentimeetrit, millimeet-
rit jne., pikemate sirgloikude, suuremate kauguste mdotmisel
(looduses) meetrit ja kilomeetrit. Mootmine seisab selles, et
meie teada saame, mitu mootihikut voi mitu ja missugust maoot-
iihiku jagu on moddetavas sirgldigus. Selleks asetame moot-
ithiku moodetava sirgldigu peale nii mitu korda, kui see voi-
malik on.

Asetub mootithik moodetava sirgloigu peale tiisarvuliselt,
siis ilmub mootmise
tulemusena tdisarv. Kui
nditeks CM on 1 senti-
meeter ja CM mahub

C———-—IM

e AB sisse 6 korda, siis

A a s on AB =6 sentimeetr.
Rl Jddb mootiihiku

8. joonis. asetamisel moodetava

sirgldigu peale iiks

osa jdrele, mis mootiihikust vihem on, siis mdodame kas kogu sirg-
16iku voi ainult jddki iithiku jagudega ja mootmise tulemusena
ilmub murdarv, nédit. ED=23 . M=23CM = 2% cm=54cm.
Kui joone mitmendikule
iseseisev nimi antakse, a
siis voib modtmise tule-
musena ka tdisarv ilmu-
da. See oleks aga juba
sirgloigu iimbermaoot-
mine uue modduga, niit. 9. joonis.
ED— 23 N

Kui meil milgi pohjusel korda ei ldhe iihiku niisugust jagu
leida, mis moddetava sirgloigu sisse tdpsalt mahuks, siis peame
leppima ligikaudse modtmisega, nagu me seda teeme igapie-

M Nl
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vases elus. Ligikaudse mootmise otstarbel mahutame iihiku
soovitava jao mdddetava sirgldigu sisse nii mitu korda, kui see
on voimalik, ja jidtame seejuures ilmsikstuleva jadgi voi puu-
duse tdhele panemata.

Mootmise tulemusena ilmunud arvu nim. modtarvuks. Kui
modtarvu kaasas on moddu nimetus, siis nim. seda arvu nimega
arvuks.

Moodetuks loetavat sirgloiku tdhistatakse viikese ladina-
keelse tihega, niit. sirgloik a, sirgloik x; see tdht on iihtlasi
sirgloigu modtarvuks, kui ka nimetuseks. Mootmist kergen-

sl
i

X

[}

10. joonis. 11. joonis.

datakse ja toimetatakse mootriistade abil. Mootriistana tarvita-
takse maamootmise juures metallist modtrihma ja tdhispulki —
10. joonis, sirklit voi mdootlatti. Moatrihma harilik pikkus on 20 m,
sirkli harilik samm on 2 m, mootlati harilik pikkus — 4 m.
Sirge joone mirkimiseks looduses tarvitatakse sihitikke —
11, joonis.
o Ulesandeid.

2) Antud sirgloik asetada valitud sirge peale valitud punktist alates!
3) Joonestada sirgloik x =a + b, kus @ ja b on antud sirgloigud!
4) » » y=a——b, s ek T R O IR »

5) " X z=2>5c, kus ¢ on antud sirgloik!

. i x=23a-+b—2¢c, kus a, b ja ¢ on antud
sirgldigud.
7). Sirgloigu AB keskkoht on M. Tuleb dra ndidata, et CM on
kauguste CA ja CB poolvahe, kui C on voetud AB peal, ja
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et CM on kauguste CA ja CB poolsumma, kui C on vdetud
AB pikenduse peal.

13. Kahe sirge vastastikune asend. 1) Kui kahel sirgel
on 2 iihist punkti, siis on neil kdik punktid ihised ja nad
langevad iihte tervel omal ulatusel [8,1].

2) Kui kahel sirgel on 1 iihine punkt, siis /Gikuvad nad;
iihine punkt on nende [dikepunkt ehk iihe sirge alus teise peal.

3) Kui kahel sirgel ei ole iihtegi iihist punkti, kui kaugele
me neid ka ei pikendaks, ja on mélemad iihel tasapinnal, siis
on nad paralleelsed ehk roobikud,

@ Ulesanne 8) Mitmes punktis véivad 16ikuda 8 sirget? n sirget?

14. Ring. Kui iiks tasapind poordub teise tasapinna peal
teatud punkti timber, siis kujutab esimese tasapinna iga punkt,
hoides ennast ikka omal esialgsel kaugusel voetud kindlast
punktist, teise tasapinna peal (ja teise tasapinna punkt esimese
tasapinna peal) joone, mille koik punktid on tihevérra kaugel
sellest punktist, mille iimber po6rdub tasapind.

Definitsioon: Ringiks ehk
ringjooneks nim. joont, mille kéik
punktid on iihekaugel iihest kind-
last punktist. Seda kindlat punkti
nim. ringi keskpunktiks (O). Ring-
joonega piiratud tasapinna osa nim.
ringiks. Ringjoone punkti kaugust
keskpunktist nim. raadiuseks (OA).
Sama ringi raadiused on iihepik-
kused. Ringjoone osa nim. kaareks
(BC). Seda sirgloiku, mis ithendab
kaht ringjoone punkti, nim. kooluks

12. joonis. (KL).  Keskpunktist libiminevat

koodlu nim. diameetriks ehk libi-

mooduks (DJ). Libimoot seisab koos kahest raadiusest. Koik
sama ringi 1dbiméddud on iihepikkused. Selge on, et:

Ringi sees oleva punkii kaugus keskpunktist on vihem kui raadius;

» - peale’ s A R i » vordne raadiusega;
ringist viljaspool oleva p. L » Suurem kui raa-
dius — ja iimberpéordult.

b) Nufgad.

. 15. Nurga moiste.. Kui kaks sirget 16ikuvad ja meie iihe
sirge sihi valime algsihiks, siis madrab teise sirge sihi kindlaks
nende sirgete vahel olev nurk
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Kui meie kiirt poorame tema otsapunkti iimber iihes suu-
nas kuni ta oma algasendisse tagasi tuleb, siis iitleme, et kiir
tegi tdie poorde. Meie arusaamise jirele
on koik tdispoorded iihesuurused. o

Seepdrast on voimalik iihe kiire
asendit voi suuna teise kiire suhtes méaa-
rata nait. tdispoorde jagude abil.

Definitsioon. Kui kaks Kiirt 1dh-
tuvad iihest punktist, siis nimetatakse
nendest Kiirtest moodustatud nurgaks ¢
seda poOoOrde suurust, mille abil voib 13. joonis.
iiht kiirt viia teise kiire asendisse.

Mirkus: On olemas vaateid, mille jirele ,nurk |

on kahe 16ikuva sirge ja nende 1dikepunkti moodus-
tatud kujund“ ehk ,nurk on kahe l6ikuva sirge vahel
olev tasapinna médramatu osa“.

Molemad nurka-moodustavad kiired on nurga haarad ja
nende iihine otsapunkt on nurga #Zipp. Seda tasapinna osa,
rmillest kiir omal poordumisel iile libiseb, nim. nurga sisemiseks
vallaks, teist osa — wvdlimiseks. Sisemine vald mirgitakse hari-

"likult kaarega.

Nurka tihistatakse mitut viisi: 1) kolme suure ladina-
keelse tihega, millest tiputiht peab kirjutatama ja loetama teiste
tihtede vahel; 2) tipu juures asuva suure ladinakeelse téhega;
3) nurga sees kirjutatava viikese kreekakeelse tdhega jne.

Nurga tihiseks on mirk ,”“, mis kirjutatakse nurga nime-

tuse kohta katusena, néiteks ﬁ; IA); 2; é\. Kreekakeelse tdhis-
tuse juures jietakse see tdhis &ra.

Et kreekakeelseid tihti matemaatikas kaunis sagedasti tarvi-
tatakse, siis toome siinkohal kreekakeelse tdhestiku:

A o alfa H n eeta N v nii T = tau
B 8 beeta © 6 & theeta E & ksi Y u iipsilon
I' vy gamma I v joota 0 o omikron ® ¢ fi
A § delta K x kappa . II = pi X y chi
E & epsilon A lambda P p rho ¥ ¢ psi
7. ¢ dzeeta M p mii Y o¢ sigma Q o oomega

16 Nurkade vordlemine. Et vorrelda nurka ABC-d nur-
gaga DEF, asetame nurga ABC nurga DEF peale nii,

1) et tipp B iihtub tipuga E,
2) et haar BA liheb haara ED-d modda ja
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3) et nurga ABC sisemine vald ldheb nurga DEF sisemist
valda mo6o6da.
Kui siis 1) haar
BC ldheb nurga DEF
sisemist valda méoda,
ndit. EG suunas, siis
iitleme, et nurk ABC
on wvdhem kui nurk
2 DEF, ja kirjutame:

%.9 Vs

14. joonis. XB\C<ZTE?
Voi kui 2) haar C S
BC ldheb haara EF
modda, siis iitleme, et
nurk ABC on sama
suur kui nurk DEF'
ehk nurk ABC on
v0rdne nurgaga DEF,
ja kirjutame : 3 7 e ¥))
A/B?= @ 15. joonis.
> - Voi kui siis
54 3) haar BC liheb
i £ nurga DEF vili-

mist valda méoda,
ndit. EH suunas,
siis iitleme, et nurk
ABC on suurem
| » . kui nurk DEF, ja

B \‘ﬁf’

£ kirjutame :

16. joonis.

: "ABC> DEF.
Umberp6ordult :

" 1) Kui meie ette teame, et@<ﬁl€?ja kui meie siis ase-
tame nurga ABC nurga DEF peale nii, et tipp B iihtub tipuga E,
et haar BA liheb haara CD-d mooda ja et nurga ABC sisemine
vald ldheb nurga DEF sisemist valda modda, siis voime ette
iitelda, et haar BC liheb nurga DEF sisemist valda mooda.

2) Kui meie ette teame, et ABC— D/EF,ja kui meie siis ase-
tame nurga ABC nurga DEF peale eelpool kirjeldatud viisil, siis
voime ette titelda, et haar BC liheb haara EF mododa.

3) Kui meie ette teame, et ABC>DEF ja kui meie siis
asetame nurga ABC nurga DEF peale eelpool kirjeldatud viisil,
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siis voime ette iitelda, et haar BC ldheb nurga DEF vilimist

valda mooda. 5
Mirkus: Nurkade vordlemine tuleb teostada ise/
virvi paberist 15igatud nurkade abil. 3 ;

S fjlesanne. 9) Antud sirgel valitud punkii juures kon-

struida (ehitada) antud nurga suurune nurk.
Konstruk-

tsioon: Tippu B-d . R
keskpunktiks vottes
tombame  meele-
valdse raadiusega z &
kaare haarast BA
haarani BC 'voi \
veel vidhe kauge- s A
male. See kaar on £ £ £
jilg, mille jatab kii-- 17. joonis.
re BA poormisel
otsapunkti B iimber selle kiire peal asuv meelevaldne punkt K.
Antud sirgel valitud punkti P keskpunktiks vottes tdombame sama
raadiusega kaare, alates kiire PS peal asuvast punktist M. See
kaar on Kka jilg, mille jitab punkt M kiire PS poordumisel punkti
P iimbér. Ta peab ulatuma védhemalt sama kaugele, kui kiirte
BA ja BC vaheline kaar. Niiiid votame sirkli avausega nurga ABC
suuruse ehk kiire BA poorde suuruse, asetades sirkli otsad kaare
16ikepunktidesse haaradega, ja kanname selle poorde suuruse iile
punktist M ldhtuvale kaarele. Libi tekkinud kaarte 1dikepunkti
N ja punkti P tombame kiire PR. Nurk SPR on otsitav.

17. a) Nurkade liitmine. Et leida kahe antud nurga sum-

G

A < D

-18. joonis.

ma, konstruime meelevaldsel sirgel valitud punkti L juures
/\ /\ o -
KLM =ABC; siis konstruime kiire LM peal punkti L juures
/\ /\

MLS =DEF nii, et selle nurga MLS sisemine vald ldaheb nurga

KLM vilimist valda mooda. Tekkinud KLS=7ABC + DEF.
2
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b) Nurkade lahutamine. Et leida kahe antud nurga vahe,

konstruime meelevaldsel sirgel valitud punkti L juures KLM=ABC;
/\ /\

siis konstruime kiire LM peal punkti L juures MLS = DEF nii,

(o4

19. joonis.

et selle inurga MLS sisemine vald liheb nurga KLM sisemist
e T e Dy
valda m6oda. Tekkinud KLS = ABC — DEF.

//' + Mirkus: Konstruides nurka MLS poorsime Kkiirt
/4 LM tagasi kiire LK poole nurga DEF vorra.

c) Nurga kor- 2
rutamine arvuga.
Et korrutada nurka
ABC-d 5-ga, vota-

me tema liidetava- ¢

na 5 korda; saame /r

KiP=5.ABC. . = A £ x
20. joonis.

d) Nurkade mootmine. Nurga loomulikuks modduks on
tiispoore. Et aga harilikud nurgad on vdhemad kui tdispoore,
siis on nurkmdodu ithikuks voetud 54, osa tdispoordest, n. n.
nurkkraad. 1 kraad = 60 minutit; 1 minut = 60 sekundit.
1= —60's GO .

Peale selle tarvitatakse nurkmodduna tdispoorde poolt ehk

. sirget nurka ja tdispoorde veerandit ehk n. n. tdisnurka.

Joonistes moddetakse nurki malliga, maamootmisel aga
tarvitatakse erilisi riistu, nagu astrolaab, goniomeeter, teodoliit jne.
Suurimat tarvitamist leiab praegusel ajal rohtnurkade moot-
misel goniomeeter (joonis 21), mis kisitamises lihtne ning voi-
maldab kiillaldase tipsuse. Piistnurkade mootmisel tarvitatakse



19

harilikult eklimeetrit (joonis 22), tipsamateks modtmisteks aga
teodoliiti voi piistastrolaabi. Ekkerit (joonis 23) tarvitatakse rist-
sihtide ajamisel. :

Joonis 21. Joonis 22. Joonis 23.

@ Ulesandeid: 10) Kahe nurga summa on 137°; iiks
nurk on teisest 25° vorra suurem. Kui suur on kumbki nurk?

11) Kahe nurga summa on 148°; iiks nurk on kolm korda
nii suur kui teine. Kui suur on kumbki?

12) Kolme nurga summa on 180°. Kaks nendest on iihe-
suurused ja kumbki nendest on kaks korda nii suur kui kolmas
nugk. Kui suur on iga nurk?

@13) Kolme nurga summa on 180° Kahe esimese nurga
summa on kolm korda nii suur kui kolmas nurk ja nende vahe
on just nii suur kui kolmas nurk. Kui suur on iga nurk?

18. Nurkade liigid. 1) Nurka, mille haarad ldahevad vas-
tassuunas ja nonda siis sirge joone
moodustavad, nim. sirgeks nurgaks. /
Ta on pool tdispoordest, sellega g m oo

o
180° suur, ndit. ABC.

Sirge nurga tdhiseks on .

24. joonis.

————————
Koik sirged nurgad on isekes- 2
kis vordsed. :

2) Tiispoorde neljandikku ehk
sirge nurga poolt nim. digeks nur-

B
gaks ehk tdisnurgaks, niit. DEF. kL
1 Ta on 90° suur. Tédisnurga tahiseks bl 0
[on e 25. joonis.

¥
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Joonisel mérgitakse tdisnurk kaarega, mille sisse on pan-
dud punkt.

Koik tdisnurgad on isekeskis vordsed.

Taisnurga haare nim. ristjoonteks: EF | ED.

3) Nurka, mis on vdhem kui tdisnurk, nim. feravnurgaks.

4) Nurka, mis on suurem kui tdisnurk ja vdhem kui sirge
nurk, nim. nérinurgaks.

5) Nurka, mis on suurem kui sirge nurk, nim. dliniri-

” nurgaks.

Teravnurka ja niirinurka nim. fihise nimega kaldnurkadeks

g }) ja nende haare — kaldjoonteks.

e 19. Korvunurgad. Nurka-

de paari, millel on iihine tipp ja
tihine haar, ja mille teised haa-
rad -moodustavad sirge joone,

> el
nim. korvunurkadeks, niit. KLM

. /\ . .

ja NLM. Joonisest on n#ha, et
korvunurkade summa on Sirge
nurk:

ef s s gt
KLM -+ MLN =KLN.

Umberpoordult: Kui kahel

P o [4 S nurgal on Uhine tipp ja iikine

haar ja nende summa on sirge

26. joonis. nurk, siis moodustavad teised
haarad sirge joone.

Jareldnseds a). On korvunurgad vordsed, siis on kumbki
nendest tdisnurk; on nad wvorratud, siis on iiks nendest terav-
nurk ja teine on niirinurk.

b) Vordsete nurkade korvunurgad on isekeskis vordsed.

Eeldus: a ja ¢ on kﬁrvunur'gad; b jacAl on korvunurgad,
a=h.

Viide: c=d.

Toestus: Paigutame korvunurkade paari a ja ¢ kdrvu-

nurkade paari b ja d peale nii, et tipp L iihtub tipuga O ja et
haar LN ldheb haara OS moo6da; siis ldheb

i e
1) haar LK haara OP-d mo6dda, sest NLK = SOP kui sir-
ged nurgad, ja

2) haar LM ldheb haara OR-d mooda, sest £=6 eelduse
jarele. Niiviisi {ihtub nurga c tipp ja haarad nurga d tipuga ja

Se
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haaradega. Jdrelikult katavad need nurgad teineteist tédiesti ja
on_sellega isekeskis vordsed.

- % - .
Ulesandeid. 14) Antud on ABC; joonestada tema

koryunurk.
A
@ 15) a = 47°; kui suur on tema kdrvunurk?

@ 16) b on omast korvunurgast 28° vorra suurem. Kui suur
on_kumbki ?

1)

(L4 1%) ¢ on 4 korda nii suur kui tema korvunurk. Kui suur
on kumbki?

<) A & g 4

Q,_Q 18) a on niisama suur kui b; nurga b korvunurk on 75°%;
-3 A

kui suur on a?

@ 19) b (A:'; nurga ¢ korvunurk on 127°; kui suur on nurga
b korvunurk?
/ /\
@20) Sirge OP jagab AOB = 82° pooleks; sirge OR jagab
/\ - /\
AOB korvunurga pooleks; kui suur on ROP?
B
@ 21) Sirge AV poolitab BAC = a°; sirge AT poolitab tema
3 a2
korvunurga ; kui suur on VAT?
(17)22) Kui suure nurga moodustavad korvunurkade poolitajad
isekéskis ?
(/)23) Toestada teoreem: Korvunurkade poolitajad on teine-
teisega risti.
20. Tippnurgad. Kahest sirgest moodustatud nurkade

paari, mille {ihiseks tipuks on nende sirgete 1oikepunkt ja millel
iihist haara ei ole, nim. tippnurkadeks,

f AP A t 2 ¢
niit. a ja c. Tippnurgad on thesuu- @
A A .
rused, a = c, sest seesama poore, mis
OB viib kiire OA asendisse, viib ka (s
(@kiire OC asendisse. >

Ulesandeid. 24) Kui suure
nurga moodustavad tippnurkade poo-
litaiad ? 27. joonis.

25) Punktist O ldhtuvad 8 kiirt
moodustavad niisugused nurgad, millest iga jirgmine on 10°
vorra suurem kui eelmine — alates teisest nurgast ja 1opetades
viimasega. Kui suured on need nurgad?

(9.)26) OM on nurga EOB poolitaja. Kiir OP liheb nurga

EOB tippnurga vilimist valda mooda. Naidata, et MOP vordub
nurkade EOP ja BOP poolsummaga voi poolvahega. (V. iil. 8).
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21.

Kui kaks sirget 1dbi
8 nurka.

Me riihmitame neid

ldigata kolmandaga, siis tekivad
12-ks paariks ja nimetame:

1) wastavateks nurkadeks :

A A A A
JSiagh 3icja i
2 ja 6, 4ja 8.
2) poiknurkadeks :
o A A A
112 8 3 ja 6,
: 2 ja %, 4 ja b.
5/6.
- 3) rindnurkadeks :
| g i ja ?, éja 3,
‘ 2 ja 8, 4 ja 6.
28. joonis. @Ulesandeid: 97) 1=68° ja

() 28) 8 —109° ja 6—4:
A A A

@ 29) 54+ 8=180°jad—
\ A A

@30) 345=180°jad==

o
\

| pool sirget asuv osa iihtub teise

29. joonis.

6 =2. Kui suur on iga teine nurk?

Kui suured on teised nurgad?
122°, Kui suured on teised nurgad ?
78°. Kui suured on teised nurgad?

¢) Kujundite siimmeetria.

21. Teljeline simmeetria. Kui tasapinnalist kuju voi-
malik on mingit sirget méoda kahekorra murda nii, et {ihel

1 pool sirget asuva osaga, siis Oel-
dakse, et kujund on selle sirge
Suhtes siimmeelriline ehk kujundil
on teljeline siimmeetria.

Seda sirget nim. siémmeetria
teljeks. Kahekorra murdmisel iihtu-
vaid punkte, jooni, nurki nim. sim-
meetrilisteks. Igal punktil on antud
telje kohta oma simmeetriline
punkt, ja nimelt iiksainus, sest tasa-
pinna kahekorramirdmisel telge
mooda langeb see punkt ikka iihte
mone teisel pool telge oleva punk-
tiga ja ei saa iihtlasi ka' feiste
punktidega iihtuda.
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22. Teoreem: Siimmeetria telg. poolitab siimmeetrilisi
punkte iihendava sirgldéigu ja on temaga risti (29. joonis).

Eeldus: A ja B on siimmeetrilised TE suhtes.

Viide: KA=KB; TE | AB.

Toestus: Kahekorra murdmisel TE-d modda iihtub punkt
A punkti B-ga, sest nad on siimmeetrilised TE suhtes; jarelikult

iihtub ka sirge KA sirgega KB ja ﬂ iihtub nurgaga TKB.
S. t. e¢ KA=KB ja sirge nurk AKB on jagatud kaheks tiis-
nurgaks TKA ja TKB. Seepérast on ka TE | AB. M. o.t. )

: 23. Teoreem: Antud punktist voib antud sirgele iihe-
ainsa ristjoone tommata.

l1-ne juht: punkt C on an- D
tud sirgjoone AB peal.

Toestus: Kui ldbi C mi-
nev sirge AB jagab C iimber oleva
tdispoorde pooleks, siis on olemas
iiksainus sirge DCF, mis selle téis- T
poorde jaotab neljaks tdisnurgaks, ¢
s. t. 1dbi C on AB-le olemas iiks- -
ainus ristjoon. |

{?Q-Hejuht:punktCon an- i,
tu?fvéiljaspool sirget AB.

30. joonis.
c >
{ Toestus: Leiame C-le AB
suhtes siimmeetrilise punkti F ja
iihendame C ja F sirge abil; siis
on CF_1AB [22]. Olgu vboi-
A . 5 malik punktist C tommata AB-le

3 LR
veel iiks ristjoon CE. Siis on CEB

taisnurk. Uhendame E F-ga. FEB

on siimmeetriline nurgaga CEB ja

sellepdrast ka tdisnurk. Jéirel. on

F . nurk CEF sirgenurk ja joon CEF

31. joonis. on sirge joon [19]. Libi C ja F

. on juba iiks sirge CDF ‘olemas ja

teist sirget olla ei voi [8]. Seepirast ei saa punktist C teist rist-
joont AB peale olla. M. o. t. t.

Jireldus: Punkti kaugust sirgest arvatakse ristjoont mooda.

#) Mis oligi tarvis toestada.
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| simmeetria keskpunktiks,; nurka, mille
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@Ulesandeid: 31) Ajada looduses ekkeri abil ristsiht
antud sihile 14bi valitud punkti, kui @) punkt asub antud sihil,
b) punkt asub antud sihist korval

(4) 32) Uhel pool sirget MN on kaks punkti A ja B. Leida
jge lithem tee A-st B-sse MN kaudu.

&g 33) Kujutada tasasel maal sihitikkude abil hulknurk ning

moodustada temale siimmeetriline kujund mingisuguse vabalt

valitud sihi suhtes.

24, }fKesksﬁmmeetria. Vaadeldes korvalseisvat 32. joonist
leiame temas ka midagi iihetaolist, siimmeetri-
list, aga kahekorra teda murda ei saa nii, et
iiks pool iihtuks teisega. Selle asemel vdime
temas leida punkti, mille iimber teda voib
poorda sirge nurga vorra nii, et ta iseendaga
ithte langeb.

Kui tasapinnalist kuju on voimalik mingi
punkti iimber poorda teatava nurga vorra
nii, et ta iihtub iseendaga, siis on see kuju

‘  stimmeetriline selle punkti suhtes, ehk sellel

32. joonis. kujul on olemas kesksimmeetria. — Punkti,

mille {imber kuju poordakse, nimetatakse

\vorra kuju poorda tuleb, nim. poord-
nurgaks. P66rdnurkade arvu tdispoor-
(des nim. simmeetria jirguks. 32. joo-
nisel — tdhel Z — on teise jdrgu
ehk  kahekordne  kesksimmeetria,
33. joonisel on wiienda jargn ehk
viiekordne  kesksiimmeetria.  Poor-
misel iihtuvaid punkte, jooni, nurki
nim. siimmeetrilisteks antud punkti
suhtes. Selge on, et siimmeetrilised
punktid on  keskpunktist sama- 33. joonis.
kaugel.

25. Teoreem: Sirgldik, mis iihendab siimmeetrilisi punkte
kahekordse kesksiimmeetriaga Kujundis, Iiheb 1ibi siim-

meetria keskpunkti.

Tdestus: Olgu punk-
tidel M ja L kahekordne
kesksiimmeetria punkti O
suhtes. Uhendame punkti
M keskpunktiga O ja punkti
34. joonis. L keskpunktiga O. Siis
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v

on MOL sirge nurk ja jdrelikult [19] moodustavad tema haarad
OM ja OL sirge joone. Seepirast langeb sirge ML iihte sirgega
MOL ja sellega liheb ta ldbi keskpunkti O. M. o. t. t.

h? Ulesandeid. 34) Kahekordse kesksiimmeetriaga joo-
nises leida antud punktile siimmeetriline punkt.

,//iahendus: Niisugune punkt on olemas, sest kui me
terve kuju poorame siimmeetria keskpunkti iimber sirge nurga
vorra, siis iihtub antud punkt ikkagi mingi punktiga. Et seda
punkti leida, tombame ldbi antud punkti ja siimmeetria kesk-
punkti sirge ja asetame teisele poole siimmeetria keskpunkti
a punkti kauguse stimmeetria keskpunktist.

35) Konstruida kuju, millel on antud kujuga kahekordne
keskstimmeetria antud punkti suhtes.

d) Paralleeljooned (Ro6pjooned).

26. Roopliikke. Olgu meil tasapind L paigutatud tasa-
pinna P peale. Kui tasapind P jaab liikumata paigale ja kui
tasapind L liugub tasapinda P-d moédda nii, et tema peal asuv
kindlaksmédratud sirge BC kogu aeg iihtub tasapinnal P liiku-
matult paigal oleva sirgega AD, siis koneldakse, et tasapinna
L liikkumine on rooplike ja siinnib roobiti AD-ga ehk AD-d
mooda.

Niiteks: Kui kummuti laegast voi kirjutuslaua laegast
vilja tommatakse, siis jddvad kummuti ja kirjutuslaua kiilglauad
ja pohiliistud paigale, kuna laeka kiilglauad ja pohi neid méoda
liuguvad. Seejuures on kummuti voi kirjutuslaua kiilglaudade
ja pohiliistude moodustatud serv paigalejiéivaks sirgeks ja laeka
serv on teda mooda liuguvaks sirgeks.

Definitsioon:- RoOOpliikkkeks ehk paralleelliikkeks nim.
niisugust liikumist, mille juures tasapind iseennast modda
edasi nihkub nii, et iiks tasapinnal asuv sirge iseennast
mdodda liugub.

Koneldakse, et roopliike- siinnib roobiti selle sirgega ehk
seda sirget méoda. Seda sirget nim. liugumissirgeks./g

Toome veel mone nidite. Kui veskis viljakotte iiles vinna-
takse, siis liiguvad viljakotid roobiti veski seintega, s. o. verti-
kaaise sihiga. Kui kuivatusrehes viljakotte kaldpinda mooda
alla lastakse, siis on kottide liikumine rooplitke. Tarvitades
tostetooli pédsevad inimesed maja iihelt korralt teisele korrale —
roopliikke abil.
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Joonestamise juures tarvitatakse paralleeljoonte ja ristjoonte
tombamiseks peaasjalikult roopliiket. Joonestuslauale kinnitatakse
paberileht ja selle peal hoitakse liineal liikumata kinni. Paberi-
lehte mooda liugub kolmnurk” nii, et i{iks tema serv liineali
serva mooda liigub. Paberi pind on paigalejidvaks pinnaks P,
kolmnurga alumine kiilg on liikuvaks tasapinnaks L; liineali
serv on paigalolevaks sirgeks AD, liugumissirgeks, ja tema
kiilge surutud kolmnurga serv on liikuvaks sirgeks BC.

Roopliikke silmapaistvamad ja kergesti arusaadavad oma-
dused on:

1) Rooplitkkel nihkuvad koik liikuva tasapinna punktid sama-
pikkuse loign vorra edasi.

2) Piisav on kujundi iihtainust punkti kinni pidada, ja roop-
like saab vdimatuks. See tihendab teiste sonadega, et kui
meil teada on teatava kujundi iiheainsa punkti koht, siis on
ka koigi teiste punktide kohad meil teada.

27. Paralleelsuse méoiste. Votame sirge joone KL ja
tema peal punktid A, B, C, D jne. Igast punktist tombame
sellele sirgele ristjoone ja

A 8 G 2 iga ristjoone peale tema

M /' alusest alates asetame sa-
ma sirgloigu a; saame
punktid “*'A,,. "B Y G, D3
jne. Et haarata korraga
koiki sirge joone AB punkte
ja neid sirgest AB eemale
viia sirgléigu a vorra, liik-

A B c P kame sirget AB {iht rist-
joont mooda sirgldigu a
35. joonis. vorra edasi. Siis asub sirge

KL uude asendisse MN.
Sellest sirgest MN koneleme, et tema -on paralleelne (ehk
r66bik) AB-ga.
_ Definitsioon: Kaht sirget nim. paralleelseteks, kui nad
on igal kohal iihekaugel teineteisest.

Sellesama definitsiooni teine véljendis:
Kaht sirget nim. paralleelseteks, kui neid saab ro0pliikke
abil iihtumisele viia.

Jiareldus: Sellest definitsioonist jdrgneb otsekohe, et
kahe! paralleelsirgel ei ole iihtegi iihist punkti.
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28. Paralleeljoonte aksioom: Viljaspool sirget asuva
punkti 1dbi on voimalik tommata
iiksainus paralleeljoon sellele kin- 0 ¢
nissirgele. Niiteks, kui 1dbi O mi- ¢+ o
nev sirge CD on paralleelne AB-ga,
siis ei saa ldbi sama punkti O
minev sirge MN mitte olla paral-
leelne AB-ga. Paralleelsuse siimbo-
liks on |I; ndit. CD Il AB. 7 v B
29. Teoreem: Kahe para'lleel- By I
joone I6ikumisel kolmanda sirgega tekkinud
/1) vastavad nurgad on isekeskis vordsed;
| 2) poiknurgad on isekeskis vordsed;
| 3) rindnurkade summa on sirge nurk.
& Eeldus: AB I CD.
/ Toestus: Liikkame sirget
Y 2/1 » CD FE-d mooda AB poole nii, et ta
394 ~ paralleelseks jddb iseendaga, kuni
punkt P langeb punkti O peale;
siis iihtub sirge CD sirgega AB,
sest CD | AB. Seejuures:
¢ Sl o5 1) 5 tihtub nurgaga 1; jrel. t==-
; A /\. /\— /\..
//5 \/ w g? » 27 » %_6/\7
£ Vi » 3, » 3=7’
37. joonis. 8 i 2; Reead B
2) 7 saab nurga 1 tippnurgaks; jérel. f:?;
A A A N
% 8 » » 2 » » 2 e 8 ¢
) ;-; (v\“/': < 5 » 3 » :E ” ” {3:?;
” 6 » » 4 » » i 6 ’
3) 8 saab nurga 1 korvunurgaks; jérel. ,1\+§=—;
A A A A
7 » » 2 » » 2 + 7 =TT,
‘(1‘//‘1! 6 » » 3 » » §+é—_—ﬁ;
R, 4 ; » 4+5=m;
i, Eo D o

30. Teoreem: Kui kahe sirge loikumisel kolmanda sir-
gega tekkinud vastavad nurgad on isekeskis vordsed, siis on

labiloigatud sirged paralleelsed.
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¢ Eeldus: 5—1.
ezf Viide: CD || AB.
A ¥4
o Toestus: Liikkame CD-d FE-d

mooda AB poole nii, et ta paralleel-
seks jddb iseendaga, kuni punkt P
iihtub punktiga O. Siis iihtub ka kiir

A A
c Sfps £ PD kiirega OB, sest 5= 1. Jirelikult
2/ 8 iihtub ka terve sirge CD terve sirgega
: AB. Niiviisi on sirge CD r66pliikke
- abil iihtumisele viidud sirgega AB.
38. joonis Jarel. CD Il AB: Moo .t t
31. Teoreem: Kui kahe sir-
ge loikumisel kolmanda sirgega /
tekkinud poiknurgad on isekeskis 4 /4.4 &

vordsed, siis on ldbildigatud sir- of4
ged paralleelsed.

Eeldus: €=41
Viide: CD Il AB.

g Q oL 4
Toestus: Et 6 =4, 7&
siis on Kka 3=? kui vord-
%elt)e“ ngade korvunurgad. Jirel. 39, joonts.

‘:»{'%;’%/%2 Teoreem: Kui kahe sirge 16ikumisel kolmanda sir-
#7"gega tekkinud rindnurkade summa on sirge nurk, siis on
: 14dbiloigatud sirged paralleelsed.

Bedidas: ﬁ—{—gzn.
2/ 7 W did e CDL:AB.

A -} e A A
S Toestus: Antud on, et 4+5‘=7—.;
joonisest ndeme, et 1 + 4 == ;
H+-5=11G
g 6/5 & £ — = :

7& 5=1

CD Il AB.

40. joonis. M. 62t

Jareldus: Kui kahest sirgest kumbki on risti kolman-
daga, siis on nad isekeskis paralleelsed.



Ulesandeid: 36) Roopliikke abil tdmmata antud sirgele
p/au:alleeljoon ldbi valitud punkti.
(€/ 387) Labi valitud punkti tommata paralleeljoon antud sirgele
yotdsete vastavate voi vordsete pdiknurkade konstruimise teel.
(=/ d%’S) Missugune on poiknurkade poolitajate vastastikune
asen
239) Kuidas seisavad rindnurkade poolitajad vastastikku?
i740) Valida tasasel maal mingisugune siht ja iitks punkt

villjaspool seda sihti ning ajada 1dbi selle punkti paralleelsiht

nurkriista abil.
l\D{gdl) Ajada ekkeri abil paralleelsiht antud sihile a meetri
kaugusel.

: C
»¥ 33, Teoreem: Kui sirge 16i- £ D
kab iiht paralleeljoont, siis 10ikab
ta ka teist. 2
Toestus: Vastasel korral
oleks ldbi 1dikepunkti L tdmmatud
AB-le kaks paralleeljoont, mis vdi- g B
matu. ;
41. joonis.
=~ A 34. Teoreem: Kui sirge.on risti
4 Y iihe paralleeljoonega, siis on ta risti
ka teisega.
Toéestus: Et AB |l CD, siis on
n—m kui vast. nurgad;
- 2\ 5 etEF | CD, siis m=90°.
» n=90°;
L s. t. EF | AB. M.o.t.t.
42. joonis.
35. Teoreem: Kui sirge on pa- ¢ /’\ r
ralleelne iihe paralleeljoonega, siis
on ta paralleelne ka teisega.
Toestus: Loikame kdik kolm ¢ o P

joont 1dbi neljandaga.
Et ABICD,siis on Szﬁ, kuivast. nurgad;
et EFHCD, » » f=a, » » »
b=f [6,2], 4 7 ' 8
EF || AB [30.] M.o.t.t.

e ot

43. joonis.
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£

g
367 Teoreem: Paralleelsete haaradega nurgad on kas
isekeskis vordsed voi nende summa on sirge nurk.

Eeldus: ED | BA, EF I BC.

Vidide: d=h.
Toestus: Likkame 16iku-
vaid sirgeid ED ja EF ldbi tippude
; 0 E ja B minevat sirget mooda edasi
o~ b5t nii, et nad paralleelseiks jadvad
&3 iseendaga, kuni tipp E langeb tip-
- pu B; siis iihtub d b-ga, e saab
Ofs F 7/ Y S n . A
% 44. joonis. nurga b tippnurgaks ja f ning g
3 saavad nurga b korvunurkadeks.
Jérel. on siis d=b, e—Db, f+b=x g4+b=n
M. o.

37. Teoreem: Vastastikku risthaaradega nurgad on kas
isekeskis vordsed voi nende summa on sirge nurk.
|

Eeldus: ED | BA, EF | BC

< £

%

et

Viide: e=h, g=h; g
A A A A \
f4b=nx hdb=nm

Toestus: Votame libi tippude
E ja B mineva sirge EB liugumis-
sirgeks ja liikkame 16ikuvaid sirgeid
ED ja EF liugumissirget EB-d mooda
edasi nii, et nad paralleelseiks jadvad
iseendaga, kuni tipp E langeb tippu
B. Siis jaagb ED | BA ja EF jaab

B o T

| BC ning DEF aseneb nurga DBF s Pl 2
kohale. Péodrame niiiid nurka DBF
tipu B iimber tdisnurga vorra, siis iih-

4 s Lo A ' .
'fub € nurgaga b, jarAel. e=Db; g saab nurga b tippnurgaks,
jatel Soi=h.. ja h saavad nurga b koérvunurkadeks, jirel.
A AN A
‘f_'jf-b——:'{r_ja T=mn. WMot of.

45. joonis.

f.
h



II-ne peatitkk: Kolmnurk.

38. Seletused. FHulknurgaks nim. sirgloikudest piiratud
tasapinna osa. Missuguses punktis {iks sirgloik 10peb, sellest
algab jargmine ja viimane sirgloik 106peb selles punktis, millest
esimene algab.

Hulknurka piiravaid sirgloike
nim. hulknurga kilgedeks,; nende
otsapunkte — hulknurga tippudeks.
Hulknurga kiilgede summat nim.
iimbermooduks ehk perimeetriks ;
hulknurka piiravat murdjoont nim.
tema piirdeks. Hulknurga tipu juu-
res olevat nurka, mille avaus on
po6rdud hulknurga sisemise valla
poole, nim. hulknurga sisenurgaks,

46. joonis nidit. EFG. Sisenurga korvunurka

e
nim. vdlisnurgaks, nidit. EFH.

Hulknurga diagonaaliks nim. seda sirgloiku, mis iihendab
kaht hulknurga mittejérjesolevat tippu, niit. AC, AD, AF.

Et iga kiilje otsapunkt on jérgneva kiilje alguspunkt ja et
iga tipu juures on iiks sisenurk, siis on hulknurgal niipalju
nurki ja tippe, kui palju kiilgi. Kiilgede arvu jérele on olemas
kolmnurgad, nelinurgad, viisnurgad jne. Harilikus kones kolm-
nurki ja nelinurki hulknurkadeks ei nimetata. -

Hulknurka nim. kumeraks, kui tal ei ole tihtegi {iliniirinurka.
Me vaatleme, ainult kumeraid hulknurki, mille kiiljed ei 15iku
iiksteisega. @

Ulesandeid:2) Mitu diagonaali voib hulknurgas iihest

tipust tommata?
@43) Mitu diagonaali voib hulknurgas tommata koigist tip-
piidest iihtekokku ?

39. Kolmnurk. Kolmnurgal on kolm kiilge, kolm tippu,
kolm nurka, aga tal ei ole iihtegi diagonaali. Sona ,kolmnurk“
kirjutatakse lithendatult mérgiga A.—

Kaks kolmnurga tippu A ja C on iihe kiilje AC otsapunk-
tid ja kolmas tipp B on selle kiilje wastas, on kiilje AC vastas-

=~
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tipp, kuna kiilg AC on selle tipu B vastaskiilg. Nurk B, mille

tipp on antud kiilje vastas, on ise ka antud kiillje AC wastas,
on kiilje AC vastasnurk, teised kaks nurka on selle kiilje juures

B -8

47. joonis.

ja neid nim. tema ldhisnurkadeks, niit. B on kiilje AC vastas-

nurk ja A ja C on kiilje AC ldhisnurgad. Kiilg, mille vastas on
antud nurk, on ise ka selle nurga vastas, on selle nurgd vastas-
kiilg; teised kaks kiilge piiravad seda nurka, on seda nurka
piiravad Liiljed ehk selle nurga lahiskiiljed, ja nurk on nende
_ kahe kiilje vahel, on nende wahelnurk.

A-rga iga kiilge voidakse A-rga aluseks votta; siis on tems
vastastipp' — A-rga tipp. Niit. kui me AC aluseks votame, siis
on B A-ga tipp.

Tipust aluse voi tema pikenduse peale tommatud ristjoon
on A-rga korgus, niit. BD.

Sirgldik, mis ithendab A-rga tippu vastaskiilje keskkohaga,
on selle kilje poolitaja ehk mediaan, niit. BM. Kui nurgapooli-

lajast ehk bissektorist koneldakse A-rgas, siis moeldakse seda
nurgapoolitaj: [6iku, mis ulatub nurgatipust kuni vastaskiiljeni,
ndit. BJ. Et iga kiilge voidakse votta A-rga aluseks, siis on
A-rgal 3 korgust, 3 kiiljepoolitajat ehk mediaani ja 3 nurga-
poolitajat ehk bissektorit.

A-rga tippe {dhistame suurte tihtedega; iga tipu juures
olevat nurka vastava kreekakeelse viikese tdhega; vastaskiilge —
vastava ladinzkeelse tihega; korgust tdhega 4, mediaani -—
tihega m, juurde lisades indeksina selle kiilje tdhistuse, mille
peale korgus voi mediaan témmatud; nurgapoolitajat tihistame
n-ga, taivitades indeksina selle nurga tihistust, mida ta poolitab,
Kiilje ¢ peale témmatud korgus 4. jagab selle kiilje 16ikudeks
fja g kus f on kiilje a ldhislaik ja g on kiilje & 1ihisloik.
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= .
{ ‘@ Teoreem: Kolmnurgas on kahe kiilje summa suu-
rem Kui kolmas kiilg ja kahe kiilje vahe

on vidiksem Kui kolmas Kkiilg.

Toestus: AC -+ CB> AB, sest sirg-
16ik on koige lithem tee kahe punkti va-
hel [10].

Kui selles vorratuses molemalt poolt
lahutada CB, siis saame tuntud aksioomi
[6,8] pohjal: AC>AB — CB ehk 7 -

ABTCRTE . M. okt A

48. ‘ joonis.

t@ Teoreem: Kolmnurga sisenurkade summa on sirge
nurk:
Toestus: Pikendame kiilge

& AC ja tombame CE Il AB. Siis on:
’ é=i<};s+é=§+§=§c\u
B=y
C=C
D A A A A A A
A+B+ C=x+4y+ C=sirge
49. joonis. nurk ACD. M. o. t t

l-ne jareldus: A-rgas voib olla ainult 1 tdisnurk voi
1 niirinurk.

2-ne jareldus: Kui N-rgas on 2 nurka teada, siis on
ka kolmas teada.

3-as jdreldus: Kui 2 A-rka iihte sinnivad kahe nurga
poolest, siis siinnivad nad iihte ka kolmandate nurkade poolest.

Et .&—{— B =@, siis saame teoreemi: /\-rga vilisnurk
on temaga mitte-kdrvuolevate sisenurkade summa.

Sellest teoreemist saame jéarelduse: A-rga valisnurk on
sugrem, kui likski temaga mitte-korvuolev sisenurk.

2/ Ulesandeid. 44) A-rgas on A=48°, B=179. Kui
Stur on kolmas?

45) ,-rgas on antud 2 nurka; joonestamise teel leida
kolmas.
Q 46) ,-rga nurgad suhtuvad nagi 1:2:3. Kui suur on
iga nurk?

() 47) ,-rga nurk 108°; teised on isekeskis vordsed. Kui
sugr on kumbki?
(£ ) 48) A-rga iiks nurk on antud; teised on isekeskis vordsed.
ISeTéa need nurgad joonestamise teel.

3
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~ / 49) Kui suured nurgad tekivad A-rga korguste 16ikumisel
paari kaupa, kui A-rga nurgad on a, 3 ja y?

/| ) 50) Toestada (arvutamise teel), et tipust aluse peale tom-
m%fud nurgapoolitaja ja korguse vahel olev nurk on pool alus-
nurkade vahest.

42, Kolmnurkade liigid. A. Nurkade jirele nim. A-rka

1) teravnurkseks, kui koik 3 nurka on
teravad, ndit. A RST:

2) niirinurkseks, kui 1 nurk on niiri,
ndit. A DEF; iihise nimega nim. neid
kaldnurkseteks.

3) tdisnurkseks, kui iiks nurk on tdis-
nurk, ndit. A GHJ. Viimases nim.
tdisnurga vastaskiilge GH — #hipote-

y/ £ nuusiks ehk kaldkiiljeks ja tdisnurka
piiravaid kiilgi JG ja JH — kaafetiteks
ehk ristkiilgedeks. Tdisnurkses A-rgas
on teravnurkade

summa tdisnurk. 3
Téaisnurga tippu
tdhistame C-ga ja
hiipotenuusi c-ga.

A0 XV vy

B. Kiilgede ji- gz
rele nim. A-rka:

A ¥ € 1) vordkiilgseks, kui

50. joonis. koik kolm kiilge
on iihepikkused,
ndit. A KLM;

2) wordhaarseks, kui 2 kiilge on iihepikku-
sed, kolmas kiilg aga ei ole nende pik-
kiine, niit. A NOP; N P

3) isekiilgseks, kui igal kiiljel on isesugune
pikkus, ndit. A RST.

Vordhaarses /\-rgas nim. aluseks seda
kiilge, mis teistega iihepikkune ei ole; tema
vastastipp on A-rga tipp; molemaid vord-
seid kiilgi nim. haaradeks. Vordhaarses
A-rgas tdhistame tipu B-ga, aluse b&-ga,
tipunurga B-ga; haar on a ja alusnurk # 7
on a.

S

51. joonis.
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Ulesanne. 51) Taisnurkses A-rgas on antud
B =577 17545
Leida teised nurgad! - Arvutada ja joonestada!

Vordhaarne kolmnurk.

43 Teoreem: Vordhaarsel kolmnurgal on olemas siim-
meetria telg; selleks on tipunurga poolitaja; ta poolitab ka
aluse ja on alusega risti.

X Eeldus: BC=BA, 1=2.
Vidide: 1) BD on siimmeetria telg;
2) AD=DC; 3) BD | AC.

Toestus: Murrame A ABC BD-d
mooda kahekorra siis 1dheb BC BA-d m&6-

da, sest 2—1 C {ihtub A-ga, sest et
BC =BA ja D ]aab paigale.

2 A
£ : ¢ Seepérast tihtub DC DA-ga, C iihtub
50 joonis nurgaga A ja A DBC iihtub A-rgaga DBA.
Jdrel. nurgapoolitaja BD on A-rga
ABC summeetna telg ja A ning C on BD suhtes siimmeetrilised
punktid. Sellest jargneb [22] : AD—=DC ja BD [ TA€FTMT 0. t. I;

Et C tihtus A siis saame feoreemi: vordhaarse N\-rga alus-
nurgad on lihesuurtised ja teravad, ehk teiste sdonadega: kolm-
nurgas on vordsete kiilgede vastas vordsed nurgad.

Ulesandeid:=52) Kui suured on vordkiilgse A-tga

ad?
éj 53) Vordhaarse /\-rga alusnurk on: a) 40°; b) 45°; c) 60°;
) 72°; e) 36°; f) 68°; g) 108°12. Kui suured on teised

n
@54) Vordhaarse A-rga tipunurk on: a) 90°; b) 120°; c) 30°;
d) 60°; e) 80°; f) 75°; g) 97°6’28”. Kui suured on teised
ad?
55) Vordhaarse A-rga alusnurk on antud; leida joonesta-

mise teel teised nurgad!
6) Vordhaarse A-rga tipunurk on antud; leida joonesta-

teel teised nurgad!
I-ne iimberpoordud teoreem : Vordhaarses /\-rgas lan-
geb aluse mediaan iihte simmeetria teljega. :

Toestus: Libi A-rga ABC tipu B (52. joonis) ja aluse
keskkoha D on iiksainus sirge vdimalik, ja niisugusena esineb

3#*
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juba siimmeetria telg. Seepérast — kui me veel teise, mediaani,
tombame, siis langeb see iihte siimmeetria teljega.

II-ne iimberpoordud teoreem: Vordhaarses N-rgas langeb
korgus iihte siimmeetria teljega.

Toestus: A-rga ABC tipust B (52. joonis) alusele AC
on iiksainus ristjoon voéimalik, ja niisugusena esineb juba siim-
meetria telg. Seepédrast — kui me veel teise ristjoone, korguse
tombame, siis langeb see iihte siimmeetria teljega.

,;’7'1‘1(-“523 imberpoordud teoreem.: Vordhaarses /-rgas langeb
aluse-keskristjoon iihte simmeetria teljega.

Toestus: A-rga ABC (52. joonis) aluse AC keskkohast *
D on alusele AC iiks-
ainus ristjoon voima-
lik, ja niisugusena esi- A
neb juba siimmeetria e o
telg BD. Seepirast — !
kui me alusele veel E
iihe ristjoone tomba- it o S aepaact o W PRl e B
me tema koskkohast Sl

D, siis langeb see 0 Ns
iihte siimmeetria tel- b
15egs ! 58 joonis

(E' Ulesandeid: 57) Ajada valitud sihile iile antud punkti
Tistsiht mootnoori abil, kui -

a) punkt asub antud sihil (53. joonis);

b) punkt asub véljaspool antud sihti (54. joonis).

Midrkus: Punkti kaugus olgu vihem kui mootnéori
pikkus.

@
b
Pt '
\ 6 4
S : a 7
e s
Q
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i . 58) Looduses sihitikkude
o abil valitud nurk jagada poo-
0 leks mootnoori abil (55. joo-
e ,@; nis).
il 1
ol L SIS i L
\‘TL g :ég 2) ‘
as o
A
\v\
55. joonis.

@ 59) Moota looduses ligi- ¢

pddsmatu punkti kaugussihi g% ) _ ___ PGl A e
poormise teel nurkriista, | ~%) & ’!" o
ekkeri ning mdotrihma abil b 5, i
(56. joonis). ¥ e ¢
° X i
f \\ :
S I
&
:
56. ioonis.

@)
60) Moota looduses

kaugus iile takistuse sihi
~ poormise teel ekkeri abil
(57. joonis).

Q

/

5

§

1

i

) ]
b
&

57. joonis. ) , W

~ 61) Moota joe laius sihi
poormise teel 90° vorra (58.
joonis).

W

SDSR La: —p — %

é ; 58. joonis.
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AN

@ 62) Moota rohtsal maal
puu voi hoone korgus,
poordes piistsihi ro6bikuks
maapinnaga eklimeetri abil.

N\

8 63) Moota puu  voi
hoone kérgus kaldsel maal,
poordes piistsihi roobikuks
maapinnaga loodsirkli abil.

60. joonis.

Teoreem: Kolmnurgas on suurema Kiilje vastas
suurém nurk.

Eeldus: AB>BD.
Viide: D> A.
Toestus: Asetame BA peale

BE =BD ja ithendame E D-ga. Siis
leiame :

v

61. joonis.

Jire. D>A., M. o tt

Umberpsordud teoreemid: 1) Kolmnurgas on vord-
sete nurkade vastas vordsed kiiljed.

2) Kolmnurgas on suurema nurga vastas pikem kiilg,
Mispérast on need teoreemid diged ?

Jareldus: Hipotenuus on koige pikem kiilg tdisnurkses
kolmnurgas.
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46. Vérdkiilgse kolmnurga siimmeetria. Teoreem: Vord-
kiilgsel kolmnurgal on 3 siimmeetria telge ; nad 10ikuvad koik
iihes punktis; see punkt on vérdkiilgse A-rga siimmeetria
keskpunkt ja vordkiilgsel /-rgal on kolmekordne kesksiim-
meetria.

Toestus: 1) Vordkiilgses A-rgas
voib iga kiilge votta vordhaarse
A-rga aluseks: seepdrast on tal 3
siimmeetria telge.

2) Loikugu siimmeetria teljed AE
ja CG punktis O.

T P2 £y 5

OAC = OCA = 30°; seepdrast on
OA = OC ja A AOC on vordhaarne;
niisama ka A ABC. Nende iihise aluse
AC keskristjoon ldheb 1dbi tippude O
ja B ja iihtub siimmeetria teljega BF. 62. joonis.

Niiviisi ldikuvad koik 3 siimmeetria
telge iihes punktis/O\. & e

3) . OAB — OBA — OBC — OCB = OCA = 0AC = 30°;
OA — OB = OC, kui A-rga vordsete nurkade vastaskiiljed;
S T bt 2 S -

AOB = BOC = COA = 120°.

Kui niiiid poorda A-rka ABC punkti O timber 120° vorra,
siis iihtub A B-ga, B C-ga, C A-ga ja A ABC iihtub iseendaga.
Nii voib teda poorda 3 korda, kuni ta oma algasendisse tagasi
tuleb. Jirel. on vordkiilgsel A-rgal ABC kolmekordne kesksiim-
meetria ja O on tema siimmeetria keskpunkt. M0t 1

Ulesanne. 64) Kuidas tuleks istutada aias viljapuud voi
poosad, et kdik nende omavahelised kaugused oleksid vordsed?

a a
T S |
\
b 4 &\ v ) \\
i X /, \\a Ila \\a
‘ a\ /a \\ ¥ \
\ / \
\ ’I \\ /I i \\
AMY N f L -‘-¥
T T a
63. joonis.
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7N Kolmnurkade htuvuse teoreemid.

4 it % o

47/ Ulesanne. 65) Konstruida , kahest kiiljest ja
nende vahelnurgast.

Fiasy. Konstruktsioon: Meele-
valdsel sirgel vabalt voetud
punkti C juures konstruime

C =1; selle nurga iihe haara
peale asetame CB = ¢ ja teise
haara peale CA = 4. Punktid
B ja A iihendame sirgloigu
abil. A ABC on otsitav.

Ukskoik missuguses jirje-
korras meie A\-rga konstruime,
ikka saame Kkuju ja suuruse
poolest samasuguse ,\-rga.
Seda toestab esimene iihtu-
vuse teoreem:

Kaks kolmnurka on iihtuvad, Kkui nad iihte siinnivad
kahe Kiilje ja nende vahelnurga poolest.

Eeldus: DF=AC, DE-—AB
= A,
Viide: ADEF= A ABC.
Toestus: Paigutame A DEF
A-rga ABC peale nii, et 1) D langeb
A peale ja 2) DF liheb AC-d mo6da.
Siis 1) ldheb DE AB-d méoda, V4
sest D= A; /
2) F langeb C peale, sest DE—AC:
3) E langeb B peale, sest DE=AB
ja 4) EF langeb iihte BC-ga, sest
nende otsapunktid langesid iihte jakahe
punkti vahel on iiksainus sirge vaimalik.
Niiviisi katavad need A/N-1gad

teineteist tiiesti ja on seepérast iihtu-
vad. M. o.t. t. - £

Jareldus: A-rga - mddravad 65. joonis.
kaks kiilge ja nende vahelnurk.

Ulesandeid. [66)) Konstruida vordhaarne A haarast ja

tipunurgast. S~
: ®

64. joonis.

4

B

o>




@ 4
67) Moota loodu- 7

ses kahe punkti va- %:;--‘ A 2

heline kaugus, kui 4 /

punktide vahel asub - R 8
moni takistus. g
AO . s P \\\\\
4’ e
g s
/o—-——--——-_x:__.‘-_____:?.\.o\
* dll \\v
\
66. joonis.

g g A g 7/ 68) Ajada loodu-
S e S x ses paralleelsiht an-
< L tud sihile iile antud

SR Dt b punkti ainult moot-
o LTS ik A E e LS L 2 o Noori abil.

69) Ajada ()
looduses siht
iile takistuse,
kui sihitikud
teisel  pool
takistust jaa-
vad ndgema-

tuks.
@ 68. joonis.

48. Ulesanne. 70) Konstruida A kiljest ja tema lihis-
nurkadest.

Konstruktsioon:

Meelevaldse sirge peale

asetame antud kiilje

s e ti;iu A juures

¢ konstruime A=ua ja tipu

B juures ﬁ=@. Nende

nurkade iiheks haaraks

% /B on AB ja teised haarad

¥ gl —— B8 loikuvad tipus C. AABC
on otsitav.

69. joonis.
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@ Teine iihtuvuse teoreem: Kaks kolmnurka on iihtuvad,
Kui nad iihte siinnivad iihe Kiilje ja tema lihisnurkade poolest.

B
A
(e
2 |
70. joonis.

2-ne jidreldus:

Eeldus: DF=AC, D — A,
R=E
Viide: ADEF= A ABC.

Toestus: Paigutame A DEF
A-rga ABC peale nii, et 1) D langeb
A peale ja et 2) DF liheb AC-d mooda.

Siis: 1) langeb F C peale, sest et
DEF=A€ ;

2) DE ldheb AB suunas, sest D =A;

3) FE laheb CB suunas, sest F = C

ja 4) E langeb B peale, sest
kaks sirget voivad 1dikuda ainult iihes
punktis. Niiviisi katavad need AA-rgad
teineteist tdiesti ja on seepirast iihtu-
vadt. Mot

1-ne jireldus; Kaks p-rka
on iihtuvad, kui nad iihte siinnivad iihe
kiilje ja kahe vastava nurga poolest.

b

A-rga mddravad iiks kilg ja tema

lahisnurgad oi iiks lahisnurk ja vastasnurk.

(O Ulesandeid: 71) Kon-
Struida /\ iihest Fkiiljest, tema
ldhisnurgast ja vastasnurgast.

Konstruktsioon: Meele-
valdse sirge peale asetame antud
kilje AC=14; tipu A juures
konstruime antud ldhisnurga
A=a; tipu C juures olevast
sirgest nurgast lahutame antud
nurgad a jaB, siis jddb jirele
teine ldhisnurk ACB. Nurga A
ja nurga ACB haarad 156ikuvad
tipus B. A ABC on ofsitav, sest

B=3

@72) Konstruida vordhaarne
A\ alusest ja tema ldhisnurgast.




® ’ 43

Moota looduses ligipddsematu punkti kaugus sihi kor-
valeasetamise teel, rakendades II iihtuvuse teoreemi.

72. joonis.
&

2 49) Ulesanne. 74) Konstruida /. kolmest kiiljest.

Konstruktsioon:
Meelevaldse sirge peale ase-
8 tame iihe antud kiilje AC=5.
Tipust C tombame raadiu-
o T sega a kaare ja tipust A

raadiusega ¢ kaare. Need
kaks kaart 16ikuvad tipus B.
A ABC on otsitav.

Miérkus. Et kaared 16i-
z # kuksid ja oleks vodimalik
L /A-rtka konstruida, peavad
73. joonis. kiiljed olema valitud nii, et
kahe kiilje summa on suu-
rem ja nende vahe on vidiksem kui kolmas kiilg:

a+c>b jaa—c<b.

Kolmas iihtuvuse teoreem:

Kaks kolmnurka on iihtuvad, kui nad iihte sfmnivad//
koigi kolme Kiilje poolest.

Eeldiis: DE= AC, DE=AB, EF = BG.

Viide: A DEF=A ABC.

Toestus: Paigutame A DEF A-rga ABC kiilge nii, 1) et
D langeb A peale, 2) et DF liheb AC suunas ja 3) et A DEF

langeb allapoole AC-d. Siis langeb F C peale, sest DF = AC,
ja A DEF aseneb A-rga AE;C kohale.

AN
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Uhendame niiiid B E;-ga, siis saame kaks vordhaarset
A-nurka.

A

A-rgas BAE; on: g i sest AR AR
A-rgas BCE; on: 4 =3, sest CE, = CB.
E=E =B

A A
" Niiviisi on: E =1
DE — AB
g & EF — BC

P’ A DEF= A ABC

i t] M o.tt.

/
A ¢ D F
\

¢

G

74. joonis.
Jéreldus: A-rga mddravad tema 3 kiilge.

Ulesanne. @ Vordkiilgne A konstruida kiiljest.

! ® |
Ulesanne. 76) Konstruida / kahest kiiljest ja
suurema kiilje vastas-

nurgast.

Konstruktsioon:

Konstruime IA\=a;
iihe haara peale ase- )
tame vdhema kiilje
AC=205. Tipust "C
raadiusega a témba-
me kaare, mis 16ikab
teist haara punktis B.
Uhendame B ja C.
A ABC on otsitav.

75. joonis.
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Neljas iihtuvuse teoreem: Kaks kolmnurka on iihtuvad, A
kui nad iihte siinnivad kahe Kkiilje ja suurema kiilje vastas-
nurga poolest.

Eeldus:  'DF="AC; "DE=88stAC>AB*"DF > DE,
BE—B

Viide: A DEF=A ABC.

Toestus: Paigutame A DEF A-rga ABC kiilge nii, 1) et
D langeb A
pealey. 2) ef 8 <
DF ldheb AC 7
suunas ja 3) et ~
A DEF  lan-
geb allapoole
AC-d. Siislan-
geb F C peale,
Sest DE—AC,
ADEF aseneb
A-rga - AE,C
kohale. g

Uhendame 2

B E;-ga, siis 76. joonis.

saame vord-

haarse ABAE,,

millel kiilg BE, ei saa minna ldbi C, sest on ju AC> AB.

Antud on: E,—E=B;  Niiviisi on: DE=AB

ABAE;: 2= SeGiT ity A
s ! FD = CA [ehk E =B|]

ABLEG . G =9 A DEF = A ABC.

B@==GE . —EF. M. o. t. t.

Jireldus: A-rga mddravad kaks kiilge ja suurema kiilje

vastasnurk.

> | T

(310 _Konstruimisiilesandeid.

77) Antud nurk poolitada.

Konstruktsioon: Nurga
haarade peal mirgime vordsed
loigud BR = BM. Meelevaldse
raadiusega tombame punktidest
R ja M kaared, mis 1dikuvad
punktis P. Sirge BP poolitab
nurga ABC. 77. joonis.
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s S -

Toestus: ARBP= A MBP [49]; jir. RBP = MBP ehk

"ABP.— CBP.
@78) Sirée nurk pooleks jagada.

k&,\’ 79) Konstruida tédisnurk antud sirgel valitud punkti juures.

otsapunktist A ja B tombame vordsete
raadiustega kaared, mis 16ikuvad punk-
tides D ja E. Sirge DE poolitab AB.

(¢ ) 80) Sirgele tommata ristjoon selle

A sifge peal antud punktist.
AN > )81) Vordhaarse A-rga tipunark poo-
e e litada.
" Vi a (. )82) Sirgele tommata ristjoon viiljas-
v N pool sirget antud punktist.
3 A N Konstruktsioon: Antud punkti
/ % D1 A votame vordhaarse A-rga tipuks see-
B 1dbi, et me temast tdmbame meelevaldse
i raadiusega kaare, mis 16ikab antud sirget
s« punktis B ja C. Niiiid poolitame vérdhaarse
s A-rga BAC tipunurga A, tommates B-st
ja C-st vordsete raadiustega kaared, mis
o 16ikuvad punktis E. A poolitaja AD | BC.
(5/83) Sirgloik poolitada. 2
Konstruktsioon. Kummastki K

Toestus. A ADB on vordhaar- 4 8

ne ja DE tema tipunurga poolitaja.

(L) 84) Sirgloigule tema keskkohast
ristjoon tommata. [V. iil. 83.]

¢ X

A 79. joonis.

&
\'2/85) Konstruida tdisnurkne /\
hiipotenuusist ja teravnurgast.

Konstruktsioon: Kon-
struime antud nurga suuruse

f%:{i; selle iihe haara peale

80. joonis.

asetame antud hiipotenuusi
BA = ¢; leitud tipust A tom-
bame ristjoone B teise haara

peale: AC_| BC. ABAC on
otsitav.

et

Kuidas voiks seda A veel konstruida?
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\ 86) Konstruida vérdhaarne A haarast ja alusnurgast.

. @ 87) 5 - A alusest ja tipunurgast.

% 88) Konstruida tdisnurkne A kaatetitest.
89) 3 4 A Kkaatetist ja tema teravast ldhis-
‘ nurgast.
90) ,, ,, /\ kaatetist ja tema vastasnurgast.
91) » » A hiipotenuusist ja kaatetist.
92) f vordhaarne A hiipotenuusist.

[ 93) Téisnurk kolmeks vordseks jaoks jagada.
-94) Konstruida A kahest kiiljest ja vdhema kiilje vastas-
nurgast.

(52. ) Kui konstruimisiilesandes pohielementide, s. t. kiilgede
ja nurkade asemel on antud teise jirgu elemendid, niit. korgu-
sed, mediaanid, nurgapoolitajad jne., siis joonestame silma varal
/\-1ga, mis umbes voiks vastata otsitavale.

Selle A-rga sisse joonestame antud elemendid, neid silma-
paistvaks tehes, niit. jimedama joonega voi kriipsuga. Niiviisi
jagatakse otsilav A mitmeks A-rgaks; viimaste hulgast otsime
niisuguse {iles, mida iihe pohiiilesande jirele konstruida saab.
Selle’ konstruktsiooni abil leiame mone uue elemendi, mis meile
voimaldab, kas otsitavat A-rka ennast konstruida, voi konstruida
monda teist A-rka, mis meid ldhendab pohielementide leidmisele
ja sellega otsitava /\-rga konstruimisele.

Monikord tuleb konstruitava A-rga saamiseks antud ja
otsitavaid elemente siindsal kombel riihmitada, mitte-iihendatud
punkte iihendada, paralleeljoon vdi moni teine abijoon tdmmata,
isedranis siis, kui lihtelementide asemel on antud kiilgede sum-
mad voi vahed voi moni teine joon.

Ulesande lahendamisviisi {ilesotsimist nim. {ilesande ana-
liitisiks.

On konstruimise viis leitud, siis konstruime otsitava kuju
andmetest. See on {ilesande konstruktsioon.

Pérast kon-

| struimist  tuleb 4
| meil teda veel

kontrollida, kas
>k6ik andmed on
[ néutud  kohal.

'{ Selleks vaatame
{ luuesti 1dbi koik
‘?\ osakonstruktsi- A .

loonid. See on.
| konstruktsiooni
toestus.

81. joonis.
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N AL Naide: Konstriida A kiiljest &, kiilje a poolitajast 7, ja
nende vahelnurgast nurk (b, m,).

Analiiiis: Joonises 81 on ndha kolm A-rka: A ABC,
A ABM ja A AMC. Nendest saame konstruida A AMC kahest
kiiljest & ja ma. ja nende vahelnurgast (b, m,). Seeldbi leiame
otsitava A-rga ABC nurga C ja poole teisest kiiljest MC=1a.
Sellega on ka kiilg a = CB leitud ja me voime konstruida AABC
kahest kiiljest ja nende vahelnurgast.

Konstruktsioon: 1) Meelevaldsel sirgel votame
punkti A;
2) selle punkti A juures konstruime antud nurgaga vordse
P BT
nurga: CAM = (b, m.);

3) konstruitud nurga iihele haarale asetame kiilje 6: AC=25,
saame tipu C; ja

4) teisele haarale asetame mediaani m,: AM = m,, leiame
punkti M;

5) ithendame tipu C ja punkti M ja pikendame CM;

6) CM’ pikenduse pikenduse peale asetame temaga vdrdse
loigu MB = MC; nii on leitud ka A-rga kolmas tipp.

7) Uhendame B A-ga. 2 ABC on ofsitav.

Toestus: Konstruktsiooni uuesti 1ibi vaadates leiame, et

_ D e e, i
koik andmed on omal kohal, nimelt CAM = (b, m,); AC=15 ja
AM = m,. Sellega konstruitud A ABC vastab nouetele.

@ Ulesandeid: 95) Konstruida téisnurkne kolmnurk, kui
antu(d on (andmete tihistus v. 39, 42): v
\96)p, : 97)a i3 98)h s DD} 1, B2 10)h B.
| Konstruida vordhaarne kolmnurk, kui_antud on:

101) b, h a, By 108) hy, a @) b, hy; 108) hy, 3;
11/6) Hes 3, m@) a.. 2

Konstruida isekiilgne kolmnurk, kui antud on (andmete ti-
histus. K39)

(108))h, £, g3 ~100)a, c, mc,ha b, he; 111) a, b, f;
; 112)37, ny; 13) b, ¢, g; 114) o, 1,°g; 116) a, np,a—{—{,
| NI a, fa; UH o v ne; AIBPhg g ne; 119) 0y, hey s
\ "120) b, y, a—B [a>>B]. ;
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533. Kolmnurkade iihtumatuse teoreem: Kui kaks kolm-
nurka iihte siinnivad kahe Kkiilje poolest, nende vahelnurkade
poolest aga iihte ei siinni, siis on suurema nurga vastas
suurem Kiilg.

Eeldus:
AB= PE.
BC EE;

B>E.

Viide:
AC >DF;

Toestus:
Paigutame A -rga
DEF A-rga ABC
killgernitsct-EFE2S
ithtub BC-ga, mis
voimalik, sest
Bl==B&; Sa et
ADEF  aseneb e
*A AGC kohale. e

Poolitame nurga ABG.

e R e e SO == %

Et ABC> CBG (ehk DEF), siis ldheb nurga ABG poolitaja

nurga ABC sisemist valda moéoda ja loikab AC-d punktis J.
Uhendame G ja J.

1) GB = AB (= DE) 2) A-rgas GJC on GJ 4 JC>CG

D

BJ -—B aga . Gd= Al €G = DE.
GBJ —=7ABJ (jagatud) Al +JC>DF
AGBJ— A ABJ ehkk AC > DF.;. M0, 1. 1,
G — AL $ i

~Umberpodrdud teoreem: Kui kaks kolmnurka iihte
sinnivad hkahe kiilje poolest, aga kolmandate kiilgede poolest
lihte ei siinni, siis on suurema Rkiilje vastas suurem nurk.

Eeldus: AB=BE, BC=EF; CA>FDb;

Viide: B>E. e

Toestus (vastuvditeline): 1) Kui oleks B<<E, siis oleks
ka CA<FD. See ei ole aga nii eeldatud.

9) Kui oleks B =E,siis oleks ka 2 ABC= ADEF ja
CA =FD; see kdib ka eelduse vastu. Jddb ainuke voimalus, et

EA3>E M. o. t. t.
4



\54 Dlameetrl peale toetuv piirdenurk. Nurka, mill‘eY

tipp on ringi peal ja mille
haarad ldhevad ldbi sama dia-
meetri otsapunktide, nim. dia-
meetri peale toetuvaks piirde-
nurgars.

Teoreem: Diameetri peale
toetuv piirdenurk on téis-

83. joonis.

A-rgass BOC: - OBi—

A-rgas COA: OC

Et A+ B+ €=180°,

92C = 180°, ehk C = 90°.

(&) Ulesanne 121. Sirgldigule te-
ma otsapunktis ristjoon tommata.

Konstruktsioon: Keskpunktiks
vottes mingit punkti C viljaspool AB
tombame ringi, mis ldheb ldbi B ja
16ikab AB punktis D; 1dbi D ja C #
tombame diameetri DJ ja l4dbi B ja J

Mot t.

nurk.

Toestus: Uhendame C
keskpunktiga O, siis on:
OC; seepdrast B —=x |
ol e F
TeT OA ’ ” YI
é+A=

A

A A
siis saame B+ A asemele pannes C:

sirge BJ: BJ _| AB, sest DBJ on dia- 84. joonis.
meetri peale toetuv piirdenurk.

C

5

7 i1 Vi

85. joonis.

@ Ulesanne 122. Tdisnurkne N
konstruida hiipotenuusist ja kaatetist.

~ Konstruktsioon: Antud hii-
potenuusi ¢ votame diameetriks ja
tombame tema iile poolringi. Selle
poolringi sisse asetame kooluna dia-
meetri otsapunktist A alates antud

T T
kaateti AC=54. ACB = 90°, kui dia-
meetri peale toetuv piirdenurk.
A ABC on otsitav.

=
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CJU lesanne 123. Tdisnurkne A konstruida hiipotenuusist
ja teravnurgast.

Konstruktsioon: Antud hii- c
potenuusi AB = ¢ votame diameetriks
ja tombame tema, iile poolringi. AB
peal konstruime B juures antud terav-
nurga B =3, mille teine haar 1dikab

g
poolringi punktis C. BCA=090° ja
sellega on A BCA oftsitav.

Ulesandeid. Niidata, et tdis-
nurkses A-rgas
124) hiipotenuusi peale tomma- 86. joonis.
tud korguse ja mediaani vahelnurk
vordub teravnurkade vahega; :
125) tédisnurga poolitaja poolitab ka hiipotenuusi peale
tommatud korguse ja mediaani vahelise nurga;
(/_A26) hiipotenuusi poolitaja on niisama pikk kui pool hii-

potenuusi;
@27) Tdisnurkset A-rka on voéimalik jagada 2-ks vord-

haarseks /\-rgaks.
V)

55. _Projektsiooni moiste. Definitsioon: Punkti A pro-
jektsiooniks sirge MN peale nim. A-st MN peale tommatud
ristjoone alust A’.

Ristjoon ja kaldjooned.

Kui punkt ise, nédit. D, on selle sirge peal, mille peale teda °

projektitakse, siis langeb projektsioon projektitava punktiga iihte.

Sirgloigu BC pro-

. 3 jektsiooniks sirge MN

i peale nim. selle sirg-

: 10igu koigi punktide

: projektsioonide ko-

i gu. Selleks on sirge

4 MN Ilgik B’C’, mis

- .7 25D & otsapunktide projektsi-
oonide vahel on.

87. joonis. Kui  projektitava

sirgldigu iiks ots D on

sirge MN peal, siis on 16igu DE projekisiooniks sirge MN peale

16ik DE’, mille iiheks otsapunktiks on D ise ja teiseks — E pro-

4%

X

—emfemeeees0

-
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jektsioon E” MN peale. Sirgloiku DE-d ennast nim. projektita-
Jwaks, ristjoont EE’-d — projektijaks ja projektitava ning pro-
Yjektsiooni siinnitatud nurka ‘I%E’f— kaldenurgaks.
/ Edaspidi on meil tegemist peaasjalikult projektsiooni vii-
mase erijuhuga. Siin on selge, et projektitav DE on tiis-

nurkse A-rga hiipotenuus, projektija EE’ ja projektsioon DE’ on
kaatetid.

56. Teoreem: Kui viljaspool sirget asuvast punktist
sellele sirgele on tOmmatud ristjoon ja kaldjooned, siis:
1) ristjoon on lithem kui iikski kaldjoon;

2) vordsetele projektsioonidele vastavad vérdsed kald-
jooned;

3) pikemale projektsioonile vastab pikem kaldjoon.
Eeldus:
AP | MN
REE—SP
ROEZPE
§eaide. <
AP < AB -
AC=AB M
AD > AB 2 ¢ aatret.
Toéestus: 88. joonis.
1) Téisnurkses
A-rgas APB on kaatet AP < hiipotenuus' AB [45];

R e el
2) A APC = A APB, sest AP = AP, PC = PB, APC = APB;

jirel. AC = AB.

3) Et AP | MN, siis on p= 90 ja ¢ >90° kui A APC viilis-

nurk. Et A-rgas ACD c¢>>90°, siis on d <90° ja ¢>d; jirel.
AD > AC [45] ehk AD > AB.

Umberpodrdud teoreemid: Kui vdljaspool kinnis-
sirget asuvast punktist sellele sirgele tommata igasugused sirged
jooned, Ssiis: :

1) koige lithem nendest on risti selle kinnissirgega ;

2) wordsetel kaldjoontel on wvordsed projektsioonid ;

3) pikemal kaldjoonel on pikem projektsioon.

Toestus: 1) Kui ei oleks see kdige liithem joon AP_| MN,
vaid mingi teine joon oleks | MN, siis peaks viimane lithem
olema kui koige lithem joon AP, mis on ometi vdimatu.

2) Kui AC=AB ja AP_ CB, siis on A CAB vdrdhaarne
ja PC=PB [44, II].
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3) Kui AD > AB, siis ei voi olla ei PD <PB, sest muidu
oleks AD <AB, ega PD =PB, sest muidu oleks AD = AB.
Jddb ainuke voimalus: PD > PB. M. o. t. t.

Jareldus: Punkti kaugust sirgest arvatakse punktist
sirge peale tommatud ristjoont mooda [23).

6)Ulesandeid. 128) Antud on punktid M, P, R, mis mitte
ithel sirgel ei asu. L&bi R tommata sirge, mis on M-st ja P-st
vordkaugel.

129) Néidata, et punktide A ja B kauguste summa sirgest,
mis sirgloiku AB-d ei 16ika, on 2 korda nii suur kui AB kesk-
koha K kaugus samast sirgest.

(1)130) Toestada, et vordhaarses A-rgas on aluse
iga punkti kauguste summa haaradest niisama
pikk kui haara peale tommatud kdrgus.

57. Ulesandeid. 1. Tdestada teoreemid :

ﬁ\—:«lSl) Kui A-rga sisemine punkt iithendada tippudega, siis
on tihendusjoonte summa vdhem kui /A-rga iimbermoot ja suu-
rem kui pool imbermddtu.

W}132) Kumera nelinurga diagonaalide 16ikepunkt on tasa-
pifiha niisugune punkt, mille kauguste summa tippudest on koige
vdiksem.

(A 133) Kui A-rga ABC sees olev punkt P iihendada tippudega

hy! IR e % e T oY
A ja B, siis on APB>ACB.

/1)134) Vordhaarse ,\-rga tipu juures oleva vilisnurga pooli-
taja’on alusega paralleelne.

1)135) Nurga poolitajaga ristik sirge 16ikab dra nurga haara-
dest” iihepikkused tiikid.
II. Konstruimisiilesandeid :

5 136) Lédbi antud punkti tommata sirge nii, et ta nurga
haaradest vordsed tiikid 4ra loikab.

(Z)137) Nurga sisemises vallas on antud kaks punkti E ja F.
Leida koige liihem tee E-st F-sse, mis liheb molema haara
kaudu. [V. iil. 32.] :

138) A-rga sees on antud 2 punkti E ja F. Kuidas liheb
koige lithem tee E-st F-sse, mis puutub A-rga iga kiilge?

< 58. Konstruimisiilesande uurimine.

Iga kuju leidmine konstruimise teel taandub punktide leid-
miseks, ndit. A-rga leidmine taandub tema 3 tipu leidmiseks.

Punktid tekivad meil aga joonte 16ikumisel. Kaks sirget
voivad loikuda ainult iihes punktis, sirge ja ring — kahes, ja
kaks ringi ka ainult kahes punktis [13, 88, 100, 101].
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Seepérast peame niihédsti konstruimisel kui ka konstruk-
tsiooni kontrollimisel seda jérele vaatama, mitmes punktis meie
jooned ldikuvad ; loikepunktide arvust oleneb ka lahenduste arv.

Nende tingimuste méddramine, missugustele vastama pea-
vad andmete vahekorrad, et iilesanne oleks vodimalik, et ta an-
naks 1 lahenduse, et ta annaks 2 lahendust, nim. {ilesande uuri-
miseks.

\/'I"'}Nﬁide: [il. 139]. Konstruida /. kahest Fkiiljest ja iihe

Konstruktsioon: : 5
Nagu {il. 76 konstruime 2
A =a; iithe haara peale 2

asetame iihe kiilje AC=25

ja saadud tipust C tom-

bame raadiusega a kaare.

Kui a<<b, siis loikab see

kaar teist haara kahes

punktis B ja E. Uhenda- <

nud kummagi C-ga, saa- e 7 g
me lahendusena 2 A-rka, o

AABC ja AAEC, mis m- sk o

lemad nouetele vastavad.

L rimine: WL Kui - a>¥, siis léihebAC-st raadiusega a
tommatud kaar tipu A tagant mooda ja loikab haara AB-d iihes
punktis B,, sest voetud raadius on pikem kui tipu C kaugus
haarast AB: a> k.= CP [89, jdreld.]. Lahendusena esineb iiks
kolmnurk — A ACB,.

1)

a peab iseenesest pi-
o, kem olema kui b, kui « on
¢t niiri- voi tdisnurk. Kui me
a-d vihendame, siis hakkab
1dikepunkt B ldhenema ti-
pule A; me saame ikkagi
1 lahenduse, — 1 A-rga,
nidit. ACB,, nii kaua kui
a> b, nagu iil. 76.

II. Kui a saab sama
pikaks kui b, a=25, siis
ilmub ka teine ldikepunkt,
nimelt kaar ldheb tipust A
labi: lahendusena esineb
aga ikkagi veel 1 A, nimelt
vordhaarne A ACB,.

90. joonis.
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[II. Kui me edasi vihendame a-d, nii et @ <&, siis hak-
kab B, liikudes AD-d mooda, ldhenema A-le ja teine 16ikepunkt
E — kaugenema A-st, sellega teineteisele ja punktile P lihenedes.
Selle juures on olemas 3 voimalust:

BEh —a > hs;

Qb —a— I,

3) b>a ja a<h. ehk b>h.> a.

Niikaua kui a > A., saame lahendusena 2 A-rka:

A ACB; ja AACE3, nii et

AC =AC AR )
T W e [Ty A
AE3 == AB3 S E E383 ACE3 =S ACB3 e E3 CB3.

2) Kui @ vdheneb niipalju, et saab a = A, (= CP), siis on
punktid B ja E teineteisele niikaugele ldhenenud, et nad iihte
langevad punktis P; kaar, mis keskpunktist C tommatakse raa-
diusega a, ei 1dika enam AD-d, vaid puutub teda ainult [89], ja
lahendusena saame iihe tdisnurkse A-rga ACP.

3) Kui a-d edasi vihendada, siis kaob nurga haaral AD-l
ja kaarel iihine punkt dra, kaar ei ulatugi haarani AD ja me ei
saagi ,\-rka — iilesanne on voimatu.

Kokkuvote.

A. Kui a>90° siis on @> b ja iilesandel on 1 lahendus,
niirinurkne A.
B. Kui a=90° siis on a>>b ja iilesandel on 1 lahendus,
tdisnurkne A.
C. Kui a<90° ja 1. a>b, siis on iilesandel 1 lahendus.
II. a=>b, siis on iilesandel 1 lahendus,
vordhaarne A.
III. @ <b, seejuures aga:
1) a> h., siis — 2 lahendust, millest 1 niirinurkne;
21 0= RN o ik ® A on tdisnurkne;
3) a<he 9. =0 : tilesanne voimatu.
Ulesandeid. Konstruida kolmnurk andmetest:

N140) ¢, 8, ma; 1AL b, 1, ki 149) a, 3, & y
@ 143) ¢, ny, he; 144) a, ha, he; 145) ¢, h., m. ;
)\146) b, alt-B, my, 147) ke, f, ma. .
59. Suuruste muutumine. I. Konstruimisiilesande uurimi-
sel, ndide 139, nigime, et kiilg & ja nurk o« jdid meil muutmata,
kuna me kiilje a pikkust muutsime. Uhes kiilie a muutumisega
muutusid ka kiilg ¢ [c = AB, ¢ = AE], nurk C ja nurk B.
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3( Definitsioonid. Suurust, mis iilesande lahendamisel
v0i kiisimuse uurimisel omal iihe ja sellesama vdidrtuse alles
hoiab, nim. konstantseks ehk muutumatuks; suurust, mis iiles-
ande lahendamisel voi kiisimuse uurimisel mitu vddrtust oman-
dab, nim. muutujaks.

II. Kilje a vidrtusi muutsime meie ise oma tahtmise ja
heaksarvamise jirele, kuna nurgad B ja C ja kiilg ¢ muutusid
iseenesest, kiilje @ muutumise tagajirjena.

Niisugust sunrust, mille muutumine ei olene iihestki teisest
sdurusest, mille vddrtusi meie ise oma heaksarvamise jirele
valime, nim. olenematuks muutujaks. Niisugust suurust,” mille
vddrtuste muutumine on mingi teise suuruse muutumise tagajirg,
mis oleneb mingi teise suuruse muutumisest, nim. olenevaks
muuntujaks ehk olenematu muutuja funktsiooniks.

. Voetud niites, iil. 139, voime kiilje a votta nii pika,
kui meie iganes soovime; meie voime teda suurendada kui palju
tahame; ei ole nii pikka sirgloiku olemas, millest pikemaks
meie a-d valjda ei voiks ja iilesanne ei kaota ikkagi oma motet,

oma lahendust. Niisugusel korral on a n. n. lopmata suurenev
suurus,

A Suurust, mis teatava seaduse jirele muutudes saab suure-
maks kui iikski ette kindlaks mddratud suurus, olgu see kui suur
tahes, ja sama seaduse jdrele edasi muutudes selleks ka jaab,
nim. lopmata suurenevaks suuruseks.

Kirjeldatud ¢ muutumisel muutub ka é; ta saab aga ikka
vihemaks ja vidhemaks, ja ei ole nii viikest nurka olemas,

millest B viiksemaks ei voiks saada, kui me a-d kiillalt suuren-
dame.

#C Suurust, mis teatava seaduse jirele muutudes saab viikse-
maks kui ikski ette kindlaks mdiratud suurus, olgu see kui
vdike tahes, ja sama seaduse jdrele edasi muutudes selleks ka
jaab, nim. lopmata vihenevaks suuruseks.

Kﬁlje a muutmisel véib C omandada ka 2 védrtust korraga.

Koneldakse: mniikaua kui a> b6, muutub é sheselt“, ta
muutumine on ,fithene“, s. t iihele @ viirtusele vastab iiks-

ainus f\] véddrtus: niikaua kui a<b ja a>h., muutub (AZ »Ka-
heselt“, ta muutumine on ,kahene% s. t. iihele a viirtu-

sele vastavad kaks C vaartust. Vaatleme ainult @ja mitte
ACE.
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Kui a suureneb piiramatult, suureneb ka A/CE aga mitte
piiramatult; ACB ei vdi suuremaks saada kui 180° — q.

Kui a vidheneb, viheneb ka K/CE; niikaua kui veel lahen-
d1§£1emas on, ei voi @véhemaks saada kui 90° — a.

Suurust, mis teatud seaduse jarele muutudes muutub kind-
lates piirides, s. t. nii, et ta ei voi omandada vddrtusi, mis on
lihest konstantsest wvddrtusest suuremad ja teisest konstantsest
vddrtusest vihemad, nim. loplikuks.

IV. Olgu a = A, Votame kiire, mis ldhtub C-st P suunas;
ta 16ikub AD-ga punktis P, nii et a = CP ja 16ppfpunkt B lan-
geb iihte P-ga. Et a-d suurendada, péérame kiirt ‘C iimber péri-
pdeva. Selle juures jookseb 1dikepunkt AD-d mésda D suunas
ja CB-d mo6da B suunas, ilma et ta iihtegi punkti vahele jitaks;
a on omandanud koik véirtused CP-st kuni CB-ni.

Koneldakse: a on kulgenud koik véidrtused CP-st kuni
CB-ni ja @ on muutunud nendes piirides pidevalt. Suurus
muutub pidevalt piirides a-st kuni b-ni, kui ta a-st b peale iile
minnes kulgeb koik a ja b wvahel olevad vidrtused ja iihe vidr-
tuse jdrele teise, esimesele otsekohe jargneva vdidrtuse omandab,
ennast lopmata viheneva suuruse vorra muutes. Suurus voib
muutuda ka hiipetega — omandades mitu vidrtust, aga nende
vahelolevaid véirtusi mitte omandades, niit. opilaste arv klassis
voib muutuda ainult hiipetega, omandades ainult tdisarvulised ja
vahele jattes murrulised vddrtused. Peale selle voib suurus oma
muutumisel katkeda.

@ Ulesanne. 148) Jilgida iil. 139 kiilje ¢ muutumist. Mis-
sugune on tema muutumise pohjus, ulatus ja iseloom?

/ 60. Konstruimisiilesannete lahendamine, kui antud on
‘kiilgede summa voi vahe.
N5 1-ne niide: [il. 149.) Konstruida /\, kui antud on
a-b, ¢ o. .
Analiiiis: A-rgas
ABC asetame AC=2b
pikenduse peale CB = a
nii, et AD =56+ a (ehk
a+"0)..
Uhendame D B-ga;
siis saame A ABD, milles
teada on AD =064} q,

A== ¢ A=q ja mida
me saame Kkonstruida
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166) b—C a
b, a
172) b—c, a, h
b, h
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kahest kiiljest ja nende vahelnurgast. Selle 1dbi leiame vord-
haarse A-rga BCD aluse BD ja tema ldhisnurga D (= '27).
Tipu C leidmiseks tdmbame BD-le keskristjoone.

Uurimine. Et koik osakonstruktsioonid on iiheselt lahen-
datavad, siis on iilesandel 1 lahendus, kui vaid voetud on
a+b>c.

2-ne nidide: [iil. 150]. Konstruida /., kui antud on
a—b, c, a.

Analiiiis: Asetades lithemat kiilge & pikema a peale
ndeme, et meil praegusel juhul korda ei ldhe konstruitavat
A-rka saada. Asetame aga pikema
kiilje BC=a lithema kiilje AC=16
peale, saame nende ,negatiivse“ vahe
AD =a—b viljaspool A-tka ABC.
Uhendanud D B-ga, saame , ADB,
milles meil teada on AD=a—5b,

S
AB=c¢, DAB=180°—a. Selle A-rga
ADB konstruimise 1dbi leiame vord-
haarse A-rga BCD aluse BD ja tema
92. joonis. lahisnurga. Tema tipu C leidmiseks
tombame BD-le keskristjoone.

Mirkus: Monikord tuleb tarvitada positiivset,
monikord negatiivset vahet.

Konstruida A, kui antud on:

f 151) b+, a, v; 152) b—c, a, 7; 153) b+-c¢, a, a;
154) b—c, a, a; 155) b—l—c a, B3 156) b=c, 4, B}
157) a+b, a, 8; 158) a—b, a, B; 159) a, b+c, a=90°;

160) a—b,8,a=90°; 161) a+b+c a, B; 162) at+-b-+c, ks 13
163) b+-c, he a; 164) b—c, he a; 165), b+c¢, a, B;

5o 35 167) a-+0b, ha, 3; 168) a—b, ha, B;

: 170) a—c, & 171) b+c, a, hy;
5 173) b+c, a, hc; 174) b—c, g, hc;/
P ¥76) a—c, b, h.. /

169) ac,

= R

175) a-+-c,

h‘

’ p °4

Geomeetriline koht.

61. Geomeetriline koht. Ulesanne 177. Leida punkt,
is punktist A on r kaugusel.

Lahendamine: A-st tombame kiire ja selle peale ase-
tame AB=r. Punkt B rahuldab iilesande nouet. Kiire vdime
tommata mones teises suunas, siis saame teise punkti, mis ka
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vastab iilesande noudele. Neid punkte saame palju, saame terve
joone tdie; koik punktid, mis on A-st raadiusega r tommatud
ringi peal, on A-st r kaugusel; ringi sees olevad punktid on
A-le lihemal kui » ja viljaspool ringi

olevad punktid on A-st kaugemal kui r.

Ring on see koht — geomeetriline koht —

kus asuvad koik niisugused punktid ja

asuvad ainult nemad.

Definitsioon: Punkti geomeetri-
liseks kohaks nim. joont, mille peal
olevad punktid koik alluvad iihele ja
samale seadusele ja millest vidljaspool
olevad punktid sellele seadusele ei allu.

Seepdrast, et toestada, et leitud joon
on teatud punkti geomeetriliseks kohaks,
tuleb néidata, 1) et koik selle joone punktid alluvad mainitud
seadusele ja 2) et punktid véljaspool seda joont ei allu mainitud
seadusele.

I-ne geom. koht: Antud punktist A antud kaugusel »
oleva punkti geomeetriliseks kohaks (g. k.) on ring, mis tom-
matakse antud punktist A antud raadiusega ».

93. joonis.

II-ne geom. koht: Kahest punktist samékaugel oleva |

punkti geom. Kkohaks on neid punkte iihendava sirgloigu
keskristjoon.

Toestus: Olgu A ja B antud
punktid, KR — sirgloigu AB keskristjoon,
P meelevaldne punkt KR peal ja V —
meelevaldne punkt viljaspool KR. Siis
on: 1) PA=PB, sest et KA=KB
ja vordsetele projektsioonidele vastavad
vordsed kaldjooned; s. t. P on sama-
kaugel A-st ja B-st.

2) VA=VR + RA=VR + RB>VB;
jarel. VASVB; s . t. V ei ole sama
94. joonis. kaugel A-st ja B-st. M. o.t t. (Mis

maksab meelevaldse punkti kohta, on
maksev iga punkti kohta.)

wé* Ill-as geom. koht: Nurga haaradest samakaugel oleva
punkti geom. kohaks on selle nurga poolitaja.

Toestus: 1) Olgu RBA=TRBC ja RE | BA, RJ | BC.

Siis on A EBR= A JBR [48,,]; jdrel. RE=RJ; s.t. nurgapooli-
taja peal olevad punktid on samakaugel haaradest.
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2) Olgu PM | BA,PK | BC
ja PM=PK. Siis on APMB=
= A PKB [50];

K e TN

garel: MBR-_KBP s, of. et
BP on nurga ABC poolitaja. Et
nurga haaradest samakaugel olev
punkt asub nurgapoolitaja peal,

# siis  viljaspool nurgapoolitajat
ei leidu punkte, mis nurga haa-
95. joonis. radest oleksid sama kaugel.
, Misto. b vt
@( 62. Ulesanne. 178) Punkt leida, mis on kahest antud
punktist A ja B iihekaugel ja kolmandast antud punktist
O kaugusel a.

Analiiiis: Uhelt poolt peab
otsitav punkt olema A-st ja B-st iihe-
kaugel; tema geomeetriliseks kohaks
on siis sirgloigu AB keskristjoon. /
Teiselt poelt peab ta O-st olem{{/z
a kaugusel; tema geom. kohaks on
siis O iimber raadiusega a tom-
matud ring. Nende joonte 1dike-
punkt rahuldab molemaid noudeid
ja sellega on ta otsitav punkt.

Uurimine: 1) Ring O 16i-, 96. joonis.
kab KP-d kahes punktis M ja P nii-
kaua, ‘kui‘a >OF | KP[89].]...... 2 lahendust. 2) Ring O riivab
KP-d iihes punktis, kui a=OF ...... 1 lahendus. 3) Ringil O
ja KP-1 ei ole iihist punkti, kui a<<OF .... iilesanne vodimatu.

@ Ulesandeid. 179) Leida punkt mis oleks antud sirgest
a kaugusel ja antud punktlst b kaugusel.

) 180) Leida punkt, mis oleks antud nurga haaradest iihe-
kangel ja antud punktist & kaugusel.

63. Teoreem: Kolmnurga
kiilgede keskristjooned I6ikuvad
koik i{ihes punktis; see punkt
on koigist kolmest tipust iihe-
kaugel.

Toestus: Kiilje AB kesk-
ristioone FO punktid on A-st ja
B-st iithekaugel ; kiilje AC kesk-
ristioone EO punktid on A-st ja
97. joonis. C-st iihekaugel. Nende kesk-
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ristjoonte 16ikepunkt on siis koigist kolmest tipust {ihekaugel:
OB=0A=0C.

Et OB=O0C, siis on A BOC voérdhaarne, BC tema alus
ja O tema tipp. Seepdrast ldheb ka kiilje BC keskristjoon libi
teiste kiilgede keskristjoonte 16ikepunktist O. M. o. t. t.

\Q,I"Jlesandei d: 181) Niirinurkse A-rga kiilgede kesk-
ristjoonte 16ikepunkt leida !

(C) 182) Tiisnurkse A-rga kiilgede keskristjoonte 1dikepunkt
leida !

64. Teoreem: Kolmnurga nurkade poolitajad 16ikuvad
koik iihes punktis; see punkt on kéigist kolmest Kiiljest
ithekaugel.

Toestus: Nurga A pooli-
taja AP punktid on AB-st ja AC-st
ithekaugel; nurga B poolitaja BP
punktid on BA-st ja BC-st iihe-
kaugel. Nende nurgapoolitajate
16ikepunkt P on siis koigist
kolmest kiiljest iithekaugel: kui
PL .| AB, PK 1.AC, PJ _| BC, siis
e PR —"0r1 —PJ e

PK=PJ tihendab, et punkt P 98. joonis.
on nurga C haaradest iithekaugel;
jarelikult asub ta nurga C poolitaja peal. S.t. CP on nurga C
poolitaja ja ta liheb ka teiste nurkade poolitajate 16ikepunktist
1ébi. Mot




lll-as peatiikk: Nelinurk.

65. Teoreem: Hulknurga vidlisnurkade summa on tdis-
poore.

Toestus: Hulknurga piire on kinnine murtud joon. Olgu
ta punkti liikumise jilg. Alaku punkt M oma liikumist kiilje
FA pealt ja liikkugu ta FAA’ suunas. Joudnud tippu A, muudab
punkt M jirsku oma suuna AA’
pealt ABB’ peale, poordudes esi-
mese vdlisnurga A’AB vorra. Joud-
nud tippu B, muudab punkt M jille
jarskuoma litkumise suuna BB’ pealt
BCC’ peale, poordudes teise vilis-
nurga B’BC vorra. Nii kédib liikuv
punkt M kogu -piirde 1dbi, igas
tipus muutes jarsku oma suunda ja
p6ordudes seal tolle tipu juures
oleva vilisnurga vorra. Kui punkt
774 jouab tippu F, siis muudab ta jille

jarsku oma suuna FF’ pealt FAA’
- peale, poordudes viimase vélis-
nurga F’'FA vorra. Sellega on
litkumise suund ennast poornud esialgse suunaga vorreldes hulk-
nurga koigi vilisnurkade summa vorra ja iihtlasi tuli ta oma esi-
algse suuna juurde tagasi. See tdhendab — tegi tdispoorde.

Jérel. hulknurga vilisnurkade summa on tdispoore ehk 2 sirget
nurka: 2x=2360°.

@ Ulesandeid. 183) Missuguste suuruste liiki kuulub hulk-
nurga vélisnurkade summa?

(2 184) Viisnurgas on koik vilisnurgad iihesuurused. Kui suur
J + on iga vélisnurk? iga sisenurk?

99. joonis.

*’jwy @l‘ eoreem: Hulknurga sisenurkade summa on nii mitu
~=J/sirget nurka, mitu tippu on hulknurgal ilma 2-ta:
(n—2).180° ehk (n—2) - =

Toestus: (Joon., 99). Iga sisenurk ithes sama tipu juures
asuva vilisnurgaga annavad iihe sirge nurga. Niisuguseid korvu-
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nurkade paare on niimitu, kuimitu tippu on; s. t. me saame
niimitu sirget nurka, mitu tippu on: n. 180°. Sellest summast
lahutame vilisnurkade summa 360°, saame: n. 180°— 360°=
=(n—2)-180°% s. t. (n—2) sirget nurka ehk (n—2) - =.

: ' MEoiiig

@Ulesandeid. 185) Kui suur on 7-nurga, 11-nurga,
12-nurga sisenurkade summa ?
(9186) 8-nurgas, 9-nurgas, 10-nurgas, 15-nurgas on koik sise-
nurgad ithesuurused. Kui suur on iga sisenurk? iga vilisnurk?
@ D87) Missuguste suuruste hulka kuulub hulknurga sise-
nurkade summa?
/7). 188) Missugune on hulknurga sisenurkade summa muutu-
miSe pohjus, ulatus ja iseloom ?
@189) Mitu diagonaali saab tdmmata iihest tipust hulknurgas?
2.190) Mitmeks A-rgaks jagavad hulknurga iihest tipust tom-
matud diagonaalid ?

191) Kui suur on {ihtekokku nende A-rkade sisenurkade
summa, milleks jagavad hulknurga iihest tipust tommatud diago-
naalid?

@)192) Mitu diagonaali iildse on voimalik hulknurgas tommata?

__Toestada laused:

(1)193) Kumera nelinurga iimbermo6ot on suurem kui diago-
naalide summa ja vidiksem kui nende kahekordne summa.

(1)194) Kumeras nelinurgals loikuvad ﬁhet kiilje léi]}:isdnurkadle
oolitajad niisuure nurga all, kuisuur eiste nurkade pool-
gumma] ja vastasnurkadeg poolitaﬂsnure nurga all,pkui-
suur on teiste nurkade poolvahe.

Konstruida nelinurk :

©)195) kahest ldhiskiiljest, diagonaalidest ja nende vahelnurgast.
©)196) kiiljest, tema lahisnurkadest, diagonaalidest ja nende
vahelnurgast.

Parallelogrammid.

67. Definitsioon: Paral-
lelogramm on nelinurk, mille -l ¢
vastaskiiljed on paralleelsed. <
Parallelogrammi  siimboliks %
on mirk . S¢
Definitsioonist jdrgneb: /n
I-ne teoreem: Parallelogram-
mi vastaskiiljed on vordsed — 100. joonis.
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sest roopliikkel nihkuvad koik liikuva tasapinna punktid sama-
pikkuse loigu vorra edasi (26).
II-ne teoreem: Diagonaal jagab parallelogrammi kaheks
iihtuvaks kolmnurgaks, nimelt /. ABD = A CDB IL ii. t. pdhjal,
% B i e g e Eoaies
sest BD =BD, ABD = CDB ja ADB = CBD. Mesoicte te

Miarkus 1. Viimaszst teoreemist voib iseseisvalt
jareldada, et #-i vastaskiiljed on wvordsed ja |-joo-
ned on igal kohal tein:teisest iihekaugel.

Miérkus 1. Uks #-i kilg wvoetakse aluseks;
siis on -i korguseks mingist vastaskiilje punktist
selle aluse voi tema pikenduse peale tommatud ristjoon.

@ Ulesandeid. 197) Kui suured on #-i vastasnurgad
teineteisega vorreldes?

L 198) Kui suur on #-is iihe kiilje l&hisnurkade summa?

pe 199) Parallelogrammis on iiks nurk 90°. Kui suured on
teised nurgad?

Konstruida #:
© 200) lihiskiilgedest ja nurgast;

» 201) lihiskiilgedest ja korgusest;
[ 202) lahiskiilgedest ja diagonaalist;
| 203) kiiljest, diagonaalist ja nurgast;
o | 204) kiiljest, korgusest ja diagonaalist;
205) kiiljest ja kahest korgusest;
206) iithest diagonaalist ja kahest korgusest.

207) Antud nurga haarade vahele mahutada antud sirg-
1oik antud suunas.

\. 208) Olgu ABC vordkiilgne A, BD ja CD nurkade B ja C
poolitajad. Toestada, et sirged, mis ldhevad ldbi D, iiks | AB-ga
ja teine || AC-ga, jagavad BC kolmeks vordseks osaks.

b -209) Leida antud sirgest antud kaugusel olevate punktide
geom. koht.

(6 -210) Leida kahest antud sirgest samakaugel olevate punk-
tide geom. koht.

<3 211) Antud punkti ja sirge vahel moeldavate sirgldikude
keskkohtade geom. koht leida.

" 212) Konstruida A andmetest @, ha, mp.
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68. Teoreem: Parallelogrammi diagonaalid poolitavad
teineteist.

Toestus: é
EF=GH, 1 =2, 3 =14 (poikn.);
jarel. A EJF = GJH.

JareEs R =G Bl — JiiE
M gt
Ulesandeid. % 101. joonis.
Konstruida #:
[ '213) diagonaalidest ja nende vahelnurgast;
* 214) diagonaalidest ja kiiljest;
/ 215) diagonaalidest ja korgusest;
4 216) kiiljest, korgusest, diagonaalist;
217) kiiljest, diagonaalist ja diagonaalide vahelnurgast.
¢ 218) Konstruida A kahest kiiljest ja kolmanda kiilje pooli-
| tajast.
"_VJ 219) Nurga sees antud punkti 1&bi tdmmata sirge nii, et see
punkt poolitaks sirgldigu, mis on nurga haarade vahel.
j)ZQO)/Missugune siimmeetria on #-il ja kus asuvad piirde
sitmmeetrilised punktid ?
(") 221) Toestada, et kui fihe #-mi tipud teise #-mi kiilgedel
asuvad, siis on neil iihine siimmeetria keskpunkt.
@222) Moodustada looduses parallelogramm
a) ainult modtnoori abil ;
b) modotnoori ja nurkriista abil.

69. Umberpoordud teoreem : Kui nelinurga vastaskiiljed
on paarikaupa vordsed, siis on nad ka paralleelsed.

Toestus: Antud on, et AB= CD,

- ja etEBC=—=DA3
‘9, 2 iseenesest on AC = AC.
A ABC = A CDAIIL ii. t.]
N 1=4 ja 2==5.
VA 2 :
%05, iconi ABICD BCI DA
e s. t. ABCD on #. M. o.tt.

“ 70. Umberpdordud teoreem: Kui nelinurgas on iiks
paar vastaskiilgi isekeskis paralleelsed ja vordsed, siis on
ka teine paar vastaskiilgi isekeskis paralleelsed ja vordsed
(vt. joonis 102).

5
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Toestus: Kui AB=CD ja ABI CD,
siis on AB=CD, 1=14 (psikn.), AC = AC;
A ABC= A CDA L ii. t.]
53 "BeLUDA,
BC Il DA. M. o.tt

“ 71. Umberpoordud teoreem: Nelinurk, mille diagonaa-
lid teineteist poolitavad, on parallelogramm.

Eeldus:’ NO = OR, MO = OP,
Vdide: NPIRM,; MN I PR.

Toestius: ON— OR
OP = OM

3—=1
ANOP = A ROM
:’)=A7; NP = RM;

NP || RM
MN || RP; MN=RP [70].

KA/ L g MNPR on #. M. o.tt.

7\

Erilised parallelogrammid.

72. Definitsioon: Ristkiilik on nelinurk, mille nurgad
koik on tdisnurgad.

Teoreem : Ristkiiliku diagonaalid on isekeskis vordsed.
Toestus: EtA=B=C=

) = 90°, siis on AB | CD, BC I DA;
s. t. ABCD on #. Seepirast on

ARG A =—DA A = D)= 1afel.
A ABD = A DCA. Jirel. BD = CA.
L it B0 P o

(0 Ulesandeid. 223) Konst-
ruida ristkiilik kiiljest ja diago-
aalide vahelnurgast.

224) Konstruida ristkiilik diagonaalist ja diagonaalide
vahelnurgast.

.‘225) Missugune siimmeetria on ristkiilikul ja kuidas on
asendatud piirde siimmeetrilised punktid?

104. joenis.

14
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73. Deiinitsioon: Romb %1 nelinurk, mille kiiljed koik
on iihepikkused ja nurgad on kaldnurgad. Romb on #, sest
tema vastaskiiljed on paari kaupa vordsed (69).

Teoreem: Rombi diagonaalid on vastastikku risti ja
poolitavad tema nurki.

Toestus: Et AB = BC, siis
on A ABC vodrdhaarne ja AC on tema
alus. Et romb on #, siis on AO = OC
ja BO on vordhaarse A-rga ABC aluse
mediaan. Seepdrast on BO | AC,

ehk BD | ACjal=2[44,]. M.o.t.t.

Jireldus: Rombi diagonaalid
on tema siimmeetria teljed.

@ Ulesandeid. 226) Moodustada looduses romb
@) ainult moo6tnoori abil;
: b) mdotnoori ja nurkriista abil.
.~ \ Konstruida romb: 227) kiiljest ja korgusest;
(] 228) kiiljest ja diagonaalist;
229) diagonaalist ja korgusest;
| 230) diagonaalidest.
\ 231) Ristkiiliku keskkohti jdrjekorras ithendavad sirged on
rombi kiiljed.

105. joonis.

74. Definitsioon: Ruut on nelinurk, mille nurgad koéik
on tdisnurgad ja mille kiiljed on koik iihepikkused.

S. t. ruudul on iihtlasi koik ristkiiliku ja rombi omadused :

‘B = 1) Ruudu diagonaalid on iihepikkused,
on teineteisega risti ja poolitavad ruudu
nurki.

2) Vastaskiilgede keskkohtadest libi-
minevad sirged ja diagonaalid on ruudu
Siimmeetria teljed.

3) Ruudu 4 simmeetria telge loiku-
# 2 vad iihes punktis, mis on ruudu nelja-
106. joonis. kordse siimmeetria keskpunktiks.

Ulesandeid. Toestada laused:

232) Kui ruudu tippudest alates iga kiilje peale asetada
samas suunas iihepikkused 16igud ja saadud punktid jirjekorras
tihendada, siis tekib uus ruut.

('3233) Ristkiiliku nurkade poolitajad moodustavad ruudu;
parallelogrammi nurkade poolitajad moodustavad ristkiiliku.

5%
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7257 Teoreem: Kolmnurga korgused 10ikuvad koéik iihes
punktis.

R 4 5 Eeldus: BN | AE,
AM | BE, EL | AB.

Viide: BN, AM, EL
loikuvad iihes punktis.

Toestus: Tombame
iga tipu 1dbi | -jooned
vastaskiiljele. Need l6iku-

vad ja moodustavad uue
K A RST.

Et BRI EA,RA II| BE; AT || BE, TE || AB; ES || AB, SB || EA.
[67] BR=EA,RA=BE; AT=BE, TE=AB; ES=AB, SB=EA=BR.
RA=AT TE—HS SB=BR.

Jéarel. on antud A-rga ABE tipud uue A-rga RST kiilgede
keskkohad, ja antud A-rga korgused on uue A-rga kiilgede
keskristjooned; niisugustena ldikuvad nad iithes punktis [63].

107. joonis.

Seda punkti nim. orfotsentriks. :
&xﬁ-:::ﬁ*:%m;;”
Trapets.

“ 76. Teoreem: Kolmnurgas on
kahe kiilje keskkohti iihendav sirg-
10ik pool osa kolmandast Kkiiljest ja
temaga paralleelne.

Eeldus: AM= MB, CK = KB.
Vidide: MK I AC, MK = }AC.
Toestus: Asetame MK piken-

duse peale KN=MK; iihendame ‘ 108. joonis.
N B-ga ja C-ga ja C M-ga.
Et BK =KC ja MK =KN, siis on MBNC # [71].

See tdhendab : NC I BM ja NC = BM.
Et MA on BM pikendus ja MA=BM,

siis on ka NC Il MA ja NC = MA.
Jdrel. [70] MN Il AC ja MN = AC
Aga MK=1MN. Seepidrast: MK I AC ja MK == {A

M'o. 4
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Ulesandeid. 7234) A-rga kiiljed on 13 em. i ems
15 em. Kui pikad on nende kiilgede keskkohti iihendavad sirg-
16igud? Tehke joonis!

4 Toestada laused: 235) Nelinurga kiilgede keskkohad on
niisuguse #-i tipud, mille kiiljed on pool diagonaalidest ja
diagonaalidega paralleelsed.

7-236) Ristkiiliku kiilgede keskkohad on rombi tipud.

4 237) Rombi kiilgede keskkohad on ristkiiliku tipud.

77. Definitsioon: Trapets on nelinurk, mille iiks paar
vastaskiilgi on paralleelsed ja teine paar ei ole paralleelsed

Paralleelseid kiilgi nim. trapetsi alusteks; trapetsi korgu-
seks nim. aluste kaugust teineteisest. Mitteparalleelsete kiilgede
keskkohti iihendavat sirgloiku nim. keskjooneks.

Kui trapetsi mitteparalleelsed kiiljed on iihepikkused, siis
nim. seda trapetsit vordhaarseks ja neid kiilgi haaradeks.

Teoreem: Trapetsi keskjoon on alustega paralleelne ja
vordub aluste poolsummaga.

BEeldus: ' 'BC i AB, B c
AM = MB, CK=KD.

Vidide: MKIIAD IIBC,

MK =1 (AD -+ BQC).

Toestus: Tombame
1dbi B ja K sirge, mis AD
pikendust L-is 16ikab. Siis 4
on: CK=KD, 1=2, 3=14; or
jarelikult A BCK = A LDK. - 109. joonis.
Jdrel. DL=BC ja BK =KL. : ;

Niiviisi on A-gas ABL punkt K kiille BL keskkoht ja
AL=AD 4 DL=AD+BC. FEt aga A-gas ABL on AM= MB

_fa BK=KL, siis on MK |IAL ja MK=4 AL [76], ehk MK || AD || BC

[a MK=4(AD+ BC). M. o.t.t.

JcUlesandeid. 238) Moodustada looduses trapets.
Konstruida trapets andmetest :

289).a; b, c;i-dg
\) 240) a, b, m, e;
@by a I, o) ¢;
242) a, c, h, f;
243) b, h, 1, e;
244) b, d, 3, f;
245) ¢, d, a, m;

o}
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&'247) Toestada, et vordhaarses trapetsis on aluse lédhis-
nurgad {ihesuurused, diagonaalid iithepikkused ja aluste kesk-
kohti iihendav- sirge on siimmeetria telg.

@ 248) Toestada, et wvordhaarses trapetsis on diagonaali
projektsioon aluse peale niisama pikk kui keskjoon.

78, Teoreem: Kolmnurga mediaanid 10ikuvad iihes
punk‘fﬁvja jaguvad seal kaheks nii, et tipupoolne osa on
2 korda nii pikk kui kiiljepoolne osa.

Bieldiist Bl ="l
DU =UA, AR=RE.

Vidide: EU, DR, AJ
16ikuvad ithes  punktis;
ER==2KU, - DK =2 KR,
AK =2 KJ.

Toestus: Mediaanid

. EU ja DR 16ikuvad punktis
¢ K. Poolitame EK punktis S
ja DK punktis T ja iihen-

111. joonis. dame jirjekorras R,S,T,U,R.
L-reas EDK eni:ES = SK{ A-rgas EDA on: ER = RA,
: DT = TK. DU = UA.

STIED ST =4 ED [76];‘ RU I ED; RU =4ED][76].

STHERL: ST =Rl4 &8 t. RSTUSeR i3

ES = SK =KU; DT =TK=KR;
ehk EK = 2KU ja DK = 2KR.

Niisama 16ikuvad ka EU ja AJ. See tdhendab, et ka AJ ldheb
libi punkti K, mis EU jagab kaheks nii, et EK = 2KU ja jagub
seal ise ka kaheks osaks nii, et AK = 2KJ.

I Seda punkti K nim. A-rga raskuspunktiks.
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_ 19~ Teoreem: Kui paralleeljoonte parv 16ikab iihe sirge
vordseteks 10ikudeks, siis 10ikab ta ka teise sirge isekeskis
vordseteks 10ikudeks.

Eeldiis: =
AJIIBK | CL I DM Il EN | HO )
AB = BC = CD = DE = EH. Bl:\p
Viide: ' C" E
JK=KL=LM=MN=NO. _2f\s |V
Toestus: ‘9 S
Libi 1oikepunktide A,B,C,D,E  _#a\¥ 2
tombame JO-le paralleeljoo- \

ned; siis on 112. joonis.

Peas R 2208 — 9 = 0 kui vastavad n. AR =
$ =4 =—6=—8=1 , , , |BR=KL
AB —BE =G = BE —ELl gelduse jirele. GS =M
AABP=ABCR=ACDS=ADET=AEHU.[ILii.t] | DT=MN
A= BR =S D TS — 1) BE=—NO

K = KL = LM == MN = NO, Mo.tt

(€) 80. Ulesanne 249. Antud sirgloik n vordseks jaoks
Jjagada.

2, X

113. joonis. 114. joonis.

Konstruktsioon: Sirgldigu iihest otsast S todmbame
mistahes kiire SK; selle peale asetame n meelevaldset vordset
16iku ; viimase jaotuspunkti V iihendame teise otsapunktiga L
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ja 1dbi jaotuspunktide tdombame VL-le [-jooned. Ehk: Mdole-
matest otsadest tombame paralleelsed kiired SK || LT, kummagi
peale asetame, otsapunktidest alates, n vordset 16iku: Sirged,
mis vastavaid jaotuspunkte iihendavad, jagavad SL n vordseks

jaoks.

#+ -Ulesandeid. 250) Jagada looduses monesugune kaugus
vordseteks osadeks, kui otseteel leiduvad takistused (115. joonis).

115. joonis.

(7) 251) Toestada:
KuiR ja S on parallelo-
grammi ABCD kiil-
gede AB ja CD kesk-
kohad, siis jagavad
DR ja BS diagonaali
AC kolmeks.
N
%} 252) Antiparalle-
rammiks ehk delto-
iidiks nim. nelinurka,

mille l4hiskiiljed on paari kaupa vordsed. Leida antiparallelo-
grammi diagonaalide omadus ja siimmeetria.



IV-jas peatiikk: Korraparased hulk-
nurgad.

81. Definitsioon: Hulknurka nim. korrapiraseks, kui tal
on nii mitmekordne kesksiimmeetria, kui mitu kiilge tal on.
Siimmeetria keskpunkti nim. zulknurga
keskpunktiks. Niit. vordkiilgne kolm-
nurk on korrapdrane; ruut on korra-
pdrane nelinurk.

Teoreem: Korrapirases hulk-
nurgas on:

1) koik kiiljed iihepikkused ;

2) koik nurgad iihesuurused ;

3) koik tipud keskpunktist iihekau-
gel;

4) koik Kkiiljed keskpunktist iihekau- 116. joonis.
gel. :

Toestus: Olgu meie hulknurgal 7 kiilge, sellega 7-kordne
kesksiimmeetria. Po6rame hulknurka keskpunkti {imber 1 tiis-
poorde vorra, siis langeb ta iseendaga iihte. Seejuures iihtub
iga kiilg, iga nurk, iga tipp, iga keskpunktist kiilje peale tom-
matud ristjoon teise jdrjekorras oleva kiiljega, nurgaga, tipuga,
keskpunktist kiilje peale tommatud ristjoonega. Uhe tdispoorde
jooksul, kuna hulknurk oma esimesse asendisse tagasi tuleb,
siinnib see iihtumine 7 korda, nii et iga kiilg iihtub iga teise
kiiljega, iga nurk iga teise nurgaga, iga tipp iga teise tipuga,
iga keskpunktist kiilje peale tommatud ristjoon iga teise kesk-
punktist kiilje peale tommatud ristjoonega. See tihendab seda,
m. o. t. t. Hulknurga kiilje kaugust keskpunktist nim. apoteemiks.

Mirkus: Uldistamise otstarbeks vdib votta ,7¢ asemel ,n®.

82. Teoreem: Nurgapoolitaja on korrapdrase hulknurga
siimmeetria teljeks; ta liheb veel iithe nurga tipust l4bi, seda
nurka poolitades, kui hulknurgal on paarisarv kiilgi, voi liheb
iihe kiilje keskkohast 14dbi risti selle kiiljega, kui hulknurgal
on paaritu arv kiilgi.

iz
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Toestus: Murrame hulknurga
nurgapoolitajat AN mooda kahekorra;

siis 1dheb AB AP suunas, sest f:@;
B langeb P peale, sest AB=AT - BC

ldheb PS suunas, sest B=P; C langeb
S peale, sest BC=PS jne. kuni vii-
maks D langeb T peale. EtD ja T
siimmeetrilised on AN suhtes, siis on
AN | DT ja AN jagab DT pooleks.
On hulknurgal paarisarv kiilgi ja
tippe, siis on peale D ja T olemas
veel iiks tipp E, mis paaris on A-ga
ja mis D-ga ja T-ga siinnitavad vord-
haarse A-ga, mille aluseks on DT ja
tipuks E. Et AN | DT ja jagab DT
pooleks, siis liheb AN ka tipust E
14bi ja poolitab E.

On hulknurgal paaritu arv kiilgi, siis
on D ja T vii-
mased tipud
ja DT viimane

g kiilg ; see-
parast on liht-
e salt AN | DT
117. joonis. ja AN jagab
.. DT peoleks,
83. Teoreem: Kiilje keskristjoon

on Kkorrapdrase hulknurga siimmeetria
- teljeks ; ta ldheb veel iihe Kkiilje kesk-
t kohast 1dbi, risti selle kiiljega, Kkui
hulknurgal on paarisarv kiilgi, voi ta
ldheb iihe nurga tipust 1dbi seda nurka
poolitades, kui hulknurgal on paaritu

arv Kkiilgi. :
Toestus: Olgu AN | BP ja
' AB = AP. Murrame hulknurga AN modda
kahekorra. Siis liheb AB AP suunas, sest
1=2=290%; -B. langeb. P peale,: sest
AB=AP; BC ldheb PS suunas, sest
B=P; Clangeb S peale, sest BC==BSjne.,
kuni viimaks D langeb T peale. Et D
ja T on siimmeetrilised AN suhtes, siis 118. joonis.
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on AN | DT ja DK=KT. Kui hulknurgal on paarisarv kiilgi
ja tippe, siis on D ja T viimased tipud, DT — viimane kiilg
ja teoreem on toestatud.

On hulknurgal paaritu arv kiilgi ja tippe, siis on olemas
veel iiks iiksik tipp E ja veel iiks paar kiillgi DE =ET, nii et
A EDT on vordhaarne ja AN tema aluse keskristjoon. Seepirast

laheb AN tipust E ldbi ja poolitab E. M. o. t. t.

84. Teoreem: Koik siimmeetria teljed 16ikuvad iihes
punktis, nimelt siimmeetria keskpunktis.

Toestus: Lidheks siimmeetria
telg siimmeetria keskpunktist mooda, siis
oleks siimmeetria keskpunktile telje suhtes
stimmeetriline punkt ka siimmeetria kesk-
punkt; aga meie tunnustame aksioomina
Oigeks, et igal kujul voib olla ainult
iiks siimmeetria keskpunkt. Seepirast
ldhevad koik siimmeetria teljed siim-

meetria keskpunktist 14bi ja seal nad 119. joonis.
1oikuvadki. M. o. t. t.

85. Teoreem: Korrapdrasel hulknurgal on niimitu
siimmeetria telge, kuimitmekordne on tema kesksiimmeetria.

Toestus: Kui hulknurgal on n kiilge ja sellega n-kordne
kesksiimmeetria, siis on tal n nurgapoolitajat ja n kiiljekesk-
ristjoont. .

On n paarisarv, siis on iga nurgapoolitaja veel iihe teise
nurga poolitaja ja iga kiiljekeskristjoon on veel iihe teise kiilje

keskristjoon; sellega on niisugusel korrap. hulknurgal % + %= n
stimmeetria telge.

On n paaritu arv, siis on iga nurgapoolitaja iihtlasi iihe
kiilje keskristjoon ja sellega on niisugusel hulknurgal n siim-
meetria telge. M. o. t. t.



V-es peatiikk: Ring.

86. Ringi defiinisime varem kui joont, mille punktid on
iihekaugel iihest kindlast punktist [14] ehk

kui kindlast punktist sama kaugel olevate punktide geo-
meetrilist kohta [61,1].

Ring on antud ehk mddratud, kui antud on keskpunkti
koht ja raadiuse pikkus, sest kui me teineteise peale paigutame
kaks vordsete raadiustega ringi nii, et nende keskpunktid iihte
langevad, siis iihtuvad ka ringjooned seepirast, et nende punktid
koik on samakaugel keskpunktist. Selsamal pohjusel voib iitelda :

1) iga diameeter on ringi simmeetria telg ja

2) ringil on kesksiimmeetria ning simmeetria jirk lopmatu
suur, sest kui viikese voi suure nurga vorra me ringi ka poo-
rame tema keskpunkti {imber, ta liugub ikka ainult iseennast
mooda.

\81,) Teoreem: Lédbi kolme punkti, mis mitte iihel sirgel
ei asu, on voimalik tOmmata ring ja nimelt iiksainus.

3 Toestus: Votame A, B ja C

A-ga ABC tippudeks. Siis ldikuvad

kiilgede keskristjooned koik iihes

punktis @, mis on samakaugel koi-

) gist kolmest punktist A, B ja C:
@A = 0B = OC [63]. Niiviisi on meil

7 ¢ iiksainus keskpunkt ja {iksainus raa-
dius, sellega ka iiksainus ring. See-

pdrast, kui @ keskpunktiks votta ja

raadiusega @A = @B = @C tommata

120. joonis. ring, siis laheb see ring 1dbi A, B ja C.

Jéadreldus: Kolm punkti, mis samal sirgel ei asu, mda-
ravad ringi.

% - Ulesandeid. 253) Mirkida looduses 10-ne sihitiku abil
ringjooksu tee.

C@ 254) On elemas ring; leida tema keskpunkt.
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& 255) Konstruida ring, mille keskpunkt on antud ja mille -

kauguste vahe kahest antud punktist A ja B on antud.
& 256) Konstruida ring, mille keskpunkt on antud ja mille
kauguste summa kahest antud punktist M ja K on antud.

88. Teoreem: Ringil ja sirgel ei voi iile kahe iihise
punkti olla. 0

Toestus: Olgu O ringi
keskpunkt ja OP | MK. Oleks
ringil O sirgega MK 3 iihist punkti
A, B ja C, siis oleks OA=0B = OC
kui raadiused, ja PA=PB=PC
kui nende projektsioonid [56]; aga -
silmndhtav on, et see dige olla ei e
saa, kui C iihte ei lange B-ga. 121. joonis.

l-ne jdreldus: Labi 3-e punkti, mis asuvad iihe sirge
peal, ei ole voimalik tommata ringi.

2-ne jiareldus: Ukski ringi osa ei saa iihtuda sirge
Jjoonega.

Definitsioonid. Sirget, millel on ringiga 2 iihist punkti,
nim. loikajaks; sirget, millel on ringiga 1 iithine punkt, nim.
puutujaks ja iihist punkti — puutepunktiks.

'b P i S SR

Puutuja.

.89/ Teoreem: Sirge, mis on risti raadiusega tema otsa-

_punktis, on ringi puutuja. —_—

Eeldus: OP on raadius,
P tema otsapunkt; TG | OP
punktis P.

Vidide: TG on ringi O
puutuja.

Toestus: Votame TG
peal P-st erineva meelevaldse
punkti N; ithendame N O-ga.

Et OP. : TG,

siis on ON kaldu TG-ga;

jarel. ON > OP.

Jarel. punkt N on viljas-

pool ringi.
Jirel. P on ringi ja TG
2 N ainus ithine punkt.

S.t.=—TG on ringi O
122. joonis. puutuja. M. o. t. t.

X
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s I-ne- iimberp60rdud teoreem: Puutepunkti témmatud
raadius on risti puutujaga (122. joonis).

Eeldus: TG on ringi O puutuja; P on puutepunkt.
Viaiidie : OB EG.

Toestus: Votame TG peal P-st erineva meelevaldse
punkti N; iihendame N O-ga.

Et TG on ringi O puutuja punktis P, siis on P ringi ja
TG ainus iithine punkt. Jirel. punkt N asub viljaspool ringi.
Jiarel. ON> OP. S. t. et OP on lithim koigist sirgetest, mis

on moeldavad tommata punktist O sirgele TG. Jdrel. [56]
OP I5TE e 1k

ll-ne iimberp6ordud teoreem: Ringi keskpunktist puu-
tujale tommatud ristjoon lidheb puutepunkti.

Toestus: Keskpunktist O puutujale TG on iiksainus
ristjoon voimalik [23], ja niisugusena esineb juba puutepunkti
tommatud raadius OP; kui me tdmbame veel teise ristjoone
punktist O, siis langeb ta esimesega iihte ja sellega ldiheb see
ristjoon 1dbi puutepunkti P. M. o. t. t.

Ill-as iimberpddrdud teoreem: Puutepunktist puutujale
tommatud ristjoon ldheb 1ibi ringi keskpunkti.
< Toestus: Puutepunktis P on puutujale TG iiksainus
ristjoon voimalik [23], ja niisugusena esineb juba puutepunkti
tommatud raadius OP : OP | TG; kui me tombame veel teise
ristjoone punktist P, siis langeb ta esimesega iihte ja sellega
ldheb see ristjoon ldbi keskpunkti O. M. o. t. t.

Jdreldus: Kui sirge kauguseks ringi keskpunktist on
] ' raadius, siis puutub see sirge ringi; on sirge kaugus kesk-
punktist lihem kui raadius, siis oikab sirge ringi; on see
kaugus pikem kui raadius, siis ei ole sirgel ja ringil iihtegi
lihist punkti.

\ 3
T @ 90. Ulesanne. 257) Ringi peal antud punktist tommata
W Y ringile puutuja. :

?ht o Konstruktsioon: Antud punkti témbame raadiuse ja

( \; sellele tema otsapunk#s ristjoone.
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& )Ulesanne. 258) Viljaspool ringi antud punktist tom-
mata ringile puutuja.

raonstruktsioan:
Uhendame T keskpunktiga
O; OT-d diameetriks vot-
tes tOmbame ringi, mis
16ikab  ringi O  kahes
punktis A ja B. Labi
ja ~A" hing%7Fija B
tommatud sirged TA ja TB
on otsitud puutujad, sest
T B e
OAT =90° ja. OBT — 907,
kui diameetri peale toetu-
vad piirdenurgad. 123. joonis.

Teoreem: Uhest punktist ringile tdmmatud puutujad
on vordsed, ja sirge, mis seda punkti keskpunktiga iihendab,
jagab puutujate-vahelise nurga pooleks.

Toestus:

A OBT = A OAT, sest et OT — OT, OB = OA, B=A = 90°.

O i TR
TB =TA, OTB=0TA.
Jiareldus: 7O on selle kujundi siimmeetria telg.

Mirkus: Puutuja pikkust moeldakse ikka ldhte-
punktist puutepunktini.

CC—)"JI esandeid: 259) Leida antud ringi vordsete puutujate
lihtepunkti geom. koht.

(\6?260) Antud ringile tomsiata puutuja nii, et tema pikkus
puutepunkti ja antud sirge‘vahel oleks a.

k§7261) Antud raadiusega”tﬁmmata ring, mis puutub kaht
antud sirget.

71 262) Antud raadiusega tommata ring, mis liheb libi antud
punkti ja puutub antud sirget.
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Kaar, kool ja kesknurk.

_91. Seletused. Nurka, mille tipp on keskpunktis, nim.
= o kesknurgaks Igale kaarele vastab {iks
kesknurk ja iiks kool; igale kesk-
nurgale vastab {iks ko0 ja iiks kaar,
mille peale ta foefub; aga igale koo-
lule (EJ) vastavad kaks erilist kaart
(EHJ ja EDJ) ja kaks erilist kesk-
nurka, millest iiks on suurem ja
teine vdhem kui poolringi voi sirge
nurk. Kui koneldakse koodlust ja
temale vastavast kaarest voi kesk-
nurgast, siis moeldakse harilikult
124. joonis. vihemat.
o Sektor on kahe raadiusega ja
kaarega piiratud ringiosa, niit. EDJCE.
© Segment on kodluga ja kaarega piiratud ringiosa,
ndit. EJHE.

¢ Teoreem: Vordsetele kaartele vastavad vordsed
keskii gad ja vordsed ko6olud.

Eeldus: @=l§f3
Viide: AOB—=DOE, AB—DE.

Toestus: Poorame sektori
AOB keskpunkti O iimber nii, et OA
liheb OD-d moéoda. Siis langeb A D
peale, sest OA=OD; ' AB liheb DE-d
moodda, sest ringi punktld on kesk-
punktist uhekaugel, ja B langeb E
peale, sest AB = DE. Sellega langeb 125. joonis.

e
siis OB iihte OE-ga, AOB nurgaga
DOE, ning kool AB kooluga DE, .sest nende otsapunktid lan-

gesid iihte. Jérel. AOB — DOE ja AB=DE. _#o. 1t

Q&‘y Teoreenj : Suuremale kaarele vastab suurem Kesk-
nurk ja suurem ko6ol, kui kaared poolringist suuremad ei ole.

Eeldus: ATS>I’)-E
Viide: AOB>DOE: AB> DE.
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Toestus: 1) Poorame sektori AOB O iimber nii, et
OA liheb OD-d mooda. Siis langeb A D peale, sest OA=0D;

AB liheb DE suunas, sest ringi punktid
on koik keskpunktist iithekaugel, ja B

langeb DE pikenduse peale, ndit. punkti

F, sest AB > DE. Seepérast liheb OB
nurga DOE vilimist valda moéoda OF

F2 gy = R
suunas. Jirel. on AOB > DOE.

2) Vaadeldes A AOB ja A DOE
leiame : ol
£
OA=0D, OB=OE AOB >DOE;
jéirel. [53] kLllg AR > klﬂg DE. 126. jOOﬂiS.
M. ostt.

Koolud.

94, Teoreem: Koo0lu ristraadius voi ristdiameeter poo-
litab k0olu, temale vastavad kesknurgad ja kaared.

P Tdestus: A KOL on vord-
haarne ja et OJ | KL, siis on OJ
ehk DJ A-rga KOL ja iihtlasi ka
ringi O siimmeetria telg ja K ja L
on siimmeetrilised punktid. Seepérast:

/\ /\
jagab DJ kdolu KL pooleks; KOJ=LOJ;
BT g e o R i e .
KOD ==1:0D}; il =5 Ldi;i KDi=1LD.,

Milov et

\
, £ g
/ @ Ulesanne. 263) Toestada

iimberp\ﬁﬁrdud teoreemid :
127. joonis, D 1) Koolu keskristjoon ldheb ldbi
keskpunkti.

@ '9) Kaare ja temale vastava koodlu keskkohast libiminev
- sirge ldheb 14bi keskpunkti.

/}73) Koodlu poolitaja raadius on kddluga risti.

77 4) Kaare poolitaja ja 5) kesknurga poolitaja raadius pooli-
taf) ka vastava koodlu ja on terfaga risti.
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<95,/ Teoreem: Vérdsed -k6o6lud on keskpunktist iihe-
kaugel.

Belduss ABE-DES CNi AB,
CRAWDE:

WVed i des® GN=—=CP}

Toestus: AACB=ADCE[ILii.t.].
CiN==€P.

[Uhtuvates A-rkades on vasta-
vad elemendid vordsed.]

128. joonis. - 96. ' Teoreem: Pikem kool on

késkpunktlle ligemal.

Eeldus: AB > BE, OE .LAB,
ODABE: ;

Viide: OE < OD,
Toestus: Uhendame E D-ga.
Siis on A-rgas EBD:
B =T N i, O
BDO — BEO = 90°;
EB>BD,sest {AB>4BF; 2> 1
A-tgas EOD:  4<3 [6,9].
129. joonis. OES 0D,
I Wl i

Umberpoordud teoreemid: 1) Keskpunktist iihe-
kaugel olevad koolud on vordsed ja 2) Keskpunktile ligem kool
on pikem. V0ib tdestada otseteel voi vastuviiteliselt.

Jdreldus: Diameeter on koige pikem kool.

2. Ulesandeid: 264) Missugune kool ringis O on kdige
lithem neist, mis ldhevad l4dbi antud punkti A?

[~ 265) Leida antud ringis antud pikkusega koolude kesk-
kohtade geom. koht!

— -266) Leida ringi peal antud punktist lahtuvate koolude
keskkohtade geom. koht!

=967) Leida ringi sees antud punkti A 1dbi minevate koo-
lude keskkohtade geom. koht!
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97, Teoreem: Paralleelsete koolude vahel olevad kaa-
red on vordsed.

Eeldus: CD Il AB.
Viide: AC=BD.

Toestus: Tombame diameetri
EE | AB.

Siis on [94] AE = BE ja [34] EE | CD;
jarel. CE =DE.
AC=8D.

= 130. joonis.

~ 98. Teoreem: Ko6oluga paral-
leelne puutuja jagab kooOlule vas-
tava kaare pooleks. -

Toestuss " ISH*AB

OMLTZ}\S

.OM_| AB

131. joonis. AM= MB [94].

G
Kaks ringi.

99. Seletused. Kui kahel ringil on iihine keskpunkt,
siis nim. neid kontsentrilisteks; on igailihel oma keskpunkt,
siis — ekstsentrilisteks. Kahe ekstsentrilise ringi keskpunkti-
dest ldbiminevat sirget nim. kesksirgeks ja keskpunktidega pii-
ratud kesksirge 16iku nim. keskpunktide kauguseks. Kesksirge
on kahe ringi moodustatud kujundi simmeetria telg, sest
tema peal asuvad diameetrid on kumbki oma ringi siimmeetria
telg

6%
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100. Teoreem: On Kkahel ekstsentrilisel ringil iiks iihine
punkt véljaspool Kkesksirget, siis on neil ka teine iihine punkt

véljaspool kesksirget.

132. joonis.

101. Teoreem:

punkt, siis neil teist iihist  punkti

teineteist.

Toestus: Oleks
ringidel C ja O peale
kesksirgel asuva punkti
A veel iiks {ihine punkt
vidljaspool  kesksirget,
siis oleks neil ka veel
teine ‘niisugune {iihine
punkt [100],seega kokku
3 ithist punkti ja nad
iihtuksid.

Voi asuks see
teine iihine punkt kesk-

Nimelt esimesele
punktile A kesksirge
KS suhtes siimmeetri-
line punkt B asub
nii ringi O kui ka
ringi C peal; need
ringid loikuvad.

Jédreldus: Kake
loikuva  ringi kesk-
sirge poolitab nende
iihise koolu ja on
temaga risti [22].

On kahel ringil kesksirge peal iihine
ei ole, nad puutuvad

8
‘<L‘%“‘ EN

133. joonis.

sirge peal, siis oleks ta iithise diameetri teine otsapunkt, ja ringid

ithtuksid jdllegi.

Umberpoordud teoreem:

Kahe teineteist puutuja

ringi puutepunkt asub kesksirge peal [100, 101].

(Ulesandeid. 268) Leida koige lithem ja kdige pikem
sirgloik, mida voimalik on tdmmata kahe ringi vahel.

269) Leida antud punktist kontsentrilistele ringidele tom-
© matud puutujate puutepunktide geom. koht!
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102. Kahe ringi vastastikune asend. Téhistame iihe ringi
raadiuse R-ga,teise ringi raadiuse 7-ga ja keskpunktide kauguse d-ga.
Kaks ringi voivad tei-
neteise suhtes jérg-

miselt asendatud olla:
I. Kumbki ring
on viljaspool teist
ringi: Siis on nende A
keskpunktide kaugus
suurem kui raadiuste
summa: d>R-+r.
Toepoolest: !

OC=OA + AB+BC
ja OC on suurem Kui 134. joonis.
OA + BC, nimelt AB
vorra.
Umberpoordult: Kui d>R+r, siis on ringid véljas-
pool teineteist. [134. joon.]

II. Ringid puutu-
vad teineteist viljaspoolt.
Siis on nende keskpunk-
tide kauguseks raadiuste
summa: d=R +r ehk
OC=0A+ AC.

Umberpodrdult:
Kui d=R + r, siis puu-
tuvad ringid teineteist
viiljaspoolt. [135. joon.]

135. joonis.

II. Kui ringid 16iku-
vad, siis on keskpunktide
kaugus vihem kui raadiuste
summa ja suurem Kkui raa-
diuste vahe: d<R-+r ja
d>R—r ehk R+r>d>R—r.

Toepoolest: A -1gas
OAC on OC<OA + AC ja
OC>O0A—AC.

Umberpoordult:
Kui R+r>d>R—r, siis
l1oikuvad ringid. [136. joon.] 136. joonis.
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IV. Kui ringid puutuvad
teineteist seestpoolt, siis on
keskpunktide kauguseks raa-
diuste vahe: d=R—r.

Toepoolest: OC=0A—CA.

Umberpoordult: Kui
d=R—r, siis puutuvad
ringid seestpoolt teineteist.
[137. joon.]

137. joonis.

V. Kui iiks ring on
tiiesti teise sees, siis on kesk-
punktide kaugus vdhem Kkui
raadiuste vahe: d<<R—rv.

Toepoolest :
OA—CB=O0OC-BA; jirel
on OC<OA-—CB, nimelt
BA vorra. ;

Umberpoordult: Kui
d<R—r, siis on iiks ring

Ry Y 3 138. joonis. ! G
tdielikult teise sees. [138.joon.] B

Miérkus: Koik iimberpoordud teoreemid tdesta-
takse vastuviiteliselt pérast otsekoheste teoreemide
toestamist.

G Ulesandeld 270) Leida antud ringi puutujate ringide

keskpunktide geom. koht nii, et nende ringide raadiustel oleks
antud pikkus.

3 271) Antud raadiusega tommata ring, mis puutub antud
ringi ja antud sirget.

272) Konstruida ring, mis puutub antud sirget antud
pur\ﬁ(tls ja antud ringi. :

'I\éﬁ 273) A-rga killjed on ¢ =3 cm., b =5 cm. ja ¢ = 6 cm.
a tipud on voetud keskpunktideks ja on tommatud iiksteist
puutujad ringid. Kui pikad on nende ringide raadiused?
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@ Kahe ringi iihine puutuja.

I-ne {ilesanne.  274) Kahele ringile tommata iihine
vilimine puutuja.

Analiiiis: Olgu vl B
AB otsitav puutuja. Puute- g ;
punktidesse  tommatud
raadiused on puutujaga D C
risti: OA_| AB; CB_| AB.
Jarel. OA || CB. Trapetsis .

OABC on teada nurgad

A—=B=90° ja kiljed

OA=R,CB=r,OC=d.

Kui tommata CD I BA, !

siis on tdisnurkses A-rgas 50 sioonls,

ODC teada hiipotenuus 4
OC—d ja kaatet OD = R—r. Seepirast voime konstruida
enne A ODC ja seeldbi leida DC = AB; pdrast konstruime rist-
kiiliku ABCD tema kiilgedest.

140. joonis.

Konstruktsioon: 1) Jagame OC pooleks punktis M.
9) Raadiusega MO = MC = {OC témbame OC timber ringi.
3) Asetame EO peale CB nii, et EF = CB, siis saame OF =2 R—r.
4) O timber tdmbame raadiusega OF = R—r ringi, mis ringi M
loikab kahes punktis D ja Dy.
5) Libi D ja D, tombame raadiused OA ja OA,.
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6) Punktidest A ja A, tombame raadiusega DC = D,C kaared,
mis ringi C ldikavad punktides B ja B,.

7) Labi A ja B ning A, ja B, tommatud sirged AB ja A,B, on
otsitavad puutujad.

Foestus:
S e
OA=R PHA—CB ODC==902 OA | AB
OD = R—r AB = DC AB || DC CB I, OA
L
DAN— 1 =G0 DA CB OAB = 90°. CB | AB.

AB || DC.

Et AB | OA ja AB | CB mnende otsapunktides, siis on ta
ringide O ja C iihine puutuja.

Uurimine. 1) Raadiusega OF tdmmatud ring Idikab
ringi M kahes punktis niikaua, kui on OF <OC ehk, teistes
téhistustes, niikaua kui on R—r<{d. See tdhendab: kui ringid
O ja C on teine teisest viljaspool, voi kui nad puutuvad teine-
teist véljastpoolt voi 16ikuvad, siis on neil 2 iihist vilist puutujat.

2) On OF =0C, s.t. on R—r =d, siis puutub raadiusega
OF tommatud ring ringi M ja me saame 1 vilise puutuja.
Teisiti see olla_ei voi, sest ring C puutub ringi O seestpoolt,
kui R—r =d. Puutuja tdmbamisel tuleb toimida nagu iil. 257.

3) On OF>O0C, s.t. on R—r>d, siis ei ole raadiusega
OF tommatud ringil ringiga M iihtegi iihist punkti ja ringidel
O ja C ei ole iihist puutujat. Teisiti see olla ei voi, sest ring C
on ringi O sees.

Q@\H/-ne iilesanne. 275) Kahele ringile tdommata iihine
sisemine puutuja.

Analiiiis: Kui
pikendada OA-d ja tom-
mata CD | AB kuni ta
16ikab OA  pikendust
punktis D, siis on téis-
nurkses A-rgas ODC
teada hiipotenuus OC=d
ja kaatet OD =R+ r.
Seepdrast voime konst-
ruida enne A ODC ja
seeldbi leida DC = AB.
Pérast konstruime rist-
kiiliku ABCD tema Kkiil-
gedest.

141. joonis.
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‘ Konstruktsioon. 1) Jagame OC pooleks punktis M.
2) Raadiusega MO tombame OC iimber ringi.
3) Asetame OE peale CB nii, et EF = CB, siis saame OF =R + r.

4) O iimber tdmbame raadiusega OF = R+ r ringi, mis ringi
M 1b6ikab punktides D ja D, jne., nagu iil. 274.

142. joonis.

Uurimine. 1) Raadiusega OF tommatud ring 16ikab
ringi M kahes punktis niikaua, kui on OF <OC, ehk teistes
tahistustes, niikaua kui on R+ r<d, s. t. kui ringid O ja C on
véljaspool teineteist.

2) On OF =O0C, s.t. on R+ r=d, siis puutub raadiusega
OF tommatud ring ringi M ja me saame 1 sisemise puutuja.
Teisiti see olla ei voi, sest ringid O ja C puutuvad teineteist.

3) On OF>O0C,; s.t. on R+ r>d, siis ei ole raadiusega
OF tommatud ringil ringiga M iihtegi {ihist punkti enam ja
ringidel O ja C ei ole {ihist sisemist puutujat. Teisiti see olla
ei voi, sest ringid O ja C ldikuvad.

Kokkuvote:

1) R4+r1<d 2 sisemist ja 2 vilimist puutujat
2) R+r=d 1 sisemineja 2 3 3
3) R+r>d >R_r O » » 2 » »
49 R+r>d=R—r % , 1 vilimine puutuja

0
5) d <R_r 0 » » 0 » »
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Ulesandeid. 276) Kahele teineteist puutujale ringile
on tommatud iihine vilimine ja iihine sisemine puutuja, mis
lIoikuvad. Uhise sisemise puutuja 16ik 16ikepunktist kuni puute-
punktini on 4 cm. Kui pikk on {ihine vélimine puutuja puute-
punktide vahel?

% 9277) Kahele teineteist puutujale ringile on tommatud
ithised vilimised puutujad. Puutepunkte iithendav kool iihes
ringis on @ = 3 cm. ja teises — b = 1,4 cm. Kui pikk on iihine
puutuja?

i N 278) Kahele teineteist puutujale ringile on tdmmatud iihine
vilimine puutuja. Kummaski ringis on puutepunkt keskjoone
peale projektitud ja projektijate pikkus on vastavalt e = 3,8 cm.
ja f=6,2cm. Kui pikk on iihine puutuja?

Nurgad ringis.

104. Nurkade mootmine kaarte abil. Kuna Kkiir, poor-
dudes oma otsapunkti iimber, teeb tdie poorde, kriipsutab kiire
iga punkt terve ringi, ndit. punkt B,
mille peal on sirkli kirjutaja ots.
Kuna kiir teeb poolpoorde, Kkriip-
sutab kiire iga punkt poolringi;
kuna kiir teeb veerandpoorde, kriip-
sutab kiire iga punkt veerandringi;
kuna kiir teeb 4i;-ku osa tdis-
poordest, kriipsutab kiire iga punkt
+iy-ku osa tervest ringist. Uldse,
kuna kiir teeb mone osa tdispoor-
dest, kriipsutab punkt sama suure

o £ i osa tervest ringist — vastava kaare.
143. joonis. Terve ring jagatakse samuti, nagu
: tiispooregi, 360-ks jaoks; iga
360-ndik on 1 kraad — kaare kraad,

Nii siis, mitu nurgakraadi on kesknurgas, nii mitu
kaarekraadi on temale vastavas kaares, ja iimberpoordult —
mitu kaarekraadi on kaares, nii mitu nurgakraadi on vas-
tavas kesknurgas, ehk: kesknurka moddab temale vastav
kaar.

Tegelikult moodetaksegi nurki kaarte abil. Nurgamootja
riist, ndit. mall, asetatakse nii, et kaare keskpunkt as€tub nurga
tippu, ja siis loetakse haarade vahel oleva kaare kraadide arv
malli pealt :
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105. Teoreemi ,kesknurka moo- & B
dab temale vastav kaar“ voib viljen-
dada teisel kujul: ,Kesknurka moodab
nende kaarte poolsumma, mille peale
toetub see nurk ja tema tippnurk.“
[144. joon.] Nditeks, nurka ACD-d

mo&odab AD =3 (AD + EB).
See teoreem jddb maksvaks ka

siis, kui nurga tipp on iildse ringi

sees. f D
144. joonis.

<Teoregm,)- Nurka, mille tipp on

ringi sees, moodab nende kaarte
poolsumma, mille peale toetub see
nurk ja tema tippnurk [145. joon.].

Toestus: Lidbi keskpunkti C
tombame GH || AF ja JKII ED. Siis
2y AT
on ABD/=\GCK [36]. Nurka GCK,
jirel.ka ABD,moodab 4 (GK+JH) =
=4 (GK + JE + EF+4-FH) =
=4 (GK + KD-+AG-+EF) =
= 4} (AD+-EF) [97]. M. o.t. t.

See teoreem jdib maksma ka siis, kui iiks kaar muutub
nulliks, nimelt kui tipp B nihkub ringi seest ringi peale.

145. joonis.

2 :Ulesandeid. »279) Ristkiiliku tipud on ringi peal. Tema
diagonaalide vaheline nurk on 115°. Kui suured kaared vastavad
selle nelinurga- kiilgedele ?

J +280) Loikuvate kodlude vahel on kaared a = a7 %
8°= 113° Kui suure nurga all 16ikuvad need koolud?

2 ,9281) Kaarte «=76° ja B==144° otsapunktid on iihendatud
ringi sees loikuvate kddlude abil. Kui suur on nende kodlude

vaheline nurk?
106. Piirdenurgaks nim. nurka, mille tipp on
ringi peal ja mille haaradeks on koolud.

Teoreem: Piirdenurka moodab pool sellest kaarest, mille
peale ta toetub.
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F Toestus: Tombame kodlu
b . b Tl

EE ILAB. Siis on ESD =ABD. Nurka

ESD, jdrel. ka nurka ABD moddab

1 (ED+BF)=1(ED+AE)=4 - AD. =~

Motk

l-ne jadreldus: Diameetri

f D peale toetuv piirdenurk on tdisnurk.

¢ : 2-ne jdreldus: Sama kaare

146. joonis. peale  toetuvad  piirdenurgad on
vordsed.

5. Ulesandeid. x282) Kaar on 4 ringist. Kui suur piirde-
nurk toetub tema peale?
2 . ™ 283) Ring on jagatud 24-ks; jaotuspunktid on iihendatud
jirjekorras nii, et ikka 4 punkti on vahele jietud. Kui suured
on tekkinud piirdenurgad ?

% 4284) Piirdenurga haaradele vastavad kaared on a = 75°
ja B = 98° Kui suur on see piirdenurk?

% . ¥ 285) 45°line piirdenurk on jagatud 45-ks vordseks osaks.
Kui suurteks osadeks jagub kaar, mille peale ta toetub?

N. 2 286) Punktid M, N, P jagavad ringi suhtes 11:7:18. Kui
suured nurgad tekivad, kui neid punkte iiksteisega iihendada
sirgete abil ?

. +287) Piirdenurga iiks haar jagab ringi pooleks ja teine —
osadeks, millest {iks on 68°. Kui suur on see piirdenurk?

— T —— Feerag
% +288) MNP on 178° ja NMP on 226°. Kui suur on MPN?

1, ¥ 289) Ringis on tommatud kodlud AB | CD ja DE,| AB.
Toestada, et CE on diameeter.

M.« 290) Taisnurkse A-rga kiiljed on ringi O kdoludeks. Selle
A-rga iiks teravnurk on teisest suurem a=12,5° vorra. Kui
suure nurga sees paistab keskpunktist O 1dbi tdisnurga tipu
hiipotenuusiga paralleelselt tdommatud kool ?

M 4 291) Ringi sisse joonestatud trapetsi diagonaal moodustab
haaradega nurgad « ja 2a. Kui suure kaare peale toetub selle
diagonaali ja 1dbi tema otsapunkti tdommatud diameetri vahe-
HHERTHITiC P R b .

N ¢ 292) Ringi sisse joonestatud trapetsis ABCD on AB=BC=CD

ja teravnurk A=a=74° Kui suurteks osadeks jagab diameeter
CE nurga ACD?
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107., Teoreem: Nurka, mille
tipp on ringi peal ja mille haara-

deks on kool ja puutuja, moéodab 2
pool tema haarade vahel olevast
kaarest.

Toestus: Tombame MK Il TA;
siis on ABD = KND; nurka KND, R
jirelikult ka nurka ABD moodab o o~
4 (KD 4+ MB) = } (KD +- BK) = 4 BKD. B

M. 0. Tt 147. joonis.

Mirkus: Koolu ja puutuja nurk on pool tema
haarade _vahelise kaare peale toetuvast kesknurgast,

PR B = s
niit. ABD = BCR, kui risthaaradega nurgad.

} «Ulesandeid.x 293) Ringile on tommatud puutuja ja 1&bi
puutepunkti minev kool, mis jagab ringi kaheks osaks nii, et
iiks osa on teisest suurem 65° vorra. Kui suur on selle puutuja
a koolu vaheline nurk?

o 294) Puutuja ja kdolu vaheline nurk, mille tipp on puute-
punktis, on 674°. Missuguses suhtes jagab kool ringi?

108. Seletus. Kaart, mille peal leiduvad antud nurgaga
vordsete piirdenurkade tipud, nimet, anfud nurka piirdenurgana

mahutavaks kaareks.
\_@ Ulesanne, 295) Antud koolu

iile tommata kaar, mis mahutab antud
nurka piirdenurgana.

Konstruktsioon. Antud koddlu
AB kiilge iihe otsapunkti A juures

asetame DAB = a. Tombame AC | AD
ja AB keskkohast MC | AB. Nende
ristjoonte 16ikepunktist C tdmbame

raadiusega CA kaare AEFB. AEFB on
otsitav.

Mirkus: Kaarele AEFB
koolu AB suhtes siimmeetriline
148. joonis. kaar rahuldab ka iilesande nouet.
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Jdreldus: Geom. kohaks punktile, kust antud sirgloik
paistab antud nurga sees, on antud sirgloign kui koolu iile tom-
matud kaar, mis seda nurka mahutab piirdenurgana.

Lx Ulesandeid. 296) Kui suur kaar mahutab 75°list nurka
piirdenurgana ?
9, ¥ 297) Kui suurt nurka mahutab piirdenurgana 2 osa ringist?

%(19/ Teoreem: Nurka, mille tipp viljaspool ringi,
moOo0dab tema haarade vaheliste kaarte poolvahe.

Toestus. I-ne juht: haara-

g  deks on ldikajad BA ja BD. Tom-

TN E i

bame GH I BD; siis on ABD =AGH.,

______ *Nurka AGH, jdrel. ka nurka ABD
moodab :

3 AH =4 (AD—HD)=1 (AD—GJ).

Ing II-ne juht: iitheks haaraks on

16ikaja BA, teiseks haaraks puu-
tuja BT. Tombame GL || BT; siis

on AGL =ABT. Nurka AGL, jirel.
149. joonis. ka nurka ABT moddab:
4 AL = } (AK—LK) = { (AK—GK).
ll-as juht: haaradeks on puutujad BP ja BT. Témbame
T A
UMIBT; siis on PUM=PBT. Nurka PUM, jirel. ka nurka PBT
mdodab: 4 UAM = } [UAMK — MK] = { (UAMK — UGK) [98]
Mo t. €
% ¥ Ulesandeid: 298) Uhest punktist lahtuvate 15ikajate
vahelised kaared on a=68° ja 8 =192°. Kui suur on nende
l16ikajate vaheline nurk?

& *299) Viljaspool ringi olevast punktist on tdmmatud ringile
16ikajad, mis moodustavad nurga a = 48°. Nende ldikajate vahe-

line suurem kaar on 8= 140°. Kui suur on vihem kaar y?

@ » 300) Diameetri pikenduse peal olevast punktist on diameet-
ga nurga ¢ =43° all tdommatud puutuja. Kui suurteks osadeks
jagab puutuja poolringi? ;

N x 301) Diameeter DJ ja raadius OR on tdmmatud nii, et
e Wi

DOR on 2% korda nii suur kui ﬁOT Kui suure nurga all 1d6ikab
diameetri pikendust punktis R témmatud puutuja?

% .»302) Punktist A lihtuvate puutujate vahel olevatest kaar-
test on iiks «=286°. Kui suur on puutujate vaheline nurk?

8 /4 4
v
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M 303) Kool jagab ringi suhtes 7:17. Kui suure nurga all
16ikuvad sirged, mis ringi puutuvad selle k6olu otsapunktides?
Kui suured nurgad moodustavad nad koodluga?

Y. «304) Punktid A, B, C ja D jagavad ringi suhtes 5:3:8:9.
Kui suurte nurkade all 16ikuvad l4dbi nende punktide minevad
ringi puutujad? 1dbi kahe punkti-paari minevad sirged? (nit.
AB ja CD, AC ja BD jne.).

Ringi sisse ja ringi iimber joonestatud hulknurgad.

110. Seletused. Hulknurk on ringi sisse joonestatud
ja ring on hulknurga dmber joonestatud, kui hulknurga Kiiljed
on ringi kodlud. Hulknurk on ringi%mber joonestatud ja ring on
hulknurga sisse joonestatud, kui hulknurga kiiljed on ringi puu-
tujad. Sissejoonestatud hulknurka nimetame ka ko0l-hulknurgaks
" ja iimberjoonestatud hulknurka — puutuja-hulknurgaks.

Teoreem: Iga kolmnurga iimber on vodimalik joones-
tada ring. ¢

Toestus: Kolmnurga kiilgede keskristjoonte 1dikepunkt
on iimberjoonestatud ringi keskpunkt ja selle punkti kaugus
tipust on raadius. V. 63, 87.

Teoreem: Iga kolmnurga sisse on voimalik joones-
tada ring.

Toestus: Nurkade poolitajate 16ikepunkt on sissejoones-
tatud ringi keskpunkt ja selle punkti kaugus kiiljest on raadius.
V.64. Kui selle raadiusega ring tommata, siis puutub ta iga kiilge.
2+ Ulesandeid. 305) Vordkiilgse A-rga sissejoonestatud
ringi raadius on 2 cm. (¢ cm). Kui pikk on tema iimberjoones-
tatud ringi raadius?
> +306) A-rga kiljed on 5 cm., 6 cm., 7 cm. Selle A-rga
fimber on joonestatud ring ja tippudest on tdmmatud diameetrid.
Diameetrite teised otsapunktid on iithendatud iiksteisega. Kui
pikad on uue A-rga kiiljed? 3

11 Teoreem : Sissejoonesta-
tud nelinurga vastasnurkade summa
on sirge nurk.

Toestus: Nurka A modddab
+ /Ba; nurka C moddab 4 BAD.
Nende summat moodab 4 tervest rin-
gist, s. 0. 180°, Jirel. A 4 C=180°
ehk =. Miuo) ittt

2
150. joonis.
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Umberpoordud teoreem: Kui nelinurga wvastas-
nurkade summa on sirge nurk, siis voib selle nelinurga iimber
joonestada ringi. (Toestatakse vastuviiteliselt.)

Jireldus: Ruudu, ristkiliku, vordhaarse trapetsi ja
taisnurkse antiparallelogrammi iimber v0ib joonestada ringi.

2.+ Ulesandeid. 307) Nelinurga ABCD nurkade poolitajad

16ikuvad punktides K, L, M, S. Kui suur on KLMS vastas-
nurkade summa?

(1) 308) Toestada, et nelinurga nurkade poolitajad 1dikuvad
_ niisuguse nelinurga tippudes, mille iimber voib joonestada ringi.

\1_1_2.)Teoreem: Umberjoonestatud nelinurgas on iihe
paari vastaskiilgede summa niisama suur kui teise paari
vastaskiilgede summa.

Tdestus: ,Uhest punktist lihtuvad puutujad on vord-
sed“ [90]; seepérast:

( AL = AP
AB !
| BL=BM
)BC AD
(CN=CM
CD
|pN=DP

AB--CD=AD +BC.

Ehk: Need summad koosne-
vad neljast vastavalt vordsest lii-
detavast sirgldigust x+y+z-4V.

151. joonis.

Umberpoordud teoreem: Kui nelinurgas iihe paari
vastaskiilgede summa vordub teise paari vastaskiilgede summaga,
siis on voimalik selle nelinurga sisse joonestada ring.

Jireldus: Ruudu, rombi ja antiparallelogrammi sisse
on wvoimalik joonestada ring.

113, Teoreem: Iga Korrapirase hulknurga iimber ja
sisse on véimalik joonestada ring — sest hulknurga keskpunkt
on ithekaugel koigist tema tippudest ja ithekaugel koigist tema kiil-
gedest[81,s.4]. Umberjoonestatud ringi raadiuseks on tipu kaugus
keskpunktist ja sissejoonestatud ringi raadiuseks on apoteem.
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114. Teoreem: Kui ring jaotada mitmeks — 72 — vord-
seks jaoks ja

I. jaotuspunktid iihendada ko6lude abil voi

II. 1abi jaotuspunktide tOmmata puutujad,
siis saame

I. Korrapdrase kool-hulknurga,

II. korrapédrase puutuja-hulknurga.

Toestus: Poorame ringi
tema keskpunkti iimber in-diku

tdispoorde vorra, siis libiseb ring
iseennast mooda ja iga jaotus-
punkt langeb iihte teise jérje-
korras oleva jaotu-punktiga, sest
koik nende vahel olevad kaared
on isekeskis vordsed. Jérel. iih-
tuvad ka neid iihendavad koolud,
sest koodlude otsapunktid langesid
iihte, ja nende 1ldbi tommatud
puutujad, sest jaotuspunktidesse
tdmmatud raadiustele on igaiihele 152. joonis.
tema otsapunktis iiksainus rist-
joon voimalik.

115. Teoreem: Kui me ringile tombame puutujad, mis
on paralleelsed korrapirase koOl-hulknurga kiilgedega, siis
saame korrapidrase puutuja-hulknurga.

Toestus: Kooluga paral-
leelne puutuja jagab koolule
vastava kaare pooleks [98], see-
pérast:

FM=MA =AG=GB=.....
Jirel. MG=AB =ln tervest ringist
Jgieant 3609

Jareldus: Selle puutuja-
hulknurga nurkade poolitajad
langevad iihte kool-hulknurga
e vastavate nurkade poolitaja-
153. joonis. tega — ndit. NO ja AO on
: kumbki nurga GOM poolitaja.
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116. Ulesandeid. 309) Antud ringi sisse joonestada
korrapdrane kuusnurk.

Analiiiis: Olgu AB korrapérase
6-nurga kiilg; siis on AB }-ndik tervest

D

ringist ja AOB = 60°.

Et OA = OB, siis on

A A o5 o
A=B=180 - 60

Jiarel. A AOB on vordnurkne, sellega
ka vordkiilgne: OA = AB =BO ehk
ag = R (valem).

=0

154. joonis. S. t. sissejoonestatud korrap. 6-nurga
kiilg on sama pikk kui raadius.

Konstruktsioon: Asetame raadiuse ringi sisse kdo-
luna — ta mahub just 6 korda.

( ¥ 310) Antud ringi sisse joonestada korraparane kolm-
nurk.

Konstruktsioon: Jagame ringi kuueks [iil. 309] ja
tihendame jaotuspunktid kodlude abil ikka iiht vahele jittes.

311) Antud ringi sisse joonestada ruut.

Konstruktsioon: Kahe vastastikku risti oleva dia-
meetriga jagame ringi neljaks ja jaotuspunktid iihendame
koolude abil.

: 5 Konstruida korrapdrane sissejoonestatud: 312) 8-nurk;
(6X 813) 16-nurk; 314) 12-nurk.
Konstruida korrapdrane iimberjoonestatud: 315) 3-nurk;
316) 12-nurk; 317) 8-nurk; 318) 4-nurk.

A 319) Kui pikk on korrap. {imberjoonestatud ruudu kiilg
vorreldes raadiusega?

117. Seletus. Kolmnurga kiilgejoonestatud ringiks

nim. ringi, mis puutub kolmnurga iiht kiilge ja teiste kiilgede
pikendusi.

... Teoreem: Kolmnurga iihe sisenurga ja tema vastas-
kiilje juures olevate vilisnurkade poolitajad 16ikuvad iihes

punktis, nimelt selle vastaskiilje kiilgejoonestatud ringi kesk-
punktis.
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Toestus: I~\Iurga FBC ja nurga GCB poolitajad 1d6ikuvad
punktis D, mis on vordkaugel BF-st, BC-st ja CG-st: DF=DE =DG.

155. joonis.

Sellega on D vordkaugel AF-st ja AG-st; jdrel. ldheb nurga A
poolitaja D-st labi. (61, IIL.)

Kui D-st raadiusega DG = DE =DF tdommata ring, siis
puutub see ring BF-i, BC-d ja CG-d. I

118. Teoreem. Kui kolmnurga ABC [155. joon.] sisse
on joonestatud ring O ja tema kiilje BC Kkiilge on joones-
tatud ring D, siis:

1) tipust A ldhtuv sissejoonestatud ringi puutuja on
Kolmnurga poolperimeetrist vastaskiilje a vorra vdhem, ja

2) kiilgejoonestatud ringi puutuja vordub poolperi-
meetriga;

3) tipust B lihtuv kiilgejoonestatud ringi puutuja vordub
tipust C ldhtuva sissejoonestatud ringi puutujaga;

4) puutepunktide kaugus teineteisest selle kiilje peal,
mille kiilge ring D joonestatud ei ole, vordub kiiljega BC,
mille kiilge ring D on joonestatud;

5) puutepunktide kaugus teineteisest selle Kkiilje peal,
mille kiilge ring D on joonestatud, vordub kahe teise Kkiilje
vahega;

6) nurk ADC, mille sees paistab kiilgejoonestatud ringi
keskpunktist kolmnurga Kiilg AC, mille kiilge ring D joo-
nestatud ei ole, on pool nii suur kui selle Kkiilje vastas-
nurk B.

7»‘:
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Toestus: Tahistame esinevad sirgldigud jargmiselt:

BC —ia AM= AP=—ix AG=AF =x " w4 7 —2a
AC—Db BM =BN&=y BE — BE —wy i —
AR —c GN— CRE— GE — CE—7" §lli Xt li—ic

a+b+4c=2p. Siis on joonisest ndha, et: 2x+2y+422=2p;
x+y+z=p.

Dx+y+z=p x+y+z=p x+y+z=p 2)BE+CE y+z'=a
y+z=a x Hz=b x4y =c AG—CG=x"-+ z’Ab
AF—BF =x'+y'=c.

xX=p—a. y=p—b z=p—cC

2X—-2p, ,\, :p,
3)x’__y/_-=_—c[x’=p] X 7 4)pG=CP+CG
p—y =c p—z'= PG=z + 7
=D o= 7 Z=p—b=y Pl="7 Sty
Yomme ABEEICHN. . w22y  CE=/BN PG =g =BC=MF
BF = CP CG=BM
iR 6) ADC— DCG — DAG
NE=-y 7y 2 BB g B+A A
— [p—c] = [p—b]; iippacd HAL A
NE=0b—c. s
ADC=Z

@ Ulesanne. 320) Kolmnurga kiiljed on 5 cm, 6 cm,
7 cm pikad. Selle A-rga sisse ja kiilge on joonestatud rmgxd
Leida puutepunktide kohad kiilgedel ja nende pikendustel.
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