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SISSEJUHATUS

Kiesoleva lithikursuse aluseks on 1996. aasta oktoobris Eesti Statistika-
ametis peetud loengutesari, sealt parinevad ka raamatus esitatavad ndited.
Osa niiteid on laenatud ka selle kursuse kuulajate kodutdtdest. Raamatu
autorid on nende eest viga tanulikud. Uldse on niited kiesolevas kursuses
viiga olulised, nende varal esitatakse suur osa selgitusi.

Kursus on rakendusliku suunitlusega ega sisalda matemaatilisi testusi,
piirdudes selle aseme! intuitiivsete selgitustega. Ka ei eelda kursus kuula-
jatelt varasemaid teadmisi t3enfiosusteooriast ja matemaatilisest statistikast,
sisaldades teises peatiikis hidapirase teadmiste miinimumi. K3igile neile,
kes on huvitatud raamatus puudutatud probleemide sligavamast kisitlusest,
soovitame A.-M. Parringu, E. Kdiiirikv ja M. Vihi 8pikut “Statistilise
andmettGtiuse algkursus”™.

Loomulikult ei saa ni: viikesemahuline raamatuke siszidada viiga suurt osa
statistikameetodite rikkalikust varamust. Esitatava materjali osas on tehtud
viga range valik, piirdudes iihelt poelt ainult kahe tunnusega ja teiselt poolt
pohiliselt klassikaliste meetoditega. Seega on viilja jéetud mitteparameet-
rilised statistikameetodid (peale ilksikute erandite), samuti on mudelite
késitluse juures jalidud lihtregressiooni ja iihefaktorilise dispersioonanaliiiisi
tasemele. See on autoritel vfimaldanud esitada ideid ja lihtsaid rakendus-
likke niiteid ilma tehnilistesse iiksikasjadesse taskumata.

Kuigi tinapdeval tehakse statistilist analiliisi valdavalt spetsiaalse tarkvara
abil, ei ole see rzamat crienteeritud tarkvara kasutamise Gpetamisele. Otse
vastupidi, olulisemate arvutuste juures on esitatud ka arvutusskeemid ning
raamatu Idppu on lisatud olulisemad statistikatabelid. Nende abil saab kdiki
jireldusi vastu vitta ka ilma arvutit kasutamata. Selleks, et raamatut saaks
ka kisiraamatuna kasutada, on raamatu 1ppu lisatud indeks.

Oleme tdnulikud kolleegidele Anne-Mai Parringule, Ene Kiirikule ja
Martin Viilile vi#rtuslike soovituste ja ndpuniidete eest.

E.-M. Tiit,
M. Mols.

November 1996.
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1. Pohimaoisted. Kirjeldav ja illustreeriv
statistika

1.1. Uurimisobjekt, iildkogum ja valim

1.1.1. Uldkogum. Kdikne uuring

Statistilist uvringut planeerides alustatakse wurimisobjekti misratlemisest.
See defineeritakse vastavalt wwrimisiilesandele kui nidhtus v3i protsess,
mille kohta soovitakse teha jireldusi. Statistikas nimetatakse vurimisobjekti
uldkcgumiks. Moningates konkreetsetes uurimisvaldkondades (bioloogia)
kasutatakse tldkogumi siinonliimina ka populatsiooni mistet. Uldkogumi
miiratlemisel fikseeritakse mddtmishetk ja piiritletakse see ka ruumis.
Niiteks rahvaloenduse korral miiratakse rahvaloenduse nn kriitiline pdev
ning loendusherkeks loetakse selle pieva algus kell 00.00.

Uurimisobjekt kui tervik koosneb iiksikobjektidest ehk punktidest (ka
indiviididest). Ajas ja ruumis piiritletud {lldkogumi korral on sellesse
kuuluvate punktide hulk tavaliselt 16plik, kuid matemaatiline teooria on
arendatud vilja ka Wpmatu iildkogumi juhuks. Kdikse uuringu korral
mdbddetakse kdiki tldkogumi punkte. Lépliku illdkogumi korral tdhistatakse
md&ddetavate punktide arvu ehk dldkogumi mahtu tihega N.

Niéide 1
Uidkogumiks on Eesti elfeviitted 1996. aasta 1. juulil. Siis ofi nende arv N

Eesli eftevitteregistri elusel 93 167. Kdikse uwuringu komral kogulakse
andmeid kdigi Eesti ettevdlete kohla.

Uldtuntuim kdikne uuring on rahvaloendus, kuid samuti v8imaldavad

tiielikud, kogu populatsiooni haaravad registrid teha koikseid jireidusi.

Suur osa ametlikust statistikast on kikne, st andmeid kogutakse kdigi

uurimisobjekti punktide kohta (kdik koolid, kdik raviasutused, jm). Kdikse

uuringuga on seotud alljargnevad probleemid:

s objekti tipne (kontseptuaalne) piiritlemine (ndit missugust thdpi
dppeasutus on kool?);

¢ (ldkogumi punktide hulga vdimalikuit tiielik haaramine, st puuduvate
punktide ehk puuduvate andmete arvu minimeerimine.
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1.1.2. Valikuuring

Valikuuring on palju odavam kui kdikne uuring, sest valikuuringu korral ei
uurita mitte koiki tldkogumi objekte, vaid kiillaltki viikest osa sellest.
Valikuuringu kavandamisel miaratletakse uurimisobjekt (tildkogum) ja
kirjeldatakse selle punktide hulk. M#88detakse osa sellesse kuuluvatest
punktidest. M&3detavate punktide hulka nimetatakse valimiks, valim
moodustatakse valikueeskirfa (disaini) alusel. Valimi pdhjal tehakse
jdreldusi itldkogumi kohta. Firelduste digsuse tagavad:

»  valimi esindavus ehk representatiivsus,
s matemaatilise statistika poolt wvilia tbbtatud protseduurireeglid
otsustuste legemiseks.

lgasugune valimi pohjal tehtud otsustus sisaldab pShimotteliselr alati valimi
Jjuhuslikkusest tingitud vea v8imalust, kuid sellise otsustusvea tdenfiosus on
hinnatav. Praktikas kasutatakse enamasti niisuguseid otsustusreegleid, mille
puhul otsustusvea tGenfiosus on killlalt viike.

Niiide 2
Pere-eelarve valikuuringu jaoks valiti rahvastikuregistrist 6000 aadressisikut,
kelle kaudu lillitati uuringusse 6000 peret. Pered valiti juhusiiku profseduuri

alusel (naiteks genereerides 6000 juhushiku arvu vahemikus 1...1 500 000,
kui registris on 1 500 000 isikukidet).

1.1.3. Valimi esindavus

Koige mugavam on jireldusi teha niisuguse valimi pohjal, mis on oma
struktuuri poolest kiillalt sarmane tldkogumi jaotusega. Valimit, mis on
lisaks sellele ka piisavalt arvukas, nimetatakse esindavaks. Valikuteoorias
kasutatakse ka selliseid valimeid, mille struktuur erineb #ldkogumi
struktuurist'. Otsuste tegemiseks nende pdhjal tuleb kasutada keerukamaid
reegleid. Lihtsaim esindav valim saadakse /ihtsa juhusliku valiku teel, mille
korral igal tildkogumi punktil on vérdne voimalus valimisse sattuda.

*  Lihtne juhuslik valik tehakse tavaliselt juhuslike arvude generaatori v8i
tabeli abil, kuid on vdimalik kasutada ka uuritavatest tunnustest
sdltumatut tunnust, Valimist kdneldes peetakse iildjuhul silmas lihtsat
juhuslikku valimit.

' Niisuguste valimite moodustamise Jja kasutamise kohta soovitame lugeda
I. Traadi ja ). Inno raamatut “Tdeniiosuslik valikuuring” (TU Kirjastus,
Tartu, 1997),
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Niide 3

1968. aastal hkisitieti Tartu elanikkonnz uurimisel inimesi, kes elasid

majades, mille number oli 7 vai loppes 7-ga.

Néide 4

Et saada 50-inimes«fist valimil Harfumaa puudega inimeste registnst, milles

oli 447 inimest, leiti, et iga valimi punit peaks esindama 8,94 lidkogumi

puniti. Inimesed registris ofid tdhestikulises jarjestuses. Juhuslikult valiti

alguspunkt vahemikust 1 kuni 1+8,94 (see alguspunkt oli 2,59) ja seejarel

moodustali arvude jada sammuga 8,94. Saadud arvudest vieli tisosa, ning

saadi seflega jifekormranumbrite jada 2, 11, 20, .... Valimisse vbeli nende

Jjarjekomanumbritega inimesed.

Valimit iseloomustab valimi maht n, s.o. mGbdetavate objektide arv ning

csindavuse suhe d, viimase midrab jagatis wN. Esindavuse suhet viljenda-

takse sageli ka protsentides. Suhet N/n nimetatakse laiendusteguriks.

¢ Sageli on otstarbekas iildkogum mingi tuntud tunnuse jdrgi enne
osadeks (kihtideks) jaotada ja valida igast kihist esindav valim. Siis
saab koguvalimi, ithendades iiksikutest kihtidest tehtud valimid. Kui
igast kihist on vGetud sama esindavuse suhtega valim, siis koosneb
ithendvalim lihtsalt kihtide valimitest, ning iihendvalimi esindavuse
suhe on sama. Kui erinevates kihtides on erinevad esindavuse suhted,
siis uleb hendvalimi moodustamiseks kasutada kazlusid.

Niide 5

Eesti elanikkonnast eelistab kdnelda eesti keeles 66% ja vene keeles 34%.

Selieks, et saada 3000-kst valimil, valiti juhuslitauit 1980 eesti keelt ja 1020

vene keelt kdnelevat vastajat. Saadi esindav valim nii eestikeelsele kui

venekeelsete elanike jaoks, kusjuures summaame valim on esindav kogu
elanikkonnna jacks.

Niide 6

Vérreldes Eesti saarte elanikke, kiisitleli 200 saarlast ja 200 hiidlast. Seejére!
sooviti moodusiada saarlaste-hiidlaste dhisvalim. Et Hilumaa elanike arv on
11 000 ja Saaremaal — 39 500, siis esindas iga kiisitietud hiidlane 55
kaashiidlast ja iga saarlane 197 kaassaarlast Arvud 55 ja 197 on vastavad
laiendustequrid. Seega on saarlase vastuse! ihendatud valimis 3,59 korda
suurem kaal kui hiidlase vastusel.
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1.1.4. Statistiline kogum

Niihdsti iildkogum (koikse uuringu puhul) kui valim (valikuuringu korral)
moodustab teatavate punktide (objektide, indiviidide) hulga, nn statistilise
kogumi, millesse kuuluvaid punkte vuritakse. Uurimisobjektiks, mille kohta
jéreldusi soovitakse teha, on aga alati dldkogum.

e Koikse uuringu puhul saadakse mddtmistulemustest teave vahetult
uuritava objekti kohta.

e Valikuuringu pubul tuleb valimi m&8tmistulemustest tcha jireldusi
iildkogumi kohta, st lisandub tlidistamisprotsess, mille puhul tuleb
arvestada juhusliku vea vBimalusepa.

Kirjeldava statistika protseduuride puhul pole olulist vahet, kas on tegemist
valik- vBi kdikse uuringuga. Kiill aga tuleb olla tihelepanelik tuleriuste
tolgendamise juures. Kui k&ikse uuringu tulemused on vahetult
tdlgendatavad, siis valikuuringu pubul pole esialgu selge see, missugused
leitud tulemused kehtivad ka iUldkogumi jacks (mis ju uurijat tegelikult
huvitab) ja missugused kehtivad ainult vaadeldavas konkreetses valimis,
moodustades nd valimi eripira,

1.2. Tunnus, tunnuse tiiibid

1.2.5. Tunnus, tunnuse viirtused

Tunnuseks nimetatakse iildkogumisse kuuluvate objektide mingit (arvulist
v0i kvalitatiivselt kirjeldatavat) niitajat, mida on pdhimdtteliselt vdimalik
mddta. Mé&dtmine voib olla kas filllsikaline (mingite filisikaliste
instrumentide, nditeks termomeetri abil) vo6i psiihholoogiline (mingi testi
abil). Mdotmiseks vdib olla vaatlus, kiisitlus, loendamine, mingi ndidu
leidmine dokumendist jmt.

Md0tmise protsessis omistatakse igale mdddetavale objektile mdddetava
tunnuse vadrtus. Uldiselt eeldatakse, et tunnuse v#irtus ei ole {ildkogumis
konstantne, st et dildkogumis leidub objekte, mille puhul tunnuse vaartused
on erinevad.
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Niide 7
Uurimiscbjektiks on mingi koolilaste hulk, moddetavaks tunnuseks koolilapse

vanus {aasiates). Selle viirtus saadakse lteada kas last kiisitledes vbi tema
stinnitunmistust vaadates.

Niide 8

Uuritakse sama koolilaste hulka, tehakse kindlaks nende pikkus (kasutades
sentimeelrimidtu) ja kaal (kilogrammides).

Niéide 9
Kiisifietakse linnaelanikke, paludes neil markida oma handus, valimiseelistus

(erakond voi valimishit) ja hinnang linnavolikogu (6dle (vastusevariandid.
suurepérane, hea, rahuldav, kehvapooine, vilels).

Niide 10

Sotsioivogiline ankeef algab sénadega:'Palun mérkige oma sugu, rahvus,
kodakondsus ja perelikmete arv.’

1.2.2. Tunnuse tiiibid

Niidetes 7-10 esineb tisna mitmesuguseid tunnuseid. Pohilised tunnuse
tiitibid on alljirgnevad.

e Pidev arvitunnus (enamasti flllisikalise mddtmise tulemus), nditeks
koolilapse kasv ja kaal.

e  Diskreetne arvtunnus (enamasti loendamise tulemus), néiteks
perelilkkmete arv. Vahel kisitletakse ka pOhimdtteliselt pidevat
arvtunnyst diskreetsena, nditeks vanus (aastates).

o Jarjestustunnus (enamasti  psiihholoogilise md3dtmise tulemus).
Tavaliselt on jHrjestustunnuse puhul vastusevariandid ette antud,
kusjuures need variandid on sisuliselt jérjestatavad, niiteks hinnang
linnavolikogu tddle (vastusevariandid muutuvad jirjest kriitilisemaks).
PBhimétteliseit samasugune tunnus on haridus, kui vastusevariandid
grupeeritakse ja jirjestatakse Oldtunnustatud haridustasemete jérgi.

¢  Nominaaltunnus, so mittearvuline tunnus, mille vastusevariantide jaoks
ei teidu sisulist (tidielikku) jarjestust: valimiseelistus, rahvus.

*  Kohe vidrtusega (binaarne ehk dihhotoomne) tunnus, $.0 tunnus, millel
on ainult kaks vdimalikku vidrtust: sugu. Kahe vifirtusega tunnus
kuulub erijuhuna jirjestustunnuste hulka, sest tema vidrtused on alati
sisuliselt j4rjestatavad. Et aga binaarsete tunnuste jaoks on vilja
todtatud rida erimeetodeid, on sobiv neid vaadelda eraldi tlibina.
Manikord kisitletakse dihhotoomsetena ka neid tunnuseid, millel on
rohkem vasiusevariante, kuid uuritava tilesande seisukohalt Ihtudes
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v0ib osa variante ithendada: kodakondsus vastusevariantidega *Eesti
kodanik’ ja ‘pole Eesti kodanik’.
Enne tunnuse analillisimist tuleb kindlaks teha selle tiiiip, sest erinevat tiliipi
tunnustega on lubatud enrevad statistikaprotseduurid.

1.2.3. Tunnuste kodeerimine

Mittearvuliste tunnuste puhbul on sageli otstarbekas nad enne t85tlemise

algust kodeerida, st asendada sdnalised vastusevariandid arvude ehk

koodidega. Kodeerimise puhui on kasulik silmas pidada alljirgnevaid

otstarbekuse reegleid.

+ Jérjestustunnuste kodeerimisel tuleb jélgida, et koodid siilitaksid
vadrtuste sisulise jiriestuse. Seega ei tohiks kasutada kodeeringut

paha..... ... 2
ei oska delda... 3.

Kiill aga sobiksid kodeeringud

hea............... | hea.....ccvceeeeenes 3 hea.....oooveveeenn |
¢i oska deida2 ei oska delda ... 2 ei oska delda .0
paha........3 paha......ccoeeeee I paha.............. —1

Viimast kodeerimisreeglit ei tahaks siiski soovitada, tema puudus paistab
silma kirjapildistki: miinuste kasutamine tekitab lisatdéd ja suurendab
eksimuste v{imalust. Muidugi ei tihenda tunnuse kodeerimine naturaal-
arvudega ceda, et saadud vadrtusi ei tohiks edaspidi teisendada suvalisele
kujule. Loomulikult v3ib t64tlustulemuste interpreteerimisel kasvtada vuri-
jale kdige sobivamat skaafat, s.0 mannuse visirtuste vai koodide hulka. Tuleb
aga jilgida, et teisendamisel s3iliksid tunnuse olulised omadused.

¢ Binaarse tunnuse kodeerimisel on samuti eelistatav lihtsaim v3imalus,
nditeks 1 ja 2 (v8i ka 0 ja 1, kui see on sisuliselt mbistetavam).

e Nominaaltunnuseid €i ole cnamasti vaja arvuliseks kodeerida. Sageli on
aga otstarbekas asendada pikad vastusevariandid kokkuleppeliste
lihenditega.

1.2.4. Andmete digsuse kontrollimine

Igasuguste andmete analddsimise pubul on oluliseks etapiks andmete

digsuse kontrollimine. Andmetes vdib esineda mitmetiabilisi vigo, loetleme

neist olulisimad.

s Sustemaatilised mdstmisvead, mida pdhjustab ebatipne instrument {(kas
taatlemata kaal vdi métlematult sdnastatud kisimus ankeedis).
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Siistemaatilist mddtmisviga on enamasti vGimalik avastada vaid
kordusuuringu abil, kus kasutatakse erinevat instrumenti.

o Jdmedad vead (erindid) on enamasti tingitud mitmesugustest inimlikest
eksimustest (mddtmistulemus kirjutati sentimeetrites, mitte meetrites,
nagu oli kokku lepitud; vahetati #ra tunnuste jirjekord, st kasvu
asemele kirjutati kaal ja vastupidi; unustati ks tunnus addtmata ja
selle tagajérjel kirjutati teiste tunnuste vitirtused valedesse kohtadesse).
Sellised vead on enamasti loogilise kontrolli teel leitavad.

s Juhuslikud vead, mida pdhjustab mddtmise ebatipsus. Enamasti ei
pohjusta sellised vead suuri eksimusi jireldustes.

Erindiks vbib olla ka igati komektse mddtmise tulemus. Niiteks laste
kaalude hulgas on the haiglaslikult tiiseda lapse kaal. Selleks, et otsustada,
kuidas erindiga kiituda, tuleb lahtuda ulesande pilstitusest. Kui oli tarvis
leida normaalsete laste kaaalujaotust, tuleb erind kui antud @ldkogumisse
mittekuuluv punkt vilja jatta. Kui aga on tarvis iseloomustada kdigi laste
kaalusid, tuleb erind andmestikku alles jitta: tema esindab viga tisedaid
lapsi, keda t@endoliselt on rohkemgi.

Enne igasuguste jirelduste tegemist on oluline puhastada andmed
jamedatest vigadest, sest need vdivad pShjustada oluliselt ekslikke jireldusi.

1.2.5. Statistiline andmestik

Mingi kogumi mdBtmisel saadud mdStmistulemused ehk andmed
moodustavad statistilise andmestiku. Tiitipilise statistilise andmestiku korral
mdddetakse statistilise kogumi igas punktis (igal objektil) terve rida niiteks
m tunnust. Sageli tZhistatakse tunnuseid (millel on kill oma nimed, niiteks
kasv, kaal, vanus) ka lahidalt X, ¥, Z vdi X), ..., X, Enamasti esitatakse
statistiline andmestik tabelina.

Selle tabeli kokkuleppeline kuju on alljirgnev.

» lga tabeli veerg vastab tunnusele (st veerg indeksiga j sisaldab tunnuse
X; mO3tmistulemust.

s Iga tabeli rida vastab maddetavale objektile, st i-s rida sisaldab i-nda
objekti andmeid.

e Tabeli /-nda rea ja j-nda veeru I5ikekohal olevas lahtris paikneb j-nda
tunnuse vairtus, mis méddetud /-ndal objektil x; .

¢ Kui mingil objektil mingi tunnuse viirtus pole moddetud, siis on
vastav koht tabelis tihi v8i seal paikneb puuduvat viirtust thhistav
silmbol (nditeks —) ning vastav viilirtus loetakse punduvaks.

Puuduvate vddrtuste 1otiu on Gldiselt iga funnuse valim (st objektide arv,

millel selle tunnuse vairtused on moéddetud) erinev (vdiksem vaiimi

mahust #).
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Néide 11

On esitatud ihe maakooli (nimetame seda Maltsikooliks) 15-aastaste
dpilaste antropomeetrilisie andmete tabel. Sugu on kodeeritud: mees - 1;
naine -- 2. Kehaehituse tiilip on kodeeritud: leptosoom (sale kehaehitus} — 1,
keskmine kehaehitus — 2; piknik (tise kehaehitus) - 3.

Tabel 1

Jrk Nimi Kaal | Sugu{ Kehaehituse Odede- Kiila
nr taiip vendade ary

1 Anne 54 2 1 0 Tammiku
2 Kalle 65 1 2 1 Jérve
3 Teet 67 1 3 2 Jarve
4 Eva 49 2 2 0 Jérve
5 Mani 53 2 2 1 Lombi
6 Martin 60 1 1 1 Jérve
7 Siim 72 1 2 0 Jérve
8 Liis 65 2 3 0 Tammiku
9 Andres 49 1 1 1 Jérve
10 Tane! 68 1 2 1 Jérve
11 Priit 74 1 3 3 Raba
12 Marek 70 1 2 1 Jérve
13 Katrin 51 2 1 1 Tammiku
14 | Krnstjan 55 1 2 o Tammiku
15 | Kristiina 58 2 2 -2 Raba
16 Diana 52 2 2 2 Raba
17 Sander 65 1 2 1 Tammiku

Esimene tunnus nimi on nominaallunnus ja kuna sellel on kéik vadrtused
eninevad, saab seda kasutada objektide identifitseerimiseks. Kui laste hulgas
oleks olnud kaks Ghenimelist (“Katrin 1" ja "Katrin 27), siis oleks tulnud
identifitseenimiseks kasulada mitut lunnust (lisades veel perekonnanime
jaNbi  kila nime). Teine tunnus kaal on pidev arviunnus (kuigi
mdébtmistdpsuse piiratuse (0tlu diskretiseentud). Kolmas — sugu — on
binaame ja kodeentud. Neljas — kehaehituse tiiip — on jarjestustunnus, mis
on kodeenitud nii, et koodi suuremale vaartusele vastab tiisedam kehaehitus.
Viies tunnus — ddede-vendade ary — on diskmeetne arviunnus, seda ei ole
kodeeritud. Kuues tunnus kilfa on samuli kodeerimata nominaaltunnus.

Margime, ef seda Bpilaste hulka pole korrekine vaadelda valimina k&igi 15-
aastaste eesti dpilaste seasf — esiteks on kogumi mabht liiga véike ja teiseks
on vaallused séituvad. tegemist on sama piirkonna elanikega. Niisugune
uunimus on huvitav vaid dhe kooli seisukohast.
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1.3. Tunnuse sagedus ja jaotus

1.3.1. Tunnuse sagedustabel

Tunnuse sagedustabeli moodustamiseks on tarvis lihtsalt kokku lugeda,
mitu korda tunnuse iga viiirtus esineb. Tunnuse viirtuse sagedus on tema
esinemisarv vaadeldavas kogumnis.

Néide 12
Moodustame sagedustabeli tabelis 1 esitatud tunnusest ddede-vendade arv.
Saame alljirgneva sagedustabeli, mida illustreenib joonis 1.

Tabel 2
Qdede-vendadearv [ 0] 11 21 3 Kokku
Sagedus 51| 8 3 1 17
8
7
6
5
.
3
2
1
0
0 1 2 3
Joonis 1

Sagedustabelis on tunnuse vitirtused tavaliselt kasvavalt jirjestatud. Sama-
suguse sagedustabeli saaksime teha ka tunnuse kehaehituse tiiip korta.
Tunnuse sagedustabelit illustrecrib histi tulpdiagramm ehk histogramm.


file:///
file://0/1/2/3
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Néide 13

Olgu tarvis uurida ka tunnust sugu. Erlist mitet pole kiill teha sagedustabelit
binaarse tunnuse kohta, sest sellel on ainult kaks sisukat lahtrit, kuid seda

illustreerib péris kenasti nn sektordiagramen joonisel 2:

Tabel 3
Sugu Mees Naine Kokku
Sagedus 10 7 17
Naine

Joonis 2
Sagedustabeli vime teha ka nominaaltunnuse kila kohta. Nominaaltunnuse
puhul on aga véirtuste jéfestus vabalt valitav.

Néide 14
Vaatlemne tunnuse kila jaotust néditest 11. Seda iseloomustavad tabel 4 ja
joonis 3.

Tabel 4
Killa Jérve Lombi | Raba Tammiku Kokku
Sagedus 8 1 3 5 17
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Joonis 3

1.3.2. Variatsioonrida

Mbnevdmra tillikam on teha sagedustabelit pideva arvtunnuse jaoks. Selle
puhul on sobivam alustada tunnuse jirjestamisest variatsioonritia.
Variatsioonrea saame, kui ' jirjestame tunnuse mdddetud vidrtused
kasvavalt. Kui mdni viirtus esineb kogumis korduvalt, on ta ka variatsioon-
reas mitu korda. Sellisel juhul riigitakse kordustega variaisioonreast. Kui
kordusi el ole, Seldakse, et variatsioonrida on kordusteta. Variatsioonrea
viikseimat elementi txhistatakse siUmboliga min, suurimat elementi
siimboliga max. Variatsioonrea i-ndat liiget tihistakse stimboliga x'; ja seda
nimetatakse i-ndaks jdrkstatistikuks. Vastava kogumi elemendi jérjekorra-
numbrit variatsioonreas kutsutakse astakuks. Korduste esinemise korral
variatsioonreas defineeritakse astak kui sama vidrtusega punktide keskmine
jdrjekorranumber variatsioonreas. '

Niide 15
Tunnusele kaal saame alljdrgneva varialsioonrea:
49, 49, 51, 52, 53, 54, 55, 58, 60, 65, 65, 65, 67, 68, 70, 72, 74.

Selle tunnnuse kohta ndeme, et min = 49, max = 74 ja nditeks x'=51.
Veendume, et fegemist on kordustega variatsioonreaga, kordub nditeks
viddrius 65. Lihtne on médrata astakud, néiteks 52 kg kaaluva Opilase astak
on 4, aga 49 kg kaaluva dpilase astak on 1,5.
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1.3.3. Pideva arvtunnuse viiirtuste klassifitsecrimine

Et saada tabeli jaoks sobivat arvu lahtreid, tuleks tunnuse véirtused
klassifitseerida, mifirates selleks vajalikud Kassipiirid. Praktikas sobivad
niisugusteks klassipiiridcks tihti nn ODmmargused, ndit nulli v3i viiega
loppevad arvud. Niisuguste standardsete klassipiiride kasutamine muudab
andmed hdlpsasti virreldavateks. Niiteks rahvastikustatistikas kasutatakse
tavaliselt S-aastaseid vanusevahemikke, kusjuures klassipiirideks on 0 voi
5-ga loppev arv. Uhte klassi kuuluvad siis 5- kuni 9-aastased lapsed.
kusjuures vanust loetakse tiisaastates (ei imardata).

Néide 16
Tunnuse kaal jaoks valiiex klampﬁndeks

45-49, 5054, 55-59,60—-64,65-69ja70—-74.
Siis saame alfjéirgneva tabefi, mida illustreenvad joonised 4 ja 5.

Tabel 5
Kaalukiass {45 —49] 5054 |55 59 } 60— 64| 65— 69| 70— 74| Kokku
Sagedus 1 4 3 1 5 3 17

45-49 5054 56-59 60-64 6€5-69 70-74
Joonis 4

Pideva tunnuse sagedustabelit on sobiv illustreerida ka pideva sagedus-
kovera voi -murdjoonega.

Kiesoleval juhul ilmneb, et kogum koosneb kahest osakogumist —
kergematest titarlastest ja raskematest poistest, seetdttu on ta "kahe
kadruga".
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Sagedus

23

boawowwaove

85-59 60-64 65-69

Joonis 5

70-74

Klassipiirid vdib valida ka teisiti (kasutades muuseas ka otstes nn lahtisi

kiasse).

Niide 16 (jirg)

Tunnuse kaal jaoks valime vued klassipiind, moodustame tabeli 6 ja seda
illustreeriva joonise 6. Naeme, et suuremaid klasse kasutades ldheb kaolsi
eelmistel joonistel imnenud kahelipufisus.

Tabel 6 )
Kaaluldass | Alla 50 50 -59 60-69 | 70ja dle Kokku
Sagedus 1 7 6 3 17
B
6
4
2
0 % $ {
alla 50 60-69 70 jJa dle
Joonis 6

Kahe tabeli (5 ja 6) vordlus veenab, et sagedustabeli ja seda illustreerivate
graafikute kuju sditub oluliselt klassifitseerimiseeskirjast.
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1.3.4. Tunnuse jaotustabel

Tunnuse jaotustabelisse paigutatakse sageduste asemel suhtelised sagedused
(mis tihti viljendatakse protsentides).

Néide 17

Asume niiid uunma Jdede-vendade arvu ndites 11 esitatud andmestikust.
See on diskreeine arviunnus ning selle kifjeldamiseks moodustame
jaotustabeli, vt tabel 7 ja joonis 7.

Tabel 7

Odede-vendade an 0 1 2 3 Kokku
Jaotus 29.41% | 47.06% | 17,65 | 588%| 100%

50,00%
40,00%
30,00%
20,00%
10,00%

0,00% T

Joonis 7

Jaotustabelis on alati suhteliste sageduste summa itks ehk 100%. Arvestades
kogumi viiikest mahtu, on kiesolevas tabelis protsentide esitamistipsusega
liialdatud. Selle pdhjuseks on asjaolu, et on jilgitud tava, mille kohaselt
protsentide esitamise standardiks on kaks kiimnendkohta. Sisuliselt oleksid
need kilmnendkohad sigustatud alles tuhandelise kogumi puhul.

Sagedus- ja jaotustabelid on whesuguse kujuga, ka neid illustreerivad
graafikud on {ildiselt samased, seetdttu esitatakse andmed tihti (hise
sagedus-jootustabelina, vt tabel 8.

Tabel 8
Odede-vendade arv 0 1 2 3 Kokku
Sagedus 5 8 3 1 17
Jaotus 2941% | 47,06%| 17,65%| 5,88%| 100%
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Arvtunnuse jaotust nimetatakse simmeetriliseks keskpunkti ¢ suhtes, kui
igat tunnuse keskpunktist suuremat vifirtust c+s esineb sama sagedusega
kui keskpunktist viiiksemat viirtust ¢ —¢ ja vastupidi.

1.3.5. Sagedus- ja jaotustabelite télgendamine

Sagedus- ja jaotustabelid koostatakse statistilise kogumi, st kdigi tegelikult
mdddetud objektide mddtmistulemuste pdhjal. Tabeli koostamisel pole
oluline see, kas on tegemist kdikse v3i valikuuringuga. Samuti toimuvad
paljud kirjeldava statistika protseduurid formaalselt tihteviisi, sdltumata
sellest, kas tegemist on valimi vi iildkogumiga. Oluline on aga see, et
nende tulemusi tuleb alati erinevalt tdlgendada.

Kéikse uuringu korral sisaldab sagedustabel kogu olemasoleva teabe
iildkogumi vaadeldava tunnuse kohta. Sagedustabelist niieme, mitu last
Tammiku kiilast kiib Matsikoolis. Lisaks saame jaotustabelist teada,
missuguses protsentuaalses vahekorras on naaberkllade lapsed nimetatud
koolis.

Kui aga tegemist on valikuuringuga, soovitakse jireldusi teha iildkogumi,
mitte valimi kohta. Sel juhul pakuvad valimi sagedused uurijale vihe huvi,
kiill aga piitakse nende pdhjal hinnata _tunnuse vastavate vilirtuste
esinemissagedusi ildkogumis.

Kui on mdgidetud iidkogum ning samast ildkogumist on vdetud valim ja
moodustatud jaotustabel nii tildkogumi kui ka valimi kohta, siis véivad kall
valimi ja Uldkogumi jaotustabelid olla erinevad, kuid esindava valimi korral
iseloomustab tunnuse jaotus valimis siiski dldjoontes ka tunnuse jaotust
Gildkogumis. Seetdttu pakuvad vallkuurmgute korral sagedustabelitega
vorreldes suuremat huvi jaotustabelid, mis on tihtlasi dldkogumi vastava
Jaotustabeli hinnanguks.
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1.4. Arvkarakteristikud

1.4.1. Arvkarakteristiku maiste

Arvkarakteristikud  iseloomustavad  uuritavat  tunnust  vdimalikult
kompaktselt ja annavad aluse tunnuste vérdlemiseks erinevates kogumites
(nende osades). Kui on tehtud iildine eeldus tunnuse jaotuse kohta,
voimaldab arvkarakteristikute viartuste mé4ramine ka tunnuse jaotust
identifitseerida. Selletdttu nimetatakse arvkarakteristikuid matemaatilises
statistikas ka jamusparameerriteks Pahilised arvkalakleristikute tﬁﬂbid

mida siiski harvem kasutatakse.

Vastavalt médramiseeskirjale on olemas momendititipi ja jdrk- (ehk
Jjaotusvabad) karakteristikud. Viimaste kasutamine kuulub nn jaotusvaba
chk mitteparameetrilise statistika valdkonda.

1.4.2. Asendikarakteristikud. Keskmine

Keskmine on tuntuim asendikarakteristik, mis on defineeritud arviunnuste
korral. Keskmine iseloomustab tunnuse paiknemist. Keskmine arvutatakse
thesugusel viisil tunnuse kdigi Oksikvddrtuste aritmeetilise keskmisena nii
Uldkegumi kui valimi jaoks:

lll (I)

Kui tunnusel on & (k<n) erinevat viifirtust x’, ..., x’; ja on olemas sagedus-
tabel (vdiiriuse x *; sagedus on »,), siis saab selle valemi esitada ka kujul

i

-1

x=;Zn,-x',-. (1)
=l

Kui tegemist on pideva funnusega ja viirtused on klassifitseeritud, siis tuleb
keskmise arvutamiseks leida Ida.ss:de keskpunktid b, = (@, + a)2 ja
kasutada valemit
k
]
— Z ( lll)

Saadud valem on aga eelmistest ebatipsem, sest ei arvesta tunnuse viirtuste
paiknemist klassi sees. Qlu]iseks muutub see ebatipsus eelkdige siis, kui

2:
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viirtused ei paikne klassides siimmeetriliselt. Kui otsmised klassid on
lahtised, st on méiratud eeskirjaga <a, vdi >a,, siis on tilalmérgitud valemi
kasutamiseks tarvis leida vdi hinnata otsmistesse klassidesse kuuluvate
vidrtuste keskmine (klassi keskviiirtus) ja kasutada neid b, ja &, asemel.

Kui on tegemist kdikse uuringuga, siis annab valemi (1) vdi (1)
rakendamine iildkogumi keskmise, mida nimetatakse ka keskvddrtuseks. Kui
vaadeldav statistiline kogum on aga valim mingist Gldkogumist, siis
nimetatkse valemiga (1) voi (1’) arvutatud keskmist valimkeskmiseks.
Valimkeskmine on_iildkogumi keskmise hinnanguks. Hinnangut kasutatakse
sageli sellepirast, et enamikul praktikas esinevatel juhtudel pole illdkogumi
keskmist vahetult vdimalik arvutada.

1.4.3. Keskmise omadused

Keskmisel on alljargnevad omadused.
¢ Keskmine asub kindlasti kogumi suurima ja viikseima vidrtuse vahel.

Piltlikult vdib kujutleda, et keskmise asukohaks on vaatluspunktide
raskuskese.

Sellest omadusest tuleneb kaks omadust, mis on stnastatud eraldi nende
tihtsuse tdttu:

s Mittenegatiivse tunnuse keskmine on mittenegatiivne.

s  Konstantse tunnuse keskmine vdrdub selle tunnuse vifirtusega,

Jargmised kaks omadust on seotud tunnuste lineaarteisendustega:
¢  Kui tunnuse kBigi visrtustega tehakse lineaarteisendus
X =atbx,
siis teiseneb vastavalt ka keskmine:

X =a+bhx.
s Kahe tunnuse summa keskmine vodrdub nende tunnuste keshmiste
summaga.

Mirgime, et tdisarvulise tunnuse keskmine ei tarvitse olla tdisarvuline.
Mdnikord arvutatakse ka jirjestustunnuse jaoks koodide keskmine. Teata-
vate reservatsioonidega v3ib seda kasutada méningate jirjestusega seotud
hlipoteeside sGnastamiseks, kuid ildiselt ei ole see piris korrektne.

Niide 18

Leiame néites 11 vaadeldud maakooli Bpilaste jaoks tunnuse kaal keskmise.
See on 1/17 (54 + 65 + ... + 65) = 60,41. Kui aga kasutaksime tabelit 5,
saaksime klasside keskmisteks 47,5, 52,5, 57,5 jne, ning kaalu keskmise
hinnanguks on valemi (1'} kohaselt 61,62.
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1.4.4. Mediaan ja mediaanklass

Léplikus kogumis on mediaan selline tunnuse viartus, millest pooled

kogumi punktide viirtused on viiksemad ja pooled suuremad. Selle

definitsiooni kohaselt on mediaani - leidmiseks tarvis kdigepealt kaik

vaatlustulemused jirjestada variatsioonritta, kus i-ndal kehal on vitirtus x .

s  Paaritvarvulise mahuga kogumi puhul on mediaaniks vaatlus
jarjekorranumbriga (n+1)/2. ‘

s  Paarisarvulise vaatluste arvu korral ei lange mediaan iihegi vaatlusega
kokku, wvaid see on kahe keskmise vaatluse poolsumma
0,5 (x%2+x%2) .

Seega leitakse mediaan alljirgneva eeskirja abil:

‘ X 4, kui n on paaritu
med = (res2> 0 paari, (2)
0,5(x, ;3 +Xx,;30 ) kui n on paaris.

Kui vaatlustest on moodustatud sagedustabel, siis saab kdigepealt leida
medisankiassi, st sellise klassi (jarjekorranumbriga #), et sageduste summa
s(h=1)=m + ... + ny, on viiksem kui #/2, kuid suroma s(h) =m + ... + n,
On Suurem suurusest nf2 vbi sellega vﬁrdne Mediaanklass on karaktenstlk
mida saab leida nii arv- kui ka 1ﬁrjestustunnuste Jaoks "

Kui lisaks medinanklassile soovitakse tabeli pdhjal leida ka tunnuse
mediaani, tuleb seda hinnata, pidades silmas, et mediaan paikneb alati
mediaanklassis. Mediaani vi#rtust hinnatakse, eeldades, et punktid on
klassis jaotatud vordsete vahedega. Siis on h-ndas klassis punktide vahe
(a;— a4~ )/ny, ja mediaani hinnangu saame lihtsa lineaarse interpolatsiooni
valemi rakendamisel :

med = (n/2— s(h—-1)) (ay, — ap., Y ;.

Kui on tegemist kdikse uuringuga, siis annab valemi (2) rakendamine
uldkogumi mediaani. Kui vaadeldav statistiline kogum on aga valim mingist
fildikcogumist, siis nimetatkse va]emlga (2) arvutatud suurust vahm-
mediaaniks. Valimmediaan on uldkogum: medraam hmnang ’

Nide 19

Matsikooli Opilaste kaalu mediaaniks on variatsioonreas 9. kohal asuva
Opilase kaal, s.o Martini kaal, 60 kg (vaata varalsioonrida ndites 15).
Kasutades tabelit 6, saaksime mediaanxlassiks neljanda klassi, ja kuna
selles klassis on dksainus mbdtmistidemus, tuleks klasside jérgi hinnatud
mediaan klassi keskpunkdti, s.o0. 62,5 kg.
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1.4.5. Mediaani ja keskmise vahekord

Siimmeetrilise jaotusega arvtunnuse puhul langevad mediaan ja keskvéairtus
kokku. Statistiline kogum ei ole aga peaaegu kunagi tiiesti simmeetriline,
seetdttu on kogumi pdhjal arvutatud mediaan ja keskmine tavaliselt rohkem
vdi vihem erinevad. Erinevus on suvur siis, kui jaotus on tugevasti
ebasiimmeetriline. Kui jaotusel on nn raske saba niditeks paremal, siis
kallutab see saba ka keskviilirtust paremale, kuid mdjutab suhteliselt viihe
mediaani. Mediaan pole ka tundlik - jimedate vigade suhtes: mediaani
vidrust ei mdjuta see, kas. variatsioonrea maksimaalne liige on isna
idhedane oma naaberliikmetele vdi erineb sellest sadu kordi, Keskvisrtust
aga mdjustab jime viga vdi erind mirgatavatt.

Niide 20 _

Uhel péeval registreeris perekonnaseisubliroos oma abielu 5 pruuti vanuses
19, 20, 20, 21 ja 60 aastat. Arvutame selle kogumi pdhjal pruutide keskmise
vanuse ja vanuse mediaani. Ndeme, et keskmine vanus on 28 aaslat,

mediaan — 20 aastat. Suur erinevus nende kahe nditaja vahel on tingitud
sellest, et iiks modtmistulemus erineb dlejdénutest mérgatavalt.

Niites 20 kirjeldatud kogumit ej saa kisitleda valimina tildkogumist, selleks
on tema maht liialt viike. Seega ei saa siin toodud andmete pdhjal teha
jdreldusi pruutide didise abiellumnisvanuse kohia.

1.4.6. Mood

Mood on see tunnuse viiirtus, millele vastab suurim sagedus. Kui tunnusel
on mitu sellist vélrtust, millele vastab suurem sagedus kui naaber-
viidrtustele, siis Seldakse, et tunnus on mitme moodiga ehk multimodaalne
ja kdiki selliseid suurema sagedusega viirtusi nimetatakse moodideks. Kui
tunnusel on kaks moodi, siis nimetatakse seda tunnust bimodaalseks. Moodi
saab arvutada igat tiidpi tunnuste puhul kuid suure vairtuste arvuga pldeva

suurim.

Néide 21

Opilaste andmetel saame tunnuse kaal moodiks vadirtuse 65, Joonistelt 4 ja
5 néeme, et kaal on bimodaalne tunnus; (ks mood vastab poiste, leine
tildrukute kaalule. Tunnuse kiila moodiks on Jarve, sest Jdrve kilast on périt
rohkem lapsi kui teistest killadest.
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1.4.7. Kaalutud keskmine

Kui on alust eeldada, et kogumi punktid ei ole otsustuste tegemise
seisukohast samavairsed, siis kasutatakse keskmise korval asendikarakteris-
tikuna ka kaalutud keskmist. Kaalutud keskmist kasutatakse peamiselt kahel
praktikas esineval juhul.

e On teada, et m&Gtmised on erineva tipsusega, ning on olemas mingid
madtmistdpsuse hinnangud., Selling olukord on eriti iseloomulik
planeeritud katsete puhul. Siis vetakse suurema kaaluga arvesse
tapsemad m&dtmised, et summaarset juhuslikku viga minimeerida.

s Valimi eeskirjast (disainist) jireldub, et valimi erinevad punktid
esindavad erinevat hulka Gldkogumi punkte. Sel juhul soovitatakse
valikuteoorias valida punktide kaalud vdrdeliselt nende laiendus-
teguritega.

Uldiselt on kaalutud keskmise arvutamise eeskiri alljirgnev: olgu igale

valimi punktile x, omistatud (ette teada olev) kaal w, Siis arvutatakse

kaalutud keskmine alljirgneva eeskirja abil:

R

kus w tihistab kaalude summat,

1.4.8. Geomeetriline keskmine

Lisaks aritmeetilisele keskmisele kasutatakse tunnuse asendi iseloo-
mustamiseks mdnikord ka geomeetrilist keskmist

X =YX, X, .

Praktiliseks kasutamisjuhiseks on, et geomeetriline keskmine sobib positiiv-
sete viifirtustega tunnuste jaoks (nuitviirtusi ei tohi olla), kui jaotusel on
raske saba paremal (leidub ilksikuid eriti suuri vifirtusi, mis aga pole
erindid). Sel juhul nihkub aritmeetiline keskmine tugevasti paremale
virreldes geomeetrilise keskmisega, mida iiksikud hilbinud vaartused
mdjustavad vihem.

Néide 22

Leiame niiites 20 vaadeldud statistilise kogumi tunnuse vanus geomeelrniise
keskmnise: (19x20x20x21x60)*2 =24,9.
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1.4.9. Tunnuste teisendamine keskmiste leidmiseks

Geomeetrilise keskmise leidmiseks kasutatakse tavaliselt logaritmilist
teisendust:
Inx,=1n(lnx+ ..+ Inx,).

Pohimdtteliselt saab arvutada keskmisi, kasutades samal viisil ka teisi
funktsioone: ‘

* igale tiksikvaatlusele rakendatakse teatavat funktsiooni f{-),

s leitakse saadud tulemuste keskmine,

» sellele keskmisele rakendatakse funktsiooni £ -) pd6rdfunktsiooni.
Niisugustest funktsioonkeskmistest on tuntuimad ruutkeskmine (mida
kasutatakse eeskitt hajuvusega seotud iilesannetes), samuti ka Aarmooniline
keskmine, mitle puhul funktsiooniks f{x) on.1/x.

Néide 23
Leiame néites 20 vaadeldud kogumi vanuse ruutkeskmise:

JU50192 + 202 +20% + 212 +60%) =32,26
ja hamoonilise keskmise:

1

" =23,05.
s (1/19+1/20 + 1/20+1/21 + 1/60)

Paneme tihele, et erindi osatihtsust véimendab ruutkeskmine kbige
rohkem, seevastu aga harmooniline keskmine pigem tasandab erindi m&ju.

Esitatust pole dige teha jireldust, et iiks asendikarakteristik on hea ja teine :
halb, vaid tuleb mdista, et ‘mitme aséndikarakteristiku kasutamine annab
valimi kohta rohkem teavet, eriti siis, kui nad tiksteisest oluliselt erinevad.

1.4.10. Hajuvuse karakteristiknd. Dispersioon

Tunnuse hajuvus iseloomustab seda, kui erinevad on selle tunnuse viiiirtused
kogumi erinevatel objektidel. Kui kdigil kogumi objektide! on uvuritava
tunnuse viiirtus sama, siis on tunnus konstantne ja temal puudub hajuvus.
Niisugune tunnus ei ole juhuslik, ning tema vurimine ei paku statistika
seisukohast huvi. Tunnuse hajuvust ja jaotuse kuju iseloomustavad
karakteristikud leitakse sageli halbeid kasutades. Hdlbeks nimetatakse
tunnuse Oksikvairtuse erinevust tunnuse keskmisest x, — x.

Tunnuse hajuvust iscloomustavatest nditajatest on olulisim dispersioon.
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Kdikse uuringu dispersioon, mida t#histatakse tahisega o® (sigma-ruut), on
vaatluste hilvete niutude keskvidirtus,

.
o? =%Z:(x,-—x)2 . (3
i=1 -
Valimi pShjal arvutatakse valimdispersioon s> kasutades selleks eelnenust
veidi erinevat arvituseeskirja (seHaB_n lihemalt selgitatud punktis 3.1.6):

2 PN =2

5 =-ﬁ§(x,-—x) . (4)
Valimdispersioon s> on iildkogumi dispersiooni ¢ hinnanguks. Valim-
dispersiooni on sobiv kasutada siis, kui on tegemist valikuuringuga, mille
pdhjal soovitakse teha jireldusi illdkogumi kohta. Valemite (3) ja (4)
vordlusest jareldub, et vdga suurte valimite puhul, mille maht ulatub
tuhandeni ja tile, muutub erinevus nende rakendamise tulemusel saadud

dispersioonihinnangute vahel tihiselt véikseks.

Dispersiooni definitsioonist jirelduvad tema omadused.

¢ Mida rohkem on tunnusel keskvéirtusest tugevasti hilbivaid vaartusi ja
mida suuremad on need hilbed, seda suurem on dispersioon.
Konstantse tunnuse dispersioon on 0.

Dispersicon on alati mittenegatiivne.

Juhusliku suuruse X nihe X = X+a ei mdjuta tema dispersiooni.
Juhuslikn suuruse korrutamisel konstandiga ¢ suureneb tema dis-
persioon ¢® korda.

Néide 24

Arvutame néites 20 esitatud tunnuse X (pruudi abiellumisvanus vaadeldaval
péeval) dispersiooni of =1/5 ( (:9)° +(-8)° + (-8 + (-7)° + (32)° ) = 256,4.
Kuna me uurime selles néaites vaid hel p&eval ithes perekonnaseisubiiroos
abiellunud pruulide vanust, mitte pruutide abiellumnisvanust Oldiselt, siis
moodustavad antud viis pruuti didkogomi ja me kasutame didkogumi
dispersiooni &*.

1.4.11. Standardhiilve

Dispersioonil on oluline tihtsus mitmesugustes teoreetilistes arutlustes, kuid
temna puuduseks on, et ta on viljendatud nd rnuutithikutes (virreldes tunnuse
enese viirtusega). Selletdttu kasutatakse praktikas rohkem standardhdlver.
Standardhilve on defineeritud kui rewtjuur dispersioonist. Kdikse uuringu
standardhalve o on ruutjuur kdikse uuringu dispersioonist o®. Valimi

standardhilve s on ruutjuur valimdispersioonist: s = \/s_z . See on dhtlasi
hinnanguks (tundmatule) @ldkogumi standardhalbele.
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Néide 25

Kasutades niites 24 leitud pruutide abiellumisvanuyste drspers:oom
o?=256,4, leiame selle standardhéibe: o = 16,0.

1.4.12. Hajuvuse hindamine jiirkstatistikute abil

Jirkstatistikud on variatsioonrea liikmed (vt punkt 1.3.2). Lisaks mediaanile
arvutatakse variatsioonrea p&hjal tavaliselt ka kvartiilid, s.o. sellised
variatsioonrea punktid, mis jagavad koos mediaaniga variatsioonrea neljaks
vordse elementide arvuga osaks. Praktiliselt soovitatakse selleks leida
mediaaniga poolitatud variatsioonrea kummastki osast omakerda mediaan.
Variatsioonrea vasakpoolse osa mediaani nimetatakse sel juhul alumiseks,
parempoolse osa mediaani aga illemiseks kvartiiliks, Saab kénelda kolmest
kvartiilist: esimene on alumine kvartiil, teine on mediaan ja kolmas on
iilemine kvartiil.

kvartiili vahe, nn kvartiilhaare, on ihtlasi ka tunnuse hajuvuse karak-

K8&ik kvartiilid iseloomustavad tunnuse paiknemist, kuid illemise ja alumise k
teristikuks — mida suurem see on, seda suurem on dldiselt tunnuse hajuvus.

Vorreldes standardhiilvet ja kvarmlhaaret tunnuse hajuvuse karakteristi-

kuna, tuleb mirkida jirgmist,

» Standardhilhg eeliseks on see, et teda kasutatakse paljudes standard-
setes statistikaprotseduurides (t-test, usalduspiiride a arvutami wne)

e Kvartiilhaare on stabiilsem erindite suhtes: tema ‘suurust ei mdjuta
iiksik keskmisest viga kaugel paiknev vairtus {erind).

Enamasti on tunnuse kvartiilhaare mdnevdrra viiksem kui selle tunnuse

kahekordne standardhiilve, kuid see reegel ei ole absoluutne. Mida viiksem

on kvartiilhaare kahekordse standardhilbega vdrreldes, seda tihedamini o’;)

punktid koondunud mediaani lihedusse.

Niide 26

Leiame néites 19 vaadeldud lunnuse’ kaal kvartillid, need on vastavait 53
{alumine kvartiil) ja 67 (Glemine kvartiil). Kvartiithaare on seega 14 kg.

Lisaks kvartiilidele kasutatakse vdga sageli ka defsiile, st punkte, mis
jagavad variatsioonrea kilmneks osaks ja protsentiile, mis jagavad variat-
sioonrea sajaks osaks. HajuvusnZitajana on kiibel ka variatsiooniulatus ehk
haare, mis avaldub variatsioonrea #irmiste punktide vahena max — min.
Tuleb arvesse vitta, et see viimane niitaja sdltub valimi mahust: valimi
suurenedes - dlldiselt minimaalne valimi element viheneb ja maksimaalne
suureneb. Siiski on teatavatel eeldustel v&imalik ka variatsiooniulatust
kasutada hajuvuse hindamiseks, ku;d see on moeldav Oksnes viikeste
valimite korral.
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1.4.13. Jaotuse kujukarakteristikud

Lisaks asendi- ja hajuvuskarakteristikutele tuntakse veel karakteristikuid,
mis iseloomustavad tunnuse jaotusgraafikute (niit sageduskdvera vdi
-murdjoone) kuju. Nendest nn Aujukarakteristikutest olulisim on asim-
meemakordaja a, mis arvutatakse tunnuse hdlvete kuupide summa Jargl

—32(1,-—x)3- (5)
i=l

Asiimmeetriakordaja vitirtus vaib olla positiilvne voi negatiivne vastavalt
sellele, kas rohkem suuri hilbeid on tunnuse suurte vai viikeste viidrtuste
poolel.

¢ Posititvne on asiimmeetriakordaja siis, kui )aotusel on raske saba
suurte véirtuste poolel, so paremal.

e Negatitvne on asiimmeetriakordaja siis, kui jaolusel on raske saba
vasakul, st leidub keskvasrtusest eriti kaugeid véikesi viirtusi.

e Simmeetrilise jaotuse korral on aslimmeetriakordaja 0. Nullilisest
asiimmeetriakordajast ei jdreldu, et jaotus oleks tiiesti siimmeetriline,
kuid enamasti jéreldub sellest asjaclu, et jaotus on smmeetrilisele
kiillalt lshedane.

Teine oluline jaotuse kujukarakteristik on eksfsess e (ka jérsakus). mis
arvutatakse hilvete neljandate astmete summa kaudu:

(6)

Positiivne ekstsess tunnistab, et jaotusel on terav tipp ja rasked sabad (kas
tthele v3i mdlemale poole). Negatiivne ekstsess aga iseloomustab jaotusi,
mille viiirtused paiknevad keskvitirtusele suhteliselt Jahedases piirkonnas ja
sabad puuduvad vdi on viiga kerged,

Valemitega (5) ja (6) on esitatud koikse uuringu asimmeetriakordaja ja
ekstsess. Kui on_tegemist va]lkuurmguga mille pﬁhjal soovitakse tld-
kogumi astlmmeemakordajat Ja ekstsessi hinnata, siis arvutatakse vastavad
valimkarakteristikud, milleks valemeid (5) ja (6) muudetakse alljargnevalt:

g asendatakse selle hmnanguga 5
.* nasendatakse vahegan— 1.



1.4, Arvkarakteristikud 35

Niide 27

Leiame ndites 11 vaadeldud tunnuse kaal astimmeelriakordaja ja ekstsessi,
kasutades didkogumi asimmeetriakordaja ja ekstsessi arvutusvalemeid (5)
ja (6). Nende véartusteks saame vastavait 0,078 (asiimmeetriakordaja) ja -

—1,40 (ekstsess). Jarelikult ei paista jaotus siima edlise ebasiimmeetria
poolest. Ekstsessi véidrtus néitab, et sabad puuduvad hoopis ja ka teravat
tippu ei ole, tunnuse jaotus on pigem dhtlaself lauge kujuga.

Niide 28

Leiame néites 20 vaadeldud tunnuse abiellumisvanus astimmeetriakordaja
ja eksisessi. Saame fulemuseks a=1,49 ja e=024. Néieme, ef abielluvate
naiste jaotus on ebasiimmeelrline (asimmeetriekordaja on positivhe —
jérelikult leidub abiellujate hulgas keskmiselt mérksa vanemaid naisi).

Niide 29

Vaaileme tunnusena glanike arvy Eesti valdades. Tabelis 9 on Eesti valdade
Jjaotus elanike arvu jdrgi (tuhandetes). Tabelit illustreenb joonis 8.

Tabel 9
Elanike arv]| <0505~ 1 |1-1,56|1,6-2|2-25/25~3]3-35]|35-4
Sagedus 6 17 39 49 29 21 10 6

Elanike arv 14-45| 45-5]| 5-55|55-6/6-65|65-7]| 7-7.5
Sagedus 4 6 5 3 3 (] 1

Qsagedus

T




36 1. Po&himdisted. Kirjeldav ja ilustreeriv statistika

Kuna fegemist on kdikse uuringuga, vaadeldud on kdiki Eesti valdu, siis
saame arvufada selle {abeli péhjal iidkogumi legelikud arvkaraktenstikud.
Vallaelanike arvu keskvdértus on 2214,2; mediaan 1893,5; dispersioon
1754503 ja standardhélve 1324,6. Astimmeetriakordaja on 1,399 ja ekstsess
1,816. Alumine ja ilemine kvartiil on 1327 ja 2665, miinimum ja maksimum
on 62 ja 7121. Lisame ka silutud sageduskdvera (hulknurga) graafiku (vi
Jjoonis 8). Tolgendame jaotuse karaktenstikuid.

Joonis 9

* Nédeme joonistelt, et jaotusel on méargatav raske saba suurte vadruste
pool.

*  Maksimum erineb mediaanist ligi kolm (tdpsemalt: 2,85) korda rohkem
kui minimum.

s Parempoolset asiimmeeltnat néitab ka positiivne asdmmeetriakordafa.

+ Jaotuskdvera kujule on iseloomulik suhteliselt terav fipp ja pikaks
veninud saba — seda néiitab positiivne ekstsess.

s Ka see, et mediaan on keskvilrtusest mérksa vdiksem, néditab just
parempoolse saba olemasolu. _

s  Kvartiithaare on mérksa viiksem kahekordsest standardhélbest, seegi
néitab, et mediaani dmbrusse on koondunud palju punkte (jaotuskéveral
on suhteliselt kdrgele ulatuv fipp).
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2. Toendosusteooria pohimoisted
2.1. Siindmus ja tbendosus

2.1.1. Tiaeniosusteooria alused teoreetilises
(matemaatilises) statistikas

Statistiliste andmete pdhjal otsustusi tehes seisab uurija silmitsi tdsiasjaga,
et tal on pidevalt oht teha eksijareldusi selletdttu, et andmestik on juhuslik ja
selle pohjal arvutatud jaotusparameetrid (arvkarakteristikud) erinevad
vastavatest parameetritest illdkogumis. Matemaatiline statistika on vilja
todtanud ‘méngureeglid’, mis vdimaldavad niisugust ohtu hoida teatud
méttes kontrolli all. Nende méngureeglite mdistmiseks on tarvis teatavaid
minimaalseid Gildreadmisi tdendosusteooriast, mida me kiesolevas peatiikis
esitamegi.

2.1.2. Sindmus

Toendosusteooria pdhimdisteks on siindmus ja see defineeritakse katse abil.

Katse all mdistetakse teatavat juhuslikku valikut etteantud katsetulemuste

hulgast. Eeldatakse, et katse on suvaline arv kordi korratav. Katsetulemuste

kohta eeldame; ,

s  katsel on l3plik arv vdimalikke tulemusi;

s katse teostamisel esineb alati tidpselt iiks katsetulemus;

s katsetulemused on vidrdvoimalikud, st et neil k&igil on niisama suur
vdimalus katse tulemusena esineda.

Siindmuseks nimetatakse iga katsetulemuste hulka. Siindmuses kui hulgas

sisalduvad katsetulemused on vaadeldavale siindmusele soodsad.

Néide 30

Tavalised néited katse kohta on:

s Tannguvise, kus katsetulemusteks on 1, 2, 3, 4, § ja 6 silma
pealgjaamine. Silndmuseks on nditeks paarisarvulise tulemuse
saamine, see koosneb katselulemustest 2, 4 ja 6.

*  Mindivise, kus katsetulemusteks on kirja- ja vapipoole pealelangemine,
samad on dhilasi siindmused.

» Kaardi tdmbamine kaardipakist. Standardpald korral on 52 erinevat
katsetulemust, erinevaid sindmusi saab nende abil defineerida viga
palju, nimelt 2%, so kgikaudu 4,5 x 10". Sandmuste niiteiks on -
saadakse potimastist kaart; saadakse piltkaart jne. Artukuninga saamine
katsefulernusena on soodus sindmusele 'saadi piltkaart, kuid
ebasoodus sindmusele ‘saadi potikeart.
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Stindmusi t4histatakse tavaliselt suurte tﬁhtedega: ABC ...

Statistikaiilesannete lahendamisel v8ime katsena kirjeldada tthe punkti
(objekti) viljavalimist kas iddkogumist vdi ka valimist. Esimesel juhul on
vdimalike katsetulemuste arv n, teisel juhul N, ning vastavalt sellele on ka
erinevate sisndmuste arv kas 2" vai 2" .

Néide 31

Vaatleme néaites 11 kijeldatud andmestikku (maakoolide lapsed). Oigu
katseks juhusliku Opilase valik. Siis on katsel 17 vbimalikku tulemust. Nende
katsetulemuste abil saab defineerida néiteks alljirgnevad sindmused: A -
valitud Gpilane on itarlaps; B - valitud Gpilane on péart Tammiku kilfast; C —
valitud dpilane on tifanaps Jérve killast. Tabelist 1 ndeme, et siindmuse A
jacks on 7 soodsal xatsetulemust, sindmuse B jacks - 3 soodsat
katsetulemust {Anne, Liis ja Kristian) ning stindmuse C jaoks ainult ks
soodus hkaiselulemus (valifakse Eva).

2.1.3. Tehted siindmustega

Kuna stindmus on defineeritud kui katsetulemuste hulk, siis saab siindmuste
abil defineerida ka tehteid, mille tulemusena saadakse uued stindmused.
Need tehted langevad sisuliselt Gihte tehetega katsetulemuste hulkadega.

e  Siindmuste A ja B summa AUB, mis toimub siis, kui toimub kas
slindmus A, siindmus B v6i mdlemad.

o Siindmuste A ja B korrutis AnB, mis toimub siis, kui toimuvad
mdlemad sindmused A ja B.

s Sindmuste vahe A\B, mis toimub siis, kui toimub A, aga ei toimu B,
Siindmuse A vastandsiindmus A, mis toimub alati siis, kui A ei toimu,

Néide 32

Vaatleme ndites 31 defineeritud sindmusi. Stindmus BLC foimub siis, kui
valituks osutub kas laps Tammiku killast v0i tiltarlaps Jérve kiilast, seega
soodsaid tulemusi on 4. Siindmus AB toimub siis, kui valituks osutub tksik
tifartaps Tammiku kilast, selle sindmuse jaoks on soodsaid katsetulermusi
2 (Anne ja Liis). Sondmus B\A toimub siis, kui valituks osutub laps
Tammikult, kes ei ole tddruk, seega on B\A jacks ainult (ks soodus
katsefulemus (Kristian). Siindmuse A vastandsindmus on, et valitud lapseks
osutub poiss, ja selle jaoks on kilmme soodsat katsetulemust,
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2.1.4. Siindmustevahelised seosed

Kasutades siindmuse midratlust katsetulemuste hulgana, saame kindlaks

teha ka stindmuste vahekorrad.

¢ Kui mingi sindmuse jacks ei leidu Ohtki soodsat katsetulemust
(siindmusele vastav katsetulemuste hulk on tiihi), siis nimetatakse seda
sindmust vaimatuks siindmuseks. Vdimatu siindmuse tihis on &2,

¢  Kui mingi stindmuse jaoks on kdik katsetulemused soodsad, siis on see
siindmus Aindel siindmus. Kindla sindmuse tihis on 2.

¢ Sindmust, mis pole ei kindel ega vbdimatu, nimetatakse juhusiikuks
siindmuseks. Juhusliku sindmuse toimumine v&i mittetoimumine soltub
Juhusest, st sellest, missuguse tulemuseni katse sooritamisel jouti.

e Kui stindmuse 4 jaoks soodsate katsetulemuste hulk sisaldub sindmuse
B jaoks soodsate katsetulemuste hulgas, siis jdreldudb siindmuse A
toimumisest siindmuse B toimumine, Seda sisaldussuhet mirgitakse
AcB.

Néide 33

Vaatleme néiteis 31 ja 32 kirjeldatud stindmusi ja veendume, et

s kbik seni kifjeldatud sindmused on juhuslikud; '

* siindmus C sisaldub sindmuses A, sest alali, kui toimub sGndmus C
{valituks osulus litarlaps Jérve kdlast), toimub ka A (valiti tiitarlaps);

« siindmuste A ja A° summa on kindel siindmus, valitud laps on kas poiss
voi tadruk;

* sindmuste B ja C korrutis on vOimatu sindmus: valitu ef saa olla
itheaegselt laps Tammiku kilast ja Jérve kiila tiitarlaps.

Sindmusi, mis ei saa (heaegselt toimuda, nimetatakse (iksteist)

vilistavateks stindmusteks.

e Katsetulemused on alati iiksteist vilistavad.

e  Stindmus ja tema vastandsiindmus on tksteist vlistavad.

¢ Kui sindmused A ja B on iiksteist vilistavad, siis on nende korrutis
v8imatu stindmus,

AnB=2

2.1.5. Siindmuse téeniiosus

Kui vaadelda sama katse tulemuste kaudu miiratietud sindmusi, on seige,
et nende toimumise vdimalikkus on erinev. Sellel sindmusel, mille jaoks on
rohkem soodsaid katsetulemusi, on rohkem vdimalusi ka teimuda. Seda
tdsiasja viljendabki stindmuse 1dendosus.
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Siindmuse A4 tGendosus P(A) on siindmuse jaoks soodsate katsetulemuste
arvu &(A) ja kdigi katsetulemuste arvu n suhe:

P(A) = MAYn.

s Toendosus on arv 0 ja | vahel.

e Mida suurem on siindmuse tdenfiosus, seda rohkem on alust loota selle
stindmuse toimumist. )

s Kui sitndmuste 4 ja B vahel on (range) sisaldusseos 4 c B, siis kehtib
virratus P(4) < P(B).

¢  Vdimatu siindmuse tSendosus on 0.

» Kindla siindmuse tdenfosus on 1.

Niide 34

Vaatleme niaileis 31-32 kineldatud sindmusi ja arvutame nende
tdendosused, arvestades, et katselulemuste koguarv n=17.

P(A) = 7/17 =0,412; P(B) = 3/17=0,176; P(C)= 1117 = 0,059; P(A°)= 0,588;
P( BUC)=0,235.

2.1.6. Tehted toeniiosustega
Kui me teeme siindmustega mingi tehte ja teame ihtesiindmuste tdentiosu-
si, siis saame arvutada ka tehete tulemusena saadud siindmuse t3eniosuse.

e Kahe teineteist vilistava siindmuse A ja B summa tdenfosus virdub
liidetavate t3enéiosuste summaga
P(AUB)= P(A) + P(B), kui AnB =21
e Stndmuse A4 vastandsiindmuse 4° tdendosus avaldub the ja siindmuse
A tdeniosuse vahena

P(A) = 1- P(A).

2.1.7. Soéltumatud siindmused

Kui iihe sindmuse toimumine ei mdjuta teise sindmuse toimumise
tdendosust, siis on need sindmused sél/fumatud. SSltumatute simdmuste
korral kehtib vordus:

P(A N B) = P(A) P(B).
Viimast vordust saab kasutada ka sBltumatuse defineerimiseks — kui

siindmuste korrutise tdendosus vordub tegursiindmusie tdendosuste korruti-
sega, siis on need siindmused séltumarud,



2.1. Sindmus ja tdensiosus 41

Niide 35

Olgu katseks kaardipakist kaardi tdmbamine, sindmuseks A polimastist
kaardi saamine ja sindmuseks B - piltkaardi saamine. Need siindmused on
soltumatud, sest: P(A) = 13/52 = 1/4; P(B)= 12/52 = 3/13 ja P{A n B)=
3/52=1/4x12/52.

2.1.8. Tinglik tdenéiosus

Kui on teada, et mingi siindmus A kindlasti toimub vi toimus, siis on teada
ka, et katse tulemusena toimus dks selle siindmuse jaoks soodsatest katse-
tulemustest. Sellisel juhul j&ivad ilejdinud katsetulemused arvestusest
vilja, ja me saame arvutada nn tinglikud tdendosused. Mingi teise stindmuse
B jaoks saame siis leida selle tingliku tdendosuse tingimusel, et A toimub
tliihidalt; B tinglik tdendosus tingimusel A), mida tihistatakse simboliga
P(B|A). Tinglik tdenfosus arvutatakse alljargnevast valemist:
P(AN B)
P4
s  Kui siindmused A ja B on s&ltumatud, st kui sindmuse 4 toimumine ei
muuda silndmuse B toimumise t3endosust, siis on siindmuse B tinglik
toendosus tingimusel 4 vdrdne selle siindmuse tdeniosusega,

P(B|A) = P(B).

P(Bl4)=

Niide 36

Leiame tBendosuse, et juhuslikult valitud opilane pdnneb Raba vdi Jédrve
killast, kwi on teada, et ta on ftitarlaps. Leiame j&rgmiste siindmuste
tdendosused: A — valitud Spilane on tiitarlaps, P{A)=0,412 ja P(A n D) —
opilane on titarlaps Raba v&i Jérve killast 3/17=0,176. Otsitav tinghk
tdendosus on

P(D\A) = 0,176/0,412 =0,429.

Leiame ka sindmuse D (Bpilane pédrineb Jérve vOi Raba killast) {Gendosuse,
see on 11/17=0,647. Tuleb vilja, et silndmused A ja D ei ole sditumaltud, st
titarlaste jaotus killade vahel on erinev. T8epoolest, Jérve kilast on koolis
kaheksa dpilast, neist ainult Uks ttariaps.

2.1.9. Séltumatud katsed ja katseseeria

Mingil viisil korraldatud katset v3ib tavaliselt nii korrata, et
katsetingimused ja katsekorraldus ji4b muutumatuks. Kui see nii on, siis on
katsed sSltumatud. Séltumatuid katseid vdib tavaliselt komata dkskdik kui
palju kordi, saades sel viisil s3ltumatute katsete jada ehk katseseeria.
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Niide 37

Katseseeriad on néiteks:

s Miindivisete seeria.

o Kuuli vdtmine urnist, mis sisaldab mitmevirvilisi kuule. Peale kuuli vérvi
registreenmist pannakse kuul umi tagasi (katsekomalduse jidvuse
tagamiseks). Seejarel katset korratakse.

2.1.10. Siindmuse suhteline sagedus katseseerias. Suurte
arvude seadus

Oletame, et oleme midranud mingi katse, ja selle tulemuste kaudu defi-
neerinud sindmuse A4, mille tdendosus p(4) on meil teada. Kui me selle
katse sooritame, siis tekib kaks v@imalust: siindmus A4 toimus vdi ei toimu-
nud. Kordame ntild katset » korda (katsed on sbltumatud) ja loendame,
mitu korda katse 4 selles katseseerias esines — olgu see arv £(A). Siis siind-
muse A4 esinemise suhteline sagedus katseseerias on suhe A{(A4)n. Sindmuse
suhtelist sagedust ja tdendosust seob alljirgnev, statistika seisukohalt
erakordselt tihtis suurte arvude seadus:

s Katseseeria l6pmatul pikenemisel ldheneb siindmuse suhteline sagedus
Uldiselt tema tdendiosusele,

kKAyn = P(A). (7)

Valemis (7) toimuv /dhenemine (piirprotsess) ei tdhenda sugugi seda, et iga
uue katse tegemisel suhteline sagedus aina l3heneb tSendosusele. Igaiiks,
kes proovib suurte arvude seadust katseliselt kontrollida (kasvdi niiteks
miindi viskamise teel) mirkab, et idhenemine toimub nd sakiliselt, mdned
katsetulemused nagu “rikuvad” ldhenemisprotsessi. Mida rohkem on aga
katseid tehtud, seda viiksemaks jaiib selliste hiirivate katsetulemuste maju.

See piirprotsess, mis suurte arvude seaduse puhu! toimub, kannab
t0endosuse jdrgi koondumise nime.

2.1.11. Statistiline tGenfosus. Tdenliosuse hinnag

Toendosust, mis defineeriti punktis.2.1.5, nimetatakse klassikaliseks t3enso-

suseks. Tema kasutusala on piiratud ndudega, et katsetulemuste hulk, mille

kaudu stindmused defineeritakse, peab alema I8plik ja katsetulemused vord-
vdimalikud. Laiemalt saab kasutada suhitelise sageduse mbistet:

* Kui sindmus 4 on defineeritud mingi katse abil (ilma et me katse-
tulemuste vrdvdimalikkust ja 18plikkust ecldaksime) ning on tehtud »
sdltumatust katsest koosnev katseseeria, mille tulemusena stindmus 4
toimus (A} korda, siis nimetatakse suhet (A Y» stiindmuse 4 statistili-
seks tdentosuseks.

»  Statistiline tdenfosus muutub iildjubul kui katseseeria pikkus » muutub.
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¢ Kui katseseeria pikkus on fikseeritud, siis s#ilitab statistiline tden4osus
koik klassikalise tden#iosuse omadused {vt p. 2.1.5 ja 2.1.6), kuid
stindmust, mille statistiline tSendosus on 0, ei nimetata vdimatuks (sest
see viib edaspidi esineda), ja sitndmust, mille statistiline tSen#osus
on 1, kindlaks, sest see v8ib edaspidi mitte esineda.

o Kui mingi sindmuse jaoks ei ole vdimalik t8eniosust klassikalise
eeskirja jirgi arvutada, siis nimetatakse statistilist tdendosust selle
siindmuse (dendosuse  hinnanguis. Hinnang on juhuslik, see sdltub
konkreetsest katseseeriast ning Gldiselt saadakse teise katseseeria korral
samale sindmusele mdnevdrra erinev tdendosuse hinnang. Mida pikem
on katseseeria, seda tipsem on tavaliselt hinnang ja seda vihem
erinevad ksteisest erinevate katseseeriate abil saadud hinnangud.

Toodud iildistus on meile oluline, kuna vdime edaspidi kdneleda siindmus-
test alati, kui need on defineeritavad katseseeriate kaudu, ning omistada
neile siindmustele ka tdendosused, ilma et tarvitseksime kontrollida, kas
need on arvutatavad 18pliku arvu virdtdentioste katsetulemuste kaudu.

2.1.12. Toeniiosuse kasutamme suhtelise sageduse
ennustamisel

Viga tihtis j#reldus suurte arvade seadusest on see, et teades mingi
stindmuse toentosust (v8i ka selle tdendosuse hinnangut), véime ennustada
selle esinemise suhtelist sagedust.

« Niiteks, kui teame, et mingi siindmuse tSen#iosus on 0,1, siis esineb
see stindmus keskmiselt kiimne katse korral ks kord. Muidugi ei
vilista see v@imalust, et see sitndmus esineb esimesel korral.

¢ Siindmus, mille tdendosus on 0,0!, esineb keskmiselt vaid Ohel korral
saja katse kohta,

e ja sindmus, mille idendosus on 0,001, on juba dpris vihetdendone: ta
esineb keskmiselt {lks kord tuhande katse kohta. Kuigi niisuguse tde-
ndosusega slindmuse esinemine fksikkatsel on 4frmiselt vihe tde-
ndone, oleks viga sellise sindmuse toimumise v3imalust eirata pikkade
katseseeriate korral.

Kui mingisse haigusesse haigestumise téenfosus on 0,001, siis on seda iisna
lohutav teada igal inimesei eraldi vdetuna. Ometigi haigestub 1 000 000
inimesega populatsioonis sellesse haigusesse keskmiselt 1000 inimest, mis
pole sugugi viike arv.

Samuti vaib korrastada liikluse nii, et igas iiksikus kohas iga {tksiku auto
dnnetusse sattumise tdendosus kaduvviike. Et aga liiklusest haaratud kohti
on palju ja autosid, mis neid libivad, samuti palju, siis on katsete arv nii
suur, et 8nnetusi siiski juhtub.
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2.2. Juhuslik suurus

2.2.1. Diskreetne juhuslik suurus

Oletame, et meil on defineeritud katse, millel on rn v&rdtdensost
katsetulemust. Miisugust suurust, mille vidrus sdltub selle katse tulemusest
{matemaatiliselt teldes — on karsetulemuse funktsioon), nimetatakse
diskreetseks juhuslikuks suuruseks. Edaspidi nieme, et katsetulemuste
vordidendosus ei ole selle definitsiooni juures tarvilik, ning me nimetame
diskreetseks juhuslikuks suuruseks niisugust katsetulemuse funktsiooni,
millel on loplik arv viimalikke vddrtusi,

Ka seda méiratipst on vdimalik iildistada, lugedes diskreetsete juhuslike
suuruste hulka ka sellised, mille vairtuste hulk on loenduvalt 13pmatu (st
vilrtused on nummerdatavad tdisarvuliste jérjekomanumbritega, kusjuures
suurimat jarjekorranumbrit ei ole ette midratud). Kiesolevas paragrahvis
kisitleme eeskitt diskreetseid juhuslikke suurusi.

Néide 38 _

Vaatleme katsena ténnguviset ja katsetulemusena seda, missugune téringu
tahk viskel peale jd4b. Loeme juhusliku suuruse X védrtuseks tannguviske
tulemusena saadud silmade arvu. Ndeme, et X on juhusfik suurus, sest tema
védrtuseks on 1, 2, 3, 4, 5 vdi 6 séltuvalt sellest, missugune tahk jaéb
téninguviskel peale. ’

2.2.2. Diskreetse juhusliku suuruse jaotus

Juhuslikku suurust iseloomustab

e tema viilirtuste hulk, mida tavaliselt tihistatatakse x,, ..., x;.

* iga viirtuse esinemise tdendosus, P{X = x;} = p, mille leiame, lugedes
kokku nende katsetulemuste arvu, mille korral vastav viirtus esineb.

Juhusliku suuruse iiksikvaartuste tdendosusi saab esitada jaotustabeli,

graafiku v@i valemina, kusjuures alati kehtib vordus

Tabel, graafik ja valem (tdeniosusfunkisioon) on kdik juhusliku suuruse
Jjaotuse esitused. Juhusliku suuruse jaotus néitab tema viirtuste esinemise
téendosusi.
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Juhusliku suuruse abil saab defineerida siindmusi ja leida nende tden#osusi.
Tutipilised juhusliku suuruse abil defineeritud sindmused on jirgmised:

s X =g, stsiindmus, et X vairtus virdub arvuga a.

s X < g (vdi X >q), st sindmus, ¢t X vairtus on viiksem kui a (voi
suurem kui a).

e g <X<b, stsindmus, et X vitirtus on a ja b vahel.

Kui juhusliku suuruse jaotus on teada, on nende siindmuste tdensosused
lihtsalt arvutatavad.

Niide 39
Olgu juhuslikuks suuruseks X juhusiikult valitud lapse kaal néite 11
andmetel. Siis kehtivad jdrgmised vordused:

P{X=65) = 0,176; P(X=66)=0; P(X> 50) 0.882; P(X<73)=1;
F{50<X<59)= 0,353.

2.2.3. Arvtunnus ja diskreetne jubuslik suurus

Iga arvtunnus mitirab juhusliku suuruse. Selle juhusliku suuruse vi#rtusteks
on arviunnuse vidirtused, iga vaartuse tdendosuseks aga selle suhteline
sagedus fildkogumis. Kui iildkogum on 16plik, siis on tunnuse kaudu
defineeritav juhuslik suurus kindlasti diskreetne.

*  Kui uuring on kdikne, on ka uuritava juhusliku suuruse jaotus taielikult
teada.

+ Kut on tegemist valikuuringuga, siis ei ole tunnuse jaotus {ildkogumil
(nn tegelik ehk teoreetiline jaotus) teada, ning teada on vaid valimi
pdhjal moodustatud nn valimjaotus (naiteks peatiikis 1.3.4 kirjeldatud
jaotustabeli kujul). Valimjaotusele on aga valimi juhuslikkuse téttu
rakendatav suurte arvude seadus, ja me vdime Oelda, et valimjaotus on
teorectilise jaotuse hinnanguks.

* Mida suurem on valimi maht, seda Iihedasem on uldlselt valimjaotus
teoreetilisele jaotusele.

Viga suur osa statistika Glesannetest seisnebki selles, et pilida kirjeldada ja

hinnata mitte teadaolevat Gldkogumi jaotust valimjaotuse pdhjal.

2.2.4. Jaotusseadus

lgas lilesandes kasutatavad tunnused on tldiselt erinevad, ning ka sama
wnnuse jaotus vdib erinevate kogumite puhul ofla vigagi erinev. Sellest
niivast eripiirade rohkusest hoolimata on tunnuste jaotustel ka palju iihiseid
jooni. Nendele tuginedes on defineeritud teatavad standardsed jaotus-
ceskirjad, mis kirjeldavad (ligikaudselt) paljudes tiliipilistes olukordades
tekkivaid juhuslikke suurusi. Neid nimetatakse jaotusseadusteks (chk
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parameetrilisteks jaotuste peredeks). Parameetriks, mis jaotust iseloomus-
tab, on tavaliselt jaotuse mingi arvkarakteristik. Niiteks tunnused, mille
jaotused on oma kuju poolest sarnased, kuid erinevad keskviifirtuse poolest,
kuuluvad ihte jaotuste peresse.- Samuti vdivad ilite peresse kuulnda ka
Jjaotused, mille dispersioonid on erinevad.

Kui on kindlaks tehtud tunnuse jaotusseadus, siis tuleb tunnuse jaotuse
midramiseks arvutada vaid jaotusparameetriteks olevate arvkarakieristikute
vidrtused.

Jaotusseadus on uuritava tunnuse mudel.

2.2.5. Diskreetse jubusliku suuruse arvkarakteristikad

Juhusliku suuruse ja tunnuse arvkarakteristikud on fildiselt samad, kuid
sageli kasutatakse veidi erinevat tihistust. Ka arvatuseeskiri tdenzosus-
funktsiooni kaundu on sarnane.

»  Keskviiirtus EX arvutatakse alljirgneva summana:

i
Ex= inpi . (8)
=1
Paneme tihele, et tihistades p; = n/n, saame valemist (8) valemi (1°)
tunnuse keskmise arvotamiseks, Tulemus on ootuspirane, sest kdikse
uuringu puhul iihtib ju tunnuse keskmine vastava juhusliku suuruse
keskviifirtusega. Sama olukord kehtib ka teiste arvkarakteristikute
korral.
e Dispersioon DX on defineeritud keskvidriuse kaudu, DX= E(X-EX)°,
kusjuures tema arvutusvalem on

&
Dx=Y" p,(x, - EX)* .
i=l
¢  Standardhilve oX arvutatakse ruutjuurena dispersioonist, aX’ = Jox .

Diskreetse juhusliku suuruse defineerimiseks sobib k&ige paremini tde-
niosusfunktsioon, mis tavaliselt sditub mdnest jaotusparameetrist. All-
jirgnevas esitamegi kaks diskreetset jaotusseadust,



2.2, Juhuslik suurus 47

2.2.6. Bernoulli ehk kahe viifirtusega jaotus

Kaige lihtsam jaotusscadus médirab nn Bernoulli jaotuse, mis séltub thest-
ainsast parameetrist. Bernoulli jaotusega juhuslik suurus X on defineeritud
teatava siindmuse 4 kaudu;

»  kui sindmus 4 toimub, siis X=1;

o kui siindmus A4 ei toimu, siis X=0.

Selle stindmuse tdendosus F(A) ongi Bemoulli jaotuse parameeter p (mis
vdib omandada viiirtuse nuili ja the vahel). Bemoullt jaotusega on ldhenda-
tavad kdigi binaarséte tunnuste jaotused. Bemoulli jaotusega juhusliku
suuruse arvkarakteristikud on viga lihtsalt arvutatavad:

EX =p, DX =p(1-p), oX = p(1-p}.

2.2.7. Binoomjaotus

Uks kdige sagedamini kasutatavaid diskreetsete jaotuste peresid médrab nn

binvomjaotuse. Tegemist on kaheparameetrilise jaotuste perega, kus ttheks

parameetriks on siindmuse A4 tdendosus p ja teiseks parameetriks sooritatud

kateete arv m. Juhusliku suuruse X vilfirtuseks loetekse siindmuse A

esinemiste arvu katseseerias.

e Juhusliku suuruse X viirtused on tdisarvud O ja m vahel (otspunktid
kaasa arvatud).

e Tdendosus, et juhuslik suurus X omandab vidrtuse £ (0 < k < m), on
arvutatav jirgmise valemiga:

m! k m k
PX=k)y=——p"(1 .
(X=k) K-t (1-p)
Binoomjaotusega juhusliku suuruse keskviirtus on mp.

Binoomjaotusega juhusliku suuruse dispersioon on mp(1-p).

*  Binoomjaotusega juhusliku suuruse standardhilve on Jmp(1- p) .

Binoomjaotus sobib mudeliks jargmistes illesannetes:

s Siinnitusmajas siindinud laste hulgast poisslaste (tiitarlaste) arv mingil
fikseeritud ajapericodil v8i mingi fikseeritud arvo slinnituste seast;
poisslapse stinni statistiline tdentiosus on teada.

+ Mingija C poolt vdidetud partiide arv C ja D vahelises fikseeritud
pikkusega matgis, kui C v@idu tden#iosuse hinnang on teada ja see ei
muutu matsi viltel.

Mirgime, et Bernoulli jaotus on kisitletav ka binoomjaotuse erijuhuna, kui
katsete arv m=1.
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Néide 40

Sdnnitusmajas siindis 8 last. Juhuslik suurus X on poiste arv nende hulgas.
Lihtsuse mbttes on siin eeldatud, et poisi ja litarlapse siindimise téendosus
on vordne. Juhusliku suuruse X tdendosusfunkisioon on esitatud tabelis 10.
Siit ndeme, et tGendosus selleks, el poiste ja lildrukute arv on vordne, on
veidi e veerandi, nimelt 0,2734. Tden&osus selleks, el ei poiste ega
tiidrukute arv pole vaiksem kui 3, on Gle 70%, vt ka joonist 10,

Tabel 10

Viartus 0 1 2 3 4
Toendosus 00039 | 00312 | 01094 02:88 02734

Védartus 5 6 7 8
Tdendosus | 02188 | 0,1094 | 0,0312 | G,0039

B Tdendosus

Joonis 10

2.2.8. Pidev juhuslik suurus

Lisaks diskireetsetele juhuslikele suurustele eksisteerib teisigi juhuslikke

suurusi, olulisimad neist on pidevad juhuslikud suurused. Xa pideva juhus-

likn suuruse viirtus sdltub katsetulemusest, 5.0 juhusest. Pidev juhuslik

suurus vdib omandada vaartusi fikseeritud (13plikust vai 16pmatust) inter-

vallist v8i ka kogu arvsirgelt. Pideva jubusliku suuruse defineerimiseks

kasutatakse tihedusfunkisiooni fx). Tihedusfunktsioonil on jargmised

omadused:

s fx) on mittenegatiivne;

+ tihedusfunktsiooni integraal dlle kogu jubusliku suuruse mé4ramis-
piirkonna on 1:

]f (x)dx=1,
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+ juhusliku suuruse abil defineeritud sindmuste t3endosused on leitavad
tihedusfunktsiooni integraalina:

b
P(a<X<b)~ I S(x)dx .

Ka pidevate juhuslike suuruste jaoks on kirjeldatud mudelina kasutatavaid
jaotusseadusi, mis omakorda sdituvad parameetritest. Tuntuim neist jaotus-
seadustest on normaaljaotus.

2.2.9. Normaaljaotus

Juhuslik suurus X, mille tihedusfunktsioon f{x) on alljirgneva kujuga
_G-ay?

e 20

2

T o

on normaaljaotuscga. Seda tihistatakse jargmiselt: X ~ N(z o). Tihedus-
funktsiooni valemist nieme, et normaaljaotuse! on kaks parameetrit. Need
on

e u mis thhistab juhusliku suuruse X keskvirtust;

¢ g mis tihistab juhusliku suuruse standardhilvet.

Konstantidel 7 ja e on nende tavaline thhendus ja x on juhusliku suuruse
viidirtus,

2.2.10. Normaaljaotuse omadused

Normaaljaotusel on jirgmised olulised omadused.

¢ Normaaljaotus on pidev.

Normaaljaotus on oma keskviiirtuse suhtes simmeetriline.

Normaaljaotuse tihedusfunktsioon on ithe tipuga (unimodaalne jaotus).

Normaaljaotuse keskvitirtus, mood ja mediaan Ghtivad.

Normaaljaotuse keskviirtuse 4 muutmisel nihkub normaaljaotuse tihe-

dusfunktsiooni graafik x-teljel, kusjuures graafiku kuju ei muutu.

¢ Normaaljaotuse standardhiilbe suurenemisel muutub graafik madala-
maks ja tema ulatus faicneb, standardhilbe vihenemisel aga ulatus
viheneb ja tipp tduseb kdrgemale (meenutagem, et kdvera alune
pindala on konstantselt vdrdne {ihega).

@ Nommnaaljaotusega juhuslike suuruste summa ja lineaarkombinatsioon
on samuti normaaljaotusega.
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Normaaljaotuse vidrtuste hulk ei ole t3kestatud, st et pShimdtteliselt
iga arv v&ib olla iga normaaljaotuse vairtuseks. See fakt on aga oksnes
teoreetilise tdhtsusega, sest tegelikkuses on keskvédrtusest kaugel
paiknevatesse piirkondadesse sattumise tdensiosus kaduvviike.

Normaaljaotuse tihedusfunktsioon on kujutatud joonisel 11,

500
400
300
200
100

0

-3 -24 18 12 06 0 06 12 18 24 3

Jqonis 11

2.2.11. Standardiseeritud normaaljaotus

Erijubul, kui # = 0 ja o = 1, on tegemist standardiseeritud normaai-
jaotusega. Kui meil on suvalise normaaljaotusega juhuslik suurus X, kus
X ~ N(g o), siis saame seliest standardiseeritud normaaljaotuse jirgmiselt:

Seega uus juhustik suurus X, =

tsentreerime juhusliku suuruse X, st lahutame X viéirtustest keskvésr-
tuse u;
normeerime saadud juhusliku suuruse, st. jagame ta libi standard-
hilbega.

on standardiseeritud normaal-

c

jaotusega, X~ AN (0,1).

Standardiseeritud normaaljaotuse tihedusfunktsioon on tabuleeritud.
Standardiseeritud normaaljaotuse jaotusfunktsiooni P(X < x) tihistatak-
se stimboliga @(x) ja selle vadrtused on tabuleeritud (vt tabel 36 Lisas).
Normaaljaotuse jaotusfunktsiooni tabeleid on sobiv kasutada normaal-
jaotusega juhusliku suuruse abil defineeritud siindmuste tGendosuste
arvutamiseks,
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e Standardiseeritud normaaljaotusega juhusliku suuruse pubul on kasulik
meelde jatta jargmiste sindmuste tGendosused:

PX<0)=0,5 P(X>0)=0,5;

P(-1 <X <1)~0,6827 (= 68%), PX <-1)=10,159 (= 16%);
PX>1)=0,159 (= 16%),

P(-2 <X <2)=0,9545 (= 95,5%); P(X <-2)=0,0228 (= 2,3%),
P(X>2)=0,0228 (= 2,3%).

P(-3 < X <3)=0,9974 (=99,74%); P(X<-3)=0,0013 (=0,13%);
P(X>3)=0,0013 (=0,13%);

Standardiseeritud normaaljaotusega juhuslik suurus vaib pchimdtteliselt
omandada kdikvdimalikke véirtusi, kuid reaalsuses on juba piirkonnast
{-3:3) viljaspool asuva vidrtuse esinemine viga viikese tdendosusega.
Veelgi kaugemate véirtuste esinemise tdendiosus on seega praktiliselt
vdimatu siindmus.

Statistikailtlesannete lahendamiseks on kasulik pidada meeles ka mdéned
normaaljactuse abil defineeritud sindmused, millel on ette antud “iimmar-
gune” t&endosus.

s PX<1,65)=095;

e P(-1,96 <X <196)=095,

o P(-2,58<X<258)=099.

Viédrtusi 1,65; 1,96 ja 2,58 nimetatakse ka vastavalt 0,95-; 0,975- ja 0,995-
kvantiilideks. Rakenduslikus kirjanduses oeldakse nende kohta vahel ka
95%. 97,5% ja 99,5% protsentpunitid.

2.2.12. Normaaljaotuse tabelite kasutamine siindmuste
tdeniiosuste leidmiseks

Normaaljaotuse tabelid on killl koostatud standardiseeritud normaaljaotuse
Jaoks, kuid lihtsa teisendusega saab neid kasutada ka suvalise normaal-
Jaotusega juhusliku suuruse kaudu defineeritud siindmuste tdeniosuste
arvutamiseks. Selleks arvestame jérgmisi-seoseid.

e Kui X ~ N(i0), siis Xy = {(X-)/o on standardiseeritud normaaljaotu-
sega, Xo ~ MO,1).
Kui Xy ~M{0,1), siis X = o Xy + 2 on normaaljaotusega X ~ N(u, o).
Siindmused {X < g} ja {(X—)/o <(a-p)o} ihtivad, seega on nende
tdendosased virdsed.

TARTU ULIKOOLI
RAAMATUKOGU
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Néide 41

Olgu eesti mehe keskmine pikkus 180 cm standardhélbega 8 cm. Kui suur
on tGendosus, et juhuslikull valitud mees osutuks enam kui 196 sentimeelri
pikkuseks? Enam kui 2 m pikkuseks?

Leiame suurused (196-180)/8 =. 2 ja (200 - 180)/8 = 2,5 ning seejérel
kasutame normaaljaciuse tabelit. Stiimmeetria titu kehtib vérdus

P{X >2)= P(X<-2) = ¢(-2) =0,0282 jé P(X >2,5)={-2,5)=0,0062.

Seega ndeme, et toigendades leitud tGendosusi sagedustena. peaks iga
saja mehe kohta tulema ligi kolm iile 196 sentimeetri pikkust, kuid Gle
2-meetrise kasvuga on vaid (ks mees saja kuuekimne hulgast.

2.2.13. Piirteoreem. Normaaljaotus kui mudel

Kui me vaatleme binoomjaotuse tulpdiagrammi ja normaaljaotuse tihedus-
funktsiooni graafikut (vt jooniseid 10 ja 11), siis mirkame nende kuju
samnasust. See sarnasus suureneb siis, kui katsete arv m kasvab ja sobivalt
muudetakse skaalasid telgedel (vaadeldakse tunnuse hilbeid keskmisest,
kasutades harisontaalteljel standardhilbe tihikuid ja vertikaalteljel suhtelisi
sagedusi). Uks tdendosusteooria tihtsamaid tulemnusi, nn klassikaline
piirteoreem, viidab, et katsete arvu m suurenemisel liheneb binoom-
jaotusega juhusliku suuruse jaotus normaaljaotusele.

Kehtib veelgi iildisem teoreetiline tulemus: kui liidetakse thesuguse, kuid
suvalise jaotusega s8ltumatuid juhuslikke suurusi, ka siis liheneb summa
jaotus (peale selle standardiseerimist) standardiseeritud normaaljaotusele.
See tdsiasi vOimaldab normaaljaotusega juhuslikke suurusi laialdaselt
kasutada mudelina mitmesuguste praktiliste Glesannete lahendamisel.

2.2.14. Normaaljaotusega juhusliku suuruse identifit-
seerimine

Kui meil on alust oletada, et mingi tunnuse jaotus ildkogumis on
normaaljaoctusega, siis tuleb jaotuse miiramiseks kindlaks teha selle
tunnuse keskviirtus u ja standardhilve o, ning sellega ongi iildkogumi
jaotus tiielikult teada. Praktikas aga ei ole tunnuse parameetrite diged
vitrtused teada, ning nende asemel kasutatakse hinnanguid x ja s.
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3. Parameetrite hindamine ning hiipoteeside
kontrollimine

3.1. Matemaatilise statistika pohiiilesanne — valimi

pohjal illdkogumi kohta jarelduste tegemine

Meenutame, et uurimisobjekti, mille kohta jireldusi soovitakse teha, nime-
tatakse maternaatilises statistikas #ldkogumiks. Statistiline vuring v3ib aga
olla kas kéikne (uuritakse 1abi kogu iildkogum) vdi valikuline (uuritakse libi
tildkogumit esindav osa, nn valim). Kéikse uuringu tulemused on 15plikud,”
neid ei saa kasutada edasisteks 0ldistusteks. Valikuuringu eesmirgiks on
aga valimi péhjal jadrelduste tegemine Uldkogumi kohta, valikuuringute
tulemuste Gldistamine. Selleks, et tehtavad Oldistused oleksid korrektsed ja
veenvad, on matemaatilises statistikas vilja té6tatud teatavad mingureeglid
tildistuste tegemiseks. Nende reeglite jérgimine ei taga kill 100%-liselt
eksimatuid tulemusi (see pole valikuuringute korral tavaliselt pohi-
motteliselt voimalik), kuid hoiab dra jimedad vead ja garanteerib tulemuste
Bigsuse nlliteks 99% juhtudest.

Kiesolevas peatiikis kisitletakse eranditult ainult valikuuringuid. K&ik need
lilesanded, mida siin lahendatakse, on mdttekad itksnes siis, kui valimi abil
on tarvis teha jireldusi tldkogumi kohta. Kdikse uuringu puhul pole mdtet
ega vajadust konstrueerida usalduspiire ega kontrollida statistilisi hiipoteese,
sest kdikse uwuringu puhul on tildkogumi jaotus ja selle parameetrid ju
tdpselt teada.

3.1.1. Uldised eeldused

Selleks, et tbbtada vilja eeskirjad valikvuringute tulemuste ildistamises,
tuleb kdigepealt fikseerida tecatavad eeldused. Kiesolevas peatiikis me
kasutame jargmisi eeldusi:

e Me eeldame, et tildkogumis on maddetud arvtunnus X, Selle tunnuse
jaotust (nn teoreetilist jaotust) me ei tea.

e Meil on olemas esindav valim selle tunnuse vii4rtustest dldkogumis
{(x1, ..., X»). Nagu varem kokku lepitud, on see valim liktne juhuslik
valim, kusjuures » tihistab valimi mahtu.

s  Meil v3ib olla tunnuse X jaotusseadus teada vi mitte teada.

Oldkogum v&ib olla kas 13plik (mahuga N, N>n) vbi Idpmatu, kus-
juures see, kumma juhuga on tegemist, on meil teada.
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Nieme, et tehtud eeldused on viiga loomulikud ega esita mingeid erilisi
kitsendusi. Koige tdhtsam on nende eelduste puhul see, et valim peab olema
iildkogumi jaoks toepoolest esindav, st et igal tildkogumi objektil on vdrdne
tdenzosus valimisse sattuda.

3.1.2. Milliseid jireldusi iildkogumi kohta tehakse?

Statistikas ollakse seisukohal, et kui teatakse tunnuse jaotust, siis on tunnuse
kohta kdik teada. Kui tunnuse kohta on eeldatud, et ta kuulub mingisse
jaotuste peresse, siis on tema jaotuse kindlakstegemiseks tarvis mifrata vaid
ilhe v8i paari arvkarakteristiku viirtused. Mérgime, et matemaatilises
statistikas nimetatakse neid arvkarakteristikuid tavaliselt parameetriteks.
Niiteks, kui on teada, et tunnus on normaaljaotusega, siis on fema jaotuse
tipseks kindlaksmidrainseks vaja leida selle tunnuse keskviidrtuse ja
standardhilbe viirtused, sest need karakteristikud on normaaljaotuse
parameetriteks.

+  Siit tuleneb esimene matemaatilise statistika llesanne — parameetrite

hindamine valimi pdhjal.

Kuivérd valimi pdhjal leitud hinnangud tildiselt erinevad parameetri digest

vifirtusest, siis on sageli otstarbekas lisaks arvuliseie hinnangule ehk nn

punkthinnangule leida parameetri jaoks ka vahemikhinnang, so vahemik,

millesse hinnatava parameetri 6ige vifrtus tdendoliselt kuulub.

¢ Teine matemaatilise statistika ilesanne on paramectrite vahemik-
hindamine, '

Tihti on tarvis jaotuste vBi ka jaotusparameetrite kohta teha jdreldusi, mis

kas kinnitavad vdi kummutavad sisuliselt olulisi hilpoteese illdkogumi

kolita. Niisugusteks hiipoteesideks vdivad olla niihisti praktilised jireldused

kui ka teaduslike teooriate tuletised. '

¢ Kolmas matemaatilise statistika- Glesanne on statistiliste hipoteeside
kontroliimine.

3.1.3. Valimi juhuslikkus

Valimi p&hjal jirelduste tegemisel on. peamiseks probleemiks vafimi
Juhuslikkus, Kuigi esindava valimi jaotus on tavaliselt kfillaltki l4hedane
iildkogumi jaotusele, on Gksikud valimid (eriti siis, kui valimi maht on
suhteliselt viiike) iiksteisest {isna erinevad.
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Niide 42

Niites 29 vaatlesime Eesti valdade jaotust elanike arvu jargi. Teeme niidd

kaks juhuslikku 10-objektilist valimit kdigi valdade hulgast. Need valimid on

alljéirgnevad (sulgudes on ndidatud tunnuse X véértus — elanike arv

1. jaanuarnil 1996).

« Emmaste (1524), Jogeva (5846), Lackvere (2178), Misso (1068), Muhu
(2180), Oisu (1548), Piirssaare (95), Valgiarve (1840), Varbla (1254),
Oru (703).

s Kohtla (1614), Koigi {1321), Kaina {2532), Lohusuu (886}, Mdiksa
(1708), Marjamaa (3578), Polva {4287), Ridala (3164), Sangaste(1750),
Somerpaiu (2209).

Valimite vordlemiseks j8lgime nende ihist vanatsioonrida, kus esimese

valimi punktid on tahistatud siimboliga x ja teise valimi punktid siimboliga o

(vt joonis 12).

Valimite uhine variatsioonrida

x xPxPf% £ ° ©° 0 o x

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
Elanikke vallas

Joonis 12

» Néieme, ot esimesse valimisse kuulub nii minimaalne védrius
(Piirissaare) kui ka maksimaaine védrtus {Jogeva), varatsiooniulatus
{maksimumi ja miinimumi vahe) on esimeses valimis 5751, leises
valimis aga 1,7 korda véiksem — ainult 3401.

+« Arvutame kummagi valimi mediaani. Esimese valimi mediaani saame
Emmaste ja Qisu keskmisena, s.0 1536. Teise valimi mediaaniks on
Sangaste ja Sémerpalu keskmine 1979,5.

* Vaalame niiid ka seda, kuidas paikneb {ihe valimi mediaan teise valimi
variatsioonreas. Ndeme, et esimese valimi mediaanist on teises valimis
véiksemaid punite 2 ja suuremaid B, fteise valimi mediaanist aga
esimeses valimis véiksemaid 7 ja suuremaid 3.

s Kvartilhdive (Lackvere ja Misso valdade elanike arvu ernnevus) on
esimeses valimis 1110, leises valimis aga on kvartithdlve 1550,
jérelikult on see vahekord vastupidine variatsiooniulatuse suurusvahe-
korrale.

Need lihelepanekud néitavad, et valimid on oma iseloomuit iisna erinevad,

kuigi pannevad samast didkogumist ja on moodustatud lihtsa juhuvalikuna.
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3.2. Arvhkarakteristikute hindamine

3.2.1. Miks on arvkarakteristikuid vaja hinnata?

Nagu nigime, on igasuguse statistilise wurimise eesmirk — teha jireldusi
iitdkogumi kohta. Uks lihtsamaid taolisi jareldusi on niiteks alljgrgnev
viide — tunnuse X keskmine uuritavas kogumis on x. See tunnus X v8ib olla
perekonna summaarne sissetulek, laste arv peres, vastsiindinu kaal, kuu aja
jooksu! tarbitud liha hulk jpm. Uuritavaks kogumiks v3ib olla kogu Eesti
elanikkond mingi! fikseeritud ajal, kuid samuti ka mingi linna v6i valla
elanikkond. Teistsuguse probleemiseade korral vdib uuritava ildkogumi ja
tunnuse iseloom olla hocpiski erinev, niiteks vdib selleks olla Peipsi jirve
kalade kaal, tacvakehade mass teatavas maailmaruumi piirkonnas jpm.

Kui kdikset uuringut pole vdimalik v8i otstarbekas korraldada (nii on see
aga valdaval enamikul juhtudest), siis tuleb huvipakkuvat arvkarakteristikut
hinnata, kasutades selleks valimi andmeid. Selleks, et hindamine oleks
voimalikult erapooletu ja korrcktne, on hindamiseks vilja tobtatud ld-
tunnustatud, kuid @htlasi piisavalt paindlikud reeglid.

Hindamisreeglite viljatdtamine ja saadud hinnangute iseloomustamine
ongi matemaatilise statistika ihe osa — hinnangute teooria — ilesanne.
Jdrgmises punktis tutvustamegi neid matemaatilisi eeldusi ja mdisteid,
millele hinnangute teoorias tuginetakse, ja veendume, et sisuliseit on kdik
need mdisted meile juba tuttavad.

3.2.2. Punkthinnang

Esimene illesanne on tavaliselt uuritava tunnuse arvkarakteristikute ehk
parameetrite hindamine, kusjuures silmas peetakse nende nn feoreetilisi ehk
tegelikke vddrtusi, st visrusi ildkogumis. Enamasti on kdige olulisemad
parameetrid keskvddrtus ja dispersioon. lga parameetri hindamise tulemu-
sena saadakse arv, mida nimetatakse punkthinnanguks (lihtsuse mdttes
sageli ka lihtsalt hinnangicks). Et hinnang arvutatakse valimi pohjal ja valim
on vdetud juhuslikult, siis sdltub ka hinnangu vi4rtus jubusest, lohidalt —
hinnang on juhuslik suurus. Hinnangu juhuslikkus viljendub selles, et
samast (ldkogumist vdetud erinevate thesuuruste valimite pdhjal saadud
hinnangute viirtused on tavaliselt erinevad.

Punkthinnanguid t#histatakse enamasti sama tihega nagu hinnatava
parameetri Siget vddrtust iildkogumis (mida me ei tea), lisades juurde mingi
titendava simboli — timikese, katuse vdi laine. Teeme seda meiegi,
kusjuures defineerime iga silmboli just siis, kui meil seda tarvis on.



3.2. Arvkarakteristikute hindamine 57

Hinnangute arvutamisel saame kasutada vaid meile teadaolevat infor-
matsioori ehk tunnuse vafrtusi valimis. Uuritavat tunnust tdhistame edas-
pidi tdhega X. valimi mahtu tdhistame tihega r ning tunnuse viirtused
valimis tihistame x,, ..., x,..

3.2.3. Punkthinnangu nihke. Nihketa hinnang

Et hinnang iildiselt hinnatava parameetri diges! vddrtusest erineb, stis tekib
kiisimus, kas hinnangus sisaldub mingi sésiemaatiline viga, s\ kas hinnang
enamasti iile- v0i alahindab hinnatava parameetri diget vidrtust. Et seda
kindlaks teha, on kasutusele vdetud hinnangu nihte mdiste.

Olgu m hinnatava parameeteri dige vadrtus ja m* mingi eeskirja jargi
arvutatav hinnang sellele parameetrile. Et m* on juhuslik suurus, vdime
arvutada tema keskvilrtuse Em*. Hinnangu keskvidriuse ja hinnatava
parameetri vahet b,

b=Em*-m, (9)

nimetatakse hinnangu nihkeks. Kui nihe on positiivne, siis Glehindab
hindamiseeskiri m* hinnatavat parameetrit, kui nihe on negatiivne, siis
alahindab. Utleme ka, et neil juhtudel sisaldab hinnang m* sistemaarilist
viga. Kui aga kehtib vdrdus

Em*=m,

siis deldakse, et hinnang m* on nihketa, ta on keskmiselt dige. Loomulikult
voib iga konkreetse vaiimi korral saadav hinnang erineda parameetri digest
vidrtusest, olles kas suurem voi viiksemn. Kuid nihketa hirnangu puhul on
tavaliselt need juhud, kus hinnang on digest parameetri védrtusest suurem,
ja need juhud, kus hinnang on Jigest parameetrist viiksem, omavabe!
tasakaalus.

Nihketus on iiks hinnangute olulisemaid omadusi. Kui viimalik, kasutatakse
alati nihketa hinnanguid.

3.2.4. Hinnangu bajuvus ja tipsus

Kuna parameetri hinnang on juhuslik suvrus, nagu riigitud eelmistes
punktides, siis on v8imalik lisaks temma keskviirusele (mida me kasutasime
valemis (9) hinnangu nihke midratlemisel) leida ka hinnangu hajuvust.
Hinrangu hajuvuse kindlakstegemisel on oluline praktiline tihtsus, sest
mida vahem hinnang parameetri dige vidrtuse iimber hajub, seda dpsem
see hinnang on.
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Hinnangu hajuvus s&ltub oluliselt valimi mahust. Enamiku praktikas
kasutatavate hinnangute puhul on hinnangu dispersioon ptdrdvdrdeline
valimi mahuga ja hinnangu standardhilve — ruutjuurega valimi mahust. See
tdhendab, et niditeks valimi neljakordsel suurendamisel viheneb hinnangu
dispersioon neli korda ja standardhélve kaks korda, Et just standardhilve on
aluseks hinnangu tapsuse méairamisel, tulenebki siit reegel: valimi mahu

K-kordne suurendamine suurendab hinnangute tipsust vk korda. Oluline
on siinjuures sce, et valimi mahtu suurendades v&ib hinnangu teha nii
tdpseks kui vaja.

3.2.5. Uldkogumi keskviirtuse hinnang

Olgu X arvtunius, mille jaotus idildkogumil on tundamatu, ja olgu antud
esindav valim v, ..., x, selle tunnuse vairtustest. Kdige tavalisem viis
arviunnuse X keskvadrtuse EX hindamiseks on valimkeskmise x kasutami-

ne, vt ka valem (1):
- I
x=— X, .
"

Tuleb meeles pidada, et erinevad valimid annavad dhele ja samale lld-
kogumi keskviirtusele enamasti erineva vadrtusega hinnangu.

Samuti saab lihele ja samale parameetrile ilhe ja sama valimi p&hjal leida ka
mitmesuguseid hinnanguid sbltuvalt erinevatest hindamiseeskirjadest.
Niiteks, kui dldkogumi jaotus on silmmeetriline, siis Ghtivad juhusliku
suuruse mediaan ja keskvidrtus ning keskvisrtuse hinnanguna saab kasu-
tada ka iildkogumi mediaani hinnangut — valimmediaani.

3.2.6. Normaaljaotusega juhusliku suuruse valimkeskmise
jaotus

Jargmiseks illesandeks, mida me proovime lahendada, on hinnangu kui
Juhusliku suuruse jaotuse leidmine. See jaotus on teoreetiline ning sellele
vastavat dldkogumit polegi nii lihtne ette kujutada (see on kdikvdimalike
antud mahuga valimite p&hjal arvutatud hinnangute kogum). Onneks on aga
mdnel praktikas olulisel erijuhul v&imalik hinnangu jaotust teoreetiliselt
arvutada. Nii on see niiteks normaaljactusega tunnuse valimkeskmise
puhul.
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Olgu X juhuslik suurus, mille jaotus ildkogumis (tegelik jaotus) on
normaaljaotus, X' ~N { 4, 0). Valimi juhuslikkust ja esindavust arvestades on
iisna lihtne tdestada, et siis on ka valimkeskmine normaaljzotusega,

- o

X =~ N(}uv _)

Jn

Ulal kirja pandud jareldusest tulenevad mdningad olulised tdsiasjad.

o Valimkeskmine x on tldkogumi keskmisele nihketa hinnanguks, st et
valimi keskmise kasutamisel keskvddrtuse hinnanguna ei teki siiste-
maatilist viga, x ei ala- ega ilehinda keskvadrtust.

e Valimkeskmise standardhdlve on lihtsalt arvutatav itldkogumi standard-

hélbe jargi, millest ta on V1 korda vaiksem.

Siit jdreldub niiteks, et hindamistipsuse suurendamiseks kolm korda tuleb
valimi mahtu suurendada theksa korda. Oluline on aga see, et valimi mahu
suurendamise] voib hindamise teha kuitahes tipseks.

3.2.7. Juhusliku suuruse valimkeskmine {ildkogumi
suvalise jaotuse korral

Eelmises punktis normaaljaotusega juhusliku suuruse kohta saadud tulemus
kehtib ligilihedaselt ka fildkogumi suvalise jaotuse korral. Selle aluseks on
piirteoreem: valimkeskmise arvutamisel liidetakse kokku valimi iksik-
elementide viidrtused, mis on ju kdik sama jaotusega. Jirelikult on {peale
sobivat normeerimist) saadud summa ja jirelikult ka aritmeetiline keskmine
ligikaudselt normaaljaotusega. See tulemus on statistika rakenduste
seisukohalt viga oluline;

o praktiliste iilesannete lahendamisel kasutatakse valimkeskmise jaotuse
mudelina normaaljaotust, mille keskviirtuseks on tldkogumi

keskvisrtus  ja standardhiilbeks o/ Jn;
s mida suurem on valimi maht n, seda parem see mudel ildiselt on.
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Ndide 43
Niites 29 iirjeldatud andmestikust — Eesti valdade elanike arvud — lehti

seitseteist valimit. Seitsmeteistkdmne 20-objektilise nditevalimi pohjal saime
keskvéartuste hinnangutest alljidrgneva vanatsioonrea:

1822, 1849, 1843, 1958, 2012, 2054, 2141, 2153, 2216, 2252 2317, 2376,
2413, 2433, 2565, 2567, 2679

Valimkeskmiste keskmine on 2214,706;, mediaan 2216 ja standardhéive
269,5. Valimkeskmiste jaotustabel (kasutades nn standardhélbe dhikuid) on
esitatiid tabelina 11 ja vastav jaofuskdver joonisel 13.

Tabel 11

vahemik | <x-2s | x-2s...x-s X-8.x | x.x+s | x+s.. X+25 | >x+2s
s-ﬂhikutesi
sagedus| 0O 3 5 6 3 0

<x-2% X285 ... K8 AB..X X.. X+8 X¥8..X+28 >x+28

Joonis 13

Nédeme, et vaiimkeskmiste keskmine {2214,7) on tdepoolest viga ldhedane
tegelikule keskmisele.

Valimkeskmiste standardhdive peaks teoreetiliselt olema V17 = 4,123 korda
uidkogumi standardhalbest viiksem, seega peaks olema 321,3; on aga
269,5. Mediaanide keskmine on 1875 (tecreetiliselt 1893,5). Uldiself on
kooskéla teooriaga hea. Paneme féhele ka seda, et valimkeskmise jaotus

on visuaalse hinnangu jérgi mérksa lihedasem nommaaljactusele, kui ofi
vallaelanike jaotus (vt. joonist 9).

3.2.8. Dispersiooni hinnang. Nihke parandamine

Punktis 1.4.10 tutvasime kahe erineva valemiga dispersiooni arvutamiseks —
ks neist oli 4dikse wuringu andmetel leitav ildkogumi dispersioon & (vt
valemit (3)) ja teine valimi dispersioon s°, mille eeskiri on antud valemiga
(4). Selgitust erinevatele dispersiooniavaldistele me selles punktis ei
andnud.
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Kui eeldada esindava juhusliku valimi olemasolu, siis ndib igati loogiiine
olevat kasutada o hinnangu arvutamiseks samuti valemit (3). Paraku
selgub, et sel viisil arvutatud hinnang alahindaks ildkogumi dispersiooni.
Nihe tuleneb sellest, et me ei tea tegelikku keskvddrtust ja kasutame selle
asemel hinnangut x. Valimi keskmine aga sdltub valimi isedrasustest, ja
selletdttu on hilbed valimi keskmisest keskmiselt mdnevorra viiksemad,
kui oleksid hilbed tegelikust keskmisest. Siit jareldub ka see, et valemiga
(3) arvutatud dispersioonihinnang on liiga vdike. Valem (4), mis annab

dispersioonihinnangu
n
21 Z 32
s _n-—] r=1 lxi x) '

vdimaldab leida illdkogumi dispersioonile nihketa hinnangu ning selletdttu
nimetataksegi sellega mézratud statistikut s* valimdispersiooniks.

On selge, et suurte (n > 100) valimite korrat on hinnangute ¢ ja 5* erinevus
tithine, kuid viikeste valimite puhul on see oluline.

Valikuuringu korral arvutatakse standardhdive s kui ruutjuur valimdisper-
sioonist s°. See on tundmatu illdkogumi standardhilbe jaoks viga viikse
nihkega hinnang, mis kdiki praktilise kasutamise eesmirke rahuldab.

Néide 44

Leiame ndites 20 vaadeldud kogumi jaoks dispersiooni hinnangu, kasutades
juba leitud keshkvadriust x=28:

S°= 1/4{(-9)° +(-8)*+(-8P +{-7F+32°} = 320,5.

Veendume, et vdmeldes ndites 24 leitud dispersiooniga o° = 256,4 on
erinevus iisna suur, Selle péhjuseks on muidugi vaga vaike valimi maht.

Mirgime, et kuna valimdispersioon hindab iildkogumi dispersiooni, siis
valimi suurenedes valimdispersiocon kiili mdnevdrra muutub, kuid ta ei
suurene ega vahene slistemaatiliselt.

3.2.9. Valimi keskviiirtuse hinnangu dispersioon.
Standardviga

Valimi dispersiooni abil saame leida ka valimi keskvddrtuse x dispersiooni
hinnangu,
2
st =S (10)
, n
kus valimdispersioon s* on arvutatud valemist (4).
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Ruutjuurt valimi keskvéirtuse e valimikeskmise dispersioonist nimetatakse
standardveaks. Standardviga kasutatakse vdga tihti mitmesugustes
statistilistes otsustustes, ning sageli tihistatakse seda tdhega m.

M@onevarra teistsuguse hinnangu saame aga valimi keskmise dispersiconile
sits, kui meil on tegemist Iopliku ildkogumiga, mille mahtu ¥ me teame.
Sel juhul s6ltub valimkeskmise dispersioon ka iildkogumi mahust ning me
saame valemi (10) asemele alljirgneva valemi

2 1 n., 2
§: =—(1——)s". (1)
= N)
Seda valemit on mdtet kasutada siis, kui valimi maht on Uldkogumiga
vorreldes suhteliselt suvr. Niiteks, kui on tegemist 10%-lise valimiga, siis
viheneb valemi (11) kasutamisel valimkeskmise dispersiooni hinnang 10%
ja standardvea hinnag 5% vbrra.

3.2.10. Hinnangu efektiivsus.

Hindamisel on v8imalik kasutada mitmesuguseid hindamiseeskirju. Niiteks
keskvidirtuse hindamiseks vdib kasutada lisaks valimkeskmisele ka suurust
0,5(max+min). Siimmeetrilise tunnuse korral kasutatakse tihti keskviirtuse
hindamiseks valimi mediaani. Tekib kilsimus, missugust hinnangufunkt-
siooni kasutada siis, kui nende hulgast on vdimalik valida.

Uks oluline ndue, millest juba juttu oli, on nihketus, st siistemaatilise vea
puudumine. Teine ndue on, et ka hinnangu hajuvus (st dispersioon) peab
olema v@imalikult viike. Mida viiksem on hinnangu dispersioon, seda
efektiivsem ta on. Hinnangut, mis on nihketa ja millel on antud valimi mahu
korral vdikseim v8imalik dispersioon, nimetatakse efekfifvseks hinnanguks.

Efektiivse hinnangu kasutamine on otstarbekas, kuna vdimaldab saavutada
vajalikku tdpsust kdige viiksema vaatluste arvuga, st kdige odavamalt. Kui
mingi hinnang ei ole efektiivne ja tema dispersioon on 20% varra suurem
kui efektiivse hinnangu dispersioon, siis kulub selle hinnangu kasutamisel
sama tdpsuse saavutamiseks 20% vdrra rohkem vaatlusi.

Keskviirtuse hinnang x on efektiivne.
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3.3. Jaotusparameetrite vahemikhinnangud

3.3.1. Vahemikhinnangu méiste

Et valimi pohjal leitud parameetri hinnang on juhuslik ega tihti tavaliselt
parameetri Jige vi#rtusega, on otstarbekaks osutunud vahemikhinnangu
kasutusele votmine. Vahemikhinnang on valimi pihjal mi#ratud vakemik,
mis katab dige parameetri vddrtuse antud (killalt suure) iGendosusega.
Koige sagedamini kasutatakse vahemikhindamisel usaldusvahemikky, mille
otspunktideks on vastavalt afumine ja illemine usalduspiir. Kui b on

hinnatay parameeter, siis on tema usaldusvahemikuks vahemik (b, &), kus
usailduspiirid on mé#ratud seosega

Ph<b<b)=l-a (12)

Hinnatava parameetri Sige vi#rtus on b. TOenfiosust l-a nimetatakse
usaldusnivooks. Usaldusnivoo mdsratluses esinev viike positiivne arv a
kannab nimetust o/ulisuse nivoo, ning tema viirtuseks on tavaliselt kas 0,01
vdi 0,05,

Harvem kasutatakse praktilistes iillesannetes #hepoolseid usalduspiire.
Uhepoolne alumine (1-a)-usalduspiir &' on definecritud seosega

Pb<bh=l-a (129
ja tihepoolne iilemine (1 — a)-usalduspiir seosega
Pb< b)=1-a. (12)

Niiteks vdib pakkuda huvi supelranna vee bakterite sisalduse dlempiir,
mida annab siis vérrelda etteantud standardiga.

Lihtne on n#dha, et ihepoolne Ulemine (1-a)-usalduspiir ja hepoolne
alumine ( 1-a)-usalduspiir moodustavad koos (1-2 @)-usaldusvahemiku,
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3.3.2. Normaaljaotuse keskviirtuse usalduspiirid (suure
valimi korral)

Normaaljaotuse keskvédrtuse 4 usalduspiiride konstrueerimisel kasutatakse
tdsiasja, et normaaljaotusega tunnuse korral on valimi keskmine x samuti
normaaljaotusega, kuid tema dispersioon on n korda vdiksem ildkogumi
dispersioonist ¢, Kasutades normaaljaotuse tabeleid, saamegi lihtsalt konst-
rueerida alljirgneva vahemikhinnangu:

P(x-qo/Nn <p< x+ga/dn)=1-g
s kus x — q o/ Jn on alumine ja x + g o/ Jn tlemine usalduspiir,

o o/\n on valimkeskmise standardhlve ehk standardviga,

e g on konstant, mis sdltuvalt a viairtusest leitakse normaaljaotuse
tabelist (vt. tabel 36 ja punkt 2.2.11). On kasulik meelde jétta, et

kui & =0,05 ja 1-a = 0,95, siis ¢ = 1,96;
kui | — & = 0,99, siis ¢ = 2,58.

Esitatud valemit saab kasutada siis, kui iildkogumi dispersioon o on teada
{mis on ebareaalne eeldus) vdi kui valimi maht on killalt suur, niiteks
m>100. Suure valimi korral vdime nimelt kasutada o asemel tema
hinnangut s.

3.3.3. Toeniiosuse p usaldusvahemik

" Viga sageli esinevaks praktiliseks iilesandeks on mingi sindmuse A
tdendosuse p=P(A) hindamine katseseeria pdhjal, milles sooritatakse n
katset. Kui stindmus A4 toimus % katse korral, siis on tdendosuse p
hinnanguks selle suhteline sagedus &/n, vt punkt 2.1.11. Et leida eeskirja p
usaldusvahemiku leidmiseks, arutleme jargnevalt.

Vaatleme juhuslikku suurust X, mis on defineeritud kui siindmuse A
esinemiste arv katseseeria jooksul. Iga katse defineerib (he Bernoulli
jaotusepa juhusliku suuruse ning katsed on sSltumatud. Bemoulli jaotusega

juhusliku suuruse keskvidrtus on p ja standardhilve 1fnp(l— p) , vt punkt

2.2.6. Kui stindmus A4 toimus & korda, siis on juhuslike suuruste summa & ja
valimi keskmine &/» ning standardviga
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p(l P k(n—lr)
\/ \/ (13)

Viimane avaldis on saadud, asendades itdendosuse p tema hinnanguga.
Kasutades punktis 2.2.13 mirgitud tdsiasja, et Dhesuguse jaotusega
juhuslike suuruste summa liheneb normaaljactusele, saame usalduspiiride
arvutamiseks kasutada normaaljaotuse tabelit.

Seega saame kokkuvdttes:

p[y,, SR CRSAAN IM]=1_a. (14)
n n n n

3.3.4. Studentiz-jaotus
Eelmistes punktides kasutasime me usalduspiiride arvutamisel tdsiasja, et

kuna valimi keskmine x on normaaljaotusega N (u ), siis peale tema

ag

Jn
tsentrecrimist ja normeerimist (vt punkt 2.1.11) saame standardiseeritud
normaaljaotusega juhusliku suuruse

(- I _wo1) (15)
G

Probleemiks on siin aga see, et valemis sisalduv dige standardhilve o pole
iildiselt teada ja selle asemel kasutatakse praktikas hinnangut. Eelmistes
punktides toodud valemid on kasutatavad siis, kui valimi maht on kiillalt
suur, ning me vdime “unustada”, et me oleme tldkogumi dispersiooni ¢”
asendanud selle hlnnanguga vallml pohial 5°. Viikeste valimite puhul 2ga
nii teha ei tohi, sest siis on standarchilbe hinnang s viiga hajuv, ja juhusliku

suuruse
Vn

t= G-yt (16)
s

jaotus erineb mirgatavalt standardiseeritud normaaljactusest, Erinevus on

seda suurem, mida viiksem on valimi maht n.

Valemiga (16) defineeritud juhusliku suuruse jaotust nimetatakse Studenti
t-jaotuseks. Studenti f-jaotus on tegelikult jaotuste pere, mis sBltub tihest
tdisarvulisest parameetrist f, mida nimetatakse vabadusastmete arvuis.
Ulesande niisuguse pistituse puhtl, nagu me kiesolevas punktis vaatleme,
on vabadusastmete arv tavaliselt the vBrra viiksem valimi mahust, st
f=n-1. Uldiselt v3ib f omandada suvalisi tdisarvulisi vitrtusi. Studenti
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t-jaotus on simmeetriline ja liheneb vabadusastmete arvu suurenedes
normaaljaotusele. Tema tihedusfunktsioon on kujult iisna sarnane normaal-
jaotusega ka viikeste vabadusastmete arvude korral (visuaaiselt on vahet
teha raske harjunudki silmal), kuid sabad on pisut raskemad, ning sellest
tulenevalt on nn protsentpunktid erinevad. Kuna f-jaotust kasutatakse
praktiliste silesannete lahendamisel viga sageli, siis on tema kohta koostatud
tabelid, (vt Lisa, tabel 37). Mérgime, et tabelis on kisitletud mitte {ht
jaotust, vaid kahtekiimmet erinevat jaotust, mis kdik kuuluvad f-jagtuste
perre. Need jaotused vastavad erinevatele vabadusastmete arvudele. mis on
mérgitud tabelt esimesse veergu. Usalduspiiride arvutamisel on vabadus-
astmete arv ithe vorra vdiksem valimi mahust n. Et tabelis patknevad arvud
muutuvad suuremate vabadusastmete arvude korral subteliselt vihe, on
tabelist nd “ridu vahelt #ra jdetud”. Puuduvate vabadusastmete arvude
aseme] voib alati kasutada ldhimat viiksemat vabadusastmete arvu, niiteks
22 asemele votta 20,

Vidrtused, mis on antud tabeli teises ja kolmandas reas, on nn
a-tdiendkvantiilid, st niisugused arvu ¢ védrtused, mille korral kehtib vordus

PX>g)= a, (17)

st, et arvust ¢ suuremaid viidrtusi omandab juhuslik suurus X viga harva,
iikksnes tdendosusega a. Siin on a olulisuse nivoo, seega ilsna pisike arv.
Tabelis 37 on olulisuse nivooks vastavalt 5% v&i 1%.

Tabeli neljandas ja viiendas veerus on arv ¢’ defineeritud pisut teisiti,
nimelt vérdusega

PUXI>¢)=a, (18)

seega kui arv, millest absoluutviirtuse poolest suuremaid viirtusi omandab
Jjuhuslik suurus killlalt harva, nimelt tdendosusega a. Kui juhuslik suurus X
on siimmeetriline, siis on valemiga (18) malratud arv ¢’ sama, mis oleks
valemiga (17) médratud g siis, kui tema valemis vdtta a asemele a/2.

Valemiga (17) mé4ratud arvu g kasutatakse dhepoolsete, valemiga (18)
midratud arvu ¢’ aga kahepoolsete (l—a)-usalduspiiride arvutamiseks.
Rakenduslikes kisiraamatutes nimetatakse neid arve mdnikord ka lihisalt
tabelivisrtusteks.
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3.3.5. Studenti f-jaotuse kasutamine keskviiirtuse
usalduspiiride arvutamisel

Kui valimi maht pole vdga suur {rusikareeglina oeldes: on alla saja
vaatluse), siis tuleb normaaljaotuse keskviértuse usalduspiiride arvutamisel
kasutada s-jaotust. Tundmatu keskvéfrtuse ¢ jaoks (1—a)-usaldusvahemikku

kirjeldavad usalduspiirid ¢ ja x4 arvutatakse alljargnevalt:

£=;-q'(a.n—l)—j—;—i ;=;+q'(a,n-l)-—j§-' (19)

kus ¢ (a,n—1) tdhistab r-jactuse tabelivddriust kahepoolsete (1-a)-usaldus-
piiride arvutamiseks (veerud 4 ja 5 tabelis 37) vabadusastmete arvu n—1

korral. Keskviartuse ja standardhilbe hinnangud on x jas.

Niide 45

Vaatieme valimit mahuga 20 vaatiust (Halkifeldatud andmestikust (Eesti

valdade efanike arv). Olgu selle valimi pohjal keskviéartuse ja standardhélbe

hinnangud vastavalt 2544,7 ja 1289. Olgu dlesandeks leida (ildkogumi
keskvéértusele 99%-lised usalduspiind.

» Et pole eraldi rddgitud ihepoolsetest usalduspiindest, moodustame
kahepoolsed usalduspiird.

s« Leiame (-jaotuse tabelist sobiva veeru, see on parempoolseim. Puudub
sobiv rida juhuks n — 1 = 19, arvutame selle lineaarse interpolatsiooni
teel: g = 0,5 (2,88 + 2,85) = 2,865.

o Leiame m = &/\/20 = 1289/4,472 = 288,23,

*  Arvutame usalduspiirid: 1718,92 ja 3370,48.

Nieme, et meie teadaolev ildkeskmine paikneb ootuspéraselt arvutatud

usalduspiirkonnas.

Et tsentraalse piirteoreemi kohaselt ihesuguse jaotusega s&ltumatute
liidetavate normeeritud summa ldheneb normaaljaotusega juhuslikule
suurusele, siis on iilalkirjeldatud keskvdirtuse usalduspiiride leidmise
eeskiri lihendina rakendatav ka sellisele juhule, kus ildkogumi jaotus
erineb normaaljaotusest. Loomulikuit sdltub selle lihendi headus sellest, kui
tugevasti lihtejaotus erineb normaaljaotusest ja kui suur on valimi maht.
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3.4. Statistiliste hiipoteeside kontroflimine

3.4.1. Statistilise hiipoteesi méiste

Uks kdige olulisemaid matemaatilise statistika iilesandeid on kontrollida
mitmesuguseid hiipoteese. Inimesed vdivad tavakogemuse tasemel teha
mitmesuguseid tihelepanekuid, kuid tihti on raske otsustada, kas niisuguste
tdhelepanekute korral on tegemist juhuslike nihtuste vdi siistemaatiliste
tendentsidega. Toome mdningaid niiteid.

s  Talved on muutunud lumevaesemaks ja soojemaks.
* Pojad on keskmiseli pikemad kui isad.
s [Inimesed sdidavad praegu vihem bussidega kui m@ni aasta tagasi.

Arusaadavalt saaks kdikse uuringu tulemusena delda, kas nimetatud viited
on diged, ning kui on, siis niidata ka tipne muudatuse suurus. Kiesolevas
peatiikis nte aga pShimétteliselt ei tegele kdikse uuringuga, vaid eeldame, et
meie kiisutuses on iiksnes valimi andmed. Et valim on alati juhuslik, tuleb
meil Jahendada alljirgnev probleem:

Kas meie poolt valimi andmete baasil tehtud tihelepanek kehtib ka ild-
kogumis? Kas me saame kinnitada, et tegemist on iildkehtiva seadus-
pdrasusega?

Et kasutada matemaatilise statistika aparatuuri piistitatud lesande Jahen-

damiseks, tuleb toimida alljargnevalit:

s  s@nastada tbestamist vajav sisuline hiipotees;

s sonastada sellele hiipoteesile vasiav statistiline hiipotees ja selle
vastandhiipotees;

+ kontrollida pastitatud statistilise hiipoteesi ecldusi ja leida selle
kontrollimiseks sobiv metoodika (test);
kontrollida hilpoteesi, kasutades selleks valimi andmeid;

+ vastavalt statistilise hilpoteesi kontrollimise tulemusele teha sisuline
jéreldus.

Mirgime, et statistiliste hilpoteeside kontrollimise juures on peaaegu alati
tarvis teha iildkogumi jaotuse kohta mdningaid eeldusi. Sageli eeldatakse, et
tildkogumi jaotus on normaaljaotusega. Seda eeldust kasutame meiegi
kdesolevas paragrahvis. Onneks kehtivad saadavad tulemused ka siis, kui
lildkogumi jaotus normaaljaotusest mdnevdrra erineb.
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3.42. Statistiliste hiipoteeside liigid

Statistilisi hiipoteese sdnastatakse tavaliselt kas
e jaotuste vdi
e jaotusparameetrite kohta.

Statistilised hiipoteesid sdnastatakse enamasti alternatiivsete hilpoteeside
paarina Hp ja H,, kusjuures nendest hiipoteesidest saab tdene olla iiks ja
ainult iiks. -

s  Hilpoteesi Ho nimetatakse nullhiipoteesiks. Tavaliselt viljendab null-
hiipotees ebahuvitavat, viheinformatiivset juhtu (“nii nagu alati on
arvatud”). Nullhiipoteesi ei ole vaimalik tbestada. Selle vastuv3tmine
vGib tdhendada uuringu jitkumist.

= Hiipoteesi H, nimetatakse sisukaks hiipoteesiks. Enamasti on uurija
sooviks tdestada sisukas hiipotees.

Vaatleme esialgu hiipoteese parameetri (tunnuse arvkarakteristiku) kohta.
Kdik need hiipoteesid viidavad midagi parameetri tegeliku vddrtuse v
kohta, mida me paraku ei tea. Kdige lihtsam hilpotees (nn lihthiipotees)
parameetri v kohta on viide, et see parameeter vdrdub mingi antud
konstandiga v,. Selle antud konstandi viirtuseks on praktilistes ilesanetes
sageli null. Uks viga sageli esinev statistiliste hfipoteeside paar ongi
alljargnev:

« Hy v=y,, Hy:v#w.

Teine vdimalus on vdita, et parameeter pole mingist teadaolevast arvust
viitksem. Seda véidet esitab ithepoolsete hiipoteeside paar:

e Hpvaw, H;: v < v,

Kolmas vdimalus on viita, et parameeter on viiksem vdi niisamasuur kui

mingi teadaolev arv. Ka seda viidet esitab ithepoolsete hiipoteeside paar:
o Hpyv<y, Hiv>w.

Siintoodud hibpoteeside paarid on kiill laialt levinud, kuid moodustavad
siiski vaid viiikese osa kdikvdimalikest statistiliste hilpoteeside paaridest.

Hilpoteesid jaotuse kohta sdnastatakse tavaliselt alljrgnevalt.
¢  Hy juhuslik suurus X on mingi teadaoleva (teoreetilise) jaotusega Py .
¢ H;: juhusliku suuruse X jaotus erineb jaotusest P.

Loomutikult mbeldakse siin juhusliku suuruse X reoreetilist ehk tegelilku
Jaotust, st jaotust iildkogumis.

Teine sageli kontrollitav hilpoteeside paar on selline:

e  Hy juhuslikud suurused X ja Y on sama jaotusega;

e H;: juhuslike suuruste X ja Y jaotused on erinevad.
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3.4.3. Vead hiipoteeside kontrollimisel

Et statistiliste hipoteeside kontrollimisel tehakse valimi pohjal jireldusi
tildkogumi kohta, tuleb paratamatult arvestada vGimalusega, et otsustamisel
tekib viga ja tehakse vale jareldus. Statistiliste hiipoteeside kontrollimise
teooria pohitiseks isedrasuseks on, et ofsustamise juures reguleeritakse
vigade esinemise tGendosusi. Et hiipoteesid Hy ja H, ei ole samavilirsed,
pole seda ka vead. Kokkuvdttes on otsustamise kidigus vdéimalikud jirgmi-
sed tutemused.

Tabel 12 ‘

Tegelikkus\ Otsustus Vietakse vastu Hy Vietakse vastu H,
Kehtib H, dige 1. liiki viga
Kehtib H; 2. liiki viga Bige

Statistilised hiipoteesid sOnastatakse reeglina nii, et eriti ebasoovitav on
esimest ltiki viga (loetakse tdestatuks sisukas hiipotees, kuigi tegelikuit on
dige nullhlipotees). Seda arvestades konstrueeritakse otsustuse vastuvdtmise
eeskiri (nn kriteerium) nii, et esimest liiki vea tdendosus oleks kiillalt viike.

Tahtis on siinjuures see, et otsustuse tegijal on enesel vdimalik valida, kui

suure tdentiosusega peab ta vdimalikuks lubada esimest liiki veal esineda.

e Esimest liiki vea tegemise suurimat lubatavat tdendosust nimetatakse
olulisuse nivooks ja tema tavaliseks tihiseks on a.

e  Otulisuse nivoo on alati viiike positiivne arv, tema virtuseks valitakse
tavaliselt 0,05, 0,01 v&i 0,001,

s Mida viiksem on olulisuse nivoo, seda rangem on kriteerium, ning
viib delda, et seda raskem on sisukat hilpoteesi tdestada.

Viimane viide tdhendab seda, et vib esineda olukord, kus sisuka hiipoteesi
saab kiill tdestada siis, kui olulisuse nivoo vilirtuseks on 0,05, kuid seda ei
Snnestu teha olulisuse nivoo viirtusel 0,01.

Uldiselt toimub esimest liiki vea tdeniosuse vihendamine teatavas mdites
teist liiki vea tendosuse arvel. Teist liiki vea tdendiosus vaib pdhimatieliselt
ulatuda kuni véi#irtuseni 1 — a. Enamasti piiiitakse hilpoteeside kontrollimise
kriteeriumid konstrueerida nii, et esimest liiki vea tdentiosus piiratakse
olulisuse nivooga ja lisaks sellele minimeeritakse teist liiki vea tdendosus.
Selliseid tingimusi rahuldavat kriteeriumi nimetatakse véimsaimaks.



3.4 Statistiliste hilpoteeside kontrollimine 71

3.4.4. Hupoteeside kontrollimine normaaljaotuse kesk-
viiirtuse kohta

Dks kdige sagedamini praktikas esinevaid iilesandeid on normaaljactusega
juhusliku suuruse keskvidiirtuse vordlemine antud konstandiga. Paneme
tdhele, et seda iilesannet lahendades me ei tdesta, et keskviirtus vorduks
antud konstandiga, vaid vastupidi — iiritame tdestada, et keskviirtus ei
vordu antud konstandiga. See, missuguse konstandiga tundmatut kesk-
vidrtust vorreldakse, sdltub ilesande sisulisest piistitusest. Niisiis on iiks
koige lihtsamaid hiipoteeside paare normaaljaotuse keskviidrtuse kohta
alljdrgnev:

Ho: 1= i,
Hy: p# g,

Siin w tdhistab normaaljaotusega juhusliku suuruse keskviirtust iildkogumis

ja 4, on antud konstant. Sageli on illesanne sdnastatud nii, et y, viidrtus on
nuli.

Niide 46

Modtku X idhe majandusnditaja muutust esimesest leise kvartalini Eesfi
valdades. Hiipoteesiks, mida soovilakse toestada, on see, el kogu rigis
majanduskasv enineb nullist. Olulisuse nivooks on 0,05. Valimisse on vbetud
andmed 15 vallast, n=15, ning need moodustavad alljargneva vanatsioon-
rea: :

-256, -130, -55, 12, 15, 29, 201, 278, 347, 377, 451, 589, 621, 699, 850.

Seda hipoteesipaari on véimalik tbestada jérgmiseit.
+ Leilame majandusmuuluste varatsiconrea pbhjal valimkeskmise

X =268,5 ja valimi standardh&ibe 330,83.
e Arvutame valemi (19) pdhjal majandusmuutuse keskvadrtuse jaoks
0.95-usaldusvahemiku (85,3; 451,7), kasulades usaldusnivood 1-a, kus
a on antud olufisuse nivoo.
s Kontrollime, kas punkt u, sisaldub usalduspiirkonnas.

e Kui jah, siis loeme nuillhiipoteesi vastuvietuks, ent mitte tbestatuks.
Vajaduse korral jétkatakse uurimist.

* Kui ei, siis loeme sisuka hiipoteesi tdestatuks. Uurimine on Iipetatud,
eesmdérk saavutatud.

Kéesoleva ndite puhul me saime sisuka hipoteesi tdestada, andmed

kinnitavad nullist enineva majanduskasvu olemasolu.

Toodud ndite pdhjal veendusime, et statistilise hilpoteesi kontrollimiseks
keskvidrtuse kohta saab kasutada keskviirtuse usalduspiire. Tegelikult ei
ole aga usalduspiiride viljaarvutamine Gldse vajalik, niites 46 esitatud
arutluse saab esitada ka alljargneva ildise skeemi jargi.
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Arvutame andmestiku pahjal valimi keskmise x ja standardhilbe s.
Kasutades leitud suurusi ja teadaolevat valimi mahtu n leiame
t-statistiku véirtuse

 Eml (20)
)

e Vordleme t-statistiku viirtust (-jaotuse tabelis antud kriitilise
vilirtusega, kasutades
- vabadusastmete arvu n— 1,
— seda tabeli osa, mis kiiib kahepoolse hiipoteesi kohta,
— kokku lepitud olulisuse nivoole a vastavat veergu.
¢  Kui kehtib vorratus ¢ > Ha,n1), siis loetakse sisukas hilpotees 13es-
tatuks, vastasel korral vBetakse vastu nullhiipotees, jireldades seega, et
olemasoleva materjali korral pole vbimalik sisukat hiipoteesi tdestada.

Seda tulemust on ka iisna lihtne t3lgendada: iildkogumi keskviartus ei dihti
antud arvuga g, siis, kui valimkeskmine erineb arvust g, palju. Kui aga
erinevus on viike, on tdiesti vdimalik, et tegelik keskviirtus vdrdub
arvuga i,

Niide 47

Vaafame eelmises ndiles késilletud valdade majandusnéitajate andmestikku.
Oletame, et mainekas majandusteadiane viitis Eesti maa-alade koime kuu
majanduskasvu olevat 200 Ghikut uuritava majandusnditaja jargi. Soovides
kontrollida tema véite paikapidavust, pistitame hipoteeside paan Ho: Eesti
valdades kasvas vaadeldud majandusniéitaja kolme kuu jooksul 200 Uhiku
vérra (u = 200); Hy: p+= 200. I-stalistiku viériuseks saame:

;_12685-200| _

= =080
330,38-3,87
Kuna vastav knitiline i-véfirtus K0,05; 14)=2,14 on suurem kui leitud
I-stafistik, siis ei saa me nulthipoteesi iimber likata — st antud valimi pdhjal
pole meil vbimalik tbestada, el majandusnditaja mutus Eesli valdades
ennes 200-iihikulisest kasvust Sama jareldust kinnitab ka eelmine néide —
majandusnéitaja kasv 200 ihiku vorra ji&b 0,95-usaldusvahemikku.
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3.4.5. Uhepoolsete hiipoteeside kontrollimine normaal-

jaotuse keskviiiirtuse kohta

Alati pole sisuline tilesanne niisugune, et sellele vastaks kahepoolne
hiipotees, millega sisuliselt tdestatakse, et keskvidrtus ei vrdu teatava
etteantud arvuga. Arvatavasti on hoopis sagedamini tarvis kontrollida
ihepoolsete hilpoteeside paari, naiteks

H,: u>u,,

Hy: p<p,.
Niisuguse hiipoteesipaari kontrollimiseks saame kasutada f-testi isna
sarnaselt eelmises punktis kirjeldatud juhule, kusjuures erinevusi on vaid
kaks: t-statistiku defineerimisel ei kasutata absolvutviirtuse mérke ja tabeli-
vaidrtus valitakse sellest tabeli osast, mis vastab fihcpoolsele hiipoteesile.
Seega saame jdrgmise eeskirja. _
e  Arvutame andmestiku pShjal valimi keskmise x ja standardhilbe s.
+ Kasutades leitud suurusi ja teadaolevat valimi mahtu », leiame t-sta-

tistiku

g2 X Ho (21
5

s Vardleme r-statistiku viisrtust -jaotuse tabelis antud kriitilise viirtu-
sega, kasutades

— vabadusastmete arvu i - 1,

— seda tabeli osa, mis kilib tihepoolse hiipoteesi kohta,

— kokku lepitud olulisuse nivoole a vastavat veergu.
Kui kehtib vdrratus ¢ > o, #— 1), siis loetakse sisukas hilpotees tdestatuks,
vastasei korral v3etakse vastu nullhilpotees, jareldades seega, et olemas-
oleva materjali korral pole v&imalik sisukat hiipoteesi tdestada.

Uhepoolse hilpoteesi tdestamise korrai tuleb hoolikalt jilgida, et s-statistiku
lugejas olev avaldis kirjutataks digesti. Kui me tahame tdestada, et kesk-
vddrius on arvust w, suurem, siis tuleb kirjutada avaldisse valimi keskmise
ja . vahe, ja see vahe peab kindlasti olema positiivne. Kui arvutamise
tulemusena saadakse valimi keskvaartus x, mis on anfud arvust i, vdiksem,
siis vdib ilma edasiste arvutusteta votta vastu nullhiiporeesi: keskviitrtus ei
saa olla arvust 4, suurem.
Tépselt samuti v3ib esineda 0lesandeid, mille korral pakub huvi tdestada
iihepoolne hilpotees:

Hi: p<p,
millele vastab nullhiipotees

Ho: pr2pe.
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Selle tilesande lahendamiseks tuleb f-statistik madratleda alljargnevalt:
-Xy [~

Muu osa iilesande lahenduskiigust langeb tdpselt kokku vastupidise
ithepoolsete hiipoteeside paari kontrollimise iilesandega, millega tutvusime
kiesoleva punkti esimeses pooles.

Niide 48

Tegelikuit pakub eelmises ndites sisulist huvi tbestada, et majanduskasv on
positiivne. Seega oleks meil hoopiski arukam sdnastada iihepoolse
hiipoteesi tdestamise (ilesanne:

Ho: it. 50, Hyp. > 0.

Arvutame t-stalistiku:  t = X Ho JH = 268,5 J1_§ =314

s 330,83
Néeme, et arvulatud f-statistiku vdarius on suvurem kui knitiline véartus
i(0,05,14)=1,76 (vt tabel 37 Lisas, iihepoolsete hiipoteeside veerg). Seega
Saamme toestada altematiivse hipoteesi — majanduskasv on olnud positiivne.

Mirkame, et iihepoolse hilpoteesi puhul on r-statistiku kriitiline véirtus
miérksa viiksem kui kahepoolse hilpoteesi korral. Mdlemal juhul sarnaselt
arvutatav r-statistik iiletab seega iithepoolse hilpoteesi testimisel kriitilise
vadrtuse mirksa "kergemini”. Seetdttu saab Ohepoolset hiipoteesi tdestada
keskmiselt viiksema valimi pdhjal, st odavamalt. Jdrelikult, kui uurijat
tegelikult huvitab i{ihepoolse hilipoteesi tdestamine, siis on otstarbekam
tdestamiseks validagi iihepoolsete hilpoteeside paar.

Ménikord peetakse ilhepoolsete hiipoteeside kontrollimist keerukamaks,

Tegelikult pole see nii, kui vaid jérgida allpool esitatud népuniiteid.

e Alati tuleb hilpoteesid sonastada nii, et sisukas hilpotees ohtib sellega,
mida sisuliselt soovitakse tdestada.

*  r-statistik madratakse nii, et kui panna selle avaldisse x asemele tdeline
keskmine g, siis on murru lugejas olev vahe positiivne sisuka hiipoteesi
kehtimise korral. '

Kui soovitakse testada ithepoolset hilpoteesi, fuleb see sonastada enne

andmetddtiuse algust. Kahepoolse hiipoteesi asendamine iithepoolsega

todtlustulemuste pdhjal ei ole uurijaeetika seisukohalt korrekine.
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3.5. Kabhe iildkogumi keskmiste vordiemine

3.5.1. Kahe iildkogumi keskviirtuste vérdlemine (nn
soltumatute vaatluste ja ithise dispersiooni juhtum)

Uks tihti pilstitatavaid statistikaiilesandeid on kahe ldkogumi keskvasrtuste
vérdlemine. Sellised lesanded on ni#iteks: kas Eesti elanike keskmine
vanus erineb Liti elanike keskmisest vanusest? kas Pdhja-Eesti ja Louna-
Eesti valiad on keskmiselt sama elanike arvukusega? jne. Standardseks
vahendiks sellise Ulesande lahendamisel on /-jaotusel baseeruv r-test.

Eeldame, et meil on kaks ildkogumit ja m&lemas on meid huvitav tunnus X
normaaljaotusega. Tihistame selle tunnuse keskvaidrtuse esimeses iild-
kogumis tihega i, ja teises tildkogumis tihega z». Eeldame veel lihtsuse
mbttes, et tunnuse dispersioon on mdlemas tldkogumis sama, olgu see o

S@nastame tSestamist vajava hilpoteesi (tunnusel on erinevates iildkogumi-
tes erinev keskviirtus) ja seda vilistava nullhilpoteesi ning valime vilja
meie ilesande jaoks sobiva olulisuse nivoo o

Ho: =1,

Hy: =,
Kui nullhiipotees oleks dige, siis oleks mdlemas oldkogumis sama jaotus.
Oletame, et meil on olemas jirgmised andmed: valim mahuga #, esimesest
uldkogumist, x,, ..., x,, , ja valim mahuga m, teisest Uldkogumist, yy, ..., y,,, -

Kuivdrd tegemist on erinevate Gldkogumitega, siis on ka kdik mdddetavad
objektid erinevad, seda tihendabki séltumatute vaatiuste noue. Oletame, et
kummagi valimi pbhjal on arvutatud keskviirtuse ja standardhilbe hinnan-
gud x ja y ning s, Ja 52, Et eclduse kohaselt on mélemas oldkogumis on
ithine dispersioon, siis me vdime dispersioonihinnangud iihendada. Tulemu-
seks saame nn ghise dispersioonihinnangu s™;

1o (n, = D5l + (n, = 1)s; )
n+n, -2

(23)

Kui nullhiipotees on dige, siis on avaldis

t_f"J_’ nh,
5 Vmin (24)

t-jaotusega vabadusastmete arvuga n; + m- 2.
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Pustitatud hilpoteesi kontrollimine on t-tabelite abil lihtne.

» Kui arvutatud t-statistiky absoluutvidrtus |¢) on viiksem kui tabelist
leitud kriitiline vi#rtus valitud olulisuse nivoo ja vabadusastmete arvu
n) + Ky — 2 korral, siis meil ei Onnestu sisukat hiipoteesi tdestada ja me
jaame nullhiipoteesi juurde, mida aga ei saa lugeda tdestatuks.

e Kui || on vastavast kriitilisest vifirtusest suurem, siis me loeme, et
sisukas hiipotees on antud olulisuse nivoo korral tdestatud.

Ka kahe iildkogumi vdrdlemisel on vimalik, et uurijal on kasutada teatav
eelinformatsioon, mille pShjal ta soovib tdestada mitte kahepoolset viidet
kahe ildkogumi keskviirtuste erinevuse kohta, vaid ndidata, et ihes
konkreetses iildkogumis on keskvi#rtus suurem. Kasutades sama téhistust
mis varemgi, saaksime siis niiteks alljargneva statistiliste hiipoteeside paari:

H: > 8, Ho: th < s

Et tdestada thepoolset hilpoteesi, tuleb vastavalt mi#rata ka s-statistik. Selle
lugejas on niisugune vahe, mis on siis positiivne, kui sisukas hiipotees on
dige ja valimkeskmiste asemel iildkogumi keskmised g ja . Kiesoleva
hiipoteesipaari kontrollimiseks sobib valemiga ( 24 } avaldatud r-statistik.

Sisuka hupoteesi kontrollimiseks tuleb selle statistiku vifirtust vorrelda
iihepoolse hilpoteesi kontrollimiseks ette nihtud #-jaotuse kriitiliste
vidrtustega.

Niide 49

Olgu meil eesmérgiks virrelda t6bealiste inimeste (16 — 60-aastaste meeste
ja 16 — 55-aastaste naiste) osatdhtsust Pbhja- ja Lédne-Eesti valdades ning
Léuna- ja Kagu-Eesti valdades. Vbtame aluseks hipoteesi, et Pohja- ja
Loode-Eestis on td0ealiste inimeste osatdhlsus keskmiselt suurem kui
Lduna- ja Kagu-Eestis.
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Tabel 13
Péhja- ja Loode-Eesti Léuna- ja Kagu-Eesti
Vaid Tédealiste Vald Tdbealiste
protsent protsent
Aser 56,7 Ahja 52,1
Haljala 57,8 Antsla 54,5
Harku 58,9 Haaslava 51,5
Kemu 54,1 Hummuli 528
Kohtla 57,7 Néo 53,7
Kullamaa 55,5 Olustvere 51,1
Nissi 54,4 Pajusi 52,0
Saku 57,3 Puhja 54,0
Sonda 55,1 Pdltsamaa 537
Someru 57,5 Piahajéne 536
Urvaste 501
Valgjdrve . 51,8

Tahistame tddealiste osatdhtsuse tdhega X ja vitame esimeseks (id-
kogumiks Péhja- ja Loode-Eesti ning leiseks Louna- ja Kagu-Eesli,
Tahistame tunnuse X keskvaériused nendes Gldkogumites vastavalt us ja uz.
Niitid saame oma (Oestamist vajava sisuka hiipoteesi sOnastada
alljdrgnevalt:

Hy >

Nuithiipotees on sel juhul
HD J Hi 5 He .

Olulisuse nivooks valime 0,01.

Soovitava hiipoteesi [Gestamiseks teeme férgmised sammud:

* Arvuiame mollema valimi jaoks keskmised, saame x;= 56,5
fa x2=52,575.

. Arvutame mélema valimi jaoks dispersiooni hinnangud; saame
81° = 2,633 ja s’ = 1,817,

* Néeme, ef dispersiooni hinnangud on kiillaltki l1dhedased (seda eeldust
vdib kasulada, kui suurem dispersiooni hinnang Uletab véiksernat
vihem kui kaks korda) Segjdrel arvutame valemi (23) abil iihise
dispersioonihinnangu s° = 2,184.

Leiame iihise standardhélbe hinnangu s = 1,478.

+  Arvitame niliid t-statistiku, mis vastab meie pooit sbnastatud nulthipo-
teesile ja valimi mahtudele ny = 10 ningnz = 12:
t={3,975x 2,335)/1,478 =6,28.

e  Saadud t-statistiku vianus iletab suurelt t-jaotuse 0,01-téiendivantiili
vaartuse vabadusastmete arvu 20 korral, seega vGime oma hiipoteesi
lugeda viga veenvall (Gestatuks: t66ealiste elanike subtarv on P6hja- ja
Loode-Eestis kirgem kui Louna- ja Kagu-Eestis.
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Néide 50

Pastitame uue hilpoteesi (Hy): Pohja- ja Louna-Eestis on vallad keskmise
elanike arvu poolest enineva suurusega. Pildame seda hiipoteesi tdestada
olulisuse nivool «=0,05. Nullhiipoteesiks (Hp} on siis véide, et nii Phja- kui
Louna-Eestis on elanike arv vallas keskmiselt sama. Loeme Pdhja-Eestiks
Harjumaa, Ida- ja Ladne-Virumaa ning Raplamaa valdu, Léuna-Eesliks aga
Valga-, Viru-, Pdiva-, Viljandi- ja Tartumaa valdu. Moodustame kummastki
Gldkogumist valimi; Péhja-Eesli valimisse kuuluvad Harku, Kose, Raasiku,
Saku. Alajée, lisaku, Lilganuse, Haljala, Rakvere, Tamsalu ja Rapla vald,
seega kokku on neid 11. Elanike arvu keskvdériuse hinnang on 3139,2 ja
dispersiooni hinnang 3 580 407. Lbuna-Eesti valdade valimisse saftusid
Mikitamée, Veriora, Haaslava, N6o, Halliste, Karula, Kolga-Jaani, Lasva ja
Rouge vald, kokku 9. Keskmine elanike arv neis valdades on 20619 ja
valimdispersioon 472819. Nédeme, et kdesolevas ndites on aga valimite
dispersiooni hinnangud vidga ernevad (nende suhe on 7,57). Seega ei saa
me kasutada eeldust, et mélemas {ldkogumis on sama dispersioon, ning me
ei saa Ulesannet (ilalesitatud meetodi abil lahendada.

3.5.2. Kahe iildkogumi Kkeskviirtuste vérdlemine (nn
séltumatute vaatluste ja erinevate dispersioonide juhtum)

Niites 50 esitatud Glesande lahendamisel tekib kahtlus, kas on d&ige
kasutada eeldust, et mdlemas iildkogumis on dispersioonid vordsed, kui the
valimi pohjal saadud dispersiooni hinnang on tile seitsme korra suurem kut
teises valimis. Jdrelikult pole &ige arvutada ka iihist dispersiconihinnangut
s’. Peatumata siinkohal dispersiconide vordlemise metoodikal, toome
alternatiivse f-statistiku valemi, mida vdib kasutada siis, kui tldkogumite
dispersioonid on erinevad.
e Arvutame kummagi tildkogumi jaoks dispersiooni s ja keskviirtuse
hinnangu dispersiooni s#/n, o
s Leiame keskviirtuse hinnangute vahe x — y dispersiooni hinnangy
s2=s.2/n + s /my. 3
Arvutame ¢-statistiku absoluutvsrtuse | x — y |75,
¢ Virdleme saadud statistikut s-jaotuse kriitilise vidrtusega olulisuse
nivoo a ja vabadusastmete arvu min(n,, #; ) korral.

Olgu mirgitud, et see test on ligikaudne. Selle jaoks sobivaima
vabadusastmete arvu mi#ramiseks on olemas tipsem, kuid keerukam
valem. Et aga r-jaotuse tdiendkvantiilid suuremate vabadusastmete arvude
korral muutuvad tisna vihe, siis vdimaldab ka vaadeldav tigikaudne test
viiga suure tden#osusega teha digeid jireldusi ildkogumi kohta.
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Niide 51

Lahendame eelmises néites sbnastatud tllesande, arvestades dispersioo-

nide erinevust tildkogumites.

¢ Arvutame valimikeskmiste dispersioonihinnangud 3 580 407/11 ja
472819/9.

e [leiame vahe standardhdlbe 614.8.

e Arvutame t-statistiku 1077,3/614,8=1,75.

Kuna t-statistiku arvutatud vadntus on viiksem (faotuse kriitilisest véartusest
2,23, mis vastab kahepooisele hiipoleesile olulisuse nivoo 0,05 ja
vabadusastmete arvu 10 puhul, siis tuleb meil vastu vétta nullhiipotees: me
ei saa oma andmete pdhjal véita, et Louna-Eesti ja Pdhja-Eesti valdade
vahel oleks siustemaatiline erinevus keskmises elanike arvus.

3.5.3. Keskviiiirtuste vérdlemine sdltuvate vaatluste korral
Sageli esineb iilesandeid, mille puhul vdrreldavad valimid e ole
sdltumatud. Niisugune on olukord niiteks siis, kui soovitakse mddta
muuiusi, mis on toimunud uuritavas iildkogumis. Sellisel juhul mdddetakse
samu objekte kahel korral. MBlemal korral on valimi maht sama (olgu see
n). ning vaatlused on sdltuvad. Tahistame esimese mddtmise tulemused
vastavalt siimbolitega x,, ..., x, ja teise mdGtmise tulemused vastavalt
¥i. o, ¥ Olgu nende madimiste keskvidrtused vastavalt ¢, ja g, Kontrol-
limist vajab se! juhul sama hiipoteesipaar, mis punkti 3.5.1 alguses:

Ho: 4= g,
Hy:py # .

Samuti on v&imalik snastada lihepoolsed hiipoteesid, mis m#iratlevad juba
enne andmetega tutvumist v3irmalike muutuste suuna,

Ekslik oleks sbltuvate valimite korral kasutada punktis 3.5.1 tutvustatud
metoodikat, kus vaatlused olid eeldatavalt sGltumatud. Selle asemel on
otstarbekas vaadelda tiksikobjektide muutusi ning teha selgeks, kas kesk-

mine muutus erineb nullist. Seega on lihtsaim vdimalus kéesoleva lilesande
lahendamiseks alljirgnev.

e Arvutame iga vaatlustepaari jaoks muutuse &; = y;—x,.

e Leiame muutuste keskvi4riuse d ja standardhilbe s,.

s [Kontrollime hilpoteesi: keskmine muutus erineb nullist, kasutades
seileks punktides 3.4.4 ja 3.4.5 esitatud metoodikat.
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Néide 52

Olgu meil valim Eesli linnalistest asulates!, kusjuures on kindlaks tehtud
nende elanike arvud 1. jaanuaril 1994 ning 1. jaanuan! 1996. Ulesandeks on
tbestada, et kahe aasta jooksul on keskmine asulate elanike arv muutunud
{olulisuse nivoo on 0,05).

Valimi andmed on esitatud tabelis 14, kusjuures tabeli viimastes ridades on
esitatud valimkeskmised ja -standardhélbed, samuli ka usalduspiiride
arvutamiseks vajalik konstant tm, kus t on tjaotuse knibline v&arius
vastavalt vabadusastmete arvule ja olulisuse nivoole ning m on nn
standardviga, m = s/h,

Ndeme, et muutuse 95%- usalduspiind on —143,3 ja —22,5, seega nulipunkli
usalduspiirkonnas ei sisaldu ja me vBime kinnitada, et asulate keskmine
elanikkond on méddunud kahe aasta jooksul vdhenenud. Keskmise
véhenemise hinnang on 82,9 ja véhenemise 95%-usalduspiitkond 82,9
#60,4. Meie poolt soovitud hiipolees on selfega tGestatud.

Tabel 14
Asula 10194 | 1.01.96 muutus
Aegviidy 1054] 1094 40
Kehra 3787 3735 -52
Saue ‘ 4581 4725 144
Kérdia 4405 4341 -64
Kividli 9392 9017 -375
Pissi 2406 2277 -126
Jogeva 7053 6669 -384
Paide 10543 10314 -229
Likula 1810 1775 -35
Rakvere 18769 18543 -226
Vosu 720 755 35
Riipina 3425 - 3299 -126
Kilingi-Némme 2585 2661 76
Véndra 3005 3052 47
Jérvakandi 1930 - 1940 10
Rapla 6483 6235 -248
Elva 6389 6357 -32
Otepaa 2491 2500 [)
Abja-Palucja 1724 1693 -31
Suure-Jaani 1493 1433 60
Antsla 1608 1494 -114
Keskmine 4554,905 4471,857 -82,9048
Sthélve 4237,5 4153,4 141,2179
txm 60,39874
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Kui me aga "unustaksime &ra” vaatiuste sGlfuvuse ja kasutaksime valemeid
(23) ja (24), saaksime hoopis erineva tulemuse. Sel juhul oleks ihine
standardhéilbe hinnang s=4195,6 ja {-statistiku vaarius kbigest 0,064, mis on
palju viiksem krnitilisest véartusest. Sellisel viisil poleks sisukat hiipoteesi
vaimalik tbestada.

Vaatiuste softuvus ei farvitse alali tuleneda sama funnuse korduvast
madtmisest. Selle pbhjuseks vdib olfa ka néiteks see, ef mébtmisi toimetati
samas piirkonnas, kuigi moddetavad objektid ise on ennevad.

Néide 53

Vaatleme niéites 49 luivustatud Pbhja-Eesti valdu, ning uunme mees- ja
naissoost tGoealiste elanike arvukuse vahekorda nendes. Arvestades naiste
suuremat osatdhtsust elanikkonnas (idse, pilstifame kaks t66hipoteesi.
Need on:

s P8hja-Eesti té6ealise maaelanikkonna hulgas on naiste iilekaal.
« Pbhja-Eesti valdades erineb (Gdealiste meesle keskmine arvukus
t6Gealiste naiste keskmisest arvukusest,

Tahistame meeste arvu tdhega X, naiste arvu tdhega Y ja meeste ning
naiste arvu vahe tdhega D. To6ealiste maameesle arvu keskvédrtust Pohja-
Eesti valdades tdhistagu i, ja td6ealiste maanaiste arvu keskvidrtust Pbhja-
Eesii valdades u». Esimene sisukas hiipotees, mida me lahaksime t3estada,
on koos vastava nulthipoteesiga alljsrgnev;

Hi:pr < p,
Ho: 1 2.

Tihistades vahe keskvadrtuse simbolige us, sasme hipoteesid mber
kirjutada alljérgnevalfl:

Hyi:pa< 0,

Ho:pug20.

Valime olulisuse nivooks a = 0,01.
Andmed on esitalud alljargnevas labelis. Esimene pilk tabelile néitab, et

esimene pistitatud hipolees on véga vihe I3epérane; kdigis valdades on
tédealisi mehi rohkem kui naisi,
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Tabel 15

Vald Todealisi Tadealisi Ennevus

mehi X naisi Y D=X-Y
Aseri 828 725 103
Haljala 967 879 88
Harku 1499 1409 90
Kemu 392 346 | 46
Kohtia 500 432 68
Kullamaa 523 412 1171
Nissi 1015 868 147
Saku 1798 1763 35
Sonda 434 337 7
Sémeru 1202 1088 1714

Seega voime isegi ilma arvulusi tegemafa volfta esimese nulthilpotees:
vastu: pole vaintalik tdestada, et tédealisi naisi oleks robkem kui mehi.

Asume niliid 1eise hipoteesi tdestamise juurde. See on kahepooine
hiipotees, mille kontrolfimine taandub alljdrgneva hilpoteesipaan kontrol-
limisele:

Hi g =0,
Ho: ta=0
Teeme vajalikud arvutused:
« vahede keskvédrtus on 89,9 ja sfandardhéfve 33,22,
s I-slatistiku véértus, mille arvutame valemi (20) kohasell, on 8,57;

+« et arvutatud (-stafistiku vaérius on mdrksa suurem vastavast kriitilisest
vadriusest, saame sisuka hiipoteesi lugeda veenvalt tdestatuks.

Kaht jéreldust kokku vottes saame kinnitada, et Pohja-Eesti valdades on
{00ealiste meeste ja IG0ealiste naiste keskmised arvukused erinevad,
kusjuures tédealisi mehi on keskmiselt robkem.

Ka kdesolevas néites oli oluline kasutada sbituvate vaatluste metoodikat: on
Jju Gsna loogiline, et asulales, kus elab rohkem mehi, elab ka rohkem naisi, st
et need néitajad on omavahel seotud.

Kui me oleksime unustanud, et vaatlused on lehtud samades punkiides, ja
kasutanud s8ltumatute vaatluste meloodikal, oleksime saanud ihiseks
standardhélbe hinnanguks s = 480,25 ja t-statistiku védrtuseks 0,418, ning
sisukat hipoteesi poleks tdestada saanud. Niisuguse, olemasoleval lisa-
informatsiooni pShjendamatult eirava (me ju teame, et valimid on tegelikult
séltuvad) metoodika valik oleks pdhjustanud eksijareldusi voi pannud uurija
olukorda, kus fa hipoleesi iGestamiseks peaks legema t&iendaval t66d
{valimeid suurendama).
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3.6. Hiipoteeside kontrollimine tdendosuste kohta

3.6.1. Toeniosuste virdlemine

Oletame, et meil on kaks Gildkogumit ning mdlema puhul on vdimalik
siindmuse A toimumine. Meid huvitab, kas selle stindmuse toimumise
tdendosus esimeses iildkogumis p, erineb selie sindmuse toimumise
téendosusest teises ildkogumis p,. Hilpoteeside kontroflimise eeskirja
konstrueerimisei kasutame seda, et katsete arvu suurencmisei liheneb
simdniuse suhtelise sageduse jaotus normaaljaotusele. Seega on saadav
eeckiri asiimptooliline, st annab seda usaldusviirsema tulemuse, mida
suurem on valimi maht.

Téstatatud kisimusele vastamiseks tuleb fikseerida olulisuse nivoo « ja
valida valja tiks hiipoteesipaar alljrgnevaist:

Ho: py = o,
Hi:pr=m. (25)
Ho:pi <pa,
Hy:p > p;. (26)
Ho:pi 2 ps,
H1?p|<p2. (27)

Milline neist hiipoteesipaaridest valitakse kontrollimiseks, soltub illesande
sisulisest pastitusest. Kui eelinformatsioon puudub, htutakse tavaliselt
lihtsast nuithiipoteesist (25).

Olgu meil olemas jirgmine vaatiusandmestik: esimesest - iildkogumist on

tehtud #, vaatlust, millest tuiemusega 4 16ppes k,, ja teisest iildkogumist on

tehtud 5, vaatlust, millest tulemusega A 1oppes £, Kasutades sarnast

motteksiku nagu punktis 3.5.1, saame jdrgmise prowsedunri.

* Leiame kummagi katseseeria jaoks suhtelise sageduse k;/n, .

e Kui nullhtipotees oleks dige, siis oleks whine tdendosuse hin-
nang p = (ki + kx)(ny + ny).

* Leiame nullhGpoteesi kehtivust arvestava ithise dispersiooni hin-
nangu p{i- p).

* lLeiame ka valimi mahtusid arvestava teguri Jil—n, +1/n; .

»  Nuid arvatame z-statistiku vifrtuse

2= (5‘-—"—2)_/‘,5(1—.5)(—'— ).
I n oy
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Selle statistiku jaotus on meie eelduste] ligikaudselt standardiseeritud nor-

maaljaotusega, ja seetdttu kasutataksegi pistitatud hiipoteesi kontrolli-

miseks normaaljaotuse tabelit (vt tabel 36). Sellest tabelist saame tiiend-

kvantiilid leida esimesest veerust, kusjuures teises veerus on tdensosused.

¢  Mugavaim on tdiendkvantiile otsida tabeli parempoolsest osast, pidades
silmas, et kui P(X > g) = @, siis P(X < g) = 1 — o, ning seetdttu
paikneb 0,05-tiiendkvantiil ¢ arvude 1.6 ja 1,7 vahel. Meie arvuitus-
tipsuse juures sobib kasutamiseks ligikaudne vilirius g = §,65.

+ Kahepoolse hiipoteesi tdestamiseks vajaliku tabelividrtuse saame aga
arvestades, et

P(IX|>g0 = POC> g + P(X < —q).

Siit tuleneb X jaotuse simmeetrilisuse 8ty vajadus masrata g’ kui /a?2)-
tdiendkvantiil. Meie juhul on tarvis leida 0,025-t4iendkvantiil, mis asub 1,9
ja 2,0 vahel; tipsemalt on seile vidrtus 1,96.

Edasi tuleb meil jalgida, missuguse viirtusega tuleb statistikut z vdrrelda.

¢ Kahepooise hiipoteesi tdestamiseks (juhul kui nulihilpoteesiks on liht-
hiipotees, vt valem (25)) leiame z absoluutviirtuse ja vordleme viartu-
sega g" Kui |z > g, siis vBetakse vastu sisukas hiipotees H,, vastasel
korral jiddakse Hy juurde: rdendosuste erinevust ei sua tdestada. Mui-
dugi ei jéreldu siit, et oleks (Jestarud tGenfosuste vOrdsus
illdkogumites.

Uhepoolse hilpoteesi puhul tuleb jalgida tdenfosuste vahe mérki.,

¢ Kui me tahame tdestada, et esimeses (ldkogumis on siindmuse
esinemise tdendosus suurem (hiipoteesipaar (26)), siis peab z-statistik
olema kindlasti positiivne ja kiillalt suur, kusjuures z-statistiku vi#rtust
virdleme tiiendkvantiiliga g. Kui z > g, siis voetakse vastu sisukas
hilpotees H,, vastasel korral jaidakse Hy juurde: ei saa tdestada, et p,
oleks suurem kui p;. Muidugi ei jireldu siit veel nullhiipoteesis
mirgitud vastupidine vérratus tdendosuste vahel. Mdrgime, et kui
arvutamise tulemuseks on negatiivne z vadrtus, siis tuleb kindlasti vastu
vorta nullhiipotees (ilma, et oleks tarvis tabeleid kasutada).

* Kui me tahame tdestada, et esimeses illdkogumis on simdmuse
esinemise tdendosus viiksem (hilipoteesipaar ( 27 )), siis peab z-statistik
olema kindlasti negatiivne ja kiMlalt viike (absoluutviirtuselt suur!),
Kusjuures z- statistiku vi4rtust vdrdleme tdiendkvantiitiga g. Kui z <—g¢,
siis vBetakse vastu sisukas hiipotees H,, vastasel korral jifidakse H,
juurde: ¢i :aa t3estada, et p, oleks viiksem kui p,. Muidugi ei jireldu
siit veel 1ullhlipoteesis mirgitud vastupidine vdrratus tdendosuste
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vahel. Mdrgime, et kui arvutamise tulemuseks on posititvne z vddritus,
siis tuleb kindlasti vastu voita nullhipotees (ilma, et oleks tarvis
tabeleid kasutada).

Néide 54
Olgu meil tarvis teada, kas elanikkonna vdhenemise I3endosus Pohja- ja
Lbuna-Eesti valdades on erinev. Et meil pole eelieavel, sdnastame

kahepooise sisuka hilpoteesi, milles vdidame, et vdhenemise tSendosus on
ennev. Lepime kokku, et olulisuse nivoo on 0,08,

Vaatlusandmed paiknevad alljdrgnevas tabelis, kus arvuga 1 on miérgiud
meid huvitava siindmuse (elanikkonna vdhenemine) foimumine ja arvuga 0
mittetoimumine.

Tabel 16
Pohja-Eesti Louna-Eesti

Vald Vihenemine Vaid Véhenemine
Anija 0 Kanepi 0
Kiili 0 Moaoste 1
Loksa 1 Viarska 0
Vasalemma 1 Konguta 1
Avinurme 1 Meeksi 0
Lohusuu 0 Téhtvere 0
Méetagus o Vénnu 0
Toila ¢ Rdngu 1
Lihula 1 Helme 1
Risti o Pdadrala 1
Avanduse 1 Pérsti 0
Rakke 1 Saarepeedi 1
Kehtna 0 Meremée 1
Moniste 1

L&bime nidd samm-sammuilt hiipoteeside kontroflimise prolseduurnid.

e Leiame kummagi ildkogumi jaoks tGendosuse hinnangu: Pdhja-Eeslis
on vdhenemise suhleline sagedus €/13 = 0,462, Léuna-Eestis
8/14 = 0,571.

»  Uhine tdendosuse hinnang, mis kehtiks siis, hui nullhilpotees oleks bige,
on 14/27 = 0,5185.

» Seda hinnangut kasutades arvutame ruutjuure vaartuse — standardvea
hinnangu - ja saame 0,1925,

+ Téendosuse hinnangute vahe on -0,110

s z-slalistiku vEdrtuseks saame —0.57.

Et z-statistik on absoluutvaéartuselt palju viiksem kui 1,96, siis tuleb vastu

votta nulthdpotees: tdendosuste erinevust meie andmetel ei &nnestu

téesiada. :
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3.6.2. Valimi mabu planeerimine esmase nuringu péhjal
Sageli juhtub, et hiipoteeside kontrollimise tulemus vurgjat ei rahulda. Nii
on see siis, kni andmed niitavad sisuka hiipoteesi suunalise tendentsi
olemasolu, kuid see on liiga nork, et sisukat hiipoteesi téestatuks lugeda. On
aga teada, et valimi mahu suurenedes statistikute hajuvus dldiseh vitheneb
vordeliselt ruutjuurega valimi mahust. See annab alust loots, et kui sisukas
hiipotees iildkogumis kehiib, siis vdib valimit kitialt palju suvrendadcs
jouda olukorrani, kus sisukas hoipotees dnnestub téestada.

Ilustreerimaks delfut vastleme viimast nidet. Ka selle puhui  oiid
téendosuse hinnangud illdkogumites erinevad, kuid erinevus oli sisuka viite
toestamiscks liiga viike. Oletame niilid, et me suurendame mdlemai valimit
c korda ja selie juures jidvad tdenfiosuse hinnangud :dpseit samaks
(*avaliselt see kiill nii ei ole, kuid selle oletusega me teeme enesele elu

kergemaks). Siis suureneb z-statistiku viirus JE korda. Selleks, et sisukat
hilpoteesi vastu viita, peaks = viilirtus olema vihemalt 1,96. Seega saame ¢
midramiseks avaldise: ¢ = (1,96/0,57)° = 12.

Naeme, et vajaliku hilpoteesi tdestamiseks peaks valimi maht oiema Phja-
Eestis 156 ja Luna-Eestis 168, Igudsime absurdse tulemuseni, sest saadud
numbrid iletavad vastavate illdkogumite mahud. Niisuguse! puhul tuleb
viga tOsiselt kahelda, kas sisukas hiipotees iildkogumis ildse kehtib.
lgatahes pole erilist lootust seda tdestada valikuuringu tulemusena.



4. Tunnustevahelised seosed. Jaotuste
vordlemine

4.1. Kahe tunnuse ihisjaotus

4.1.1. Kahe juhusliku suuruse ithisjaotus

Vaademe kahi tunnust X ja ¥ ning eeldame, et meil on statistitine kogun,
mis sisaldab mdlema tunnuse vidrnusi 2 punkti jacks. Seni oleme
selzitanud, kuidas saame uwurida nznde funnuste jaotusi dkshaaval. Tekib
kiisimus, kas me saame tdiendavat leavet, kui me uurime kaht tunnust
tiheskoos.

Uldisclt on vastus jaatav. Mitut tunnust koos uurides on vdimalik avastada
ka nende tunnuste omavahelisi seoseid. Kahe tunnuse kohta anpab kogu
olemasoleva teabe edasi nende iihisjaorus.

Kahe tunnase ihisjaotus esitatakse enamasti tabelina, kus idhe tunnuse

vadrtused/vidrtusklassid miiravad rea ja teise tunnuse viilirtused/vitirtus-

klassid veeru. Kirjeldame ailjirgnevas kahe tunnuse dhisjaotuse tabeli
konstrueerimist.

o Tiahistame esiniese tunnuse tihega X ja tema vidrtused simboliga x,,
i=1, .., k. Kui jubuslik suurcs X on pidev, siis kiassifitseerime viiriu-
sed. Tahistame i-nda klassi piirid a,.,, a; ja lepime kekku, et klasside
arv on k. Klassipiiride suhtes tuleb teha erikokkulepe, naiteks, t igasse
klassi kuulub selte alumine, kuid mitte Qilemine piir. Erandiks vaib olla
viimane klass.

¢ Tihistame teise tunnuse tdhega Y ja tema vi#rtused stimboliga p,
J= 1,k Kui johuslik suurus Y on pidev, siis klassifitseerime
vilirtused. Tahistame j-nda klassi piirid &,,, b; ja lepime kokku, et
klasside arv on h.

o Tabeli esimesse veergu paigutatakse tunnuse X vifrtused vai vidrtus-
klassid ja esimesse ritta tunnuse Y viifirtused v3i vifirtusklassid. Klassi-
fitseerimiseks  kasutatakse pohimdtteliselt samu vdtteid nagu
tiksiktunnuse jaotus- vdi sagedustabeli puhulgi.

* Alusiuseks on mdttekas konstrueerida kahemdétmeline ehk ihis-
sagedustabel, mille abil on hiljem lihtne leida kahemdStmelist ehk
iihisjaotustabelit. Uhissagedustabelis esitatakse i-nda rea ja j-nda veeru
ristumiskohas paiknevas lahtris nende objektide arv, mille korral tunnus
X omandab vairtuse x, ja tunnus Y viirtuse y. Seda arvu (sagedust)
tihistatakse tihega n;
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Sagedustabelist saadakse jaotustabel, jagades kdigi lahtrite sisu valimi
mahuga n. Seega saame /-nda rea ja j-nda veeru ristumiskohta vastava
vidrtuspaari esinemise suhteline sageduse (mis kdikse wuringu korral
vordub idenjosusega, valikuuringu korral aga on tdendosuse hinnan-
guks). Suhtelise sageduse thhiseks on p;,.

Kahemdttmelise sagedustabeli viimane rida ja viimane veerg esitavad
tunnuste ddre- ehk marginaalsagedusi. Kahemdtmelise jaotustabeli
viimases reas ja veerus on vastavate tunnuste ddre- ehk marginaal-
Jaotused. Marginaalsagedused ja marginaaljaotused ithtivad vastavate
tunnuste ((lhemdotmeliste) sageduste- vdi jaotustega.

Alljargnevad tabelid 17 ja 18 kujutavad kahemd8tmelist sagedus- ja jaotus-

tabelit.
Tabel 17
XY ¥ Va X marginaalsagedus
X ny Jan "y
X B Nih e
Y marginaalsagedus ny n, n
Tabel 18
x\Y Y Vi X marginaaljaotus
Xy Pu P ' P
Xy Pu Dih P
Y marginaaljaotus P Don p

Kahemddtmelise sagedus- ja jaotustabeli kiisitlus ja tdlgendus sdltub sellest,
kas on tegemist kdikse vdi valikuuringuga.

Kui wuring on kdoikne, siis esitab jaotustabel tunnuspaari (X Y)
tihisjaotust, Vastavalt sellele, kas kasutatakse tunnuste Oksikvédrtusi
{diskreetse tunnuse pubul) v3i klassifitseeritud vairtusi (juhtum, kui
tunnuse viirtused muutuvad pidevalt v3i on erinevaid viirtusi viga
palju), on esitatud jaotus tipne voi ligikaudne.

Kui on tegemist valikuuringuga, siis esitab saadud jaotustabel
tunnuspaari valimi iihisjeotust. See jaotus on hinnanguks tunnuspaari
(voi juhuslika  wvektori) (X V) (lhisjaotusele iildkogumis ehk
teoreetilisele iihisjaotusele.

Kui molemad jubuslikud suurused X ja Y on pidevad, siis on ka juhuslik
vektor (X ¥Y) pidev ja tema jaotust saab kdige sobivamalt esitada
kahemditmelise tihedusfunkisiooni abil.
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Niide 55

Vaatleme Eesti maakondi ning teeme igas maakonnas kindlaks elanike arvy,
valdade arvu ja linnaliste asulate arvu. Saame alljiirgneva tabeli 19, kus
objektiks on maakond ja iga objekti kohta on teada kolm tunnusi. Nende
hulgast valime analiiisimiseks kaks diskreetset tunnust — valdade arvu X ja
asulate arvu Y.

Tabel 19
Maakond Elanirke Valdu Asulaid
Harjumaa 551136 18 ' [
Hiiumaa 11905 4 1
{da-Virumaa . 202903 15 8
JOgevamaa 41 845 10 3
Jérvamaa 43562 14 2
Lidnemaa 32228 11 2
L&&ne-Virumaa 75 565 14 5
Pjlvamaa 36375 13 2
Pémumaa 99612 17 7
Raplamaa 40 028 . 10 4
Saaremaa 40512 16 1
Tartumaa 153 228 19 3
Valgamaa 39552 11 3
Viljandimaa 63813 14 6
Vérumaa 44137 . | 12 2
an
R BValdu
;",1' B Asulaid

it

Joonis 14

Joonise! 14 on kujutatud kahe tunnuse {valdade arv ja asulate arv) {thine
fulpdiagramm, mis on pShimdtteliselt samane iihe tunnuse tulpdiagramriiga
Jja millest on iisna raske midagi tunnustevaheliste secste kohta vélja lugeda.
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Joonisel 15 on kujutatud nende tunnuste komelatsioonivéli ehk hajuvus-
diagramm, mis pShimdtteliselt erineb varemvaadeldud graafikutest. Siin
vastab iga puunkt Ghele maakonnale ning koordinaattelied tahistavad
tunnuseid (traditsiooniliselt horisontaaltelg X- ja vertikaaltelg Y-tunnust).

74 —p .
6 g
5 +
Asulad 4
3 - —
24 ‘ 0
1 * %
D
0 5 10 15 20
Vallad
Joonis 15

Andmete kompaktsemaks esitamiseks klassifitseerime tunnused. Saame
klassifitseeritud sagedustabeli, kus tunnusel Asulaid on kaks ja tunnusel
Valdu kolm vaantusklassi, vt tabel 20.

Tabel 20
Asulaid\Valdu 1-10 11— 15 16 ja rohkem Kokku
1—5 3 § 2 i1
& ja rohkem [ 2 2 4
Kokku K] 8 4 15

Kahemddtmelise sagedus- ja jaotustabeli illustreerimiseks sobib hésti
ruumiline tulpdiagramm (vt joonis 16), millel tulpade paiknemine vastab
tabeli Iahtritele ja tulpade kbrgused on vordelised vastavalt sageduste voi
toendosuste ehk subteliste sagedustega,
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' 16 ja rohkem
11-15

e N b o

Asulaid

Joonis 16

4.1.2. Tinglikud jaotused

Sageli pakub huvi vaadelda ainult iiht osa dldkogumist, kusjuures see osz on
mé#ratletud mingi tunnuse abil fikseeritud tingimusega. Niiteks huvitagu
meid oksnes sellised maakonnad, kus on 11-15 valda, s.0 keskmise suu-
rusega maakonnad. Nende andmed on koik tabeli 20 ihes, keskmises
veerus, ning siit me nieme, et selliseid maakondi on kaheksa. Saame ka
leida asulate jaotuse keskmise suurusega maakondades: kuues neist on kuni
viis asulat, kahes — ile viie. Seega saame leida asulate arvu jaotuse
tingimusel, et maakonnas on valdu 11-15. See jaotus on:

P(asulaid on 1-5) =3/4; P(asulaid on Qile 5) = 1/4.

Marginaaltdendosused saadakse vastavalt rea- vdi veerutiendosuste sum-

meerimisel,
h k
Pi-=szjs p‘j=zpij'
J= i=l

Tinglikud jaotused saadakse jaotustabelist marginaaltdensosuste kaudu. Kui
X = x;, siis saame Y tingliku tdendosusfunktsiooni:

P =y X =x)=2L, jern (28)
kusjuures tinglike tdendiosuste summa (reasumma) vordub tthega. Samal
viisil saame X tingliku tdeniosusfunktsiooni ¥ suhtes,

POX =xlr=y0=22, i=tk, @8)
Wl

millele vastav veerusumma viirdub thega.
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Praktilises tots pakuvad tinglikud jootused (tBendosusfimktsioonid) tihti
suurematki huvi kui ithisjaotus. Oluline on ka see, et tingimuse formuleeri-
misel pole tabeli piises antud klassi kasutamine ainus v3imalus, on
voimalik ka klasse thendada, niiteks vaadelda tunnuse X jaotust tingimusel
¥ > y. Kdige ildisem juhusliku suuruse ¥ abil formuleeritud tingimus on
aga Y c A, kus 4 on juhusliku suuruse ¥ mingi védrtaste hulk.

Kui vuritava turause X jaotus illdkogumis on pidev, siis on pidevad ka kaik
tunnuse X tinglikud jaotused, kusjuures tingimust mi#rav tunnus Y ei
tarvitse olla pidev. Sel juhul esitavad tinglikke jaotusi tinglikud tihedus-
funktsioonid. Kui tingimust miirav tunnus Y on pidev, siis on tavaliseli
tingimuseks, et tunnuse Y viirtus kuulub mingisse hulka, niiteks }'> @

4.1.3. Uldine statistiline séltuvus tunnuste vahel

Vaatleme tunnuse X tinglikke jaotusi (tihedusfunktsioone) tingimustel
Y=y, Kui need on kdik tthesugused, siis ilmselt tunnus Y ei mdjusta
tunnuse X jaotast, ning selle kohta teldakse, et X on sdltumatu Y-st.
Arusaadavalt on siis samasugune ka X  marginaaljaotus, ja me saame
vorduse P{X = x,|¥ = y,) =P(X=x;) ebk p;/p.,=p;. igaijajkormal. Viimase
seose saame timber kirjutada kujul

Pi=pi-py, =1, . Lk j=1 . h

See on (diskreetsete} juhuslike suuruste X ja Y sGliumatuse tingimus. Et
saadud avaldis on indeksite § ja j suhtes siimmeetriline, siis me saame
jéreldada, et statistiline s6ltumatus on vastastikune: kui X ei sdltu ¥-st, siis
ei s8ltu ¥ka X-si.

Kui juhuslikud svurused X ja Y ei ole sdltumatud, siis nad on statistiliselt
sBluvad. Tunnuse X soltuvus Y-st viljendub selles, et leidub kaks hulka A ja
B nii, et X tinglik jaotus tingimusel ¥ <4 ja X tinglik jaotus tingimusel
Y — Beiiihti.

Statistiline séltuvus on vastastikune: kni X sdltub Y-st, siis s8ltub ¥ ka X-st.

4.1.4. Statistilise séltuvuse (seose) tugevuse mddtmine
seosekordajate abil

Statistilise séltuvuse puhul pole tihtis mitte iiksnes selle olemasolu, vaid ka
selle tugevus. Kdige tugevam on statistiline sbluvus sel juhul, kui Ohe
juhusliku suuruse vidrtust teades on vdimalik Gheselt kindlaks teha ka teise
jubusliku suuruse vitrtus. See tihendab, et ilks juhuslik suurus on teise
kaudu rdielikult  prognoositav. Diskreetse juhusliku suuruse puhu!
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realiseerub see voimalus naiteks siis, kui thisiaotus on diagenaalne, st kui
kehtivad seosed

P'- = pi'=p'ji kuii:j
4 0, muidu.

Statistiline soltuvus on kdige ndrgem siis, kui séltuvus ildse puudub, st kui
vaadeldavad tunnused v3i juhuslikud suurused on soliumatud. Statistilise
seose tugevust mdddetakse seosekordajate abil. Tavaks on seosekordajad
defineerida nii, et tugevaima statistilise sBltuvuse korral on seosekordaja
viirtus 1, soltumatuse puhul 0 ning muudel juhtudel nulli ja ithe vahel.
Mida tugevam on seos, seda suurem on seosekordaja viirtus. Siatistilise
seose tugevuse mddtmiseks kasutatakse mitmesuguseid seosekordajaid. Uks
tuntumaid seosekordajaid on Crameri seosekordajc V, mille arvutamis-
valem sagedustabeli pShjal on alljirgnev:

P
a(min(k, k) -1)

kIR
bk o=
= _— n
kusH=23> wn, (29)
i=l j=l 4
n

Mirgime, et H avaldist saab mitmeti teisendada. Uks sageli esinevaid
kujusid on alljargnev, histi meeldejidv valem, kus E tihistab empririlist (st
mdddetud) sagedust ja T — teoreetilist sagedust:

k h . =T.
H=2 )~ 29)

Tunnuste sBltumatuse korral on tcoreetiliseks ihisjaotuseks empiiriliste
marginaaljaotuste korrutis, st kehtib vdrdus T; = (. n.}/n ja E; = ny. Kui
juhuslikud suurused X ja Y on statistiliselt sdltumatud, siis on summas H
kdigi liidetavate lugejad vdrdsed nulliga ja ¥ = 0. Mida rohkem erinevad
liidetavate lugejad nullist, seda tugevam on sdltuvus juhuslike suuruste
vahel. Kordaja V omandab siis aina suuremaid viirtusi. Maksimaalne on
sBltuvus stis, kui k=h ja tihisjactus on diagonaalne. Sel korral saab Crameri
V vordseks ihega.
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Niide 56

Jéitkame néidet 55 ja mbGdame, kui tugev on sbltuvus valdade arvu ja
asulate arvu vahel maakonnas. Arvulame selfleks Crameri seosekordaja V.
Koondame arvutused alljiirgnevasse tabelisse 21.

Tabe! 21

E; T; E;-T; (E; -Tﬁ)z (Es - T,-,-}z /Ty
3 22 0.8 0,64 0,290909
5] 5,87 0,13 0017 0,002896
2 2,93 -0,93 0,865 0,295222

0 0.8 -0.8 0,64 0.8

2 213 -0,13 0,017 0,007981
2 1,07 0,93 0,865 . 0,808411
2.205419

Viimase veeru summa annabki suuruse H. Et kdesoleval juhul min(k h) =2 ja
n= 15, siis saame V viirtuseks:

2,2054
15

Lisaks Crameri kordajale V' leidub veel rida teisigi seosekordajaid, mis
mdddavad statistilise seose mgevust. Praktiliselt kdik nad muutuvad 0 ja 1
vahel, omandades viirtuse 0 s3ltumatuse korral ja 1 tiieliku sdltuvuse
korral. Nende vahelised erinevused ei ole enamasti tdigendainise
seisukohalt eriti olulised.

Kui oleme seose tugevust m&dtnud valimi ja mitte ildkogumi pdhjal, tekib
kiisimus — kas seos tunnuste vahel eksisteerib ka dldkogumis? Sellele
kilsimusele vastamiseks tutvume uue jaotuste klassiga.

=0,388.

4.1.5. Hii-ruut (f-) jaotus

Statistiliste hilpoteeside kontrollimisel on reeglina tarvis mingi arvutatud
statistiku vairtust vorelda mingi tuntud jaotuse kriitiliste vairtustega, mis
leitakse kas statistikatabelitest vdi arvutatakse standardsete statistika-
programmide abil. Kdige sagedamini on nii, et mullhiipoteesi kehtimise
korral peaks vaadeldav staiistik olema mingi hdastituntud teoreetilise
Jaciusega, mille tiiendkvantiilid on tabuleeritud Kui aga nullhiipotees ei
kehti, pole arvutatud statistik oodatava jaotusega. Tihti avaldub see mitte-
kooskdla nii, et arvutatud statistiku viiirtused on liiga suured, Uletades
tabelis paiknevaid tiiendkvantiile, mida sel juhul ka kriitilisteks vddrtusteks
nimetatakse, sest nende kaudu toimib hilpoteeside kontrollimise kriteerium.
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Probleemiks on siinjuures see, et iga dlesannete klassi jaoks on tarvis
arvutada (ildiselt erinev statistik ja ka selle teoreetiline jaotus on dldiselt
erinev. Seni oleme tutvunud normaal- ja f-jaotuse tabelitega. Kéesolevas
peatilkis lahendatavate iilesannete jaoks on tarvis teoreetiliste jaotuste varu
tiiendada hii-rut- (¥ -) jactusega.

Oigu juhuslikud suvrused X), ..., X, standardiseeritud normaaljaotusega ja

n
sdltumatud. Siis summa Y, =ZX Zon juhuslik suurus, mille kohta
i=1
oeldakse, et ta on 3 -jaotusega vabadusastmete arvuga ». Definitsioonist
jéreldub, et

* 7 -jaotusega juhusliku suuruse vairtused on alati positiivsed;
e mida suurem on vabadusastmete arv, seda suuremad on itldiselt ka
2 -jaotusega juhusliku suuruse vadrtused.

¥ -jaotusega juhusliku suuruse tdiendkvantiilid on tabuleeritud (vt tabel 38
Lisas).

4.1.6. Statistilise seose olulisuse kontrollimine

Kui meil on tegemist valimiga ildkogumist ning valimis on uuritavad
tunnused statistiliselt sdltuvad, siis pakub huvi kontrollida, kas see sé/tvus

on statistiliselt oluline, st, kas vaadeldavad tunnused on séhtuvad hka
ildkogumis.

Meenutame, et kdikse uuringu korral niisugusel protseduuril ei ole mdtet,
sest kbikse wuringu puhul on igasugune sdltuvus statistiliselt oluline (kuigi
mitte alati praktilist huvi pakkuv).

Statistilise seose olulisuse kontrollimiscks saab kasutada matemaatilisele
statistikale omast skeemi: oletame, et juhuslikel suurustel X ja ¥ on
illdkogumis hisjaotus Pyy. Meil on aga teada valim (mahuga ») sellest
ldkogumist ning valimi pdhjal moodustame sagedustabeli (vt tabel 17),
mis annab hinnangu tunnuspaari (X,Y) #hisjaotusele #ildkogumis.
Vastamaks kiisimusele, kas juhuslikud suurused X ja ¥ on dldkogumis
sdltuvad vdi sdltumatud, tuleb konirollida jirgmist hilpoteesipaari.

Hy: X ja ¥ on sBltumatud,
H,: X ja Y on statistiliselt sGltuvad.

Fikseerime olulisuse nivoo & ja leiame statistiku, mida saaks kasutada selle
hilpoteesipaari kontrollimiseks. Vaatleme statistikut &, mis on arvutatud
valemist (29} véi (29°). Valemitest on niiha, et statistik Hon kxh Bhesuguse
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kujuga liidetava summa. Analiiilsime neid liidetavaid. Igaithes neist on
empiirilise ja teoreetilise sageduse vahe, mida vdiksime ka kujutleda
empiirilise sageduse h#lbena tema keskviirtusest (seda ju teoreetiline
sagedus on). See vahe on vdetud ruutu ja jagatud omakorda teoreetilise
sagedusega. Seda v3ime vaadelda ka nii, et vahe on jagatud ruutjuurega
teoreetilisest sagedusest, st normeeritud ja seejirel vaetud ruutu. Seega on
meil ligikaudselt tegemist standardiseeritud juhuslike suuruste ruutude
summaga. Teoreetiliselt on tdestatud, et niisugune summa liheneb valimi
mahu » kasvamisel hii-ruut jaotusele vabadusastmete arvuga f = (k&—1)(h-1).

Seda tdsiasja saame kasutada pilstitatud hilpoteeside kontrollimise eeskirja
tuletamiseks. Statistiku 4 konstrueerimisel on teoreetiline sagedus arvutatud
eeldusel, et tunnused on soltumatud. Jarelikult on statistik H nimelt siis x’-
jaotusega, kui nullhiipotees kehtib. Tzhistame x’-statistiku kriitilise va4rtuse
olulisuse nivoo a ja vabadusastmete arvu f korral simboliga A(a/). Seega
saame hiipoteeside kontrollimiseks alljirgneva eeskirja.

s Kui H > Hq /), siis vitame vastu H; ja loeme tdestatuks, et juhusiike
suuruste X ja I vahel on Oldkogumis statistiline s6ltuvus, ehk Otleme, et
statistiline sdltuvus on oluline olulisuse nivool a.

o Kui H < ke /), siis jidgme nullhiipoteesi juurde. Meil ei Snnestunud
tdestada statistilise seose olulisust (antud olulisuse nivool).

4.2, Jaotuste vordiemine

4.2.1. Empiiriliste jaotuste vordlemine

Tunnuse vdrdlemisel kahes itldkogumis on fiks vGimalus teha kindlaks, kas
selle tunnuse keskviirtused on mdlemas kogumis vordsed. Selle iilesande
lahendamisega tegelesime paragrahvis 3.5. Kuid m3nikord vdivad tunnused
erineda oma jaotuse poolest, kusjuures sce keskvidirtuste erinevuses ei
tarvitsegi kajastuda. Kiesolevas punktis soovime kontrollida tldisemat
hilpoteesi jaotuste erinevuse kohta: kas tunnuse jaotus erinevates ild-
kogumites on erinev?

Olgu antud kaks ildkogumit ja wmdddetud sama tunnust nendes fild-
kogumites. Tunnuse! on & vi%irtust. Esimesest tldkogumist on vaetud valim,
milles on véirtuste sagedused vastavalt »'y, ..., n', ja teisest valim sage-
dustega n*), ..., n’, kus valimimahud on vastavalt n,=n'y +... + nfy, i=1
vii 2.
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Tahistades uuritava tunnuse tdendosusfunktsiooni i-ndas ildkogumis
siimboliga p', kus j = 1, ..., k, saame meid huvitava kilsimuse formuleerida
alljirgneva hiipoteesipaarina:

Ho:p',=r% igajkoral, j=1,.. k
H:p'=p’ mingi vasrtuse j korral, j=1, ., k
Sisukas hiipotees osutub t3estatuks niipea, kui selgub, et kasv3i tunnuse iihe

vidrtuse korral on erinevate valimite pdhjal saadud tdenfosushinnangud
olutiselt erinevad.

Selle hilpoteesipaari kontrollimiseks kasutame -statistikut. Teoreetiliseks

jaotuseks, mis vastab nulthlipoteesile, loeme jaotuse, mille saame mdlemaid

valimeid ithendades. Seega tuleb meil piistitatud hiipoteesipaari kontrolli-

miseks teha jirgmised arvutused.

e Leiame tunnuse iga vidrtuse j jaoks tdendosusfunkisiooni hinnangu
nuithiipoteesile vastaval eeldusel,

= (H'lj +n21)/(ng +m ).

*» Leiame kdigi tunnuse viirtuste jaoks tegeliku sageduse ja teoreetilise
sageduse erinevused mdlemas valimis: n';— n, p.

s Votame Jeitud vahed ruutu ja jagame teoreetilise sagedusega
{normeerime).

o Summeerime saadud liikmed. Tulemusena saame nn  hii-ruut-

statistiku A
L (n-n PJ
H= . (30)
IZZ np;

¢ Selle statistiku jaotus on juhul, kui nullkiipotees kehtib. 2 -jaotus
vabadusastmete arvuga k—l.

s Statistiku A abil saame kontrollida piistitatud hiipoteesipaari stan-
dardse! viisil.

» Kui arvutatud statistiku A vi4rtus on suurem kui y’-jaotuse vastav
kriitiline vidrtus (mille juures arvestame vabadusastmete arvu ja
olulisuse nivood), siis kummutame nullhitpotzesi ja loeme tdestatuks
sisuka htpoteesi: uwritavad tunnused on uldkogumites erineva
Jjaotusega.

¢ Kui A vidrtus on vastavast protsentpunkiist viiksem, jiime null-
hiipoteesi juurde: tunnuste jaotused erinevates iidkogumites ei erine
kasutatud andmete péhjal oluliselt.
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Naide 57

Jaotame Festi vallad elanike arvu poolest kolmeks: viiksed (alla 1500
elaniku), keskmised (1500-3000 elanildw) ja suured ((le 3000 elaniku).
Kiisime, kas valdade jaotus elanike arvu jargi on Pdhja- ja LGuna-Eeslis
sama. Kasutame vastuse leidmiseks naies 29 kasulusele voetud valimit.
Valimi (tabel 22) pdhjal saame elanike arvu jaoks alljirgneva sagedustabeli.

Tabel 22
Viike Keskmine Suur Kokku
Pohja-Eesti 2 2 7 11
Lbuna-Eesti 2 (4] 1 9
Kokku 4 8 8 20

Teeme niiiid samasuguse fabeli ka nn teoreetiliste sageduste p;n; jaoks (sel
Jjuhul, kui vallaelanike arvu jaotus oleks Pohja- ja Louna-Eestis @hesugune).

Tabel 23 )

T Viike Keskmine Suur Kokku
Pohja-Eesti 2.2 4.4 4,4 11
Lduna-Festi 1.8 36 36 9

Koidu 4 8 8 20

Jargmiseks teeme tabeli, millesse kanname stalistiku H arvutamise faoks
vajalikud vahetulemused Liksiklahtrite kaupa.

Tabel 24
Lahter pin=n; 1 (pin—n')> | (ppi— )7 pin,
P.-Eesti viike 02 0,04 0,018
P.-Eesti keskmine 2.4 576 1,309
P.-Eesti suur -2,6 6,76 1,536
L.-Eesfii véike -0,2 0,04 0,022
L.-Eesti keskmine -2.4 576 1,600
L.-Eesti suur 2.6 6,76 1,878
Kokku 6,363

Viimase veeru summeernmisel leiame H vaartuse 6,363. See suurus (iletab
parasjagu y’jaotuse 0,05-tdiendkvantili vabadusastmefe arvid 2, mille
vidrius on 5991, nagu nSeme labelist 38. Jarefkult wiime lugeda
t0estatuks, et L3una- ja Pdhja-Eesti valdade jaotus elanike arvu jirgi on
erinev.

Lapuks tuleb veel tdele au andes tunnistada, et tehtud ndide ei ole péris

korrektne, sest p’-jaotus on korrektselt rakendatav iksaes siis, kui
teoreetilised sag=dused on kdik suuremad kui 4. Ndeme tabelist 24, et meie
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ndites on kdik sagedused liiga viikesed, alles kolin korda suurema
valimimahu korral saaksime piisavalt soure andmestiku selleks, et
rakendada 7-jaotusele tuginevat eeskirja hiipoteeside kontrollimiseks.

Esitatud niites kasutatud lahendusskeem on rakendatav kasutamisjuhisena
selliste dlesannete lahendamise puhul, kus on tarvis vdrrelda sama tunnuse
jaotust kahes ildkogumis vdi tildkogumi osas, kusjures kummastki osast on
olemas valim. Siinjuures on oluline, et valimjaotused kasutaksid samu
klassifitseerimise eeskirju,

4.2.2. Empiirilise jaotuse virdlemine teoreetilise jaotusega

Et paljude statistikaprotseduuride puhul eeldatakse, et uuritava tunnuse
jaotus Gldkogumis on normaaljaotusega, siis pakub huvi selgitada vilja
eeskiri, kuidas seda oletust kontrollida. Veidi ootamatuna tundub see, et
pole olemas lihtsat metoodikat selleks, et idestada, et mingi jaotus on
normaaljaotusega (v3i ka mingi teise etteantud jaotusega), killl aga saab
tGestada seda, et jaotus erineb oluliselt antud teoreetilisest jaotusest.
Vaatleme hiipoteesipaari:

Hy: X on antud jaotusega P,
H;: X eiole antud jaotusega P.

Olgu antud olulisuse nivoo & ja valim jubusliku suuruse X valirtustest
mahuga n.

Kontrollimaks piistitatud hiipoteesipaari teeme alljérgnevad sammud.
¢ Konstrueerime tunnuse X sagedustabeli, selleks vajaduse korral sobivat
klassifitseerimiseeskirja rakendades (vt punkt 1.3.3). Mirgime, et
klasside arv ¢i tohi olla liiga viike (iildjuhul mitte alla 4) ja samuti ei
tohiks klassides olla liiga vihe vaatlusi (rusikareegliks vdiks olla, et
mitte alla 5). Klassifitseerimise juures pole tihtis, et klassid oleksid
hepikkused, ka lahtised klassid on lubatud. T#histame konstrueeritud
k-klassilises sagedustabelis esinevad sagedused n,, ...., n
® Kasutades teadaolevat jaotust P, arvutame teoreetilised sagedused
n-ppf=1, .,k
¢ Arvutame statistiku H:
kL (n,-np,)
H= E (_J_LJ) . (31)
J=1 rp F
©  See statistik on nullhtipoteesi kehtimise korral 2’-jaotusega vabadus-
astmete arvuga k-r-1, kus r on vaadeldava teoreetilise jaotuse valimi
pohjal hinnatud parameetrite arv.



100 4. Tunnustevaheiised seosed. Jaotuste vordlemine

Niide 58

Kontrollime, kas elanike arv Eesti valdades on normaaljaotusega. Selle
ilesande lahendamiseks peab lahtriie arv tabelis olema vdhemalt 4, sest
normaaljaotusel on 2 parameelrit, Kasutame sefleks eelmise nditz valimiga

analoogset valimit ja moodustame 6-klassilise sagedustabeli.

Tabel 25
- 1£00 | 1500...2000| 2000...2500] 2500...3000 | 3000...4000 |4000. .

Sagedus 4 4 5 0 3 4
Standardi- |...-0,794| -0,794... -0,475... -0.756... 0,163... |0,802..

seertud -0.475 -0, 156 0,163 0.802
idassipiird
TGendosus | 0,214 0,103 0,727 0.12 0,508 G128
Teoreetiline | 428 2,06 2.54 24 6.16 2,56

sagedus

Hif-ruut 0.J18 1,827 2,383 2,4 1,621 0.81

» Hindame valimi pGhjal normaaljaotuse parameetreid — arvutame valimi
keskmise x = 2744.4 ja standardhilbe hinnangu s = 1566. Eeldame
edaspidi, er teoreetiliseks jactuseis on normaaljaotus N(2744,4, 1566).

» Standardiseerime nende parameetrite abil sagedustabeli klassipiirid:
{1500 - 2744)/1566 = -0,794, (2000 - 2744)/1566 = -0,475;

(2500 - 2744)/1566 = -0,156; (3000 - 2744)/1566 =0,163;
(4000 - 2744)/1556 = 0,802.
Saadud arvudega saame tiita rea “Standardisearitud klassipiind”.

+ leiame standardiseeritud nomaaljaotuse tabelist Kklassipiiridele
vastavad t6endosused: ¢(-0,794)=0,214; ${-6,475)=0,317;
dx-0,156)=0,444,; P(0,163)=0,564;, &0,802)=0,872.

s Arvutame nidd klasside teoreetilised tGendosused p=P(a,.1<Xo<ay), kus
Xo on standardiseeritud normaaljaotusega juhuslik suurus, lahutamise
teel: P(Xo < ~0,794) = 0,214 P {-0,794 < Xp <-0,475) = 0,317 - 0,274 =
=0,103;... P(Xp>0802)=1-0872=0,128.

Nende arvutuste tulemusena saime rea “Téendosus”.

+» Teoreelilised sagedused saame, komrutades teoreetilised tdendosused
18bi valimi mahuga. Arvutame need ja paigutame tabelisse nitta
“Teoreetiline sagedus” 20 - 0,214 = 4,28; ...

e  Srejérel arvutame samuli kui eelmises ndites teoreetilise ja empiinlise
sageduse vahe nwudu ja normeerime tulemuse, st jagame teoreelilise
sagedusege. Vastavad arvud on toodud fabeli viimases reas "Hi-ruut”.

e Liidame kokku tabeli viimases reas paiknevad arvud. Saame 9,059,
Hii-ruut-statistiku vabadusastmete arvoks on 6-2—- 1= 3.

o leiame labelist kritiise vddruse olulisuse nivool
vabadusasimete arvul 3; see on 7,815

Et arvutatud stalistiku vdértus H on suurem kui tabelist leitud kritiline

vadrius, loeme (Gestaluks, et elanike arv Eesti valdades ei ole

nomaaljaotusega juhuslik suurus,

005 ja
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5. Mudelid ja prognoosimine
5.1. Lineaarne regressioon ja korrelatiivne sdituvus

5.1.1. Lineaarne sdltuvus arvtunnuste vahel

Vaatleme arvulisi juhuslikke suurusi X ja ¥ ning ecldame, et nad on stutisn-
liselt sGituvad. Statistilise sdltuvuse olemasolu tihendab thtlasi seda, et vhe
jubusliku suuruse visrtusi teades tekib v&imalus teist prognoosida. Seileks
on aga tarvis leida prognoosiv valem ehk mudel. Lihtsaim mudel on lineaar-
ne,

Y=a+bX+g {32)
kus X ja ¥ on juhuslikud suurused, a ja b mudeli parameetrid (a - vebaliige
ja b - regressiconikordaja) ning & on mudeii ja#kliige ehk viga.

Mudeli parameectrid tuleb midrata nii, et mudeli viga oleks vbdimalikult
viike. Mudeli parameetreid on v&imalik hinnata valimi p&hjal. Uks
vdimalus parameeirite hindamiseks on kasutada vihimruutude meetodit, st
madrata parameetrid g ja b nii, et summa

is? = i(y,- ~(a+hx))’, (32)
i=l

i=]

mis iseloomustab vaatfuste hilbimist mudelist, omandaks minimaalse
vaiirtuse. Selleks, et leida ceskirja a ja b miiiramiscks, tuleb lahendada
ehkstreemumiilesanne parameetrite a ja b suhtes. Selle tulemusena sazme a ja
b midramiscks valemid:

D x —E)yi )
b == ja a=v-br {33)

i(x,- -x)?

1=l

Sirget
y=a+bx
nimetatakse regressiconisirgeks.
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Ndide 59

Vaatleme tabelis 19 esitatud Eesti n.- akondi, vdttes lunnuseks X vaidade
arvu ja tunnuseks Y elanikkude arvu. 3aame alliirgneva korrelatsioonivilja
(vt joonis 17}, kus valimi punkte tdhistavad ruudud (mitte rombid):

600000 _
- B
500000 f——
400000 4
£ 300000
% A
& 200000 +—— : : 4 -t
B i o
Co ) *
100000 ———= ..‘.i‘ 2
M o
o B ?ﬂ
0 B 10 15 2b
Valdo
Joonis 17

Seame enescle dlesandeks leida regressioonisirge, mis kifjeldaks elanike
arvu sdltuvust valdade arvust. Selleks tuleb meil leida parameetrid a ja b.
Regressioonikordaja b praktiliseks arvutamiseks on meil sobiv kesutada
iifalesitatud valemit veidi teisendatud kujul:

n
inh'nf}?

b= j=1

e
> xf -nx?
i=t
Siin on punktideks maakonnad, st n=15. Selle valemi jaoks vajalikud
arvutused on koondatud tabelisse 26, kus iga rida vastab (ihele maakonnale
(tdhestikulises jériestuses). Esimeses veerus on maakonna elanike arv
{luhandetes), teises veerus valdade arv ja (lejdénud veergudes arvutusteks
vajalikud vahetulemused. Kbige viimases reas on veerusummad,

Kasutades tabeli viimast rida, feiame keskmised y = 98,42 (st maakonna
keskmine elanike arv on veidi allla saja tuhande) ja x = 13,2 (keskmiselt on
maakonnas 13 valda).
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Tabel 26
i Xi i X Xi Y
551,1 18 3037112 324 9919.8
11,9 4 141,61 16 47,6
202,9 15 4116841 225 30435
41,8 10 1747,24 100 418
43,6 14 1800,96 196 6104
32,2 11 1036,84 121 354,2
756 14 571536 196 1058,4
36,4 13 1324,96 169 473,2
99.6 17 9920,16 289 1693,2
40 10 1600 100 400
40,5 16 1640,25 256 548
153,2 19 23470,24 361 29108
39,6 11 1568,16 121 435,6
63,8 14 4070,44 196 893,2
44,1 12 1944,81 144 529,2
1476,3 196 4009607 2814 234351

Paigutades tabelist leitud véartused valemisse (33) saame:
b =(23435,1-15x98,4x13,2)/(2814-15x13,22) = 3947,94/200,4= 19,7.

See tihendab, et iga lisanduv vald téhendab maakonna elanike arvu kasvu
figemale 20 000 voma. Teades, ef keskmine valfaelanike arv on vaid kaks ja
pool tuhat, viib saadav tulemus tunduda cotamatuna.

Vabaliikme a leidmiseks kasutame juba leitud b vaartust:
a=9842~ 19,7 « 13,2 =- 161.,6.

Seega saime maakonna elanike arvu prognoasimiseks valdade arvu kaudu
Jjérgmise valemi.

Hanike arv = 19,7 x valdade arv - 161,6.

Piiiiame saadud valemit tdigendada. Esmapilgul tekitab teatavat himmingut
ka see, et vabaliige on negatiivne. Vabalilkrne negatiivsus tahendab didiselt
seda, et véga viike valdade arv (alla kimne) ei ole saadud mudeli
seisukohast dldse reaaine. Alates teatavast piinist aga vastab igale
lisanduvale valale ligemale 20 000 elaniku suurune juurdekasv. Siin on
oluline aga see, ef suuremates maakondades, kus on rohkem valdu, on
rohkem ka linnalisi asulaid, ning leitud mudel arvestab lisaks vaNeelanikele
ka linnaelanikke

Kokkuvities tekib siiski mulje, et saadud mudsl ei kifelda elanike arvu ja
valdade arvu vahelist seost kuigi hasti.
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Lineaame regressioonsdltuvus on vastastikune. Kui dnnestub moodustada
tunnuse X lineaarne mudel tunnuse Y jérgi, siis on ka vasmpidine vdéimalik.
Alljargneval joonisel on toodud sama iilesande niitel korrelatsioonivili, mis
illustreerib valdade arvu séituvust elanike arvust.

20
18
16
14
12

Valdu

-
ON MDD D

0 100000 - 200000 300000 400000 500000 600000
Elanikke

-. Joonis 18

5.1.2. Lineaarne korrelatsioonikordaja
Lincaarse mudeli headust ehk lineaarse seose tugevust iseloomustab
lineaarne korrelatsioonikordaja r, mille arvutusvalem on jirgmine:

n

2 G-, - )

ijtx,- —i)zznj(y,- -»?
s=1

r

(34)

Siin ;ja ; on tunnuste X ja ¥ keskmised ning x; ja y; on vastavate tunnuste
viirtused j-ndas kogumi punktis.

Lineaarse korrelatsioonikordaja viirtused muutuvad erinevalt statistilise
seose kordajast ¥ intervallis [-1, 1]. Seega iseloomustab lineaarne
korrelatsioonikordaja mitte tiksnes seose tugevust (seda iseloomustab
korrelatsioonikordaja absoluutvidrtus), vaid ka seose suunda.
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Kui tunnuse X wvidrtuste suurenedes ka tunnuse Y vidrtused keskmiselt
suurenevad, siis on juhuslikud suurused X ja Y positiivselt korreleeritud.
Kui aga tunnuse X suurenedes tunnuse Y viirtused vihenevad ja vastupidi,
siis on tunnuste X ja ¥ vaheline korrelatsioon negatiivne.

Stltumatute juhuslike suuruste vaheline korrelatsioon on null (tunnused on
mittekorreleeritud). Siiski leidub juhuslikke suurusi, mille vaheline
korrelatsioonikordaja on null, kuigi tunnused ise pole sdltumatud.
Teisisonu, leidub mittekorreleeritud, kuid séltuvate tunnuste paare.
Lineaarse korrelatsioonikordaja ruui ehk determinatsioonikordaja niitab,
kui suure osa iihe tunnuse hajuvusest saab kirjeldada teise tunnuse abil.
Determinatsioonikordaja vitirtused on 0 ja 1 wvahel, tema vilrtus
avaldatakse tihti ka protsentides.

Niiide 60
Arvutame eelmises (Ulesandes leitud lineaarse mudeli headust
iseloomustava korrelatsioonikordaja védrtuse. Selleks saame kasutada

regressioonikordaja arvutamisel tehtud eeltdtd, kuid nimetaja leidmisel tuleb
arvestada ka Y hajuvust.

r= 3947/(/200,4 x(400960,7 - 15x 98,42° ) } = 3947/7157,9 =0,55.
Seega saame delenminatsioonikordaja vadrtuseks 0,55° = 0,3 ehk 30%.
Valdade arv kifjeldab maakonna elanike arvust umbes 30%. Tulemus on

iisna ootuspérane, sest vastab maaelanike osatdhtsusele elanikkonna
huigas.

5.1.3. Lineaarse mudeli parandamine teisenduste abil

M@dnikord tekib mulje, et lineaarne mudel ei sobi antud nihtuse kirjelda-
miseks kdige paremini. Siis aitab vahe! l#htetunnuste teisendamine. Uks
sagedamini kasutatavaid v3imalusi on Y-tunnuse logaritmiline teisendus,
mille tulemusena me saame mudeli

log Y =a+ bX

Siin voib kasutada suvalist logaritmi alust, kuid kdige sagedamini mdis-
tetakse logaritmina naturaallogaritmi, st logaritmi alusel ¢ wdi ka
kiimnendlogaritmi. Selle mudeli t8lgendamiseks v3tame mdlemast poolest
antilogaritmi, st saame varasemaga samavitirse valemi

Y =AxB*,

kus konstandid A ja B avalduvad lineaarse regressiooni parameetrite a ja b
kaudu: 4 = 10° ja B = 10, Niisugune mudel tshendab praktiliselt tunnuse ¥
viga kiiret kasvu tunnuse X vifirtuste kasvades.




106 5. Mudelid ja prognoosimine

Néide 61
Jéatkame eelmist néidet. Et siin elanike arv kasvas valdade arvuga vérreides

viga kiiresti, siis proovime kasutada Y logaritmilist teisendust. Saame uue Y-
veeru, vt tabel 27:

Tabel 27

Xy lfogfy:)
18 2,74
4 1,076
15 2307
10 1,62
14 1.64
11 1,51

i 14 1,88
13 1,56
17 2
10 1,602
16 1,607
19 219
71 1.6
14 1,805
12 1,644

Leitud tabeli pdhjal moodustame uue korrelaisioonivalia ja lelame uue
mudeli. Saame seose;
fog Y =0,6636 + 0,085 X,

kusjuures korrelatiivne seos logY ja X vahel on mérksa tugevam kui Y ja X
vahel. Korrelalsioonikordaja védrtuseks on kéesoleval juhul 0,81, millele
vastab determinatsioonikordaja 0,66. Seega on logY kijeldatus X lineaarse
funkisioonina (le kahe koma parem kui Y kigeldatus X lineaarse
funktsioonina. Seda ndeme ka korrelatsiooniviljalt joonisef 19, kus vertikaal-
teljel on kujutatud elanike arvu logaritm. Ndeme, et siin asuvad prognoosi-
punktid moddefud punktidele mérksa ldhemal kui joonisel 17.

Loomulikult poie toodud teisendus ainus vdimalik. Sageli kasutatakse ka
teisendusi ¥ = 1/Y, ¥ = &' jne. Samal viisil on v@imalik teisendada ka
tunpust X. Teisendamise juures tuleb arvestada aga teisendustega seostuvaid
lisandudeid, miliest olulisimad on jirgmised.

¢ Logaritmiline teisendus on v#imalik iiksnes positiivsete viifirtustega

tunnuse puhul,
*  Podrdarvuks saab tunnust teisendada ainult siis, kui tal ei ole visrtust 0.
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Téhtis on teada ka seda, et teiscndamise tuiemusena saqadud mudel ei
tarvitse olla optimaalne esialgsete tunnuste jaoks, vaid ta on (vdhimruutude
mdttes) parim teisendatud tunnuste jaoks. Selletdttu ei ole tunnuste teisen-
damisel erilist mstet siis, kui selle tulemusena mudel vaid veidi paraneb.
Tihti aga aitab teisendamine viga lihtsate vahenditega mudelit oluliseft
parandada, ning nimelt sellisel puhul on teisenduse rakendamine Sigustatud.

5.1.4. Lineaarse mudeli ja lineaarse korrelatsioonikordaja
olulisus

Kui lineaarme korrelatsiconikordaja on arvutatud valimi pdhjal, siis tekib
kiisimus, kas valimis avastatud lineaarne sGltuvus kehtib ka {ildkogumis.
Selle kontrollimiseks tuleb meil valida olulisuse nivoo « ja sénastada hiipo-
teesipaar

H,: r = 0 tldkogumis;
H, : r = 0 dldkogumis.

Kui nullhiipotees on Sige, siis oeldakse, et korrelatiivne seos ei ole
statistiliselt oluline, kui aga Gige on sisukas hiipotees, siis teldakse, et
korrelatiivne seos tunnuste X ja Y vahel on statistiliselt olulme.

Nagu ndgime eelmises peatitkis, on hiipoteeside kontrollimiseks tarvis vali-
mi phjal arvutada mingi statistiku viirtus, kusjuures selle nn teststatistiku
viidrtus nullhiipoteesi kehtivuse korral peab olema teada ja tabuleeritud.
Vorreldes arvutatud statistiku vairtust teoreetilise jaotuse tabelist leitavate
kriitiliste vddrtustega (enamasti tiiendkvantiilidega), nieme, kas andmed on
kooskdlas nullhilpoieesiga. Kui statistiku arvutatud vifirtus on kriitilisest
vilrtusest suurem, pole andmed nullhilpoteesiga kooskdlas ja sisukas hiipo-
tees loetakse tdestatuks. Vastasel korral jisb sisukas hilpotees t3estamata
ning vastu vdetakse nullhipotzes, kuid sedz muidugi ei loeta tdestatuks.
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Lineaarse korrelatsioonikordaja r puhul on olukord viga lihtne: teststatis-
tikuks, mille viidrtused on tabuleeritud, on vaiimi korrelatsioonikordaja.
Korrelatsioonikordaja kriitilised viirtused on arvutatud eeldusel, et iildko-
gum on kahemddtmelise normaaljaotusega ja sSltumatute komponentidega.
Need kriitilised vairtused (thiendkvantiilid) on 1oodud tabelis 39, Nagu ka ¢-
jaotuse korral, on tabelis eraldi osad ihepoolsete ja kahepoolsete
hilpoteeside jacks (vastavalt vasakpoolne ja parempoolne osa). Uhepoolse
hiipoteesi kontrollimiseks olulisuse nivool a kasutatakse, samuti kui -
jaotuse puhulgi, o-tdiendkvantiili g{a), mille pubul kehtib v&rdus
P(r > ¢(a)) = a. Kahepoolse hiipoteesi kontrollimisel kasutatakse statistiku
simmeetrilisust ja arvutatakse vadrtus g'(a) nii, et kehtivad vérdused
P(r>qg{a)) = a2 ja P(r<— g(a)) = o2, mis kokku annab vérduse
PUrl > g(a) =a

Tabelis paiknevaid véirtusi g ja ¢’ nimetatakse ihise nimetusega korrelat-
sioonikordaja kriitilisteks vddrtusteks. Paneme tihele, et korrelatsiooni-
kordaja kriitilised visrtused soltuvad ka valimi mahust #, kuid traditsiooni
mdttes on tabeli rida madravaks argumendiks valitud mitte valimi maht,
vaid sellest kahe vrra viiiksen vabadusastmete arv f=n-2.

Tahtis on teada seda, et kui korrelatsioonikordaja ei ole oluline, pole oluline
ka regressioonimudel tervikuna, ning selle edaspidine kasutamine on eba-
korrektne.

5.1.5. Uhepoolsete hiipoteeside kontrollimine lineaarse
korrelatsioonikordaja kohta

M@nikord pakub huvi iihepoolse hiipoteesi kontrollimine korrelatiivse seose
kohta. Huvitagu uurijat olukord, kus korrelatiivne séituvus on positiivne.
Sel juhul saame piistitada alljirgneva hiipoteesipaari:

Ho:r 20,
H]ﬁf>0,

kus r tihistab korrelatsioonikordajat iildkogumis. Hiipoteeside kontrolli-
mine toimub samuti kui eelnevalgi juhul, ainsaks erinevuseks on, et kriiti-
lise védrtuse vitame tabeli sellest osast, mis vastab iihepoolsele hilpoteesile.
Seega ndeme, et ilhepoolse hiipoteesi tdestamine on iildiselt lihtsam (vajab
keskmiselt veidi vdiksemat valimit), vorreldes kahepoolse hiipoteesi tdesta-
misega. Selle pShjus on ka arusaadav: iihepoolse hilpoteesi korral me
kasutame teatavat eclinformatsiooni, sest meid huvitab ainult ithesuunaline
séltuvus. Igasugune lisateave muudab iildiselt.otsustamise hdlpsamaks.
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Néide 62

On antud juhusiik valim Eesti vaidadest, vt tabel 28. X on elanike arv vallas
ja Y — _elanike arv taludes. Meid huvitab teada, kas laluelanike arv on
korreleeritud elanike Uldarvuga vallas. On loomulik, et kui selline soltuvus on,
siis ta on positiivne, seetdttuy me kontrollime dhepoolset hipoteesi Hy: r >0.
Valime olulisuse nivooks 0,05. Arvutuste tulemusena saame komelalsiooni-
kordaja védrtuseks 0,14, mis on mérksa vdiksem kui tabelis leiduv kriitiline
védrtus 0,378, mille leiame, kasutades vabadusastmete arvu 18 tabeli 39
ieisest veerust.

Tabel 28
Vaid Elanikke Taluelanikke

Lohusuu 889 27
Laeva 901 81
Limanda 1006 67
Misso 1054 58
Qrava 1064 129
Muka 1191 73
Kérgessaare 1537 47
Miksa 1705 128
Urvaste 1767 192
Piihajérve 2063 221
Kohila 2126 216
Rakke 2468 86
Saarde 2615 - 254
Vandra 2842 131
Kanepi 2947 268
Taebla 3013 79
Ulenumne 4523 76
Tarvastu 5076 249
Kose 5731 111
Saue 6562 51
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Jarelikult ei dnnestu meil i6estada, et Cesli valdades oleks faluelanike arv
didiselt komreleeritud elanike arvuga vallas. Sama kinnitab joonis 20:
taluelanike arv on dsna ghesugune nii suurtes kui vaikestes valdades.
Tulemus on kooskdlas ka nditega 58, kus jéreldasime, el suuremates
maakondades mdjustab elfanike arvu just linnaliste asulate arvukus.
Jérefikult pole meil mbtet seda mudelit ldse hakatagi koosfama.

5.1.6. Lineaarne prognoos ja prognoosijiik
Kui lineaarne mudel on oluline, siis saame arvutada iga objekti jaoks tema
prognoosi, kasutades lineaarset regressiooniseost

¥y =a+bx,.

Kaik prognoosid asuvad regressioonisirge peai. Mudeli jazkliikme viirtust,
st juhusliku suuruse tegeliku vifiriuse ja prognoosi erinevust nimetatakse
proghoosijddgiks ehk prognoosiveaks,

R -
& =Yi— -

Niide 63

Vaatleme veel iiht nididet Eesli valdade kohta. Olgu niiid uuritavateks
tunnusteks elanike arv ja tObealiste elanike arv 20 vallas. Andmed on
esitatud tabelis 29 .

Leiame mudeli tboealiste inimeste arvu kifeldamiseks kdigi inimeste arvu
Jjargi, kasutades selleks punidis 5.1.1 kifjeldatud meetodit. Saadud mudel on
allidrgnev.

Tddealiste arv = 0.57 x elanike arv - 69.
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Tabel 29
Vaid Elanikke | Todealisi | Tooealiste Prognoosiviga
prognoos
Noaroolsi 896 458 441 17
Sutju 1043 519 524 -5
Hummudi 1122 598 569 29
Pihtla 1657 873 874 -1
Haaslava 1771 909 938 -30
Paistu 1784 1013 946 57
Veriora 1856 917 987 -70
Kaarma 1947 1087 1039 48
Jérva-Jaani 2156 1165 1158 7
Puurmani 2214 1201 1199 ) 10
Rakvere 2341 1312 1263 48
Rouge 2387 1142 1282 -147
Halinga 2397 1308 1295 13
Aseri 2754 1545 1498 47
Anija 3169 1706 1734 -28
Antsla 3341 1805 1832 -27
Réngu 3376 1860 1852 8
Nissi 3460 1880 1900 -20
Kadrina 5489 3094 3055 39
Jégeva 5734 3191 3194 -3

Seejérel leiame komelatsioonikordaja (vi punid 5.1.2). Kormelatsioonikordaja
vadrtuseks saime 0,998. Komelatsioonikordaja on statistiliselt oluline (vt
5.1.4) ja kinnitab vdga ifugeva lineaarse seose olemasolu. Sce on ka
loomulik, sest tegemist on sisuliself tthedasti seotud tunnustega. Jélle tekib
kisimus: mida nditab negatiivne vabaliige? Nahtavasti on siin tegemist
asjaoluga, et vaiksemates valdades on tO6eakiste arv subleliselt véiksem kui
suurtes, seeldltir polegi sOituvus tipselt vordedine (nii oleks olukord siis, Kui
vabaliige oleks 0). Tugevat sdlftuvust néitab ka joonis 21, millel prognoosi-
punktid vaidavalt kattuvad vaadeldud punktidega korrelatsioonivéljal.
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Joonis 21

Kéesoleva naite puhul on huvitav vurida prognoosivea jaoltust, sest sellel on
oluline sisuline téhendus. Tabeli 29 viimasest veerust ndeme, et abso-
luutvaartuselt suurim prognoosiviga on Rouge ja samuti Veriora vallas.
Nendes on (odealisi elanikke mérksa vdhem kui peaks olema elanike
dldarvu jérgi, tdhendab nendest valdadest on t6dealised dra rdnnanud.
Seevastu aga Paistu, Rakvere, Kaarma ja Asen valdades on tdbealisi
rohkem kui prognoositud. Ndhtavasti on neist tédisealiste valjardnne oinud
véiksermn vii on toimunud sisserdnne.
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5.2. Mittearvulise argumendiga mudelid.
Dispersioonanaliiiis

Praktilistes tilesannetes vdib mudeli argumendiks olla mitte ainult pidev
arvtunnus, nagu nigime eelmises paragrahvis, vaid ka suvalisse tiiiipi
kuuluv diskreetne tunnus, nn' rilhmitav tunnus ehk fakior. Kiesolevas
paragrahvis vaatlemegi selliseid mudeleid.

5.2.1. Riihmakeskmiste hindamine rohkem kui kahe

rithma puhul

Vaatleme statistilist kogumit, milles on mdddetud kaks tunnust.

e Tunnus X on diskreetme tunnus ehk faktor, millel on k viirtust ehk
taset. Neid tasemeid tihistatakse lihtsalt arvudega |, ..., &.

¢ Tunnus Y on pidev arvtunnus.

Kui vaadelda nende tunnuste vastastikust mdju, siis ks sagedamini
esinevaid skeeme on alljirgnev:

Statistiline kogum on vastavalt faktori X tasemetele jaotatud mitte-
ldikuvateks osadeks ehk rihmadeks. Kwi tunnuse Y keskmised neis
riihmades on erinevad, siis 6eldakse, et faktor X mijub tunnusele Y.

Vaatame, kuidas on see iilesanne piistitatav ja lahendatav erinevate statisti-

liste kogumite korral. '

» Kui tegemist on kdikse uuringuga, siis tuleb meit mijud lihtsalt ole-
masoleva kogumi pdhjal vilja arvutada. Eeidame, et meil on vaatlusi
kdigist rihmadest, i = 1, ..., k, kusjuures vaatlused i-ndast rithmast
tdhistame y, , y, s Vip, - On v3imalik, et igas rilhmas on vaatluste arv

erinev. Tihistame i-nda rithma vaatluste arvu tihega n,. Vaatluste
koguarv on sel juhul m+m+ . +o=n

Et leida hinnangut tunnuse Y keskviirtusele i-ndas rlihmas 4, leiame selie
tunnuse aritmeetilise keskmise selles rithmas p,

N I
yr.=;—2yu,:=l,2,...,k. (35)
i_,'=|
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Seejdrel arvutame ka tunnuse Y illdkeskmise y, kasutades selleks kaiki

vaatlustulemusi,
1 ko i k
SNV (36

=i g=l r=1

Loomulikult saab iildkeskmise leida ka rithmakeskmiste kaudu, nagu samast
valemist niha. Et leida faktori X erinevate fasemete mdju funnuse ¥
keskmisele, selleks arvutame vahed y;, — »,  i=i, .., & Kui tegemist on
koikse uwuringuga, siis ongi iilesanne sellega lahendatud ja faktori X
tasemete mijud xindlaks tehtud,

e Kui statistiline kogum on vaadeldav esindava valimina iildkogumist,
siis on y tunnuse Y keskvisirtuse hinnang dldkogumis ja y, tunnuse ¥
keskvasrtuse hinnang faktori X tasemele / vastavas ildkogumi osas.
Vahed y; — v on vaadeidavad kui faktori X tasemete mdjude
hinnangud. Need hinnangud on nihketa ja neid saab edukalt kasutatada

stltumata sellest, missugune cn tunnuse I jaotus iildkogumis.

Kui on tegemist valikuuringuga, siis v3ime sGnastada veel fihe kisimuse,
mis igasuguse mudeli puhul on Ulimalt tdhtis: nimelt, kas vuritaval faktoril
iildkogumis iildse ongi mdju, vdi on rlihmakeskmiste vahelised erinevused
tingitud juhuslikkusest. See on tegelikult mudeli olulisuse klsimus. Sellele
annab vastuse dhefaktoriline dispersioonanalinis, mida me vaatleme
jdrgmises punktis.

5.2.2. Uhefaktorilise dispersiconanaliiiisi iilesanne
Dispersioonanaliiiis on_metoodika, mis vdimaldab. uurida_faktortunnuse X
moju_arviunnuse ¥ keskyidrtugele, kasutades selleks valimi andmeid.
Vatame kasutusele jérgmised tdhistused.
Olgu tunnuse Y teoreetiline keskvdirtus i-ndas rlthmas (ehk rihmas i} u,
=1, .., & Meid huvitab kontrollida jirgmist hilpoteesipaari:

How= m=..= u, )

H, : leiduvad rithmad / jaj mil, et 1 #

Viimane viide ei tahenda muidugi seda, et erineksid ainuit mingi kahe
rithma keskmis~d, see on n3d minimaalne vdimalus. V&ib esineda ka olu-
kord, kus kdigs rithmade keskmised on erinevad.

Sdnastatud hlipcteesipaari tdestamiseks ci sobi itkski varem defineeritud ja
tabuleeritud jaoius, me peame selleks tuletama uue jaotuse, mida nimetatak-
se F-jaotuseks. F-jaotust kasutatakse pdhiliselt mudeliie olulisuse ja sobi-
vusega seotud hilpoteeside kontrollimiseks, Jirgmises punktis defineerimegi
F- jaotuse.
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5.2.3. F-jaotus

Defineerime jubusliku suuruse F alljargnevalt.

» Olgu Z, jubuslik suurus, mille jaotuseks on y’-jaotus vabadusastmete
arvuga f);
e olgu Z, juhuslik suurus, mille jaotuseks on j’-jaotus vabadusastmete
arvuga ;.
s olgu 2| ja Z, sbitumatud.
¢ Sellisel juhul on suhe
Zi/
ot h
/f2
F-jaotusega vabadusastmete arvudega £ ja f;, kusjuures esimesena mirgi-
takse luge)as oleva ruutvormi vabadusastmete arv.

F-jaotusega juhusliku suurused moodustavad kahest tdisarvulisest para-
meetrist — vabadusastmete arvudest f; ja /5 — sOltuva jactuste pere, mille
a-thiendkvantiilid on tabuleeritud vastavalt olulisuse nivoo visrtustele 0,01
ja 0,05. Tavaliselt on F-jaotuse abil kontrollitavad sisulised hilpoteesid
sGnastatavad Ghepoolsete statistiliste hilpoteesidena, seetdttu piisabki ka
F-jaotuse tabelites ainult tdiendkvantiilide markimisest (samuti nagu y*-
tabeli korralgi). F-jaotuse tabel on vaadeldud tabelitest kdige mahukam, sest
soltub kahest vabadusastmete arvust. Selle raamatu lisas, tabelis 40, on
toodud fragment F-jaotuse kriitiliste vidrtuste tabelist olulisuse nivoo 0,05
korral.

5.2.4. Dispersioonanaliiiisi itlesande lahendamine

Dispsrsioonanaliilsil on kaks matemaatilist eeldusf, mille mittetdidetus
paneb selle meetodi rakendatavuse olulise kisindrgi alla. Need eeldused
on:

* tunnus Y on kdigis ildkogumi osades normaaljaotusega,
s tunnuse Y dispersioon on kdigis illdkogumi osades sama,
Lisaks sellele eeldame, nagu alati, et valimid on esindavad ja valimite punk-

tid on sdltumatud (nditeks ei tohi valimis olla korduvaid mastmistulemusi
samast punktist).

Esimeseks sammuks dispersioonanaltiilsi teostamisel on tlldkeskmise hin-

nangu y arvutamine valemist (36) ja riihmakeskmiste hinnangute y;
leidmine valemist (35}, i=1, ..., k

o
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Siis leiame koguhajuvuse, so hilvete ruutude summa tildkeskmisest:

55 = iz(y, -

i=1 j=I
Selle summa lahutame kaheks liidetavaks,
S8 = 88, + 855,

kus esimene liidetav iseloomustab rithmadevahelist, faktori méjust tingitud

hajuvust, ja teine lidetav riihmasisest ehk juhuslikku hajuvust,
L3

k H,
58, =23 n(F -7, §§=2 2 (y,-F)"
=1 i=l j=1
Nii koguhajuvus kui ka mdlemad liidetavad on nn juhmslikud ruutvormid,
mida iseloomustab vabadusastmete arv. Siin arvutatakse vabadusastmete
arv, lahutades vaatluste arvust (valimi mahust) vaatluste pShjal méi4ratud
konstantide arvu (ildisemalt: lineaarsete seoste arvu). Koguhajuvuse vaba-
dusastmete arv on seega n—1. Esimeses liidetavas ruutvormis SS; on
kasutatud vaatlustena k rilbhmakeskmist, ning neid ilhendab iiks lineaarne
seos, mis maidrab iildkeskmise. Jirelikult on vabadusastmete arv &—1. Teises
ruutvormis SS, on kokku # liidetavat, kuid neid seob k seost. Need seosed
on rilhmakeskmiste avaldised iksikpunktide kaudu. Firelikuli on teise
ruutvormi vabadusastmete arv n# — .

Dispersiconanaliilisis kasutatavate ruutvormide puhul peavad ruutvormide
summeerimisel liituma ka vabadusastmete arvud; see seadusp#rasus aitab
kontrollida arvutuste &igsust. Nii on see ka praegu ruutvormide S5, S5 ja
SSppuhul: 1 = n—k + k—1. Kui dispersioonanaliiisi eeldused on tiidetud ja
nullhilpotees on dige, siis on suhe

_ (n—k)SS,

(k—1)SS,

F-jaotusega vabadusastmete arvudega &1 ja n—k. Kui aga nullhiipotees ei
kehti, siis on F-statistiku vifirtus illdisclt liiga suur, sest riihmadevaheline
hajuvus on tingitud faktori mdjust. See asjaolu ilmnebki arvutatud F-
statistiku vairtvse vdrdlemisel tabeliviirtusega. Seega saame piistitatud
_ hilpoteesipaari kontroilimiseks alljargneva eeskirja.

e Kui F> Fla, fi, /2 ), siis on sisukas hiipotees H; tdestatud olulisuse
nivool a;

e kui F< F(a f, 1), siis ei dnnestu sisukat hilpoteesi tdestada ning tuleb
vastu votta nullhlipotees H,.
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5.2.5. Dispersioonanaliiiisi tabel

Dispersiconanaliiisiga seotud arvutused koondatakse tavaliselt alljirgne-
vasse nn dispersioonanaliiilsi tabelisse, vt tabel 30.

Dispersioonanaliilisile on iseloomulik suhteliselt viike arvutusmahukus,
mistdttu selle teostamine on tdiesti voimalik ka kisitsi v6i taskuarvuti abil.

Tabel 30
Vabadus-
Maju Ruutvorm: | astmeid £ SSf F — statistik Jireldus
Faktor | SS, k-1 SSk=Y) T (n—R)SS k1SS,
Juhus 85y n—k SSen-k)
Summa | 8§ n—1

Dispersioonanaliiiisi tabeli viimane rida voimaldab arvutusi kontrollida:
viimases reas peavad olema eelnevate ridade vastavate veergude summad.

Niide 64

Pidrdume tagasi naite juurde, kus vaatlesime taluelanike arvu séltuvust
vallaelanike arvust ning kus lineaame mudel prakiilisell ei t66tanud. Jaotame
vallad elanike arvu jargi neliaks rithmaks: vaiksed vallad (elanikke alla 1100),
vaheldased vallad {elanildce 1100 — 2100), keskmisest veidi suuremad vallad
(elanikke 2100 -3000) ja suured vallad (elanilke ile 3000). Loeme selliselt
miératletud valla suuruse fakloriks ja vilame Y-tunnuseks talunike arvu.

Uksikutes vallatiZiipides saime jargmised keskmised talunike arvud: 72,4,
132,2; 191; 113,2; vi ka alljargnevat joonist. On seige, et lineaarset seost
vaila suuruse ja talunike arvu vahel pole, suurtes valdades on keskmiselt
véhem {alunilde kui keskmistes, ndhtavasti on neis leisi viimalikke
elatusallikaid rohkem.

Teeme niliidi dispersioonanaliiiisi kontrollimaks nulthipoteesi:  kbigis
vallatiiiipides on keskmiselt sama arv talunikke.
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Tulemuste dispersioonanaliiiisi fabe! on alljargnev:

Tabefl 31

Moju 88 Vabadus- |Suhe F F tabeli-
astmeid vadrius

Faktor 364724 3 1215747 |2,4%9132 |3238867

Juhus 77834,8 16 4864,675

Summa 114307,2 |19

Ndeme, el ka dispersioonanaliiiisi tulemusena peame vdlma vastu
nulthiipoteesi: arvutatud F vadrius on vaiksem vastavast kritilisest
vadrtusest. Kuigi jooniself paistab, et ennevused eri tUipi valdade keskmiste
falunike arvude vahel on dsna suured, on siiski selle néitaia riithmasisene
hajuvus nii suur, et sisukat hilpoteesi pole viimalik tdestada. Tdendosliselt
aga saaks see vbimalikuks valimi mahu suurendarnisel,
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6. Aegridade analiiiisi pohimdisted ja
-iilesanded

6.1. Aegrea mdiste. Aegrea komponendid

6.1.1. Aegrida

Tihti pakuvad uurimustes huvi ajas kulgevate protsesside mddtmis-
tulemused. Niisuguste mddtmistulemuste kisitlemist jarelduste tegemiseks
nimetatakse gegridade analiliisimiseks, sellega tegelev matemaatika haru on
aegridade feooria.

Olgu mingit juhuslikku suurust (arvtunnust) X méddetud » ajamomendil,
kusjuures ajamomentide vahed on vdrdsed. Tahistame ajahetked jarjes-
tikuste naturaalarvudega 1, ..., n. Siis mddtmistulemused x,, x, ..., x,
moodustavad agegrea. Aegrida tihistatakse ka tihega X, Vilrtuse x; kohta
deldakse ka, et see on aegrea X, viirtus ajahetkel /.

Aegrea kasitlemiseks sobivad pShimétteliselt kahe munnuse analdisi meeto-
did, kusjuures argumendiks ¢ loetakse aega (mille vidrtusteks on 1, ..., n) ja
méddetavaks tunnuseks tunnust X.

Aegrea uurimisel tekib aga rida uusi momente, mis on seotud selle
eriparaga. Juhusliku suuruse X muutumine ajas viib olla kirjeldatav mitme
komponendi abil. Neist oluliseimad on:
+ sesoonne komponent v;, mis muutud perioodiliselt ette teada oleva
perioodiga, mille pikkuseks on tavaliselt aasta;
muud perioedilised komponendid, mille tzhiseks on p;;
siisternaatiline komponent ehk trend ¢, mis esindab aegrea determi-
neeritud muutust sdltuvalt ajast;
¢ juhuslik komponent e;.
Seega on tks vdimalikke aegiea esitamise vorme komponentide kaudu all-
jargnev nn aditiivne esitus; mille tunnuseks on see, et aegrida avaldub oma
komponentide summana:

x=vwthit+e, (37)

kus /=1, ..., n. Selles aegreas puudub mittesesoonne perioodiline kompo-
nent.
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6.1.2. Aegrea analiiiis ja prognoosimine
Aegridade teoorias eeldatakse harilikult, et aegrida on teatava feoreetilise
Juhusliku proisessi X realisatsioon. See teoreetiline juhuslik protsess
iseloomustab uuritavat ndhtust w#ldkogumis. Sellise eelduse korral
moodustavad vaatluste tulemusena saadud aegrea -vadrtused x, koos
vastavate ajahetkedega f, valimi selle juhusliku protsessi (Seldakse ka:
teoreetilise aegrea) vidirtuste hulgast. Uurija eesmiirgiks on:
* leida mudel, mis kigeldaks acgrea muutumist ajas, kirjeldada sclle
tiksikkomponente, eriti trendi;
siluda aegrida, st kérvaldada aegrea vadrtustest juhuslik komponent ¢;
leida eeskiri f aegrea jargnevate litkmete prognoosimiseks eelnenud
(teadaolevate) liilkmete poh;al:

Xp-s =fxy, ..., X)), 5 =1, ..., m.

Kdik nimetatud iilesanded on statistilised, sest aegrida kisitletakse itldiselt
kui valimit. Seetdttu tekib ka kiisimus leitud mudelite ohdisusest ja tehtud
prognooside usaldusvaarsusest. kui mudel ei ole oluline, siis pole ka tema
alusel tehtud prognoos usaldusvaime.

Eriti problemaatiline on prognooside tegemine pikkade ajavahemike peale
ette, st olukord, kui m on suhteliselt suur.

6.1.3. Aegreast tuletatud aegread
Sageli saab olemasoleva aegrea pShjal tuletada uusi, samuti huvipakkuvaid
aegridu. Tuntuimad niited on alljargnevad:
e Rea X, juurdekasvude 4, aegrida, kus
A=xi—x; .
¢ Defineerides rea sesoonse juurdekasvu valemiga
A =x—x
saame rea X, sesoonsete juurdekasvude A; aegrea. Siin s tihistab
sesooni pikkust.
e Arvutades rea X, lilkkmete summad
S,-=x. +x+.. +tx,
saame rea summade acgrea S;.
*  Aegrea X, keskmist
x=Un@+x+.. + Xp)
nimetatakse keskmiseks ajas (keskmiseks tendentsiks). Seda vib kisit-
leda ka konstantse aegreana, mille kdoik liikmed vdrduvad
keskmisega x.
¢  Keskmistatud aegrida, mis on saadud aegreast X, tema keskmise
lahutamisel.
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6.1.4. Trendi hindamine ja prognoosimine

Trendi hindamiseks ja prognoosimiseks on pShimdtteliselt kasutatavad kdik
kahe tunnuse mudelid, kus argumendiks on aeg (vaadeldavad ajamomendid
{, .., &) ja hinnatavaks funktsiooniks on trend. Trendiks v&ib olla nditeks
tdusev sirge (siis on tegemist lineaarse trendiga), paraboolne, logaritmiline
vii eksponentsiaalne kdver, neil juhtudel kdneldakse vastavalt parabool-
sest, logaritmilisest vdi eksponentsiaalsest irendist. Eksponentsiaalne trend
sobib kirjeldama aegrea jdrjest kiirenevat kasvu.

Kui perioodilised kbikumised on frendiga vieldes suhteliselt viikesed (vdi

puuduvad hoopis) ja vaatlused hdslmavad tiisarvu pericode, saab trendi ¢,

=1, .., n, arvutada vahetult aegreast. S&ltuvalt tehtavaist eeldustest on
selleks olemas jargmised vdimalused.

s  Ecldatakse, et perioodilistel komponentidel (sh sesoonsel komponendil)
puudub siistemaatiline mdju ja juhuslikud hdibed e vead (juhusliku
komponendi vitirtused) ¢; on s6ltumatud. Neil eeldustel vBetakse trend
vordseks mdddetud aegrea virhistega: ;= x; /=1, ..., n.

+ Eeldatakse, et hilbed on sdltumatud, kuid pertoodiline kemponent on
olemas ( ei ole konstantselt vOrdne nulliga). Sel juhul kdrvaldatakse
perioodiline komponent (ndiiteks punktis 6.1.5 kirjeldatava meetodiga);
t=x;—v; =1, ..., nja edasi toimitakse samuti kui eelnevalgi juhul.

e Korvaldatakse nii perioodiline kui ka juhuslik komponent mingi silu-
mismeetodi abil (vt paragrahv 6.2) ja saadud silutud aegrea vifirtused
loetakse trendiks.

Kui trendi hindamiseks ja kirjeldamiseks on leitud histi sobiv mudel
(funktsioon), siis on enamasti pShimdtteliselt véimalik sama funktsiooni
ckstrapoleerides seda kasutada ka aegrea tulevase kiitumise ennustamiseks
ehk prognoosimiseks. Sageli on aga niisuguse “hea” mudeli, st trendi
pikema ajavahemiku jooksul histi kirjeldava analiditilise funktsiooni
leidmine raske. Kui mudelit soovitakse kasutatada ekstrapoleerimiseks,
tuleb eriti hoolega jilgida trendi muutusi vaatlusperioodi 13puosas
(=1,..,n1,n)

6.1.5. Perioodilise komponendi hindamine

Kui aegrea trendi on dnnestunud hinnata, siis vdime selle esialgsest reast
lahutada ning edaspidi oletada, et tegemist on null-trendiga aegreaga

yi'=vi te.

Sellisest reast on suhteliselt lihtne leida aegrea perioodikeskmisi tasemeid.
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Kui perioodi pikkus on p ja perioode on g, n=p-q, siis saame privodi-
keskmised tasemed m; leida lihtsalt
-t

1
m =23,
1 Jthp ?
q o

kus j omandab vifrtused 1, ..., p.

Loomulikult on v&imalik ka pericodikeskmisi m; omakorda teatavate
funktsioonidega lihendada. Kdige paremini sobib selleks sinusoid. Uks
vdimalusi sinusoidiga lihendamiseks on see, et leitakse niiteks vihim-
runtude meetodil kordajad « ia b ning algnurk ¢ nii, 2t kehtiks seos

m; =a sinfc+jop) + b cosfetjmp), j=1..,p.
Péhimdtteliselt on vdimalik kasutada perioodilise liikme m, lahendamiseks
ka rohkem liikmeid. Sellega vdib saada parema ldhendi, kuid mudelisse

tuleb lillitada rohkem valimi pdhjal hinnatavaid konstante, mis omakorda
suurendab juhuse maju tulemusele.

Néide 65
Vaatleme lihtsat naidet sefle kohta, kuidas leida aegrea pericodilist
komponenti.

Vdtame aluseks igakuise stindide arvu Eeslis 1995. aasfal. Andmed on
esitatud alljdrgneva tabeli kahes esimeses veerus. limself on tegemist ihe
perioodiga. Trendi loeme konslantseks, seega .= 1126,i=1, ..., 12,

Tabel 32
Kuu Siinde | Erinevus [a;i= (in)360| cosa; | sina;
keskmisest
Jaanuar | 1116 -10 0 1 0
Veebruar | 1064 -62 30 0,886 0.5
Marts 1258 132 60 05 0,886
Aprill 1174 | 48 90 0 1
Mai 1192 66 120 -05 | 0,886
Juuni 1182 56 150 -0,886] 05
Juuli 1206 80 180 | -1 4]
August 1152 26 210 - 0,886| -0,5
September| 1122 -4 240 -0,5 |-0886
Oktoober | 994 -132 270 ¢ -1
November| 1061 -65 300 05 |-0886
Detsember] 990 -136 330 088 | —-05

Piltiame kolmanda veeru vaartusi, mis esindavad perioodilise ja juhusliku
komponendi summat v;+e, Ildhendada vdimalikult lihtsa peroodilise
mudeliga becos{c+ilnx 3609, kus nurk ¢ on tundmatu, kuid nurk iin x 360°
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omandab va&rtused 0° 30° jne. Vastavad nurga vaériused ja funktsioonid
ongi kirjutatud tabeli 32 nefjandasse, vilendasse ja kuuendasse veergu.

Vaadeldavas mudelis on kaks tundmatut parameetit b ja c, mille
hindamiseks véhimruutude meetodil saame kasutada aegrea kahtleist
punidi. Koigepealf teisendame mudelis olevat trigonomeetrlist avaldist,
kasutades selieks valemit

cos (w+ f) = cos a cos B~ sin a sin 8;
Lahendamiseks kasutame nillid teisendatud valemit
vi=becos(c+a})=bf(cosacosc—-sinasinc)

milles on kaks tundmatut parameetrit — kordaja b ja nurk c. Nende
méasramiseks kasutame samaselt lineaarsele regressioonanaliiilsile vahim-
ruutude meetodit ja leiame:

« bHceosc=-550;

e bsine=-772.

Arvestades trigonomeelriliste funktsioonide ormadusi saame:

o b’=355"+77,2=898484ja b=9479.

*  Nurk c paikneb iimselt kolmandas veerandis, ning arvestades, et temale

vastav siinus on —0,8144 ja kocsinus on — 0,58, jareldub siif, et nurga ¢
suurus on 234°,5.

Tabel 33
Kuu Siinde | a= (i/n)360 | c+a; |cos(c+a)| b(c+a;) e;
Jaanuar | 1116 0 2345 | 0,581 -55,04 45,04
Veebruar | 1064 30 2645 | -0096 -9.08 52,91
Mirls 1258 60 294,5 0.415 39,31 92,69
Aprill 1174 90 3245 0,814 77,17 -29,17
Mai 1192 120 354,5 0,995 94,35 28,35
Juuni 1182 150 24,5 0910 86,26 30,26
Juuli 1206 180 54,5 0,581 55,04 24,96
August 1152 210 84,5 0,096 9,08 16,92
Sepltember| 1122 240 1145 | -0,414 | -39,31 35,31
Oktoober | 994 270 1445 | -0,814 | -77,15 | -54,84
Novermnber | 1061 300 1745 | -0995 | -94,35 | -29,35
Detsember| $90 330 2045 | 0910 | -86,26 | -4974

Lisaks arvutame jargmised suurused (vt. tabel 33):

e nurgad c+a;,
+ selle nurga koosinused,
e prognoositud vairtused b cos {c+a; ),
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s prognoosijdagid, e, mis kdesoleval juhuf on arvutatud valemist
Ci=Xi— X=-Vi

lustreerimaks esialgset aegrida ja saadud ldhendit, esitamme veel joonise 23.

Saadud ldhendi headust iseloomustab ka esialgse hélvete ruutude summa
58 =7127 ja prognoosijddkide ruutude summa SSp=2226 vordlus (vi
punkt 5.2.4).

Joonis 23

Niéide 66
Vaalleme sindide arvu Eestis aastail 1945-1995 (vt tabel 34). Sinnid
moodustavad aegrea, mida kujutab graafik joonisel 24.

Piijame lahendada selle aegrea trendi lineaarse regressiooni teel. Saadud
mudel ei ole kuigi hea, sest korrelatsioonikordaja véddrtus on kbigest 0,120.
Saadud lineaame mudel on alljirgnev.

siindide arv = 19317 + 20,9 x aastaarv,
siin vaadeldakse aastaarvuna tiksnes kimnelisi ja iihelisi,
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Tabel 34
Aasta Siinde Aasta Siinde Aasta Siinde
45 14968 62 19959 79 21879
46 19408 63 19275 80 22204
47 22721 64 19629 81 22937
48 21777 65 18909 82 25128
49 21770 66 18629 83 24155
50 20279 67 18671 84 24234
51 20730 68 19782 85 23630
52 21111 69 20781 86 24105
53 20146 70 21552 87 25086
54 20909 71 22118 88 25060
55 20786 72 21757 89 24292
56 19660 73 21239 90 22308
57 19509 74 21461 91 19320
58 19598 75 21360 92 18006
59 19938 76 21801 93 15170
60 20187 77 21977 94 14178
61 20230 78 21842 95 13560
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6.2. Aegridade silumine

Acgridade kisitlemisel on, sBltuvait eesmirgist, vdimalik kdrvaldada
niihisti siistemaatiline komponent - sesoonsus vdi/ja trend — kui ka jubuslik
komponent. Juhusliku komponendi k&rvaldamise meetodeid nimetatakse
ildiselt silumismeetoditeks.

6.2.1. Libiseva keskmise meetod aegridade silumiseks.
Lineaarne silumine

Libiseva keskmise meetzdi idee seisneb selles, et aegrea iksikud I8igud
{ihendatakse polilnoomidega, ning aegrea uueks vifrtuseks vdetakse leitud
poliinoomi viirtus lihendataval ajahetkel.

Lihtsaim libiseva keskmise silumismeetod on lineaarne silumine. Kirjel-
dame alljirgnevas lineaarset silumist kolme punkti abil.

Olgu mdddetud n punkti, x,, ..., x,. Iga punkti asemele vahemikust 2, ..., n-1
arvutatakse uus punkt x;‘ eeskirjaga x; ' = {(x;y + x;+ x;.. /3. Samal viisil v&ib
iga punkti asendada ka viie, scitsme ja rohkemagi punkti aritmeetilise
keskmisega. Sellise keskmistamise tulemusena saadakse Oldiselt mirksa
siledama (laugema) kujuga kover, kuid samal ajal tdhendab see, et ka osa
sisukat informatsiooni v&ib kaotsi minna. Suurema arvu punktide
kasutamine silumiseks tihendab ka suurema arvu rea otstes paiknevate
punktide kaotsiminekut silutud reast.

6.2.2. Poliinoomiga lihendamine libiseva keskmisega
silumisel

Polilnomiaalse silumise korral leitakse aegrea r jarjestikust punkti ldhendav
s-astme pollinoom, kusjuures loomulikult peab punktide arv olema suurem
kui poliinoomi jéirk. Lahend arvutatakse tavaliselt véhimruutude meetodil.

Kasutades sobivaid eeldusi poliinoomi orientatsiooni kohta, on v@imalik
saavutada seda, et polinomiaalne lihend realiscerub lihterca punktide
lineaarkombinatsioonina. Iga erinev punkiide arvu ja poliinoomi jirgu
kombinatsioon m#flrab esialgse rea litkmete jaoks iildiseli erinevad kaalud,
mille jirgi uus punkt arvutatakse,
i+
x;) = Zw X

Jei=u
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Kaalude w; summa vordub alati ihega ja liikmete arv » on 2u+1. Enamiku
libiseva keskinise tililpi valemite pubu! on tililpiline see, et hinnatavale
punktile lihernad esialgse rea punktid on suuremate, kaugemad aga iildiselt
viiksemate kaaludega. Libiseva keskmise avaldises on kaalud stimmeetri-
lised, st x,, ja x; , on samade kordajatega. Tuntud on niiteks Spenceri 15- ja
2]-punkiilised valemid. Esimene nendest kirjutatakse skemaatiliselt Giles
alljargnevalt

1/320 {-3,-6,-5, 3,21, 46,67, 74 }.

Siin on kaaludeks vastavalt -3/320, -6/320, jne, kusjuures poolpaksult
ilkitud liige vastab samale indeksile, millele vastavat véasrust
lihendatakse.

Silumise eesmirgiks vdib oila juhuslike vigade eemaldamise kdrval ka
pericodilise komponendi eemaldamine. See on v8imalik tiksnes siis, kui
silumisvahemik 2u+1 on vihemalt sama pikk kui periood.

Niide 67

Vaalleme koigepeall aegrea silumist, kasutades niites 65 kasutusele vGefud
siindide andmestikku, Seame enesele eesmérgiks siluda seda aegrida viiest
punktist 1abi pandud parabooli abil. Selle metoodika rakendamisel ldheb
kaotsi kaks punkti aegrea kummastki otsast ja silumine fuleb Idbi teha
kaheksa korda. Vaatame kbigepealt viit esimest aegrea punkti, vt joonis 25.
Nende viie punkli abil arvutame uue véértuse kolmandale punktile. Esialgses
andmeslikus iseloomustab kolmandal punkti (mirisikuud) jérsk hipe
ilespoole, mille suhtes eeidame, et on tegemist juhusliku hélbega.

Silumise kaigus otsime esialgse viie punkti abil parima ruutparabooli, mis
ldhendab neid viit punkti. Lihtsuse mélles oletame, et tegemist on
parabooliga, mille telg on vertikaalne, siis on ta kigeldatud kahe
parameelnga a ja b:

y=a+bx- x)?
Parameetrite vidrtused on vihimruutude meetodil lihisalt hinnatavad,
kaesoleval juhul saame.

e a=545
b =986
» ja olsitava punkli uueks vaariuseks on 54,5, vt ka joonist.
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Jargmisel sammul votame viteks punkliks punktid 2-6 aegreast jne.

150
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Niide 68
Libiseva keskmise meelodil silutud sindimusandmed esitatakse joonisel 27,

Libisev keshmine
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6.2.3. Eksponentsilumine

Libiseva keskmise meetod sobib kitll clemaseleva aegrea analililsimiseks,
kuid ei sobi hiisti prognoosimiseks, sest kasutab iga ajamomendi jaoks nii
sellele eeinevaid kui ka jirgnevaid vaatlusi. Selletdttu on libiseva keskmise
meetodit edasi arendatud alljirgneva méotteksiigu kaudu. Kuigi libiseva
keskmise meetodi puhul kasutatakse realiikmete uute viirtuste arvutamisel
ainult esialgse rea vidrtesi x;, on vdimalik lihtsa teisenduse abil rea uute
vidrtuste x;' avaldamine ka teisendatud rea eelmiste litkmete kaudu,
kasutades alljdrgnevat avaldist:

X" =%+ (= Xl m,

kus x;’ thhistab silumise tulemusena saadavat aegrea liiget. Seega saab
teisendatud aegrea jrgmiste lilkmete arvutamiseks kasutada uue rea juba
arvutatud liikmeid. See mote ongi aluseks eksponentsilumise (ka
eksponentsiaalse silumise) meetoditele. Lihtsaima eksponentsilumise
meetodi (ildvalem on alljargnev

xi'=ax;+(l-a)x’y,

Mida suurem on parameertri o viiirtus, seda rohkem jalgib acgrida esialgset
aegrida. Viiikese parameetri viirtuse korral aga majutab tegelik rea viiirtus
antud hetkel silumisel saadavat viifirtust vithe, ning niisugusel juhul on oht,
et silutud rida ldheb nd “metsa”, jilib tegelikest vifrtustest kaugele, ning
selle kasutamine prognoosimiseks v3ib anda vidga vildakaid tulemusi.

Mirgime, et vahel kasutatakse t#hist o ka liilkme x;., ' kordaja mirkimiseks.
Sellisel juhul on jireldused vastupidised eclmises 18igus toodutega — mida
suurem op o viirtus, seda enam silutakse esialgset aegrida. Joonistel 27-28
engi kasutatud viimatimainitud thistust. Eksponentsilumine sobib statsio-
naarsete aegridade korral (vt punkt 6.3.1). Mittestatsionaarsete aegridade
korral kasutatakse selle meetodi edasiarendust, nn Holt-Wintersi meetodit.
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Ndide 68
Kasutame eelmises néites vaadeldud aegrea silumiseks eksponentsilurmist,

kusjuures varieenime parameetrit «:

Joonis 28

Erninevate a v4riuste korral saadud tulemused on esitatud joonistel 27 ja 28.
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prognoosimine

6.3. Autokorrelatsioonifunktsioon. Aegrea
juhusliku komponendi prognoosimine

6.3.1. Statsionaarne aegrida
Kui acgreast

=hitvitg

on stistemaatilised (juhusest mitte s6ltuvad) komponendid trend ¢ ja
sesoonne komponent v; eraldatud, jigb jérele aegrea juhuslik komponent,
mille kohta me edaspidi iitleme, et sec on puhtjuhuslik acgrida ¢. Ka selle
osa puhul on vdimalik piistitada prognoosimisiilesanne — tinu sellele, et
aegrea (iksikvidrtused, sh. ka & valirtused erinevatel ajahetkedel on iildjuhul
sOltuvad juhuslikud suurused. Selle poolest erinebki aegrida teistest
statistika valdkondades kasitletavatest valimitest,

Fikseerime edaspidiseks eeldused:

s Olgu, =v, =0, st. stistemaatiline osa on aegreast kdrvaldatud;

e olgu EX,=Eg=0jaDX,= D¢ = o konstantsed.

e Eeldame veel, et aegrea lilkmete X; ja X, omavaheline korrelatsioon on
fihesugune séltumata i ja j viifrtustest, i=1, ..., n~1, /=1, ..., n—i.

Niisuguseid tingimusi rahuldavat aegrida nimetatakse statsionaarseks.

Statsionaarse aegrea puhul iseloomustab acgrea liikmete omavahelisi
soltuvusi autokorrelatsioonifunktsioon r(i). Valimi autokorrelatsiooni-
Sunktsiooni vitiirtus juhul i=1 arvutatakse alljirgnevast valemist:

1 &G -0 -5
rh=—>3 =

5

i=l

kus X on aegrea {ildkeskmine (keskmine ajas) ja s* on dispersiooni hinnang,

Autokorrelatsioonikordaja r(1) suurus iseloomustab aegrea kahe jirjestikuse
lilkme omavahelise korrelatiivse seose tugevust.
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Samal viisil véime arvutada ka aegrea lilkme korrelatsioonikordaja temast g
sammu kaugusel oleva liikkmega, g=2, 3, ..., n~1.

i E - - 2
Hg)=—— % —x)x,, —x)/s°,
(g) "‘3“1,-=.(' WXipg = X) (38)
Seega on autokorrelatsioonifunktsioon ehk korrelatsioonifunkisioon r(J)
naturaalarvude hulgal midraiud funktsioon. Kui aegrida x; on pubtjuhuslik
selles mattes, et tema siistemaatiline osa on null (kdrvaldatud), siis on
funktsioon r{g) tldiselt kahanev ja tema véirtused lihenevad g suurenedes
nullile.

Kui aga autokorrelatsioonifunktsicon alguses viheneb, siis jille hakkab
suurenema, viitab see kdrvaldamata ja#nud perioodilisusele.

Autokorrelatsionnifunktsiooni graafikut nimetatakse ka korrelogrammiks.

6.3.2. Autokorrelatiivne rida
Kui oletada, et tegemist on statsionaarse aegreaga, mille puhul

autokorrelatsioonifunktsiooni viirtuseks kohal 1 on &, kus « on positiivne
suurus 0 ja | vahel, siis saame kirjutada seose

X, = oxigt i

kus #; on suurusest x., sdltumatu juhuslik suurus. Sama seost saame
rakendada ka liikme x.., jaoks, ja kokkuvdttes saaine

X = oyt ut auy
jne.
Sellist rida nimetatakse autokotrelatiivseks reaks, ning sellise rea puhul on

v3imalik prognoosida ka rea juhuslikku komponenti, kuid ainult piiratud
ulatuses.

Viimasele mddtmistulemusele jlirgneva komponendi x,,.; prognoosi headust
mdddab korrelaisioonikordaja o, jirgmise prognoosi headust o jne. Seega
enamasti peale mdnda sammu prognoositavuse hinnang lsheneb 0-le.
Niéide 69

Vaalleme autokomrelatsioonifunkisiooni arvutamist ndite 65 andmetel,
kusjuures kasutame lihtsuse mdttes hilbeid keskmisest. Oletamne, et meil ei
ole alust arvate, et selle/ aegreal oleks olemas periocodiline komponent ja
loemne aegnida statsionaarseks. Selfe aegrea (ldkeskmine on 0 ja

dispersioon (vt ndidet 65) 7127. Arvutuste vahelulemused on toodud
jargmises tabelis 35.
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Tebel 35
aegrida korrutised | korrutised | korrutised
(hélbed Xi Xjsq Xi Xis2 Xi Xiv3
keskmisest)
-10 620 -1320 -480
-62 -§184 -2976 -4092

132 6336 8712 7392
48 3168 2688 3840
66 3696 5280 1716

56 4480 1436 -224
80 2080 -320 -10560
26 -104 -3432 -1690
-4 528 260 -544
-132 8580 17952 -4642
-65 8840 28300
-136 30040

Selleks, et leida korrelatsiconifunkisiooni viartust r{1), luleb meif iga aegrea
vadrtus korrutada jargmise vddrlusega ja kbik saadud 11 kahekordset
korrutist summeerida. Seda on tehtud tabeli teises veerus, kus viimane
lahter on liidetavate summa, Kasutades valemit (38} ja teadaolevat
dispersiooni hinnangut, saame

o 1)=30040/(11x7127) = 0,38.

Samal viisil leiame jargmistest tabeli veergudest korrelatsioonifunktsiooni
Jjargmised vaériused:

s r{2) = 28B300/(10x7127) = 0,40,

* [(3) =—4642/(9x7127) = - 0,07.

Esimesel pilgut tundub, et saadud fulemust on idsna keeruline i6igendada.

Proovime siiski.

+  Seos aegrea jarjestikust liikmete vahel on kiillaftki ndrk, vaid 14 - 15%.

+ Iga liilkme seos (ilejirgmise liikrmega on sama suurusjdrku kui seos
jargmise likmega (punkthinnangu tasemel isegi pisut suurem). Sellist
seose kuju néeme ka jooniself, kus aegreal on mitu Ules-alla likuvat
sakki. Osalt voib selle pShjuseks ofla kuude erninev pikkus.

«  Korrelatsioonifunktsioon muutub i véértusel 3 nii ldhedaseks nullile, et
vhib Kinnitada: aegrea liikmetel puudub nii kaugele ulatuv vastasiikune
mdju.

Nideme, et eelmises niites vaadeldud rida ei ole histi kooskdlas auto-
korrelatiivse rea mudeliga, sest sellise rea puhul peaks korrelatsiooni-
funktsioon jarjest vihenema.
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6.3.3. ARMA mudelid ja Box-Jenkinsi meetod nende
lahendamiseks

Ka aegridade mudelite loomisel vdime kasutada matemaatilisele statistikale
omast iihenemist: kujutleme, et olemasolev konkreetne aegrida on valim
teoreetilise aegrea kdikvSimalike realisatsioonide hulgast. Selle realisat-
siooni, valimi, pdhjal vdime teha jireldusi meile tundmatu teoreetilise
aegrea kohta. Niisuguste jirelduste hulgast on olulisim aegrea edasise kéigu
prognoosimine. See saab vdimalikuks just siis, kui dnnestub feida mudel,
mis on niivord histi vaadeldava aegreaga kooskdlas, et on alust lugeda seda
aegrida nimetatud mudeli realisatsiooniks.

Uks lihtsamaid vdimalikke mudeleid on autokorrelatiivne aegrida, tema
kdérval pakub huvi ka lihine libiseva keskmise rida, mille puhul eeldame, et
iga aegrea liige on tugevasti korreleeritud ainult oma naaberliikmega, kuid
mitte kaugemate elementidega, st. et kehtib seos

0= B>0 , kui i=I
n= 0 muidu.

Seda, kas konkreetne andmestik kummagagi neist mudelitest kooskdlas on,
saab lihtsalt kontrollida, kasutades selleks korrelatsioonifunktsiooni vifirtust
(milleks saab kasutada korrelatsioonikordaja olulisuse kontrollimise teste).

Mélemaid mudeleid ithendav ja oldistav mudel on tuntud ARMA-mudelina.
Siin kasutatakse ingliskeelseid lithendeid: AR — autoregressiivne, MA -
libisev keskmine. Eesti keeles kasutatakse nende kohta ARLIK- v3i ARLK-
mudelite nimetust.

Uldjuhul kdneldakse ARMA(p,g) mudelitest, kus p on autoregressiooni ja g
libiseva keskmise mudeli jirk.

ARMA-mudelite sobitamiseks aegridadele ja nende mudelite parameetrite

hindamiseks on metoodika vilja toStanud Box ja Jenkins. Mudelite

sobitamisel kasutatakse mitmesuguseid esialgse aegrea teisendusi. Neist

olulisimad on alijtirgnevad:

s vahede arvutamine (diferentsimine).
Mittestatsionaarsete acgridade hulgas moodustavad olulise klassi nn
statsionaarsete juurdekasvudega aegread. Selline acgrida pole kill
statsionaarne, statsionaarne on selle rea juurdekasvudest, st
tiksiklilkmete vahedest moodustatud (nn  diferentsitudy aegrida.
Mbnikord juhtub ka nii, et aegrida tuleb korduvalt diferentsida, enne
kui jdutakse statsionaarse aegreani.
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Uksikvéértuste teisendamine.

Mbénikord on otstarbekas rakendada esialgse aeprea igale litkmele x;
mingi (iildiselt tthesugune) teisendus w; = fx), / = 1, ..., n. Saadava
aegrea litkmetevahelised sOltuvused jm statistilised omadused s#ilivad,
kuid sellise rea jaoks on mdnikord lihtsam leida sobivaid mudeleid.
Uks selliseid nditeid on multiplikatiivse aegrea teisendamine
aditiivseks.

Aegrida on multiplikatiivne siis, kui tema jirgmised liikmed avalduvad
eelmistest korrutamise ja astendamise tehte kaudu. Niisugune on
olukord niiteks siis, kui on tegemist eksponentsiaalse trendiga, vt punkt
6.1.4. Samuti kui trendi mdju, vdib ka sesoonne mdju olla
multiplikatitvne. Et niisuguseid multiplikatiivseid aegridu kisitleda
aditiivsete mudelite  abil, kasutatakse nende ksikvitirtuste
logaritmimist ja illdtuntud asjaolu, et korrutise logaritm vdrdub tegurite
logaritmide summaga, seega taandub multiplikatiivne aegrida
logaritmimise tulemusena aditiivseks.

Multiplikatiivsete aegridade niiteks v&ib tuua mitmesuguseid kasvu-
protsesse kirjeldavaid aegridu. Kasvamise protsess vdib toimuda nii
looduses kui ka ihiskonnas selliselt, et iga jargmise ajavahemiku
jooksul suureneb wuritav objekt mingi arv kordi.
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Tabel 36. Normaaljaotuse jaotusfunklsioon

Lisa
Jaotustabelid
X P(X<x)
-3 0,001
22,9 |0,002
2,8 [0,003
22,7 | 0,003
26 | 0,005
22,5 | 0,006
2,4 10,008
23 10011
2.2 0,014
2,1 |0,018
20 {0,023
-19 | 0,029
-1,8 | 0,036
-1,7 | 0,045
-1,6 | 0,055
-1,5 | 0,067
-1,4 [ 0,081
-1,3 0,007
-1,2 [ 0,115
-1,1 0,136
-1,0 0,159
09 [0,184
08 }0,212
20,7 [0,242
06 [07274
-0,5 [0309
-0,4 | 0,345
-0,3 [07382
-0,2 [ 0,421
0,1 | 0,460
0 0,500

X P(X<x)
0,1 0.540
02 0,579
0,3 0,618
04 0,655
0,5 0,691
0,6 0,726
0,7 0,758
0,8 0,788
0,9 0,816
1,0 0,841
1,1 0,364
1,2 0,885
1.3 0,903
1,4 0,919
1,5 0,933
1,6 0,945
1.7 0,955
1,8 0,964
1,9 0,971
2,0 0,977
2.1 0,982
2,2 0,986
23 0,989
2,4 0,992
2,5 0,994
2,6 0,995
2,7 0,997
2,8 0,997
2,9 (1,998
3.0 1,999
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Tabel 37. Studenti t-jaotuse téiendkvantiilide q védrtused
{nn kriitilised véértused)
abadusastmet Uhepoolne Kahepoolne hiipotees
arv hiipotees: PUX|>q)=a
PX>g)=a
Sf=n-1 a=0,05 | a=0,01 a =0,05 o =0,01

1 6,31 31,82 12,71 63,66
2 2,92 6,97 4,30 9,92

3 2,35 4,54 3,18 5,84

4 2,13 3,75 2,78 4,60

5 2,01 3,37 2,57 4,03

6 1,94 3,14 2,45 3,71

7 1,89 3,00 2,36 3,50

8 1,86 2,90 2,31 3,36

9 1,83 2,82 2,26 3,25
10 1,81 2,76 2,23 3,17
12 1,78 2,68 2,18 3,05
14 1,76 2,62 2,14 2,98
16 1,75 2,58 2,12 2,92
18 1,73 2,55 2,10 2,88
20 1,73 2,53 2,09 2,85
25 1,71 2,49 2,06 2,79
30 1,70 2,46 2,04 2,75
40 1,68 2,42 2,02 2,70
60 1,67 2,39 2,00 2,66
120 1,66 2,36 1,98 2,62
@ 1,64 2,33 1,96 2,58
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Tabel 38. ;7 -jaotuse taiendkvantiilide h vaartused

139

{krittilised vaartused)

Vab.-astmeid P(X>h) = 0,05 P(X>h) = 0,01
1 3,841 6,635
2 5,991 9,210
3 7,815 il,345
4 9,488 13,277
5 11,070 15,068
6 12,592 16,812
7 14,067 18,475
8 15,507 20,090
9 16,919 21,666
10 18,307 23,209
12 21,026 26,217
14 23,685 29,141
16 26,296 32,000
18 28,869 34,805
20 31,410 37,566
25 37,652 45,624
30 43,773 50,892
35 49,802 57,342
40 35,758 63,691
45 61,656 69,957
50 67,505 76,154
60 79,082 88,379
70 90,531 100,425

100 124,32 135,807
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Tabel 39. Lineaarse korrelatsioonikordaja kriftilised vadrtused.

Vab. Astmete Uhepoolne hiipotees Kahepoolne hiipotees
arv
f a=0,05 =0,01 a=0,05 a=0,01
1 0,983 0,999 0,997 0,9998
2 0,900 0,980 0.950 0,990
3 0,805 0,934 0,878 0.959
4 0,729 0,882 0,811 0,917
5 0,669 0,833 0,754 0,875
6 0,621 0,789 0,707 0,834
7 0,582 0,750 0,666 0.798
8 0,549 0,715 0,632 0,765
9 0.521 0,685 0,607 0,735
10 0,497 0,658 0,576 0,708
12 0,457 0,612 0,532 0,661
14 0,426 0,574 0,497 0,623
16 0,400 0.543 0,468 0,590
18 0,378 0,516 0,444 0,561
20 0,360 0,492 0,423 0,537
25 0,323 0,445 0,381 0,487
30 0,296 0.409 0,349 0,449
35 0,275 0,381 0,325 0,418
40 0,257 0,358 0,304 0.393
45 0,243 0,338 0,288 0,372
50 0,231 0,322 0,273 0,354
60 0,211 0.295 0,250 0,325
70 0,195 0,274 0,232 0,302
80 0,183 0,257 0,217 0,283
90 0,173 0,242 0,205 0,267
100 0,164 0,230 0,195 0,254
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Tabel 40. F-jaotuse kriftilised va#riused olulisuse nivool 0,05

[yl

1

2

3

4] s

6

7

9

10

1”2

14

16

20

161

200

216

225

230

234

217

239

241

242

244

245

246

248

18,5

19,0

19,2

19,3

19,3

19,3

19,4

194

19,4

9,39

19,4

194

19,43

19,44

10,1

9,55

9.28

9,12

9.01

8.94

8,88

8,84

8,81

3,78

8,74,

8,71

‘8,69

8,66

7.1

6,94

6,59

6,39

6,26

6,16

6,09

6,04

6,00

5,96

59t

3,87

5.84

5,80

6,61

5,79

5.4

519

5,08

495

4,88

4,82

4,78

3,74

4,68

4,64

4,60

4,56

5,99

5,14

4,76

3

4,53

4,39

4,28

4,21

4,15

4,10

4.06

4,00

3,96

3,92

3,87

5,59

474

4.35

4,12

397

3.87

3,79

3,73

3.68

3,63

3,57

3,52

3,49

3,44

5,32

4.46

3.07

3,84

3.69

358

350

3,39

3,34

328

323

3.20

3,15

SO0 | I P i | | |

512

4,26

3,96

3.63

348

i

329

3.23

3.18

3,13

3,07

3,02

298

293

1,96

4,10

3

3,48

3,33

3,22

3,4

3.07

3,02

297

291

2,86

2,82

2,77

4,75

3,88

3,49

3,26

3.20

3.00

292

2,83

2,80

2,76

2,69

2,64

2,60

2,54

4,60

3,74

3.4

311

ERY

2,58

277

2.70

2,65

2,60

2,33

248

2,39

149

3,24

30

2,85

2,74

2,66

2,59

2,54

2,49

2,42

237

2,33

L)

s
(4

4,35

349

310

2,87

27

2,60

2,52

245

240

2,35

2,28

2,23

2,18

2.12
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empiiriline sagedus, 93
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hinnangute teooria, 56
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jaotusparameetrid, 26
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jame viga, 17
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kaalutud, 30
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79
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koondumine tdenfiosuse jérgi, 42
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representatiivsus, 12
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sagedustabel, 19, 25
kahemddtmeline, 88
seose olulisus, 95
seosckordaja, 93
sisukas hitpotees, 69
standardhilve, 32
standardviga, 62
statistiline andmestik, 17
statistiline hilpotees, 69
statistiline kogum, 14
statistiline sdltuvus, 92
statistilise sdltuvuse tugevus, 92
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stindmus, 37, 38
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teoreetilise jaotuse hinnang, 45
tihedusfunkisioon, 48
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tinglik tdendosus, 41
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tinglikud jaotused, 92
tulpdiagramm, 19
tupnus, 14
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—U—

usaldusnivoo, 63

usaldusvahemik, 63
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valim, 12
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variatsioonrida, 21
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