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Sissejuhatus

Ténapédeval iiha enam populaarsust koguv investeerimisviis on paigutada raha aktsiatesse. Kdige
suuremate vodiduvoimalustega investeerimisviisi juures kaasneb sellega ka enim riske. Levinuim
meetod riskide hindamisel pohineb dispersioonil. Samas soltub selle teist jirku momendi
informatiivsus paljuski portfelli jaotusest ja see nditaja el anna ka palju informatsiooni kahjude
suuruse kohta. Kiesoleva t60 eesmirgiks on uurida erinevaid riskide hindamise meetodeid
aktsiaportfellide jaoks. Iseloomustamaks kirjeldatud meetodeid on koostatud Tallinna Borsil

noteeritud aktsiatest niidisportfell.

Kéesolev t60 on jagatud kahte peatiikki. Esimeses peatiikis antakse liihililevaade iildisest
portfelliteooriast ja tutvustatakse peamisi riskimdote. Pikemalt on kirjeldatud neist VaR ja oodatav
puudujiddk ES. Kirjeldatud on ka VaR meetodeid, mida kasutatakse riskimdoddu leidmiseks
mitmemddtmelistel juhtudel. VaR-meetodid jagatakse kolme klassi soltuvalt kahju jaotuse hindamise
metoodikast: ajalooline simuleerimine, kovariatsioonimaatriksil pShinev meetod ja Monte-Carlo
meetod. Lahemalt tutvustakse ka peamisi VaR néitajate kasutamisega seotud probleeme ja riskide

jéreltestimist.

Teises peatiikis vaatleme viiest Tallinna Borsil noteeritud véértpaberist koostatud portfelli perioodil
15 oktoober 2003 kuni 23 veebruar 2007. Esialgu teeme kindlaks, kas kdesolevad andmed on
vaadeldavad sOltumatute ja sama jaotusega juhuslike suuruste realisatsioonidena. Seejirel leiame
antud andmete kirjeldamiseks sobiva jaotuse, analiilisime aktsia hinnamuutuste vahelist sOltuvust,

arvutame vilja riskinditajad ja analiiisime, kuidas mudel on viimase kahe kuu jooksul to6tanud.



1 Portfelliteooria

Kaasaaegne portfelliteooria pakub investorile vilja véimaluse oma portfelli optimiseerimiseks ja
soovitab, kuidas vara peaks hindama arvestades tema riski turu suhtes. Teooria pohiliseks aluseks on

Markowitzi teooria [1].

1.1 Markowitzi teooria

Ténapéeva portfelliteooriat tutvustas esimest korda Harry Markowitz oma t66s [10] "Portfelli valik”,
mis ilmus aastal 1952 ajakirjas ”Journal of Finance”. Kolmkiimmend kaheksa aastat hiljem jagas ta

Nobeli preemiat koos Merton Miller’i ja William Sharpe’iga portfelli valiku teooria eest [2].

Enne Markowitzi teooriat hindasid investorid viirtpaberite riske ja tulususi eraldi ja seejirel
kombineerisid portfelli, kuhu valisid parimaid tulemusi andnud véirtpaberid. Selliseid meetodeid
kasutades vOis juhtuda, et kogu raha paigutati iihe sektori aktsiatesse. Markowitz tOestas, et see
meetod ei todta, ja viitis, et valikuid tuleks teha hinnates kogu portfelli riske, ehk et tuleks valida

porttell iiksikute véirtpaberite asemel [2].

Kaasaegses portfelliteoorias modelleeritakse vara tulusus kui juhuslik suurus ja portfell kui kaalutud
keskmine varadest, mistdttu ka portfelli tulusus on juhuslik suurus teatud keskviirtuse, dispersiooni
ja teiste juhuslikku suurust iseloomustavate karakteristikutega. Riskimddduna vaadatakse selles

mudelis portfelli tulususe dispersiooni [1].

Varasid kombineerides saame tulemuseks erinevad portfellid, mille seas on alamhulk, mis sisaldab
optimaalse riski ja tulususega portfelle. Selliseid portfelle nimetas Markowitz efektiivseteks

piirportfellideks (efficient portfolio) (vt joonis 1) [2].

Efektiivsed piirportfellid on esitatavad graafiliselt tulususfunktsiooni u (utility function) abil, mis
rahuldab tingimust ' '(x) < 0, see tihendab, et u(x) peab olema x suhtes mittekasvav funktsioon, kus

x on voimalik voit. Mittekasvav funktsioon viitab sellele, et mida suurem voit, seda viiksema

tdendosusega ta esineb. Enimkasutatav tulususfunktsioon on logaritmiline tulususfunktsioon

u(x) = log(x) [2].



Joonis 1. Efektiivsed piirportfellid

Koéikvdimalikud portfellid

Oodatav tulusus

Efektiivsed piirportfellid

Risk

James Tobin tidiendas aastal 1958 Markowitz’i teooriat artiklis [11] lisades riskivabad varad nii, et
saadud kombineeritud portfelli tulusus oleks sama riski juures suurem kui efektiivsetel portfellidel.
Selle tulemusena tekkisid mdisted rajaportfell ehk koige efektiivsem portfell (super-efficient
portfolio) ja kapitali turujoon (capital market line). Rajaportfell on portfell, mis asub efektiivse

portfelliraja (efficient frontier of portfolios) ja kapitali turujoone puutepunktis (vt joonis 2) [2].

Joonis 2. Kapitali turujoon

Kapitali turujoon

Rajaportfell

\

Riskivaba
vara

Koikvéimalikud portfellid

Oodatav tulusus

Efektiivne portfelliraja

Risk

Kasutades riskivaba vara voib investor:
vihendada riskivaba vara osa portfellis ja investeerida saadud raha muudesse varadesse
rajaportfellis;

miiiia osa riskantsematest varadest ja investeerida saadud tulud riskivabasse varasse [2].



Modlema kiitumise tulemusel saadud uued portfellid asuvad koik kapitali turujoonel. Tobin
konstateeris, et portfelli valik peaks olema kaheosaline protsess. Esiteks tuleks leida rajaportfell ja

seejarel leida sobiv riski aste muutes riskivaba vara osa portfellis [2].

Jargmisena t6i William Sharpe 1964 aastal sisse finantsvarade hindamise mudeli (capital asset
pricing model- CAMP) [12]. Ta néitas, et kui

. tehingukulud ja maksud puuduvad;

. koigil investoritel on vordne investeerimishorisont st et kdik investorid plaanivad investeerida

sama pikaks ajaks;

. koigil investoritel on sarnane arusaam oodatavatest tulusustest, volatiilsusest ja voimalike

investeeringute korrelatsioonidest,

siis peab rajaportfell olema turuportfell. Turuportfell on portfell, mis koosneb igast varast nn
“universumis” ehk mingis valitud hulgas kaalutuna selle vara turuvdirtusega. Enamasti valitakse
“universumiks” koik kohalikud véértpaberid, kuid samas vOidakse seda hulka ka laiendada lisades

rahvusvahelisi véirtpabereid, kinnisvara jne [2].

CAPM jagab portfelli riskid siistemaatilisteks ja spetsiifilisteks. Siistemaatiline risk on portfelli iildine
risk, kuna turu kditumine mojutab vihem voi rohkem koiki véértpabereid. Spetsiifiline risk on igal
varal individuaalne. Sisuliselt kirjeldab see seda osa aktsia tulususe muutusest, mis ei korreleeru
tildiste turumuutustega. Seega piisava arvu varade kombineerimise teel saadud portfelli risk on ainult

slistemaatiline. Siistemaatilist riski mdddetakse kasutades f-kordajat (vt 1k 8) [2].

CAPM mudeli saab esitada kujul
Rp =r, +ﬂp(R[ —rf)+ep ,

kus R, ja R, tdhistavad vastavalt portfelli ja turu oodatavat tulusust, r, tdhistab riskivaba vara
tulusust, B, on portfelli f-kordaja ning e,on mudeli viga [5, Ik 172]. Véirtpaberi tulususeks

loetakse mingi kindla perioodi jooksul véértpaberi hinnas toimunud muudatuste ja muude
védrtpaberiga seotud tulude (néditeks dividendid) summa jagatist selle viirtpaberi hinnaga moddetava

perioodi alguses [3, 1k 19].
Sellisel juhul saame portfelli tulususe dispersiooni jaoks avaldise
012, = ﬂZUf +o?,
kus o tihistab spetsiifilist riski ja & on turu tulususe dispersioon [5, 1k 173].
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Kui spetsiifiline risk oleks nulli viidud, siis sellisel juhul saame portfelli tulususe esitada kujul

R,=r; +B,(R —r). ()
p-kordaja defineeritakse jargmiselt
cov(Rp,R,)
p = 02 ’

kuna valemist (1) saame, et
COV(RP,RZ)Z B, COV(RZ,RZ)Z ,,O'tz,
kus cov(Rp,R,) on portfelli tulususe ja turu iildise tulususe vaheline kovariatsioon. f-kordaja

hinnatakse tavaliselt turu kditumise pdhjal mingil perioodil [2].

Mudelit kutsutakse finantsvarade hindamise mudeliks sellepirast, et teades f-kordajat ja soovitavat
tulusust, saab investor kaubelda sellise hinnaga, et oodatav tulusus rahuldaks valemit (1). Praktikas ei
leia see mudel eriti rakendamist, kuna selle meetodi korrektseks tootamiseks peaksid kodik investorid

kasutama samu fS-kordajaid.

p-kordaja kirjeldab instrumendi voi portfelli tundlikkust turu muutuste suhtes. Kogu turu S-kordaja
véartus on 1 [5, Ik 172]. Kui portfelli f-kordaja véiértus on 0,5, siis portfell reageerib turu muutustele
ainult 50% ulatuses turu iildisest muutusest [5, 1k 172]. f-kordaja vodib olla ka suurem iihest voi isegi
negatiivne, kui portfell kéitub vastupidiselt turule vo1 ollakse no lithikeses positsioonis ehk
mingitakse aktsiahindade langusele [5, 1k 172]. Tavaliselt on investori eesméirk osta aktsiaid odavalt
ja miiiia kallilt. Paraku eeldab odavalt ostmine ja kallilt miiiimine seda, et aktsia hind tduseb. Et saada
tulu hinnalanguselt, peab investor tegutsema vastupidises jdrjekorras: kdigepealt miilima kallilt ja siis
ostma odavalt. Investeerimisstrateegiat, kus investor miiiilb maha aktsiad, mida tal veel ei ole,

nimetatakse liihikeseks miiiimiseks ehk short selling'uks.

Portfelli spetsiifilist riski saab vihendada investeerides paljudesse erinevatesse mittekorreleeritud voi
negatiivselt korreleeritud védrtpaberitesse. Sel teel saadud portfelli hajuvus on vdiksem kui erinevate

védrtpaberite kaalutud keskmise hajuvus.

Olgu meil néiteks kahe varaga portfell
Y=a X, +(1-a)X,,

kus a, on vara X, osakaal portfellis.

Selle portfelli hajuvust kirjeldav dispersioon avaldub kujul



o2 =DY = E(Y?)-(EYY =a’EX] +(1-q,V EX? +24,(1- ¢, )E(X, X, ) -
—a} (EX,) = (1-a, ) (EX,)" - 2a,(1-a, )E(X, )E(X, )=
=a120'12+(1—a1)20'22+2a1(1—a1)0'1,2

ning

o, :\/afo'l2 +(1-a, ) o] +2a/(1-a,)o,, , (2)

kus o, on i-nda vara standardhilve, i =1, 2, ja o,, on varade kovariatsioon ning o,, = 0,0,p,,,

kus p,, on varade korrelatsioon. [3, 1k 71]

Seega juhul kui korrelatsioon p, , =1, siis on portfelli standardhilve kujul

oy, = \/afof +(1 —al)zo'z2 +2al(1—al)0'l o, =
= \/(alo-l +(1-a,)o, ) =a0 +(1-a,)o, . )

Juhul kui korrelatsioon p, , =—1, siis on portfelli standardhélve kujul

Oy :\/alzo-lz +(1_a1)20-22 _Zal(l_al)o-l 0, =

= \/(alo-l - (1 -4 )O-z )2 =a,0, — (1 -4 )O-z- “4)

Avaldistest (3) ja (4) ndeme, et negatiivse korrelatsiooni korral on portfelli hajuvus viiksem kui
positiivse korrelatsiooni korral. Teades varade standardhilbeid ja nendevahelist korrelatsiooni, saame
otsida varade osakaalu portfellis, mille korral standardhélve o, on minimaalne. Selleks lahendame

vorrandi ooy =0.
oa,

Kuna
oo, 12a,0} -2(1-a,)o; +2(1-a,)0,, —2a,0,,

6, "2 [aioi +(-a) ol +2a(1-a)o,

12407 -2(1-a,)o; +20,, —4a,0,,

2 \/51120'12 +(l_a1)2022 +2a1(1_al)01,2

’

Oy

siis tingimusest
oa,

=0 saame, et

o) —0,0,p
a =————+2— [3,1k78].
oy +o0, —20,0,p,,




Juhul kui varade vaheline korrelatsioon on null, siis sobiv vara X, osakaal portfellis avaldub kujul

2

— 23,1k 78].
(o +(72

a, =

1.2 Riskid

Investori eesmirgiks on leida koige suurema tulususe ja minimaalse riskiga portfell. Need kaks
omadust on aga borsi kiitumise kohaselt vastakad, kuna reeglina koige suurema tulususega
vidrtpaberid on ka koige riskantsemad.
Aktsiaga seotud riske mojutavad mitmed tegurid [3, 1k 20]:

1. firma riski néitajad ja krediidivoimalused,

2. aktsia likviidsus' ja turg, kus sellega kaubeldakse,

3. nduete olemus ja prioriteet, mida investeering omab tuludele ja varadele.

Toon niiteks USA erinevate viirtpaberitiiiipide keskmise tulususe ja standardhilbe perioodil 1926

kuni 1993. Kdige suurema tulususe ja kdrgema riskiga on aktsiad.

Tabel 1. Vara tiitibid koos nende keskmiste tulususte ja standardhélbega [3, 1k 21]

Vara tldp Keskmine tulusus Standardhélve
Valitsuse lihiajalised vélakirjad 3,7 3,3
Valitsuse pikaajalised volakirjad 5,4 8,7
Suurte firmade aktsiad 12,3 20,5
Inflatsioon 3,2 4,6
Korporatiivsed volakirjad 5,9 8,4
Vaikeste firmade aktsiad 17,6 34,8

Aktsiaturge kirjeldavad indeksid, mis peegeldavad valitud aktsiate kditumist. Indeksite arvutamisel
on tehtud eeldus, et tdendosus, et investor ostab mone valitud aktsiatest, on vordne koikide aktsiate
korral. On ka indekseid, kus kaalutakse erinevaid aktsiaid. Néiteks Dow Jones’i indeksi arvutamisel

kaalutakse aktsiaid nende hinnaga.

Vara likviidsus nditab, kui kiiresti on voimalik seda vara rahaks muuta ehk maha miiiia.
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Tavaliselt modelleeritakse riskiteoorias portfelli védrtus Y, hetkel ¢ kui funktsioon ajast ja d-

modtmelisest juhuslikust vektorist Z, = (Z;,l N ) , mis koosneb riskifaktoritest, jargmiselt:

Y, = f(1.2,),
kus f on mingi mootuv funktsioon [6, 1k 26].

Riski hindamiseks on meil eelkdige vaja hinnata kahju L, jaotust, kus L, avaldub jirgmiselt

L,=-,-Y). (5)

Moodustagu riskifaktorite vidrtuste muutused (Zt) statsionaarse aegrea statsionaarse jaotusega

teN

F_ . Sellisel juhul on (Zt )teN jaotus aja suhtes invariantne. Olgu meil niiiid ajahetk ¢ ja F, naturaalne

filtratsioon® F, = o({Z, : s <1}), siis sellisel juhul on meil juhusliku suuruse Z, , tinglik jaotus F, -

t+1

Jaotus F, . ei ole reeglina sama, mis on statsionaarne jaotus F,. Juhul, kui juhuslikud suurused

(Zt )teN on soltumatud ja sama jaotusega, siis F, . =F, [6, 1k 28].

Viirtpaberite portfelli puhul kasutatakse reeglina riskifaktorina logaritmi véirtpaberi hinnast:

Z,, = ln(X m). Sel juhul riskifaktorite muutused W,,,, =In X, —In X ja portfelli vdirtus hetkel ¢
avaldub kujul
d
Y, = Zbi exp(Zt,i)
i=1
ning

L. = _(YHI -Y, ) = _(i (bi exp(Zz+1,i )_ b, exp(Zt,i ))J =

i=1

~{ S lexpln ., )-explnx, ) = ., fspln .., -, )-1)

i=1 i=1
d
=>b.X, (expW,,,,)-1), (6)
i=1

kus b, on véirtpaberite kaalud portfellis [6, 1k 29].

Kui arendada exp(W )Taylori ritta

t+1,i

? Filtratsiooniks nimetatakse kasvavat alam-c-algebrate jada {Ft > O}, mille korral Fy Cc F, <...C F

Naturaalne filtratsioon on F, = G(W0 oo s W, ), kus {W } on mingi juhuslik protsess.

n
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t+1,i

exp(W,,,, )=1+W %(W,H,,.)u...,

siis saame esimest jarku ldhendi avaldisele L ,, kujul
d d
LtA+1 = _Z bX, W, =-Y, Zat,ivVHl,i ) (7
i=1 i=1

kus a,, = (b,X,,)/Y, [6, 1k 29].

Riski haldamise tehnikaid, mis pdhinevad tinglikul jaotusel, nimetatakse tavaliselt tingliku ehk
diinaamilise riski haldamiseks ja tehnikaid, mis pdhinevad tavalisel jaotusel, nimetatakse staatilise

riski haldamiseks. Olles teada saanud kahju L jaotuse, saame leida sobiva riskimdddu.

Riskimdote on erinevaid. Jargnevalt esitame neli tingimust, mida iiks riskim0o6t peaks rahuldama.

Riskimd0tu, mis rahuldab tingimusi 1 — 4, nimetatakse koherentseks [6, 1k 240].

Tingimus 1. (invariantsus nihke suhtes) Olgu M c r° (Q,F .P) finantsriskide hulk, kus I’ (Q,F ,P)
tdhistab koikide peaaegu kindlasti 10plike juhuslike suuruste hulka ruumil (Q,F ) ja rahuldagu M
tingimust: juhul kui L, eM ja L,eM, siiska L +L, eM . Siis iga Le M jaiga [ € R korral
riskimd6t ¥ :M — R rahuldab tingimust y(L+1)=y(L)+1 [6, 1k 239].

Tingimus 2. (subaditiivsus) Iga L,, L, € M korral (L, + LZ)S (L, )+ ;/(Lz) [6, 1k 239].

See tingimus on eelkdige vajalik portfellide liitmise juures. Samas on see tingimus pohjustanud palju
poleemikat, kuna riskimdot VaR seda tingimust alati ei rahulda. Subaditiivsuse ndue peegeldab

riskide jagamise ideed ehk seda, et otstarbekas on investeerida paljudesse védrtpaberitesse [6, 1k
240].

Tingimus 3. (positiivne homogeensus) Iga L € M ja 1 € R” korral 7(/1 L) = /17/(L) [6, 1k 239].

Tingimus 4. (monotoonsus) Iga L,, L, € M korral, kui L, < L,, on tiidetud tingimus y(L, ) < 7(L,)
[6, 1k 240].

Praegusel ajal on koige tuntum riskimodt VaR (Value-at-Risk). Samas ajalooliselt on olnud iiks
tuntumaid riskimoote dispersioon. Dispersioon levis riskimddduna eelkdige seoses Markowitzi
teooriaga. Uks suurimaid dispersiooni puudusi riski hindamisel on eeldus, et teist jirku moment
eksisteerib. Teine oluline moment seisneb selles, et dispersioon on informatiivne juhul, kui tegemist
on siimmeetrilise jaotusega, kuna dispersiooni arvutamisel ei eristata kuidagi positiivset ja negatiivset

erinevust keskmisest. [1]
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Sellest puudusest iilesaamiseks toodi sisse mdiste pooldispersioon (semivariance)

UPM " (2,EL) = T(l —ELYdF, (1),

EL

mis on juhusliku suuruse

4o [0 L<EL
L, L>EL

dispersioon [6, 1k 44].

Veel on kasutusel alumised ja iilemised osalised momendid. Siinkohal keskendutakse jaotuse
sabadele. Kuna meid huvitab vdimalikult suure kahju esinemise tdendosus, siis keskendume

ilemisele osalisele k-ndat jarku momendile, mis on defineeritud jargmiselt

UPM(k,q):T(l—q)deL(l) e[0,0] [6, 1k 44].

Jarjest enam kogub tidnapédeval populaarsust modduga VaR tihedalt seotud riskimdot oodatav
puudujddk (expected shortfall). Jargnevalt tutvustangi kahte levinumat riskimddtu - VaR ja oodatav
puudujidk ES ning VaR protseduure. VaR protseduurid annavad meetodid leidmaks sobivat mudelit

kahju jaotuse hindamiseks.
1.2.1 VaR

VaR meetod on enim levinud riski hindamise meetod. Riski arvutamisel voidakse kasutada lihtsalt
ajaloolisi andmeid. Probleem on antud meetodi puhul see, et ta ei arvesta turu potentsiaalseid
tuleviku trende vaid pohineb ainult ajaloolisel infol. Ajalooline hajuvus iseloomustab seda, kui
riskantne on portfell olnud ldhiminevikus, kuid ei sisalda mingit informatsiooni tuleviku kohta.

Kasutades VaR meetodit saab potentsiaalseid kaotusi paremini ette ennustada ja neid &ra hoida.

Enam hakati VaR kasutama 1990ndatel, samas mdiste oli kasutusel juba ammu enne. Esimesena

kasutas seda Markowitz portfelli optimiseerimismeetodite véljatdotamisel.

Definitsioon 1. VaR ehk value-at-risk usaldusnivool « e (0, 1) on selline vihim suurus /, mille korral

toendosus, et kahju L on suurem kui /, on 1—« ehk, et
VaR,(L)=inf{le R : P{L>1}<1-a},

kus L on oodatav kaotus.
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Vaadeldava portfelli korral on oodatava kaotuse L viirtus ajahetkel r +/ médratud valemiga (95).

Tiitipilised védrtused a jaoks on 0,95 ja 0,99. Olgu meil kahju L jaotusfunktsioon F, (x) = P(L < x),
siis saame VaR Kkirja panna jirgmiselt

VaR,(L)=inf{le R: F,(I)> a} [6, 1k 38].

Kahju voib vaadelda ka iile suurema ajaperioodi kui iiks pdev. Sellisel juhul

Lt+h =_(Y+h _Y)’

t t

kus h tdhistab perioodi, iile mille riski arvutatakse.

Graafiliselt on VaR iseloomustatud joonisel 3, kus on esitatud kahju L tihedusfunktsioon. Suurus VaR

mirgib siis véirtust x-teljel, millest suuremaid kahjusid esineb tdendosusega 0.05.
Joonis 3. 95% VaR

0.000060 -
0.000050 - VaR
0.000040 -
0.000030 -
0.000020 -

0.000010 - 5% toen&osus

0.000000 \ 7 \ \ \ T \
-40000 -30000 -20000 -10000 10000 p0000 30000 40000

VaR definitsioon on tegelikult sama mis kahju L jaotuse a-kvantiili definitsioon. See jdreldub otseselt

a-kvantiili definitsioonist.

Definitsioon 2. Punkt x_, € R on jaotuse F a-kvantiil, kui on tdidetud jargmised kaks tingimust
1. F (xa )>a

2. F(x)< a, kus x < x,.[6, 1k 39]

Niiide 1. Kui kahju L ~ N(u, o), siis
VaR,(L)= p+oc®'(a), (8)
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kus @' (a) on standardse normaaljaotuse a-kvantiil [6, 1k 39].

Oletame, et meid huvitab, kui suur voib olla voimalik kaotus tdendosusega 0,01. Kuna on teada, et

®'(0.99) = 2.33, siis VaR,,, (L) = u+2.330.

Eelnevas peatiikis sai kirja pandud neli tingimust, mis kirjeldavad head riskimdodtu. Vaatame,

milliseid neist VaR rahuldab.

Lause 1. VaR rahuldab riskitingimusi 1, 3 ja 4.

Toestus
1. Invariantsus nihke suhtes:
VaR (L+b)=inf{l+beR : P{L+b>[+b}<1-a}=
=inf{leR :P{L>1}<l-a}+b=VaR, (L)+b,
kus beR.
3. Positiivne homogeensus:
VaR (AL)=inf{ll e R : P{AL> Al }<1-a}=
=Ainf{l e R : P{L>1}<1-a}=AVaR (L),
kus 1 eR".
4. Monotoonsus: Kui L, < L,, siis

VaR,(L)=inf{le R : P{L, >1}<1-a}<inf{{eR : P{L, >1 }<1-a}=VaR,(L,).

VaR ei ole alati subaditiivne. Néiteks ei ole VaR enamasti subaditiivne, kui portfelli kuuluvate varade
kahju jaotus on raske sabaga voi kui iiksikute varade jaotused on kiill siimmeetrilised aga varade

soltuvusstruktuur on asiimmeetriline [6, 1k 242].

Niiide 2. Olgu meil kaks kahju L, ja L, nii,et L, =&, +7,, kusg, ~ N(0, 1) ja

_ |0 10endiosusega 0.991
i = 10 téendiosusega 0.009 [131

Kuna
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0.99 = P(L, <VaR, )= P(g, +1, <VaRyy)=

=0.009 P(g, < VaR,, —10]5, =10)+0.991P(s, < VaR, |1, =0)= 0.991 P(e, < VaR, |7, =0),

=0

siis
0.991P(g, <VaR,,, )= 0.99

0.99

P(gl <VaRoA99)z 0991

[ 0.99
VaRyy (L) ~ ® (Wm]
ning
VaRy (L, )+ VaRy (L, ) = 20-(0.99/0.991) = 2#3.1 = 6.2.

Kuna L, +L, = ¢, +¢, +n, +1, ning

0 toendosusega 0.991*0.991
1, +n, =110 toendosusega 2*0.009*0.991
20 toéendosusega 0.009 *0.009,

siis
0.99 = P(L, + L, <VaR,,, (L, + L,))=
=0.982P(L, + L, <VaR, 4|1, +1, =0)+0.018 P(L, + L, <VaR,y, —10|7, +1, =10)+

+0.000081P(L, + L, < VaR, s, —20| 1, +17, = 20) = 0.982 ®(VaR, 4 )+ 0.018 D(VaR, ., —10)

~0

ehk
0.99 ~ 0.982 ®(VaR,,, )+ 0.018®(VaR,,, —10) .

Seda vOrdust rahuldab VaR, o, (L1 +L, ) =9.8.

Seega
VaR, 4 (Ll +L, ) =9.8>6.2=VaR,,, (Ll )+ VaR, 4 (Lz )

ehk sellise kahjude jaotuse korral subaditiivsuse tingimus ei kehti.
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VaR kasutamise juures on ka moned probleemid:

1. Nagu enne tdhele panime, ei ole ta subaditiivne. Kui meil on teada iihe portfelli kahju L, jaoks
VaR ja teise portfelli kahju L, jaoks VaR ning me tahame need portfellid ithendadaL =L, +L,,
siis sellest ei jireldu, et VaR (L)< VaR, (L, )+VaR,(L,) [6, Ik 40].

2. VaR niitajate interpreteerimine voib kergesti olla eksitav. Uheltpoolt jéetakse siinjuures
tavaliselt arvestamata, et kahju jaotus on hinnatud, ja tegelik risk vdib olla hoopis midagi muud.
Juhul kui tegelik jaotus on raske sabaga aga VaR arvutamisel eeldati, et tegemist on nditeks

normaaljaotusega, siis on tulemus liiga optimistlik [6, 1k 41].

3. VaR arvutamisel jaetakse arvestama védrtpaberite likviidsus.

1.2.2 Oodatav puudujiak

Kéesolev paragrahv pohineb allikal [6, 1k 44 — 47].

Definitsioon 3. Olgu kahju L jaotusfunktsiooniga F, ja EQL|)<OO. Siis oodatav puudujidk

usaldusnivool « € (0,1) on defineeritud vordusega

kus g, (F ) on F, u-kvantiil.

Definitsioonist on niha, et oodatav puudujdidk on riskimddduga VaR seotud jargmiselt:
1 1
ES, (L)=——[VaR,(F, )du.
l-a?
Seega selle asemel, et vaadata fikseeritud viirtust o, keskmistab oodatav puudujdik riskimdoddu
VaR iile koikide u > o .
Lause 2. Oodatav puudujiik on koherentne riskimoot.

Toestus

Tingimuste 1, 3 ja 4 kehtimine tuleneb seosest VaR mdddu ja oodatava puudujdédgi vahel. Nditame, et

oodatav puudujiik on ka subaditiivne.
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Selle tdestamiseks olgu meil juhuslikud suurused L,,...,L, ja nendega seotud jirkstatistikud

L,>2..2L,,.SiisigamXkorral, niiet ISm<n,

m).

>L, —sup{ e+ L c1<ii <<,
i=1

Olgu meil kaks juhuslikku suurust L ja L tthisjaotusfunktsiooniga F ja juhuslikud vektorid
(LI,ZI)...,(LH,ZH) samuti jaotusfunktsiooniga F. Téhistame (L+Z)l. =L +l~4,~ ning suurusega

(L + Z)m tahistame (L + E)l yeues (L + Z)n jarkstatistikud. Sellisel juhul saame, et

i(L+Z)M :sup{(L+Z)il +...+(L+Z)im 1<i, <...<i, Sm}é

i=1 I
Ssup{Li] +...+L 1<i <<, Sm}+sup{l~lil +...4+L 1< <. <i Sm}:
=L, +>L,. 9)
i=1 i=1
Edasi kasutame tulemust, et soltumatute ja sama jaotusega juhuslike suuruste (L, )ieN korral, mis on

jaotusfunktsiooniga F , kehtib seos
[n(1-)] L

nn

li
e

kus L, >...2 L, on L,...,L, jarkstatistikud ja [n(l a)] tihistab n(l - ) tiisosa.

n.n

Seega, kui vdrratuses (9) valime m=[n(l—a)] ja laseme n—>oo, siis saame, et

ES, (L + Z) <ES,(L)+ES ( ) ehk oodatav puudujiik on subaditiivne.

0l
Lause 3. Olgu kahju L integreeruv ning pideva jaotusfunktsiooniga F;, siis « € (0,1) korral
E(L;L>gq,(L
ES, = ( = 4 )):E(L|L2VaRa). (10)
Toestus
Kuna definitsiooni jédrgi ES, = l—jq” du siis valemi (10) kehtimiseks peab kehtima seos
-a
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Seda on lihtne nidha, kuna

1 1

E(L:L>q,(L)=E[F, U, U)2F (@)= EF, Ok 2a)= [F, ()du = q,(F, )du.

a

kus U on standardse iihtlase jaotusega juhuslik suurus ja F < on kvantiilifunktsioon

q,(F)=F<(a)=inf{xe R: F(x)> a}.

Teine vordus viites tuleneb sellest, et

E(LiL> (1) P(L> q<L>>E<L)I Lzq(t) _(-a)pl|Lza®)_ ;s 00

(1-a)

1-a (1-

Lause 4. Kui kahju L jaotusfunktsioon ei ole pidev, siis saame oodatava puudujddgi leida valemiga
Esa(L)zlL(E(L;Lzqa)+qa(l_a_p(qua))). (11
-a

Toestus
1

Valemi (11) tdestamiseks piisab niidata, et E(L;L>q,)+q, (l —a-P(L>gq,))= Iqu (F, )du .

Kuna

Niide 3. Normaaljaotuse korral avaldub oodatav puudujidik ES jairgmiselt
-1
ESa(L)z ,u+0'¢q1) (0!) ,
-«

kus ¢ on standardse normaaljaotuse tihedus.

Selle vOrduseni jouame nii:

ESa(L):E(L|L2VaRa):,u+0E(L_’u‘ Loy an(L_”Dzy+aEsa(Z),
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Leiame ES, (Z)

Seega saime, et

ES, (L)=pu+c? T @) 6.1k 451

1.3 VaR protseduurid

Pohinedes peamiselt allikal [6] tutvustan jdrgnevalt kolme peamist VaR protseduuri, mida
kasutatakse kahjude hindamiseks: kovariatsioonimaatriksi meetod, Monte-Carlo meetod ja ajalooline

simuleerimine.

1.3.1 Kovariatsioonimaatriksi meetod

Kovariatsioonimaatriksi meetod pohineb eeldusel, et riskifaktorite muutused W,, =Z,,-Z, on
mitmemdotmelise normaaljaotusega keskvéirtusega u ja kovariatsioonimaatriksiga X ehk

W, ~N,(1,2) [6, Ik 49].

Teisalt eeldame, et eelnevas peatiikis (vt ptk 1.2 valem (7)) kirjeldatud lineariseeritud kahju L* ehk
esimest jarku ldhend kahjule L on piisavalt tdpne hinnang tegelikule kahjule. Lineariseeritud kahju
LA = ltA (‘/VHI )’

t+1

kus [* on nn kahju operaator ehk funktsioon R” — R, mis teisendab riskifaktorid kahjuks:

12 (w)=~lc, +b,w).

kus w on riskifaktorite vektor, ¢, on konstant ja b, on konstantide vektor, mille védirtused on meile

hetkel ¢ teada [6, 1k 49].

Viirtpaberiportfelli puhul kasutatakse reeglina riskifaktorina logaritmi vidrtpaberi hinnast ja sellisel

juhul [*(w)=-Y,a,w, kus Y, on portfelli maht ajahetkel 7, a, on viirtpaberite osakaalude vektor

hetkel 7 ja w on riskifaktorite ehk antud juhul viirtpaberi hindade logaritmide vektor.

Kuna [*(w)= —(c, + b;w) on ithemootmelise normaaljaotusega, siis saame, et
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[, ~N(=c, —b i, bb,) [6, 1k 49].

t+1

Niilid saame valemit (6) kasutades vilja arvutada VaR. Selleks on vaja hinnata ka jaotuse parameetrid

wja X . Keskviirtuse ¢ hinnang on
_ 1¢
Wt+1 = _zvVHl,i
n i
ja kovariatsioonimaatriksi X nihketa hinnang on

W)W, W) .61k 65]

t+li

Kogu eelneva juures eeldasime, et meil on tegemist statsionaarse protsessiga. Juhul, kui meid huvitab

tinglik VaR, siis vaatame andmeid realisatsioonina mitmemddotmelisest aegreast, ja eeldame, et

W

t+1

|F, ~ N d(,uM,EM), kus F, tdhistab filtratsiooni ja g,,,, X, on jaotuse parameetrid, mis

t+1

pohinevad infol, mis teada hetkeks ¢. Antud juhul tuleb hinnata aegrea mudel nagu néiteks iildistatud
autoregressiivne tinglikult heteroskedastiline (GARCH) mudel voi siis kasutada eksponentsiaalselt

kaalutud libiseva keskmise protseduuri (EWMA) [6, 1k 49].

Definitsioon 4. Aegrida nimetatakse rangelt statsionaarseks kui

(RIS N

notttr e, t+k> 2 TNt +k

Vt,..,t,,keZjaVne N korral [6, 1k 126].

Definitsioon 5. Olgu (Z,) range valge miira protsess, mille keskviirtus on O ja standardhélve 1.

teZ

Protsess (W )tez on GARCH(p, ¢) protsess juhul, kui ta on rangelt statsionaarne ja ta rahuldab

t

V't € Z ja positiivsete vidrtustega protsessi (0', )tez korral vordusi

t tt

P q
W=02Z, ol =ay+ Y aWi+> Bol.,
i=1 j=1
kus oy, >0,a, 20,i=1,...,p ja B, 20, j=1,...,q [6, 1k 145].

Definitsioon 6. Protsessi (Zt) nimetatakse rangeks valge miira protsessiks, kui tema kovariatsioon

teZ
on statsionaarne; autokorrelatsioon avaldub jargmiselt:

p(h)Z{L "0

0, h=0"

ja tal leidub 16plik dispersioon [6, 1k 127].
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GARCH protsessi korral sdltub volatiilsus eelmiste perioodide volatiilsustest.

Eksponentsiaalselt kaalutud liikuva keskmise mudel on aga kujul

PW.,, =aW, +(1-a)P_ W,

7+l

[SS)

n—

kusP_, = a(l-a) ning ae[O, 1]. Mida suurem on «, seda suurem kaal antakse viimasele

~
Il
(=}

vaatlusele [6, 1k 138].

Kovariatsioonimaatriksi meetod pakub kiill riski hindamiseks lihtsa lahenduse, kuid see lihtsus on
saavutatud kahe kitsendava eeldusega. Esiteks ei pruugi lineariseeritud ehk esimest jirku ldhend olla
alati koige sobivam. Teiseks ei ole normaaljaotuse eeldus kdige realistlikum, kuna sellist laadi
andmed on harva normaaljaotusega. Finantsriski faktorite jaotused on tihti teravatipulised ja

raskemate sabadega kui normaaljaotus.

Kuna see meetod kasutab fakti, et lineaarkombinatsioon mitmemodotmelisest Gaussi vektori
koordinaatidest on iihemddtmelise normaaljaotusega, saame laiendada sama meetodit ka teistele
jaotuste peredele, mis on selle teisenduse suhtes kinnised. Niiteks on katsetatud seda meetodit

mitmemddtmelise 7-jaotuse [6, 1k 50] ja iildistatud hiiperboolse jaotuse korral.

1.3.2 Ajalooline simuleerimine

Eelnevast meetodist erineb ajaloolise simuleerimise meetod selle poolest, et selle asemel, et teha

eeldus W, jaotuse kohta, me hindame kahju operaatorit [ varade W, empiirilise jaotuse pealt
perioodil [t -n+1; t]. Olles saanud hinnangu operaatorile /, rakendame seda ajaloolistele andmetele,
et saada hulk ajalooliselt simuleeritud kahjusid {ZS = l(,)(WS): s=t—-n+1,....t } Saadud

simuleeritud kahjude pdohjal teeme kahju jaotuse kohta jiarelduse [6, 1k 50].

Kui me eeldame, et riskifaktorite muutuste protsess on statsionaarne jaotusfunktsiooniga F, , siis
empiiriline jaotusfunktsioon F, on hinnang jaotusfunktsioonile F,. Suurte arvude seaduse jirgi

saame, et kui n — o0, siis

1< 1<
F(O)== Ylp=— Yl wpm = Ply®,)<t)=F,{) 16,1k 50]
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Viga levinud meetod praktikas on hinnata VaR kasutades meetodit, kus teoreetilise jaotuse kvantiile

hinnatakse valimi kvantiilidega. Jirjestame simuleeritud kahjud variatsioonritta nii, et
ZM <...< ZL,,. Siis VaR hinnanguks on lt[n(l_a)],n, kus [n(l—a)] tihistab n(l—«) tiisosa. Niiteks

kui n = 1000 ja a = 0.99, siis votame VaR hinnanguks variatsioonrea suuruselt 10-nda elemendi [6, 1k

51].

Selle meetodi eeliseks on see, et ta taandab mitmemddtmelise probleemi iihemddtmeliseks ja seda on
lihtne rakendada. Meetodi raskus peitub ajalooliste andmete kogumises riskifaktorite kohta. On raske
arvestada ajaloolist infot, kui mingi perioodi kohta mone riskifaktori hinnangud puuduvad voi kui on
lisandunud uus riskifaktor. Samuti peaks n olema kiillaltki suur, et saada usaldusvéérseid tulemusi.

Uheks selle meetodi puuduseks vaib pidada ka eeldust, et jaotus ajas ei muutu [6, 1k 51].

Kuna riski hindamisel huvitab meid eelkdige jaotuse saba, siis soovitatakse jaotuse enda hindamise
asemel kasutada hoopis ekstremaalvédrtuste teooriat. Ekstremaalvéirtuste teooria sisaldab erinevaid
meetodeid jaotuse vOimalikult tdpseks hindamiseks jaotuse sabal. Pohilised neist on kaks jargnevat

meetodit.

Esimene on bloki maksimumi mudelid (block maxima model), kus kogutakse suurest valimist kokku
ekstreemsed vidrtused ja hinnatakse nende jaotust. Teine tdnapédeval itha enam populaarsust koguv
mudelite klass on lgveiiletusmudelid. Selle mudeli puhul vaadatakse kodiki mingit ldve iiletavaid
vadrtusi [6, 1k 264]. Bloki maksimumi mudeli korral kasutatakse ekstreemsete viirtuste jaotuse

kirjeldamiseks ekstremaalviirtuste jaotust.

Definitsioon 7. Juhuslik suurus X on ildistatud ekstremaalvéértuste jaotusega, kui tema

Jjaotusfunktsioon on kujul

-1/¢ .

exp(— e’ ) &=0,
kus 1+&x>0 ja & on kujuparameeter. Kolmeparameetriline juht saadakse, kui
H,,, (x):=H P ((x— )/ o), kus u on asukoha parameeter ja o skaalaparameeter. Kui & =0, siis

nimetatakse seda jaotust Gumbeli jaotuseks; kui & >0, siis Fréchet jaotuseks; kui & <0, siis

Weibulli jaotuseks. [6, 1k 265]
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Olgu meil M, = max(X,,...,X n) n vaatlusest koosneva bloki maksimum, siis ekstremaalvéirtuste

teooria jirgi on see statistik iildistatud ekstremaalviirtuste jaotusega. Jagades vaatlused m gruppi,

kus igas grupis on n vaatlust, saame m hinnangut suurusele M . Tdhistame j-ndast blokis saadud

hinnangu M, ., kus j=1,...,m. Niilid sobitame andmetele iildistatud ekstremaalvéirtuste jaotuse

nj?
kasutades suurima tdepdra meetodit voi mdonda muud meetodit. Selleks on meil vaja

ekstremaalvéirtuste jaotuse tihedusfunktsiooni avaldist kolmeparameetrilise juhu jaoks:

o o852 25 e

exp| — ei% J(— ei% ](— lj &=0.
o

Logaritmiline tdepdrafunktsioon avaldub seega jirgmiselt

&m0

(e mo:M,,....M,,)= ilnhiw(Mm.):
i=1

m _ m -1/g
=—mlna—(l+éj21n(l+(SMJ—Z(IngM”"_’u] ,
i=1 O

i=1 o

kus >0, 1+ §(M e ,u)/ o >0 ja &#0. Selle meetodi juures ei oma tihtsust see, kas algandmed

on soltuvad, kuna saadud maksimume voib {iksteisest sdltumatuks pidada [6, 1k 272].

Selle meetodi suurimaks puuduseks on see, et ta nii-6elda raiskab andmeid, kuna voetakse kasutusele
ainult blokkide maksimumid. Aktsiaportfellide puhul voetakse tavaliselt pidevased muutused ja
grupeeritakse nad kas kuu-, kvartali-, poolaasta- vdi aastakaupa blokkidesse. Aastaste blokkide puhul
peab meil vidga pikk ajalugu olema, et saada piisavalt andmeid jaotuse sobitamiseks. Andmete

,,Jraiskamise” valtimiseks on kasutusele voetud ldveiiletusmudelid.
Peamine jaotus, millega lidve iiletavaid vaatlusi kirjeldatakse, on iildistatud Pareto jaotus,

Definitsioon 8. Juhuslik suurus X on iildistatud Pareto jaotusega, kui tema jaotusfunktsioon on kujul

_J=(+&p), &20
l—exp(-x/B), &£=0

kus >0 jajuhul kui &> 0, siis x>0, ning kui & <0, siis0 < x<—A/¢& [6, 1k 275].

Gw(x
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Raskete sabadega juhul (£ > 0), kehtib seos E(X k)z oo, kui k>1/¢. Juhul kui & <1, siis
E(X)=p/(1-¢&) [6,1k276].

Enne selle meetodi kirjeldamist, defineerime ldve u iiletavate viirtuste jaotuse (excess distribution

over threshold u).

Definitsioon 9. Olgu X juhuslik suurus jaotusfunktsiooniga F, siis ldve u {iiletavate viirtuste

jaotusfunktsioon F, avaldub jargmiselt

F(x+u)—F(u)

F(x):p(X—u£x|X>u)= 1—F(u)

u

9

kus 0 < x <x, —u ning x, tdhistab jaotusfunktsiooni F' maksimumi [6, 1k 276].

Definitsioon 10. Juhusliku suuruse X keskmise jddgi funktsioon (mean excess function) on kujul

e(u)=E(X —u| X >u) [6, 1k 276].

Definitsioon 11. Oeldakse, et jaotusfunktsioon F kuulub jaotuse H . maksimaalsesse kiilgetombe

piirkonda ehk F € MDA(H, ), kui

limP(M”—_d” < xj = H,(v),

n—»w
Cl‘l

kus d, ja ¢, on mingid konstantide jadad ja ¢, >0 Vn korral [6, 1k 266].

Meetod pohineb jargmisel teoreemil:

Teoreem 1 (Pickands-Balkema-de Haan). 1.eidub mostuv funktsioon S(u) nii, et

lim sup ‘Fu(x)—Géﬁ(u)(szO,

U=Xxp 0<x<x; —u

kui F e MDA(H, ) ning & € R [6, 1k 277].

Meetodi rakendamiseks eraldame algandmetest vilja etteantud ldvendit « liletavad véértused ja saame
uue valimi X 1)? v, valimimahuga N,. Niiid arvutame erinevused ldvendist Y, = X j—u ja

sobitame saadud andmetele {iildistatud Pareto jaotuse. Sobitamisel kasutame suurima tOepidra

meetodit. Uldistatud Pareto jaotuse tihedusfunktsioon on kujul
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1 X _é_lf
—l1+eX |7 2 g20
5( +§ﬂ] 5

1 X

—exp| —— | &£=0.
B ( B j
Logaritmiline tdepdrafunktsioon avaldub seega jirgmiselt:

kus #>0 jal+&Y, /48>0 [6, Ik 278].

g;ﬁ(x):

Siinjuures eeldame, et jaotusfunktsiooni F ja ldve u korral F, (x)=G§, ﬁ(x), kus O0<x<ux,—u,

& e R ja f>0. Et saada avaldist suurusele VaR, paneme tihele, et eelneva eelduse ja x > u korral

saame, et

F(x):P(X >u)P(X >x| X >u)=l7(u)P(X—u>x—u| X >u)=

-1/¢
x—uj
B

_ F)F (r—u) = f(u)(
kus F(x):=1-F(x).
Kui a > F(u), siis

F(var, (L) =1-a = Flu )(1+ gij,

millest saame

VaR,(L)=q,(F)=u +§([1F_(:)j§ —1}.

Kuna oodatav puudujiik on keskmistatud VaR, siis ta avaldub jargmiselt

ESa(L)=1—IVaR 21;1[ H )rlDdW

1-1a[ -G£ )wajz

“fil
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BB 1w N B BFl)  f1-¢(1-w N o
e 6(1—06)!(17@!)] ‘ 3 6(1—5)(1—06){?(”)(17@)) ‘

5(1?§)Er)_a)i%_(5(lf_($j_édw:u_:3+ BF(u) (%_(j)jl—éz

_, B B
e £ E(l-EN1-a)

fa (1—‘“]§=““—§>_ﬂ<1—5>+ 5 (1__0[]5
§-O\FW) 1-g £-¢) s1-9\F)

p-us , VaR,(L)
=& 1-¢

1.3.3 Monte-Carlo meetod

Monte-Carlo meetod on iildine nimetus meetoditele, mis piitiavad riske hinnata simuleerides selleks
teatavat parameetrilist mudelit, mis kirjeldab riskifaktorite muutusi. Meetod on rakendatav nii juhul,

kui riskifaktorite mudel on ajas statsionaarne kui ka ajas muutuva jaotuse korral. Meetodi kirjeldus

pohineb allikal [6, 1k 52].

Esimese sammuna tuleb leida sobiv mudel ja seda rakendada ajaloolistele andmetele. Teise sammuna

genereerime m sdltumatut realisatsiooni riskifaktorite muutustest W, ...,W ™ . Niiiid rakendame

23 A Y |

kahju operaatorit / saadud riskifaktorite muutustele ja saame kahjud {E(i) =1, (W(i)): i=1....,m }

t+1 t+1

Jargmisena hinnatakse riske kasutades kvantiilide meetodit voi ekstremaalvéirtuste teooriat.

Meetodi nimetus Monte Carlo viitab sellele, et korduste arvu m saame valida ise. Tihti valitakse m
suur, kuna see vOimaldab saavutada tdpsemaid empiirilisi riskimdoddu hinnanguid kui ajaloolise
simuleerimise meetodiga. Meetodi probleemiks on see, et ta téotab hésti, kui valitud mudel on hea,
mida on aga raske ette delda. Teine probleem on see, et suurte portfellide jaoks ldheb arvutuste hulk

viga suureks ja kogu protsess on liiga aeglane.

1.4 Probleemid portfelli riski hindamisel

Iga portfelli kahju jaotus sisaldab endas infot iiksikute viirpaberite jaotuste kohta ja nende
omavahelise sOltuvuse kohta. Enamasti on meil piisavalt infot iiksikute riskifaktorite kohta, kuid
puudub info kogu portfelli kahju jaotuse kohta ja portfelli riskide hindamisel tuleb ldhtuda
olemasolevast infost. Kui on vdimalik kirjeldada soltuvusstruktuur, siis saab koopulate teooriat

kasutades hinnata juhuslike suuruste iihisjaotust.
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1.4.1 Koopulate teooria

Kui meil on varade omavahelise sdltuvuse kohta piisavalt infot, siis sellisel juhul kasutatakse portfelli
riski hindamisel koopulate teooriat. Koopulate teooria voimaldab leida iihisjaotus arvestades ka
komponentide soltuvust. Eriti vajalik on see ldhenemine Monte-Carlo meetodite puhul. Koopulate

tutvustus pohineb allika [6] lehekiilgedel 185 kuni 221.

Definitsioon 12. d-dimensionaalne koopula C on jaotusfunktsioon ruumis [0, 1]d ning tema

marginaaljaotused on standardsed iihtlased jaotused ehk C': [0, l]d — [0, 1].

Koopula C(u)=C(u,,...,u,) peab rahuldama jirgmisi tingimusi:
Clu)=Clu,,..., )onkasvav
Clu)=c(1,...1 1) =u, kdikide i =1,...,d ja u, €0, 1];
3. Koikide (a,... ad)(bl, .2)€l0,1]" ,kus a, <b, , korral kehtib

2 2

ZZ( l)l1+ WC( Uiis- did)z 0,

i=1 iy

kus u; =a; ja u ,=b; koikide j=1,....d.

Kui funktsioon tdidab toodud kolme omadust, siis ta on koopula [6, 1k 185]. Koopulate teooria

kasutamine pohineb asjaolul, et kui juhuslik suurus X on pideva jaotusfunktsiooniga F, siis

F(x)~U(0,1).

Oluline seos on vilja toodud jargnevas Sklar’i teoreemis:

Teoreem 2 (Sklar). Olgu F d-mddtmeline iihisjaotusfunktsioon marginaaljaotustega F,,...,F ,, siis

leidub koopula C: [0, 1]d — [O, 1] nii, et koikide x,,...,x, € R korral
F(xl,...,xd)zC(Fl(xl),...,Fd(xd)).

Kui marginaaljaotused on pidevad, siis on koopula C iiheselt méédratud. Koopulatel on ka see hea

omadus, et nad on invariantsed marginaalide suhtes rangelt kasvavate teisenduste suhtes.

Lause 4. Olgu meil pidevate marginaalidega juhuslik vektor (X . ¢ d) koopulaga C ja rangelt

kasvavad funktsioonid T,...,T, , siis ka vektor (T (X D T,(X, )) on koopulaga C.

28



Toestus

Kuna T)(x,) jaotusfunktsioon on pidev, siis

Fi(Xi): F‘i(Tiil(T;'(Xi))):= NZ(TI(Xz))’

kus F, (y) on T,(x,) jaotusfunktsioon.

Siis saame, et

U
SN—"
IA

<
U
N—"
[
]
—_—
ol
—~~
2
—~
<
=
IA
=
ol
~—~
-
—~
>
U
=
IA
<
8
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Clu,,....u;)=P(F(X,)<u,,....F,(X

Koopula definitsiooni jérgi tihendabki see, et ka vektor (T1 (x, ),. T, (X 4 )) on koopulaga C .

Lause 5. 1ga koopula C (ul seeeslUy )on piiratud alumise ja iilemise nn Frechet piiriga ehk et

i=1

d
maX{Zui +1-d, 0} <C(uy,...,u, ) <minfu,,...,u,},

kus alumist piiri tdhistatakse W(ul ..... u, ) ilemist piiri tdhistatakse M (ul ..... u d) ning u, = F,

Toestus

Ulemise piiri leidumine tuleneb sellest, et

C(ul,...,u(,)zP(U1 <u,..,U,<u,)

ja kuna
ﬂ{Uj SuJ}C{Uz Sul}
1<j<d
siis
C(ul ..... ud):P(Ul <u,...,U, Sud)zP( ﬂ{Uj <uJ}JSP(U <u1):ul,
1<j<d

kus u, := min{ul,...,ud}.

Viide alumise piiri kohta kehtib, kuna
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Niited koopulatest:

d
«  Koopulat H(u1 yeeeslUy ) = H u; nimetatakse korrutiskoopulaks.
i=1

«  Minimaalne koopula on Fréchet iilemise piiri koopula
M(u,,...,u,)= min{ul,...,ud }

«  Kahemodtmelisel juhul on maksimaalne koopula Frechet alumise piiri koopula
W (u,,u, )= max{u, +u, —1,0}.

« Kui juhuslik vektor Y ~N d(,u,Z) sits tema koopulat kutsutakse Gaussi koopulaks.

Kahemootmelisel juhul avaldub Gaussi koopula kujul

—00 —00

¢ (ur) 7" (uy) (2 2
)= | ] 2%(1—1,02)”2 exp{ : 2(21”[1)322)“2 )}dsldsz’

kus p:p(Xl’XZ)'

«  Gumbeli koopula

CgG”(ul,uz)=exp%((—lnul)e +(—lnu2)g)l/g},lﬁ <o,

Kui 8 =1, siis saame korrutiskoopula. Kui 8 — oo, siis saame kahemootmelise maksimaalse

koopula. [6, 1k 192]

« Claytoni koopula

1
Cg’(ul,uz)z(ul_g +u’ —1)_5, —1<f <.

«  Franki koopula

T

Gumbeli, Claytoni ja Franki koopula kuuluvad arhimeediliste koopulate perre. Arhimeediliste

koopulate perre kuuluvad koik koopulad, mis avalduvad kujul
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C(”l Uy ) = ¢[_l] (¢("‘1 ) + ¢(“2 )) ,

kus ¢: [O, 1] - [O, oo] on pidev ja rangelt kasvav funktsioon, mis rahuldab tingimust ¢(1) =0,ja

gy o710 0<1<4(0)
¢ ](t)_{o, #0)<t<o0

Funktsiooni ¢ kutsutakse arhimeedilise koopula generaatoriks. Koik kahemddtmelisel koopulad

jdavad minimaalse ja maksimaalse koopula vahele (vt joonis 4).

Joonis 4. Maksimaalne ja minimaalne koopula

1.4.2 Soltuvuse moodud

Soltuvuse moodtude tutvustus pohineb allikal [6 ptk 5.2 1k 210-210]. Esmalt tooksin sisse kaks olulist

moistet soltuvuste kirjeldamisel: ko- ja vastakmonotoonsuse mdisted.

Definitsioon 13. Juhuslikud suurused X,,...,X, on komonotoonsed (comonotonic), kui nende

iihisjaotus avaldub kujul F(x,,...,x,)=min{F (x,)...,F,(x,)}.

See tdhendab, et juhuslikud suurused X ,,..., X, on komotonoosed, kui iga i, j korral X i = T i (X i),

kus 7; on mingi kasvav funktsioon.
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Definitsioon 14. Juhuslikud suurused X, X, on vastakmonotoonsed (countermonotonic), kui nende

iihisjaotus avaldub jirgmiselt F(x,,x, )= max{Fl (x,)+F 5 (x,)-1, 0} .

Vastakmonotoonsus tdhendab seda, et leidub kahanev funktsioon 7 nii, et X, :T(X ).

Vastakmonotoonsuse mdiste on kasutusel vaid kahemddtmelisel juhul, kuna Fréchet alumine piir ei

ole enam koopula suuremal kui kahemddotmelisel juhul. [6, 1k 200]

Juhuslike suuruste omavahelise sOltuvuse iseloomustamiseks kasutatakse statistikas enamasti

Pearsoni korrelatsioonikordajat vaatamata sellele, et sellel on mitmeid puudujaéke.

Pearsoni korrelatsioonikordaja |p(X X 21 =1 tdhendab, et iiks juhuslik suurus on mingi lineaarne

funktsioon teisest: X, =a + fX,. Pearsoni korrelatsioonikordaja on lineaarse teisenduse suhtes
invariantne st Ve, korral jaV 3, >0, kus i =1,2, kehtib seos

pla, + B X e, + 5,X,)= p(X,,X,).
Samas ei kehti sama invariantsus mittelineaarsete teisenduste suhtes. Teine Pearsoni

korrelatsioonikordaja puudus on piirang, et juhuslikel suurustel X, ja X, peavad leiduma teist jirku
momendid, et p(X X 2) saaks leida. Selline piirang vOib saada takistuseks, kui tegemist on raske

sabaga jaotustega.

Siinkohal voetakse kasutusele astakkorrelatsioonid. Astakkorrelatsioonid kirjeldavad monotoonse
sOltuvuse tugevust, mille erijuht on lineaarne soltuvus. Astakkorrelatsioonikordajad on invariantsed
iga rangelt monotoonse teisenduse suhtes. Kuna astakkorrelatsioonikordajad ei ole tundlikud

ekstreemsete véirtuste suhtes, siis on neid hea kasutada raske sabaga jaotuste suhtes.

Definitsioon 15. Olgu juhuslikud suurused X, ja X, vastavalt jaotusfunktsioonidega F, ja F,. Siis
Spearmani korrelatsioonikordaja on médratud vordusega

ps(Xl’Xz):p(Fl(Xl)’Fz(Xz))'

Spearmani korrelatsioonimaatriks avaldub kujul p¢(X)= p(F,(X,)....,F,(X,)). Tuntumatest

astakkorrelatsioonikordajatest on veel kasutusel Kendalli z.

Definitsioon 16. Juhuslike suuruste X, ja X, astakkorrelatsioonikordaja Kendalli 7 on miératud

vordusega
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Pz(Xsz): E(Sig”((Xl _Xl)(Xz _552)))’

kus (}? " X 2) on sOltumatu kuid sama jaotusega kui vektor (X X, )

Kendalli 7 vdib defineerida ka kujul

p.(x,.X,)=P(x, - %, \x, - X,)>0)-P(x, - X, |x, - X,)<0).

Maatriks Kendalli 7 kordajatest avaldub kujul p, (X ) = Cov(sign(X -X )) kus X on soltumatu kuid

sama jaotusega kui X.

Spearmani korrelatsioonikordaja ja Kendalli r omadused on sarnased. Nad mdlemad omavad véartusi
16igus [— 1, 1]. Kui kordaja vordub nulliga, siis viitab see kahe suuruse omavahelise monotoonse
seose puudumisele. Kui kordaja védrtus on 1, siis on need muutujad komonotoonsed, ja kui -1, siis

vastakmonotoonsed.

Lause 6. Olgu juhuslikud suurused X, ja X, pidevate marginaaljaotustega ja iitheselt médratud

koopulaga C, siis

11

P: (X1’X2):4_[_[C(”1’”2)dc(”1’”2)_1 ja

00

1
Ps (Xl’ Xz): 12_[ (C(”U”z)_uluz)d”l du, ,
0

o t—

kus u, = F(x,) jau, = F,(x,).

Toestus

Kendalli 7 korral on seost lihtne niha, kuna
p.(x,.x,)=2P(x, -X,\x, - X,)>0)-1=4P(x, < X,.X, < X,)-1=
=4E(P(Xl <)?1,X2 <)?2‘)21)22)):47TC(ul,uz)dC(ul,uz)—l.

Spearmani korrelatsioonikordaja avaldise leidmiseks kasutame Hoffding’i valemit:
cov(X,, X J. I xl,x2 F(x, )F2 (x, ))dxldx2 .

Kuna F, (X i) on iihtlase jaotusega dispersiooniga 1/12 ja seega Spearmani korrelatsioonikordaja

pS(Xl’XZ)le COV(Fl(Xl)’Fz(Xz))’
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siis kasutades Hoffding’1 valemit, saame Spearmani korrelatsioonikordaja jaoks avaldise

1
Ps (Xsz): 12_[ (C(”w”z)_”ﬂ"z )du, du, .
0

o —

Teades marginaaljaotusi saame konstrueerida iihisjaotuse sellise astakkorrelatsiooniga nagu ise

soovime. Uks viis selleks on defineerida iihisjaotus jirgmiselt
F(xl’x2)= ﬂ“W(FL(xl)’ Fz(xz))+ (l_ﬂ)M(FL(xl)’Fz(xz))’

kus W on maksimaalne ja M minimaalne koopula. Sellise jaotusega juhusliku vektori (X X 2)

korrelatsioon avaldub kujul

pT(XL’X2)=ps(Xl’X2)=(1_2/1)-

Kuna riskiteoorias huvitab meid just juhuslike suuruste omavaheline soltuvus jaotuse sabadel, siis on
vilja tootatud moddud, mis mdddavad nn ekstremaalset sOltuvust ehk soltuvust sabadel. Naiteks
tilemise saba sOltuvuse uurimiseks vaatame, kui suure tdendosusega iiks juhuslik suurus iiletab oma
g-kvantiili, kui teine juhuslik suurus iiletab enda g-kvantiili, ja laseme sealjuures suurusel g liheneda

1-le ehk

A, =2,(X,,X,)=1lim P(X2 > Ff(q)| X, > Ff(q)),

g1

eeldades, et selline piirvédrtus 4, € [0,1] eksisteerib.

Analoogiliselt saame soltuvuse hindamiseks alumises sabas seose

2= 2, (X, X0) = lim Plx, < £, () X, < B (g)

Pearsoni korrelatsiooniga seoses on levinud kaks eksiarvamust. Esiteks arvatakse, et kui on teada
kahe juhusliku suuruse jaotused ja nende vaheline korrelatsioon, siis saab méiérata iiheselt nende

tihisjaotuse. Olgu meil juhuslikud suurused X, ja X, jaotusfunktsioonidega F, ja F, ja nende
vaheline korrelatsioon p(X X 2)= £, siis nende iihisjaotus avaldub koopula C kaudu jargmiselt
C(F,(x,), F,(x,)). Samas on vdimalik konstrueerida ka koopula C, # C ja konstrueerida vektor
(v,.Y,), mille iihisjaotus on C,(F,(x,),F,(x,)) ja p(¥,,Y,)=p. Seega kuna marginaaljaotused ja

korrelatsioon on samad, kuid iihisjaotus on erinev, ei ole jarelikult {ihisjaotuse iiheseks midramiseks

piisav teada korrelatsioone ja marginaaljaotusi.
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Teine eksiarvamus on, et teades juhuslike suuruste X, ja X, jaotusi F, ja F, ning korrelatsiooni
pE [— 1, 1] , saame konstrueerida iihisjaotuse marginaalidega F, ja F, ja korrelatsiooniga p € [— 1, 1].
Tegelikult nn saavutatavad (attainable) korrelatsioonid moodustavad alamhulga [pmirl s Poax ] € [— 1, 1].
Maksimaalne korrelatsioon p,. >0 on saavutatav juhul, kui juhuslikud suurused on

komonotoonsed. Minimaalne korrelatsioon p . <0 on saavutatav juhul, kui juhuslikud suurused on

vastakmonotoonsed.

1.4.3 Koopulate sobitamine andmetega

Konkreetsete andmete korral kasutatakse mitmeid erinevaid meetodeid koopula parameetrite
hindamiseks. Uhe voimalusena kasutatakse parameetrite hindamisel suurima tdepira meetodit, enne

aga vaatame lihtsamat meetodit, mida kasutatakse arhimeediliste koopulate korral.

Momentide meetodi korral leitakse kas Spearmani korrelatsioonikordaja vdi Kendalli T ja selle
korrelatsioonikordaja seosest koopula parameetriga € hinnatakse koopula parameeter 6. Jargnevalt

valitakse konkreetsest perest vilja parim ldhend andmetele.

Spearmani korrelatsioonikordaja hinnangu saab leida kujul

ps(X.,X )= 7—)2((;%1( X,,)- %(n+l)j(mnk(Xt’j)—%(n+l)D [6, 1k 229].

Kendalli 7 hinnang avaldub kujul

p.(X, L Ssign((x,, - x,,Yx,, - x. ) 16. 1k 229]

n l<t<s<n

Niiteks arhimeediliste koopulate pere korral saame leida hinnangu koopula parameetrile 6 seosest

Kendalli 7’ga, kuna arhimeediliste koopulate korral kehtib seos

p,(xl,X2)=1+4j@dt,

2 4 (¢)

kus X, ja X, on pidevad juhuslikud suurused. Tabelis 2 on toodud Kendalli 7 avaldis mone tuntuma

arhimeedilise pere koopula jaoks.
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Tabel 2. Kendalli 7 ja arhimeediliste koopulate vaheline seos [6, 1k 222]

Koopula ) o,
Gumbel’i (~Inz)’ 1-1/0
Clayton’i %(fﬂ ~1) 01(0+2)

-0 1
Frank’i - 111[ ¢ 5 11] 1-46" (1 -0 J. t /(exp(r) - l)dt]
e™? —

0

Mitmemddtmelise Gaussi mudeli korral hinnatakse koopula leidmiseks korrelatsioonimaatriksit.

Suurima tdepidra meetodil koopulate leidmisel hinnatakse kdigepealt marginaaljaotused. Seejirel
leitakse suurima tdepdra hinnang koopula parameetrite vektorile &, maksimiseerides logaritmilise

toepérafunktsiooni
d
lnL(H;Ijl,...,(jd)= Zlncg((ji),
i=1

)ZOCe(ul,...,ud)

kus cg(ul,...,ud
Ou,---0u,

[6, 1k 234]. Hinnangu headus soltub jillegi palju sellest, kui

tidpselt marginaaljaotused on hinnatud.

1.4.4 Fréchet probleem

Kui meil pole sdltuvuse kohta kiillaldaselt infot, siis enamasti formuleeritakse iilesanne kui Fréchet
probleem. Fréchet probleemiks nimetatakse olukorda, kus jaotuse leidmine taandatakse Fréchet

piiride leidmiseks, mida tutvustasime eelnevalt peatiikis 1.4.1.

Olgu meil iiksikute varade kahjude vektor L = (Ll,...,Ld ) modtuv funktsioon y : RY > R, mis

kirjeldab tiksikute varade agregeerimist portfelli, ja riskimdot y :M — R [6, 1k 249].

Funktsioonina y : RY — R kasutatakse niiteks funktsioone

. l//(xl,...,xd)le Tt X,

d
. t//(xl,...,xd)=2(xi —k)+,k >0;

i=1

d +
. t//(xl,...,xd)=(2xi —kJ k>0 [4,1k 6,7].
i=1
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Meie eesmirk on leida »(w(L)), mis aga tihendab, et me peaksime teadma (L) jaotust. Enamasti
on meil teada hoopis L, jaotus. Kui meil puudub tdpne info kahjude L, omavaheliste sdltuvuste

kohta, ei saa me tdpselt leida 7/(§1/(L)) , kuid saame leida alumise ja iilemise piiri nii, et

Vi < YW(L))< Vo 16, Tk 249].

Probleem taandub seega matemaatilisele iilesandele leida
¥ min :inf{y(y/(L)): L ~E,i= 1,...,d}

Viax = sup{}/(y/(L)): L ~E,i= 1,...,d}.
Teatud tingimuste kehtimisel saab VaR korral portfelli riski ka lihtsamini leida.

Enne, kui saame leida tipsema iilemise ja alumise piiri riskimdoddule VaR, peame kirjeldama

jaotusfunktsiooni F soltuvusstruktuuri ja kuna F = C(F,,...,F,), siis iiks voimalus on rakendada
piiranguid koopulale C, et sétestada piirangud kahjude L,,...,L, omavahelisele soltuvusstruktuurile.

Selleks sobiksid ideaalselt Fréchet piirid W < C <M . Kuna aga Fréchet alumine piir on koopula

ainult kahemddtmelisel juhul, siis juhul kui d > 2, peame leidma mone koopula C,<C.

Pohitulemuse esitamiseks defineerime kasvava funktsiooni paremalt ja vasakult pideva
poordfunktsiooni.

Definitsioon 17. Olgu meil kasvav funktsioon @:R — R. Siis tema {iildistatud vasakult pidev

poordfunktsioon @' :R— R ja paremalt pidev poordfunktsioon @”:R —R on defineeritud

vOrdustega
(p'l(y) = inf{x €R | (p(x) > y}

PpMy) = sup{x €R | p(x) < y} [4. 1k 3].
Pohiteoreem piiride jaoks on jargmine:

Teoreem 3. Olgu vektor L = (Ll,...,Ld)e Rd(d > 2) marginaaljaotustega F,,...,F,. Kui koopula C
rahuldab tingimusi C>C, ja C™ <C™" mingite koopulate C, ja C, korral, siis kasvava

funktsiooni  : RY — R korral kehtib seos
e, (FioisFy)<0c, (Foo F) < e, (Fr o F ),
kus
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Tcw( F)(S) sup C(Fl(xl)’ Fdl(X )F(l//x] x,]()))’

X{se.0Xg_1ER

O—C,r//( F)(S) IL<\ (Fl(xl)’---’Fd(xd))’

pC,y/(F'l""’Fd)(s):: inf CdW[(Fl(xl)’ Fdl(X )F(l//x] xd]()))’

Xi5.0Xg_1ER

kus C™“(uy,...,u [U,_ ui}J [4, 1k 8].

Lihtudes eelmisest teoreemist, saame VaR jaoks jirgmised piirid:

Pey(FrooisF ) (@) <VaR, (w(L,.....L,)) < 7, (F..... F, ) (@) [4,1k 8],

Koopulad C, ja C, valitakse sOltuvalt andmetest. Mida rohkem informatsiooni soltuvusstruktuuri
kohta leidub, seda tdpsemini saab piire hinnata. Olgu meil kahemddtmeline juht ja valime
C>C, =W(u,,u,)=max{u, +u, —1,0} ning C*"(u,,u,)< C"" (u,,u,)=(u, +u,)A1. Sellisel
juhul kas ei ole informatsiooni sOltuvuse kohta voi lihtsalt ei soovita sdltuvuse kohta piiranguid

sdtestada. Kui valida

siis on riskid positiivselt sdltuvad (positive orthant dependent) [4, 1k 9]. Mida tdpsemad piirid

suudetakse koopulale leida, seda tdpsemini saame riski hinnata.

Komonotoonsuse ja sdltumatuse eelduse korral saame portfelli VaR leidmiseks kasutada lihtsamaid

tulemusi.

Lause 7. Rangelt kasvavate ja pidevate komonotoonsete juhuslike suuruste L,,..., L, korral

VaR (L, +...+L,)=VaR,(L)+...+VaR (L,) [6, 1k 250].

Toestus

Esitame tOestuse idee kahemddtmelisel juhul. Olgu L, jaotusfunktsiooniga F;.
br -1

Kuna (LI,L2 ):(F1 W).F, (U )) mingi U ~U(O,l), siis saame, et

VaR, (L, +L,)=VaR,(F, "' (U)+ F,"(U))=F (a),

T(U)

kus T(U):=F'(U)+ F, ' (U) [6, 1k 250].
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Kuna P(T(U)<T(a))= P(U < a)=a,siis

Fiula)=T(a)=F '(a)+F, " (a)=VaR,(L,)+VaR,(L,) [6, 1k 250].

Sarnane seos kehtib ka tildisemal juhul.

Lause 8. Olgu y : R‘ — R kasvav ja vasakult pidev koikides punktides ja 0< ¢ <1 ning L,..., L,
komonotoonsed juhuslikud suurused. Siis

VaR,(w(L,,....L,))=w(VaR (L,)....,VaR,(L,)) [6, 1k 250].
Toestus

Tdestus pohineb allikal [4, 1k 10].

Funktsiooni ¢ : R — R iildistatud paremalt pideva pdordfunktsiooni korral saame, et

Fyz)(t)= Plp(2) < 1) = P(Z < 7 (1)) = F, (9" (1)),

kus Z on mingi juhuslik suurus.

Saame, et

VaR,(p(2))=inf} € R| F,(1)2 a}=inf{t e R| F,(p7(1))2 a}=

=infy e R| p7(1)2 F,'(a)|=inf € R| 12 olF," (@)} = olF; " (@))= p(Var, (2).

Olgu meil niiiid juhuslikud suurused X,....,X, jaotusfunktsioonidega F,....,F, ning funktsioon
pla)=y(F(@)....F;'(a)), siis
VaR,((X,.....X ) =VaR,(y(F'(U).....F;"(U)) = VaR,, (p(U)) =
= p(VaR, ()= pla) =y(F (U).....F (U))=y(VaR, (X, ).....VaR, (X ).

kus U on standardse iihtlase jaotusega juhuslik suurus.

Eelneva tulemuse pohjal on teada, et kahemodtmelisel juhul komonotoonsete suuruste L, ja L, korral
on VaR(L1 )+ VaR(Lz) vordne suurusega VaR(L, + Lz). Jarelikult superaditiivse VaR ehk
VaR(L, +L2)>VaR(L1)+ VaR(Lz) korral suurused L, ja L, ei ole komonotoonsed. Seega, kuna

komonotoonsuse korral on korrelatsioon kahe juhusliku suuruse vahel maksimaalne, siis peab

superaditiivse portfelli korral korrelatsioon olema viiksem kui maksimum. Teisiti 6eldes, halvimat
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voimalikku juhtu ei saa me kitte komonotoonsuse korral. Oodatava puudujdédgi korral kehtib meil

subaditiivsuse tingimus, seega siin saame vOimaliku halvima juhu kétte just komonotoonsuse korral.

1.5 Mudeli kontroll ehk jireltestimine

Eelnevates peatiikkides vaatasime peamisi meetodeid kahjude modelleerimiseks ja mudelite abil
riskide hindamist. Mudelite monitoorimist ehk testimist, kui histi nad tootavad, kutsutakse

riskiteoorias jdreltestimisena (backtesting) [6, 1k 55].

t+h

VaR definitsiooni kohaselt P(L > VaR"'" ): 1—-a , kus h mirgib ajaperioodi, mille jooksul me VaR

uurime, ja t ajahetke millal hinnangud on tehtud. Niiiid toome sisse indikaatorfunktsiooni
(h) .
4 t+h " 1 {L‘,’i;X>VuR,'Z"’} :
Me eeldame, et kui meie mudel on sobiv andmete kirjeldamiseks, siis need indikaatorid on Bernoulli
jaotusega parameetriga 1— ¢« . Vorreldes hinnatud VaR ja tegelikke kahjusid saame hulga viirtusi
indikaatoritele, kusjuures eeldame, et 1—«a osal vaatlustest oli tegelik kahju suurem kui VaR [6, 1k

55].

Veel spetsiifilisemalt saame igal ajahetkel # hinnata VaR ajahetke 7+ jaoks ja teha seda perioodi m

jooksul. Sellisel juhul on protsess (I . )[Ez sOltumatu ja sama jaotusega juhuslike suuruste protsess, mis

on Bernoulli jaotusega parameetriga 1-«a [6, 1k 55]. Sellisel juhul onm(l—a) osal vaadeldud

[6, 1k 162].

t=1

andmetest tegelik kahju suurem kui VaR ehk, et Z I .~ B(m,]-a), kus I =1 {

A
L. >VaR;}

Kui tahame kontrollida mudelit suurema ajanihke korral kui iiks piev, siis tuleb arvestada, et
sOltumatute vaatluste saamiseks ei tohi vaadelda kattuvaid perioode. Teisalt, kui nihe on suur, siis
seda eeldust jdlgides saame tulemuseks suhteliselt vihe andmeid, mille pdhjal on mudeli

usaldusvéirususe kohta raske jareldusi teha [6, 1k 163].
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Kui vaatleme oodatavat puudujdiki, mis on leitud tingliku jaotuse F, y korral, ja defineerime

£

muutuja §,,, = (L —-ES, (L))I t siis suvalise kahjuprotsessi (L,) korral protsess (S,)

t+1 t+1 >VaRzIz } ’

teZ teZ

moodustab martingaali’, mis rahuldab tingimust E (S . |E )z 0 [6, 1k 163].

Protsess (L,)_, on kohandatud filtratsioonile (F )tez ja rahuldab statsionaarset mudelit kujul

teZ t

L =u +0,Z ,kus u ja o, on F, -modotuvad ja (Z, )IEZ on range valge miira keskvidrtusega 0 ja

dispersiooniga 1. Tédnu sellele tulemusele saame, et

St+l =0,y (Zt+l - ESa (Z))I{

L, >VaR('1

| [6, 1k 163].

Praktikas kasutamiseks votame kasutusele suuruse

A

Rt+l = St+l /O—HI 4

kus

t+1

S = (L,H —EASHJIAM [6, 1k 163].

Me eeldame, et §H1 ja R kiituvad nagu realisatsioonid sOltumatutest sama jaotusega juhuslikust

t+1
suurustest keskviirtusega null [6, 1k 163]. Seega meie iilesanne on kontrollida, kas need muutujad on

jaotusest, mille keskvéartus on null [6, Ik 163]. Teeme seda bootstrap-meetodil.

Bootstrapi testi kasutades ei pea meil olema teada keskviirtuse jaotus. Hiipoteesi H,:S,,, =0

t+1

kontrollimiseks leiame statistiku

t(s)=—

&/n’
kus s on keskviirtus ja o on standardhilve, millele meil on hinnanguid vaja, et statistiku vairtust

arvutada [9, 1k 225].

Leiame #(s) olemasolevate andmete jaoks hinnates standardhilbe ja keskvédrtuse. Teisendame

algandmeid jiargmiselt 5, =s, —5. Edasi genereerime bootstrap-valimid suurustest s, kasutades

lihtsat juhuslikku valikut tagasipanekuga. Niitid arvutame statistikud iga saadud valimi jaoks

3 Juhuslikku protsessi X = {X R }::0 nimetatakse martingaaliks, kui V7 korral X on F, -mddtuv,

EQXn|)< o0, Vn > 0 korral ning E(X”H|F”)= X, pkVnz0.
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kus 5" on keskviirtuse hinnang ja & on standardhlbe hinnang konkreetse bootstrap-valimi pealt [9,

1k 226].

Kokkuvottes saame n hinnangut statistikule, mida vordleme statistikuga #(s). Seega saame olulisuse

tdendosuse
ASL=#(t(s")<t(s))/n 19, Ik 226].

Mida viiksem on ASL, seda suurem on tdenédosus, et nullhiipotees ei kehti.
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2 Aktsiaportfelli riskide analiiiis

2.1 Portfelli valik

Eelneva osa illustreerimiseks koostasin portfelli viiest Tallinna Borsil noteeritud aktsiast: Norma,
Baltika, Eesti Telekom, Merko ja Tallinna Kaubamaja. Vaatluse alla vOtsin antud viiest aktsiast
koosneva portfelli nii, et osakaalud olid vastavalt: Norma — 10000 aktsiat, Baltika — 20000 aktsiat;
Merko - 6000 aktsiat; Eesti Telekom — 10000 aktsiat ja Tallinna Kaubamaja — 3000 aktsiat. Kuna
antud t60 eesmirgiks ei ole uurida optimaalse portfelli koostamise meetodeid, siis aktsiate osakaalud
said valitud juhuslikult. Vaatlesin portfelli alates 15 oktoober 2003 kuni 23 veebruar 2007. Mudeli

sobivuse hindamiseks kasutasin andmeid alates 24 veebruar 2007 kuni 22 aprill 2007.

Nii Merko kui ka Tallinna Kaubamaja aktsiatel toimus selle aja sees fondiemissoon. Merkol oli 2005
aasta mais fondiemissioon, mille kédigus iga aktsia kohta emiteeriti iiks uus aktsia. Tallinna
Kaubamaja fondiemissiooni kdigus 13 juunil 2006 emiteeriti iga aktsia kohta viis uut aktsiat. Seega
vaatluse 16pul koosnes portfell 10000 Norma, 10000 Eesti Telekomi, 20000 Baltika, 18000 Tallinna
Kaubamaja ja 12000 Merko aktsiast. Graafikul 1 on &ra toodud portfelli viirtuse muutumine ajas.
Portfelli vididrtuse arvutamisel kasutasin sulgemishindu. On niha, et portfelli maht on perioodi
algusega vorreldes kasvanud kuni 4 korda. Graafikul 2 on kujutatud portfellis olevate aktsiahindade

muutus.

Graafik 1. Portfelli vadrtuse muutus (15 oktoober 2003 kuni 23 veebruar 2007)
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Graafik 2. Aktsiahindade muutus (15 oktoober 2003 kuni 23 veebruar 2007)
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Graafikul 2 n#ha olevad hiipped Merko ja Tallinna Kaubamaja aktsia hinnas on fondiemissiooni
hetkedel. Vaadeldava perioodi jooksul on tugevalt ja stabiilselt tdusnud Baltika aktsia. Eesti
Telekomi ja Norma aktsia hinda iseloomustab eelkdige stabiilsus. Tallinna Kaubamaja ja Merko
aktsia hind on enne fondiemissooni hoogsalt tdusnud ja pédrast moningat seisakut peale emissiooni on

tousu jitkanud.

2.2 Kahjude juurdekasvude soltumatus

Enne meetodi valimist peab kindlaks tegema, kas tiksikuid véartpaberi hinnamuutusi saab vaadelda
kui sOltumatute ja sama jaotusega juhuslike suuruste vddrtusi. Kui nad ei ole sdltumatud ja sama
jaotusega, siis peab riskide hindamiseks kasutama aegridade mudeleid. Kui nad on soltumatud ja
sama jaotusega, siis piisab riskide hindamiseks hinnata dra iiksikute kahjude (kahju on negatiivne

hinnamuutus) jaotused ja hiljem portfelli kahju jaotus.

Uksikuid viirtpabereid eraldi vaadeldes on niha, et Tallinna Kaubamaja ja Baltika aktsia hajuvused
on erinevatel perioodidel erinevad (vt graafik 3 kuni 7). Teiste aktsiate puhul on nii keskviirtus kui

ka hajuvus vaadeldava perioodi jooksul piisinud samas suurusjirgus.
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Graafik 3. Tallinna Kaubamaja aktsia hinnamuutused
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Graafik 4. Norma aktsia hinnamuutused
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Graafik 5. Merko aktsia hinnamuutused
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Graafik 6. Eesti Telekomi aktsia hinnamuutused
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Graafik 7. Baltika aktsia hinnamuutused
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Veendumaks, et saame antud muutujaid vaadelda kui sdltumatuid ja sama jaotusega juhuslikke
suurusi, leiame nende autokorrelatsioonid, testime statsionaarsust ja valget miira (vt Lisa 1).
Autokorrelatsioone vaadates on niha, et lineaarne seos hinnamuutuste vahel ajas puudub. Valge
miira testist selgub, et Tallinna Kaubamaja, Merko ja Baltika aktsiate hinnamuutustest voib teatud
mustreid leida. Eesti Telekomi ja Norma aktsiate hinnamuutused on suhteliselt juhuslikud. Kdik viis
aegrida on statsionaarsed. Selle analiiiisi pohjal leian, et vdib kédesolevaid hinnamuutusi vaadelda kui

sOltumatuid ja sama jaotusega juhuslike suuruste véértusi.
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2.3 Aktsiahinna muutuste jaotuste hindamine

Kuna eelnevas paragrahvis selgus, et uuritavaid andmed voib vaadelda kui sOltumatute juhuslike
suuruste viirtusi, on meie jargmiseks eesmérgiks leida sobiv jaotus nende kirjeldamiseks. Kuna meie

eesmirk on hinnata portfelli kahjusid, hindame kdigepealt liksikute védrtpaberite kahjude jaotust.

Uhe aktsia korral avaldub tema kahju analoogiliselt portfelli kahjule vahena
L = _(Xm,i - Xt,i )’
kus X, tdhistab aktsia hinda ajahetkel ¢ ja i =1,...d . Sisuliselt on see kahju juhul, kui on soetatud

iks aktsia. Tabelis 3 on dra toodud kahjude jaotust iseloomustavad arvkarakteristikud.

Tabel 3. Uksikute kahjude jaotuskarakteristikud

TKM Norma Merko Eesti Telekom Baltika
Keskvéartus -0.025 0.000 -0.034 -0.002 -0.026
Mood 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
Standardhélve 0.331 0.060 0.308 0.070 0.206
Dispersioon 0.110 0.004 0.095 0.005 0.042
Jérsakusekordaja 13.981 12.540 12.911 24.892 24.669
Aslimmeetriakordaja 0.777 -1.106 0.684 -2.618 -0.817
Miinimum -2.80 -0.28 -2.80 -0.32 -147
Alumine kvartiil -0.09 -0.02 -0.13 -0.03 -0.07
Mediaan 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
Ulemine kvarti 0.03 0.02 0.07 0.02 0.03
Maksimum 2.10 0.50 2.00 0.64 1.99
Valimimaht 861 861 861 861 861

Asiimmeetriakordaja erineb nullist koigil viiel véirpaberil. Sellest ldhtuvalt voiks katsetada
asiimmeetrilisi jaotusi ja kuna jdrsakusekordaja on suur, seega vOiks nad olla vdimalikult raske
sabaga. Samas {ldistatud Pareto ja ekstremaalviirtuste jaotuste korral vaadatakse ainult
parempoolset saba, seega asiimmeetriakordaja ei oma siin suurt tdhtsust. Lisaks katsetan siiski ka

stiimmeetrilisi jaotus nagu normaaljaotust, Laplace jaotus ja eksponentsiaalset veajaotust.

Esimesena kontrollin kooskola normaaljaotusega. Tabeli 4 info pdhjal on ndha, et andmed ei ole

modelleeritavad normaaljaotusega.
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Tabel 4. Normaaljaotuse testid

Normaaljaotus TKM Norma Merko ET Baltika
statistik  olulisuse statistik  olulisuse statistik  olulisuse statistik  olulisuse statistik  olulisuse
toendosus toendosus toendosus toendosus toendosus
Shapiro-Wilk 0.7665 0 0.8505 0 0.8444 0 0.7665 0 0.747 0
Kolmogorov-Smirmnov 0.2068 <.0100 0.1573 <.0100 0.1398 <.0100 0.1596 <.0100 0.1795 <.0100
Cramer-von Mises 14.0919 <.0050 6.007 <.0050 7.2703 <.0050 7.2038 <.0050 11.3478 <.0050
Anderson-Darling 67.1774 <.0050 29.9548 <.0050 36.3658 <,0050 39.0621 <.0050 56.1549 <.0050

2.3.1 Laplace jaotus

Jiargnevalt katsetan Laplace jaotust. Laplace jaotuse jaotusfunktsioon on kujul

F(x):% 1+sign(x—,u 1—exp| -

o

kus u on asukohaparameeter ja ¢ on skaalaparameeter. [7]

-4

Asukohaparameetri ¢ hindasin valimi keskvéértusega ja skaalaparameetri leidsin minimiseerides

Kolmogorov-Smirnovi statistikut (vt Lisa 2). Kodikidele védrtpaberitele peale Baltika aktsia sobis see

jaotus hésti. Tabelis 5 on dra toodud iga véértpaberi jaoks sobivaimad parameetrid ja Kolmogorov-

Smirnovi statistiku véértus jaotuse sobivuse hindamiseks. Kriitiline vidrtus on Kolmogorov-

Smirnovi statistiku kriitiline véartus juhul, kui valimimaht on 100. Graafikutel 9 — 13 on néha, kuidas

leitud teoreetiline jaotus sobib antud andmete kirjeldamiseks. On néha, et Tallinna Kaubamaja ja

Baltika aktsiad ei ole Laplace jaotusega histi kirjeldatud ja tuleks vaadata tdiendavalt veel teisi

jaotusi.

Tabel S. Laplace jaotuse sobitamise tulemused

Tunnus u c Kolmogorov-Smirnov Kriitiline vaartus
TKM -0.0251 0.07 0.1291 0.136
Norma 0.0004 0.03 0.1040 0.136
Merko -0.0340 0.11 0.0980 0.136
Eesti Telekom -0.0024 0.03 0.0767 0.136
Baltika -0.0255 0.20 0.1603 0.136
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Graafik 9. Tallinna Kaubamaja aktsiale sobitatud Laplace jaotus parameetritega u = -0.0251 ja o =
0.07
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Graafik 10. Norma aktsiale sobitatud Laplace jaotus parameetritega u = 0.0004 ja ¢ = 0.03
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Graafik 11. Merko aktsiale sobitatud Laplace jaotus parameetritega u = -0.0340 jag = 0.11
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Graafik 12. Eesti Telekomi aktsiale sobitatud Laplace jaotus parameetritega x = -0.0024 ja o = 0.03
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Graafik 13. Baltika aktsiale sobitatud Laplace jaotus parameetritega u = -0.0255 ja ¢ = 0.20
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2.3.2 Uldistatud Pareto jaotus ehk Liveiiletusmudel

Jiargmisena proovin andmetele sobitada iildistatud Pareto jaotust, mille jaotusfunktsioon on kujul

_J1=(+&xrp)Me, £20
l-exp(-x/pB), &=0

kus £>0 korral ka x>0 ja £ <0 korral 0<x<-£/& ning > 0. [6, 1k 275]

G

Vaatleme juhtu, kui parameeter & >0, kuna sellisel juhul ei ole x viértuste hulk iilemise tokkega

piiratud. Parameetrite hindamiseks minimiseerisin jédllegi Kolmogorov-Smirnovi statistikut. Laveks u
valisin 0 ehk uurisin koiki voimalikke kahjusid vaatamata nende suurusele. Sobivad parameetrite

vidrtused koos statistiku véértusega on édra toodud tabelis 6 ja nende leidmiseks kasutatud programm
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on dra toodud Lisas 3. Valimimahu all tabelis 6 on néidatud ldve iiletanud kahjude arv. Kriitiline

védrtus on Kolmogorov-Smirnovi statistiku kriitiline vééirtus juhul, kui n = 50.

Tabel 6. Uldistatud Pareto jaotuse sobitamine

Tunnus B & laviu  valimimaht Kolmogorov-Smirmov  Kiiitiline vaartus
TKM 0.17 0.51 0 250 0.052 0.192
Norma 0.05 0.29 0 297 0.102 0.192
Merko 0.20 0.02 0 290 0.031 0.192
Eesti Telekom 0.04 0.02 0 331 0.048 0.192
Baltika 0.12 0.09 0 277 0.076 0.192

Empiirilised ja teoreetilised jaotusfunktsioonid on ndha graafikutel 14 kuni 18. Seekord on
problemaatilisemad Norma ja Eesti Telekomi jaotus. Samas teistele aktsiatele Onnestus iildistatud

Pareto jaotust hésti sobitada.

Graafik 14. Tallinna Kaubamaja aktsiale sobitatud iildistatud Pareto jaotus parameetritega ¢ = 0.51
jap=0.17

—— Uldistatud Pareto jaotus —— Empiiriline jaotus

Graafik 15. Norma aktsiale sobitatud iildistatud Pareto jaotus parameetritega & = 0.29 ja f = 0.05
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Graafik 16. Merko aktsiale sobitatud iildistatud Pareto jaotus parameetritega & = 0.02 ja f = 0.20
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Graafik 17. Eesti Telekomi aktsiale sobitatud iildistatud Pareto jaotus parameetritega & = 0.02 ja f =
0.04

—— Uldistatud Pareto jaotus ——— Empiiriline jaotus

Graafik 18. Baltika aktsiale sobitatud tildistatud Pareto jaotus parameetritega & = 0.09 ja f = 0.12
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2.3.3 Ekstremaalvairtuste jaotus ehk bloki maksimumi mudel

Kontrollin ka ekstremaalvédrtuste jaotuste sobivust. Vastav jaotusfunktsioon on kujul

i ﬂj .
exp (+§ 5 E#

H(x)= ,

XA
B

exp| —e , &=0

kus 1+ #50.
p

Koigepealt leidsin iga kuu kdige suurema kahju koikidele aktsiatele ja sain valimi, mille maht on 40.

Kuna ekstremaalviirtuste jaotuste hulka kuuluv Weibull’i jaotus (£ <0) ei ole raske sabaga jaotus,
siis juhtu £ <0 ma ei vaadanud. Samuti Gumbeli (£ =0) ja Frechet jaotuse (& > 0) vahel valides

otsustasin katsetada Frechet jaotust, kuna tal on raskemad sabad.

Parameetrite hindamiseks minimiseerisin Kolmogorov-Smirnovi statistikut. Sobivaimad parameetrid
ja nendele vastavad Kolmogorov-Smirnovi statistiku véértused on dra toodud tabelis 7. Graafikutel
19 — 23 on dra toodud empiirilised ja teoreetilised jaotused koikide aktsiate jaoks. Ka Frechet jaotus
tundub andmetele sobivat, kuigi valimimaht antud meetodi juures on viike, mis on selle meetodi iiks
suurimaid puudusi. Seda jaotust kasutades saame ette ennustada ainult suurimaid vdimalikke
kahjusid kuus. Ta ei anna mingit infot kahjude iildise kéitumise kohta. Programm jaotuse

sobitamiseks kui ka riskide leidmiseks on toodud Lisas 4.

Tabel 7. Frechet tiilipi ekstremaalvéértuste jaotuse sobitamine

Tunnus p p & valimimaht Kolmogorov-Smirnov Kriitiline vaartus
TKM 0.23 0.23 0.59 40 0.04986 0.192
Norma 0.08 0.05 0.21 40 0.08912 0.192
Merko 0.35 0.17 0.49 40 0.06145 0.192
Eesti Telekom 0.06 0.05 0.61 40 0.05925 0.192
Baltika 0.16 0.11 0.39 40 0.05899 0.192
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Graafik 19. Tallinna Kaubamaja aktsiale sobitatud iildistatud ekstremaalvédrtuste jaotus
parameetritega u =0.23, £ =0.23 ja¢=0.59
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—— Uldistatud ekstremaalv 8értuste jaotus  —— Empiiriline jaotus

Graafik 20. Norma aktsiale sobitatud iildistatud ekstremaalvéértuste jaotus parameetritega u = 0.08,
£=0.05jac=0.21
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— Uldistatud ekstremaalv &&rtuste jaotus  —— Empiiriline jaotus

Graafik 21. Merko aktsiale sobitatud {iildistatud ekstremaalvidrtuste jaotus parameetritega u =0.35,
p=0.17jac=049
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Graafik 22. Eesti Telekomi aktsiale sobitatud {iildistatud ekstremaalviirtuste jaotus parameetritega
u =0.06, =0.05ja=0.61
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—— Uldistatud ekstremaalv 4értuste jaotus  ——— Empiiriline jaotus

Graafik 23. Baltika aktsiale sobitatud iildistatud ekstremaalvéartuste jaotus parameetritega u = 0.16,
p=0.11jac=0.39
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2.3.4 Eksponentsiaalne veajaotus

Kuna Laplace jaotus enamustele védrtpaberitele sobis, siis uurin ka iildisemat jaotuste peret, kuhu

Laplace jaotus kuulub. Neid jaotusi nimetatakse eksponentsiaalseteks veajaotusteks ja nende

2/(1+ )
9

1
+—(1+4
kus k1=r(1+¥j21 2 ning ¢>0, —-o<f<wo ja —-1<pF<1. Laplace jaotus on

tihedusfunktsioon on kujul

PR

eksponentsiaalse veajaotuse erijuht, kui g =1. [8, Ik 157]
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Leiame jaotusfunktsiooni kuju selle pere jaoks. Muutujavahetuste tihistamiseks toon vastavad seosed

dra vOrduste kohal. Niiteks y :=2x tdhendab, et asendan muutuja y muutujaga 2x.

Juht, kus x < @

Juht, kus x> 6:

Fx)= j Fleldn +] £l =k (4 p)2 r(”z p j+j Fle) =

—-1 2 7 1+ 1
k '[ exp(—%yj Z’By 2 dy = k(l;rﬂ '[ (2x)7ﬂ7 exp(—x)de:
A1 1+
—k(1+p)2 r(“f}- “zﬂ,;(x;‘g] ’

~ 2 1+ J1+8 1 x—Hﬁ
=k(1+B)2 2r( > j N— ,5( y ]
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Kui k£ asendada, siis saame, et

2

(1+5) r 1+ﬂ,l(9_le+ﬁ , kuix<@
4F(1+1+2ﬂj 2 2094

(1+4) (ZF(MD_FM;(X—QJM  kuixz0.
41“(1+1+2ﬂ] 2 2 209

Jaotuse sobitamine oli keeruline jaotusfunktsiooni komplitseeritud kuju tdttu (vt Lisa 5).

Jaotusfunktsiooni sobitamiseks leidsin mittetidieliku I'-funktsiooni kasutades seost

[a,x)=T e_)‘x“z

a +i+ 1)
kui x < a+1, ning I'-funktsiooni esitust ahelmurdude abil
e—xxa
F b = b
(a x) " -
1
1+
x+ 2-a
2
1+
il
1+ 3
X+..

kui x>a+1.

Jaotuse sobitamisel saadud Kolmogorov-Smirnovi statistik tuli kiill vdiksem kui Laplace jaotuse
korral, kuid kuna eesmirk oleks ikkagi leida voimalikult lihtne avaldist riski jaoks ja vahe

sobivusenditajates ei olnud kuigi suur, siis riskiniitajate leidmisel kasutan edaspidi Laplace jaotust.

Tabel 8. Uldistatud veajaotuse sobitamine

Tunnus 0 p 73 Kolmogorov-Smirnov Kriitiline vaartus
TKM -0.0251 0.96 0.035 0.1286 0.136
Norma 0.0004 0.72 0.015 0.0949 0.136
Merko -0.0340 0.94 0.055 0.0976 0.136
Eesti Telekom -0.0024 0.92 0.02 0.0750 0.136
Baltika -0.0255 0.36 0.15 0.1582 0.136
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Graafik 24. Tallinna Kaubamaja aktsiale sobitatud iildistatud veajaotus parameetritega 6 = -0.0251,
£ =0.96ja¢p=0.035
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—— Uldistatud veajaotus ——— Empiiriline jaotus

Graafik 25. Norma aktsiale sobitatud iildistatud veajaotus parameetritega 6 = 0.0004, 5 = 0.72 ja

0 =0.015
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Graafik 26. Merko aktsiale sobitatud iildistatud veajaotus parameetritega 6 = -0.0340, £ = 0.94 ja

¢ = 0.055
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Graafik 27. Eesti Telekomi aktsiale sobitatud iildistatud veajaotus parameetritega 6 = -0.0024,
L =0.92jap=0.02
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Graafik 28. Baltika aktsiale sobitatud iildistatud veajaotus parameetritega 6 = -0.0255, f = 0.36 ja
p=0.15

—— Uldistatud veajaotus e Empiiriline jaotus

2.4 VaR ja ES hindamine

2.4.1 VaR ja ES Laplace jaotuse korral

Kuna VaR on avaldatav jaotusfunktsiooni kaudu ja Laplace jaotusfunktsioon on kujul

F(x)= %[1 + sign(x - ,u{l - exp{— @m ,

siis saame leida VaR hinnangu jargmiselt:
P(L<VaR)=«a
ehk siis
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VaR, Ej)— ;m |

2a-1= sign(VaRa (L)— ,u{l - exp{—
Kui a =20.5, siis

2a0-1=1-exp

9

(_ (VaR, (L)~ u)j

kuna siisVaR,, (L) > i, ning jarelikult

2(1 - a) = exp(%]e“(l‘)j
ja seega
VaR (L) = p—om(2(1-a)).

Kui a <0.5, siis

umvem, (1)

20 = exp(—
o
kuna VaR, (L) < u , ning jarelikult

VaR, (L) =u+ O'In(2 a).

Oodatava puudujddgi avaldamiseks kasutame seost riskimddduga VaR:

1
ES, (L)=ﬁ VaR,(F)du .

Kui o > 0.5, siis

Es. (L) = ﬁj.(,u—aln(Z—Zu))du :ﬁ(y(l—a)—ajln(Z—Zu)du)

Kasutan ositi integreerimist:

ning

Seega

1-u

ES,(L)= L(u(l—oz)+%((2— 2u)In(2-2u)" +j21‘ ‘ duﬂ -
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o

U +m((2— 2)In(2-2)-(2-2a)In(2-2a)+2(1-a))=

=,u+li((l a)-(1-a)in2+In(l-a))=
=u+o—-o(ln2+In(l-a)).

Kui ¢ <0.5

LI\

0.
ESa(L):—.[,u O'In(2 2u LJ‘,u+0'ln )duz
l-a

-«

0.5 0.5
= ,u+0'—0'(ln2+ln(1—0.5))+% J.(,u+0'1n(2u))du = ,u+0'+%(/1(1—a)+ ajln(Zu)duJ.
=0 -« a -

Edasi kasutan ositi integreerimise valemit: x :=In(2u) = dx = ldu ning v=2u = dv="2du.
u

Seega

ESa(L):,u+a+ﬁ(,u(l a)+3(2uln(2u —IzulduD

—put+o—p+—2—(In1-2an2a-2(05-a))=0+—2(—a(ln2+na)-(05-a))=
2(1-a) l-a

:a+i(—aln2—alna—(0.5—a))=a—“—a(ln2+1na+i—1j.
-« -« 2a

Tabelis 9 on toodud VaR ja ES iiksikute viirtpaberite kahjude jaoks vastavalt eelnevas peatiikis

leitud sobivaimatele parameetrite védrtustele erinevate a vadrtuste korral.

Tabel 9. VaR, ja ES_, Laplace jaotuse korral.

Laplace TKM Norma Merko ET Baltika

o VaR ES VaR ES VaR ES VaR ES VaR ES
0.90 0.088 0.158 0.049 0.079 0.143 0.253 0.046 0.076 0.296 0.496
0.91 0.095 0.165 0.052 0.082 0.155 0.265 0.049 0.079 0.317 0.517
0.92 0.103 0.173 0.055 0.085 0.168 0.278 0.053 0.083 0.341 0.541
0.93 0.113 0.183 0.059 0.089 0.182 0.292 0.057 0.087 0.368 0.568
0.94 0.123 0.193 0.064 0.094 0.199 0.309 0.061 0.091 0.399 0.599
0.95 0.136 0.206 0.069 0.099 0.219 0.329 0.067 0.097 0.435 0.635
0.96 0.152 0.222 0.076 0.106 0.244 0.354 0.073 0.103 0.480 0.680
0.97 0.172 0.242 0.085 0.115 0.275 0.385 0.082 0.112 0.537 0.737
0.98 0.200 0.270 0.097 0.127 0.320 0.430 0.094 0.124 0.618 0.818
0.99 0.249 0.319 0.118 0.148 0.396 0.506 0.115 0.145 0.757 0.957
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2.4.2 VaR ja ES Pareto jaotuse korral

Uldistatud Pareto jaotuse jaoks leidsime juba paragrahvis 1.3.2 VaR ja ES avaldised. Pareto jaotuse

korral avaldub VaR jiargmiselt:

-
VaRr,(L)=q,(F)=u+2 (;_“j ~1|, £#0.

Oodatav puudujdik ES on kujul:

ES,(L)= ﬂl :Zf + VC;I?QEL).

Tabelis 10 on toodud VaR ja ES iiksikute védrtpaberite kahjude jaoks vastavalt varem leitud

sobivaimatele parameetrite védrtustele erinevate o véartuste korral.

Tabel 10. VaR, ja ES , ildistatud Pareto jaotuse korral

Pareto TKM Norma Merko ET Baltika

o VaR ES VaR ES VaR ES VaR ES VaR ES
0.90 0.745 1.868 0.164 0.301 0.471 0.685 0.094 0.137 0.307 0.469
0.91 0.805 1.990 0.174 0.316 0.493 0.708 0.099 0.142 0.323 0.486
0.92 0.875 2.133 0.186 0.333 0.518 0.733 0.104 0.147 0.340 0.506
0.93 0.961 2.307 0.200 0.353 0.546 0.761 0.109 0.152 0.361 0.528
0.94 1.066 2.523 0.217 0.377 0.579 0.795 0.116 0.159 0.384 0.554
0.95 1.203 2.801 0.239 0.406 0.617 0.834 0.123 0.167 0.413 0.585
0.96 1.388 3.179 0.266 0.445 0.665 0.883 0.133 0177 0.448 0.624
0.97 1.660 3.734 0.304 0.499 0.726 0.945 0.145 0.189 0.495 0.676
0.98 2.118 4.669 0.364 0.583 0.814 1.035 0.163 0.207 0.563 0.750
0.99 3.157 6.790 0.483 0.751 0.965 1.189 0.193 0.238 0.685 0.884

2.4.3 VaR ja ES ekstremaalviirtuste jaotuse korral

Leiame nii VaR kui ka oodatava puudujddgi ES juhul, kui &#0. Kuna VaR on avaldatav

jaotusfunktsiooni kaudu ja jaotusfunktsioon on kujul

—1/&
H(x)=exp _(H_(:x;uj , ¢=0,

siis saame leida VaR hinnangu jargmiselt:

—1/&
o = exp _(1+§—VaRaI(BL)—,uJ
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In(ar) = —(1+ gwy’é

oy Ve (D)=
(e 1= ¢ 0

ning jarelikult
VaR, (L)= u +§((_ n(a))* -1).

Oodatav puudujiik avaldub jirgmiselt

ES,(L)= ﬁiVaRu (L)du = ﬁi( L+ ? (1)) - l)duj _

,u—§+§(ﬂ )j‘( ln(u))f‘fdu.

—X

Teeme muutujavahetuse —Inu = x ehk u =e ™" ning seega du = —e "dx ja

~ _é ﬂ —ln():_st -,
ES, (L)=u §+—§(I—a) .([x e "dx.

Kasutame saadud vorduses esineva integraali leidmiseks lihtsat Monte-Carlo meetodit [15, 1k 165].

Selle kohaselt integraal ldhend /, integraalile I = Ig(x) fy (x)dx on kujul
A

=%§,1A(y )a(;)

kus y, on pseudojuhuslikud arvud tihedusega f, (x) Rakendades lihtsalt Monte-Carlo meetodit

saame oodatava puudujédédgi hinnangu

ES (L) :u_? gl’ll (Z Z [0,- lna] ’

kus y, on juhusliku suuruse Y ~ Exp(l) sOltumatud védrtused.

Tabelis 11 on toodud VaR ja ES védrtused iiksikute viirtpaberite kahjude jaoks vastavalt eelnevalt

leitud sobivaimatele parameetrite védrtustele erinevate a vadrtuste korral.
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Tabel 11. VaR, ja ES, ekstremaalvéirtuste jaotuse korral

Ekstremaal TKM Norma Merko ET Baltika

a VaR ES VaR ES VaR ES VaR ES VaR ES
0.90 1.311 3.272 0.222 0.347 1.045 2178 0.303 0.843 0.558 0.926
0.91 1410 3.485 0.231 0.361 1.103 2.331 0.326 0.907 0.588 0.959
0.92 1.528 3.741 0.241 0.377 1.172 2490 0.353 0.976 0.623 1.005
0.93 1.672 4.071 0.253 0.395 1.255 2.658 0.386 1.055 0.665 1.052
0.94 1.853 4.457 0.267 0418 1.356 2.899 0.428 1.163 0.715 1.116
0.95 2.089 4932 0.284 0413 1.487 3.235 0.482 1.309 0.778 1.179
0.96 2413 5.611 0.306 0421 1.663 3.665 0.557 1.491 0.862 1.248
0.97 2.898 6.662 0.336 0.463 1.920 4.291 0.670 1.809 0.981 1.392
0.98 3.737 8.484 0.380 0.502 2.347 5.471 0.866 2.334 1.172 1.587
0.99 5.723 12.189 0.466 0.686 3.305 8.021 1.336 3.737 1.576 1.778

2.4.4 Tunnuste soltumatus

Olles kitte saanud iiksikute viirtpaberite VaR ja ES hinnangud, on meil portfelli hinnangute jaoks
vaja uurida tunnuste omavahelist soltuvust. Juhul kui iiksikud kahjud ei ole omavahel tugevalt
seotud, siis saame portfelli kahju leidmisel iiksikud kahjud summeerida. Kui {iiksikute kahjude

vaheline seos on tugev, siis tuleb hinnata nende iihisjaotust kasutades koopulate metoodikat.

Uurin tavalist lineaarset sOltuvust tiksikute aktsiate kahjude vahel. Tabelis 12 on toodud &ra kahjude
Pearsoni korrelatsioonikordajad erinevate aktsiate korral. Korrelatsioonimaatriksis ei leidu iihtegi
1segi mitte keskmiselt tugevat korrelatsiooni. Kdige tugevam korrelatsioon 0.2138 on Eesti Telekomi

ja Baltika aktsia vahel.

Tabel 12. Pearsoni korrelatsioonid

Pearson TKM Norma Merko ET Baltika
TKM 1

Norma 0.0711 1

Merko 0.1643 0.1781 1

ET 0.0517 0.1545 0.1617 1

Baltika 0.0968 0.1016 0.1074 0.2138 1

Kontrollin ka hiipoteese:

Leiame usalduspiirid korrelatsioonikordajale kasutades Fisher z-teisendust
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Z=lln 1+—€ ,
2 \1l-p

kus statistik Z ~ N(éln(”—pj+ p_1 J ning p ja p tihistavad vastavalt teoreetilist ja

1-p E’\/n-?)

empiirilist korrelatsioonikordajat [14, 1k 382].

Usalduspiirid avalduvad jirgmiselt:

Zal :Z_QQ/“n_3’
Zan :Z+Qa/\‘n_3’

kus g, on normaaljaotuse ¢ /2 tdiendkvantiil [14, 1k 382].

Tabel 13. Usalduspiirid korrelatsioonile

Korrelatsiooni alumine piir TKM Norma Merko ET Baltika
TKM

Norma 0.0043

Merko 0.0986 0.1126

ET -0.0152 0.0886 0.0959

Baltika 0.0302 0.0351 0.0408 0.1492
Korrelatsiooni iilemine piir TKM Norma Merko ET Baltika
TKM

Norma 0.1373

Merko 0.2286 0.2420

ET 0.1181 0.2190 0.2261

Baltika 0.1626 0.1673 0.1729 0.2767

Ainult Tallinna Kaubamaja ja Eesti Telekomi aktsiate vahelisel Kkorrelatsioonil jddb 0
usalduspiiridesse olulisuse nivool 0.03, teiste vidrtpaberite puhul peaks vastu votma sisuka hiipoteesi
ehk korrelatsioon on nullist oluliselt erinev. Kuna korrelatsioonid on aga siiski viiksed ja kahju
thisjaotuse leidmine viie vdirtpaberiga portfelli korral on ddrmiselt keerukas, siis vaatlen andmeid

kui realisatsioone sOltumatutest juhuslikest suurustest.

Kuna antud véirtpaberi korral on tegemist raskemate sabadega jaotustega, siis oleks informatiivsem
vaadata astakkorrelatsioonikordajaid. Samas, kuna andmetest leidub palju nullviirtusi, mis suuresti
mojutavad Spearmani kui ka Kendalli © kordajaid, siis ei ole astakkorrelatsioonid siinkohal

usaldusvéirsed.
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2.5 VaR ja ES portfelli korral

Vaatleme koigepealt portfelli kahjude muutusi vaadeldava perioodi jooksul (vt graafik 29). Ndeme, et
kahjud on keskmiselt olnud sama suured kogu vaadeldava perioodi jooksul, kuid hajuvus on
muutunud. Vaadeldavate andmete jargi on portfelli véértus olnud suhteliselt stabiilne aastal 2004.

Hilisematel aastatel on suuremate kahjude ja vditude esinemissagedus suurem.

Graafik 29. Kahju muutumine ajas (15 oktoober 2003 kuni 23 veebruar 2007)
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Analiiisides  suuremaid ,hiippeid” algandmetes selgus, et enamasti on ekstreemsemad
portfellivddrtuste muutumised seotud Merko aktsia hinna muutumisega. Graafikul 30 on néha

portfelli kahju empiiriline jaotus.

Graafik 30. Portfelli kahju empiiriline jaotus
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Portfelli oodatav puudujidk ES ja VaR tulid erinevaid jaotusi kasutades kiillaltki erinevad.

Erinevatest jaotustest vaatasin portfelli riske Laplace, iildistatud Pareto ja ekstremaalvédrtuste jaotuse
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korral. Siinkohal ei ole koige korrektsem vorrelda ekstremaalviéirtuste korral leitud riskimoote teiste

jaotustega. Ekstremaalviirtuste jaotuse korral tihendab VaR,,(L) sisuliselt suurimat v&imalikku

kahju, mis voib esineda iihel pédeval kiimne kuu jooksul. Samas ei anna see meile mingit infot

pisemate kahjude suuruse kohta kuus.

Tabel 14. VaR ja ES portfelli korral

Ekstremaal Pareto Laplace
a VaR ES VaR ES VaR ES
0.90 52553 115459 27792 55609 10166 17346
0.91 55956 122560 29590 58603 10922 18102
0.92 59980 130840 31678 62102 11768 18948
0.93 64840 140729 34151 66277 12727 19907
0.94 70879 153142 37156 71390 13834 21014
0.95 78667 168388 40932 77875 15143 22323
0.96 89259 189048 45912 86520 16745 23925
0.97 104872 221993 52986 98955 18810 25990
0.98 131327 278468 64404 119354 21722 28902
0.99 192214 395447 88860 164055 26698 33878

Kui vorrelda VaR ja oodatavat puudujiiki ES ajalooliste kahjudega, siis tundub, et nii Pareto jaotus
kui ka ekstremaalvididrtuste jaotus hindavad sabade raskust iile. Kui vaadata jaotuskarakteristikuid

tabelist 15, siis ajalooliste andmetega on kdige paremini kooskdlas Laplace jaotus.

Tabel 15. Portfelli kahju L jaotuskarakteristikud

Portfell
Keskvéartus -965
Mood 0
Standardhalve 6,412
Dispersioon 41,119,586
Jérsakusekordaja 24.14
Aslimmeetriakordaja 0.18
Miinimum -38,780
Alumine kvartiil -2,970
Mediaan -340
Ulemine kvartiil 1,500
Maksimum 70,280
Valimimaht 860

Graafikutel 31 ja 32 on vilja toodud oodatava puudujdigi ES kui ka VaR soltuvus a viirtusest

erinevate jaotuste korral. Mida kiiremini o suurenedes riskimdot suureneb, seda raskema sabaga
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jaotusega tegemist on. Jirgmises paragrahvis saame teada, kas kasutades Pareto jaotust oleme saba

raskust iile hinnanud voi1 mitte.

Graafik 31. VaR
250,000
200,000 -
150,000 -

100,000 -

50,000

0.90 091 0.92 0.93 0.94 0.95 0.96 0.97 0.98 0.99

— Ekstremaalv dartuste jaotus Pareto jaotus —— Laplace jaotus

Graafik 32. Oodatav puudujiik ES
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2.6 Mudeli sobivuse testimine ehk jéareltestimine

Leitud Laplace ja Pareto jaotusel pohinevate hinnangute sobivust kontrollisin perioodi 23 veebruar
kuni 22 aprill andmete pohjal. See vahemik ei olnud viga pikk, et siit teha jdreldusi mudeli sobivuse
kohta pikemaks perspektiivis. Perioodi vihese pikkuse tottu ei olnud voimalik testida bloki

maksimumi mudelit. Testimise tulemusi mdjutas ka suurem aktsiahindade langus veebruari 10pus.
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Jareltestimise programmid on toodud Lisades 6 ja 7 vastavalt Laplace ja Pareto jaotuse jaoks ja

tulemused VaR osas on tabelis 16.

Tabel 16. Jareltestimise tulemused VaR kohta

Alpha TKM Norma Merko ET Baltika Portfell
0.90 Valimimaht 40 40 40 40 40 40
Oodatav 4 4 4 4 4 4
Laplace 13 8 15 9 11 1
Valimimaht 18 16 22 17 17 15
Oodatav 2 2 2 2 2 2
Pareto 0 1 4 3 10 5
0.95 Valimimaht 40 40 40 40 40 40
Oodatav 2 2 2 2 2 2
Laplace 1 6 13 7 6 10
Valimimaht 18 16 22 17 17 15
Oodatav 1 1 1 1 1 1
Pareto 0 1 4 2 6 3
0.99 Valimimaht 40 40 40 40 40 40
Oodatav 0 0 0 0 0 0
Laplace 8 2 7 2 5 5
Valimimaht 18 16 22 17 17 15
Oodatav 0 0 0 0 0 0
Pareto 0 1 1 2 5 0

Reanimetus ,,Oodatav‘ on vastava a korral oodatav VaR iiletavate véartuste arv. Kuna Pareto jaotusel
on valimimaht viiksem, siis on ka oodatav iiletamiste arv viiksem. Ridadel ,,Laplace* ja ,,Pareto* on
vastava jaotuse pohjal hinnatud VaR iiletanud kahjude arv. Tabelist on ndha, et Laplace jaotus
alahindab jaotuse sabade tegelikku raskust. Saavutamaks oodatavat VaR iiletavate kahjude osakaalu
peaks hinnatud VaR olema suurem. Pareto jaotuse korral oli olukord parem, kuigi ikkagi oodatav
kahjude arv on palju vdiksem kui hinnangut iiletavate kahjude arv. Kdige tdpsemini tundub olevat
hinnatud Eesti Telekomi ja Norma aktsiate jaotus. Tallinna Kaubamajale ja Merko aktsiale voiks
leiduda moni jaotus, mis tdpsemini kirjeldaks sabasid. Tallinna kaubamaja ja Baltika aktsia osakaal

oli portfellis kdige suurem, seega nemad mdjutasid enim iildist portfelli riski kditumist.

Graafikul 33 on néha, kuidas vaadeldud perioodi jooksul kahju on kéditunud hinnatud riskimoddu
VaRjgp suhtes. Peamiselt on kahjud olnud suured veebruari 16pul ja mirtsi alguses, kui borsil olid
suhteliselt segased ajad ja toimusid suured langused. Seega osalt on testimise halvad tulemused

mojutatud sellest perioodist.
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Graafik 33. Kahju ja Laplace jaotuse pohjal hinnatud VaR
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Probleemiks antud testimise juures on kindlasti vdike andmemaht. Kui « =0.99, siis jérelikult ainult

tiks kahju sajast iiletab VaR . Antud juhul oli meil Laplace jaotuse sobivuse testimiseks valimimaht

40 ja Pareto jaotuse korral veelgi viiksem.

Oodatava puudujiégi testimiseks uurisin, kas VaR iiletanud kahjude keskmine erinevus oodatavast
puudujiédgist on null. Kasutades bootstrap meetodit leidsin vastavad olulisuse tdendosused. Tabelis

17 on dra toodud tulemused.

Tabel 17. Jareltestimise tulemused oodatava puudujiégi kohta

Alpha TKM Norma Merko ET Baltika Portfell
09 Laplace 0.998 0.946 1.000 0.958 0.966 0.996
Pareto 0.952 0.736 0.978 0.038
0.91 Laplace 0.998 0.926 0.998 0.966 0.970 0.988
Pareto 0.972 0.692 0.988 0.072
0.92 Laplace 1.000 0.916 1.000 0.956 0.974 0.986
Pareto 0.920 1.000 0.988 0.024
0.93 Laplace 0.998 0.930 0.994 0.936 0.974 0.992
Pareto 0.920 1.000 0.988 0.014
0.94 Laplace 0.998 0.952 0.996 0.928 0.944 0.974
Pareto 0.868 1.000 0.984 0.118
0.95 Laplace 0.99%4 0.944 0.982 0.920 0.988 0.954
Pareto 0.754 1.000 0.990 0.118
0.96 Laplace 0.994 0.930 0.986 0.902 0.990 0.936
Pareto 0.582 1.000 0.992 0.478
0.97 Laplace 0.996 0.896 0.980 0.912 0.990 0.952
Pareto 0.660 1.000 0.970
0.98 Laplace 0.990 0.852 0.990 0.740 0.988 0.962
Pareto 1.000 1.000 0.990
0.99 Laplace 0.990 1.000 0.958 1.000 0.916 0.910
Pareto 1.000 0.958
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Rasvaselt on idra toodud olulisuse tdendosused, mille korral peaks vastu votma sisuka hiipoteesi ehk
et oodatava puudujédédgi keskmine erinevus tegelikust kahjust erineb oluliselt nullist. Muudel juhtudel
tegelike VaR liletavate kahjude keskmine erinevus oodatavast puudujéégist ei erine oluliselt nullist.
Tabelis Pareto jaotus puhul olevad tithjad lahtrid viitavad sellele, et nende aktsiate korral ei olnud
tihtegi voO1 oli iiks kahju, mis iiletas VaR. Samuti mojutas Tallinna Kaubamaja ja Norma korge VaR

portfelli iildist tulemust.

Kokkuvottes arvan, et mudeleid tuleks testida pikema ajaperioodi korral, et otsustada, kas nad on
sobivad voi mitte. Samuti voiks kaaluda Tallinna Kaubamaja aktsia kahjule uue jaotuse sobitamist, et

portfelli hinnanguid parandada.
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Kokkuvote

Kéesoleva to0 eesmirgiks oli uurida erinevaid riskide hindamise meetodeid aktsiaportfellide korral.
Aegade jooksul on kasutusel olnud suhteliselt mitmeid riskimodte. Téanapdeval on peamiselt
kasutusel riskimdot VaR, mis on méératud jaotuse kvantiiliga. Samas, kuna riskimodt VaR ei tdida
koiki nn koherentse riskimdddu omadusi, millest iiks on subaditiivsus, siis on tdnapdeval kasutusele

voetud oodatav puudujdik ES. Oodatav puudujiik on keskmistatud VaR iile jaotuse saba.

Kuna enamus riskimdote on defineeritud portfelli kahju jaotuse kaudu, siis peamine raskus riskide
hindamisel on portfelli kahju jaotuse hindamine. Kahjude jaotuse hindamisel on oluline teada, kas
kahjud jaotus on statsionaarne voi on nende jaotus ajas muutuv. Viimasel juhul tuleb kasutada

kahjude hindamiseks tinglikku jaotust.

Kahjude jaotuse hindamiseks kasutatakse erinevaid meetodeid: kovariatsioonimaatriksi meetod,
ajalooline simuleerimine ja Monte-Carlo meetod. Kovariatsioonimaatriksi meetod pohineb ideel, et
portfelli kahjud on mitmemddtmelise normaaljaotusega. See on véga lihtsustav eeldus ja seega
praktikas soovitatakse teisi keerulisemaid meetodeid. Ajalooline simuleerimine tdhendab, et kahjude
jaotust hinnatakse ajalooliste andmete pealt. Monte-Carlo meetodi korral simuleeritakse vastavate

meetoditega parameetrilist mudelit, mis kirjeldab kahjusid.

Jaotustest on enam kasutusel iildistatud Pareto jaotus ja iildistatud ekstremaalvidirtuste jaotus.
Viimase jaotuse puhul saame aga infot ainult mingi perioodi kdige suuremate kahjude kohta.

Uldistatud Pareto jaotus annab informatsiooni kdigi mingit live iiletavate kahjude kiitumise kohta.

Kuna VaR ei ole subaditiivne riskimoot, siis praktikas ei piisa alati iiksikute kahjude jaotuse
hindamisest, vaid on vajalik hinnata nende iihisjaotust. Uhisjaotuse hindamisel kasutatakse koopulate
teooriat, mis eeldab, et tihisjaotuse saab idra kirjeldada teades marginaaljaotusi ja tunnuste vahelist
sOltuvusstruktuuri. Soltuvuse mootmiseks kasutatakse nii lineaarset kui ka
astakkorrelatsioonikordajaid. Kuna kahjud peamiselt on tavaliselt kirjeldatavad raske sabaga
jaotusega,  siis  lineaarne  korrelatsioonikordaja et ole  nii  informatiivne  kui
astakkorrelatsioonikordajad. Astakkorrelatsioonikordajatest on peamiselt kasutusel Kendalli 7 ja

Spearmani korrelatsioonikordaja.

Too empiirilises osas vaatlesin viiest Tallinna Borsil noteeritud viértpaberist koostatud portfelli

perioodil 15 oktoober 2003 kuni 23 veebruar 2007. Selgus, et vastavate véértpaberite kahjusid voib
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vaadelda kui sOltumatuid ja sama jaotusega juhuslike suuruste realisatsioone. VaR korral sai
ndidatud, et kui kahjud on sOltumatud, siis VaR on subaditiivne. Seega piisab portfelli riski
hindamiseks leida iiksikute viirtpaberite riskid ja need summeerida. Kuna antud kahjud olid
omavahel viga ndrgas lineaarses seoses, siis lugesin nad sdltumatuks ja portfelli riski saamiseks

summeerisin uksikud riskid.

Jaotustest sobis antud andmete kirjeldamiseks kdige paremini Laplace jaotus. Katsetasin ka
ildistatud ekstremaalviirtuste jaotust ja iildistatud Pareto jaotust. Mudeli testimisel ei olnud andmete
vihesuse tottu voimalik kontrollida iildistatud ekstremaalvéértuste jaotuse sobivust. Laplace ja Pareto
jaotuse korral aga selgus, et hinnangud alahindavad tegelikku riskimiéra. Riskiméédra VaR iletanud
kahjude arv oli suurem kui oleks pidanud olema. Testimise tulemusel tasuks leida aktsia kahjude
jaotustele paremad hinnangud. Samas, kuna testimise periood oli lithike ja sisaldas moodnaperioodi

borsil, siis tasuks olemasolevaid mudeleid testida pikema aja viltel.
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Estimating portfolio risks on an example of shares portfolio
Anet Tomberg

Summary

The aim of this paper is to investigate different methods for estimating portfolio risks. The paper
consists of two chapters. In the first chapter I describe different methods and problems of estimating

portfolio risks and in the second chapter I apply described methods to real data.

The most popular risk measure in practice is Value-at-Risk. Value-at-Risk is defined as quantile of
the distribution. The main disadvantage of that measure is that it is not subadditive. Subadditivity is
one of the criterias for a good risk measure because it makes it easier to estimate the risk of a
portfolio when the risks of sub portfolios are known. Because of that disadvantage another risk
measure — expected shortfall is becoming more and more popular. Expected shortfall is defined as the
average of Value-at-Risks on the tail of the distribution. Expected shortfall satisfies four main
properties of a risk measure: subadditivity, translation invariance, positive homogeneity and

monotonicity.

As risk measures are based on the distribution of loss then for estimating risk the loss distribution has
to be estimated. The distribution can be conditional or unconditional depending on whether loss is
stationary random variable or not. There are several methods for risk estimation: covariance method,

historical simulation method and Monte-Carlo method.

Covariance method assumes that risk vector has multivariate normal distribution. As this assumption
makes quite crude simplifying assumption it is generally better to use other methods. Historical
simulation method assumes that we can estimate distribution from empirical data. Monte-Carlo
method is a rather general name for any approach for risk measurement that involves the simulation

of an explicit parametric model for risks.

With historical simulation method we have to estimate joint distribution. By copula theory we can
construct joint distribution when marginal distributions and their dependence structure are known.
Rank correlation coefficients are used to measure dependence. To estimate marginal distributions
mainly generalized extreme value distribution and generalized Pareto distribution are used. Main

problem with extreme value distribution is that a lot of data will be wasted. In the last years also
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Laplace distribution is becoming popular. Laplace distribution belongs to the exponential power

distribution family.

In practical part of the paper a portfolio has been constructed from five different shares on Estonian
market. Portfolio values have been calculated for each trading day using closing prices and by taking
random weights on shares. Based on analysis of autocorrelations and white noise test applied to daily
differences in share prices, it can be concluded that daily differences can be considered as
realizations from independent and identically distributed random variables. Also their distribution

does not change in time so they are stationary.

Next step was finding suitable distributions for share prices based on historical data. As
characteristics showed that empirical distribution is slightly asymmetric and heavy-tailed Laplace
distribution, exponential error distribution, generalized Pareto distribution and generalized extreme
value distribution seemed to be suitable models to examine. Laplace distribution fitted the best.
Generalized Pareto distribution described original data also quite accurately. For block maxima
model maximums were found each month. Generalized extreme value distribution fitted well, but as

there were only a little more than 36 observations then it is not proper to make overall conclusions.

At the next step Value-at-Risk measures and expected shortfall risk measures were found for shares.
To estimate risk measures for portfolio dependence between shares had to be investigated. If the
dependence would be strong then method of copulas should be used. If the dependence is weak
between share prices we can find risk measures for portfolio by just adding up risk measures for

shares. To measure dependence Pearson correlation coefficient was used.

Finally the obtained models were tested by using data of March and April 2007. As the testing period
was short and in the beginning of testing period there was an unexpected fall in the stock exchange,
then the results can not be trusted highly. As the tendency, the results seemed to underestimate the

actual risk.
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Lisad

Lisa 1. Aktsia hinnamuutuste autokorrelatsioonid ja valge miira testid
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Lisa 2. Laplace jaotuse sobitamine ning VaR ja ES leidmine

proc iml; /*jaotuste sobitamine*/

start;

use work.port_abi;

read all var {Muutus_TKM Muutus_Norma Muutus_Merko Muutus_ET Muutus_Baltika} into
Xy

n=nrow (X) ;
c=ncol (x);

min = x[><,];
max = x[<>,]1;
d = 100;
W = 3(d4,5,0); /*maatriks alumise erinevuse hoidmiseks*/
R = j(d,5,0); /*maatriks illemise erinevuse hoidmiseks*/
F = j(d4,5,0); /*teoreetiline jaotus*/
E = j(d4,5,0); /*empiiriline jaotus*/
y = 3(d,5,0); /*valimi punktid, kus jaotuse vddrtusi arvutatakse*/
kesk = x[:,]1;
do j =1 to c¢; /*kdime kdik tunnused ldbi*/
/*JAOTUSE PARAMEETRITE HINDAMINE*/
b = 0; /*teise parameetri hindamiseks minimiseerime K-S*/
k = 0;
Kolmogorov = 100;
do until(k = 1);
b =Db + 0.01;
do 1 =1 to d;
abi = 0;
y[li,j] = min[,j] + (i-1)*(max[,jl-min[,j])/(d-1); /*vadrtused
kus arvutame jaotusi*/
Fli,J] 0.5* (1+((y[i,Jl-kesk[,]J])/abs(y[i, jl-kesk[,3]))*(1-

exp (—-abs(y[i, jl-kesk[,]J])/b))); /*Laplace*/
do t =1 to n;
if x[t,Jj] <= yI[i,J] then abi = abi + 1;

end;
E[i, j] = abi/n; /*empiirilinex/
W[llj] = F[llj]_E[llj];
R[i,J] = E[i,J]1-FI[i,31;
free abi;
end;
abil = W[<>,]J];
abi2 = R[<>,]];
abi3 = max(abil,abi2);

if Kolmogorov <= abi3 then
do; k = 1; b =b - 0.01; free abil abi2 abi3; end; /*juhul kui
jadrgmine b vddrtus Jjuba suurendab K-S siis ldpetada*/
else Kolmogorov = abi3;
end;

/*VAR JA ES LEIDMINE*/
alpha = 0.89;

do until (alpha > 0.99);
alpha = alpha + 0.01;
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end;

create
append

create
append

create
append
finish
run; qu

VaR = kesk[,j] - b*log(2-2*alpha);
ES = kesk[,J] + b - b*(log(2)+log(l-alpha));
if 3 = 1 then abi = abi// (alphal |VaR]| |ES);
else abi = abi// (VaR]| |ES);
end;

[EL, 31

Laplace = Laplacellyl[,J]1IIF[,3]]
1) ;

P = P// (Kolmogorov| |kesk([, j]
Risk = Risk]| |abi;
free abi;

/*jdrgmine tunnus*/

LaPlace from Laplace; /*jaotused*/
from Laplace;

Jaotus from P; /*parameetrid ja K-S*/
from P;

Risk from Risk;
from Risk;

’

it;
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Lisa 3. Uldistatud Pareto jaotuse sobitamine ja VaR ning ES leidmine

proc iml; /*jaotuste sobitamine*/

start;

use work.port_abi;

read all var {Muutus_TKM Muutus_Norma Muutus_Merko Muutus_ET Muutus_Baltika} into
x;

/*read all var {Muutus_ET} into x;*/

c=ncol (x);

n = nrow(x);

d = 50;

W = j(d,c,0); /*maatriks alumise erinevuse hoidmiseks*/

R j(d,c,0); /*maatriks lilemise erinevuse hoidmiseks*/

F j(d,c,0); /*teoreetiline jaotus*/

E = j(d,c,0); /*empiiriline jaotus*/

vy = j(d,c,0); /*valimi punktid, kus jaotuse vddrtusi arvutatakse*/

do j = 1 to ¢; /*k&ime kdik tunnused 1&bi*/

/*LAVENDILE VASTAVA VALIMI KOOSTAMINE*/
u = 0; /*lidvend*/
do i =1 to nj;

if x[1,3] > u then z = z//(x[1i,]J]l-u);
end;
nl = nrow(z);
max = z[<>,];
min = z[><,];

/*JAOTUSE PARAMEETRITE HINDAMINE*/
ksii = 0.01;

do p =1 to d;
Kolmogorov = 100;
ksii = ksii + 0.01;
b = 0.01;
do k =1 to d;
b =Db + 0.01;
do i =1 to d;

abi = 0;
y[i,j] = min + (i-1)*(max - min)/(d-1); /*vaidrtused*/
F[i,3] = 1 - (1 + ksii*y[i,]]/b)##(-1/ksii); /*Pareto*/
do t =1 to nl;
if z[t,1] <= y[i,J] then abi = abi + 1;
end;
E[i,J] = abi/nl; /*empiiriline*/
W[lrj] = F[i,j]—E[i,j];
R[lrj] = E[i,j]—F[i,j];
free abi;
end;
abil = W([<>,3];
abi2 = R[<>,73];
abi3 = max(abil, abi2);

Kol = Kol//abi3;
beeta = beeta//b;
ksi = ksi//ksii;
end;
end;
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minKS = Kol[><,];
do t = 1 to nrow(Kol);
if minKS = Kol[t,1l] then

do;
ksii = ksi[t,1];
b = beetalt,1];
end;
end;
do 1 =1 to d;
abi = 0;
y[i,j] = min + (i-1)*(max - min)/(d-1); /*vaidrtused*/
Fli,J] =1 - (1 + ksii*y[i,]J]/b)##(-1/ksii); /*Pareto*/
do t =1 to nl;
if z[t,1] <= yI[i,]J] then abi = abi + 1;
end;
E[i,J] = abi/nl; /*empiiriline*/
free abi;
end;

/*VAR JA ES LEIDMINE*/
lavi = (1 + ksii*u/b) ##(-1/ksii);
alpha = 0.89;
do until (alpha > 0.99);
alpha = alpha + 0.01;
VaR = u + b/ksii*(((l-alpha)/1&vi)## (-ksii)-1);
ES = VaR/(1-ksii)+ (b - ksii*u)/(l-ksii);
if j = 1 then abi = abi// (alphal |VaR]| |ES);
else abi = abi// (VaR]| |ES);
end;

Pareto = Paretol|ly[,J1IIF[,JIIIEL,J];
Param = Param// (minKS| |b| |ksii| |u] |nl);
Risk = Risk]| |abi;
free abi z Kol beeta ksi;

end; /*jdrgmine tunnus*/

print Param;

create Pareto from Pareto; /*jaotused*/
append from Pareto;

create Jaotus from Param; /*parameetrid ja K-S*/
append from Param;

create Risk from Risk;
append from Risk;

finish;
run; quit;
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Lisa 4. Uldistatud ekstremaalviirtuste jaotuse sobitamine ja VaR ning ES leidmine

proc iml; /*jaotuste sobitamine*/

start;

use work.gem;

read all var {Muutus_TKM Muutus_Norma Muutus_Merko Muutus_ET Muutus_Baltika} into
Xy

/*read all var {Muutus_ET} into x;*/

c = ncol (x);

n = nrow(x);

d = 40;

dl = 50;

W = j(dl,c,0); /*maatriks alumise erinevuse hoidmiseks*/
R = j(dl,c,0); /*maatriks ililemise erinevuse hoidmiseks*/
F = j(dl,c,0); /*teoreetiline jaotus*/

E = j(dl,c,0); /*empiiriline Jjaotus*/

y j(dl,c,0); /*valimi punktid, kus Jjaotuse vddrtusi arvutatakse*/
min = x[><,];

max = xX[<>,];

do j =1 to c¢; /*kdime kdik tunnused ldbi*/

/*JAOTUSE PARAMEETRITE HINDAMINE*/
do p =1 to dl;
abi = 0;
yIlp,3] = min[, 3] + (p - 1)*(max[,J] - min[,3J])/(d1-1);
/*vaidrtused*/
do t =1 to nj;
if x[t,Jj] <= ylp,J] then abi = abi + 1;
end;
Elp,J] = abi/n; /*empiiriline*/
free abi;
end;

ksii = 0.01;
do p =1 to d;

Kolmogorov = 100;
ksii = ksii + 0.02;
b = 0.01;

do k =1 to d;
b =Db + 0.02;
kesk = min[, j] + b/ksii;
do u =1 to d;
kesk = kesk - 0.01;
do 1 =1 to dil;

F[i,3] = exp(-(1 + ksii*(y[i,jl-kesk)/b)## (-
1/ksii)); /*Ekstremaal */
W[llj] = F[ilj]_E[j—Ij];
R[llj] = E[ilj]_F[ilj];
end;

abil = W[<>,3];
abi2 = R[<>,7];
abi3 = max(abil, abi2);

Kol = Kol//abi3;
beeta = beeta//b;
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/*VEar

end;

create
append

create
append

create
append
finish
run; qu

ksi = ksi//ksii;
kes kes//kesk;
end;

end;
end;

minKS = Kol [><,];
do t = 1 to nrow(Kol);
if minKS = Kol[t,1l] then

do;
ksii = ksi[t,1];
b = beetalt,1];
kesk = kes[t,1];
end;

end;

do i =1 to dil;

y[i,3] = min[, 3] + (i-1)* (max[,j] - min[,3j])/(d1-1);

tused*/
F[i,J] = exp(-(l+ksii*(y[i, J]-kesk)/b)## (-1/ksii));
end;

/*VAR JA ES LEIDMINE*/
alpha = 0.89;
z = —-log(ranuni (j(10000,1,0)));

do until (alpha > 0.99);
alpha = alpha + 0.01;
VaR = kesk + b/ksii* ((-log(alpha))## (-ksii)-1);
z1l = (z >= 0)&(z <= -log(alpha));
ES = 1/10000*sum (zl1# (z## (-ksii)));
ES = kesk - b/ksii - b/ (ksii* (l-alpha))*ES;
if 3 = 1 then abi = abi// (alphal |VaR]| |ES);
else abi = abi// (VaR]| |ES);
end;

Ekst = Ekst||y[,J11IFL[,31IIEL,J];
Param = Param// (minKS| |kesk]| |b]| |ksii);
Risk = Risk]| |abi;

free abi Kol beeta ksi kes;

/*jdrgmine tunnus*/

Ekstremaal from Ekst; /*Jjaotused*/
from Ekst;

Jaotus from Param; /*parameetrid Jja K-S*/
from Param;

Risk from Risk;
from Risk;

4

it;
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Lisa 5. Uldistatud veajaotuse sobitamine

proc iml; /*jaotuste sobitamine*/

start;

use work.port_abi;

read all var {Muutus_TKM Muutus_Norma Muutus_Merko Muutus_ET Muutus_Baltika} into
Xy

c = ncol (x);

n = nrow(x);

d = 100;

dl = 30;

W = j(d,c,0); /*maatriks alumise erinevuse hoidmiseks*/
R = j(d,c,0); /*maatriks tlemise erinevuse hoidmiseks*/
F = j(d,c,0); /*teoreetiline jaotus*/

E = j(d,c,0); /*empiiriline jaotus*/

y = Jj(d,c,0); /*valimi punktid, kus jaotuse vddrtusi arvutatakse*/
min = x[><,];

max = x[<>,];

do j =1 to c; /*kdime ko6ik tunnused 1lébi*/

/*JAOTUSE PARAMEETRITE HINDAMINE*/
dop =1 to d;
abi = 0;
ylp,J] = min[, 3] + (p - 1)*(max[,J] - min[, 3j])/(d-1);
/*vaidrtused*/
do t =1 to nj;
if x[t,Jj] <= ylp,J] then abi = abi + 1;

end;
Elp,J] = abi/n; /*empiiriline*/
free abi;

end;

kesk = x[:,73];

ep = 0.00;

do p =1 to dl;

Kolmogorov = 100;
ep = ep + 0.005;
b = -0.5;

do while (b <= 1);
b =Db + 0.02;
do 1 =1 to d;
ga = 1/2* (abs(y[i, j]l-kesk) /ep)##(2/(1+b));
if (b = 1) then gabil = exp(-ga);
else do;
if (ga < ((b+1)/2 +1)) then do;
gabi = 0;
do z = 0 to 50;
gabi = gabi +
gamma ( (1+b) /2) /gamma ( (1+b) /2+z+1) *gaf#z;
end;
gabil = gamma ( (1+b) /2) —exp (-
ga) *ga## ((1+b) /2) *gabi;
end;
else do;
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gabi = 1;
do z = 0 to 49;
gabi = 1 + (50-z)/gabi;
gabi = ga + (50-z-(b+1l)/2) /gabi;
end;
gabil = (exp(-ga)*ga## ((1+b)/2)) /gabi;
end;

]
(1+b) / (4*gamma (1+ (1+b) /2) ) * ((y[i, j]1>=kesk) *2* (gamma ( (1+b) /2) ) -sign(y[i, J]-
kesk) *gabil);

W ,J] = F[i,]]1-E 313
i, 31 = E[i,31-FI[i,3]1;
end;
abil = W[<>,73];
abi2 = R[<>,7];
abi3 = max(abil,abi?2);

Kol = Kol//abi3;
beeta = beeta//b;
eps = eps//ep;

kes kes//kesk;

end;
end;

minKS = Kol [><,];
do t = 1 to nrow(Kol);
if minKS = Kol[t,1l] then

do;
ep = eps(t,1];
b = beetalt,1];
kesk = kes[t,1];
end;

end;

do i =1 to d;
y[i,J] = min[, 3] + (i-1)* (max[,j] - min[,3j])/(d-1); /*vaadrtused*/
ga = 1/2* (abs(y[i, J]-kesk) /ep) ## (2/ (1+b));
if (b = 1) then gabil = exp(-ga);
else do;
if (ga < ((b+1l)/2 +1)) then do;
gabi = 0;
do z = 0 to 50;
gabi = gabi +
gamma ( (1+b) /2) /gamma ( (1+b) /2+z+1) *gat#z;

end;
gabil = gamma ((1+b) /2) —exp (-ga) *ga## ( (1+b) /2) *gabi;
end;
else do;
gabi = 1;

do z = 0 to 49;
gabi = 1 + (50-z)/gabi;
gabi = ga + (50-z-(b+1l)/2) /gabi;

end;
gabil = (exp(-ga)*ga## ((1+b)/2)) /gabi;
end;
end;
F[i (1+b) / (4*gamma (1+ (1+b) /2) ) * ((y[1, j]l>=kesk) *2*gamma ( (1+b) /2) -

7 J]
sign(y[i, J]1-kesk) *gabil) ; /*exponential power distribution*/
trr = trr//(yli,J1llgallgabi|lgabill||F[i,]]);
end;
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print trr;
Eksp = Eksplly[,J1IIEL, JIIIEL, 315
Param = Param// (minKS| |kesk]| |b]| |ep);
free abi Kol beeta eps kes;

end; /*jdrgmine tunnus*/

print Param;

create Eksp from Eksp; /*jaotused*/
append from Eksp;

create Jaotus from Param; /*parameetrid ja K-S*/
append from Param;

finish;
run; quit;
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Lisa 6. Jareltestimine — Laplace jaotus

proc iml; /*Laplace testiminex*/

start;

use work.port_abi;

read all var {Muutus_TKM Muutus_Norma Muutus_Merko Muutus_ET Muutus_Baltika
TKM_osakaal Norma_osakaal Merko_osakaal ET_osakaal Baltika_osakaal} into x;
use work.laplace;

read all var _all_ into vy;

osakaal = x[,6:10]; /*osakaalud*/

x = x[,1:5]; /*andmed ise*/
portfell = osakaal#x;

x = x| |portfell[,+];

c = ncol (x);

n = nrow(x); /*ridade arv*/

y = yl[1:10,1;

p=vl,11; /*toendosused*/

k = 500; /*bootsrtrap valimite arv*/

do t =1 to 10;
/*VAR KONTROLLIMINE*/
yl = shape(yl[t,{2,4,6,8,10}]1,n,5);

abi = yl#repeat (osakaal[l,],nrow(yl),1);
yl = yl|labil,+];

4

z1l = (x > yl);

onn = z1[+,];

on = onn/nrow(zl);

al = on - 1.96* (onn# (nrow(zl)—-onn)/ (nrow (zl) ##3))##(1/2);
yl = on + 1.96* (onn# (nrow(zl)-onn)/ (nrow (z1) ##3)) ##(1/2);
tegelik = repeat ((l-plt,11),1,c);

abil = tegelik#n;

abi2 = on#n;

abii = abii// (abil//abi?2);

VaR = VaR//(al//on//yl//tegelik//onn) ;

/*ES KONTROLLIMINE*/
y2 = Shape(y[t, {315171 9111}]In15);

abi = y2#repeat (osakaal[l,],nrow(y2),1);
y2 = y2|labil,+];

do j =1 to ¢; /*kdime kdéik tunnused 1l&bix/
do i =1 to n;
if (x[i,3] > yll[i,3j]) then
z2 = ZZ//(X[J—I]] - yz[llj]);
end;
if nrow(z2) = 0 then
do;
ESS = ESS||(0//0//0//0//0);
goto jatk;
end;
nl = nrow(z2);
disp = z2[,1]-repeat(z2[:,1],nl,1);
d = sqrt(1/(nl-1) *sum(disp##2));
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end;

print abii;

end;

ES =

teststat = z2[:,1]/(d/sgrt (nl));
zz2 = z2[,1]-repeat(z2[:,1],nl,1);
testst = j(k,1,0);

do i =1 to k;
nr = int (ranuni(j(1l,nl,0))#nl)+1;
bv shape (zz2[nr,1],nl,1);

disp = bv|[,1]-repeat (bv[:,1],nl,1);

d = sqrt(1l/(nl-1)*sum(disp##2));

testst[i,1] = bv[:,1]/(d/sgrt(nl));
end;

abi = sum(testst < shape(teststat,k,1));
olulisus = abi/k;

/*juhuslikud j&rjenr*/
/*bootstrap valim*/

ESS = ESS| | (teststat//nl//abi//k//olulisus) ;

jatk: free z2;

/*jdrgmine tunnus*/

ES//ESS;

free ESS;

create VaR_Laplace from VaR;
append from VakR;

create ES_Laplace from ES;
append from ES;

finish;
run; quit;
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Lisa 7. Jareltestimine — Pareto jaotus

proc iml; /*Pareto testimine*/

start;

use work.andmed;

read all var {Muutus_TKM Muutus_Norma Muutus_Merko Muutus_ET Muutus_Baltika
TKM_osakaal Norma_osakaal Merko_osakaal ET_osakaal Baltika_osakaal} into xx;
use work.pareto;

read all var _all_ into y;

osakaal = xx[,6:10]; /*osakaalud*/

xx = -xx[,1:5]; /*andmed ise*/
portfell = osakaal#xx;

xx = xx| |portfell[,+];

c = ncol (xx);

nn = nrow (xx) ; /*ridade arv*/

y = y[1:10,];

p =yvl,1]1; /*toendosused*/

k = 500; /*bootsrtrap valimite arv*/

do t =1 to 10;
yl = shape(ylt,{2,4,6,8,10}],1,5);
abi = yl#osakaalll,];
al yl|labi[,+];

y2 = shape(yI[t,{3,5,7,9,11}]1,1,5);
abi = y2#osakaalll,];

y2 = y2|labil,+];

do j =1 to c;

u = 0; /*liavend*/

do i 1 to nnj;

if xx[i,3j] > u then x = x//(xx[i,jl-u);
end;
n = nrow(x);

/*VAR KONTROLLIMINE*/

vyl shape(yl,n,c);

y2 = shape(y2,n,c);

z1 = (x > yl[,31);

onn = z1[+,];

on = onn/nrow(zl);

al = on - 1.96* (onn# (nrow(zl)-onn)/ (nrow (zl) ##3))##(1/2);
yl = on + 1.96* (onn# (nrow(z1l)-onn)/ (nrow (z1) ##3)) ##(1/2);
tegelik = (1-p[t,1]);

abil = tegelik#n;

abi2 = on#n;

abii = abii//(abil//abi2);
VaR1l VaRl| | (al//on//yl//tegelik//n) ;

/*ES KONTROLLIMINE*/

do 1 =1 to nj;
if (x[i,1] > y1[i,3]) then
z2 = z2//(x[1i,1] - y2[i,3]1);
end;
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if nrow(z2) = 0 then

do;
ESS = ESS||(0//0//0//0//0);
goto jatk;
end;
nl = nrow(z2);
disp = z2[,1]-repeat(z2[:,1],nl,1);
d = sqrt(1l/(nl-1)*sum(disp##2));
teststat = z2[:,1]/(d/sqgrt(nl));
zz2 = z2[,1]-repeat(z2[:,1],nl,1);
testst = j(k,1,0);

do i =1 to k;
nr int (ranuni(j(1,nl1,0)) #nl)+1; /*juhuslikud Jj&rjenr*/
bv shape (zz2[nr,1],nl,1); /*bootstrap valim*/

disp = bv[,1]-repeat (bv[:,1],nl,1);

d = sqrt(1/(nl-1) *sum(disp##2));

testst[i,1] = bv[:,1]/(d/sqrt(nl));
end;

abi = sum(testst < shape(teststat,k,1));
olulisus = abi/k;

ESS = ESS|| (teststat//nl//abi//k//olulisus);
jatk: free z2 x;

end; /*jdrgmine tunnus*/
VaR = VaR//VaR1l;
ES = ES//ESS;
free ESS VaRl;
end;
create VaR_pareto from VaR;
append from VaR;
create ES_pareto from ES;

append from ES;

finish;
run; quit;
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