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О П0ЧТИ4ЮЛЫЩ, ЕОРОДДЕНВЫХ ЭНДОМОРФИЗМАМИ 
НЕКОТОРЫХ ГРУПП 

К.Каарл* 

Кафедра алгебры и геометрии 

В теории почти-колец важное место заниюют работы, по
священные изучению почти-колец, порожденных некоторым множе
ством эндоморфизмов группы из заданного класса. Первый ре
зультат в данном направлении принадлежит Фрёлиху [4] : поч-

ти-колъцо, порожденное всеми внутренними автоморфизмами ко
нечной неабелевой простой группы G , совпадает с почти-коль-
цом 50(G) всех преобразований, сохраняющих 0 , группы 6 . 

Мы дадим весьма далеко идущее обобщение этой теоремы. 

Пусть G - аддитивно записанная группа и R - почти-коль-

цо, порожденное множеством эндоморфизмов группы 6 , содер
жащим все внутренние автоморфизмы. Предположим,что все нену
левые фактор-модули F / Н , где F и Н - идеалы модуля Gp, 

неабелевы. Основная теорема работы утверждает, что в втах ус
ловиях Р является плотным под-почти-кольцом почти-кольца 

R ={ te 50(G)| для каждого идеала А 

модуля Gp из <^-^еА следует е А}. 

§ 1. Предварительные замечания 

Рассматриваются левые почти-кольца с нулем, т.е. в поч-
ти-кольце предполагается выполнение тождеств т, (у + z. ) = 
= xii , 0х-0. 

Модулем над почти-кольцом L . или просто L-модулем, 
называется группа (М,^), если для всех теМ , t<=L опреде
лен элемент тСеМ , так что т,(к£ ) = {пьк)1 , т(к+?) = 
= /rvK + mi и 01 = 0 для лвзбых fneM , . 
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Ядро гомоморфизма L-модулей называется идеалом L-мо
дуля или L -идеалом. Идеалы L-модуля L называются правыми 
идеалами почти-кольца L . Символ А « И обозначает, что А -

идеал L-модуля М . Вместо 5 ̂L обычно пишем G-%L. Идеал 
L -модуля, порожденный множеством X , обозначим через (X)L . 

Если А и В - подмножества L-модуля М, то обозначим 

fB:A) = {eeLI АЕеВ}. 

Элемент d почти-кольца L называется дистрибутивным, 
если (х+ ̂ )d= nd+yd при всех eL . Почти-кольцо L 
называется дистрибутивно порожденным (д.п. почти-кольцом"). 
если (L,+ ) порождается дистрибутивными элементами. Зафик
сируем в каждом д.п. почти-кольце L некоторое его порождаю
щее множество дистрибутивных элементов <8 ( L ). Для каждо
го модуля М над д.п. почти-кольцом предполагаем, что эле
менты из <й ( L ) действуют на (М;+) эндоморфизмами. 

Введем еще обозначения: La,И = GL+ Ь - C L -6-,  

[аД U = (a+W-M-ae. 

Взаимным коммутантом [A,B]L подмножеств А и В L-мо

дуля М называется L-идеал, порожденный всеми элементами 
вида [а,И и [<г,$-7П , где ae А, В, l<z L. Теоретико-
групповой взаимный коммутант множеств А и В , т.е. нор
мальный делитель, порожденный всеми элементами вида [а7 И , 
где аеА, 4-еВ , обозначим через [А,Б]4 . Если L дистри

бутивно порождено, а А и В являются L-идеалами в М , то 

[A7B]l=CA,B3+ Ci) 

С см. [3], теорема 4.4.1). 
Модуль М над почти-кольцом L называется аоелевнм. 

если 0 и вполне неабелевым. если кадцый ненулевой 
фактормодуль любого подмодуля модуля М неабелев. Очевидно, 
последнее равносильно.требованию, что [А,А] L = А при лю
бом подмодуле А L-модуля М . 

Приведем ряд вспомогательных результатов. 
Лемма 1 ([5], предложение I.I). Если А и В - подмно

жества L-модуля М , причем В f И, то (B:A)-f L . 
Лемма 2 ([3], теорема 2.1.3). Идеалы модуля М над д.п. 

почти-кольцом L - это в точности L-подмодули, являющиеся 
нормальными делителями группы (М, t) .  



Из леммы 2 легко следует 

Демма 3. Если X - подмножество модуля И над д.п. поч

ти-кольцом L такое, что X£KL)£ X , то L-вдеал (X )L 

совпадает с нормальным делителем группы (М;+), порожденным 
множеством X . 

Демма 4. Цусть М- модуль над д.п. почти-кольцом L ,  
А •? М и X - такое подмножество в М , что Х<$( L )  £ X .  
Тогда L A , ( X ) L ] L s L A , X ] +  .  

Доказательство. В силу леммы 3 идеал ( X )L совпадает 
с нормальным делителем группы (М,+ ), порожденным множеством 
X . Поскольку 

Cci, -m +1 + лъ! = - fiv + [t>v + a - trv^ ос] + «v 

и А является нормальным делителем группы (М,+), то 

[A,«e)u3+c£A,3]+. 
Учитывая еще формулу (i), получим требуемое включение. 

Демма 5. Структура идеалов вполне неабелева модуля ди
стрибутивна. 

Доказательство. Пусть L - почти-кольцо, М - вполне 
неабелевый L-модуль и А?В,С ̂  М . В лемме 2.У работы [2] 
показано, что L-модуль , х 

1(А+В)Л(А+С)]/[А+(ВПС)1 

является абелевым. Следовательно, (А+8) Л (А+С) = А + (ВЛС) 

и структура идеалов L-модуля М дистрибутивна (Ш, стр. 
121, теорема 1). 

Демма 6. Если М - вполне неабелевый L-модуль, все 
подмодули которого являются L-идеалами, то 

МА Л mß = м fAflß) (2) 

для любых meМ , А?В L .  
Доказательство. Очевидно, /т(АЛВ)е т,АЛwB. Посколь

ку ,  [nva, 1J е  ' t rv [А, В] L  при всех леА ,^ £ В, 
C£L , то [HAJ iuB]^ M[A(B1L . Следовательно, 

[<тгАЛ4TvBf ПгАПmßJLCLmA,tuß]Lc лгПА7В]|_^лг(АПВ)7 

откуда, в силу полной неабелевости ML , получим т-АЛ тВ = 
= IRV (АЛ В). 

Лемма 7. Пусть М - модуль над почти-кольцом L и 
тге м . Тогда существует изоморфизм 



^L/tnJO: М,2) -* M2L/M/0:M,)7 (3) 
задаваемый правилом 

+tn.4(Oitn^) = ,tn2? + tn2(0:m4) . (4) 

Доказательство. Обозначим H2 =#и2(С;,ит,1 ) и определим 
отображение S- RN^L -> M2L/H2 .полагая Л =*П2Е+ Н2 . 
Ввиду (С: (п.л ) £ ( Н2: тг ), отображение 6 однозначно и лег
ко проверить, что оно является эпиморфизмом L -модулей.Пусть 
Н4 = Кет& . Лемма будет доказана, если мы убедимся в спра
ведливости равенства Н4 0-тг ). Действительно, учитывая 
очевидное соотношение 

(пгъА • tn)  = А + (О- т), 

где meМ , AsL , получаем 
Н,= WI гп.г1 € нгj = "-4(Н2: mz) = лг,(*1г2(О:т4): trv2) = 

= f^ t((0- tn 4)+(0- ra 2)) (О-- т 2). 

Лемма доказана. 

§ 2. Теорема ПЛОТНОСТИ ДЛЯ вполне неабелевых 
модулей 

В этом параграфе зафиксированы группа G и почти-коль-
цо R , порожденное множеством Е эндоморфизмов группы G , 
содержащим все внутренние автоморфизмы. Тогда G является 
модулем над д.п. почти-кольцом R (в качестве М R) берем 
Е ). Легко видеть, что все подмодули R-модуля G являются 
R -идеалами. Действительно, каждый подмодуль является нор
мальным делителем, так как R содержит все внутренние авто
морфизмы группы G и тогда, в силу леммы 2, он является R-
идеалом. 

Лежа 8. Пусть H;i F; - подмодули модуля GR , BFGC F£, 
L = I, 2. Обозначим q + H4 = | , ^ +И2= | , K,,/H = K|, 
K/H 2 =k 2  для любых qeG и подмножеств H t -£K<;£G 
12= I, 2. Если - эпиморфизм, то элементы^вида f -
- if (I), где ^ e F, , порождают в G подмодуль X такой, 
что [h21X]R = 0. 



Доказательство. Берем произвольный элемент f, е F, • 
Тогда найдется такой, что ~fA + а + £, = Qt при каж
дом tjeG , откуда -^ + | +|,'=|г . Если ^е^.то, при
меняя к последнему равенству изоморфизм f, получаем 

-^(f,) + V(|).+• ¥'(р = #.= ¥(|)ч- = - f4 
+ f(|)+f< • 

Следовательно, 

откуда, в силу произвольности cje R, , вытекает 

[М.-Уф^-О. (5) 
Л ~ ~ 

Поскольку ( f, - f ( )) rcL = f( ^с/ ) при каж
дом c£e£KR ), то множество 5 f - ^ ( f )l f e M замкну
то относительно умножения на элементы из <£) (R ). Утвержде
ние леммы следует теперь из (5) и леммы 4. 

Следствие 1. Если выполнены условия леммы 8 и 6 -
вполне не ad елев^Х R -модуль, то Н,, О Г2 гН2. 

Доказательство. Пусть j- Fl F2 . Поскольку ^ е Н4, то 
I = 0~й fTf! f ( j ) s Fa П К .По лемме_8 ___ R-модуль 
г г  П Х ^ является абелевым. Действительно, LF-, Л X,P 2f\X] R  -
-CF2 ,XJr • Тогда, в силу полной неабелевости , 
получим ГгП X =0. Следовательно, f = 0 и, значит, Нг, 
что и требовалось доказать. 

Следствие 2. Пусть G - вполне неабелевый R-модуль 
и qv G . Тогда 

^Rn^(0:^ - (6) . 

Доказательство. По лемме 7 имеем изоморфизм 

Тогда выполнены условия леммы 8 и, применяя следствие I, 
получим требуемое включение. 

Предложение 1. Если б - вполне неабелевый R-мо
дуль, то при любых <^, ̂ 6 6 выполняется равенство 

j>w> V0^-«'°=|.> • т 
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Доказательство. Обозначим Ht = cj4( 0: ̂2 ), Н2 = ̂ г(0:^, 

^ + Н4 = 5, cj + = cj . Так как тождественный автоморфизм 
группы о является внутренним, то R имеет единицу. Поэ
тому £ ( аА - ̂2)ß . Поскольку дг)Р 6 , то 
и %к ~ е ~ <3^R при любом teR. В частнос
ти, взяв к из (О: ̂2), получим включение Н4£ (cj4 "Чг^-
Аналогично доказывается, что Н2 с (g4-<^2 )R и, значит, 

НЛ Нг£ (9r32)R-

Докажем обратное включение. Поскольку R имеет едини
цу, то из формулы (4) следует |2 • ТогДа' со
гласно лемме В, элемент^ о, - а2 принадлежит такому 
идеалу Xz модуля GR = G/H4 , что CX2,|2R]r =0. 

Аналогично, 3„ - ̂ 2_ содержится в таком идеале Х4 R-моду
ля G = G/H, , что [ХЛ5,Р1Я = 0. С другой стороны, cj4 -о г̂= 

~ % + + И В итоге 

" ̂i€ *<Л Х2Л ( 4̂R + < 2̂R). (8) 

Учитывая свойство R-идеалов Х4 и Х2 и формулу 
(4), получаем 

cx4nx11̂ R+<äiR]R
scx4nxal|4R]R*i:x1nxl̂ 1R]RE 

ê
4̂ 4R]R+[K2,^RjRs Н4 + Н2. 

Следовательно, 

[Х4П ХгЛ (^R +gaR), Х4Л Х гП (<^R * ̂R)]r е Н, + Нг, 

откуда, в силу полной неабелевости GR , получим 

Х4ЛХгЛу 2̂Р)е Н^Н2. 

Теперь из (8) следует tj4 ~^6 
+ ^2. ,чт0 и требовалось 

доказать. 

Предложение 2. Пусть G является вполне леабелевьвл 
R -модулем. Тогда для любых cj4,..., Cj,v, C|at4 е G справед

лива формула 



Доказательство» Докажем (9) индукцией по л . Если 

= 1, то последовательно используя формулу (7), лемму 5, и 

включение (6), получаем 

9."ПУ V" 1*Rn(2.,0>H9=.<0'i-il * 

Допустим, что (9) верна при л<к-1и рассмотрим слу
чай п, = к . Преобразуем левую часть формулы (9), учитывая 

индуктивное предположение, леммы 5 и 6 и формулу (7), 

S««Rn >.|ei" 4-«рлС111П»-№]л 

Л у 3„.)R - j.wncjjo: Jj ̂,(0=|wa. -

-1~<0 (01« , ,чи2<<,УпУ0 'И •' 

Предложение будет доказано, если мы убедимся, что 

Ясно, что Зс^ЛГО:^ и, в силу (6), имеем 

Следовательно, согласно лемме 6, будет Э£ Як+4(П(0:а;)) 
Предложение доказано. 1-4 " 

Прежде, чем приступить к доказательству основного ре
зультата, введем еще одно понятие. Назовем идеализатором 
нормального делителя N L-модуля М в почти-кольце L мно
жество 

Id (N)= [  t e L  I  п . - t n  €N =* mi -MjsN \ .  M,L 1  I  2.  4  2  '  

Легко проверить, что идеализатор является под-почти-
кольцом почти кольца L . 

Теорема 1. Пусть G - группа, Е - некоторое множество 
ее эндоморфизмов, содержащее эсе внутренние автоморфизмы и 
R - почти-кольцо преобразований группы б , порожденное 
множеством Е . Если G-вполне неабелевый R -модуль, то Р 
является плотным под-почти-кольцом почти-кольца 

R'= Л игч Ж), 
Н-*6 G->boLG) 
R 



т.е .  для любых и t 'eP '  найдется *  е R 
такой, что cj^t = , с= i,— ,п . 

Доказательство. Из определения идеализатора следует, 
что все R -подмодуля модуля G являются и R'-подмодуля-

ми. Таким образом, cjR'scjR при любом <^e,G и утвержде
ние теоремы верно при n = 1. Предположим, что оно верно при 
tv = -к и докажем его для п = к + 1. Согласно индуктивному 
предположению найдется <с4е Р такой, что <j£<, = c^t' для 
ь = . Выясним, насколько могут отличаться и 

K̂t<V . Поскольку оба они принадлежат cjk+<R , то -
- aKt1/*,4 е . Так как оба \ и н! принадлежат 

идеализатору ldG>5oCG)̂ r WR) , то fa*'- fyb' 
и  Q ^ t - t .  п р и н а д л е ж а т  ( а { -  q K + 1 ) R .  В  с и л у  в ы б о 
ра элемента %, имеем ait/f = a;v " при £= 
Следовательно, 

= (fa*1 
- 

е 

i-*, 

Мы доказали, что 

Отсюда, согласно формуле (9), следует, что 

Таким образом, найдется ГНС :<^) такой, что а = 
= ^к+Л- • Тогда при V = * + 1 получим 

<};К+ ^ " fa*'~ ^, 

а при t = 4,...,* 

Значит, в качестве t можно брать 1г + . Теорема дока

зана. 

Следствие 3. Пусть G - группа, все нормальные делите
ли которой совпадают со своими коммутанташ и R - почти-
кольцо, порожденное всеми внутренними автоморфизмами группы 
G . Тогда для произвольных а, а^, А, ,..., е G та
ких, что А,-е(^) , = -»л • найдется 



це(? такой,'что gt"t. = h c  , i= L,...,n (через (^) обозначен 
нормальный делитель в G , порожденный элементом q). 

Если в теореме £ группа G конечна, то R = к' и мы 
получаем полный ответ на вопрос: какие преобразования принад
лежат R ? Если же G - бесконечная группа, то необязатель
но R = R1 . Пусть, например, G - счетная простая группа. 
Тогда из следствия 3 вытекает, что почти-кольцо R, порож
денное всеми внутренними автоморфизмами группы G , является 
плотным под-почти-кольцом почти-кольца R'= S0(G). Значит, 
R является счетным, так как оно порождается счетным мно
жеством. Однако, множество S0(G) имеет мощность континуу
ма. Следовательно, R - собственное под-почти-кольцо в R!. 
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MÖHEDE RÜHMADE ENDOMORFISHDE POOLT 

TEKITATUD RIHGOXDIDEST 

K.Kaarli 

R e s ü m e e  

Artiklis uuritakse ringoidi P , mis on tekitatud rühma 6 

mingi.kõiki siseautomorfiame sisaldava endomorfismide hulga 

poolt. Eeldusel, et mooduli GR kõik alammoodulid ühtivad oma 

kommutandiga, tõestatakse, et f? sisaldub tiheda alamringoi-

dina teatavas suhteliselt lihtsa ehitusega ringoidig R'. 

OS NEAR-RIHGS GENEf&TED BY THE 

ENDOMORPHISMS OP SOME GROUPS 

K.Kaarli 

S u m m a r y  

In this paper the following theorem has been proved. 

Theorem. Let G be a group, let E be a set of endo-, 

morphisms of G containing all the inner automorphisms and 

R the near-ring generated by E. Denote by 50(6) the near-ring 
of all transformations of G preserving the zero and put 

R'=He5o(6)l A ̂  ~ ̂  e ̂  for any A ̂ 6}. 

If any submodule of GR coincides with its R -commutator sub
group then P is a dense subneai-ring of R1. That is,for any 

êG and it'eR' there exists teR such that = fji*1'? 

This theorem generalizes the well-known theorem, due to 

Fröhlich [4]: the near-ring generated by all the inner auto

morphisms of finite, simple, non-abelitn grotp G coincides 

with 5C(G). 
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МНОГОЗНАЧНОСТЬ АКСИОМЫ О НОРМАЛЬНЫХ ФУНКЦИЯХ 

- А.Таутс 

Кафедра математического анализа 

§ I. Общие положения 

В [I] приведена аксиома: "Каждая нормальная функция 

имеет регулярное значение". Напомним, что нормальной назы
вается функция, определенная на классе всех ординалов,при

нимающая ординальные значения и являющаяся строго возрас
тающей й непрерывной. Но так как всякая такая функция яв

ляется не Множеством, а собственным классом пар, то остает
ся неоднозначность в том отношении, какими средствами во
обще функции могут быть заданы. Самое сильное значение по
лучает аксиома в том случае., если в этом отношении никаких 

ограничений нет, но возможны и более ограниченные понятия 

функции. 
Вначале рассмотрим некоторые общие предложения без 

конкретизации, какой класс функций имеется в виду.Но все
гда будем предполагать, что функции действуют из класса 

ординалов в класс ординалов. 

Предположим, что класс функций такой, что если f (я*) 

и g(x) функции, то и j( q (cd )) тоже функция. Конечно,ес-
ли j(z) и g (<ь) строго возрастающие, то такой же будет 
и f( а (•£.;).и непрерывностью положение аналогичное,так 
что из Формальности |чх.) и а('Ь) вытекает нормальность 
|Чq (ос.)). При этом : <лс является неподвижной точкой 

для|чg (х)) в точности в том случае, если <с0 являет
ся неподвижной точкой для J2 ( ф ) и <з (х). 
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Если |(/ь) - нормальная функция, то для каждого <х0 

существует Для f неподвижная точка 9 <с0 , которую мож
но получить как где cv=CyЦ... , а 00^= . 

Определим теперь свойство (*): 

если ) строго возрастающая функция, неподвижные 
точки которой образуют собственный класс, то перечисление 

ее неподвижных точек тоже функция, т.е. для такой функции 

•j- существует строго возрастающая функция g , значения 
которой пробегают в точности все неподвижные точки функции 

f * 
При этом, если у нормальна, то функция ^ » указан

ная в свойстве (*), тоже нормальна, так как предел не
подвижных точек функции $ в этом случае также окажется 
ее неподвижной точкой. 

Следовательно, если класс функций имеет свойство(*•), 
то аксиому, данную в начале статьи, можно выразить в более 
сильной форме: "Каждая нормальная функция имеет регулярную 
неподвижную точку". 

Если класс функций, кроме свойства (#) , еще замкнут 
относительно суперпозиции и содержит все функции вида 

= а + х , где а- произвольный ординал, то из дан

ной аксиомы вытекает, что регулярные неподвижные точки лю
бой нормальной функции j> образуют собственный класс, так 

как регулярная неподвижная точка функции f(a + K ) яв
ляется регулярной неподвижной точкой и для j и удбвлетво-
ряет неравенству х0з- а . 

Предположим теперь, что класс функций содержит функ
цию ), пробегавдую все номера бет, т.е. f0(.^)= 

( 2 , стр. 66). функция f0(<fc ) , конечно, нормальна. Если 

Х„ - ее регулярная неподвижная' точка, то х0 недости
жима, так как если , где х кардинальное число, 
то 2*4 2^= =^=,. 

Если теперь ^(-ж ) - любая нормальная функция, то ре

гулярная неподвижная точка функции f ( fo ) I является 
регулярной неподвижной точкой обоих функций ^ и j 0  , 
следовательно,она является недостижимой неподвижной точкой 
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функции f . Таким образом, мы можем резюмировать наши рас
суждения в следующем результате: если класс функций замк
нут относительно суперпозиции, имеет свойство (*) и содер
жит все функции айда )=&+<£ , а кроме них еще 

функцию бет 0̂(х),то аксиома, приведенная в начале статьи 

эквивалентна следующему, по своей форме более сильному пре
дложению: "Недостижимые неподвижные точки любой нормаль -

ной функции образуют собственный класс." Тем самым окажет
ся лишним другая аксиома из [i], требующая существования 

собственного класса недостижимых кардинальных чисел. 

§ 2. Разветвленное исчисление предикатов. 

Теперь укажем один конкретный способ задания функций 
и предикатов, а именно разветвленное исчисление предикатов 
высших порядков. 

Сперва предположим, что у нас имеется некоторая (бес
конечная или конечная, может быть,и пустая) совокупность 

знаков, которые мы будем называть элементарными типами. 
Теперь определим индуктивно понятие типа, присваивая 

при этом каждому неэлементарному типу уровень в виде неко
торого ординала. 

1) Каждый элементарный тип есть тип. 

2) Если и - некоторое множество и каждый cl" при ieU 
есть тип, а <* - любой ординал,' превышающий уровни не эле -
ментарных типов, которые встречаются среди а" , te J , то 
d~>< а" •' ie J) есть тип уровня <л . Если все типы auv элемен -

тарные, то <* может быть любым ординалом, в том числе и 
0. 

Дальше предположим, что в нашем распоряжении находят
ся следующие символы: 

I) для каждого типа а'- класс символов , называемых 
константами типа а!; 
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2) для каждого типа а" - класс символов называе
мых переменными типа а" , где t пробегает класс всех ор
диналов; 

3) четыре символа логических операций Л , V , —» , -| , 
называемых соответственно конъюнкцией, дизъюнкцией, импли
кацией и отрицанием; 

4) три кванторных символа V , 3 , d , называемых соот -
ветственно квантором общности,квантором существования и 

функциональным квантором. 
Теперь определим понятие терма и ФОРМУЛЫ, указывая при 

этом, какие переменные считаются связанными в каждом терме 
и в каждой формуле. Переменные, содержащиеся в терме или в 

формуле, но не связанные там,называются свободными перемен

ными данного терма или данной формулы. 
Определение индуктивно.При этом применяем понятие бес

конечного .выражения, приведенное в [3]. 
1) Каждая константа и каждая переменная некоторого эле

ментарного типа есть терм данного тала. Терм такого вида не 
имеет связанных переменных. 

2) Если форщула и <ос/: t&j) - семейство разных 

переменных, не связанных в формуле , а - такой орди
нал, что уровни неэлементарных типов переменных x' L  , се J , 
и связанных переменных формулы -:i ниже * ,а уровни неэле-
ментарных типов свободных переменных и констант формулы ^ 
не выше то 1е^> у ~ теРм типа оС<а": <,еЗ> f 
где а" , ts J , - тип переменной . 

Связанными переменными данного терма считаются связан
ные переменные формулы у и переменные <r^ , се J. 

3) Если р - переменная или константа типа te Э) , 

а < а>[ : L Е И) - семейство термов типов a" t te l , то 
P<ti^: iej) - формула. В этой формуле связанными перемен -
ными считаются связанные переменные термов сс[, ceJ . 

4) Если у - формула, то I1» - формула. Связанны
ми переменными в формуле Ту считаются связанные переменные 
формулы -21 . 
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5) Если ii и чз - формулы, у которых нет переменных, 

содержащихся свободными в одной и связанными в другой из 
них, то si-ив - формула. Связанными переменными в ней счи
таются связанные переменные формул <ц и <в . 

6) Если ( <aL: LG з) - такое семейство формул, что нет 
переменных, содержащихся свободными в одной, а связанными 
в другой из данных формул, то \ sit и At qit - формулы. 
Связанными переменными в них считаются связанные перемен -
ные формул 

7) Если и - формула, а (х[: t-O) - семейство разных 
переменных, не связанных в формуле -Д, то У<х[,чеЗ)<а и 

3<^:t€3>» - формулы. Связанными переменными в них счи
таются связанные переменные формулы и переменше х[ , 
t e l .  

Множество j может в любом правиле,где оно встреча -
ется, быть бесконечным или конечным, в том числе, и пустым 
множеством. 

Интерпретация данного формализма следующая. Каждому 
элементарному типу а? поставим в соответствие некоторый 
класс объектов таким образом, что каждому элементу cv дан
ного класса соответствует некоторая константа а' типа а". 

Класс предикатов для не элементарного типа ai' опреде -
ляется индукцией по уровню типа of • 

Если of имеет вид oio," siel) , то каждый о![ - эле
ментарный тип. Сперва поставим каждой константе а! любого 
типа а" вида . 0<а*иеj) в соответствие некоторый преди
кат типа , т.е. некоторую истинностную функцию 
на семействах (&t\ teJ), где каждый al, , есть объект 
типа а" . Потом для каждого типа а-" вида . 0<а'[- <•£ И> 
считаем предикатами типа а" все предикаты, т.е. истинно
стные функции, выражаемые некоторой формулой » , где 
константы имеют элементарный тип или тип уровня 0, все 
связанные.переменные имеют элементарный'тип, а свободными 
являются только переменные некоторого семейства 

где тип переменной or•[_ есть а[ . Не требуется, чтобы все 
переменные из семейства <£с'- iej) действительно встречались 
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в данной формуле у _ Обозначением такого предиката счи

тается izel>ei • 
Пусть при некотором ординале * для каждого типа уро

вня, меньшего об , ухе определен класс предикатов и каждой 
константе Из этих типов поставлен в соответствие некоторый 
конкретный предикат из соответствующего класса. Теперь клас
сы предикатов для типов уровня определяются по следующе
му правилу. Сперва каждой константе любого типа о!1 вида 
o6<af:te3> поставим в соответствие некоторую истинностную 
функцию на семействах <ats iеЗ> , где каждый аи ten, 
принадлежит типу <%'1 . Потом для кавдого типа а" уровня "оо, 
т.е. типа, имеющего вид о<А<х[.ьъ1у , считаем предикатами 
типа а" все истинностные функции, выражаемые такими фор
мулами зд , где типы всех констант неэлементарного типа 
имеют уровень, не выше «с , все связанные переменные не
элементарного типа имеют тип уровня, меньшего об, а сво

бодными являются только переменные некоторого семейства 
О/.чеЗ) , где тип переменной , wu , есть о![ . 
Опять не требуется фактического существования в и > всех 

переменных ^ , tel • Такой предикат обозначается термом 
tK-xL: cs3>9i. 

Обращаем внимание читателя на то, что так как классы 
предикатов всех типов более низких уровней уже определены, 

то содержание кванторов общности и существования в формуле 
« известно. Также каждый терм в •а имеет тип с уровнем, 
меньшим ос, и поэтому имеет интерпретацию. Если некоторый 
терм в У вида d<^;Р™ содержит свободно некоторые 
переменные (так как они связаны кванторами вне терма), то 
уровни типов этих переменных не выше /Ь . Конкретные значе
ния этих переменных, как известно, выражаются формулами с 
семейством свободных переменных соответствую?iero типа. Конг 

станты в этих формулах имеют тип уровня, не выслего р , а 
связанные переменные имеют тип уровня, меньшзго у® . При 
таких значениях своих свободных перемошых значение терма 

^:Се3>я5 выражаются термом, возникающим в результате 
подстановки даш ых формул вместо -свободных переменных в 

С. 
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терм d<ät: Le:,'><s . Но и значение этого возникающего тер
ма имеется в классе предикатов типа ß< if \ t-e3>, где Ь' -тип 
переменной ^ , се J . 

л? . 
§ 3. Сильная и слабая интерпретация аксиомы 

о нормальных функциях 

Вудем говорить о сильной интерпретации аксиомы о нор
мальных функциях, если нет никаких ограничений и точки зре

ния способов' задания функций. Так как в этом случае функ
ции могут быть заданы самым произвольным образом, то, ко
нечно, класс функций замкнут относительно суперпозиции и 
имеет свойство (* ) и, следовательно, имеют место и все 
результаты первого параграфа. 

Чтобы определить слабую интерпретацию, будем рассмат

ривать конкретный случай развлетвленного исчисления преди

катов высших порядков, где имеется только один элементар -

ный тип. Этому типу пусть соответствует класс всех мно 
жеств. Из констант неэлементарного типа пусть имеется то
лько один бинарный предикат уровня 0, а именно предикат е. 

Пусть <*- некоторый регулярный кардинал. Будем обо
значать через Got, класс всех таких формул, мощность кото
рых меньше оо и уровень типа и индекс любой переменной в 
них также меньше , а все значения индивидных констант 
принадлежат \^ ( 2 , стр. 35). 

В действительности, оказывается множеством. Из-за 
регулярности <*< множество формул 6^ замкнуто относите -
льно подстановок. 

О предикате мы будем говорить, что он принадлежит , 
если этот предикат выражается некоторой формулой из . 
Если этот предикат окажется функцией, то будем считать 
функцию принадлежащей GL-

Если f и ^ принадлежат , то отношение ^ - f fcjM) 
выразимо формулой 3 =:Сг = cj(-r.)Acpf(z)] откуда вытекает, что 

G^ замкнуто относительно суперпозиции. 
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Пусть f£̂ Lu есть строго возрастающая функция. Пусть $ 
есть перечисление ее неподвижных точек. Тогда отношение 
ij = можно выразить формулой 

|(^)=^ЛЗ^£ Pune (к) Л bodh)= XAVzUeRangeW*-» 

*-> |(г)=гА2^.^)л V<U/,.'V ).'ii )i>(/v= Liu,) A-i- к(л)А 

A UX.4 —> -VET)] • 

Отевда вытекает, что , т.е. О*, имеет свойство (*). 

Если значение индивццной константы оь принадлежит V d j l  

то отношение lj =о-+х можно выразить формулой: 

3k/C Punc (A/) A Dom (А/) = OCAV2 (Ee Ranget А>) <-* Ct 4 2 < ̂ ) Л 

A  V <  ( / V =  к(и,)л t = к[л) Л LLt-A ->• )] .  

Следовательно, если aeV^ , то функция a+cc принадлежит G^. 
Наконец, если есть функция бет, то u = |0(<х) вы

ражается формулой: 

3L{Pune (Я) а Dom (L) = nv {х\ л к(о) = со А 

= л i= Ь(л) ал- LL+t -* Card ft; А 3^ (punc(g) A 

Range(^) = £ л V 2. (2.«Dom б|) ** as ̂ )а V<to7ft,7^7^> («,= 

= л Л -> M*jv))]A V<ti,7-v-> 0=Ш> 

Abim (а) -* Vž(2e/f-t->3<i7/i>(i<o. А 4= 1«)лгеЛ 

л q = 

Следовательно, fое • 
Слабую интерпретацию получим, ecjü в ячестве класса • 

функций взять класс, состоящий из таких функций ^ , что 
f€ßa, хоть при некотором ординале =</ . Из coi бражений , 
приведенных выше, следует, что и в avoir случае имеют место 

все результаты параграфа I. 
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Пусть <* - некоторый регулярный кардинал. Переинтер
претируем наше развлетвленное исчисление предикатов с той 

точки зрения, что роль универсума индивидов будет играть 

. С этой целью определим для кавдого типа с уровнем и 
длиной, меньшими об, класс предикатов данного типа, который 
мы будем называть классом предикатов, релятивизированным 
через л . В ходе этого определения определим и соответет -
вие между всеми индивидами и предикатами из релятивизиро-
ванных классов и некоторыми индивидами и предикатами из об
щих, нерелятивизированных классов того же типа. Соответет -
вие не предполагается взаиишо однозначным. 

Релятивизированным классом индивидов будет У* . Каж
дому элементу из него соответствует этот элемент сам. 

Пусть для некоторого уде для всех типов с уров
нями, меньшими {ъ _ и длинами, меньшими , имеются реля-
тивизированные классы и соответствия. Пусть а#=у»<а.':tel) 

есть тип уровня [ъ с длиной, меньшей <* . Тогда каждой 
формуле я из G«* » определяющей предикат типа а" в общем 
классе, поставим в соответствие предикат на релятивизиро -
ванных классах а* , tel , определяемый аналогично об
щему случаю, толбко все переменные в рассматриваются 

меняющимися в пределах соответствующих релятивизироваяных 
классов, а термы означают элементы из соответствующих ре
лятивизированных классов. 

Предикат из релятивизированного класса и предикат из 
общего класса того же типа считаются соответствующими друг 
другу, если существует формула sie G^ , определяющая оба 
эти предиката. 

Будем называть регулярный кардинал а. рефлективным, 
если ос- имеет следугацёе свойство: если <ц есть формула 
из множества • и если свободным индивидным переменным в 
% задать значения из , а свободным неэлементарннм 
переменным из , то значение истинности формулы не 
меняется, если э4у формулу интерпретировать в релятивизи -
рованных (через ы. ) классах, задавая свободным перемен -
ным соответствующие значения. 
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Теперь мы в состоянии выразить в качестве аксиомы сле
дующий пришит рефлективности: рефлективные кардиналы обра
зуют собственный класс. 

Непосредственно ясно, что из принципа рефлективности 
вытекает следующее предложение: для каждого множества фор
мул существует регулярный кардинал такой, что если сво
бодным переменным задать значения из и , то задавая 
свободным переменным соответствующее значение, все данные 
формулы сохраняют свои значения истинности при релятивиза
ции. Действительно, в качестве об следует взять такой 
большой рефлективный кардинал, что все данные формулы при
надлежат • 

Докажем теперь, что из принципа рефлективности следует 
аксиома о нормальных функциях в слабой интерпретации. Дока
зательство аналогично доказательствам подобных предложений 
в литературе. 

Цусть ^ - некоторая нормальная функция в слабой ин
терпретации. Рассмотрим две формулы развлетвленного исчис
ления предикатов: 

^ = ^(<х) И Voo 3 ̂  (Aj = . 

Пусть оо- такой рефлективный кардинал, что обе эти 
формулы принадлежат . В этом случае для t и м из V^. 
равенство ^= ft*) имеет место в релятйвизированной ин
терпретации в точности в том случае, когда оно имеет место 
в общей интерпретации. Если это отношение в релятивизиро-
ванной интерпретации выразить равенством „_ » то 
имеет место 3 I 

V<<ce\k, yeV^yC^.ffcc) f u >(<c). 

Формула V«3 aj (*(={(<£•)) получит в релятивизированной ин -

терпретации следующее содержание: Va; е 3 ̂ = f 

которое должно быть истинно, так как V-г- 3 <j i'«= кос)) истин
но. Но учитывая предыдущее, получим, что и Зуе^(У=|М) 
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истинно. Из-за нормальности функции ^ вытекает отсвда 
|(eti) = c</, что дает аксиому о нормальных функциях в слабо® 

интерпретации. 
Предположим теперь, что аксиома о нормальных функциях 

имеет место в сильной интерпретации. 
Пусть для каждого регулярного кардинала * значени

ем У [ob) является первый такой регулярный, кардинал , 
что для каждой формулы a(<cti'ie34Ĵ fc: te32)' ' из , зада

вая переменным xt , tedA , значения из vä и , если су
ществуют значения переменных ̂  , сеЛ2, такие, что и ис
тинна (ложна), тогда эти значения для , ceJz t суще -
ствуют в V», и . Такое р существует, так как ^ и 
- множества. 

Определим теперь функцию f на ординалах следующим об

разом: ip(o)=co , if(ct-t-.y = vfrfG*).); если л - предельный 
ординал, то . 

функция 4* является нормальной. Пусть у - ее регу
лярная неподвижная точка. Докажем, что \ - рефлективный 
кардинал. 

Применяем индукцию для формул по уровню типов 
переменных в я , для данного уровня - по сложности фор
мулы =ц . 

Если <а имеет ввд 'хе Я , то утверждение, выра -

жащее рефлективность, тривиально. 
Если утверждение имеет место для « ,и и всех 

tej, то оно имеет место и для 1» , и А^. 
Пусть для «I утверждение имеет место. Рассмотрим фор

мулу (или V«c(:i,€3><a). Зададим своооднЫМ 
переменным этой формулы допустимые значения, т.е. значения 
из\̂  и G .̂. Из-за регулярности кардинала jj- существует. 

р <, такой, что , а выбранные значения для 
свободных переменных принадлежат \£, и • Без огра
ничения общности можно предполагать ^>=ч>(*) для некоторо

го . Если теперь формула истинна (ложна), то можно 

выбирать значения для , из М^ссим) н , 
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а,значит, н ез и G^ такие, что si истинна (лож
на). Но по предложению индукции формула и истинна (ложна) 

и в релятивизированной интерпретации при соответствующих 
значениях. Значит, 3<cc[: teU>4i истинна ( V < i-t' :се 1)» 
ложна) в релятивизированной интерцретации при соответству

ющих значениях свободных переменннх. С другой стороны, ес
ли 3<х[: õeЗУа ложна ( V < о-,': се 3> oi истинна), то 
У 'ложна (истинна) и во всех тех случаях, если перемен
ным stiu:l' задать значения из и Gf .Но тогда и 

•а ложна (истинна) в релятивизированной-интерпретации при 
соответствующих значениях. Следовательно, э<-х[: се а>» лож
на ( v<»L: tfc3>9 истинна) в релятивизированной интерпри-
тации. 

Пусть формула имеет вид Р<а,^сеЗ>, где Р - свобод
ная предикатная переменная, a oJL 7 <,е3 - термы. Пусть 
утверждение имеет место для формул, уровни типов перемен
ных которых меньше уровня типа предиката Р . Зададим пре
дикату р значение, выражаемое через <2IG . Возникающая 
истинностная функция из свободных переменных термов 7t.e 3, 
определяется формулой <ц* из • , получаемой подста
новкой вместо Р в первоначальную формулу. Если в 
релятивизированной интерпретации задать предикату р соот
ветствующее значение, то получается истинностная функция, 

выраженная формулой «#* в релятивизированной интерпрета
ции. Но так как переменные в ъ* имеют более низкие уров
ни типов чем Р , то для %* утверждение имеет место. 

Итак, утверждение полностью доказано. Так как регу
лярные неподвижные точки функции образуют собственный 
класс, то существует нормальная функция .перечисляющая 

замыкание этого класса. 
Пусть сР - недостижимая неподвижная точка функции 3>. 

В этом случае S является и неподвижной тЬчкой функции ip . 
При этом S - предельная точка тех f ̂ °' , которые яв

ляются регулярными неподвижными точками для ^ , так как 
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<f= 3>(сО=ви]з 3>ti). Но так как все I , а также ж 

S t - рефлективные, то для каждой »eQ^, если задать ее 
свободным переменным 'значения из и 6ц , ее значение 
истинности совпадает с ее значениями истинности в реляти -
визированных через р и через 6 интерпретациях, если 
переменным задать соответствующие значения. А следователь
но, совпадают эти реляавизированные значения между собой. 

А так как релятивизированная через 6 интерпретация 

формулы <а в модели Vy , то Vy является подмоделью на
шей модели теории множеств, удовлетворяющей принципу реф
лективности. Впрочем, и сама наша модель удовлетворяет это
му принципу. Отметим еще, что и для модели Vjy в слабой 

интерпретации имеют место все результаты первого парагра
фа, так как все предположения выполнены. 

Так как недостижимые неподвижные точки функции Э> об
разуют собственный класс, то наша модель теории множеств 
имеет собственный класс подмоделей с принципом рефлектив -

ности. Из этого видно, что аксиома о нормальных функциях в 
сильной интерпретации гораздо сильнее принципа рефлектив

ности, тем более сильнее аксиома о нормальных функциях в 
слабой интерпретации. 

Следует отметить, что аксиома о нормальных функциях в 
сильной интерпретации выразима в исчисления предикатов вто
рого порядка без развлетвления. А так как из нее вытекает 
принцип рефлективности, касающийся развлетвленного исчис
ления сколь угодно высоких порядков, то это значит, что 
разветвленное исчисление предикатов гораздо беднее исчис
ления предикатов без развлетвления. 
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UORMMMTOKTSlOOMIDE AKSIOOMI MITMEMÕTTELISUS 

A.Taute 

R e s ü m e e  

Vaadeldakse aksioomi: "iga normaalfunktaioon omab regu

laarset väärtust" mitmesuguseid interpretatsioone, olenevalt 

sellest, milliste vahenditega on funktsiooni esitamine luba

tud. Tugev interpretatsioon tähendab, et funktsiooni esitus

viisile mingeid kitsendusi pole seatud, nõrk interpretatsi

oon aga seda, et vaadeldakse ainult funktsioone, mis on esi

tatavad transfiniitse harunenud predikaatarvutuse kaudu. 

Regulaarset ordinaali eh nimetatakse reflektiivseks.kui 

iga valem tranefiniitses harunenud predikaatarvutuses,mis on 

kirja pandud vahenditega, säilitab oma tõeväärtuse, kui 

universum asendada V^-ga. Sõnastatakse reflektsiooniprint-

siipi reflektiivsete ordinaalide klass on tõkestamata. Tões

tatakse, et reflektsiooniprintsiibist järeldub normaalfunkt-

sioonide aksioom nõrgas interpretatsioonis, sama aksioomi 

tugevast interpretatsioonist järeldub aga mitte ainult ref-

lektaiooniprintsiip, vaid ka alammudelite olemasolu,kus ref-

lektsiooniprintsiip kehtib. 

DIB VIELDEUTIGKEIT DES AXIOMS ÜBER DER ÜTORMALFUHKTIOM 

A.Taute 

Z u s a m m e n f a s s u n g  

Man betrachtet das Axiom: "Jede Honr.alfunktion hat einen 

regulären Wert". Die starke Interpretation dieses Axioms 

bedeutet, d.a{b die Darlegung der Punktionen beschrsnkungslos 

ist, die schwache Interpretation aber, d£yj> .jede Punktion 

durch den transfiniten verzweigten Präd.lkatkalk'il dargelegt 

sein soll. 

Eine reguläre Ordinalzahl <*/ wir.i reflektiv genannt, 

wenn jede Formel in d?m transfiniten verzweigten Prädikat

kalkül, die durch Mitvel von darlegbar ist, ihren \7ahr-

heitswert bewahrt, wenn das Universum durch versetzt wird. 

Es wird das Reflsktionsprinzip formuliert' die Klasse der 

reflektiven Ordinalzahlen ist unbegrenzt. Es wird bewiesen, 
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dajb aua dem Reflektionaprinzip das Axiom über der Hormal-

funktionen in der achwachen Interpretation ableitbar iat, 

aus der starken Interpretation desselben Axioms aber nicht 

nur daa Reflektionaprintsip, sondern auch das Vorhandensein 

der Teilmodellen, in denen das Reflektionaprinzip gilt, ab

leitbar ist. 
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TRÜ Toimetised, Уч- зап. Тартуск. ун-та, 

464 (1978), 28-36. J978, 464, 28-36. 

О КОНГРУЭНЦИЯ! В РЕШЕТКЕ РЕКУРСИВНО ПЕРЕЧИСЛИМЫХ 
МНОЖЕСТВ 

Р. Прав ic 

Кафедра математической статистики и программирования 

Обозначим через 6 решетку рекурсивно перечислимых под
множеств множества натуральных чисел N . Основные факта о 
структуре 4 изложены в монографии [2]. Там же можно найти 
и не приведенные здесь определения и обозначения из теории 
рекурсивных функций. Нужные алгебраические понятая имеются 
в [1]. В литературе высказывалось предположение, что успех 
в исследовании элементарной теории решетки 6 (см. [6]) может 
быть достигнут путем изучения фахторрешеток 6 относительно 
некоторых конгруэнций [5 , 7] . В настоящей статье рас
смотрим соотношения конгруэнций и фильтров в решетке £ . 

1. Конгруэнции, идеалы и фильтры. Пусть £ - решетка. 
Отношение эквивалентности t между элементами <£ называется 
конгруэнцией, если С инвариантно относительно операций ре
шетки Лии, т.е. для любых at , az , 6 ^ выпол
няется ' 

at = a2(fc) &. =* 

= »  a t n  Л 4  
а  л г п  ̂ 2 ( t )  %  a ( u ^ a 2 u l 2 ( t )  .  

Отметим, что конгруэнции можно сравншать по включению как 
множества пар. В решетке 6 чаще всего рассматривались кон
груэнции 
1) А з В ($-)?=£ [ с$мметричн£Я разность IA-BI конечна] , 
2) А = В С-У) ** С IA-8I иммунва] , 
3) A s В <=* [ lA-BI • гипергшериммунна], 
4) А * В (Л) [ AUX коконечно <=» BUXKOKO-

иечно]. 
Пусть »б - дистрибутивная решетка о нулем и единицей, а 

С - конгруэнция в<£ . Тогда С определяет нижнее ядро-

- идеал ДС , и верхнее ядро - фильтр V С в & : 

дс = {т т * о , 
VC = f х I X 3 1 (C)i . 
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Для каждого идеала (фильтра) можно рассмотреть множество 
всех конгруэнций, для которых данный идеал (фильтр) является 
нижним (верхним) ядром. Общее положение здесь описывается сле
дующими теоремами. 

1. В решетке £ существует взаимно однозначное соответ
ствие между идеалами и отношениями конгруэнции тогда и только 
тогда, когда £ - дистрибутивная решетка с относительными до
полнениями ( [4], лемма 3). «• 

2. Каждый идеал Д определяет до правилам (I) а (II) 
соответственно наименьшее и наибольшее отношения конгруэнции 

С (Д) и С(Д) среди всех конгруэнций, для которых А яв
ляется нижним ядром: 
(I). ^ (£(Д))«=> (3*еД)С<си-6 = yUi ] . 

(II). (С(Д))-е=* (\/а€5б)[аЛ(-хл^)еД Д] 

([3], теорема 1). 

Аналогичные (дуальные) результаты имеют место и для филь
тров. Очевидно, что ё не удовлерворяет условиям первой тео
ремы. В качестве примера идеала и фильтра с различными С и 
С приводим идеал конечных множеств Д7 и фильтр коконечных 
множеств VF. По правилам (I) и (II) получим 

t(AT) = e(VF) -7, 

С,(Д7) = iP, 

С (VS") - Л .  

Ввиду отсутствия в & интересных с точки зрения теории 
рекурсивных функций идеалов (см. п. 3) рассмотрим в дальней
шем конгруэнции с заданным верхним ядром. 

2. Достаточное условие минимальности контпуаитта. Усло

вие формулируем для класса решеток, введенного Лерманом 
в [7] .  

Пусть & - дистрибутивная решетка с нулем и единицей. 
Решетка £ называется сепаратной, если для любых а, 6- е £6 
существуют элементы а, и f, , такие, что о,Л ^ = 0 и 
a4U \ = аУtr. Элемент а решетки =6• называется рекурсив
ным. ест а имеет дополнение. Решетка об называется ре-
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КУРСИВНО плотной, -если для любого элемента о. > о этой решет
ки существует рекурсивный элемент 1г , такой, что 0 < h < а . 
Дистрибутивную решетку <56 с нулем и единицей называем решет
кой типа fc . если £ является сепаратной и рекурсивно плот
ной. Класс решеток типа ё содержит многие связанные с & 
решетки (решетки ß (ос) из теории с^рекурсивности, неко
торые факторрешетки 6 ). С другой стороны, такие теоретико-
решеточные [2J понятия теории рекурсивно перечислимых 
множеств как рекурсивность, простота, гипергиперпростота и 
др. имеют в решетких из этого класса обычные свойства. 

Под отрезком [а, И в решетке понимаем множество 
а 4 к 4 t-} . Из результатов [5] (теоремы 2 и 3) следует, 

что конгруэнция 3{ в решетке £ может быть определена в 
теоретико-решеточных терминах, так как 
Ав В ( 3t ) *=*• [ отрезок [АПВ,AUB] является булевой ал

геброй] . 

Следуя [7], принимаем эту равносильность как определение 
конгруэнции Ж в решетках типа & . Имеем: 

V3t = ^ос I tõe, 43 - булева алгебра | . 

Теорема 1. Пусть £ - решетка типа & и С - такая 
конгруэнция в £ , что 

(Va7fr«äC)[a- Ht) -* а - Н£(7Я» . 

Тогда С - наименьшая конгруэнция с верхним ядром VC . 
Доказательство. Достаточно доказать, что для любых а, 

^ € cß имеет место 
а a I (С) =»  а «  (e(ve)) .  

Допустим, что предположения теоремы выполнены и 

а-И«) (О 

Покажем, что существует de. VC , такой, что 
af lct = irHd . (2) 

По предположению теоремы ci = , т.е. существует 
*eV3t , для которого 

к П а =  к n l r  =  к п ( а п  &-) = кЛ(аи S-). (3) 

Ясно, что (оЛ tr)u see V3t , так как (аП^)Шс)« . 
Сумма (au 6- )и<с является элементом булевой алгебрыКйЛÜ-jlM,<1, 
т.е. существует такой , что 
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d > (ani-)uk ,  (4)  

ctu(au6-utc) = 4, (5) 

du(au(ru«c)= (апб-)ик, .  (6) 

Покажем, что ole VC. По (5) и (4) имеем 
-1 = du(au IrU к-) = ctu(au 6-) 7 

по (4): d = сГи(лЛб-) .  

HoctscKt) и из ' .(4) следует aufr н an И С )• 
Поэтому, is d{ t), T.e.deVfc . 

Остается доказать, что имеет место (2). Преобразуем: 

ctn(autr) = (in(aus-ufc)n(aufc-) = (( 'о,л6-)ию)л(аиИ = 

= ((ant-)n(au t-))U(4cn(aU &•))  =  (ал 6-)и*л(аЛ 8-) = 

= ал Ь. .= d л (ant-). 

Здесь второе равенство следует из (6) и четвертое из (3). 
Элементы etna и ein ir заключаются по величине между крайними 
членами цепи равенств и следовательно равны между собой.Тео
рема доказана. 

3. Сравнение g и 5 для Фильтра VУ . Свойство подмно
жеств N называется рекурсивно инвариантным, если Оно ин
вариантно относительно рекурсивных перестановок натурального 
ряда (т.е. общерекурсивных взаимно однозначных отображений 
N на 'N ). Понятие рекурсивной инвариантности можно приме
нить и к идеалам, фильтрам и конгруэнциям в & , рассматривая 
их как классы подмножеств (пар подмножеств) N. Называем три
виальными контруэнциями равенство и . Диалогично [7] , 
можно доказать: 

1. Единственным нетривиальным рекурсивно инвариантным 
идеалом в & является идеал конечных множеств ДТ . 

2. Максимальным нетривиальным рекурсивно инвариантным 
фильтром в 5 является фильтр простых и коконечных множеств 

. 
3. Вели С - нетривиальная рекурсивно инвариантная конг

руэнция в & и А=В(С), то IA-BI - иммунное множество. 
Следовательно, У является максимальной нетривиальной рекур
сивно инвариантной конгруэнцией. 
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Все эти утверждения получаются легко из факта, что для 
любого бесконечного рекурсивного множества А с бесконечным 

дополнением существует такая рекурсивная перестановка о , 
что ь (А ) = N\A . ' 

из максимальности У следует, что У = С (vy ). Совпа

дают ли У и G ( V f ) ?  

Теорема 2. Существуют рекурсивно перечислите множест

ва А и В , такие,.что: 
1) Ас В, 

2) для каждого простого множества 5 имеет место 

(В\А)П5 * 0 , 
3) множество В\А иммунно. 

Доказательство. Опишем процесс перечисления А и В при 

помощи маркерной техники Роджерса. 
Имеется список всех натуральных чисел и счетные коли

чества маркеров [А] и [В]. В ходе построения некоторым 
числам будут приписаны маркеры. Приписанный числу маркер[А] 
сохраняется до конца построения. Маркер [В] может в даль

нейшем быть заменен на [А]. Определим: 

А = £х I х получает маркер [А]\ , 
В = |х | х получает какой-нибудь маркер} . 

Таким образом, А £ В и 
В\А = [х I х имеет к концу построения маркер [В]}. 

Для истинности утверждений 2) и 3) необходимо и доста
точно, чтобы для всех с> 0 выполнялись условия 

Pj : если Wj просто, то (ВЛА)Л f 0 , 
: если W; бесконечно, то Wj ̂  В\А. 

Для удовлетворения условиям Р^ будут числам присвоены мар

керы [В] , а для Nj - [А]. 
Пусть1 С( = i,п>! пеМ$. Имеет место N = UC- и 

1 Через ii jt) обозначается код пары - см. Tl] , 

стр. 90. 
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С^П С' = 0 при i Ф j . В кавдый момент процесса перечис

ления'в кавдом ножестве Сс будет находиться не более одного 
маркера [В]. В процессе построения перечисляются симультай
но без повторений множества W; ( £ = О, 1, ...). На кавдом 

шаге некоторое число х попадает в некоторое Vv£. На некото
рых шагах заключают, что некоторое условие N; удовлетворено 
(раз и навсегда). . 

Шаг 6 . Цусть при перечислении получают " хе W- ". Можно эф
фективно найти j , для которого асе С. . 

Случай 1: j <- с... Перейдут к s,+ 4. 
Случай 2: j = £ , т.е. xeV^DС£ . 

Подслучай а: <х имеет уже маркер [А] . Перевдут к 
ь + 1. V•. 

Подслучай в: некоторый элемент множества С- имеет 
уже маркер [В] . Переидут к s + 1. 

Подслучай с: х не имеет маркера ,и ни одно число из 
не имеет маркера [В] . Числу х 

припишут маркер [В] . Перейдут к s + 1. 
Случай 3: j> С . 

Подслучай а: уже заключено, что Nj удовлетворено. 
Перевдут к s + 1. 

Подслучай в: еще не заключили, что удовлетворено. 
Подподслучай l): х имеет маркер [А] . Заключа

ют, что N; удовлетворено. Пере
идут к 5+1. 

ПодПодсдучай 2): х имеет маркер [В] или не 

имеет маркера. Числу х припи

шут [ AJ и заключают, что N j 
удовлетворено. Перейдут к s + 1. 

Лемма 1. В каждом множестве С• (j ? О ) не более чем < 
чисел получают маркер [А]. » ^ 

Маркер [А] может быть приписан к числам из С- только 
в подподслучае Зв2) для удовлетворения условию N; { где . 
Для каждого такого IN- ставят не более одного маркера. Лем
ма доказана. 

Лемма 2. Пусть - простое множество. Тогда 

W( П (ВхА) Ф 0 . 

5 
- 33 -



При предположении леммы множество W£ П С( бесконечно. 
Если бы оно было конечно, то множество С; \ (W- П ) было 

бы бесконечное перечислимое подмножество дополнения Wc . 

Следовательно, после каждой замены маркера [В] в С; 
маркером [А] снова возникает подслучай 2с и ставится мар
кер [В] . В силу леюмн i маркер [В] заменяют на [A3 

только конечное число раз и, наконец, около некоторого числа 

z е Gt Л остается [В] . Это число ос и является элементом 
W-Л (В\А). Лемма доказана. 

Лемма 3. Если W£ бесконечно, то W- $ В\А. 

Каждое множество С: может содержать не более одного 
элемента из В\А, так как по 2в в множестве С j никогда не 
будет более одного маркера [В] . Отсюда, если бесконечное 
множество W- является подмножеством В\А, то W£ содержит 

элементы некоторых таких С. , что j>i . 
Рассмотрим шаг s , на'котором впервые для данного L в 

процессе -симультанного перечисления получают "ieW; "и х 
оказывается элементом с j > i . Для данного L случай 3 
возникает впервые и поэтому пока еще не может быть заключе
но, что Nj удовлетворено. Если X не получил маркер М 
раньше (для удовлетворения какому-нибудь другому условию 

, NK ). то х получает [А] на шаге s . В обоих подподслу-

чаях имеем же А, т.е. 

хеWt и хФ ВчА . 

Лемма доказана. 
Утверждения 2) и 3) теперь следуют из лемм 2 и 3. Ут

верждение 1} следует из 2), так как А £ В. Теорема дока
зана. 

Следствие. В решетке 6 конгруэнции У и С (VУ ) не 

совпадают. 
Для доказательства рассмотрим множества А и В из тео

ремы. В силу 1), 1А - 8i = В\А . Из 2) и 3) получим соот

ветственно 

А^В (С(УП и A = ß (У) . 
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KONGRUENTSIDEST REKURSIIVSELT GENEREERITAVATE HULKADE VÕRES 

R.Prank 

R e s ü m e e  

Vaadeldakse kongruentside seost ideaalide ja filtritega. 

Antakse piisav tingimus selleks, et kongruents nulli ja ühi

kuga distributiivses separaatses rekursiivselt tihedas võres 

[7] oleks minimaalne ваша ülemise tuumaga kongruentside hul

gas. Näidatakse, et lihtsuskongruenta У rekursiivselt ge

nereeritavate hulkade võres £ pole minimaalne. 
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OH CONGRUENCE RELATIONS IN THE LATTICE OP RECURSIVELY 

ENUMERABLE SETS 

R.Prank 

S u m m а г у 

Let £ be a distributive lattice with greatest element 

1, О a congruence relation in <#, and VC = Ix (0)1 • 
The congruence relation С ia minimal for filter VC [З3 

if ^(C)*=>(3teV0)L-xnt = yntl. 

The element к at & is hyperhypersimple if the set of ele

ments >c is a Boolean algebra. 

Theorem 1. Let iß be a distributive separated recursi

vely dense lattice [?] and С a congruence relation in iE 
such that 

as He) =? (3 ю) [ic hyperhypersimple & ante = l-flic] . 

Then С is minimal for the filter VC. 

Theorem 2. There exist recursively enumerable sets A 

and В such that 

1) A<= В, 

2) if 5 is any simple set, then (B-A)n5^0, 

3) B-A is immune. 

Corollary. The congruence relation У ('simple with*) 

in lattice £ of r. e. sets is not minimal for filter V^. 
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СЕМАНТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ПРОСТОГО ТЕКСТА 

К.Койт 

Кафедра математической статистики и программирования 

В статье [1] определяется утилитарная семантика «*, как 
некоторое множество кортежей алфавита о ={ , Аг,.. f, RH , 

Ra »•••»"•») > и привддится алгоритм 20t о,»3, который каждо
му элементу М утилитарной семантики (понятию) ставит в соот
ветствие определенный кортеж Т = Z0(M) алфавита <а (синтези
рует текст Т понятия М). 

В настоящей статье предлагается обратный, анализирующий 
алгоритм £л , перерабатывающий любой кортеж Т алфавита Sl в 
соответствующее понятие М (смысл текста Т). Алгоритм состав -
ляется в предположении, что текст любого понятия М^е^Г* пред -
ставим з виде 

где Т-^ - тексты компонент МJ и М;' понятия М; (j = 1 

или j = 2); TL , Тс ' , TL - некоторые кортежи алфавита % • 
£0(М-) с Е^М^) ни для одной пары понятий М£, Мке$*( t / * )• 

Пусть задан текст Т = Т4 Тг ... Т . Построим алгоритмZa 

в виде композиции нескольких алгоритмов. 

1. Обозначение начала текста 

Алгоритм 

Z4 = >А => о, 

заключительно преобразует кортеж Т в кортеж Т. 
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2. Обозначение исходов анализа 

Алгоритмом 

2». = ... Tio -*^ ... T.e *4 ^ Ц 4 tj. , *ЧЙ> 

4 Tv V z- ( R* 4j *«> 
для некоторого понятия R^A •А к« 

>u4Ti^T.«4 ' 
> "« "* <°5 

> "6
Тс" "*• ТI w6 > «« - "а 

> "2"3 -» "Ч * °\TI TL "V 

>»Л т"> ̂ из,->^>Т?Т' -» Т-Т; 
>«д.'-ТЧ>Т1(;Тс>^А/ 

d  (ZJAJ-Ъ ) А Л6") к. 

>Ti u)^->ü)4 >r̂ i" ̂  -*• w4 > ич- А >Tt"u3s •* tisT." 

кортеж Q, перерабатывается в кортеж Qz = Р' Р", где в кортеже 

Р' алфавита a'uf из5̂  через букву о5 обозначено первое начало 
возможного анализа, а в кортеже Р" алфавита si' и {оэ^ бук -

вой ел,, обозначена все остальные начала, причем проекция корте

жа Р на алфавит а - кортеж Т. 

3. Первое сокращение 

Алгоритм 

n2v"T4"z-(R'.A/-)' 
.  Z„(Aj)-T<^ 

>тХ-вД<: >т;л: - а:т; >тХ~ад;. 

>Т;'ю,-* "Д; (Rtve% i Aj,AKe e) 

перерабатывает кортеж 02 в кортеж ' 

^=^А'А^д;^...те;те:те;...ТрР-, 

гдеТ к + 4  ... Т. ... Т t a_ 4  = Z 0( R^Aj А к), при ̂ А- А к
е  $ , 

>4-2.^). d 
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4. Повторное сокращение 

В результате применения алгоритма 

= > «о 7 ' ...ТС
-...Т/ -> (?, А: о Т;"' 4  S t ,  1 . Ц  i q ,  К ,  к .  9  

fV:V-V z*  f c A|A.\ 

ЪА;АксГ,*<(у' тч> 

>ояХс'...Т£...Ti1 -» RvA-V-V 8 LA Ч j 9 tA 

fTi4-\...T4 = Ze
(P,,A.AKb 

^а.ал 9г% ZJA.y-T^, 

цлкц, Ze(AK) = T^) 

> "ГТ* -» Т/ со, > e4 R,: -> R^ 64 

^Ч'-А/Т^е д! -> A?e4 

> АкА- -* Aj"AK > R^' - Rk  > Aj" -* Aj 

>A/^Ai , 
. )  Aj , A K€@ )  

>1;'^ -> UglV > Og ~* a)s 

к кортежу Q3 получается корте* 

m
4AJ М4Х|...T^ WJT^'T^...TpP* , 

причем М = М, AjAz
е $t* (доказательство аналогично доказатель

ству теоремы 3 в статье [1]), ZJM) = Т„ ... Т ... Т : Т = 
= Z 0 (  А.).  4 , 1  %  A V  4  

d 

5. Проверка на продолжение 

Алгоритм 

2«- > м,т' - ГЧ - st' - -Л 

Ч  
> S UG S 
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перерабатывает кортеж Ö,, в некоторый кортеж Qr: 
если т; ...Т' = Тд'... Т' = Р" = А , то 
<?Г= Q,v- м4А;М4т;<; 
есж Т4' ...Т' ^ А , ... Т' = Р" = А , то 
о5= еи = м4А]мат;... т'Л<с; 

при Т j ... Т ' = Т J ... Т' = А, Р" Ф А имеем 
Qs= 0.тл = мХ'млГи), £ D'-
если Tj... Т'^ Л , Т; Т' = А , Р" ^ А , 
Qs-= Q5* = мл/мл; ••• Т^,Ч0Р"; 

при Т4' ... Т' ̂ а получаем кортеж 
<?у=^=м/А/М,Т; ... T^T^cTj ... Т^Р" 

6. Первое сокращение справа 

Алгоритм 

2в =. > у /о Тц, • • • Ti -* Ri Aj' Ак ' ^2Тч' 

6Tt. Т^2ДЛЛ); МЛ 

2.(А^)-ТЧ) ' 

 ̂ бд -» £3Т  ̂ > -*• Тс <«з<0 

(£3e { ̂R, 7 Aj , Aj j) 

работает следующим образом: 
2^6 = ̂бс °РИ t= 1,2,3,4; 

z e<Q w>-Q« -•«, а'м.^-а,-  a k "  t ;  ...  т^т  
... т;«е TV ...'т' P", 
где -1^ ... Tu-< = Z.c(f?#vAlAK), ^AtAK 

Zo(A8) = Tt . e 

7. Повторное сокращение справа 

Пусть задан алгоритм 

Z,- -Ч''ч -4.T.V 

У ) 20(A^.)-l£^) 
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MjA^ g* , ŽJA.) = т£д , ZJAK)-TtV) 

> W41Tc' -+Tl 4l* > £* •* e4 

A e  ,  ̂ " » Y ' A f j )  

>т-А;-А;тс'>е,А:'-»А:х 

(бл(Т-, 7̂ A;}> 

> АГ А." -> Aj а; > RjJ -> R^- > А - • -> А Г 

> Aj - АГ > Т-' с^3 -> и,Д' > Ü13 -> u44 . 

В -результате применения алгоритма 2+ к кортежу 06 получается 
кортеж^, причем С?> = 0^ = Q6C , если С= 4, 2, 3, 4; 

-м 4  А- мд;.. .^ т; м;а'-  мдг;  ...  t j  ̂  д  'tJ- tf' р" , 

если Qe = Qes- Здесь A/(Afc А/а <£ ЭД *, 

8. Соединявшее сокращение 

Пусть задан алгоритм 

= >44 ̂ ЧЧ 

ДЛ , е,«К-,А/»А/"1) 

>«д ••"•ч-»•.'--«л-

M A « »  i  

'"j 
z„(A,)-Т;, , Z„(A„> - Тч) (t) 

> «л: • -С • -• ...Ti'- i?i „„ o.ijf 

(Tt ..Д ...T, ...T(l...T. ~že(i?=A.AK),. S *t 1Л 11 J 
MjA|ie %  t  2o(A^) = , 

4 
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>Tc"4z- »«т/> т;  -  «vr i  

> 6?Rfv'Û  

> ei RfJ M« -* RiJ Pc > Aj~ Rfi -* Rd 4« Aj 

> Aj~Rk'u<4 - Aj > fy,' ^ "*A 
>£ge/o-*e,oe

g 

( £ * e i > ? C , A f , A / ]  , 
<.« №ЛЛ~]> 

> ьи®к "«•-* 

<£,Л |Т/, /?к7 A..j) 

> 
Ri ̂ А," "is"* "/JTPi > Aj RL "vs-"* P<v' wvsA/ 

> Aj " «,5 ̂  RfJ Aj > Aj ̂  45-> ̂  «e 1 

>R#><s -* • 

Алгоритм Z, перерабатывает кортеж Q, в определенный кортеж 
Qg . Если (?*= <?*; , то Qt = <?,; = t?*£ ( с=1, 2, 3, 4). 

Если <?t = @>5 и левая часть некоторой из формул (4) или 

(2) входит в кортеж £?f5-, то 
о, - к, A: Kj; ...т^Т,:Та;... Т- Р', 

где К 4 Ае К Т +̂4 ... Тд̂ -1( = Ž-oCK^ Ае ), Ze(Ae) = 

= * 
Если QT= Q>s., но ле:вая часть ни одной из формул (1), (2) 

не входит в кортеж Q4S , то • / 
<?, - <2^= N;A;-ni;M,A;Mi4J;... 

I о" 
J6 l b 2. 1 < I 

rn ' гр l« m' Т ' Т ' Т ' Т ' ' 
"• ̂  м ••• •'/у- i<jc •" 

9. Внход из тупика 

Алгоритмом 

2Э =  
> еи. и )ю~* ^<0 

> ЧюГс ^ло 
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> "li. -* 

у, -/"J» 

««=iTi,Tf,Tz-j; 

>4o -» А > WÄ- A >TL-'"<ug -* A>T-"(041 -* Чн 

кортеж Qg перерабатывается в кортеж Qg. 

Если Qs - Qx4 , то 
Q9= ̂ = m,A,-% , 

где M, Д. M^yi*,d ZJM1 Aj Ма ) = Т. 
Если Q, = Q,t , то <?g=<4s®A-
При Qg = Qg3 получаем кортеж 

Q g  =  Q q s -  A j  M t t u 6 P  .  

При Q,= имеем Q, = Qälf = P", 
при Qf= Q#5 получаем Qq = Qes=Qgs-
Если <?,= (? , то Qg =d^= P". 

Пусть Z/0- повторение композиции 

Z-лл ~ 2Ч > •• • > Z.3 ? 

управляемое алгоритмом 

^ - >e w-A 

^GiR(C,A:7Aj™,^,Ai7Aj,Ti,TA 

T f , T c " , ^ K  I  K * 3 , 1 , * , * 0 , 4 1 , 4 2 ] ) . -

Композицию ZH повторно применяют к обрабатываемому кор
тежу тогда и только тогда, когда Qs = Q85 , поскольку алго
ритм 1АХ аннулирует все буквы, кроме u>s . 

Пусть ЪАЬ - повторение алгоритма 

^чч ž-z > > 7 

управляемое алгоритмом 

ê
s^TV,T/",k\,^,A;7 а;,Й', А'-

^ I к = , -гф.: ; ' л ' 

Алгоритм Z 4и управляет переходом к новому началу анализа. 
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40. Окончаний алгоритм 

(А^«> 

заменяет букву А- алфавита е' соответствующей буквой А• е 
<= ® . . <1 и 

Образуем алгоритм 

za= > zie • 

Алгоритм работает следунцим образом. 

Применением алгоритма Z  слева к кортеиу Т прибавляет
ся буква о, . Затем применяют алгоритм Z4i . Процесс начи
нается с применения алгоритма Zz . Обозначаются все подкорте-
жи (являющиеся текстами некоторых понятий Msg* )? с которых 
может начинаться анализ. Если таких начал нет, то имеется две 
возможности. При Т = ЯсДА^ ) получается простое понятие А; . 
В противном случае кортеж Т аннулируется. Если число возмож
ных начал отлично от нуля, то полученный кортеж анализирует

ся, начиная с первого (слева) отмеченного подкортежа, который 
сокращается до текста Тс первой компоненты М i соответ
ствующего понятия Mt-e 6jf*. Вместе с тем начинается образова
ние понятия (алгоритм 13 ). Затем применяется алгоритм Яю , 

являющийся повторением композиции Z4I , которое управляется 
алгоритмом Z15 . В полученном кортеже сокращаются тексты по
нятий М -е gf*, содержащие в качестве подтекста выделенный 
текст Tj . Одновременно вводятся дополнения в образуемое по
нятие (алгоритм Z4 )• Если сокращение оказывается невозмож -
ним, то имеется две возможности (алгоритм Zs ): либо заданный 
текст уже сокращен до текста некоторого простого понятия и 
образовано некоторое понятие М , либс (если текст не исчер
пан) следует анализировать подтекст, находящийся справа от 
отмеченного текста . Подкортеж сокращается до текста Тк 

некоторого простого ПОЕЯТИЯ И образуется соответствующее по
нятие Р (алгоритмы Zs "И .1, ). Алгоритм Zg coi ращас т остав
шийся текст, содержащий отмеченные подтексты и Тк 

и образует понятие, компонентами которого являются понятия N 
и Р. Алгоритм 1 ̂ аннулирует сокращаема® кортеж и образуемое 
понятие в тех случаях, если невозможэн дальнейший анализ (ли
бо отмеченный текст Т -L оказывается концом сокращаемого кор
тежа, либо спраьа от текста неюзможю сокращен!.е, либо 
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подаортеж, содержащий отмеченные текста и Тк , не явля

ется текстом понятия). Беж оставшийся кортеж (текст) не пуст 
(это проверяется алгоритмом ), то повторяется алгоритм . 

В противном случае уже совершен анализ текста некоторым спо
собом и либо получено понятие, являющееся смыслом заданного 
текста, жбо пустой кортеж, есж анализ с выбранного начала 
пошел в тупик. Теперь проверяется (алгоритм ), попробова

ны ж все возможные исходы анализа. В утвердительном случае 
применяется окончающий алгоритм Z.l&. В отрицательном случае 
повторяется алгоритм Zti . 

Таким образом, результатов применения алгоритма Z a  к кор
тежу Т является жбо пустой кортеж, есж Т не является текс

том понятия, жбо кортеж 

^ Рz 1 

где = ZC(T) - возможные смыслы текста Т; t= 1, 2, ... , 

ср i. 
Наконец отметим, что анализ и синтез текста имеют сущест

венное значение в разных задачах, связанных с автоматической 
обработкой информации, как, например, автоматический поиск ин
формации, перевод с одного алгоритмического языка на другой, 
автоматическое составление рефератов,изучение процессов ситуа
ционного управления большими системами иж группового принятия 

решений и т.д. 
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LIHTSA TEKSTI SEMANTILISE ANALÜÜS 

M.Koit 

R e s ü m e e  

Artiklis konstrueeritakse algoritm Markovi nor-

maalalgoritmlde kompositsioon mis leiab antud tingimus; 

rahuldava teksti kõik tähendused ja osutub seega töös . [1] 

esitatud sunteesialgoritmi pöördalgoritmiks. 

SEMANTISCHE ANALYSE EINES EINFACHES TEXTS 

M.Koit 

Z u s a m m e n f a s s u n g  

In dem Artikel konstruiert man ein Markow* scher Algo

rithmus der alle Bedeutungen eines gegebene Bedin

gungen befriedigenden Texts findet und damit ein Umkehralgo-

rithmas für den synthesierenden Algorithmus [13 ist. 
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ОБ ОЖОМ КЛАССЕ ПСЕВДОРИМАНОВЫХ ОДОРОДВЫХ 
ПРОСТРАНСТВ 

А.б-ляЕавр 

Кафедра алгебры * геометрии 

В в е д е н и е  

Хорошо известно, какую роль в дифференциальной геомет
рии играет теорема де Рама, сводящая изучение одвосвязнш 
римановых многообразий к изучению только голономво неприво

димых многообразий. В дальнейшем By С.12] нашел леталь
ный аналог разложения де Рама для односвязных псевдоримано-
вых многообразий, а Номвдзу [6] и Костант ([83 уточнили 
нюансы этого разложения на случай, когда исходное многообра
зие наделено структурой редуктивного однородного пространст
ва. 

Учитывая обнаруженную Сэйглом [Ю] связь между го-
лономной неприводимостью редуктивного однородного простран
ства и строением некоторой неассоциативной алгебр!, естест
венно возникающей на всяком таком пространстве, в данной 
работе найден аналог разложения де Рама касательного прост
ранства ТС(М) для целого класса естественно-редуктивных 
лсеадоримановых пространств М, определяемого как класс ре-
дуктивных "максимально не симметрических" однородных прост
ранств. 

1. Предварительные сведения 

Пусть. <3 является связней группой Ли с алгебре! Ли 
I и Н - некоторая замкнутая подгруппа группы & с под
алгеброй Ли Iv, Пара , М называется редуктивной парой, 
если в существует такое подпространство т,) называемое 



редуктивннм дополнением иж оснащением, что' q = h+tn (прямая 
сумма) и . Соответствующее однородное пространст

во G/U называется (локально) редуктивннм [3, 9] . В слу
чае [nv, bv]c А, редуктивная пара (cj 7 L ) называется симмет
рической и G/H (локально) симметрическим однородным прост

ранством. 

Пусть (cj, М - редуктивная пара с фиксированным разложе
нием ^ = h+m. Условимся проекцию вектора или подпростран

ства из ̂  на h (соответственно tn) обозначать индексом к 
(соответственно т, ); например, для имеем Х = . 

Следуя С10] , редуктивное дополнение т, наделяется структу
рой неассоциативной антикоммутативной алгебры с умножением 

Х-У = для любых 

Эта алгебра связана с канонической связностью без кручения 

V на G/H: 

(VVT)0=^X-S . 

Очевидно, что редуктивная пара (g, ̂ ) с разложением q=k+tn 
является симметрической тогда и только тогда, когда tri = wm.=o. 
Нас будут интересовать случаи, когда ( Ojyh ) не является сим

метрической парой. 
Для фиксированного разложения с^= h+m, из тождеств ал

гебры Ли следуют равенства 

(1) Ъ - Ч  - - Ъ - Э Е  j 

(2) [$,L^,Zy = 

= ($-S)-Z + (^-Z).3r + (£-X)-^. 

(3) [ЗЕ -^+И-Z,3E]fc + CZ-^'У!^ О ̂ 

(4) = + j 

(5) pU,S-W-DU,-2]-* +ЗЕ 

где $,У,Не лт, и U e h  . Из равенства (5), в частности, сле

дует, что отображение г/>... ~ » 
ad** дня 

является дифференцированием алгебры м- ; обозначим ad^U=j(U). 
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Алгебра tn, называется простой, если г<ъФ0 и m не со

держит собственных идеалов, Оказывается, что голономно непри
водимые редуктивнне пространства G/H можно характеризовать 
в терминах алгебры т . Например, есж 1 G/H - односвязное 
псевдориманово пространство, то оно является голомно неприво

димым относительно канонической связности без кручения тогда 
и только тогда, когда алгебра т проста СЮ] . 

Пусть g - полупростая алгебра Ли и К - ее подалгебра. 
Пара (cj, L) называется парой Киллинга, если в ^ существу
ет такое подпространство 'т, , что с^ = к + т и Bfft-, to) = О, 

где В - форма Киллинга алгебры q . В этом случае дополни-
^ ji 

тельное подпространство tn определено однозначно и «rrv •= К » 
= I B 7fv)=0^. Однородные пространства, локально опре

деляемые парами Киллинга, являются частным случаем аффинно-

однородных пространств Я.К.Рашевского [3] и естественно-
редуктивны в смысле Кобаяси и Номидзу [6 ] . 

Невырожденность и инвариантность формы Киллинга В на 
алгебре Ли Cj [2] влечет невырожденность и инвариантность ее 
ограничения на алгебре т [4] , т.е. для любыxXfyletn имеет 
место , 

Подробнее с некоторыми результатами о парах Киллинга можнс 
ознакомиться в работе [4]. 

2. Пары Киллинга с идеально ненулевым умножением в т . 

Пара Киллинга (g, К) называется парой Киллинга с идеаль
но ненулевым умножением в т. , если алгебра tn не содержит 
идеалов п , удовлетворяющих условию п - О . 

Следующие предложения указывают на существование указан
ных пар Киллинга. 

Предложение 1. Любая несимметрическая пара Киллинга 
,к) с компактной g является парой Киллинга с идеально 

ненулевым умножением в m . 



Доказательство. Пусть существует такой собственный идеал 
tv в гп , что <г2 = О . Тогда 

О = В(*ъ2, m.) = B(nrh-'trv)c ß(h/.?/г)# 

что противоречит отрицательной определенности формы Киллинга 
компактной алгебрн cj ([2]). 

Введем отображение 

Ш): - ЭЕ/^ет. 

На алгебре m , равно как и на произвольна конечномерной алт-
гебре, можно определить форму Киллинга ВОЕ,^), Полагая 

B(Z>)=tr(L($)-L (У)). 

Предложение 2. Пусть (tj -Л) - пара Киллинга. Если огра- . 
ничение' формы Киллинга В алгебры g на т совпадает с фор- , 
мой Киллинга самой алгебрн т , то пара (g, h ) есть пара 
Киллинга с идеально ненулевым умножением в m . 

Доказательство. Пусть (с?, h ) - произвольная редуятив-
ная пара с разложением а = К+<п и ъ, - идеал в #и , удов- , 
ле творящий условию п*=и . Выберем базис в п я дополним '' 

его до базиса в tn . Тогда для j6£ft , ̂га преобразования 
L ($) и L(^) будут иметь вид 

(о ОХ „ (* ох 
\х о / \* к /, 

соответственно. Следовательно,^ tr(U9E)Lf^)) = О , 
и потопу В(п.,1н) - О , где В - форма Киллинга алгебры лг. 
Отсвда следует, что в случае невыравденгости дормы В , ал
гебра m не содержит вдеалов #г уцовлетворнющпх условию 
1П/г = О . Теперь наше утверждение следует из ш внроаденнос-

ти ограничения формы Киллинга В алгебры cj на m . 

В общем случае имкет место формула В (£, )  = t r  ( a d g £ • 
»ad ^) = tr (L(«)L(   ŽtrffOE, *) = В CX, Ч) + 2trff('X Д) 
9 

где 
6С$. У)-tn.-» лг Z•—*[Ж,СУ 2], ] для $,y,Z6<n (СИ]). 
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Следовательно, ограничение формы Киллинга В алгебра g на 
га, совпадает с формой Киллинга В алгебрн <т, тогда и 
только тогда, когда tr S (X,  ̂  ) = О . 

3. Разложение алгебрн >пь . 

Теорема 1. Пусть L) - пара Киллинга с идеально не
нулевым умножением в м и алгебра Ьъ не проста. Тогда яв
ляется прямой суммой hol (В) - инвариантных простых идеалов 

= ?  (1) 

причем это разложение ортогонально относительно формы Киллин

га алгебры cj и 

(а) [А,, nv£] с tni • 

(И [fn-^nv-J с h + m.i (fn-c • т.^ с mi) • 

(с) Du£, = О для tifcj . о, 

Доказательство. В силу непростоты алгебра frv содержит 
собственный идеал. Тогда, согласно лемме 5 из [10], множест
во собственных <Й(к) -инвариантных идеалов алгебры т, не 
пусто. Пусть идеал т0 минимален в этом множестве, т.е.*п0Ф О 
и не существует идеалов, строго промежуточных мевду О и лгс. 
Пусть, далее, м» обозначает ортогональное дополнение к т0 

относительно В , т.е. = { 3: е «i IБ (£ 7-т,0)=о]. в силу ра

венств 

&(lfti0, U, frv0) = В (<nö, С А-, mj) = О, « 

B(tnõ* m, m0) = В (гп'0 ? ьг - m.0 > = О, 

оно также является <$( к) - инвариантным идеалом в m , Пока
жем, что m,onm/ = 0. Если это не так, то минимальность т0 

влечет за собой включение tn0<zcn!a . Это означает, что 
В(пг0, мо)=0 ,откуда В(/п„7 т.) = В(*п0} т0-т.) = О 
Следовательно, лг/ = О , вопреки условию. 

Итак, мы установили, что т0 г т'0 = О ,т.е. ограни
чение формы В на т0 невырождено, ̂ и потому m является 

4) 
Подпространство m,c является В-подпространством в 

смысле [7]. 



прямой сушой подпространств и mõ • Равенство В(ftw,,-nv)=0 
влечет 0 = В(лц>,пг0-лг)= В(лу/п£;«г). Но Bftv-r-v^ Pv) = О , 

потому B(*v<K,a)=0 и m0-tn'c = Q . Следовательно,[<m01ir$ch и 
В([лг0,т^]7»н) = О . Далее, В([пгв7̂ ]^)= ВОтг^Цлг^ R.]) с 
с В(лгв,т..0=О. В итоге В([мо,<]^)=0 и [<и07*< 3 = 0 . 

Из включений 

[4, Uc kt [Цпг0]с<и0, [*u0,t«,0] = Lm0,m.J^+ m0-m-0c к + т0 

вытекает, что Lo= к +*по является подалгеброй Ли в ^ . Так 

как В(Л.в,-Лгд)*0 , то (у7к0 ) - пара Киллинга. Она является 
парой Киллинга с идеально ненулевым умножением в гл,'а . Дейст
вительно, если л,-такой идеал в tn'0 , что пг = О , то п 
является идеалом и в т, , так как n-m- = п-(*я0+гп,'0) = а-пг'с с п 

(ведь п-#п„= О), что противоречит условию. Теперь, если 

проста, дальнейшее разложение невозможно. Если же т'0 непро
ста, то условия теоремы наследуются парой (а,/10), и процесс 
продолжается до тех пор, пока го не разложится в прямую сум
му простых идеалов, взаимно ортогональных относительно формы 
В . Так как алгебра голономии Hod(В) связности, определяе
мой формой ВОЕ, У ), порождена всеми отображениями ЦОС) 
[li], то все т; являются ко1(B) - инвариантными. Заключения 
(а) - (с j следует непосредственно из доказательства. 

Покажем, что полученное разложение (1) алгебры #д, являет

ся аналогом разложения де Рама касательного пространства 
Тс( М) = т. . с этой целью уточним формулировку теоремы де Ра

ма на случай риманова однородного пространства. 

Теорема (де Рам L6] ). Пусть М = G/H - сдносвчзное ри-
маново ествественно редуктигзное однородное пространство с 
фиксированным разложением g = k+m, и Ф- группа голономии ри- • 
мановой связности. Тогда 

1) имеет место разложение 

#и = #по@ iü4© .. .© fry ^2) 

в прямую сумму взаимно ортогональных ф-инвариантных подтфо-
странств, единственное .л точностью до порядка; Ф действует 

тривиально на <то и неприводимо на m.j (1 & ž р) . 
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2) имеет место соответстцупцее разложение М»мо«М4«...»ир 

в прямое произведение римановых пространств таких, что по
является касательным пространством для Mj (О £ j 4 р ). 

Заметим, что в разложении (2) каждое tri- (jявляет
ся идеалом в m , так как + #п^-т^- = 0 р 

(см. [6] , стр. 213). Далее, всякий коммутативны® идеал Вк 

алгебрн т, является центральным (действительно,тк-ьг=тк-т,к= 
= 0 ), и потому алгебра т, раскладывается в прямую сумму 

своего центра 5 и подалгебры k , не содержащей комму
тативных идеалов, подобно тому, как любая редуктивная ал
гебра Ли разложима в прямую сумму своего центра и полупро
стой подалгебры. В разложении #rv=.6m- можно изменить по
рядок таким образом, чтобы S = Яс^..щЙ16 и 4=т5<1@...@/гьр 

давали, соответственно, центр и "полупростую" подалгебру ал
гебры т . Тогда справедлива 

Теорема 2. Пусть M = G/H - односвязное риманово ре-
дуктивное однородное пространство с фиксированным разложе

нием Тогда m.=FS©fe , где s и к - идеалы в m , 
причем s - «г = О. Имеет место соответствующее разложение 

е/н = е«/н «GJH, 

где G,/H - симметрическое пространство с касательным прост
ранством S , a GJH - несимметрическое пространство с 
идеально ненулевым умножением в касательном пространстве к.. 

Из данной теоремы следует, что односвязные римановы 
однородные пространства G/H , определяемые парами Киллинга 

(у, к ) с идеально ненулевым умножением вm , образуют ес-
-тественный класс редуктивных "максимально не симметрических" 
пространств. 

Теорема 3. Пусть M=G/H - односвязное однородное прост
ранство, определяемое парой Киллинга (q, к) с идеально не
нулевым умножением в пг. Тогда в случае положительной опре
деленности формы В на ьг (т.е. в случае риманова пространст
ва G/H.) разложение (1) алгебрн m является разложением де 
Рама касательного пространства Т0( М) -го. 
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Доказательство. Как указано вше, в разложении де Рама 
(2) каждое является идеалом в tn . Далее, риманова связ

ность, определяемая формой В, совпадает с канонической связ

ностью без кручения, и потому алгебра голономии Aoi(В) этой 
связности совпадав? с алгеброй Ли, определяемой отображения

ми ЦЭС):( Cli] ). Цусть теперь некоторая ал

гебра mj непроста, т.е. содержит собственный идеал nj ( в 
предположениях теоремы fnj' Ф О ). Ввиду Я- • ih j1 = 0 ( здесь 

= {Же #rv|B(3fJhLj)=0} и m, = nlj © /п.j1 ) , 

подпространство fvj является идеалом ив», т.е. L(m,) 
- приводимым подпространством, что противоречит голономной не

приводимости ih-} и потому алгебра inj проста. 

Теперь желаемый результат явится следствием следующей 

Лемма 1. Пусть jfi - конечномерная неассоциативная ал- \ 
гебра такая, что 

где и Х- - простые идеалы алгебры 4y...rtn, ) 
4r...+v) ® . Тогда м. = а и для каждого 56- существует 

4с Ui) такой> что = KjU) -
Доказательство. Для каждого рассмотрим идеал 
. Если ^ЛХ- = 0 , то И-с^П1=0. Так как £ = 

= , то =0 , и потому 3^ = 0, что проти

воречит простоте Q . Значит для некоторого / = j (1) идеал 
^ П Х.(0 * О и тогда' 

А п = , 

в силу простоты идеалов , и Х-н) . Аналогично изложенному, 
®CjU) и + £г- 1, и 

далее, по индукции, для каждого 2ßt- найдется соответствующий 

" V "Г— — — "Ч ' — "-JHJ -
найдется j(2) такое, что <5бг= л-(2) и £^£ г  = Х- ( 1 )  + Х- ( ,  
далее, по индукции, для каждого 2ßt- найдется соответс: 

• Лемма доказана, а с ней доказана и теорема 3. 

Следовательно, полученное нами разложение (1): 

m, = fn0Svm-l|©...@r гп-^ 

действительно является аналогом разложения де Рама касатель
ного пространства Т0( М) = w- односвязного псевдориманова 

- 54 -



однородного пространства М = G/H , определяемого парой Кил

линга (<2, к) с идеально ненулевым умножением в #rv . 

4. Разложение однородных пространств 

Редуктивная пара (^ М называется эффективной, если А, 
не содержит нетривиальных идеалов алгебры g (в этом случае 

группа G действует на 6/н эффективно). Как показано в Щ 
для всякой эффективной пары Киллинга , L) имеет место ра
венство к = . 

Теорема 4. Пусть (д, к ) - эффективная пара Киллинга. В 
предположениях теоремы 1, если *п=Дт,£ - прямая суша раз
ложения in на <S(М - инвариантные подпространства, то 

'(1) являются идеалами в | ; 

(2) 9 - ® 

Доказательство. Так как каэдое является <8( А,) -ин

вариантным подпространством, то подпространства ^=Cft4im£]*v 
являются идеалами в ft- ([4], леща 4) и потому 

, М = E[m;, т,-]̂ + т.£,Л]с <uc = . 

Далее 

C«uc, tn,] = Cw.£, т.„+...+ mj = [«i£r̂ ;]c [т.^т,г]^+т£ = ̂.7 

и, наконец, 

CC*»v£, *п] с С«ijl, tn.] с С t ftv£ 1 т] , «v£] = 

= LCw£l<n]^-Kn£-fn, т,;]с[.[#|г£1<ги]^ + т£7т.;]е 

сС*пйпг;]^+т-; = 9; • 

Тем сами л доказано, что 

L^nv]'^-, 

% 
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вследствие чего подпространства gt- являются идеалами в а . 
Из эффективности пары (cj? L) следует 

К = LM.M,3» » LZ!£ А,- , 
' K t = o 1*0 ^ iro L' L ъ 1*0 1 7 

так как Ьн;гтЛ=0 при i *j . Покажем, что полученная сумма 
является прямой суммой. Пусть X е А.; Л А • для некоторого 

£ ¥ i . Тогда и поэтому 

tX,m]c[Ä,^] + ... + [Xî ]=0 . 

В силу точности линейного представления изотропии <9( А,) 
имеем X = 0 и потому к-  Л к-  = 0. Теперь &=A,0®...®A^ и ^ = 

= < 0̂@...©с|ч , что и доказывает утверждение. 

Аналогичная теорема длр случая римановых редуктивных 
пространств была получена Б.Костантом в [8] . 

Следствие 1. Пусть (g, А,) - эффективная пара Киллинга с 
идеально ненулевым умножением в m . Тогда простота алгебры 
Ли ^ влечет простоту алгебры т . 

А.Сэйглом в работе [10] указано соотношение между го-
лономной неприводимостью редуктивного несимметрического про
странства G/H с разложением cj = к+т и простотой алгебры т . 

Теорема (Сэйгл ). Пусть 6/Н - односвязное редуктивное 
однородное пространство и у = к+т - редуктивное разложение. 
Если tn*О и G/H голономно неприводимо относительно канони

ческой связности без кручения, то алгебра т, проста. Обратно, 
если G/H является псевцоримановым и т проста, то G/H голо

номно неприводимо. 

Из следствия 1 и теоремы Сэйгла непосредственно вытекает 

Теорема 5. Пусть G/H - односвязное псевдориманово од
нородное пространство, определяемое эффективной, парой Киллин- , 
га (^. к) с идеально ненулевым умножением в л, и G проста. 
Тогда G/H голономно неприводимо относительно канонической 
связности <без кручения. 

Полученная теорема дополняет известный результат о свя
зи голономной неприводимости пространства G/H с простотой 
группы G в случае римановых пространств ( [6] , стр. 215). 



Как следует из построения теореин 4, редуктивная пара 

( fb ) является прямой суммой своих подпар ( kc ) [53 

и, в силу соответствия мезду подпарами редуктивной пары 

( ̂, ̂) и вполне геодезическими подмногообразиями соответст
вующего редуктивного пространства G/H [1] , имеет место 

Теорема 6. Пусть М= б/Н -односвязное однородное 
пространство, определяемое эффективной парой Киллинга (^,Ръ) 
с идеально ненулевым умножением в ш,, и алгебра т. не про
ста. Тогда имеет место разложение 

где кавдое М,-= S./H- является вполне геодезическим подмно
гообразием в G/H . 
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ÜHEST PSEUDO-RIEMANNI HOMOGEENSETE RUUMIDE KLASSIST 

A.Pljaiser 

R e s ü m e e  

Selles artiklis uuritakse loomulikke reduktiivseid homo

geenseid ruume, mis on lokaalselt määratud Killingi*i paari

dega [4] . Põhiline resultaat: reduktiivne üheselt sidus 

homogeenne ruum G/H , mis on poollihtsal rühmal S määra

tud tingimustega infinitesimaalaele struktuurile S/H, laguneb 

oma täielikult geodeetiliste alammuutkondade otsekorrutiseks 

või on holonoomselt taandumatu (kanooniliste seoste suhtes 

väändeta). 

OH A CLASS OP PSEUDO-RIEMAINIAN HOMOGENEOUS SPACES 

A.Fleischer 

S u m m a r y  

In this paper wis study naturally - reductive homogeneous 

spaces locally defined by Killing pairs C4] . The Killing 

pairs, in which algebra nv doesn't contain ideels wiih zero 
multiplication are of special interes t. Homogen sous spaces, 
defined by such pairs, prove to be mu<h nimilar to the Rie-

mannian reductive space. In particular, ;he B.Kostant de

composition [8] takes place in it, 

S/H = G,/H/ • • •" . 
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О ПОДМНОГООБРАЗИЯХ С ПАРАЛЛЕЛЬНОЙ ВТОРОЙ 
ФУНДАМЕНТАЛЬНОЙ ФОРМОЙ В ПРОСТРАНСТВАХ ПОСТОЯННОЙ КРИВИЗНЫ 

В.Мнраоян 

Кафедра алгебры и геометрии 

Введение 

В последние годы вышли в свет рад статей, посвященных 

подмногообразиям с параллельной второй фундаментальной фор

мой в евклидовом пространстве (см. [6-Ю] ). Вектор средней 

кривизны таких подмногообразий параллелен в нормальном рас
слоении. Поэтому такие подмногообразия включаются в класс 
подмногообразий, допускавших параллельное нормальное вектор
ное поле, которые (в более общем случае) рассматривались в 
[1]. В частности, оказалось, что подмногообразие, допускаю

щее параллельное нормальное векторное поле, несет ортого
нальную сопряженную систему поверхностей. Подмногообразия с 
сопряженными системами подробно исследованы в [4]. 

Имеется целый ~ряд работ о подмногообразиях с параллель
ным вектором средней кривизны (см. обзор [2] ), причем, в 
некоторых из них на нормальную связность накладывается ус
ловие тривиальности. 

В настоящей работе рассматриваются подмногообразия с 
параллельной второй фундаментальной формой римановых прост
ранств постоянной кривизны, причем рассматривается как об
щий случай, так и случтй с тривиальной нормальной связнос
тью. В первом случае доказывается теорема 4, обобщающая 
соответствующий результат в [7] , а во втором случае - тео
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рема 5, обобщающая соответствующий результат в [103. Тео

рема 2 является вспомогательной, а теорема 3 о псевдоомбил-
ческих подмногообразиях носит общий характер. Все теоремы 

доказаны в § 2. В § 1 приведены необходимые сведения из ри-
мановой геометрии. 

Все понятия, касающиеся пространств постоянной кривиз
ны, можно найти в монографии [3]. 

Пользуясьслучаем выражаю искреннюю благодарность моему 
научному руководителю профессору Ю.Лумисте за постановку 
задачи и постоянную помощь, оказанную им мне при написании 
настоящей работы. 

§ 1. Необходимые сведения из римановой геометрии 

1. Пусть Mw является hv-мерным подмногообразием од-
носвязного риманова пространства постоянной кривизны Mft(c) 
размерности п ( n > w) и кривизны с. Обозначим через v 

риманову связность в с ), а через Т(мт). и nCM^) -
касательное и нормальное расслоения подмногообразия М№ 

соответственно. Связность 9 индуцирует в касательном и 
нормальном расслоениях связности V и V1 соответственно. 

Для произвольных касательных векторных полей X ,^ и про

извольного нормального векторного поля | верны следующие 

формулы: 

У =-Ai($) + v$r-

Первая формула называется формулой Гаусса, а вторая - фор
мулой Вейнгартена. Первые слагаемые в гравых частях этих 
формул принадлежат касательному расслоению, л вторые - нор
мальному расслоению. В формуле Гауссе d являемся билиней
ной симметрической формой и называется второй фундаменталь
ной формой подмногообразия . В форм)ле Вейнгартена А| 
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является симметрическим эндоморфизмом касательного прост

ранства Тр(М№) к Мт в точке р и называется вторым фун
даментальным тензором подмногообразия Мт. Если q - метри

ка на Mj с ), а I^ - метржа на , индуцированная мет

рикой I , то имеет место соотношение 

§Ы$,К)Д) = д( 

где $ , У- £ Тр(Мт) - произвольные касательные векторы, 

a I е Np(Mm)- произвольный нормальный вектор (Np(M„J-
нормальное пространство к Мм в точке f>) . Пусть векторы 
е, &т образуют ортонормирований базис в Тр( Мт), а 
векторы образуют ортонормированннй базис 
в Мр(Мт). Положим си(г-^г.) = №е,р, где t,^= 
= (Ъ= i,...7a. " ' функции (£• на

зываются компонентами второй фундаментальной формы «, . Они 
симметричны по нижним индексам. 

Вектором средней кривизны подмногообразия Мт назы
вается вектор 

2. Нормальное векторное поле | на мта называется 
параллельным в нормальном расслоении (или просто параллель
ным) , если ^ = О для любого касательного век
торного поля X. 

Вторая фундаментальная форма ы, подмногообразия М№ 

называется параллельной, если для произвольных касательных 
векторных полей % ,4 ,Ъ имеет место 

V* («* (У,!)) - «* (г) - Vg.i) = О. 

Подмногообразие Mm, называется вполне геодезическим, 
если аЧ=0. 
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Подмногообразие Мго называется омбилическим втввси

те льно нормального векторного поля | , если на сущест
вует такая функция X , что А|= Д.1, где I - тождест
венное преобразование. Если это условие выполняется при 
|= Н, то подмногообразие Мт называется поевдаенбыи-

ческим. Если подмногообразие Мт является омбилическим от
носительно каждого нормального векторного поля, то оно на
зывается вполне омбилическим. 

Подмногообразие Мт называется минимальным, если Н=0. 

Обозначим через R" тензор кривизны нормальной связ
ности. Если на подмногообразии Мт тождественно выполняет
ся условие PN = 0, то нормальная связность V1 назы
вается плоской. Известно ([5] ), что PN=o тогда и только 
тогда, когда СА|, А^] = - А^А|= О для 

любых нормальных векторных полей | и ^ . Если нормаль
ная связность V1 плоская, то каждый нормальный вектор 
I е Np(Mm) локально можно продолжить до параллельного 

нормального векторного поля. 

3. Наряду с приведенной выше символикой и терминоло
гией для удобства вычислений будет использован также метод 

подвижного репера. Пусть х е ма(с ) - некоторая точка.Тог

да уравнения инфинитезимального смещения подвижного орто-
нормированного репера (х, е„, . .. 7 ) определяются фор

мулами (Ш) 

d x  -  ,  
, V (i) 
леа  = -си) х + tüj eÄ  , 

где з, ЗС, L, , п ,  с о *  +  а>у= о . Путем внешне

го дифференцирования этих уравнений получаются следующие 

структурные уравнения: 
j з х Л du) = со АО) , 
, 9  L  1 1 It ( 2 )  
dwx = CO xAW l + ссо лсо . 
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Если точка х принадлежит подмногообразию и произвол 

подвижного репера ограничивается требованием, чтобы 
ijj = 4 j... ,ль, то в(1) имеет место сол=о7 и^=пь+А,... ,ц,. 
Подстановка результата в (2) дает «*лы'=0 и в силу лем
мы Картана имеем 

• (з) 

В этой формуле функции и являются компонентами вто
рой фундаментальной формы ы,. 

§ 2. Подмногообразия с параллельной второй 
фундаментальной формой 

1. Р.Валден доказал следующее предложение. 

Теорема 1. (см. [10]). Пусть М связное, односвязное, 

полное риманово многообразие и А ковариантно постоянное 
сишетрическое поле преобразований касательного расслоения 
многообразия М. Тогда 

а) собственные значения А постоянны; 
б) распределения 

Тл={Хетх(М); АСУ.) = XX), 

где Тв( М) - касательное цространство к М в точке rc, X-
касательный вектор, а X - собственное значение преобра
зования А , параллельны и инволютивны; 

в) М разлагается в прямое произведение интегральных 
подмногообразий Мл , соответствующих распределениям Тл. 

Каждое Ма является вполне геодезическим в М . 
Пусть теперь Мт является шг-мерным связным, одно-

связным, полным подмногоообразием с параллельной второй 
фундаментальной формой односвязного риманова пространства 
постоянной кривизны Мл(с). Тогда вектор средней кривизны 
Н подмногообразия Мго параллелен в нормальном расслое
нии, т.е. VXM = О. Условие параллельности второй фун
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даментальной формы в терминах А&а1/ , где - базисное 

нормальное векторное поле, записывается следущша образен 
([6], формула (II)): 

0 = = Ч?(30Аг , 

где через V* обозначена сумма Уитни связностей 7 и V1. 

Выбирая епн параллельным Н и используя условие парал
лельности Н в нормальном расслоении мы получим coj f̂=0, 
(b = пг+2.,...,л . Тогда в предыдущем равенстве при оо= то-К 
исчезает второе слагаемое и условие ковариантной постоян

ности Ан относительно связности V* сводится к усло
вию ковариантной постоянности относительно связности V . 
Таким образом мы приходим к условиям теоремы 1, Поэтому, ес
ли А, 7... - собственные значения Ан , то утверж
дения а), б), в) теоремы 1 выполняются и, еледовательво, 

М№ разлагается в прямое произведение интегральных под

многообразий МЛ* , 5 = 4 j... у к j соответствующих 
распределениям 

Т^Ч^ад»); Ан«0-а«»}, 

причем кадцое является вполне геодезическим в . 
Следующие леммы дают некоторые дальнейшие свойства под

многообразий М^5 . 

Демма I. Вторая фундаментальная форма об6 любого впол

не геодезического подмногообразия М 5 в Мт является ог
раничением на М"*5 второй фундаментальной формы <* под

многообразия Мт . 
Доказательство. Итак, пусть - вторая фун

даментальная форма HAi относительно Мп( с ), а 

- вторая фундаментальная форма М^5 в Мт . Обозначим че
рез V связность в касательном расслоении подмногообра
зия М^5, индуцированную связностью V . Пусть 
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£,'У£Т(МЛ*) - касательные векторные поля. Тогда 

+<*-($, У) = 

= V^4 + о^($?У) + <*ЙЕ,1*). (4) 

Отсюда следует, что 

«s«,»)-*;(«, w+etfe,»). 

Так как МЛ* является, вполне геодезическш в М№ , то 
с*5 = 0 и предыдущее равенство принимав! вид: 

-.* ,*) г (5) 

откуда и следует утверждение леммы. 

Заметим, что из второго равенства в (4) и из об,! = о 
следует, что 

V*" 7«*- (6) 

Демма 2. Пусть является подмногообразием с па
раллельной второй фундаментальной формой в Ма( с ) и М"4-
некоторым его подмногообразием, определенным по теореме 1 
с помошью Ан . Если | е N (М^) - произвольное нормаль
ное векторное поле, 5ееТ(М1') - произвольное касательное 

векторное поле, а Д| - второй фундаментальный тензор 
подмногообразия М 5 , соответствующий полю | , то 

Ä|(9C) = А|(0£), (7) 

\ X = I ' (8) 

где V'1 - нормальная связность подмногообразия M"*s . 

Доказательство. Рассматривая поле ЗС как касатель
ное векторное поле к МЛ| можем написать 
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С другой стороны, если рассматривать поле j- как нормаль
ное векторное поле к подмногообразию M"*s , то будем иметь 

M = -Ä|(3) + v^. 

Таким образом 

-A|($HV^ = -Ä|(9E) + V^| . (9) 

Пусть теперь ^ еТ(МЛ*)- другое касательное векторное 
поле. Так как вектор средней кривизны Н подмногоооразйя 

Мт параллелен в нормальном расслоении, то из уравнения 
Риччи (см. [5], стр. 47) следует, что 

' ^([AH,A|]K,S) = 0. 

Из этого равенства и из произвольности полей X и Ч сле
дует, что 

= А|АЦ = .0 ? 

т.е. Ан и А| коммутируют. Поэтому, если Z€T*5-каса
тельный вектор, то AHAfc(Z) = A|AH(Z) = AäA|(Z) и, 
следовательно, A|(Z) eTas . Таким образом распреде
ления ТДб инвариантны относительно А| . Отсвда сле
дует, что в равенстве (9) в левой части - А,(Ж) при
надлежит касательному расслоени,о подмногообразия М"*5 . В 
Правой же части этого равенства касательному расслоению под
многообразия МДб принадлежит -А|($ ). Следовательно, 

А | (Ж)=А | (Х),  

Лемма доказана. 
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Леша 3. В предположениях леммы 2 вторая фундаменталь
ная форма подмногообразия M"*ä папаллельна. 

Доказательство. Пусть Т(мЛ5)- произволь

ные касательные векторные поля. На основании равенств 

С5), (б), (8) можем написать: 

V* - ooJK, V^Z) = 

= (<*(¥, £)) - «(V^,Z)-* ,V$Z) = 0. 

Второе равенство следует из параллельности * . Лемма до
казана. 

2. Таким образом, каждое интегральное подмногообразие 
M^s можем рассматривать как подмногообрази пространст

ва МJ С ) с параллельной второй фундаментальной формой. 
Обозначим через Hs вектор средней кривизны подмногообра
зия Мл5 • Тогда V'1HS= О и AHg является ковариантно 
постоянным относительно связности V'. Применяя снова тео

рему 1 к подмногообразию М^5, мы можем продолжать процесс 
разбиения подмногообразия Мт на прямые произведения ин

тегральных подмногообразий, соответствующих распределениям, 

построенным для Ан& таким же образом, как и для Ан . 
Далее, процесс разбиения повторяется аналогичным образом. 

Пусть М является каким-либо интегральным подмногообра

зием, полученным на каком-то этапе процесса разбиения под
многообразия Мт . Пусть ^ - вектор средней кривиз
ны этого подмногообразия и А^ - второй фундаментальный 

тензор, соответствующий вектору ^ . Если имеет в ка
сательном расслоении Т(М) только одно собственное значе
ние, допустим А , то М далее не разлагается в прямое 
произведение новых интегральных подмногообразий и является 
псевдоомбилическим подмногообразием пространства Mft( с ). 
Если же А^ имеет более одного собственного значения, то 
процесс разбиения М можно продолжать до тех пор, пока не 
придем к псевдоомбилическим подмногообразиям. Таким образом, 
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подмногообразие разлагается в прямое произведение под
многообразий М' , j = •< ,..., 1 , являющихся псевдоомбиж-
ческими подмногообразиями пространства М„,( с ). Обозначим 

через Hj вектор средней кривизны подмногообразия М<1 , 

а через ц- единственное собственное значение Ан. . Так 

как Hj параллелен в нормальном расслоении, то применяя 
результаты работы [1] к подмногообразию Md' , получим,что 
М' принадлежит ортогональной гиперповерхности некоторой 
связки прямых в MJ с ) с центром % + -j:ent4 = а, , где 
Qj - постоянный вектор, 1 - точка М<4 , а нормальный век
тор an+t выбран так, что Н- = ft:. Следовательно, 

при с»О каждое М' принадлежит сфере, а при с<0 М-1 

принадлежит или сфере, или эквидистантной поверхности, или 
орисфере. 

Так как касательные пространства подмногообразий М' 
и Ml

r £, j = -1,... ,*; L 4 j ; ортогональны, а направ
ления векторов касательного пространства к М' сопряжены 
с направлениями векторов касательного пространства к М' , 
то, подытоживая предыдущие рассуждения, можем сформулиро
вать следующее предложение, • 

Теорема 2. Пусть является «/-мерным, связным, 

односвязным, полным подмногообразием с параллельной второй 
фундаментальной формой односвязного риманова пространства 
постоянной кривизны М^С с ). Тогда М,^ разлагается в 

прямое произведение 

Мт = Mv ... • 

подмногообразий М', j = -i,. • - ,* , составляющих ортого
нальную сопряженную систему на Мго. Каадое М*1 1) яв-
жется псевдоомбилическим подмногообразием пространства 
М„( с ) ; 2) принадлежит ортогональной гипер товерхности 

некоторой связки прямых пространства Ма( с ); 3) являет
ся вполне геодезическим в Мт ; 4) имэет параллельную 

вторую фундаментальную форму. 
Верно следующее предложение. ч 
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Теорема 3. Пусть Mm является «v-мерным псевдоом-

билическш подмногообразием односвязного риманова простран

ства постоянной кривизны Мц( с ) ( min). Вектор средней 
кривизны Н подмногообразия Мт параллелен тогда и толь

ко тогда, когда является минимальным подмногообразием 
ортогональной гиперповерхности некоторой связки прямых про
странства Mh(c). 

Доказатед^ствр^ Нед£х<ущмр£ть, 
Пусть и NT(Mm) - касательное и нормальное прост
ранства к Mw в точке ос . Пусть векторы 6;, i = об
разуют ортонормированный базис в Тт( Мт), а векторы 1 

fi = М.+j образуют ортонормированный базис в N^(Mm). 
Направим единичный нормальный вектор по направлению 
вектора средней кривизны Н . Тогда мы будем иметь 

(ю) 

где Л - средняя кривизна. Такой выбор вектора вле
чет следующие два условия: 

11,1+4 л 
ч = У' Cil) 

m .«z 
him°; (i2) 

где 6ц - символ Кронекера. Равенства (lO),, (ii), (12) 

верны для любого псевдоомбилического подмногообразия. 

Применяя условия параллельности вектора средйей кри
визны к (10), получим 

где oL=n+2,...,n. Из этого равенства следует, что 
Л — const. В силу этих условий и с помощью формул (3), 

(II) получим, что d(t+ j О. Следовательно, 
х + Те«"М = а > гДе а - постоянный вектор, итсвда выте
кает, что Мго принадлежит ортогональной гиперповерхности 
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связки прямых пространства М*( с ) с центром + jin-n • 
Из (10) следует, что вектор средней кривизны Н ортогона

лен к гиперповерхности, а поэтому является минималь
ным подмногообразием этой гиперповерхности. 

Достаточность. Пусть М№ является минимальным под
многообразием ортогональной гиперповерхности некоторой связ
ки прямых пространства Ма( с ). Тогда вектов средней кри

визны ортогонален к гиперповерхности. Если опять вектор 
е««., выбрать как и раньше, т.е. так, чтобы выполнялись усло
вия (£0), (И), (12), то центр связки прямых определится 
формулой 

где 5г - некоторая функция, а- постоянный вектор, а тс -
точка подмногообразия. Дифференцируя равенство (1.3) и ис
пользуя (1), (3), (11) получим 

Н-хЛ) +ä3Tcn+< - о. 

Отсюда немедленно следует, что Л = -ir= const , i = 0? 
где . Полученные условия являются 

необходимыми и достаточными условиями параллельности векто

ра средней кривизны, что непосредственно следует из формулы 
V1 Н = dl . Теорема доказана. 

Замечание 1. Аналогичное предложение доказано в [11] 

в случае мп( с ) = F?„, . 
Опираясь на теорему 3 и теорему 2 можем сформужровать 

следующее предложение. 

Теорема 4. В предположениях теоремы 2 подмногообразия 
Mm, разлагается в прямое произведение подмногообразий 

, j= jr..r» , таких, что каждое М' является ми

нимальным подмногообразием ортогональной гиперповерхности 
некоторой связки прямых пространства Мп( с ) и имеет па

раллельную вторую фундаментальную форму. 
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Замечание 2. Случай, когда Мк( с ) =. i?rt рассмот
рен в [7]. • , , 

3. Пусть, теперь, Mw является подмногообразием с 
параллельной второй фундаментальной формой пространства 

постоянной кривизны МЛ( с ) и предположим, что нормаль
ная связность плоская. Тогда для любых нормальных векторных 
полей ^ и i| преобразования А* и коммути-

руют, т.е. А.Ап = А^А> и в нормальном расслоении 
существует и,- т, взаимно ортогональных единичных век
торных полей : emtll r in) параллельных в нормальном 
расслоении. Рассмотрим ковариантно постоянные - Ае^, 

. Пусть ао = тч-1 . Определим распределения 

T ^  - j V e y M J j  А е ^ Ю - Л ^ Х } ,  

где Лп+i пробегает собственные значения Ает+Н . 
Применяя теорему £ мы получим, что разлагается в 
прямое произведение интегральных подмногообразий , 

соответствующих распределениям Т"*"1*4 . Так как все 
Ае<Л коммутируют между собой, то подпространства тЛт,+4 

инвариантны относительно всех Ае^, fi = m+2,.... Из 

леммы 2 и леммы 3 следует, что все Ае ковариантно по
стоянны. Определим теперь распределения 

Т^МХеТ3"1*- = 

в кавдои Т п*4, / где Зт+г пробегает собствен
ные значения Айт>2 в Т пи< . Опять применим теоре

му I и найдем интегральные подмногообразия М"1"1*1 , соот
ветствующие распределениям , в прямое произве
дение которых разлагается М п*1 . 

Далее все повторяется точно также, для Ает_,3 и так 
до тех пор, пока не исчерпаются все Ae<jl . В итоге мы най
дем такие интегральные подмногообразия М* к = , 
что касательные пространства Тт(М*) (х е Мк) будут собст
венны!,ли подпространствами, для всех Ае ~ . Поэтому на каж-
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дом Тт(Мк) каждое будет иметь только одно соб

ственное значение. Обозначим через <*е вторую фундамен
тальную форму подмногообразия Мк , которая подучена ог
раничением второй фундаментальной формы <* подмногообра

зия Мт на Мк . Пусть е Т^М") - произвольные ка
сательные векторы к Мк в точке т . Тогда 

I Ч), ej = g(A<ol(9E), 1#) = 

для любого «а,, A = /n-n,...,tv , где - единственное 
собственное значение АеЛ на собственном подпространстве 
Тт(Мк). Полученное условие является условием вполне ом-

биличности подмногообразия Мк в Мл( С ). На основа
нии 2) теоремы 2 заключаем, что каждое подмногообразие Мк 

принадлежит ортогональной гиперповерхности некоторой связ
ки прямых пространства Мь( с ) и является вполне омбили
ческим в МЛ(С). Следовательно, каздое Мк является или 
сферой, или эквидистантной поверхностью, или орисферой. 

Итак, верно следующее предложение. 

Теорема 5. Пусть Мт является связным, односвязннм 
полным подмногообразием с параллельной второй фундаменталь
ной формой и плоской нормальной связностью односвязного ри~ 
манова пространства постоянной кривизны Мн( с ). Тогда 

Mm, разлагается в прямое произведение М№ = М"»...* М'1 

подмногообразий М* , где каждое М* , к t , яв
ляется или сферой, или эквЕщистантной поверхностью, или 
орисферой. 

Замечание 3. Случай, когда М^( е ) = рассмот

рен в [10]. 
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PARALLEELSE TEISE FUHDAMENTAALVORMIGA ALAMMtWTKONDADEST 

KONSTANTSE KÕVERUSEGA RUUMIDES j 

V.Mirzojan 

R e s ü m e e  

Paralleelse teise fundamentaalvormiga alammuutkondi euk-

leidilises ruumis F?^ on uuritud artiklitel [6-10]. Käes

olevas toos vaadeldakse sama emadusega aiammuutkondi kons

tantse kõverusega ruumides М^(с.), kus с on ruumi kõve

rus. Tõestatakse, et täielik ühelisidus tn -mõõtmeline 

alammuutkond paralleelse teise fundamentaalvormiga 

I0 



ühelisidusaa ruumis M osutub oma alammuutkondade M1 

korrutiseks, i= 4^ ...; ; selliselt et iga M' on ruumi 

MJO sirgete teatava sidumi ortogonaalse hüperpinna mini

maalne alammuutkond paralleelse teise fundamentaalvormiga 

(teoreem 4). Kui lisaks eelnevale nõuda, et Мт normaalne 

seostus oleks triviaalne, siis iga Ml osutub seejuures 

kas sfääriks, oriefääriks voi ekvidistentpinnake (teoreem 5). 

OH SUBMANIFOLDS WITH PARALLEL SECOND FUNDAMENTAL FORM 

IN SPACES OF CONSTAHT CURVATURE 

V.Mirzojan 

S u m m a r y  

Submanifolds with parallel second fundamental form in 

Euclidean space were considered in [6-10] .In the present 

article analogous submanifolds in rv-dimensional space of 

constant curvature MJe^ curvature с j are being investiga

ted. The basic result is the following. If is m. -dimen

sional complete, connected, simple connected submanifold 

with parallel second fundamental foira in Mn(t), then 
is direct product of submanifolds Ml, i it, where 

every MZ is the minimal submanifold of orthogonal hyper-

surface some bunch of line in MJe.) and has parallel se

cond fundamental form. If the normal connection is flat,then 

every Ml is a sphere, or an orisphere, or an equidistant 

hypersurface. 
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TRÜ Toimetieed, 

464 (1978), 75-97. 
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1978, 464, 75-97. 

ОДНОРОДНЫЕ ФАКТОР-ПРОСТРАНСТВА ГРУППЫ 

ДВИЖЕНИЙ ЕВКЛИДОВА ПРОСТРАНСТВА RF 

К.Рийвес 

Кафедра алгебры и геометрии 

1. Вводные замечания. В работе исследуется однородные 
фактор-пространства 6(5)/Н группы Ли движений S(5)= Õ(5)*T5 

вещественного евклидова пространства по ее замкнутым 
подгруппам Ли Н. Полный перечень собственных связных под
групп Ли HcG(5) дан в [4] (стр. 52-53) и содержит 58 ти

пов подгрупп Ли движений Н . Дня большинства из этих типов 
существует с точностью до внутреннего автоморфизма только 
одна подгруппа данного типа. Она будет замкнутой. В случае 
остальных типов существует либо 1-, либо 2-параметрическое 
семейство несопряженных подгрупп Ли соответствующего типа , 
которое всегда содержит замкнутые подгруппы. Имеющиеся 58 
типов собственных подгрупп Ли группы G(5) можно разделить 
на две серии. Именно, 

и серии 4 относятся подгруппы, орбиты V mcR s  максималь
ных размерностей которых не содержатся в некоторой гиперпло
скости пространства Rs , а также подгруппа H=G(4) всех 
движений гиперплоскости R ; 

к серии 2 относятся подгруппы, орбиты максимальных раз
мерностей которых содержатся в некоторой гиперплоскости R4 

пространства Р6 . Иными словами, серия 2 содержит все соб
ственные подгруппы Ли Н группы движений 6(4). Их 28 ти
пов (см. [5] ). 

Методом, описанном в [5] , в п. 2 настоящей работы пере
числяются все нередуктивные пространства 6(5)/н , а в п. 3 
дается полный перечень редуктивных пространств G(5)/н, ко
торые, как известно [6], допускают инвариантную аффинную 
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связность. Оказывается, что их существует 25 типов. Все они 
подвергаются еще более подробному исследованию. Указывается , 

какие из них будут симметрическими, какие приводимыми или да

же вполне приводимыми, а также характеризуется строение еоот-

ветсвующих алгебр Ли / с^.(5). (Здесь через / и / (5) обозна
чены алгебры Ли групп Ли Н и G(5).) 

В дальнейшем применяются понятия и обозначения, введен -
ные в [5J , заменяя лишь всюду индекс 4 на 5. Напомним неко -

торые из них. Флагом 3- пространства f?A- называется конфигу -
рация V(Km)c Vf Pw<) с ... с VfR^), R ĉRs , 

где 1) V(Rtn) является пространством векторов плоскости 
пространства Rs , 2) [/(Rn(]<zV(RmtH) и 3) 0^^ . Если £= О, 
м0= О, О^ ло, <...<<5, то флаг 3 называется точечным и обо
значается через £/н,j...,m,Kj . Если 0<=t<ic , 0<-ino<.. 5, 

то флаг $ называется векторно-точечным и обозначается через 
[hv0 tnt; . Есж € = »c, СК^... < mK< 5, 

то флаг Ъ называется векторным и обозначается через См»,..., 
Если все векторные пространства или плоскости некоторого 

флага инварианты при всех движениях подгруппы Ли HcG(5 ) ,  
то Н называется приводимой с инвариантным флагом 3> . Есж 
инвариантного относительно движений подгруппы Ли Н флага 3» 
в Р5 не существует, то Н называется неприводимой. Приводимая 
подгруппа Н называется подгруппой стационарности флага §> , 
есж Н содержит все движения в Rs , относительно которых Ъ 
инвариантен, и винтовой подгруппой в противном случае. 

Введем следующие обозначения: 
- класс связных подгрупп Ли Н группы 6(5),орбиты мак

симальной размерности которых т-мерны (>|б*а&5) ; 

К5'т®- подгруппа стационарности флага $ ; 
К5)^^)- ^параметрическая винтовая подгруппа в подгруппе 

стационарности флага 3> ; 
К/'л - ч-параметричестсая неприводимая подгруппа; 
R См„г..,тк] _ га_мерНая плоскость в Rs |'прл ^ г = 5  зсе Rs ) с 

фиксированным в кей векторным флагом L'm61..-7 ; 
5#п - m-мерная сфера в Rs (m= i <i); 
P *5„ - (мл"0-^1ерный циливдр вращения с -мерными обра -
ЛЬ, 4 J- _\ 

зующими, ортогональными к плоскости вращения 
5т х5^ - (m,+ra2) -мерная поверхность переноса сферы 5^'= 

1 ^ по сфере i>nc , где плоскости R' , h1,,^ ' 
взаимно ортогональны в Ра (m с); 

- 76 -



Rt 
x S4 < S„ - цилиндр с одномерными образующий (?„ , построен

ный на поверхности Клиффорда 6 «б4 плоскости R4, 
ортогональной к R, в R5 ; 

rfw) - винтовая линия в R^ ; 
) ~ Циливдр о m(-мерными образующими , постро-

' L енный на винтовой линии плоскости (?_ , вполне 
ортогональной к |?й в Rs (fn, *• 5); 

5,* Г - поверхность переноса окружности 5, с вдоль вин
товой линии f 3̂)c Ra , где Ra , Rs вполне орто
гональны в Rs; 

Г * Г - 2-мерная поверхность, получаемая при винтовом 
движении линии постоянной кривизны, находящейся 
на поверхности Клиффорда * 6, плоскости , ор
тогональной к оси R„ винтового движения в R s . 

Основные результаты п. 2 и п. 3 представляются в ввде та
блиц. В первой из них указываются подгруппы Ли Не6(5), для 
которых соответствующие фактор-пространства будут нередук-

тивными. Во второй перечисляются подгруппы HcG(5), которым 
соответствуют редуктивные пространства G(5)/H. 

В п. 4 результаты настоящей работы сравниваются с резуль
татами [5]. При этом особое внимание обращается на пространст

ва G(5)/H при подгруппах Н из серии 2. 
Для целостности изложения целесообразно напомнить основ -

ные этапы предложенной в [5] методики исследования. Пусть £М, 
,3 = 4 5 является ортонормированным подвижным репе

ром в R5 , присоединенным к точке MeRs. Его инфинитезимальное 
перемещение определено формулами 

d M  =  A K ,  =  •  ( 1 )  

У ,ki = u "I ех"> ^ з * ̂  X ~ 0 ' 
где [ui чи>'.jj- множество базисных инвариантных форм группы 
движений 6(5), удовлетворяющих структурным уравнениям 

,̂ X = u3tA"*v' (2) 

cito r j  = t o  л ,  A te ± . 

Пусть -параметрическая подгруппа Ли HCG(5) задается вполне 
интегрируемой системой 

ба=0, й=1мг'..., dimGL5) = 457 (3) 

где 6 ̂  независимы и являются линейными комбинациями форм , 
к-'\ с постоянными коэффициентами. Тогда возможен переход к 
системе &и I * = ; a = n-ir..; «j базисных инвариант
ных форм группы 5(5), в которой 
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J* = Q«+{i\6a (4) 

изъявляются базисными инвариантными формами подгруппы Ли 
H<=G(5), a - некоторые неизвестные постоянше. Для этой 

систем структурные уравнения представляется в виде 

с* С%#лб6-i 1*ие*ле\ (5А) 

(5Б) 

Исследуете пространства 6(5)/Н будут редуктивннми тогда 
и только тогда» когда 

С% =о. (6) 

Если имеют место также равенства 

(7) 

то соответствующее пространство - симметрическое. 
Уравнения ^<х= О (с*. = лг..,<\,') задают оснащающее простран -

стае ж для подгруппы Н в 6(5), т.е. /(5)=/+/« . Прост
ранство G(5)/H называется приводимым, есж существует ad/-

-ннвариантное подпространство «си .В этом случае множество 

фора.5©<xI <Х- 1+ 1,...,15} разбивается на две части = 

= {6lJU[б"'] так, что 

u = (8) 

и число форм 6 равняется dim и . Пространство 6(5)/Н будет 
вполне привотшмям. есж, кроме того, имеют место и равенства 

С"-0. (9) 

Последние соотношения означают ad^ -инвариантность подпрост
ранства, дополнительного к и в . 

Известно (см. [4] стр. 82), что подалгебра Ли /cf (5) 
над полем ненулевой характеристики полупроста тогда и только 
тогда, когда ее матрица Киллинга|ЕЦ^$ невыроздена. При этом 

в^-с^с'р5. (Ю) 

В дальнейшем,при изучении вопроса о приводимости редук-
тивных пространств G(5)/H будут применяться лишь условия 
(8), (9), хотя в некоторых частных случаях могж бы быть ис
пользованы более общие соображения. 
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с. аередуктивные Фактор-пространства fa'(5)/H . Основные 

результата исследования формулируются в терминах приводимости 
подгрупп Н и инвариантных флагов в виде нижеследующих 

предложений. 

Предложение 1. Если подгруппа Ли движений Н из серии 1 

является 3-параметрической винтовой подгруппой с инвариант
ным точечным фиатом % = ioi, т.е. Н = ioi } то одно

родное фактор-пространство еш/к'*-3•<0$ будет нередуктив-

ннм. 
Замечание. Подгруппа К/,5{о} с <5(5) действует в про

странстве Ry нетранзитивно. Ее орбитами максимальной размер
ности будут трехмерные поверхности % на гиперсферах S+cRs. 

Но двумерными орбитами подгруппы KJ'3 j 0^ являются поверх
ности Веронезе, или, иными словами, регулярные изометрические 
погружения эллиптической плоскости 5г в пространство Rs 

(см. [3] , стр. 106). Поэтому пространство 6(5)/K5
s,b j О}до

пускает интерпретацию в виде пространства эквивалентных по
верхностей Веронезе. Тем самым, предложение 1 утверждает, что 

пространство поверхностей Веронезе является нередуктивным. 

Доказательство предложения 1. Нужно показать, что сис
тема для определения коэффициентов лл

а в выражениях (4), ко
торая является следствием условий (6) редуктивности, получен

ной из (5А) при учете системы (3) и условий (2), является в 
случае подгруппы K3

5,z> [ о} несовместной. 
Так как подгруппа Ли движений Ks

5>i ^ о| выделяется в 
группе 6(5) вполне интегрируемой пфаффовой системой 

{J1 = cos = <о*~л + Aw2" + 2Ato5 = ьД ± А из5 = M^-AÜ = 
=  +  0 , 5 А ю 4  —  A t i 5  =  +  i д ( и  +t o  )  —  

-to*, + Aw l  + 2Au)s = to* Ti^5A(u)1+õw5)=635
4=0 

(см. [3], стр. 106), то,с учетом (3),получается следупцая си
с т е м а  ф о р м  [ Q a \  а = 4 , :  

б' - w* - А а4
} 6" = (/, , е№= to\ ? o.sAoj1,04<= w4 + Аи5, ' 

6ti= ь)*г+-{7?А(^+о?), e°= 3̂+AuV2Aü)a, 4 ' Cli) 

е"=< , <з й"= . 

Эта система форм дополняется по (4) до полного базиса инва
риантных форм группы-6(5) формами 
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*r«co*+ Л ш  j f z , 3 ,  (i2) 

где 

fou® a=( ~ A f f f  * 0£Aj? i0)u> + k А^ е  +Ц?Aj^n+A^riijtAf^ 

+(+2A|C*e ± A|t%+Affur i^Afb\+2Afi\ T dftfAfJu)** 

+ fVS+fV^-+ K*r< > «*" W 
Для краткости изложения опускаются подробше вычисления выра
жений коэффициентов С1С через л/*Л , которые получаются диф
ференцированием (12) при учете выражений 

о/ = <#*-р?ава (ы = ̂2,3), сог
4 =±А/± 2Д^г4А|4бат2Ар?Л0+^ 

^ =lAA(±Af ae«+&), 0\'А^(~А^лв^в\ 

М5
4 = е9. to\= ± о^АлЗ-'+ко,5А а̂еа+е'°), 

а\--АЛ'НА{\в*+в4,)) 

AfaP^e"), 

<о\= -АГ-гАГ +(А^ ав а
+2А^\е л^в 1% 

cf 3  = ±{7?АГ±ъй]5АР+(^Ар\9 а  т ii^Af aÖ a
+  6*), 

<= 0* 

в уравнениях (2). Приведем здесь целиком лишь соотношения,яв-
лящиеся следствием уравнений C t̂=0. Именно, при таком 
предположении имеют место 

f'V" A^\s , ^ ^ > Aj\ 0,SAp 1cj 

f'q" f 1  H~ P 42."" f 1  1i =  f 1  I4~ G  > 
f V  ° >  ^ e ' - O ^ ^ 0 t ( 2 A f }  f i \ =  

f" t" f1 4 ~ f1, /C= ^ U~ + 40 + f1 15 + A •> 
jb\2= <,5^p\c± 0,5р?е, ± ОДу < 0 +  jb^-(ZA)-\ 

p\ =-°, S' f^f\o ±  *>^<3 1 f^V°) 
- - < - zo АЧ-< *•» _ 1,3 _ tJ jv5̂ = p?s - f i~ 4C + (2A) • ji3~ fb ji 4c- O, 

f%= ± 0,K> jb\c~С,5-^ №̂-(2ЛГ^ fCV-O,^+C,Sf «> 

f-V -c^-iWf\s? *45ps> A=°> 
причем fi'K и ^\r пока произвольные. Если же выписать еще 
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уравнения, соответствующие соотношениям С zg = С =0 и 

С\9 = С\9=0, то имеют место 

±А|и1,-А|и%тА^ = о, 

±0,5Ajv.',-A|v.%? Afv^O, 

± Aj^ g  tTl^A^t-fT^Ajv.^ ТА jv 2- t o=o, 

± 0,5 tiWAfet fi^Aj^ + AfvV- О . 

Эта система превращается в систему для определения ji\0 и 

jv1*̂  , есж подставить в нее полученные ранее выражения: 

2,5Af^o 1/1 > 

- 4J5А ji\ a± OAД?A |L1 + Л,5 , 

т 3,W^Af 0̂ - O^Ajv,\s = - *,3-Пр , 

±4,25̂ АЦ,̂ +'.0,ДА|\.145= C,5î  . 

Попарное сложение первых и последних двух уравнений системы 

дает 0,45А|ъ\с= * 0,5 , +2,5Afv\0=->l . 

Но зти равенства не могут выполняться одновременно. Следова

тельно, пространство G(5)/Kbs,i *1 0̂  ; т.е. пространство по

верхностей Веронезе, является нередуктивным. Предложение 1 

доказано. 

Предложение 2. Если подгруппа Ли движений Н из серии 
2 является либо 7-, либо 8-параметрической винтовой подгруп
пой с инвариантным точечным флагом & = {М, т.е.Н 
или Н'К1, Ж, то соответствующие однородные фактор-про
странства GC5)/Н будут нередуктивными. 

Доказательство. Нужно провести выкладки, аналогичные 
.тем, которые применялись при доказательстве предложения 1. 
Для примера укажем здесь некоторые основные моменты в случае 
подгруппы К, 1-1 *1 4 j , которая действует транзитивно на гипер
плоскостях R4с R5 . Эта подгруппа определяется вполне ин
тегрируемой пфаффовой системой 

,,Т .5 1 • * ..» _, Д _ , л .2. _ .5 5 __ 
— iA-y 2. i_ 2 1 9 k"*" 1"" ̂  ̂ ^ t 

Тем самым система форм 
hX  - t - S (V = • ^ _. Л А."- 4..Л &u= . 5 U  ( Л У ^ О  V*. ^  ̂  Ö  bv 2  ̂  1 -  ̂ ^  1 )  2-7  

* 2 _ ..'Г ' . 45 .5 • О - 10 г - !Л , „ СУ = u> b = U, 
'  -  8 1  -  h  

И 



дополняется до полного базиса инвариантных форм группы 6(5) 
формами 

/»'= <if=еЛ, dW+л» е* со*+р,«& л, 

-  » . £ , * .  

Если выразить все формы J через формы {/&*, @aj, учи

тывая выписанные соотношения, то с помощью структурных уравне
ний (2) внешнее дифференцирование форм , Л* дает 

6$к ]+M|tfa6Ay,6ti] + Ö*J+ 

+#л1-£а&+(t',ew-ц.уэ<-j^e^e4^ 

^л[- л̂в% f qG a+p?„6«- ̂ ва-р\явч >М+9ле, 

Мг + *Гл[^еи]+/»5лс а̂еа- в'°+^©"]+ 

+Гл уаб% + 

[-|faea+ fae** fae« - р\в*-f «e9] +M+ еде. 

Здесь условно через '^лii и блв обозначены формы, являющиеся 

линейными комбинациями произведений вида ^ 'и 6 л©1 .со
ответственно. При предположении редуктивности рассматриваемого 
пространства G(5)/K,S»HV''} из условий (6) и из равенств С^ = 
= С\ лз =|lz, следует, что fi\=fiz

g~0 . Но тогда не мо

гут одновременно обращаться в нуль С4
3 н и С% , а также 

С4и ло и С1 
чо , так как 

^ ,6 у 6 . j 
G Л, 44 f <И L h « 1 

И . I _ % «г - , 
^ 4,4о f' Лс 7 u a^w" ̂  <o~ ' 

Тем самым доказано, что пространство G(5)/Kt являет
ся нередуктивным, Аналогичного вида противоречия возникнут в 
случае предположения редуктивности пространства G( 5)/ К/'^ 't j . 

Прети"жевие 3. Если подгруппа Ли Не я ̂ группы Ли дви

жений G(S) приводима с инвариантным ве::торно-точечным или 
векторным фиатом , или неприводима, то однородное фактор-про
странство 6Ш/Н будет нередуктивным. 
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Для краткости изложения подробное доказательство опуска
ется, так как оно проводится от противного вполне аналогично 

доказательствам предложений 1 и 2. Именно, для каждой упомя

нутой в предложении 3 подгруппы предполагается, что соответ
ствующее пространство G(5)/H редуктивно. Не останавли

ваясь на выкладках, отметим лишь, что системы для определения 

коэффициентов jV*% в выражениях (4), соответствующие условиям 

Таблица 1 

Собственные подгрущш Ли движений Не(3(5) , для которых 

однородные фактор-пространстве 6(5УН нередуктнвны 

Се
рия 

Приводимые с 
точечяым фла
гом 

1риводимые с 
векторно-то-
чечным флагом 

Приводимые с 
векторным 
Флагом 

Неприводимые 

Тип 
под
группы 

Орбиты 
макс» 
раэмерн 

Тип 
под-
«группы 

Орби
ты 
макс, 
раз
меры. 

Тип 
под
группы 

Орбиты 
макс, 
раэмерн• 

Тип 
под
группы 

Орбиты 
макс. 
разм. 

1 КРИ 4 е 5„ 
K5'"U;3l 
К5Л1>,2) 
Kfty-,3} 

K^[4;5l Ra"4. 

К5'ЗД 
К5Д[4,З] 
К^[<,2] 
К^С2] 

К5ДШ 

к^А^зз 
К£5У,31 
Kfs[43 
Kl-*»] 

р 

рЪ,2 & 

К4'31 

R$"'y 

R/21 

Rs° 
pCV^ 

R/,,sl 
рИД 

Rs
c" 

R„m 

К?3 R, 

2 К,**{4} 

KFW R„ 
к^дц 
КЧ^;3,4) 

КУ[4;5Д1 

K5',ry;'.} 

KfHiVi 
M 

KfCVjfi 
K?[2;<.1 

R™ 

RW 
Rf'S, 
Räw 
gWi 
rP.« 
R,C1J 
(?,co 

R,<r«> 
R"1 
РП,2] 

R™ -
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редуктивности (*6), оказываются несовместными во всех 18 слу -
чаях приводимых подгрупп Ли Не G(5) с инвариантными вектор-
но-точечными флагам % (из них 6 относятся к серии 1). То 
яе верно для 41 случаев приводимых подгрупп Ли HcG(5) о 
инвариантными векторными флагами 3> (они все из серии 1, так 
как действуют в пространстве R5 транзитивно), а также для 
единственной неприводимой собственной подгруппы Ли движений 

Н = К8
5,5 в группе G(5>. 

Результаты предложений 1-3 представлены кратко в таб

лице 1. 

3. Реятктивные Фактор-пространства 6(5)/Н . Для указан

ных фактор-пространств имеет место следующее утверждение. 
Предложение ч. Однородное фактор-пространство 6(5)/Н 

группы .Ли движений Gib) вещественного евклидова пространства 
Rs по ее замкнутой подгруппе Ли Не яДедуктивно тогда и 
только тогда, когда подгруппа Н приводима с инвариантным 
точечным фиатом но не совпадает ни с одной из подгрупп 
К ъ' i os у i h i , j рассматриваемых в предло

жениях I и 2, . 
Доказательство. Необходимость условий предложения явля

ется пряным следствием результатов предыдущего пункта. Дейст

вительно, подгруппы Ли могут по определению быть ли

бо неприводимыми, либо приводимыми с инвариантными точечными, 

векторно-точечннми или векторными флагами '%> . Если простран
ство 6(5)/Н является рздуктивным, то,с учетом предложений 
1, 2 и 3, существует единствзнная возможность - подгруппа Ли 
HcG(5) приводима с инвариантным точечным флагом и при этом 

Достаточность. Покажем совместность всех систем, 
которые являются следствием условий '.6) для определения ко
эффициентов |Ъ*А в выражениях (4) в КЕДЦОМ случае приводимых 
подгрупп Ли Н с инвариантными точечным t .лагами Ъ , не рас
смотренных в предложениях Ч и 2. 

В сдучае редуктивности G(5)/H вычисление коэффициен
тов , наряду с коэффициентами С° с̂ , в выражениях (5А)да
ет По формулам (1 ) возможность щрактериза 1ии структуры под
алгебр Ли ß . Также проверяются условш (?) симметричности, 
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условия (8) и (9) приводимости и вполне приводимости, исходя 

из соотношений (5Б). Мн не будем приводить подробных выкла
док для всех 25 типов собственных подгрупп Ли Не я5,т( м- =1, 

2,3,4), удовлетворяющих предположению сформулированного пред

ложения. Отметим, что среди них к серии 1 относится 11 типов 
подгрупп HcG(5). Ограничимся здесь только двумя наиболее ха
рактерными случаями: 1) винтовой подгруппой Н = из 

серии 1 Oi 21 по таблице 2); 2) подгруппой стационарностиН= 
= К 5,3 1-2,5$ из серии 2 (  8 по таблице 2). 

i) Рассмотрим подгруппу Н= - 2-параметриче-
скую винтовую подгруппу из серии 4, орбиты максимальной раз -
мерности которой 2-мерны. Как показано в [2], семейство дну -
мерных орбит этой подгруппы содержит поверхности трех основ -
ных видов в зависимости от того, является ж индикатриса нор
мальной кривизны орбиты эллипсом или отрезком и, кроме того , 
от расположения точки орбиты на ортооптической окружности ин
дикатрисы. Есж индикатриса является эллипсом, то орбита Уг 

замкнутой подгруппы К^5'1 ^ 1,3$ будут винтовыми поверхностя
ми Гх Г , получаемыми при винтовом движении некоторой завис -
нутой линии V, постоянной кривизны, находящейся на поверх -

ности Клиффорда гиперплоскости RH , ортогональной в Rs к оси 
R, винтового движения. Линия V4 является жбо замкнутой кри

вой Г(1)), жбо окружностью S, . Есж индикатрисой орбиты 
будет отрезок и точка совпадает с одним из его концов , 

то орбитами Va замкнутой подгруппы Кг
5,2 { 1,3] будут прямые 

цилиндры R4
xTw , построенные на замкнутых линиях постоян -

ной кривизны Г№1 в гиперплоскостях , вполне ортогональных 
к образующим R, . Есж же индикатриса является отрезком, но 
точка Me , находящаяся на его ортооптической окружности,не 

совпадает ни с одной из его концевых точек, то орбита яв
ляется поверхностью переноса S(* Г(3) винтовых линий плоскос
тей вдоль окружностей плоскостей R , вполне ортогональ

ных Е fij В й5. 
Подгруппа Кг' j 1,з] , орбитами которых являются ГАГ, 

выделяется вполне интегрируемой пфаффовой системой 
3 Н 5" -2. 2> . \ i и л Г 2. UI - to = = О t = ti < ОУ - ' - fete = 

Ä Ъ , V .2 N Г 1 2. S 1fr 
= u; 4= cc 2-(^-a,)co = со 2- bto -yäu) = со 2* со 5-

_, 5 . &Ag~ &A^ 4 bA t i*-ß>A 4  .x s л { д 2 zisx 
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где,крове условий а> Ь> о, «. 2+ /а2 *о, 

fcZ-ocz-A2= о, (12А) 

Ь(<х-а)Аб + 2а^,А6А4-1»(«ч-а)А^-2а6(^-а2)= о., (12Б) 

выполняются еще некоторые дополнительные (си. [2], стр. 107 -
£25). Другие описанные орбиты получаются из Г* Г предельным 
переходом: при &-»0, /5=0 орбитами подгруппы К^5'2 { 1,3j бу

дут £?/Г(10 и при в-*0, j6^ 0, соответственно, 5,*Г(6) . ис
следуем подробнее случай пространства 6(5)/К^5'2 ^i-3i, ко
торое допускает интерпретацию в виде 13-мерного пространства 

прямых цилиндров Р/Г(4) . Соответствующая подгруппа К/,!^1,3} 
определяется вполне интегрируемой пфаффовой системой 

СО3 = 60Ц = COS- СО* = CO®-2o:ti1= = 

= со* = u>V Aus4- о, (13) 

которую при подходящем изменении обозначений, по сказанному 
выше, можно получить из (11) при £>-»0, |Ь=0. Следовательно, по 
(3) системой форм £ 0*1 си=3,..., 15} будет 

еэ= oo5, е*= со", е5= w5, ©«= cc2-,, е*= 
г! t s cf 0 3 ц <-,42 5 

в°= Aac01 
? 6Й= to5

3- A^u*, в <5= to5^ - A to4 . 

Она дополняется до полного базиса инвариантных форм группы 
6(5) формами . 

ег~ a+f''ls6V,'ä- (14) 
I9 = <^f-aG = ("2TW'b"4« W*,+Ца!" 4fA • 

Учитывая теперь следующие из этих соотношений выражения 
=2ot«3<4-(-2=tiv<

aea'^6v), «v A/V(-A3jv'Aea*e,b), 
<о53= Ag^' + t-A^fL^+e*), oos

H= Afil' + C-A^G^+e") 

в структурных уравнениях (2), внешнее дифференцирование форм 

(14) дает 

di' =Ш{2^'2^\-Аф\ ь-А^-А^-А^-Лф}6^ 

+(А^ ъ-А^)вЫА 

+-(|V,'l(+Aatvl
T-A|Lg-2a(.|L1Jj6 +(|v5.+AsjL41-A|V1

i-2oljv^)e + ^ 

4-2^£-Aa|v'(rA5^2)6^(A4
f
to-A,|vV)e^(A^VY^)C+ 

+ ( W , - A n V A 8 | J +  

л 'Д r\ 5  ', JV*® ̂®А6, 
+rA[-(j-2«*|LVÂ <»™AJrf'"1 T'5 ' I 1 
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^/lf=/l?<A[h2d(2^|i^+A3|iVA5|CL
<<+A 5̂)-Aŝ -AĴ j.jes+ 

+(A ajvVA|tge"+ (A sfoAp\)G s+ (4-btjije е+(£ я-А$-^У& 

+(fi\+A ifi-Aji%-2ufib)e4ft s+Arf\+Afi-2Ap, zje«+ 
+^VfyV Asfij6'°+ l^fo-A^U (A^+AfJ^ 

+A|v2
te-A8̂ 5)e"+ 

^Asf"+<4">ê +̂ Л[(2«р\М^А^„+А^)е6+ 

+fee'°+fiG"+fie*]+eAG, 

где, также как и раньше, через SA8 обозначена форю, являю
щиеся линейными комбинациями произведений вида в Л вс. Ре

шением линейной относительно р?а, pfa системы, получаемой из 
условий (6) редуктивности, будет в исследуемом случае 

ji\= ̂ аА^'Ч^-Ад-А^-А2)^« >А* ], 

л,1, - (W A)_< [(f <*l+ A3 + Aj + A1) jb\H- A_j] ? 

ji4
9 --.AB(J'ctAA/4L(lta?-+A^+A/+Al)fiVM> 

^н~ p'a'O) p; 4ъ~ A3 jv ̂ j,, 

fV (2AA/'L(A1-^-A/-A/)fV+AJ], 

|^Za =  1^4 =  f"5=  f 1  6=  °? 
|L% = Ы/Ы-А*-А*-А>)]г\ 7 f-V Ck*ArYVM34A/+A2^, 

=-A z(^AA)'4^i-A*+A*+A*)j?„,f t=(ur\ji\c-A s(2«A)~\ 

p-2n= А3(2о(АГ<
? |iVAAHf^ > f-V (2AA/YA2-W-A|A>V 

Решение содержит два параметра f^,4 , р,\ . Следовательно, 
для подгруппы K1

S,Z [ l,3j, задаваемой системой (13), оснаще
ние, которое определяет редуктивную структуру пространства 
замкнутых прямых цилиндров Р/ Г(ц) , существует с 2-парамет-
рическим произволом. В его уравнениях <tf4=0, 1?Z=0 имеют место 

^ + f1*9 ^ 1 + р\д(р 4ч) ̂ Ъ+ 

+ JV|4CC5
3 + jv 4s(jl /ц)01 ц 7 

' i / z  =  « * + +  + f - V p - V " 5
4  - f  ( 2 < * Г  V 2 -  А 5 ( 2 = < Л Т , < О ' 2 +  

+• Ai(2otA)",os
1+ fb+ jt45^4») w% • 
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Для более подробного исследования редуктивного простран
ства цилиндров Rtх Гт запишем некоторые внешние дифферен -
циалы форм ва. Именно, 

<^6G= dco% = nf'A (-2обб> л)+ (2&.ji aG a- в 4) Л б 1 0-в !Л в 4'- в 9Л 

de10* сСсо\=/#'л (2а6>6+Алв4'+А^г)-(2 а̂&х~61)Л 6>6-

' (Аър1аеа-б")л в"-öa-e*M 

d9"=du\= я'л (-A a@<0+A6 t i)-e 6Ae f+(А^ а$ а- в , ь)лв' с~ 

-(А а̂вл'вю) А б", 

+(Ар!ссва-в'*)ле". 

С одной стороны, отсвда следует, что C&s 4, = С% ̂ = 
= С 6|8 = -1,0^= -1, т.е. условия (7) симметричности не 

выполняются. С другой стороны, при Ui = [б, 10, 11, 12} И 

^3 = ̂3, 4, 5, 7, 8, 9, 13, 14, 15} от нуля отличны лишь 
следующие Cw : 

^ч,)о="^л1 С 4)6 
= 2«•, С ̂ ^=Аа, С <)to= Ад^ 

^\,4o=_AJ), С ])isr А, С Л,4О="А5)С ̂ 44=-А. 

Тем самым, для рассматриваемого пространства условия приво
димости (8) выполняются. Но так как 
de3 = du*=^V\ (а^-A s6 5+ б*) ^2л б'°* еле, 

где, как и раньше бЛ0 обозначает линейную комбинацию про
изведений вида 6feA6c , то С\ (с = 1 и условия полной при
водимости (9) в фиксированном нами базисе не выполняются. 

Нами доказано, что редуктивное пространство замкнутых 
цилиндров R4 * Г(1|) является несимметрическим и приводимым. 
Отметим также, что при Н = К^'^А.з] имеет место dim/ = 2, 
которое влечет неполупростоту алгебры Ли / этой подгруппы. 

Если интерпретировать пространство 6(5)/[ 1,3} 
как пространство винтовых поверхностей Г* Г , то аналогичное 
приведенному доказательство дает, что это пространство ре
дуктивное и оснащение, определяющее его редуктивную структу
ру, определено однозначно. При интерпретации пространства 
6(5)/1,3} как пространства поверхностей переноса 
54

х Г№ , оно также редуктивно, но соответствующее оснащение 



определяется 2-параметрическим произволом, как и в случае про
странства цилиндров Re х Г(1|) . 

Как пространство поверхностей Г* Г , так и пространство 
поверхностей 6^ * Г(1) является несимметрическим, а вопрос об 

их приводимости остается открытым. В фиксированных нами бази
сах [<ücL

1 условия (8) не выполняются. 
2) Рассмотрим случай подгруппы Н=К5,5^2,3} из серии 2. 

Она определяется в группе движений 6(5) вполне интегрируемой 
пфаффовой системой 

со4 = со5 = = со\= м5
Л= соь

г= "51~ 

= ъ- a/cob = tos
b = О, 

где as
2 /0, и ее орбитами максимальной размерности будут ци

линдры с двумерными образующими, построенные на окружностях 
плоскостей , вполне ортогональных к образующим, т.е. v3 = 
= R1*S„cR4 (cm. [3], стр. 92). 

Теперь 
е». м\ е=- в'- и», е'- <о\, е«- е»-<, 
б"- <, е". <, е°- е-- е--«».. И6) 

Эта система форм^6Л|а=5,...,15} дополняется до полного ба
зиса инвариантных форм группы Ли 6(5) формами 

= ^аеа = (л;4-а^4
иы3+...+fT,\5to% , 

Л2 = coS ̂ aQa = со2- as
lf-Aba? + (l2

f ... + ft%5 <o5
4 , 

^ =и)+|х.а6 = (^Cig p s c c' f +  ••,+ p is0^ чn 

<** - u* + fa,6a= -asy + ^ + ^ • - + f • 

Их внешнее дифференцирование,с учетом структурных уравнений 
(2), дает 

t ck'4 = V'A[-cisy456V ŝo!
+jv'e6"]-4 

+ |L,
Ge42]+^aA[-^ye65-(uajy,)64a2|LV6^-a| 1̂6to+ 

Л+rrtft' 

- f>'~ f46"+ p\G"C+  t-W+fae* ]'M + ®Лб' 

= ̂M-faea - а^вч^+^е«] + ̂ л[-а 4̂б4с+ 

4- ̂ 5e44
+̂ 6e41] t л»л[- as

4 faB'-a* fge4+a| f%6s-

-U+a sy„)6< a+a sy 4y+f se«+ у е+а 5уА5Ю» + 
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<- а 5у„ б^З^л f t D6>- G*~ fa# * fb\G*°+ 

+ Ö "+ fi\64i] + ̂ Лп}"+ 6A6, 

dti* = гУл[(4- а^ ъ)в^^+^]+4 2л[(1-а^ ъ)6^11%в"+ 

+0A1]+4 iA[a~(4~ ay~M)6 s- аф,6 я+a^e*- a/p,3,/0+ 

тьУ-№*+№'0++f«6"2+0A®' 

^ =д1,л[-а5у4аУЧ р? 56*+^}+^л1-а 5у<ьвю+ 

+ Г,\е^Гл[~а 5у^-а^\в^а 5у^-ау\в^ 

- f u Q ' - f a B q + л в . 

Следующая при условиях (6) из этих соотношений система будет 
совместной, если 

р" 5~ f^e ~р\~ / v'/="" aj 7 ^/о= f 1^ =  р\г>=  v* =  Z 1  V ^ 

fa'p' 2е~ р\~ р 1» ~ °; р / 2я=  ~f l\ 17 р °i f'M' ~^s у 

f 1  ti" f-'g ? ^ь= f"1« = f^'s = °? 

^ 3J= ̂ 3
6- f'N" p*! =  р^Э~ /Лс = f 1  4tT°> /\$

= asXУ 

f i i = p % = 0 )  f ^ a T  0  ( . C L =  S ) . . .  у 45) . 

Решение содержит параметра p'q , h\z . Таким образом, осна
щение подгруппы К5'3 "(2,3], определяющее редуктивную структу
ру пространства G(5)/K5il 2,3$,существует с 2-параметрическим 
произволом и в его уравнениях 'Vw =0 справедливо 

tH = oH- а~гсоч
41- а!*, + , 

^г = ы1- ̂ л1ш5
л~ а^2аз\+ fVg и.5

г . 

j 
Запишем в принятом нами сокращенном виде подходяще сгруп

пированным образом внешние диффиренциаж Лорм (ба| а =5,... ,löj. 
С учетом (15) и (2) шыучим 

dü 5  = dbš= .4'А 6* ̂ 2л 611 + #/\6to + )Л6 , 



dß*= du= AFFIA 6*+$*л640+ВЛБ, 

, dG* =du\=-а/#л0*+лРле"+0Лв, 

ü(0"= db>\= a/Ae" - /0*л 6* + 6 л G, 

d6"=dco\= -а*г$ ълвю-М'+блв ?  

d^do)\ - a?d<J>~-a*M- а^лв'°-а^лв*+елв • 

d6eM +(Ьгл 6 , г  +$ ъл &»+6 A 6, 

dB9 = г&о® = 6 4 2+6л6, 

- f t / 4 A 69+ GAG, 

dB* = 6 3̂= a s^A6 a-(j$ oe a-G a)A6 a+ e\6 9-в 4 0лв«, 

d6"=d0\=л/^3А e*^^6e)A6"- eW- 6"A eto. 

Из этих выражений следует, что при Щ =£5,7,8,10,11,133 и 
faj = {6,9,12,14,15} выполняются условия (8), (9) полной при

водимости пространства G(5)/K ,а{2,3], но в силу С*\в = 
^ to * г = С , д = С м т =-1, не выполняются условия 
(7). ' • ' 

Нами доказано, что пространство G(5)/KJ'3 { 2,3} , допус

кающее интерпретацию в виде 11-мерного пространства цилиндров 
R2

x54 , является редуктивным, вполне приводимым и несиьвютри-
ческим. Алгебра Ли j подгруппы Ли Н = К5'5 \ 2,3} будет не-
полупростой, так как по выражениям dß* (ос = 1,...,4) единст

венным отличным от нуля элементом матрицы Киллинга IB^I яв
ляется = С\ C\s = С 4̂С\2 = -1 и, следовательно, 

матрица 18^11- вырождена. 

Редуктивность всех остальных пространств G(5)/H , где 
подгруппа Ли Не ftI,m приводима с инвариантным точечным флагом 

$ и $0}, Kj5'4 \ 4^(, К Z'4 \ 4}] , доказывается вполне 
аналогично приведенным частным случаям. 

Замечание. Среди редуктивных пространств б(5)/Н симмет
рическими будут те и только те, для которых подгруппа Ли Н с 
с G(5) содержится в классе я5'* и является подгруппой ста
ционарности некоторого точечного флага 3> в пространстве R5 . 

Условиям замечания удовлетворяют подгруппы К5,4 [ о!, K^ij, 
К5'4 \ 2}, К5> \ 3}, К5'4 { 4}. Для доказательства сформулирован
ного утверждения следует показать, что только в случае пере
численных подгрупп Ли движений Н, кроме условий редуктивности 
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(6) пространства G(5)/H, выполняются и условия (7) его сим

метричности. Подробные выкладки опускаются. Они аналогичны 
приведенным в доказательстве предложения 4. ' 

Результаты, полученные1 при исследовании всех редукирдых 

пространств G(5)/H вышеописанным образом, предсщадшецы в 
таблице 2. Таблица начинается с перечисления соответствумщх 
подгрупп Н = стационарности точечных флагов, затем 
указываются винтовые подгруппы Н = K15,+*v ( 3>). Внутри этих 
классов подгруппы упорядочены по возрастанию m - максимальной 
размерности орбиты Vm и по возрастанию числа t параметров 
подгруппы. Звездочкой у порядкового номера подгруппы отмечены 
подгруппы серии 2. 

По определению, в случае приводимости пространства б(5)Д| 
справедливо и 4- и', где подпространство и является ad /-

инвариантным и dim и <dlmwt=dinß(5)/H . Если рассматриваемое 
пространство вполне приводимо, то и и' будет ad/- инвариант
ным. Имеет место dim и + dim и'= dim G(5)/H . Наше исследование 

показало, что когда пространство G(5)/H вполне приводимо,то 
ж. иногда представимо в виде прямой суммы более,чем двух ad/-
-инвариантных подпространств: tn = н4+...+ и$ , v»> 2, где 
dimи4+... + dimи9 = dlmG(5)/H. В столбце 9 таблицы 2 указаны 

соответствующие размерности в убывающем порядке. 

4. Сравнение однородных фактор-пространств G(5)/H и 
G(4)/H . При сравнении результатов п. 2 и 3, сводка которых 

дана в таблицах 1-2, с соответствующими результатами работы[б] 
(стр. 27-31),можно отметить следующее. 

Среди однородных факгор-пространств группы Ли движений 
0(4) вещественного евклидова пространства R, по ее замкну
тым подгруппам Ли Н редуктявными являются те и только те,для 
которых подгруппа Н= я *'т приводима с инвариантным точечным 
флагом $ . Но среди пространств G(5)/H существуют л такие 
нередуктивные пространства, для которых подгруппе Н6 ' при
водима с инвариантным точечным флагом Ъ . По предложениям 1, 

2 таких подгрупп Н три типа: К2 
5' ( 3}, К,' 4 ̂, 

Kt
r'4 4}. Последние дье из них относятся к серии 2, так как 

их 4-мерными орбитами являются гиперплоскости RH
C f?5. Во мно

жестве Яч'ы подгрупп Ли группы движений G(4) соответствую
щими подгруппами гудут неприводимые Кг"'4 и К,4''1, действующие 

- S2 -



OJ 

и 
£ CD 

cd 
о. ю О) 
L 

Ч 
О с 

cd cd cd cd со cd cd <а cd fr fr fr & fr fr fr fr fr 
и о о о о о о о a 
о о о о о о о о о 
a a a a a a a a a 
в в в в в в с в в 
S >) Ч >> >» >> >> 
ч ч ч ч ч ч ч ч ч 
о о о о о о о о о 
в в в в в в В в в 
ф ф ф ф ф ф ф ф ф 
я я я я я я Я я я 

<8 cd fr fr 
о о 
0 о 
о* а а к 
1 ч 
о О 
в с © а> 
Я ж 

<0 
fr 
о 
о 
а 
в 

& 
о 
с 

1 
Ч 

К о и 
fr I С fr 
о cd о 
О Я X я 
В К Я со 
а s в а Ф I fr Б< 
Ж*чХ О 
co«ti в О § 
cd со я а < Х |  a c t  

са со 

СЧ2 тГсО 
СО 

со to 
to 

If 
CM iO 

о л 
ffi fr 
s о 
а. о 
R a 

I я a ж * II 
я о я о я о я о я о я  
ч ш ч п ч я ч н я ч  
о я о я о я о й о я о  
a o . c o . c a c  a b  a n  ю с й с п с о с о с п  

о о 
в л 
ä& 
и в 

О О О у V 

* II з а 
Ф * Ф 9 CL (öS® Ч 1  о  я  о  о  
ш ч р  
i&IRS. 

о я о 
* ч в  

я о я о о 

I Ф I А а У fr 
а я о 
я ao 

fr ф  
я 

е* ф 
я 

fr 
ф 
я 

fr fr 
ф ф 
Ю я 

fr 
ф 
я 

о ям « Ч со 03 S 
к cd о 
у в о 

С\2 со СО <м со о <м 

1 cd 
a I ш Q) Л fr fr x 
S fr О О ̂;u CO О О Я £> 
$ о a со ^ вс a^> 

СО О N W W •*« -И 

* • Bio о 1 ÖS « а I со 
о  а ч  £ > u  '  
gtöo a-r-
y в с u-1-

ca ca со со со xr <d <ä 

• i я s ass fr S Ф Ф 
s о а fr ю х со о а со aj о 
о а а я 

</) <п 

of tif of yf of" lj? 

V) 
vrf 

of 

kfT vo <f> 
xw % *<* *» <o q: a a 

я В /-Х C lo 

с чи 

sol 
Ен С 

4P со' 
со ca сэ "го 

ca -* ca N 
о 
if if X :х k 

v *э 

Я? 
со 

оГ 
'S 'S* см 

ca 

С 

о 

С с N, "к Sc 

Ö, о С 
ь ъ  с- to ъ  о  

- 93 -



О -«* 
н
е
п
о
л
у
п
р
о
с
т
а
 

н
е
п
о
л
у
п
р
о
с
т
а
 

н
е
п
о
л
у
п
р
о
с
т
а
 

н
е
п
о
л
у
п
р
о
с
т
а
 

п
о
л
у
п
р
о
с
т
а
 

н
е
п
о
л
у
п
р
о
с
т
а
 

н
е
п
о
л
у
п
р
о
с
т
а
 

н
е
п
о
л
у
п
р
о
с
т
а
 

н
е
п
о
л
у
п
р
о
с
т
а
 

н
е
п
о
л
у
п
р
о
с
т
а
 

н
е
п
о
л
у
п
р
о
с
т
а
 

п
о
л
у
п
р
о
с
т
а
 

п
о
л
у
п
р
о
с
т
а
 

н
е
п
о
л
у
п
р
о
с
т
а
 

н
е
п
о
л
у
п
р
о
с
т
а
 

at 

3
 

4
 

2
 

1
 

i
 

5
,
4
,
4
,
1
 

9
,
5
 

4
 

9
 

>
,
5
 

а,
 5
 

3
 

6
 

со 

п
р
и
в
о
д
и
м
о
 

п
р
и
в
о
д
и
м
о
 

п
р
и
в
о
д
и
м
о
 

П
Р
И
В
О
Д
И
М
О
 

П
Р
И

В
О

Д
И

М
О

 

в
п
о
л
н
е
 

п
р
и
в
о
д
и
м
о
 

в
п
о
л
н
е
 

п
р
и
в
о
д
и
м
о
 

п
р
и
в
о
д
и
м
о
 

п
р
и
в
о
д
и
м
о
 

в
п
о
л
н
е
 

п
р
и
в
о
д
и
м
о
 

в
п
о
л
н
е
 

п
р
и
в
о
д
и
м
о
 

п
р
и
в
о
д
и
м
о
 

п
р
и
в
о
д
и
м
о
 

ts 
s § § § g н

е
т
 

; 
н
е
т
 

н
е
т
 

j 
н
е
т
 

н
е
т
 

н
е
т
 

н
е
т
 

н
е
т
 

н
е
т
 

н
е
т
 

td 0
 

0
 

0
 

1
 

О
 

СМ СМ О СМ СМО ca СО О 

ю 0> CD СО Ю iO  ̂ СО СО СО CM ** *** О 
*4 яН -"К it •чН 

6
 

7
 

7
 

1
0
 

1
0
 

«ч -и «н СМ СМ СМ СО хг << -' id 

со 
Nif vn° *•*>* 

О?1 оГ О? о? k$f 

^ 25 ЛгГ чГ 
_ _ _ X 

L_? L_? L-? * «Л öT Of 
С- Ch кП 

15" ю "m 

(М 

N 5 J з 
л *• * *-kl" 1л W «О , 1о 
X X ^ ̂  

со 

W см со п ^ 

J О -в ^ О о J 2 

Ц , to" v vf, ^ о> Jo" ГО ^ st и" Л- "1 to ьс х х х 
й Т л to N to *01 О  ̂ N СО  ̂ ю 

' «vi ** см см ca см см см 

- 94 -



в пространстве транзитивно без инвариантннх флагов. Опре-
деленвне ими пространства в(4)/К^ц>ч и G(4)/K,4>1' являют

ся по результатам [5] также нередуктивннми. 
Вообще при всех подгруппах Не fi5'"1 из серии 2 редуктив-

ннм пространствам G(5)/H соответствуют редуктивные прост
ранства G(4)/H , а нередуктивным G(5)/H - нередуктивные 
G (4)/Н . Действительно, 14 типов подгрупп Не * отмечен

ных в таблице 2 звездочкой, и 14 типов подгрупп серия 2, пе
речисленных в таблице 1, составляют полный перечень собствен

ных подгрупп Ли группы движений 6(4). Характеристика прост -
ранств G(4)/H относительно редуктивности, полученная в[5] 
совпадает с указанным нами разделением подгрупп серии 2 в 
таблицы 1 и 2.При этом в общем случае редуктивных пространств 

G(5)/H число параметров оснащения т подгруппы Н , опре
делявшего редуктивную структуру пространства GI5)/H, больше 
чем число параметров оснащения, определяющего редуктивную 
структуру в соответствующем пространстве G(4)7H.Только для 
подгрупп И = К*'* \ 0,1^ ( = )(* 12 по таблице 2) и 
Н = иД} (=Кг

ч'М0р (Ä 22 по таблице 2), трехмерным 
орбитами которых являются сферы S2c f?4

c F?g, искомое оснащение 
определено однозначно как в случае пространства G(5)/Н,так 

и в случае пространства G(4)/H . 
Учитывая предложение работы [5] (стр. 26) и замечание 

п. 3 настоящей работы, можно сформулировать следующий общий 
результат. « 

Предложение 5. Пусть G(N) является группой Ли движе
ний вещественного евклидова пространства Rn , т.е. G(n)= 

= <9(п) # Гп , где п =4,5. Однородное фактар-простраяство G(r\)/H 
группы G(n) по ее замкнутым подгруппам Ли Н симметрично 

тогда и только тогда, когда подгруппа Н является такой под

группой стационарности точечного флага, что ее орбиты мак
симальной размерности будут гиперповерхностями VN., простран
ства Как уже отмечалось, при п = 5 симметрическими яв -
ляются только пространства G(5)/H , для которых ^К5"4 [ 0\, 
K5'4Ui, К5'*^ (Л 13, 14, 15, 16, 17 no 
таблице 2). Эти подгруппы H относятся к серии 1. По предло -
жению 5 однородные пространства G(5)/H будут несишетрически-
  при всех подгруппах Не(К5^2,3}, Ks,5(l,4i, K5,J{3,4}, 
К°'А$0,1^ (  8, 9, 11, 12 по таблице 2) из серии 2, так 
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как их орбита максимальной размерности трехмерны. Но в то же 
время, по тому же предложению 5, однородные пространства 
G(4)/H , определенные с помощью этих подгрупп серии 2, сим

метрические . 
Исследование приводимости редуктивных пространств G(5)/H 

показывает, что при всех подгруппах И из серии 2 они будут 

вполне приводимыми. 
Наконец, отметим, что кроме подалгебры Ли / подгруп

пы Н = К5>М0\ (й 1? по таблице 2), изоморфной алгебре 

Ли группы 0(5), все алгебры Ли / подгрупп Не G(5) из се

рии 1 неполупроста. 
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SÜKLEIDILISE RUUM P$ LIIKUMISTE RÜHMA 

HOMOGEENSED FÄKTOR-RUÖMID 

K.Hiivea 

R e e ü m e e 

Töödes [2-4] on leitud reaalse eukleidiliee ruumi lii
kumiste rühma 6(5) kõik paarikaupa mittekonjugeeritud si
dusad Lie alamrühmad H. Kasutades meetodit, mis on kirjel
datud artiklis [5], on käesolevas töös uuritud kõigi vasta
vate homogeensete faktor-ruumide õ(5)/H omadusi. Vaadel
davate ruumide hulgast on välja eraldatud reduktiivsed ja 
neid on vaadeldud üksikasjalikumalt. Lõpuks on tehtud mõned 
võrdlevad märkused käesoleva töö ja [5] tulemuste kohta. 

HOMOGENEOUS FACTOR-SPACES OF THE GROUP 

OP MOTIONS IN EUCLIDEAN SPACE f?5 

K.Riives 
S u m m a г у 

In the [2-4] all connected Lie subgroups H unconjugated 

in pairs are found in the group of motions G(5) in reel 

Euclidean space P5, In this paper by the method described 

in [5] properties of all corresponding homogeneous factor-

spaces G(5)/H are examined. Prom these spaces the re

ductive ones are excluded and they are studied in greater 

detail. The paper concludes with some remarks comparing the 

results of this paper and [5] . 

13 
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TBÜ Toimetised, 

464 (1978), 98-115 

Уч. зап. Тартуск. ун-та, 

1978, 464, 98-115. 

О ГЕОМЕТРИИ ОДНОРОДНОГО ПРОСТРАНСТВА лг-ПАР 

И ЕГО МНОГООБРАЗИИ 

Л.Цуулметс 

Кафедра алгебры и геометрии 

Пространством hv-nap в проективном пространстве 
называется совокупность конфигураций (L^^), р=а-<п,-4, 

состоящих из т. и (п-т- 4)~мерных непересекающихся плоско
стей Lm и lp в 1^ [16]. Различные многообразия пг-пар 

являжсь объектом изучения многих исследователей. Из авто
ров, которые не упомянуты в обзорах Р.М.Гейделмана [i] и 
Ю.Г.Лумисте [7] , следует отметить работы Г.С. Измайловой 

[2], Б.С.Сушншова [23] (1-пары), а. М. Кондаковой и 
Е.Т.Ивлева [З] (0-пары) и А.Е.Масленкова [8-9] . 

В пространство можно ввести инвариантную метри

ку, причем пространство с такой метрикой является 
симметрическим псевдоримановым пространством [13] размер
ности 2№ = 2(in,+£)(tb-tn). Группой его движения является про

ективная группа GP(n,,R )(cM.[6j) .В своих работах [11-15J 
Б.Д.Розенфельд показал, что пространство явжется 
пространством П.К.Рашевского. Пространство т,-пар изомет-
рично грассмановому многообразию /и-алоскоотей в комплек
сном пространстве Р^, ( I ), построенному над алгеброй двой

ных чисел [13] . 
В настоящей статье в § 1 показывается, что проотранст-

в° явжется пространством Эйнштейна с постоянной ска

лярной кривизной. Выясняется также, что пространство згл т 

явжется пространством с двумя метрика®. Кроме псевдори-
мановой метрики в опредежется лекоторая инвариант
ная симплектическая метрика. Оказывается, что пространство 
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3TftifTt имеет ряд аналогичных свойств с псевдокелеровым про
странством. 

В § 2 найдены формы связности для расслоенных прост
ранств, связанных с а-мерным подмногообразием 

пространства ^ . Найден ряд тензоров и инвариантные 
квадратичные формы подмногообразия . 

В § 3 статьи рассматриваются вырожденные семейства 
ж--пар. 

§1. Пространство nv-nap в РЛ 

i. Выбор подвижного репера. С кавдой w-парой {L^, £р} 
в присоединяем полуканонический подвижной репер так, 

что точки репера 1 находятся на основной плоскости 
а остальные точки репера расположены в дополнительной 
плоскости tp [iO] . Формулы инфинитезимального перемещения 

выбранного таким образом подвижного репера имеют вид 

d&i =  Ч - ,  в Ц * "  bj£Aj * , (1.1) 

где формы Пфаффа удовлетворяют структурным уравнениям 

(1.2) 

здесь формы Пфаффа и линейно не зависит и мо
гут быть выбраны в качестве базисных форм пространства 
Упорядочим формы «f и tij; следущим образом 

<у* = <Р®= , cuj = Vp (1.3) 

A = Ufo-m.) +c^ ? оо = fibt-cj} P = Jf+A. 

4Во всей статье 

Šl?"?1-- = ü),^,X;Lr.. = 

А,/V,... = л,в,с,=ег.. = 1,...Х; 

Ä P,Q,R,Sj... =yf+l 7...?2Л*7 

S T J-T„U I Y ..= L,...7A1 7  P=X+A, Q=J*R-I2)7P=JF+C,5=W+AJ; 

= a«+17--?a
7 •§)—«в, 

u,»7i>,..-= o,ti-vp, qb)^Q7(p±Rj (D—«»; 



Обозначим элементы дуального базиса, т.е. базисные эле

менты для касательного пространства Т( ) в точке t, 

через ад= и Чр- . Элементы касательного простран

ства будем в дальнейшем называть векторами. В силу дуально-* 
сти тогда 

"ПФ=<s;4 -»I, о, i'-4> 

К и р - °  

2 .  Псевдориманова метрика пространства 31^ w . Ква
дратичная форма 

2fMV"-r°, (1.5) 

где 

Зм = Sp q  
= о 

является в пространстве sr^ ̂  инвариантной формой и опреде

ляет в нем псевдориманову метрику индекса . Матрица мет

рического тензора ^ имеет вид 

(О 

За2~-\Дг 0 

Структурные уравнения пространства згн ^ имеют вид. 
o t f p  =  ̂ Q A^ ,  (4 . 7 )  

где 
(1.8) 

(1-»> 

и форма кручения пространства зт 1̂т, равьа нулю. Из уравне
ния инвариантности метрики 

УС Ж 
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получаем 

<Г* + <|£-0, p-jT+Äi, Q = ̂"+ß. (£.10) 

При внешнем дифференцировании уравнения (1.9) найдем, что 

ДуЛ = Л + QА (£.11) 

Формы кривизны имеют виды 

5^1, = 55® = - <£cd£ л wj,,; (1.12) 

C = -Cr "•*> 
где тензор кривизны R l̂  выражается следующим обравом 

2Rac6=Ž R | j ( 4 x l ) = ^ + ^  ̂  V '  ( 1 Л 4 )  

Рр - Rß Pfl - pQ = pfl = pfl = РР =0 ft 15) 
KQCS - KflC6) KQ*L~ KflXL КЬС» KföRS QR5 Vя-

При внешнем дифференцировании системы (1,7), в силу (1.8 -
-13), получаем первые тождества Бианки 

VAS* = О , , 

откуда, в силу (1.13), имеем 

R(ßcs) = °7 ^гесб)= (Мб) 

где 

п" «* R " +рл +RÄ 
K(fi>C6) ÜC5 KtS6 scü • 

Отпустив индексы.в соотношении (1.14), получаем 

Rag3tL= ^M^-gsCL 7 (£.£7) 

откуда, в силу (1.6), (1,14-17), имеем 

Р - - О 
nPJbCS &РС5 7 , _ 
р - D (1.18) 
КРЬС6 ~ ̂CSPB 1 
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RflMO.= ^PQKL = RjlLCjB = ^«LRS 1 

Rpacs + Rpcsfc = ® • 

Для нахождения канонического вида метрической формы 
da1 совершим преобразование базиса 

<fp=$p-3>", . (£.19) 

которому соответствует преобразование векторов дуального 

базиса 

£Л=ер+еЯ; бр=ер-еЛ. (1.20) 

Базис 5  =  { Е 3 )  будем называть каноническим базисом. Ком

поненты метрического тензора 'S.,» в каноническом базисе 
следующие: 

V-^M %р-0. ««1*0-

Метрическая форе ds1 в новом каноническом базисе имеет 

вид 

d s a =  £ =  \  -
л р "2 

Следовательно, квадратичная форма ds z  не вырождена и оп
ределяет в пространстве sr„,j<n, псевдориманову метрику ин

декса М" . 

3. Пространство как пространство Эйнштейна. 
Если тензор Риччи и основной метрический тензор про

порциональны, то многообразие является пространст
вом Эйнштейна (см. [li] , стр. 99). 

, 2 
Теорема £. Многообразие является пространст

вом Эйнштейна с постоянной скалярной 1фивизной 
(flv + i )(#v-w)( П.+ 1 ). 

2 Теорема сформулирована беа доказатаяьства в тезисах [20]. 
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Доказательотао. Из выражения тензора кривизны (1.14) 

при помощи свертывания получаем тензор. Риччи 

2Rßs = 2 R(^)(t) = 2 R|je)^)= ""(h/+ l)<?t Ч = 

RM = RSB>. (1.2£) 

В силу (1.6) и (1.14^15) имеем 

Rgj — • 

Умножая тензор Риччи Ras на 

/e-9W-4?' . 

получаем 

Rs= R
(| = Rßs-

В результате полного свертывания тензора f?5 найдем ска

лярную кривизну Р пространства 

R=RS  =  (K+ i ) S f  =  ( *+  ,  J f ~ ( t n , + 0 ( b - * * ) .  (1.22) 

Теорема доказана. 

4. Симплектическая метрика пространства m,i Много

образие 4^2jf называется симплектическим пространством, 
есж она допускает 2-форму 

Ä-a^VAW, 

которая является действительной, замкнутой, кососимметри-
ческой и имеет всвду. ранг 2W ( [4] , отр. 178). Говорят, 

что форма 5? переместит ( [4] , стр. 162) с метричекой 
формой « 

со iij^ iv} 
,Г т J 

если тензоры а,,« и этих форм связаны соотношением 
переместимости 

<хтс1иЯ ~Яч1- (1.23) 
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Собственно-риманово многообразие, на котором определена 

симплектическая метрика с формой 52 , называется почти ке-
леровым многообразием ( [4] , стр. £77), или А -простран
ством (последнее название введено П.А.Широковым в £925 году 
[21] ). 

Почти келерово многообразие без кручения называется 
псевдокелеровым многообразием ( [4] , стр. £78). 

Если форма £t> связана с метрической формой со соот

ношением 

л 1 Я а у . $ * и t  (Г-24) 

то будем говорить, что формы 52 и со (или тензоры . 
и ö,„ косопереместимы). 

Пространство имеет аналогичные свойства с псез-

докедеровым пространством. 

Теорема 2. Пространство \ п w-nap в проективном 

пространстве является псевдоримановым пространством 
ивдекса JV= (пп+лУп-м) размерности 2Я , где определена 

симплектическая метрика, причем тензор псевдоримановой мет
рики ^ и тензор симплектической метрики косопе

реместимы. 
Доказательство^ Пространство имеет две метрики. 

Кроме псевдоримановой метрики в пространстве опреде
лено и симплектическая метрика. Легко убедиться, что внеш
няя квадратичная форма 

а = м> <4 — sfsfä A wf = 2a (1.25) 
является замкнутой,  . . dлuif) = 0 , и ковариантно ин
вариантной формой. Она инвариантно связана с м-парой.Коэф
фициенты as„ формы Q образуют ковариантно инвариантный 
тензор Va А = 0. . Матрица тензора аг, в выбранном ре

пере имеет вид 

tlcu^ll 
О 
-Ей О 
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т.е. 

а^а=-лал? ^йв- äspQ- о• ft,26) 

Отсюда видно, что de tl 0,^1 * О и тензор поэтому 

определяет симплектическую структуру в пространстве зГц,?ГП/ . 
При этом тензор симплектической метрики связан с 

тензором псевдоримановой метрики условием косопере-
местимости. Теорема доказана. ° 

Если ввести обозначения 

аЧ • ~ f 7 

то соотношение (1.24) примет вид 
i iL Л 

Qj у t U _ ' О у е 

3 Матрица тензора 0^ имеет тогда вид 

(Eh, О \ 

"̂ 'Но -eJ ' 

Тензор а,? определяет в з )̂Гп, инволюцию так, что <pi= £ , 
где £ тождественный оператор. Свертыванием тензора 

кривизны можно построить еще один кососимметрический тен

зор Tjj , которое ествественно называть тензором объем
ной кривизны пространства зг^ ̂  

2 T C S - R т „ . - т г о -  о .  

В силу (1.26) и (I.14-15) получаем 

T3j (fv+'i) (X л,j. • 

Имеет место теорема, аналогичная теореме 1. 

Теорема 3. В пространстве тензор объем

ной кривизны пропорционален тензору симплектической 
метрики. 

Отметим, что такие пространства с двумя метртсами, где 
тензоры псевдоримановой метрики й симплектической метрики 
связаны соотношением косопереместимости,рассмотрены А.П.Ши
роковым как 2-ЛУ-мерные пространства симметричной аффинной 
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связности, в которых даны два поля действительных век
торов [21 ] . 

5. Пространство как пространства Рашевского. 
По результатам Розенфельда [13-15] пространство т т̂ яв

ляется пространством Рашевского ( [12], стр. 230). Тем са
мым оно двазды расслаивается на «.-параметрические семей
ства п,-мерных поверхностей расслоения. При наших обозна -
чениях поверхности расслоения определяется вполне интегри
руемыми системами 

( I) со$= 0 и to < = 0 • 

Известно, что через каздую точку пространства проходит одна 
и только одна поверхность каждого семейства, поверхности 
разных семейств пересекаются не более чем в одной точке. 
Поверхности обоих•семейств являются вполне геодезическими 
поверхностями и обладают абсолютным параллелизмом ( [12] , 

стр. 228). 
Из соотношения (1.5) и (£.23) следует, что пространст

ва расслоения являются вполне изотропными поверхностями.На 
этих поверхностях выровдаются как псевдориманова метрика 

(£,5) пространства , так и симплектическая метрика 

(1.23) пространства \,jm, . 

§ 2. Подмногообразия ль-пар пространства 

Пусть в л-мерном проективном пространстве Рк да
но а-параметричес:сое семейство <и-плоскостей, ко
торое будем называть основным семейством. Если с каждой 
плоскостью основного семейства присоединять каким-
то единственным образом дополнительную плоскость 
не .имеющую общих точек с данной плоскостью оснащение в -
смысле Картона [ 13] ), то появляется т.торое семейство, ко
торое в: общем случае зависит от а, параметров а, ta . 
Последнее будем назызать дополнительным семейством и обо-
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значим через . Основное семейство .вместе с дополни-

тельным семейством образуют многообразие тгл̂ (а) f эле
ментам которого являются пары . Многообразие 

эга а,) является подмногообразием пространства w-nap 

В настоящем параграфе рассмотрим случай, когда а А- а , 
Основное семейство iL^,} образует в соответствующем грас-
смановом многообразии а-мерное дифференцируемое подмного
образие. Последнее обозначим через Ва . Если б5 состав

ляет корепер в каяздой точке некоторой области IIе Ва , то 
система 6 = 0 вполне интегрируема, т.е. d9s= Q*A 0| , 

и первые интегралы этой системы определяют координаты точек 
области U [5]. При фиксировании некоторой точки многооб

разия Ва фиксируется и соответствующая плоскость ос -
новного семейства (также фиксируется и плоскость дополни
тельного семейства). Отс ища вытекает, что основное семейст

во определяет расслоенное пространство (аналогич

но, дополнительное семейство определяет Kz( Вл )), слоями 
которого являются плоскости основного семейства (до
полнительного семейства ). 

Определением дополнительного семейства (оснаще

нием3) в определена связность в расслоенных простран
ствах 4Са( ßa )? , формами связности которых явля
ются соответственно формы £.ы°0 и 

J о г г 

Из (I.I) следует, что 

üjt~l%QS
? (2.1) 

4Ž = ̂ 5S6. ' (2.2) 

Система величин {} образует геометрический 
объект - фундаментальный объект первого порядка распреде
ления [10]. В силу (2.1-2) структурные уравнения рассло-
енных пространств Я^(ВЛ) имеют вид 

3 
Отметим, что в случае метрического пространства оснащение и 

связность индуцируются естеетвезшым образом метрикой прост

ранства. 
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Н 4 ( В  а ) :  

^cu/= С,;л< + Й], . (2.3) 

где . . . 

Qj = с^лсоЛ- Q^Atf-iRjtrA#, (2.4) 

^t=2Q^3- (2-5) 

W-. 
^ (2.6) 

где 

0;,,65A6'-fR (̂eaAe', (2.7) 

«fc-ЗД«, (2-8) 

При продолжении соотношений (2.3-6) найдем 

cto.% - А* аА4^-4sa£4^6* 4t = 4ti, (2.9) 

dlL-Л.^ + Ktrtiu, (2.10) 

% = Qjs^e", %t = Q^S", (2.11) 

v ^ R JLu $ u,  vr;^= (?;s,a0- . (2.12) 

где 

v a i ; ,  d a L - a ^ U a L 4 - a L e ^ - a ' e ' ^ . v »  

"i^t-dc^t-^ф^-сг^-арх, е-«) 

w L ( 2  l 4 ,  

Qj,l(2.15) 
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Rjs-tu, =2Qjs[tu] = "^ctu^tst ? 

f^s-ta =2Q^s[ia] 

OjTsiu]' 0?' %Сб<и] =  0? Rj(siu) =  °) %sttt)=0> (2.16) 

Rpa+R|fa*-0, R?Siu^^= °- <2-i7> 

Свертыванием тензора Qjst получаем новые тензоры 

Qri-oLi, С - <&,. <2-i6> 

Из соотношений (2.5), (2.8) и (2,18) следует теорема 

-W 
Теорема 4. Тензор- Us± расслоенного пространства 

Н„(Ва) равен тензору Gff± расслоенного пространства 
Нг( Вг), т.е. 

Qst = QÜ = • 

Разделим тензор Qs± на симметрическую и антисиммет

рическую части, т.е. 

QS1-5,,*T„(, (2.19) 

где 

Tii= Qcstj= ~ • 

Если форма 
у = -551е5е* 

не вырождена, то она определяет в многообразии (а) 
псевдориманову метрику, индуцированную псевдоримановой 
метрикой пространства зг^ т . 

Легко убедиться, что квадратичная внешняя форма 

я=тб£е5ле* 
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инвариантно связана с frv-парой в многообразии ^ (си) 
и в случае невырождения ( det(Tst ) ф 0 ) она определяет 

в эгЛ>тДл) симплектическую метрику, индуцированную симп
лектической метрикой пространства зс^ ̂  . Она может быть 

н е  в ы р о ж д е н а  т о л ь к о  т о г д а ,  к о г д а  t n ,  =  2 .  

§ 3. Вырожденные подмнЬгообразия nv-nap 
пространства 

Подмногообразие #w-nap называется вырожденным под
многообразием (вырожденным семейством) %n i t n, (. <х , а л  ) 
to-пар, если семейства плоскостей лг-пар зависят от раз

ного числа параметров. 
Предполагаем, что основное семейство to-пар зависит 

от л параметров и дополнительное семейство а,-пар за

висит от <хА параметров, 0 4 а, . Тогда 

< = O.I) 

Получаем отображение . Система О 5'= 0 вполне 

интегрируема, т.е. 

d9 6 <  = в* нЛ , (3.2) 

и определяет расслоение многообразия В л  на ( а - а 4 ) ~  
-мерные подмногообразия В*.; Ь=а-а4 - полные пробразы 
элементов ЪЛл . В случае вырожденного семейства соотношения 
(2.9-10), (2.4-5) и (2.7-8) имеют вид 
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Аналогично изменяются и соотношения (2.9-17). 

Аналогично тому, как было сделано в § 2, тензор б4̂  

можно разделить на две части. 

= 1 
где 

5*Л= ^(6Л> 1 V= 
Qls^<3 • 

В случае, если detlS6|t<| Ф О , введем обозначение = 
'= и квадратичная форма 

определяет на псевдориманову метрику, индуцированную 
псевдоримановой метрикой пространства wv-nap. 

Если detlTŝ | Ф 0 , то "Внешняя квадратичная форма 

Q = Т- j 0S< Л б** 
si*< , 

определяет на Ва< симплектическую метрику, ивдуцирован-

ную симплектической метрикой пространства Лъ-пар . 

Одним частным случаем вырожденных подмногообразий #w-nap 

является случай, когда дополнительное семейство состоит 
только из одной плоскости, которая является так называемой 
(л-лг)-мерной осью проективного пространства Р^ ( случай 
а, - О ). В таком случае 

ч£=о (3.3) 
и уравнение (3.3) определяет абсолют в проективном прост
ранстве. Исследование подмногообразия /л,-пар в этом слу

чае сводится к исследованию основного семейства в центри
рованном проективном пространстве, где действует проектив-
гая аксиальная группа. Подробнее на этом случае не будем 
останавливаться. 
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Другим частным случаем вырожденных подмногообразий 

•ш-пар имеется дело при изучении тагненциально вырожден
ных поверхностей, оснащенных по Картану. . 

Если в проективном пространстве дано Дг-мерноз 

тангенциально вырожденная поверхность [17], оснащенная 
по Картану, то семейство нормальных плоскостей ( основное 

семейство) зависит от а параметров, а семейство о,-мер

ных касательных плоскостей (дополнительное семейство (ъ=а) 
зависит от (Х{ параметров . 
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HOMOGEENSE «rv-PAARIDE RUUMI JA SELLS AlAMmUrKOEDADE 

GEOMEETRIAST 

L.Tuulmets 

R e s ü m e e  

Projektiivses ruumis Pk antud m-paariks nimetatakse 

mittelõikuvate tasandite ja ia.roM paari (Ln f  . 
Koigi paaride hulk on sümmeetriline homogeen

ne ruum 3rn.lfh,, Ruum on pseudo-Riemanni ruum [13] 

ning omab Rasevski kihtruumi struktuuri [13-15]. 

Artikli esimene paragrahv on pühendatud w-paaride ruu

mi mõningate üldiste omaduste uurimisele. Näidatakse, 

et ruum эг^т on konstantse skalaarse kõverusega Einsteini 

ruum (paeudo-Riemanni meetrika meetriline tensor on võrdeli

ne Ricci tensoriga). Peale pseudo-Riemanni meetrika on ruu

mis määratud veel invariantne sümplektiline meetrika, 

kusjuures neid meetrikaid määravad ruutvormid on seotud kald-

vahetuvuse tingimusega. SÜmplektilise meetrika tensor on 

võrdeline maht tensoriga. Ruumil kui kahe meetrikaga 

ruumil on rida analoogilisi omadusi pseudo-Kähleri ruumiga. 

Artikli kaks viimast paragrahvi on pühendatud ruumi 

teatavate alammuutkondade uurimisele. Eraldi vaadeldakse ki-

dumata alammuutkondi ЗГпт(о) ( м--paaride a -parameetriliai 

parvi) ja kidunud alammuutkondi ( m -paari tasan

did sõltuvad erinevast arvust parameetritest). Viimaste koh

ta saadavad tulemused üldistavad mitmeid tulemusi tsentree

ritud projektiivse ruumi ja tangentsiaalselt kidunud pindade 

teooriast. 

A CONTRIBUTION TO THE GEOMETRY OP JIOMOGETIEOUS SPACE OP 
M-PA::RS AND ITS SUBMANIFOLOS 

L.Tuulmets 

S u m m a r y  

A pair of iinintei-secting planes of dimension ov and 

*v_w - 4 in «.-dimensional projective space is called 

0, /ftv-pair. Sec of all w-pairs in ,8 a Symmetrie 

pseudo-Riemanni an space ЗГ^ m with a st nicture of Rashevs-
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kl's fibered space D3-153. 

In, this paper it is proved that the space 37^?m, is an 

Einstein space i.e.. the Ricci tensor of the pseudo-Riemanni-

an metric of is proportional to metric tensor.Besides 

the pseudo-Riemannian metrician invariant symplectic metric 

is determined in the space 5Гп>п. Both these metrics are 

connected by condition of anticommutativity (1.24). Tensor 

of symplectic metrics is proportional to the volume curva

ture tensor. The space being a space of two metrics 

has several properties, analogues to the properties of the 

pseudo-Kahler space. 

In the second part of the paper eubmanifolds 

of space are considered. A submanifold of nt-pairs 

in the space Wn,jfn, is called degenerated if hie components 

as eubmanifolds of #rv- and (n-m-1)-dimensional planes have 

unequal dimensions. Some local properties of the nondegener-

aced and degenerated eubmanifolds of M-pairs are obtained. 
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TRÜ Toimetised, 

464 (1978), 116-136. 

Уч. зап. Тартуск. ун-та, 

1978, 464, 116-136. 

МНОГООБРАЗИЕ (ЖПЛЕКТИЧЕСКИХ 2/П.-ШЮСК0СТЕЙ И 

СФЕРИЧЕСКОЕ ОТОБРАЖЕНИЕ 

А.Парринг 

Нафедра алгебры и геометрии 

Введение 

Настоящая статья продолжает тематику статей [2, з1. Ока

зывается,что аффинно-симпдектическое пространство 5|и2пиняупи

рует целый ряд псевдоевклидовых векторных пространств ̂  Е/ы, 
где индекс ц, = i, ...,п (см. § 1). Найдены структурные i 

уравнения этих пространств (см. § 2). Каждое а-мерное много
образие Ва еимплектических Зпг-плоскостей порождает два ка
нонических расслоения $: Е -* Ва и (см. [2]) с общей 

базой 6а; их слоями являются соответственно симплектические 

плоскости 5/г2т, как точечные многообразия и ортогональ
ные дополнения V1(5jvaw) к V(5tvlm) до всего векторного про

странства V(5ji2n> (см. § 3). Эти расслоения индуцируют ряд 
векторных канонических расслоений зу Вл и л : V -*Qa . 
Их слоями являются образы V4 (5 2̂W) и из ) 
соответственно слоев VfS^.J й Vx(5flm). Сбобщаются поня
тия углов и стационарных углов, данные в [2]. Вти понятия: най
дены с новой точки зрения. Наконец, определяются сферические 
отображения ty, и \ соответственно лервогэ и второго рода 
грассманова многообразия GK еимплектических 2и-плоокостей. 
Образы (ßa) и %(ВЛ) многообразрл Ba

c<vt двляюгся под
многообразиями некоторой сферы (см. § 4). 
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§ i. Псевдоевклидовы пространства , 
индуцированные сямплектическим пространством 5p,2h 

Цусть 5|ulfv- аффинно-сиыплектическое пространство и G = 
= l| ĝ3tll - регулярная косоеимметрическая матрица, определяю
щая метрику в нем. Здесь "3, ] , — =1, .... 2л . Соответст
вующее симплектическое векторное пространство обозначим Vfö^l 
Рассмотрим теперь векторное пространство Л. 2д-

векторов пространства V( ), где п. . Оказывается, 
что симплектическая структура в V (5ji,ln) превращает 
в псевдоевклидово пространство. Действительно, пусть 

• • • ••^'2 к) т 

1Л 

(1Л) 

- произвольный минор порядка 2ц матрицы G . Здесь 143С,<,..<Ж^42и 
и 44)8/,*.. <-j£2/b6 2*v', а каждый набор индексов типа ( ЗС, - - -

...ЗС2 ) рассматривается как один индекс. Предположим также, что 
X, ,...,Хг̂  в индексе (%,... ЗС ) упорядочены. Возникает 
матрица S(2/t) = »• Поскольку 

^(эс, - - - 1К2̂ хй1... 

II 

^je43i, 

<N^4* 

'3 

то матрица G(2/V) симметрична. Преобразованием 

V(5fiZfJ можно матрицу G привести к виду 
|| О Е Г 

• G = 

3^*2Ц. 

•"iyt'r 

базиса в 

1-  о 
(1.2) 
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Тогда р каждой строке матрицы G(2fc) все элементы - нули, 
кроме одного элемента, равного 1.Число единиц, находящихся на 

главной диагонали и вне его, равно соответственно С£ и С!£-
-С£. Следовательно, матрица GÖ|K) имеет •£(/<.) = |(С?^-С^) 
собственных значений -1, а остальные собственные значения 
все 1. Итак, Лг/Ь(5л2п) представляет собой псевцоевклидово век
торное пространство . Е-ч размерности лЛд) = и ин

декса dffy) . ' 
Пусть {7Х) - симплектический базис пространства, т.е. 

базис в котором G имеет вид (1.2), а (73,Л^л ... Л?3 J -
базис в • индуцированный базисом • При пе
реходе к новому симплектическому базису = Аэ е.^ с мат

рицей А = И A?f И из симплектической группы 5^( 6), возника

ет и преобразование базиса в Е '• 

<А..Ж =fA^?v)A...A(A>Zai )-АСХ1-АУ^Л...А4 . °| 2/t 4 Ji- «ЗД, 4 X> f-

Возникает матрица 

u'3' 

Итак, 

-»I -• i i(^i •• —* -*• ?„л...дй = А,' Д t Л...ле« . 
32/Ь . (V -Jz/,) 4 *2/1 

Поскольку произведению AB соответствует произведение ApJV) 
и матрице Ан соответствует A(2't) (см.Ш), то группа 5р(®) 
индуцирует группу, которую обозначим (<= ). Для каддой 
матрицы Ае 5|v(g) существует такая матрица 5, что SA 5 

имеет диагональный вид (см., например, [2]) 

11^4 Л И 
5А5"' = L - = 21 - . (А-4) 

Поскольку (AI - 1 при А е 5^,(6 ), то 

Л4...Л№ - 1*4 — ISAS"4! - IAI - 1. 

Выражению А = 5 1 -' 5 в ^pd/i) (G ) соответствует А(2/1) = 
= поэтому получаем] A^h 1*^,1= |51.Г>' ' = 

= 1А! Г" = А. _ ид _ 



Матрицу G, заданную формулой (1.2), можно также преоб

разовать к виду 

5G5 1 = б1 - £ 
Е О 
О -Е (1.5) 

откуда снова следует, что IG^I = I 6(2*,) I = 

= IG't2A-)l = 16= I, так как IGl = 1. в (1.5) символ i  -

мнимая единица. 
В общем случае, группа. 5р.(2„) (G ) является подгруппой 

группы ВмГку Здесь через' обозначена груша, 
которая сохраняет матрицу 6^ неизменной, т.е. 

А(2^.)6(2^)Аа^) - i6(2yt) ' 
Если Ae5p,(G ), то 

AGAT=G, (1.7) 

следовательно, А(2 > удовлетворяет уравнению (1.6), из чего 
следует, что 6^(60=*^%, - £( ) 

Отметим, что dim f Е, = dim Г Е 7 . , так как 
СТгь = СаГЛ>* Из (1'5) е1"е следует, что G(2̂  =6*2а.зд, 
где знак * обозначает "транспонирование " относительно 
второй главной диагонали. 

§ 2. Структурные уравнения пространства ̂  Е )̂ 

Элемент и - II со '# II алгебры Ли группы 6^( G) в формулах 
инфинитезимального перемещения ct<f3 = удовлетворяет 

уравнению 
coG +• &сУ = О ? (2.1) 

равносильному 

.^1 = 0. (2.1') 

Последнее получим из (1.7), подставляя туда разложение 

А= Е ч-со+ ... - (2.2) 

"к Формы cSL удовлетворяют, кроме того, структурным уравнениям 
I  .% <£ л - НС 
^3 = а-.1 A 

- 119 -



Находим соответствующие формулы для пространства) 

с группой 5|ъ(2д,( G). В разложении ' 

As./<-) ~ ^(2д)+ (2.3) 
„ (3d,. . Л!,ь ) „ 

матрица = || 3. Л" определяет инфинитезимальное 
перемещение базиса ^лГ.. лё3 i формулами 

^V'-AV="cv-'-vV'A% - (2-4) 

Элемент ю(2//) алгебры Ли удовлетворяет некоторым ограниче- , 
ниям, которые получим из (4.6), подставляя туда (2.1). Срав
нение членов первого порядка дает 

"(2^)6(2д) + оц)= 0 •) 2̂-5̂  

которое равносильно соотношениям 

(Jfj. ..^2^ »x , _l» 
(Ц. • •'i/t) ?Öi•"-• ,^syj 

Поскольку Oy.) является элементом алгебры Ли группы 

5р(г/к) (G )с • то дополнительно к условиям (2.5) он 

удовлетворяет еще некоторым условиям. Именно, чтобы получить 
элемент сэ(2̂ > алгебры Ли группы 5^^^ (G ), находим его вы
ражение через элементы « = Ц со * || алгебры Ли группы Sjv(G). 
Для этого подставим в (1.3) разложения (2.2) и (2.3). Получим 

^ « , . . . з у +  a ^ . . . ^ ) ( S  j X ,  ( S  +  _  
t3V' 32jf Cl-"3!*) J1 'f зуъ 

Здесь обозначено 

* "V S • S,l -
где g,... = 0, 1, ... ,/t . Приравнивая члены первого порядка, 

получим 

4f'"fx,=<*?• • 42A7+̂ ''S2A"' 3̂+--"4X2--s^3'(2-6) 
lJ4 ••• 52ytJ ^ • 2jl~i iHj • 3. J2./0 

В этих формулах <у удовлетворяет соотношению (2.1). Внешнее 
дифференцирование (2.4) дает структурные уравнения пространст
ва с , 

-xW, , [зе,.•••*!*> _ „(*,-*»*> ,9 г,^ 
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§ 3. Расслоение симплектических 2 m,-плоскостей 
и с ним индуцированные расслоения 

Пусть обмерное дифференцируемое многообразие, образо
ванное из симплектических 2т/-плоскостей 5 îm, пространства 

6р,2н; обозначим его Ва или, более точно, Ba(2m,2rv). Его ко-
базис ба ...7Я =i, ..., а) в' некоторой области U с Ва 

удовлетворяет уравнениям структуры 

Л & * = в ' ь л е * .  ( 3 . 1 )  

Многообразие" Вй определяет каноническое расслоение Т: £ ̂*Ва 

с базой Ва. Его слоями являются симплектические 2ш-плоскос-

ти как точечные многообразия. Ортогональные дополнения 
V (5|i2m) к симплектическим векторным пространствам V(5p.2m) 
до всего пространства V(6jtZn) определяет другое векторное 
каноническое расслоение : V"Ba , базой которого является 
Ва , а слоями являются 2(п-т)-мернне симплектические век
торные пространства V1(5nlfrv). В можно выбрать такие 
подвижные реперы i М - Z-, е*„ {, что , где = 
= А, ... ,2#п, определяет sjilrn , а Т?Л , где fi, - 2т, + 
+ 1,...,2а , есть ортогональное дополнение V1(5jv5,nv). В 
этом случае = ° ' 

и, следовательно, из (2.11) получаем 

"ч* ' (3"2) 

Вознжают уравнения 

со/к = А (3.3) 

вследствие которых структурными уравнениями расслоения яв
ляются 

fe J . ' (3.4) 
(Li} ; = to. A to, + S . 

() d fe <1 

вместе с (3.1). Здесь 

16 
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Й; = «гл«^ - Р^лег-т^ле?, (3 5) 

Й1, - Ц А ьЛ = Q'. Гл6^= RC е^А©^ 
J J Р !Г if 

р=¥>= 1 Ту,= ' 

<=^A<Xv С-< 
xr W ГР   

Из (3.2) и (3.3) следует, что 

^fe _ Л1 

где 

(3.6) 

Поэтому структурными уравнениями расслоения л,: V1 -* Ва яв
ляются 

сбсо^ = со* А + дб£ 

вместе с (3.1). Здесь 

кучер 

И 

аД,-ЗНХ^, R^-a^. 
Условия (3.2) дают некоторые условия на элементы 

штрицы 6<2л> в ^ %> • Из (1-А) 

следует, что з4/ьхзг< всегда равен нулю, ес
ли число индексов типа £ в наборе индексов Ч, г.., ̂  не 
равно аналогичному числу в наборе индексов т.е. 

S(<-i • /"i/iX/ •••jtfy+t • • - Ч-l/Ji ' 
если . Следовательно, Gâ  - клеточная матрица с клетка

ми л" 

G»f)™ ' 3(• SI1 Š+V • ̂ г^)(6, • • • <>г<" - > " ' 

Поскольку 

16^1=16^119^1.-16^1^0, 

то I G,1 J И о. Иг (.2.5) следует 
^ £|_(fev..feetCtv>'> + 

^СЬд_... fe-t *t-H • • • ^ojt) 

+ Q , . s*4--*i*)eo 
alš--• 
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и отсюда 

= _ ж -ч 
('«••• d (3.7) 

•Q-. « 

Каждая симплектическая 2«п-плоскостъ оп
ределяет в Ejj, ) некоторое векторное подпространство 

Мnföf-afn) размерности С^. Аналогично Vx(S 2̂frv) с 
) также определяет в °^E (̂ х векторное подпрост

ранство У(р)(5р2т) размерности Итак» добавочно 
к 

вы 

с базой В„; слоями являются соответственно VL4(sj£ 
v,;,(5nj. л> 

Найдем теперь структурные уравнения сперва расслоения 

V ̂j»-* в«г. а потом расслоения fr. г V*-* За-
Слой 4h(5/v2m) задается базисом Л . . . Л  I c  \  . По

скольку 1 У1 

сМе(Л... А?. ГеЛ...Дек с mod в01) 
'< 'г/t, u«--ta^' < 2/v ' 

то из (2.4) для расслоения эг^; 6«, слеДУют : 

Л (*Г''fy-'/Vö*. 
( • i f — ( * • < • "  ' у ь ' 1 *  

Учитывая (2.6), 

рек, 5>-'^3+<?СК|. у ."»MX.hA..+4-
ftV V** С4 4^-4 А 4/t 

и (3. 3.), находим, что выражается через А (У 
ж • !^с' W< 

по формулам 

а1"<"'М1/1)=4-..«$>'А ̂ 3+4С<-.. А>'* W>..Ас.":.. Д.V 5.^ 
X^ .-t^oC Чд-4 L4 fy-/* Ly, V*- 'yrA ? 

или равносильным им 

2Л А J "• = г^°4Ск!.. л>-<]А^>+..> 
/ СС4...Ь̂ ) «•< Ly,-4 t̂ tct 

+ 5 . V . 1 л  f > + .  + ( - 0 ^ " ^ 5 ' с ' . . -  J . V ^ A f y  
< L§-1 1$«Л bS^. tJti 'l 'у, '<* * 
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Из (2.7) вытекает 

d<Jiy  - <о!к,-'>>лoV'-dV + $<?-Ы . (3.8) 
(ц •' • ta^ (к4 • 

Здесь 

$ If -iy = w!^V?iy A u'f • jv х = 
(ц -4^ (К4..,кя̂ 2 д) 

- Q'i'- jV e^Aef- р^- чУе^двР, 
?<•<••• (ц...? 

где, с учетом (3.47»), 

Q'fV =-a'i- (̂l-Vq, 
(с4«" t2̂ )c*jb Д ... к^_л ̂ а^)(ьг.4... > 

• л'а' У-:   л'" 1* 
(€4...Cryt'P 

и 

ß l j i - j y l> 
(Ц • - • ta^,) (Ц - • • 

Первую часть соотношений (3.9), с учетом (3.7) и (2.6^ можно 

еще записать следующим образом: 

- £. £>Чо!> -<$f' ..5Vх'uh +. - +(-'fT4-• 4VJ"^A 2^, l l, 13^,-4 Lap, <4 l2ft 2/1--1 ü '•lp. -I 

^V-^jV1 U J-((<#...J 1̂) - cJV А 
l ^ f - l f c  1 ^ ' l2jc C < Y" Гч1 2^"l 

Л |% V 1  V l> * ^ > h- 1  

= ̂  S^^l+S^.-.Q^S;^ +...+Qt"$r't£M1 = 
С<ч 'l/t-l 12Д. J Lt1 L2jl-t ä/t J 

= + x9\. O^V" ̂V3* ,+9Г:1'\,.<^V 1 _ 
<4 ' " 12^-И h/c L1 " L2/t"i 'ajt N L2f< "* <"2ft 
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Следовательно, формы кривизны расслоения 

5Г( j: V ) — Ва выражаются через формы кривизны й • расслое

ния tJT: Е -*ВЛ: 

(Ч*"*Ч|с' S L2.fl-4 2ft 1Л С  2/1-4 t*jt 44 2/t-t 

Также имеет место 

пЧу Ат' Q^3 +^'1 Q^"4 j><M+ _ + 
^v" tayt)ot^> "ч " LV la/t 

+ ^L-.-^"4^3 
LZ/t-4 C0LfC 

И 

n'jv- jV = <РУ1. с?/2мр'М pjV' si2r-l + .. + 
(ц . — Ч C2^t 

+ рУ1 sh^si 3-^ 
i-fbp '' ' L2ji 

Уравнения (3.1) и (3.8) есть структурные уравнения расслое
ния а^: V^->Ba. х 

Расслоение Ва задается уравнениями 

- Il/J (-.Л 
(р.л. . . ^2д) - frl/tjcl 7 

причемгв силу (2.6) и (3.6)f имеет место 

= 4'^Z 1  -- АУ +-- + . ..O^1 + <f"1 • pz/c) f11 [h. ^2/C f-1 P*2 p-2/L 

+ ACil c?4-1 
ЛМ>2">ал ' 

Его структурными уравнениями являются (3.1) вместе с -ypaii-
нениями 

Л <:•$' . «.«о. 

Здесь 
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-

формы щшвизны. Кроме того, 

ГМА - ЯЬН) _ рЦ" пЧ'З./'-'лЧ'З«,] лЧ-м-'. , 
V• • • fv^vf-%•• 'V-. >• • V-*> 

fa*? fa/t-4 f'ü/t, ) 

[^•••W _ r^2/t-<р^Д . гсЧ"| р^Л"1 A'^2/1-'. . 
>v..^ " V"<V<f>*?N" 

, rM* olläJt-i ols/t,] 

И 

fij?''"K = <*?• +<*?• • -®2a/t" < â/tl+ • •+ 

(fa-'-fo/t' р*4 ул/t И fafl-i f'lfc 

+dy...sy-A$УЛ. 
Л Га/<,-4 f'a/c 

Внешнее дифференцирование формул (3.4), (3.5) и (3.8),(3.10) 

дает . 
dQi =Q'KAU; -Q" Auj> , 

da;-ö;A«|:-fi;A«; 

=q^jV }  
л  

(tvе2д) (<-4• • • t-jyli> (Л••• (к** •• ка/с) * 

, z-4^4*' -^ал) f\^4' --WA - • • *2/J /"А• • • д /Чг< '' 
d%-..$ =Q«• -.>)А%.••$-%•• • ivA"к..•>) • 
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§ 4. Углы. Стационарные углы 

-» Х(н.) -• 
Пусть а(ъц)е Вектор называем изотроп

ным, если I u(2;t)i = 0, и неизотропным, если 1/2^,1 ^ Оч Длина 
неизотропного вектора может быть вещественной и мнимой. Если 
I I 0 и I/6-q^I Ф 0, то с помощью скалярного умножения 
можно определить угол y(/lt) между векторами uü/t) и 
формулой 

OOS te. . , 

^ iw 

Здесь возможны следующие типы углов (см..^например, [2]). 
4) Имеет место и -i4 1 . 

Тогда угол f(/t) - вещественное число. ^ (чь) 

2) Имеет место (1асад}||л>аю1?>0 и ^> I. Тогда 
п. luü/<.> и 

существует вещественное число такое, что oos = 

= ch%o =oosZV)' т,е* угол % = L\) - чисто 
мнимое число. • а -* л 

3) .Имеет место >0 и <-d. 

Тогда сзпцествует вещественное У(ц,) такое, что «oe ify) = 
=-°Щ$00а^-г%«Ат.е. угол tfy.) =5Г-£ Л̂), где ^ 0. 

4) Имеет место (!u(1̂ l I ^ <0- Тогда существу
ет вещественное <ty{ , ^ 0 такое, что со а = iah y(fl\ = 
=  0 0 B { f - i y (  ) .  

Пусть Е_^ - некоторое !псевцоезклидово векторное прост
ранство, aW= и W'=L(^,' ) -

- его подпространства.соответственно, с независимыми образую-™ 
щиш ,..., и -1»4',..., пг^,. Обозначим через 
õ5- G W и riJ'eW1 произвольные векторы вещественной дли
ны. Поскольку угол if между двумя векторами itS- и пЗ-' не 
изменяется при переходе к векторам Д0& и -Я'0»' с Л>о и 
Л'>0 , то, не ограничивая общности, можно предполагать 1лМ = 
= ln»'l =1. 

Определение. Угол между вектораш w-eW и йл' е W' с 
II = |4Ч = 1 называем стационарным углом между подпрост
ранствами W и W , если соа if = <<t», õs-') Iимеет ста
ционарное значение. 
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Условия 

<<1^ , ifr ~соз if • > = о, 

<лЗ^ , й£-соэ if. /гЗ- > = О, 
(4.1) 

где а= 1 X и L = , являются условиями 
стационарности (см., например, [2 , 4]). 

Ниже мы применим формулы (4.2) в случае симплектнче-
ских 2#п-плоскостей из Т: Е—ßa. Векторное пространство 
V ( 5 г̂<н ), определяемое симплектической 2т,-плоскостью 5 2̂Пь, 
имеет разные 2^ -мерные симплектические подпространства 
V ( 5jv2p). Здесь д одно из чисел i м. , но при этом 
фиксированное. (Отметим, что в V(5ji2#VXj), кроме симплектиче-
ских подпространств, существуют также подпространства с нере
гулярной кососимметрической метрикой; см., например, [2, 5]). 

Подпространства v(spim)cv(5fian) и. V(Sjv^)c v(sfa) ин
дуцируют в '*Л<' Еподпространства \ г̂т) и ys^). 

При этом dim Ц^( 5jb(1̂  ) = 4. Оказывается, что каждый 

®С2./ь) s Vf̂ ( £>jb2̂ ) имеет вещественную длину. Для доказатель
ства этого факта задаем V (5^-^ ) с симплектическим базисом 

Яцр]; тогда матрица B<aa,<$6->Ä 'где а, ̂ = 
= 4,...,2^, 1 имеет вид 

о е| 

-Е о|Г 
Векторам &2̂  в ^>(5 2̂/ч,) соответствует вектор 

ft(2^<.) = ft, А... Л длины 

' а а / « . ) '  =  ̂ )  а(2ц)^ _  ^  •  

Каждый 5C(2/i) е Vf,/5^.) представим в виде «f2/t) = Лаак) » 
откуда следует, что | 3(2/t) | является вещественным. 

Определение. Углом между симплектическими . 2^ -мерны
ми подпространствами Q = L (^,...,^) и Q = L(^J,... 
называем угол между одномерными векторными подпростран

ствами L(^„ Л ... Л ^г.w, ) и L( ̂  Л ... Л ) в псевдо

евклидовом пространстве 
Пусть и - две бесконечно близкие симп

лектические 2ш-плоскости расслоения r:E-*Ba. Кроме того, 
пусть W = L(?i) и W'= L (t[ ) индуцированные с ними симплек
тические векторные пространства, а 6 = L(^,...,) и 
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G,1 = Lf^Jr — „ соответственно их симплектические 2^-
мерные подпространства. Подпространствам W,W'€ V(5 m̂) соот
в е т с т в у ю т  B ^ E j f ^  п о д п р о с т р а н с т в а  V l ,  =  L ( ž ; : )  и  W ^  =  
= L(Il£<A...A?iap,a подпространствам 8 и К - одномерные под
пространства Q^'L^a-.-a^cW^ И Ö^=L(|'A...A^)CW'r 

Теперь имеем возможность определить стационарные углы между 

подпространствами и используя векторы ̂ )
е0 )̂ и 

%yt)G • 
Определение. Каждый стационарный угол между и 

называем д -стапдонарным углом между симплектически-
ми 2т,-плоскостями и f М'?£'}. 

Формулы (4.£) получают в данной ситуации вид 

<V- AVV">"V" 0^ 
А • • • А^, %оГ соа %) • " ° • 

Подставляя в последние разложения 

КА--Л%=\А--А\+^\А--Л\]+ * 

4 ^ д - л у + - '  
"fy) =  u(y.) +  d U(2ft) +Т<Ж й(2ft) +  ••••) 

008 Yf/t) ~ *1" + • • > 
c i +  

и приравнивая нулю члены одного порядка, получим для уг
лов типа I), 2) и 3) следувдие результаты. 

Для первого и второго типа имеет место: 

<V - A%e' 

<^A - AŽt2/t, ot2Ü0/b) ± ^)> = О7 (4.2) 

id(S^ А ... A t^), du, ( 2^ }> - ± ^ А ... А . 

Нижние знаки соответствует второму типу. 
Третий тип. Приравнивая члены нулевого порядка,по

лучаем <Ž^a...AŽ; , u(у:)> = 0. Свертывание последних 
с координатами cC'l<—LW вектора a(2/t) дает (и(3/1), 

йй/1)> = 0, но у нас S %2д>1 = 4- Следовательно, среди ста -
ционарных углов, реализующихся между двумя бесконечно близ
кими симплектическими 2т,-шюскостями, нет углов третьего 

типа. 
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Чтобы переписать условия (4.2) в координатном ввде, на
ходим выражения векторов ctf^A...A'ž;y) „ dcL(1H): 

d(Z iA...At i  ) = ̂ Г^ЛЛ...Л?/ + Jt'f 1^4 Л... 
a ' •> 'ад' <f:y<, 1'< - • S/t) Ji 

""Л -4 ̂  V2K, 1 , . (4.3) 

dÜL^y = d ' >ЧД А... A <Y = V<A"V?.A... 

... А г, + а(/' • • • • •>-</> V. л...А с де . 
С2/С У1 "02-1С * У*** рУС 

Здесь обозначено 

Vcb̂  -V= da(ii 
"
C

^ + 'V . 
Ч'"'№ 

Теперь из (4.^) получаем 

vu^' ̂ a. . . +a v"'tycjj-•&-' <]. . .. .  =о 
••]!/<•) (*V ""у) • 'b/lXjr • -fy-lptfl) 

Поскольку ,(/(л^.^ > «0,ю v^'"VSt> = 
= 0. Итак, d Г- i от , г 

danu, = cß-^cü^-f^l12̂  Л.. .Л $ ле, . (4.4.) 

Подставим теперь в (4.2а) выражения из (4.3) и (4.4); 

<6Л...At- + (Jj? A...AŽ->.v. , в; Л...ЛИ; +WZ- -/• у - е • /х... л «ь,- А ек , 
Л<-У d< >/ч ; У л 41 fr"1 /> 

/г- v^-'Vy^A.-.Al, At > = 
" KXjc) S CZjt'A У2Л 

Последнему равносильно 

Q'i• • <*,• • • 
( i f - L гд) ft, ... Х2д) f y j ,  • ' v/2,K-> '' Ci* - 4  Ц 2Д,) 

= + .Л a(/f-</Vä . 
Yf/t) L2f<,Hji • • -jlp,) » 

или 

Отсвда, учитывая (3.7), следует 

r («c-V + ./ л1^ X"2"1? - = О . 
H r V V ' - V K -  - V -  1  
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Так как Ф 0, то последняя система имеет ненулевое ре

шение. Для этого необходимо и достаточно, чтобы 

' «2^,-4 Ч г р )  ( i f - ( * , • • •  К у , )  I ^4-5^ 

Здесь Vf^) = и применено обозначение, аналогичное (1.1). 
По § 1 уравнение (4.5) можно записать 

откуда '' • 

- %С1=° • (4.6) 

Последнее уравнение вообще не зависит от выбора /о. Зна
чит, стационарных углов будет только одна серия, а нет се
рий. Уравнение (4.6) можно записать в виде (см. Е 2]) 

ъ"* - ф ут'< + ф ъЛ"2 -! + Ф =0 
X/t) 1V» Ya«. v > 

где 

ф. =5 б^4 6^" 

и 
£• _ Л^К< Д "2'-' " 
"S ' • ,ct2t 

Здесь по индексам проведено симметризирование. 
Примечание. Формулы (4.2) применимы и для нахождения 

стационарных углов двух бесконечно близких симплектических 
2 (п- *п,) -направлений, перпендикулярных соответственно к 
симплектическим 2м,-плоскостям jM' tL] и jМ'-1[} . 
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§ 5. Сферическое отображение расслоений 

5Г:Е-В а  И ^V1-^ 

Из псевдоевклвдовых векторных пространств рас
смотрим пространство с /с = л- - т . Пусть 6^ - неко

торое точечное псевдоевклидово пространство, направляющим 
пространством которого является ̂  Е^ )е При таком 

открывается возможность каждой симплектической 2щ-плоскос-
ти из 5л2Л сопоставить единичный вектор Žzm+A А ... 
... А е , индуцированный ортогональным дополне
нием к (М; , Вектор 25т+<А"-л^2л, действительно единич

ный, так как 

l2lm+<A--AV < г2т+<Л- -л 

Возникает отображение 

^ Gt —» 5 , 
* 

где G* - грассманново многообразие всех симплектических 2м-
плоскостей в Sfiztb, а 5 - единичная сфера в6с цен
тром в некоторой точке б' . Это отображение % сопоставляет 
плоскости такую точку ЛА

е 5 , что 

Это отображение называем сферическим отображением первого 
рода. Теперь находим структурние уравнения образа \!Gn). Ка
сательное пространство сферы в точке Мх определяется 
репером j A... A2^ А A... A , где q= 4. 
Zfc . Сфера 5 характеризуется формулами инфинитезимального 
перемещения 

dhL
m 'in!г ц А ,  

_^г A?a А...лг„ . rs ,X </1 «f1-4 /* 15.1; 

Учитывая, что 

-E О j ) :  

0  j  -  1 3 2  -

О E 
-E О 



а также формулы (2.4), получим 

(2tn-H... tn.) 1 . 2/v. Л 

. . .  t f t >  ~ ( Z u , - 2 m , ) 1 .  i t o + 4  

Переобозначим еще 

_ J.4fb-~hp 
w0jn-n...2n.) • 

Форщла (5.1,,) получает вид 

«(Я, . " . 

Из (2,7) находим теперь структурные уравнения сферы: 

d (j c^-w = 

(5.2) 

». _ v, /*«••• lW4'4'"V} л, 

-pSfc) j_~| (Ч'-^f1 f+4 •' **-> 

. tii-jttwW _ V ~ V л (J^ 
Kt—itf4+4 •••pi/*) (*(..• Kjt^Vi• • • ty.) 7 

J• у (ь—уу-н--*-!/<.) Ц, 
(V-'?Ay+f-py<.) (lcl-Kj"lj+4---'t2^t) 

Теперь рассматриваем псевдоевклидово пространство Е^ ̂ 
с н, = т и некоторое точечное псевдоевклидово пространство 

, направляющим пространством которого является 

^ Еж/ь) • Каждой симплектической 2го-плоскости fMje,.} из Вр<ш 

сопоставим теперь единичный вектор SjA.-.A?^ индуцирован
ный с этой плоскостью. Снова возникает отображение •&: 6* -» 5. 
Это отображение % сопоставляет плоскости f М;^} точку 

J4eS с ^ 

в Л =  Я  -  ?4л...л е2 / П |. 

Это отображение называем сферическим отображением второго ро
да. Сфе;ж 5 характеризуется подвижным репером Ш)е^л...лТ; Л 
л^лу, где <5= 0 2ftv-i, а инфинитезимальные перемеще
ния последнего задаются формулами 

ei/t-«Л"'*—л...дг. At 
*1 l2M-< /Ч/п, 
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и (ö.ij), где § = 0,...,2m,-L. Здесь обозначено 

Ц *"fiUH/Ь:Л* £«*•• Clf»v-4 f'z#» 
Ч...2М = " 

и учтено, что 

"(V-.-Zltv) ~ 0 • 
Структурные уравнения образа %(вч.) следуют из (2.7). Они 

состоят из 

z (*-<•-• 0| • • J'n-л ̂jnv) (с, • - • lirv-4 CtiCi) = CJ° A Cl),z • . 

и (5.2), где § пробегает значения, указанные выше. 
Если рассматривать BacGt, то образ fßa) (m-^2) инду

цирует в (G*.) подмногообразие, причем 

dim ?а^-»ив . -

Возникав! также структурные уравнения многообразия (Ва), 
.но найти их в общем случае не так просто.Для конкретных клас
сов многообразия Вй удается их найти (см. [3]). Тогда также" 

можно построить дополнительные геометрические образы, как 
индикатриса нормальной кривизны и фокальная поверхность ка
сательных плоскостей многообразия^ (Ва )• 
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SÜMPLEKTILISE 2т-ТАЗАШ>1ТВ MUUTKOND JA 

SFÄÄRILISE KUJUTUS 

A.Ferring 

R e s ü m e e  

Artikkel jätkab artiklite [2,3] temaatikat. Osutub, et 

afiinne-sumplektiline ruum 5#vlhi tekitab terve rea pöeudo-

eukleidilisi vektorruume E ~ 4 7 • • • •> • SÜmp-

lektiliste 2m.-tasand.ite 5p,2)n "iga muutkond 6^ tekitab 

kaka kanoonilist kihtkonda ЭГ: E—*BA ja jb: V baasiga 

Вл (vt. [2]); viimaste kihtideks on vastavalt sümplekti-

lised Sfrv-tasandid kui punktimuutkonnad ja VfSjijtn) ortogo-

naalsed täiendid ^šf-zrr) kogu vektorrüumini V(S 
Märgitud kihtkonnad indutseerivad seeria kanoonilisi vektor-

kihtköndi : \J^_ —* Ba ja —* E>a. Nende kih

tideks on ^,(5р/гм,) ja (Sp-ztn1] mis on vastavalt kihtide 

Vf5jvlmj ja V1/5|blfr>) kujutused. Üldistatakse nurga ja stat

sionaarsete nurkade mõiste (vt. [2]). Lõpuks antakse siimp-

lektiliste 2m,-tasandite Grassmanni muutkonna G»c esimest 

ja teist liiki sfääriline kujutus. Muutkonna Bw
c Gt kuju

tised V,(ßa1 ja <fz(BqJ on teatava sfääri alammuutkon-

nad. 

DIE MANNIGFALTIGKEIT DER SYMPLEKTISCHEN 2Л-EBENEN 

UND DIE SPHÄRISCHE ABBILDUNG 

A.Parring 

Z u a a m m e n f a s  s u  n  g  

Dieser Artikel ist eine Fortsetzung der Thematik der Ar

tikel [2,3]. Es wird gezeigt, d^ft der affine symplektische 

Raum Sf-zn. eine Reihe pseudoeukliedisoher Vektorräume 

•AFIFT) = 4I'" induziert. Jede a-dimenaionale 

Mannigfaltigkeit Ba der aymplektischen 2/n-Ebenen indu

ziert §wei kanonische Faserräume ST: В ~^ВЛ und fi: V— 
mit der Basis Вл (s.[2l) ; die Fasern sind ' entsprechend 

die symplektischen 2m-Ebenen als Funktenräume und 

ihre orthogonalen Ergänzungen V Diese Faserräume 

induzieren ihrerseits eine Reihe kanonischer Faserräume 
- - 13У -



3Tp : Vp —* Вл und рц : Вл . Ihre Fasern sind 

entsprechend die Abbilder (5p-lnv) und V^f5^,1A1) der Faser 

Vf5f4m,) und V"L(5p-lm,) im Kaum E. Es werden 

die Begriffe des Winkels und der Stationaren Winkel verall

gemeinert (s. [2]). Zum Schluß definiert man die sphäri

schen Abbildungen tfy (41= 4^2) der Grafbmannschen Man

nigfaltigkeit Gt der symplektischen 2m-Ebenen. Die Ab

bilder 1Р<а(6а) der Mannigfaltigkeit Bft С Qu sind die 

Ontermannigfaltigkeiten der Einheitssphäre. 
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TRÖ Toimetised, 
464 (1978), 137-145. 

Уч. 8an. Тартуск. ун-та, 
1978, 464, 137-145. 

О ПОДМНОГООБРАЗИЯХ ПРОСТРАНСТВА ПОСТОЯННОЙ 

КРИВИЗНЫ С ПАРАДЗЕЛЬйЫМИ ПОЛЯМИ НОРМАЛЬНЫХ 

Р-НАПРАВЛЕНИЙ 

Д.Чакмазян 

Кафедра алгебры и геометрии 

4. В [i] изучалось локальное строение подмногообразия 
пространства постоянной привизны , допускающего 

параллельное jt,—мерное подрасслоение нормального расслое

ния . В этой работе были определены фокальные образцы jv -мер
ного параллельного подрасслоения подмногообразия и 

его дополнительного подрасслоения N и изучалось 

строение таких , для которых фокусная поверхность F 
подрасслоения имеет б различных компонент кратко-
стей ^,..., jvs (jv, + ... + jv5=*rv) , а фокусная поверхность Ф 
подрасслоения N*vWn,~f' не имеет кратных компонент. Настоя
щая работа является продолжением работы [3]. 

2. Известно, что как евклидово пространство Е^, так 
и неевклидовы пространства - эллиптическое пространство S^, 
и гиперболическое пространство 5П - можно рассматривать 

как проектнивные пространства, метризованные при помощи не

которой квадрики, называемой абсолютом пространства [ i ] . 

Любую точку, лежащую на поляре точки ос по отношению к 
абсолюту пространства 5^ , назовем вектором в точке х . 
В V*6 рассмотрим репер, состоящий из точки 1 и из п, 
единичных попарно ортогональных векторов едП,ЦК = 4;2;...? к) . 

Инфинитезимаяьное перемещение такого репера определяется 

формулами 

don = бЛ.э , с^гэ - - есЛс + ̂ 3
К6К , (1) 

в которых пфаффовы формы tc? и удовлетворяют струк

турным уравнениям: 

du - CJKл и* , du^ = со^л о>[ + с.у3д (2) 
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и уравнениям инвариантности абсолюта 

о» (з) 

где постоянная с- равна кривизне пространства. 
Рассмотрим my-мерное подмногообразие , погруженное 

в п-мерное пространства постоянной кривизны с . Тог
да возникает его касательное и нормальное векторные расслое
ния Т() и N(Vm ). К этим расслоениям присоединим орто-
нормированный подвижной репер так, что г^еТ^ (Vhv)(C,j, к = 

V ) U,/?>,/-= m-Kr..,*v). Из [з] следует, 
что в таком случае tJ*= О . Продожая последнее уравнение, 

получим 

.  ( 4 )  

Величины S-л- образуют второй фундаментальный или асимптоти
ческий тензор подмногообразия . Формы cnj определяют аф
финную связность без кручения в касательном расслоении ТОО 
подмногообразия . Формы w* определяют связность в нор
мальном расслоении N(Vn) , которую называют нормальной связ
ностью [4] . Формы кривизны Q°^, этой связности имеют, в 

силу уравнений (2) и (3), вид 

о;-et« 

а ее тензор кривизны выражается формулой 

•  С 5 ) .  

Говорят, что нормальная связность является плоской, ес
ли результат параллельного переноса любого нормального векто
ра I не зависит от пути на подмногообразии . Нормальная 
связность будет плоской тогда и только тогда, когда ее форма 
кривизны 52* тождественно обращается в нуль, что равносиль

но условию R *,к1
= О 

3. Пусть подмногообразие допускает ^.-мерное па

раллельное подрасслоение N^VJ. Тогда его ортогональное fo_ 
мерное подрасслоение тоже будет параллельным 
[2]. Выберем репер в N(Vm) так, что его векторы еж (згл,о-
= «.-и,•..,m+f,,} принадлежали подрасслоение а векторы 



ea (a,^,c = /n-+|v+-i7...,fv) - дополнительному годрасслоению 

N" m Аналитическое условие параллельности подрасс
лоения N^fV^) имеет вид 

г~ О Г у CL 
^ ̂ск eit = 0 ' (6) 

Уравнения фокусных поверхностей параллельных подрасслоений 
и N" л I" имеют соответственно следующий вид: 

F: (7) 

ф: (I <z4l - 6 Ц )  = О, (8) 

Пусть фокусная поверхность F имеет s различных компонент 
fr

a(u,>«','w = 472,?..f>s) кратностей jT,47...?/vs(^+^...+ ŝ,#n,) 

соответственно, а фокусная поверхность Ф не имеет кратных 
компонент. Тогда матрица Вт= II ̂  II приводится к диагональ

ному виду, а матрица Ва = II ̂  II—блочно-диагональному веду 
(см. [з] ). При этом в каждом касательном слое Тх подмно
гообразия лежит s собственных подпространств матриц Вг, 
которые взаимно ортогональны и имеют размерности Pu 

+ ... 1- jvs = trv) .На подмногообразии они образуют s рас

пределений Lu
: х •—>(LU)K размерности Р^ . Будем считать, 

ч т о  в е к т о р ы  р е п е р а  е £ а  ,  г д е  L u =  р > , +  - + р м * 1 г - М •  
принадлежат -мерному подпространству Lu . Тогда мы получим • 

h I = £ i 1 hi = О, «Ф«1-4 (9) lu,.Ju U Uju- ' 'uju. ' 

Б силу (9) из соотношения (6) получим 

C t =0 te**-. (10) 

Тогда уравнения (7) фокусной поверхности F примет вид 

П( Х £ а*- 0^ =0 , сс 
U.-4 ' 

Следовательно, фокусная поверхность F распадается на 
плоскостей размерности (jv-О кадцая и с кратностью Рц, 

Таким образом, каждая Pu-кратная компонента Fu повер
хности F является (fi--i)—мерной плоскостью в м£ , уравне
ние которой имеет виц 51 ^ -1=0 . В силу (9) и (10) 
из (4) получим ' 4 
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^ 6 ^ 'u, л »61» I/l CO: = L CJ , CJ,. = >. . dj'a (Ü) 
cu- a ? <-w. CU-iU Ui' 

Если продолжать уравнения первой группы и применять лемму 
Картана, то получим (см. [I] ) 

л* 8s *• V- jV 
^ V is ' N5"1- (12) 

В [зJ доказано, что распределение Lu является инволютив-
ным, а это означает, что несет ортогональную сопряжен
ную систему из s семейств поверхностей. В этом случае каж
дое распределение Lu огибает (tn--f-a)—параметрическое 
семейство —мерных поверхностей , принадлежащих V^. 
Уравнения в построенном выше репере имеет вид 

со1*'= 0 (о- = 4?:..j U.-1, и + 4j...s). 

Теперь докажем следующую теорему: 

Теорема 1. Интегральная поверхность Ч рапределения 
Lu при р,и>4 лежит на эквидистантной гиперповерхности 
плоскостной компоненты фокусной поверхности F подрас

слоения . 

Доказare льс тво_. Сперва покажем, что плоскостная компо
нента Fu

; = О фокусной поверхности F остается 

неподвижной при движении вдоль интегральной поверхности У а̂ 

распределения Lu . Рассмотрим точки 

fr"Ci + eT» 
Определяющие плоскость , где зг - фиксировгло. В силу 

(12) отсюда при дифференцировании получим 

df,= - I 4f, + х I А* >> £ I "Ч -|ЗГ 9 S 'S <•*.. Jv- »*u. '•«-

-X ty t J*e,- , u*v и-Фи- v. 

Следовательно, 

ST,' , , .</«--Z.cu^fs( modo/* 'P'* «-), 

что и доказывает неподвижность плоокост! Fa при cj = 0(»*u). 
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Теперь покажем, что расстояние точки х этой интеграль
ной поверхности от плоскости постоянно вдоль V û 

Определим расстояние точки х от плоскости X к57"- 4=0 
у 

Это расстояние определяется величиной 

т.е. 
ч .Ж "• зг 

В силу (12) 

5Г <5 "• ? X ^4h=U. JV- / 

Так как о^1" кососимметричны, то здесь первая группа слагае

мых равна нулю и поэтому 

cC  CJ2  ) = 0 ( modCJ^"; Ф = £  и )  .  

Это и означает, что принадлежит эквидистатной ги
перповерхности плоскости . 

Следствие 1. В случае, когда фокусная поверхность F под
расслоения состоит из одной т.-кратной (ft- 4 ) — мер
ной плоскости, все ft,-мерные слои проходят через непод
вижную (р.- -I )—мерную плоскость, т.е. подмногообразие, обра
зованное плоскостями вдоль подмногообразия , являет
ся конусом с (fv- -I ) —мерной вершиной. 

В силу (6), (9) и (10) из (5) получим следующие компонен

ты тензора кривизны связности в нормальном расслоении 

с,-о, С-°. • 

Из этих соотношений вытекает, что нормальная связность под
многообразия не является плоской. Вдоль интегральной по
верхности нормали N( V^) образуют нормальные расслое
ния. Предположим, что нормальная связность этого расслоения 
вдоль плоская; это будет тогда и только тогда, когда 

= О при фиксированном и , т.е. 

Z r̂it 4 и =°- (13) 
с,, taL«-«, t u.)1-и. 
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Объединение последнего выражения с (6) дает 

Рассмотрим пучок симметрических тензоров 

^ с 

и назовем его пучком основных тензоров подмногообразия . 

Этот пучок назовем простым, есж в нем есть хотя бы один 

тензор ^u.k-u.C\ )• имекщий различные собственные значения. 
Из (14) следует, что 

<i» 

Пусть пучок основных тензоров для является простая. То
гда в нем 1СаКа( Л0 ) может быть приведен в некотором орто-
нормированном репере к диагональному виду, т.е. 

К К ^ = h dLlC 1 LUKU, LU, ^U^IC / 

где Ф t-e при ica# lu . Тогда в силу (IG) из (15) получим 
( 1ы * ̂u,)Cleu,= 0 ' и поэтому 0 ПРИ V V 
т.е. 

"«*4 ; (17) l u j u  bu Luju 
при фиксированном u, . Это означает, что все асимптотические 

тензоры huja интегральной поверхности приводятся 
к диагональному ввду, т.е. несет сеть жний кривизны. 
Верно и обратное утверждение: есж интегральная поверхность 

несет сеть линий кривизны, то ее нормальная связность будет 
плоской. Действительно, выбирая векторы ы е..-^ репера каса -

тельными к сети линий кривизны, получим 

=0,0: • = 0 при * /, . 
'-aju. } ДЧ/ч- '' 

Подставляя эти значения в (5), получим R-1>̂ 1Ĉ = О , что и 
требовалось доказать. Получаем следующую теорему. 

Теорема 2. Для того, чтобы нормальная связность расслое
ния N(Vnv) вдоль интегральной поверхности с простым 
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пучком основных тензоров была плоской, необходимо и доста

точно, чтобы эта интегральная поверхность V. несла сеть ли
ний кривизны подмногообразия . 

4. Рассмотрим теперь общий случай 
ных тензоров ввделен некоторый тензор 
имеет 5 

к  ;  U) 
различных собственных значений л' .. 

Пусть в пучке основ-
который 
кратно-я' ?Л5 

стей C'f-V+ fi+ • -• + /ig - р'и )• Тогда с помощью преоб
разования репера его матрицу можно привести к вицу 

О 

о 
х 

'ui 

При этом в каждом касательном слое интегральной по
верхности лежит 5 собственных подпространств тензора 
Ц-u-juz (Л )> которые имеет размерности ( ы-= -f,2,.s ). 

Имеет место следующая теорема. 

Теорема 3. Если на интегральной поверхности неко
торый тензор в пучке основных тензоров имеет 
5 различных собственный значений л17- • -, 3-'s кратно-
стей соответственно ( p j  + f r [+ . . .  +  ̂  , то V^ 

несет слабо голоношо ортогональную сопряженную систему из s 
семейств поверхностей (если р.и> \) или линий (если fbu=i). 

Доказательство этой теоремы проводится подобно тощ, 
как зто сделано в L3J (см. [3] , теорема 3). 
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ALAMMUUTKONDADEST PARALLEELSE NORMÜÄLSE P-SIHTIDE 

VÄLJAGA KONSTANTSE KÕVERUSEGA RUUMIDES 

A.Tsakmazjan 

R e s ü m e e  

Artiklis [3] on uuritud sellise alammuutkonna Vw lo

kaalset ehitust konstantse kõverusega ruumis millel on 

olemas paralleelne P-mõõtmeliste normaalsihtide väli.Seal 

on sisse toodud nii selle välja kui ka ortogonaalsete 

f#v -m-f>)-mõõtmeliste sihtide välja ^ fokaalpinnad F 

ja Ф ning uuritud juhtu, mil F on s erineva komponen

diga ja neil on kordsused pH, (f>i + pz+ •• + fs= n*), kuid 

ф ei oma kordseid komponente. Käesolevas töös tõestatakse 

järgmine teoreem. Olgu Lu ('к. " a) teise funda-

mentaaltensori alammaatriksite omaalamruumid. Jaotuse La in-

tegraalpind V,^ on juhul |vu>4 fokaalpinna F tasapinnalise 

komponendi F^ ekvidistanthüperpinnal.. Tõestatakse samuti, 

et alammuutkonna Vm normaalseostus piki integraalpinda Vpa 

on nullkõverusega parajasti siis, kui Vpu kannab kõve

rus joonte võrku. 
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OH SUBMANIFOLDS WITH PARALLEL FIELD OP NORMAL 

. P-DIRECTIONS IN CONSTANT CURVATURE SPACES 

A.Tchakmazjan 

S u m m a r y  

In [3] the local structure of submanifolds with pa

rallel field of normal P-dimensional subspaces in space 

V* of constant curvature с is investigated. The focal al

gebraic surfaces F and Ф of this field and of the 

complementary field N*1- m P are introduced and the case, 

when F has s distinct components with multiplicities p,, 

pivips (ft+ f>i+ • • + f>s *"*) and Ф has no mul

tiple components, is investigated. In this paper the fol

lowing theorem is proved. Let Lu («•-be eigen-

aubspaces of submatrices of second fundamental tensor of V^. 

Integral surface of distributation Lu lies in case 

toa> i on the equidistantal hypersurface of plane compo

nent Fa of focal surface F. It is also stiovm that nor

mal connection of Vm" along is flat iff the net of 

curvature lines of lies on . 

19 
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TRÜ Toimetised, Уч. зап. Тартуск. ун-та, 

464 (1978), 146-155. 1978, 464, 146-155. 

О ГЕОМЕТРИИ КВАЗИЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ 

ПЕРВОГО ПОРЯДКА С ДВУМЯ НЕЗАВИСИМЫМИ ПЕРЕМЕННЫМИ 
И С РАЗЛИЧНЫМИ ХАРАКТЕРИСТИКАМИ 

Х.Кильп 

Кафедра алгебры и геометрии 

§1. Введение 

Рассматривается аналитическое расслоенное многообразие 

Mirv+a. •> на котором определена квазилинейная система диффе
ренциальных уравнений первого порядка с частными производ
ными при #rv неизвестных функциях двух независимых перемен
ных и с несовпадающими характеристиками. Общая геометриче
ская теория таких систем с помощью метода внешних форм Э. 
Картана и инвариантного теоретика-группового метода Г.Ф.Лап-
тева-А.М.Васильева была построена автором в работе [2]. За
дание квазилинейной системы дифференциальных уравнений на 
многообразии Mtyv4a определяет расслоение многообразия 

Mftv-n на •«--мерные слои Мл с двумерной базой Мг, Пос-? 
ледняя является пространством независимых переменных системы. 
В настоящей работе строится аффинная связность на главном 
расслоении с базой слоем которого над произвольней 
точкой является многообразие линейных реперов 
в касательном пространстве слоя (Мт)ж, про ходящего 

через точку ос. Рассмотрение локальное. 

§2. Структурные уравнения 

1. Пусть -мерное аналитическое многообразие, ло
кальные координаты (ос5; и.*) которого являются первыми ин
т е г р а л а м и  в п о л н е  и н т е г р и р у е м о й  с и с т е м ы  r J K = o , ( J * ' =  О  ( а , =  
= -1,2 ,. - - = Пусть на Mmtl задана квазилиней -

ная система 

Ф4=L т4+ • ОТ. Y Г О* ' 4  

Пусть характеристическое уравнение detll Â(t)-^Eli-o системы Snl 

имеет nv различных корней Л*. Система £>'тг остается ква

зилинейной при преобразованиях вида 

'тА= 'и* =и?). (1) 

Пусть (ас*) являются первыми интегралами вполне интегрируе-
1 - 146 -



мой системы «л=0. Допустимые преобразования (1) системы 5^ 
задают локальное расслоение многообразия на н-мерные 
слои с двумерной базой Мг, являющейся пространством 
независимых переменных (х1). После такой канонизации подвиж
ного репера многообразия которая всегда возможна, ха

рактеристические кривые на интегральных многообразиях систе

мы задаются уравнениями * сЛч-^ы'^о. Требование су
ществования м. различных характеристик позволяет продолжить 
канонизацию так, что структурные уравнения многообразия 

с заданной на нем квазилинейной системой S 2̂ с различными: 
характеристиками приводятся к следующим (см. [2]): 

СО'4Аб/Л=0, 

льД (2) 

du/- = А uf-* йРо Л О)2*-!- а/л V + о/, (3) 

cU* + jeftu4, - = л* ojA+a^coi6. ( 4) 

Здесь введено обозначение wtscJt, тогда индекс 
„о" отвечает форме со2*. Дальнейшее продожение дает: 

йСсо*= cv* A(to%+ (5) 

<0лаГ+й^л^+..., 

где невыписанные члены линейно выражаются через U^ACOPJOFAU)^ 

j 
сбл JH+ со', -А*а> 2)- = 

= + (6) 

c^a'j'^+ w =J= л + • (7) 

Из продолжения уравнений (4), (6), (7) выпишем лишь ту часть, 
которая понадобится в последующем: 

(8) 
Далее, 

da}с*+ 

- â+^cõ 0̂-^"1=) - о, (9) 

da^-h аи^2(сы\)+л (̂ш'|
2+ of^<Ус

0-

^ oto^" С; (10) 

daV+aV('^+ ^W>^0,(11) 



где„«о" равносильно „-о mod^co^" и символы Кро-

некера. 
2. Рассмотрим главное расслоение, базой которого являет

ся многообразие Мт+2, слоем над произвольной точкой 
xeMm,+i является многообразие линейных реперов в касатель
ном пространстве слоя проходящего через точ
ку х. Величины Г\, г«^, определяют аффинную 
связность на указанном главном расслоении, соответствующую 
формам (см. [3-4]) 

(12> 

если 
л&+р^л& + КЛр&ло&+ Кit «/*, 

dw* = со* Лй)^+ <'13-) 

где R* , К* составляют объект кручения-

кривизны. 
В пространстве М,^ с заданной на нем квазилинейной 

системой s'mI с различными характеристиками существует 

такая связность, если, во-первых, 

drl> - Г?<+J4- Г^со?, 

А Г* + Р£со£- Pt<4 < = r*tu't 4 Г^ыГ, (14) 

поскольку тогда 

=с^,л аУЧо^сорл co'+^ojfW + (15) 

откуда 

KV(^"Ryгл= Ч= ГА С16) 
^Г1рук-лг1-г>7 

(17) 

Уравнения (14)^(17) получились как следствия прл подстановке 
соотношений (12)4 в (13)^0 учетом уравнений (2)-(4). В силу 

последних соотношений (17) и вида уравнений (15) соотношения 
(12)2 можно бра'.:ь в виде 

* .  ( 1 8 )  
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d  [- + Г1Л оД + 4 >tJ*c = ri,A<v>-t Г«^, 

ЛГ1^ Г^«д£ + rtu < + <С = Г^0)А+ Г^со^ (19) 

rt*"t + = (%«#- + Г^(Ъ7 

то, действительно, 

Л&*, = й£л Ö- + <5* + К^й^л co^t * W, 

откуда 

HLa% + ^ г ЛЛ/Ь 7 

Hi.Г^, + Пд = Ktfiju г 

^ ~ ̂*Хр ̂  = ГЗл'Яуы + ^ «t*A~ ̂  > 
и теперь, чтобы согласовать уравнения (17) с (18), нужно 
уравнения (16) заменить на 

К +̂ (R>r VPJL = *» + rv ̂г^. 
Последние соотношения и уравнения (19) получились в резуль

тате подстановки соотношений (£8) в (13) и учета уравнений 
(2)-(5). Итак, верна 

Лемма. Если структурные уравнения многообразия Мт+1 

с заданной на нем квазилинейной системой с различными 
характеристиками приведены к виду (2)-<5), то величины Г*^, 

HL-, удовлетворяющие уравнениям вида (11) и (19),оп
ределяют в главном расслоении линейных реперов касательных 
пространств TJслоев (Мт)х, tе Мт+1 над ба

зой Мт+г аффинную связность с фобами связности 

<2*= w*-!- Г^.со/% (20) 

§3. Объект связности 

1. Нашей целью является выразить величины П^, 
через коэффициенты структурных уравнений задачи. Для этого 
преобразуем структурные уравнения задачи к виду (14), (19) 
подобно тому, как аналогичная задача решается в работе [1]. 

В структурные уравнения (14) величин Г"£ входят лишь 
двухиндексные формы , со°^, со*„ . Из структурных урав

нений задачи такое положение лишь в уравнениях (6). Для дос
тижения нашей цели нужно из уравнений (6) выразить формы со*. 
Формы со* входят в уравнения (б) с коэф^ицентаыи Л*-., 
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Следовательно, из уравнений (6) формы со* 
можно выразить лишь в случае, если у объектов {-^j, S 
существуют обратные к ним объекты. ' • . 

Пусть detll-9^.11*0. Определим величины так, что
бы 

(21) 

Величины ig, удовлетворяют структурным уравнениям 

Если обозначить 
и аналогично 7л£, , то 

V(i*a*4) = +31* va* (. 

Свертывая уравнения (6) с и учитывая последнее, мы по
лучим 

dL(ZjL^o? fJ + Sl 4̂L-<t+ оз\+ (2^-»<3-

-  ^Цъ\р (ЛР- *> ш ( Ы° а о> 

откуда при 

flt(2 l$,a* ()+J ^ +л*ш;) - со* + 

+ ? K.a\ffbi Л4) со/ь ~ о, (22) 

и при ^ *<*, 

6t(2 ,) + 2 Л^а^, L-c<+ оэ\+ (2Л?-Л аз'г]+ 

Введем обозначения 

v + i  , э т 1  

*v-f4»*4.. . *-•<;. J 

Перепишем уравнения (22), используя введенные обозначения: 

<*Д„ + со\ + Jfwy - -t^соЛс~ о, (24) 

<=М*+ Л* С-<^+ (2^-^)60^] + !Г^0. ( 25) 

При этом 

+ s^C"^- co^+a^-a^to;] 2 о, 

d*w>+ ^^*и*+(м'-^-«иУ20 • 
Задача свелась к тому, чтобы из уравнений (25)_выразить фор
мы еоЛ. Для этого нужно построить объект обрат-



ный к для чёго достаточно определение объекта 

обратного к т.е. удовлетворяющего соотношениям 

5^4^=4r (26) 

Некоторые более общие возможности существования и определе
ния подобных обратных объектов рассмотрены в §2 работы [1]. 

Теперь, обозначив 

(27) 

получим, что 

Z <;, 2 у, ä?- ̂  • (ад 

Величины 5*^ удовлетворяют структурнш уравнениям 

dSf - ̂  С cü\ - wl + (га*1 - л» - Xя-) из\ ]-о. 

Свертывая уравнения (25) с 5"jf и учитывая, что 
. = V^5. jt* + , 

<^(Z Г*3 К*) + (Z (29) 

получим 

a j' -K.2. J".7*»t«jM-w>+a)-+ 
s 

Обо значив 

а с * > ,  o o  

можно уравнения (29) переписать в виде 

dC > + + (31) 

Далее 4. 

+ь/2 -i-i^so 

и 

d ( ^ - 2 ^ +  ( * . , - £ 0 .  ( 3 2 )  

Введем обозначение 

- $ ̂  £$-2 , из) 

тогда уравнения (32) можно переписать в виде 

<* Я, * ЗС/ - <+< ч-Лор-<с0. (34) 

Сравнив уравнения (31) щ (34) со второй группой уравнений 

- 151 -



(14), можно утверждать, что в роли величин Г* можно брат^> 
либо 1) Г* = -Я* , либо 2) ft—JC„, 
если соответственно брать 

1)Г>-Л^ и 2) 

и,при этом последние величины удовлетворяют первой группе 
уравнений (14), что действительно так: 

вК^)+*^(-м£+«1\)+*,<«Л-О, 
-О-

2. Далее нужно построить величины Г^., , Р*а, удов

летворяющие дифференциальным уравнениям (±9), в которые вхо
дят из трехиндексных форм лишь Из структур
ных уравнений задачи такое положение лишь в уравнениях (9), 
(10), (11). Рассмотрим уравнения (И) и по ним находим 

+ + + ^ ~ aJ*'1"" a<C^(bJ ̂  ̂ °"d " ^ 7 

где . Отсюда, при <f=ct,, подучим / 

<*+ + а^з ~ 0' 

Свертывание последних уравнений с а.^ с учетом 

%u> -

дает, что величины 

AX-zay<f|1]. о-» 

удовлетворяют структурным уравнениям 

+  + по

следовательно, величины AtL* можно брать в роли Г^_ ,также 

как и -AtU. • 
Для нахождения величин Г*2 воспользуемся уравнениями 

(10). Из них при £=«. получим 

da*c«pi z + c^<^-<+c&+aibf,uu}2+ 

где offopjn = &а.рц, - . 
Введем обозначения 

(35) 

тогда 

-с4с- о . 

Для достижения нашей цели из последних уравнений нужно ис-
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ключить формы с0 0̂, подставив их из соотношений 

(31). Если учесть, что 
+ A'jo/J -О, 

' A^V = VfAfr Н^) - VA'tf • Hl, 

V(A^ Н^) = d (А^ Н^)+( А^ н*«)(оД + aVp*o7 

и обозначить 

At2 = At-^H^ А1,='А"г£^А*Н<У, 

то получим 

dCi+ А*2< + А*< 4-+ и/0 - 6^0 5= 0. 

Сравнив последние соотношения со второй группой уравнений 
(19), можно утверждать, что роль величин Г г̂ в силах 
удовлетворить величины -А 2̂, если при этом считать Г^— 

и величины -Ä 4̂ удовлетворяют первой группе уравнений 
(19). Проверим последнее. Имеем 

DA\ +А' IÖ\ + А^о)* + £ A- О. 

Исключим отсюда формы nfiur0, Для этого воспользуем

ся соотношениями 

A^VHl -VMfr-А') - VA&'-Унt,. 

«  <Щ"3?н') + ( А ^ - +  A f X о / , .  

Получим, что 

^А1 + А^ ̂  + A*2af; + А^/0-Л о̂ * О, 

что и требовалось доказать. 
Итак, верна 

Теорема. Если существуют величины a,^3, удов
летворяющие соответственно соотношениям (21), (26), то на 

многообразии Мт+2 с заданной на нем квазилинейной сис
темой 5ni с различными характеристиками величины 

Л* = - Т 
ь*. ' 

г;г - - j a"f>а'м„„ ̂  Z а=у - h, 

где либо „ . 
1) 
либо 
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2) rf=-dC4, г^ = -л<Х 

и только они определяют аффинную связность на главном рас

слоении, базой которого является многообразие , а 

слоем над точкой is Mmt! - многообразие линейных ре
перов касательного пространства соответствующую 
формам (20). 

3. В работе Г2] показано, что равенство нулю объектов 

, {a'p.y.i необходимо и достаточно для того, чтобы 
данная система 51

тг при некотором выборе зависимых и не
зависимых переменных становилась почти линейной. Следова
тельно, в случае почти линейной, а тем более линейной сис
т е м ы  : ,  н е в о з м о ж н о  п о с т р о и т ь  о б ъ е к т ы  { и  

не существует такой аффинной связности на указанном главном 
расслоении. 
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KAHE SÕLTUMATU MUUTUJAGA JA ERINEVATE KARAKTERISTIKUTEGA 

I JÄHKU KVAASILIHEAARSETE OSATULETISTEGA 

DIFERENTSIAALVÕRRANDITE SÜSTEEMIDE GEOMEETRIAST 

H.Kilp 

R e s ü m e e  

Vaadeldakse kahe sõltumatu muutuja, <rv otsitava funktsi

ooni ja erinevate karakteristikutega I järku kvaasilineaar-

seid osatuletistega diferentsiaalvõrrandite süsteeme analüü

tilisel muutkonnal Selliste süsteemide üldine geo

meetriline teooria loodi autori poolt Cartani meetodi abil 

töös [2]. Käesolevas artiklis leitakse afiinne seostus, mis 

määratakse antud süsteemi poolt muutkonnal . 

ABOUT THE GEOMETRY OF THE SYSTEMS OP THE FIRST ORDER 

QUASI-LINEAR PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH TWO 

INDEPENDENT VARIABLES AND WITH DIFFERENT CHARACTERISTICS 

H.Kilp 

S u m m a r y  

The systems of the first order quasi-linear partial dif

ferential equations with two independent variables, >пь un

known functions and with different characteristics are invea-

tigated.The geometric theory of such systems by the method of 

Cartan was founded by the author in her paper [2),In this paper 

the affine connection related with the system is studied. 

/ 
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TRÜ Toimetised, Уч. аап. Тартуск. ун-та, 

464 (1978), 156-157. 1978, 464, 156-157. 

ИСПРАВЛЕНИЕ К СТАТЬЕ "О ГОМОЛОГИЧЕСКОЙ КЛАССИФИКАЦИИ 

ПОЛУКОЛЕЦ С НУЛЕМ" 

В.Фляйшер 

Кафедра алгебры и геометрии 

В моей статье "О гомологической классификации полуколец с 

нулем" (Уч. зап. Тартуск. ун-та, 1975, 366. 42-75) в доказа

тельстве леммы 9 допущена ошибка. Рассматриваемое там множест

во (стр. 57, второй абвац снизу), вообще говоря, не яв

ляется идеалом в полукольце А, поскольку не обязано быть зам

кнутым относительно сложения. Лемма 9 использовалась лишь для 

доказательства теоремы 4. Допущенная ошибка не влияет на спра

ведливость этой теоремы. Мы дадим здесь более простое доказа

тельство теоремы 4. не использующее лемму 9. 

Доказательство теоремы 4 основывается на следующей лемме 

и следствии из нее. 

Лемма. Пусть А - полукольцо с аддитивно внешним нулем,над 

которым все полумодули из Л инъективны. Тогда в произвольном* 

А-полумодуле Х&Л. существует элемент X такой, что 

Л*Я лю6ого К€:^-
Доказательство. Рассмотрим jf-полумодуль Jl=A*-3õ<zA . 

Определим в нем отношение 6 также,как в лемме 7, положив 

(d1,-w1)6'(6L;!_,m2)7 если = и для любого се А из бцс= О 

следует m,c=vn.2c-. Повторив рассуждения из леммы 7, мы убедимся, 

что 6" является конгруэнцией на Л я построим вложение L мо

дуля X в -Н/б. Так как все Л -полумодули инъективны, то мы 

тайке,как в лемме 7,получим существование элемента -tj.fi та~ 

кого, что для любого к,еЛ. (Остальная часть дока

зательства леммы 7 здесь не нужна). Лемьа доказана. 

Следствие• Если все полумодули из А над полукольцам А с 

аддитивно внешним нулем инъективны, тс 1 - 0 .  

Доказательство. Пусть !Г - своболныб5 А-полумодуль из А 

со счетным множеством свободных образующих {j^l te.A"j- Но 

доказанной выше лемме существует уг€ 3"7 удовлетворяющих 

+1=^ для любого j&W. Элемент ̂  выражается в виде конечной 

суммы jcfy +- .. + finaK1 где 
Пусть Тогда 

~ 15^> — 



F A + •  •  • + = 3 ? = y * * f j =•..+f j. (о 
Отображение -I eA; j-; -> 0&Л при любом сеЛг ( i * j )  должно 

продолжаться до i-гомоморфизма <и- Т-*А .  Тогда iy(^-)= { 

и ^(|ск) = 0 для всех ю=1,...;л. Применяя ^ к обеим час

тям равенства (I), получим * 

0 = 0 + 1 ,  
что, ввиду специальности Л 7  влечет 1 = 0? т.е. i -O .  

Теперь можно сразу доказать теорему 4. Доказательство до

статочности и первый абзац необходимости остаются без измене

ния. Остальная часть доказательства теоремы 4 должна быть сле

дующей: 

По лемме I */<? - специальное полукольцо с аддитивно внеш

ним нулем и по теореме I все 4§-подумодули инъективны. По до

казанному выше следствию ^/q-01 что противоречит нетривиаль

ности ^. Теорема доказана. 

Леммы 6, 7, 9 из статьи должны быть заменены доказанными 

здесь леммой и следствием. Лемма 8 корректна и должна быть 

оставлена, поскольку она используется в следующем параграфе. 
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