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Sissejuhatus

Kieseoleva konspekti aluseks on Sheldon M. Rossi épik ” Introduction to Pro-
bability Models” (Elsevier/Academic Press, 2009, 10th ed.).

Juhusliku protsessi all moistetakse juhuslike suuruste peret {X(¢) : t € T'},
mille iga liige X (¢) on juhuslik suurus tavalises mdottes. Me eeldame, et
koik juhuslikud suurused X (¢) on méératud iihel ja samal tdendosusruumil
(Q,F,P).

Parameeter ¢ on reaalarvuline muutuja, mida tavaliselt tolgendatakse ajana,
kuid see voib nédidata ka kohta ruumis. Seega juhuslik protsess on reeglina
ajast soltuv juhuslik suurus. Hulka, mille elementideks on X (t) koikvoimali-
kud vadrtused, nimetatakse protsessi seisundite ruumiks ja X (t) on protsessi
seisund ajamomendil £.

Hulka T nimetatakse juhusliku potsessi indekshulgaks. Kui T' on loenduv
hulk, siis {itleme, et juhuslik protsess on diskreetse ajaga protsess. Sel juhul
loeme kokkuleppeliselt, et T = {0,1,2,...}, kuigi see ei pruugi tihendada
vordseid ajavahemikke. Kui T on mingi intervall reaaltelje positiivses osas,
néiteks T = [0, 00), siis iitleme, et juhuslik protsess on pideva ajaga protsess.

Niide 1

Ajamomendil ¢ parklas olevate autode arv X (¢) on pideva aja-
ga protsess, mille seisundite hulk on {0,1,2,..., M}. Véimalik
kiisimus: kui suur on téenédosus, et parklas on vabu kohti ajamo-
mendil £47

Naiide 2
Olgu X () vee tase tammi taga ajamomendil ¢. See on pideva

ajaga juhuslik protsess, mille seisundite hulk on mingi intervall
[0, a]. Loomulik kiisimus: milline peab olema tammi korgus L,

iii



MTMS.02.003. Juhuslikud protsessid

et iileujutus oleks praktiliselt vélistatud? Kui kaua voib minna
aega esimese iileujutuseni antud tammi korguse korral?

Naiide 3

Olgu X,,,n =0,1,2,... n-nda nédala 16puks lattu jadnud toode-
te A arv. See on diskreetse ajaga protsess. Huvi pakub kiisimus:
milliste X,, védrtuste korral tuleks jargmiseks néddalaks tooteid
juurde tellida?

Juhuslikku protsessi {X () : ¢ € T} nimetatakse séltumatute juurdekasvu-
dega protsessiks, kui suvaliste ajamomentide tg < t; < ... < t, korral
juhuslikud suurused X (1) — X (o), X (t2) — X (t1), ..., X(tn) — X (tn—1) on
soltumatud. Oeldakse, et protsess on statsionaarsete soltumatute juurde-
kasvudega, kui lisaks eeltoodule suvaliste ¢1,to € T ja s > 0 korral vahe
X (t2 + s) — X(t1 + s) on sama jaotusega nagu X (t2) — X (t1).

Niide 4 (Uldine juhuslik ekslemine)

Olgu Y7, Y5, ... soltumatute sama jaotusega juhuslike suuruste
jada. Siis juhuslik protsess

{(Xn=> Y, k=1,2,...}
k=1

on statsionaarsete soltumatute juurdekasvudega ja teda nime-
tatakse dldiseks juhuslikuks ekslemiseks. Kui Y; on kauplusest
k-nda nédala jooksul ostetud teatud esemete arv, siis X, on n
esimese nédala jooksul ostetud esemete koguarv. (Mérgime, et
erineva jaotusega Y korral statsionaarsus ei kehti.)

Niide 5 (Wieneri protsess (ehk Browni litkumine))

Juhuslikku protsessi { X (t),t > 0} nimetatakse Wieneri protses-
siks, kui

(1) ta on statsionaarsete, sdltumatute juurdekasvudega,
(2) X(0) =0,
(3) iga t > 0 korral X (¢) jaotub normaalselt keskvadrtusega 0.

Wieneri protsessiga puutume kokku, kui jalgime aineosakese lii-
kumist vedelikus voi gaasis. Osake saab teda timbritsevatelt mo-
lekulidelt pidevalt toukeid, mille tagajérjel tema asukoht on kaoo-
tilises muutumises. Kui me fikseerime mingi sihi ja O-punkti
sellel, siis osakese asukoht X (t) selles sihis on histi kirjeldatav
Wieneri protsessina.

v
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Nii juhuslik ekslemine kui ka Wieneri protsess on néited iihest juhuslike
protsesside klassist, mida nimetatakse Markovi protsessiks. Markovi prot-
sesside all moeldakse juhuslikke protsesse, millel on jargmine omadus: kui
mingil ajamomendil X (¢) vddrtus on teada, siis protsessi hilisem kulg st
X(t+s), s > 0 el soltu enam sellest, kuidas protsess kulges enne ajamo-
menti t. Seega antud oleviku korral tulevik ei sdltu minevikust. Tédpsemalt,
protsessi nimetatakse Markovi protsessiks, kui tinglik jaotusfunktsioon

P{X(t) <z | X(t1) =21, X(t2) = 22, ..., X (tn) = 20} =

=P{X(t) <a | X(tn) = zn}

suvaliste t1 < to < ... < t, korral.



Peatiikk 1

Markovi ahelad (diskreetse
ajaga)

Jéargnevas lubame katsetulemuste soltuvust iiksteisest, st. vaatleme olukor-
da, kus jargmiste katsete tulemused voivad soltuda eelmiste katsete tule-
mustest.

Peame silmas, et vahel ei pruugi katsetulemuste (juhuslike suuruste X)
védrtused olla arvulised (nt ilm v6ib olla pilvine, vihmane, piikeseline, ... ).

1.1 Definitsioonid ja niited
Markovi ahelate seisundite klassifikatsioon

1.1.1 Definitsioonid, niited

Olgu juhuslikul katsel G iilimalt loenduv arv katsetulemusi F4, Fo, Ej3, .. ..
Kui kordame katset G mingi loplik arv kordi, siis saame katsetulemuste jada
FEy, By, B3, E7, B, B .. ., st. indeksid tulevad mingis juhuslikus jérjekorras.
Tahistame X, := katse nr. n tulemus, antud juhul seega X1 = F1, Xo = F4
jne.

Kui X, soltub X,,_1 — st ja ei soltu eelmistest, siis on tegemist Markovi
ahelaga. Téhistame lihtsuse mottes F; = j.

Definitsioon 1.1.1 (Markovi ahel). Juhuslike suuruste jada {X,}, kus n
voib omada 16pliku voi loenduva arvu vaadrtusi, nimetatakse Markovi ahe-
laks, kui kehtib

P{X, =j|Xo=ko, X1 =ki1,..., Xn2=kn o, Xpn1 =k, 1} =

Vv
minevik

- P{Xn - ,7 ‘ Xn—l - kn—l}
—_— Y——

tulevik olevik
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st. jargmise seisundi prognoosimiseks on vaja teada ainult praegust seisun-

dit.

Voime definitsioonis toodud tingimuse sonastada jargnevalt: fikseeritud ole-
viku korral tulevik ei soltu minevikust.

Voimalikke katsetulemusi, X,, viartusi E1, Es, ... nimetatakse Markovi ahe-
la setsunditeks ehk olekuteks. Tdendosust

P{X, = j|X, 1 =i} = p}
nimetatakse tleminekutéendosuseks (seisundist i seisundisse j iilemineku
toendosus sammul n).
Markovi ahela algseis antakse tavaliselt ette tGendosusjaotusega

P{XOZJ}:p?a J=12,..., ZP(J)ZL
J

mis néitab dra millise tdendosusega on mingi seisund lahteseisundiks (siisteemi
algolekuks).

Definitsioon 1.1.2 (Homogeenne Markovi ahel). Kui iileminekutoenédosu-
(n) (n)

sed p, el sOltu n-i vadrtusest, st. iga n korral pi;L = pij, siis Markovi ahelat
nimetatakse homogeenseks.

Niide 1.1.1 (Miindivisete seeria). Olgu meil soltumatute katsete jada, mis
formaalselt on vaadeldav Markovi ahelana. Juhuslik suurus X vo6ib oman-
dada védrtusi 0 (kiri) voi 1 (kull). Sellisel juhul

P{X, =j|Xo=ko, X1 =Fi,...,Xn2=kno2, Xpn_1 =kn_1} =
soltumatuse
tottu

= P{X,=jXn 1=ky1} P{X,=j}=13

Niide 1.1.2 (Lihtsustatud ilma mudel). Oletame, et homne ilm séltub
tdnasest ilmast, mitte varasematest ilmadest: kui téna sajab, siis homme
sajab toendosusega «, kui téina ei saja, siis homme sajab téendosusega [3.
Eristame kahte seisundit: 0 — sajab, 1 — ei saja.

Definitsioon 1.1.3 (Uleminekumaatriks). Maatriksit
P = (pij)
nimetatakse Markovi ahela dileminekumaatriksiks.

Antud néiites

0 1 >
P=0 « 11—« 1
L5 Ts)

kusa+(l—a)=1japf+(1—-p)=1
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Niide 1.1.3 (Kommunikatsioonimudel). Vaatleme digitaalse info (mis on
nullidest ja iihtedest koosnev jada) mitme-etapilist iilekannet. Ulekanne toi-
mub paljude etappide kaupa, kus igal etapil voib tekkida viga 0 — 1 voi
1 — 0 téendosusega p. Oletame, et igal astmel siimbol séilub toendosusega p
ja moondub tdendosusega 1 — p. Sellisel juhul saame {ileminekumaatriksiks

0 1
P=0 P 1-pY,
1 1—p P

mis on siimmeetriline maatriks, st. iilekandekanal on siimmeetriline — 0 ja 1
sailimise ja muutumise toenédosus on sama.

Niide 1.1.4 (Hasartméingu mudel). Vaatleme méngijat, kes igas méngus
voib voita 1 krooni téendosusega p voi kaotada 1 krooni tGendosusega 1 — p.
Méngud on séltumatud. Méngija lahkub méngust, kui ta on kogu raha &dra
raisanud voi kui ta on voitnud N krooni. Téahistagu X, méngija rahalist
seisu n miéngu jirel ja olgu voimalikud seisundid 0,1,2,...,N. {X,,} on
Markovi ahel, kuna

P{X, =j| Xo=1i0, X1 =1%1,..., Xpn2=lp2,X5_1 =i} =

) ) mi;;vik
= P{X, =jlXn_1=1}
Minevik rolli ei méngi, kuna liildame ainult eelmisele véartusele +1 voi —1.
Uleminekumaatriksiks saame

0 1 2 3 N D
0 1 0 0 0 0 1
1 1-p 0 p 0 0 1
P= 9 0 1-p 0 p 0 1
3 0 0 1-p 0 0 1
: : P :
N 0 0 0 1 1

kus tileminekutdendosused on jargmised: p; ;41 = p (voidab iithe krooni juur-
de), pii—1 = 1 — p (kaotab iihe krooni), poo = 1 ja pyn = 1, kusjuures
i =1,...,N — 1. Samas niiteks p; ;4o = 0 (ithe ménguga kahte krooni ei
teeni) ja p;;—3 = 0 (ithe ménguga kolme krooni ei kaota).

Definitsioon 1.1.4 (Neelav seisund). Seisundit 4, mille korral p;; = 1, ni-
metatakse neelavaks seisundiks.

Toodud néites on neelavad seisundid 0 ja N, nendest seisunditest ahel enam
ei valju.
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Niide 1.1.5 (Juhuslik ekslemine).

[Joonis: osakese lilkumine ajas]

Osake liigub igal sammul vasakule toenédosusega 1—p ja paremale toendosusega
pst.pii—1=1-p,piit1 =p, pii=0,%=0,£1,%2,.... Juhuslik ekslemine
on stimmeetriline kuip=1—p = %

Niide 1.1.6 (Juhuslik ekslemine peegeldumisega). Osake liigub igal sam-
mul vasakule toenfdosusega 1 — p ja paremale tGendosusega p. Kui X,, = 0,
siis X411 = 1ja X, = N, siis X401 = N — 1, kus X,, tidhistab osakese
asukohta pérast n sammu. Siis iileminekumaatriks moodustub jéargnevalt:

0 1 2 3 ... N D

0 0 1 0 0 0 1

1 1-p 0 p 0 0 1
P= 5 0 1-p 0 p 0 1
3 0 0 1-p 0 0 1

: : : .p :

N 0 0o ... 1 0 1

Toodud Markovi ahela korral nimetatakse seisundeid 0 ja N peegeldavateks
seisunditeks.

Niide 1.1.7 (Realistlikum ilma mudel (protsessi teisendamine Markovi
ahelaks)). Oletame, et homne ilm sdltub nii ténasest kui eilsest ilmast,
tdhistame stindmused jargnevalt: 0 — sajab, 1 — ei saja. Kuidas saada vasta-
valt jirgnevale tabelile Markovi ahelat?
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eile ‘ téna ‘ P(homme sajab) ‘ P(homme ei saja)

0 0 0.7 0.3
1 0 0.5 0.5
0 1 0.4 0.6
1 1 0.2 0.8

Tingimus, et fikseeritud oleviku korral tulevik ei s6ltu minevikust, ei ole

téaidetud, st. kui seisundiks lugeda iihel pdeval toimunu (sadas/ei sadanud),

siis ei ole tegu Markovi ahelaga.

Loeme protsessi seisundiks kahe jérjestikuse pédeva ilma, tdhistame Fy =

(0,0),E1 = (1,0), B2 = (0,1), E3 = (1,1). Sellisel juhul on juba tegu Mar-

kovi ahelaga, sest see mis juhtub edasi kahe pédeva kombinatsiooni méttes,

soltub sellest, mis toimus {iks samm tagasi. Kirjutades vélja vastava iileminekumaatriksi,
saame

00 10 01 11 )

p_ 00 07 0 03 0 1
10 05 0 05 0 1
01 0 04 0 06 1

11 0 02 0 08 1

Siin maatriksis on neli tundmatut parameetrit (0.7,0.5,0.4,0.2).

1.1.2 Uleminek k sammu jooksul. Chapman-Kolmogorovi vorrandid

Olgu meile antud homogeenne Markovi ahel iileminekumaatriksiga P = (p;;)
ja olgu meie iilesandeks leida

P {seisundist i seisundisse j k sammu jooksul} =: p;;(k).

Véime kirjutada

pi(k) = P{X,pp = jIX, =i} "

)
_ ZP{Xk _ j, Xm _ Z‘X() _ Z} toen. lgrl."u't'. lause
=0

Tuletame meelde, et P(AB) = P(B)P(A|B), millest jareldub P(AB|C) =
P(B|C)P(A|BC), seega saame:

= Y P{Xo =1|Xo =i} - P{Xp = j|Xpn =1, Xo = i} =
=0

= Zpil(m)plj(k —m)
1=0
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ning seega saame valemi

pij (k) = D12 opa(m)pii(k — m)

mida nimetatakse Chapman-Kolmogorovi valemiks.

Esitame jérgnevas selle vorrandi maatrikskujul. Tahistades P(k) = (pi;(k)),
voib vorrandi vélja kirjutada jargnevalt: P(k) = P(m) - P(k — m). Valides
m = 1 saame P(k) = P(1)P(k—1) = P - P(k — 1). Siis néiteks

=2 korral P(2) = P-P(1)=P-P = P?%
=3 korral P(3) = P-P(2) = P- P? = P3,

seega iilemineku tdendosused k sammu jaoks on | P(k) = P¥|.

Niide 1.1.8 (Ilma mudel, jirg). Vaatleme néites 2 kisitletud ilma mudelit,
kus iileminekutéenédosused olid antud maatriksiga

a 11—«
P= .
(5175)
Soovime vastust kiisimusele, et kui tdnane ilm on teada, siis milline ilm on
toendoliselt ilehomme? Vastavalt dsjaleitud valemile

P == (5 1205 125) =

ja vottes a = 0.7 ning 5 = 0.4 saame, et
(0.7 03\/0.7 03\ [0.61 0.39
" \0o4 06/\04 06/ \0.52 0.48
1.1.3 Markovi ahelate seisundite klassifikatsioon

Definitsioon 1.1.5 (Ebaoluline seisund). Seisundit E; (ehk ¢) nimetatakse
ebaoluliseks, kui leidub téisarv to > 0 ja leidub seisund E; nii, et p;;(tg) > 0
(i-st j-i saab minna positiivse tdendosusega), kuid p;i(t) =0Vt =1,2,. ...

Kui P(A) > 0, siis Suurte Arvude Seaduse pohjal 24 — P(A) > 0 = ny
on mingist kohast alates suurem nullist toendosusega 1 (siindmus A toimub
varem voi hiljem, kuna tema téenfosus on positiivne).
Ebaoluline seisund saab esineda ainult 16plik arv kordi, varem v6i hiljem ta
”kaob”. Vastasel juhul nimetatakse seisundit oluliseks.
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Definitsioon 1.1.6 (Kaasnevad seisundid). Seisundeid F; ja E; nimetatak-
se kaasnevateks, kui mingite ¢ > 0 ja s > 0 korral p;;(t) > 0 ja pj;i(s) > 0.

Niide 1.1.9. Olgu Markovi ahel nelja seisundiga: E1, Eo, E3, F4 ja iilemi-
nekumaatriks olgu

1 1
V22
p=z 9 93
00??
00§§

Mida oskame 6elda antud Markovi ahela seisundite kohta?

E on ebaoluline, sest sattudes E3 (vdi Ey) pole voimalik jouda tagasi Ej.
E5 on ebaoluline, sest sattudes Ey (voi E3) pole voimalik jouda tagasi Fs.
Es, E, on olulised ja kaasnevad (t = s = 1).

Tuletame meelde, et seisundit F; nimetatakse neelavaks, kui p;; = 1 (iileminek

ithe sammuga), seega jarelikult p;;(t) = 1,Vt =1,2,....

Niide 1.1.10. Vaatleme juhuslikku ekslemist, kus 0 ja IV on neelavad sei-
sundid. Vaatleme iileminekumaatriksi

0 1 2 3 ... N 2

0 1 0 0 0 0 1

1 1-p 0 p 0 0 1
P= 0 1-p 0 p 0 1
3 0 0 1-p 0 0 1

: p :

N 0 0 0 1 1

seisundeid olulisuse/ebaolulisuse seisukohalt.

Seisundid 0 ja N on neelavad ja olulised seisundid.

Seisund 1 on ebaoluline, kuna pig > 0, aga po1(t) = 0 V¢ korral.

Seisund 2 on ebaoluline, kuna pyo(2) = p21 - p1o = (1 —p)? > 0, aga
po2(t) =0Vt =1,2,... jaoks.

Olulisust saab niidata molema neelava seisundi jaoks.

Olgu {X,,} homogeenne Markovi ahel seisunditega Ey, F1, . . ..
Téhistame

SY := koigi ebaoluliste seisundite klass,
SE, ‘= Ej-ga kaasnevate seisundite klass.

Kui E; € Sg,, siis E; € Sg; (st. kaasnevus on siimmeetriline suhe). Seega
voib oelda, et Sg, = S B kui E; ja F; on kaasnevad.

7
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Olgu E} ¢ Sg,. Siis Sg, N SE; = () (on mitteldikuvad, sest kui leiduks iihine
element, siis oleks Fj ja F; juba kaasnevad). Seega koigi oluliste seisun-
dite hulk jaguneb teineteist vilistavateks kaasnevate seisundite klassideks
S1,62,83, ...

Koik seisundid kokku moodustavad klassi § = S°U ST US?2US3U.. ..

Lemma 1.1.1. Kui Markovi ahel satub olulisse seisundisse E;, siis ta ei
valju enam kunagi klassist Sg; .

>
Vaatleme eraldi kahte voimalust klassist Sg, véljumiseks:

a) Siisteem (Markovi ahel) ei saa sattuda iihessegi teise olulisse seisun-
disse Ej ¢ Sg,, vastasel juhul

1) E; kas kaasneb Ej-ga, st. E; = Ej, mis on vastuolus sellega, et
E; ¢ SE,

voOi

2) E; on ebaoluline, st. E; — Ej, aga E; «+~ E;, see on aga vastuolus
lemma eeldusega, et E; on oluline seisund.

b) Siisteem ei saa sattuda iihessegi ebaolulisse seisundisse E; € S. Kui
ta seda teeks, siis mingi E, korral tekib variant, kus F; — E; — K.,
aga F; <+ E,. Sellel on kaks alajuhtu:

(A) E; —» Ej — E,, kuid E; «+ E, ja E; + E, — vastuolu eeldusega,
et E; on oluline,

(B) E; = E; — E,, kuid E; «+ E, ja E; < E, — vastuolu eeldusega,
et I on ebaoluline, tekib teekond F; — E, — E; — Ej.

Definitsioon 1.1.7 (Mittelahutuv Markovi ahel). Markovi ahelat, millel
on ainult iiks kaasnevate seisundite klass (S'), nimetatakse mittelahutu-

vaks Markovi ahelaks. Vastasel juhul nimetatakse Markovi ahelat lahutuvaks
(81,82 83, ... 16plik voi 1opmatu hulk).

Allpool on kujutatud Markovi ahela struktuuri kirjeldav iilevaatlik tabel.
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SOl st | s% | 83| st
A BESESEL
StTolsSM| o 0 o0
S21 0] 0 [SM] o 0
s31 o] o 0 [SM]| 0
st o] o 0 0 | SM

Toodud Markovi ahelate seisundite lahutuse puhul on tdhistused jargmised:

SO — ebaoluliste seisundite klass,
51,82 .83, ... — oluliste seisundite klassid,
0 — nullidest koosnev maatriks,
Y — maatriks, mis voib sisaldada ka mittenullilisi elemente,
SM - stohhastiline maatriks, st. ridade summad on vordsed iihega.

Tahistame toendosuse, et lahtudes seisundist j joutakse sinna esimest korda
uuesti tagasi tdpselt n sammuga, jargnevalt:

f](n) = P{Xn:jaanl #jv"'aXl #]’XOZJ}

Mérgime veel, et fj(n) < pj;j(n), kuna téendosus p;;(n) lubab seisundis j
kéia ka enne n-ndat sammu. Seisundisse tagasipodrdumise toendosuse saa-
me, liites koik fj(n)-id iile voimalike n védrtuste, st.

oo
F; = Z fj(n) = P{lahtudes seisundist j joutakse kunagi seisu j tagasi}.
n=1

Definitsioon 1.1.8 (Korduv seisund). Seisundit E; nimetatakse korduvaks
(rekurrentseks), kui F; = 1. Kui F; < 1, siis seisundit F; nimetatakse
mdodduvaks (i.k. transient)(st. me ei saa olla kindlad, et jouame sinna sei-
sundisse tagasi).

Definitsioon 1.1.9 (Nulliline seisund). Seisundit E; nimetatakse nullili-
seks, kui pj;(n) = 0,n — oo (seisundisse tagasipdérdumise Sansid ajas ka-
hanevad). Vastasel korral nimetatakse seisundit mittenulliliseks.

Definitsioon 1.1.10 (Perioodiline seisund). Seisundit E; nimetatakse pe-
rioodiliseks (perioodiga d;), kui seisundisse E; tagasipodrdumine on posi-
tiivse toendosusega, mis on voimalik ainult d; > 1 (vo6i selle kordse) sammu
jooksul; d; on seejuures suurim sellise omadusega arv.

Naiteks Ej —Ej ————— Ej —Ej - — —Ej — ...
T —— T —
2 sammu 6 sammu 2 sammu 4 sammu

Periood d; = 2 on suurim iihistegur arvuhulgale {n : p;;(n) > 0}.
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Naiide 1.1.11.

J+ 24
N,
2y
9
j+1- P=g
, ,
2y 2
9 )
i p=3 P=3
T T t
0 1 2
[Joonis: paremale liikumise ja paigale jdémise toendosus on %]

Antud juhul on tegu juhusliku ekslemisega koos paigaltammumisega. Pare-

male liikumise ja kohalejd&mise tdendosus on % Paneme téhele, et

fj(1) = 3 (paigaltammumise tdenfosus),
fj(n) = 0,n > 1(vasakule tagasi ei saa minna)

ja
> 1
F; .= E ; ==-<1
J n:1fj(n) 2 )

st. toendosus jouda seisundist j tagasi (iildse kunagi) on %,
mooduv seisund.

Kuna

seega j on

1 n
pj;j(n) = P{teha n paigaltammumist} = (2> -0 (n— 0),
siis voib 6elda, et j on nulliline seisund (Vj korral). Perioodilisusest rédkida
ei saa, sest d; = 1, aga peaks olema d; > 1 (arvuhulk {n : p;j(n) > 0} on
antud juhul naturaalarvude hulk).

Niide 1.1.12 (Siimmeetriline juhuslik ekslemine). T#histame litkumist sam-

mul n )
+1, paremale liikumine toenéosusega 5

Y, =
—1, vasakule liikumine tdené&osusega %
Olgu X,, — asukoht pédrast sammu n, siis

Xo=Xo+Y1+Yo+...4Y,.

10
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0 1 9 t

[Joonis: paremale ja vasakule liikumise toen. on %]

Paigaltammumise toenéosus on null, st. see on vélistatud. Iga seisund j on
perioodiline perioodiga d; = 2. Kas seisund j on korduv (st. kas F;=1) 7

fj(1) = 0 (ithe sammuga tagasi ei tule, tammumist ei ole),
[i(2)=P{+ —voi—+}=1.141.1-1

fi3) =0,

@) =P{++——voi——++}= L)'+ () =L,
fi(5) =0,

fi(6) =4- (%)6 = 116>

fi(7) =0,

f;(8) =10~ (%)8 = 18

Tekib ebareeglipirane tdendosuste jada (vihemalt lihtsat reeglit ei ole), ei
ole selge, kas F; = 1 voi F; < 1. Selle kiisimuse lahendame hiljem teiste
votetega.

11
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1.2 Tarvilikud ja piisavad tingimused seisundi kor-
duvuseks. Solidaarsusteoreem

Tuletame mugavama kriteeriumi seisundi korduvuse kontrollimiseks. Kasu-
tame sellist matemaatilist vahendit nagu genereeriv funktsioon.

Definitsioon 1.2.1 (Genereeriv funktsioon). Arvujada {a,}; genereeri-

vaks funktisooniks nimetatakse funktsiooni a(z) =Y o7 | a,2™. !

Teoreem 1.2.1. E; on korduv seisund parajasti siis, kui

oo
Pj = pjj(n) = <.
n=1

Mooduva (mittekorduva) seisundi korral kehtib valem Fj = %, kus P; on
loplik arv.
>

Téistoendosuse valemit P(A) = > P(A|B;)P(B;) rakendades (B;-d on tei-
neteist vilistavad) saame, et

pjj(n) = fi(Vpjj(n = 1)+ f;(2)pj;(n —2) + ... + fi(n — 1)pj;(1) + fj(n() : 1)-
1.1

Mirgime, et jadade {p;;(n)} " ja {f;(n)} -, genereerivad funktsioonid on
o0
Pi(z) = pjj(n) - 2"
n=1
ja .
Fi(z) =Y fi(n)- 2"
n=1
Korrutades valemit (1.1) 2"-ga ja seejérel summeerides saame, et

Pi(z) = ) pjj(n)z" =
n=1

= zf;(1) ijj(n —1)2" 4 22 £;(2) ijj(n —2)2" 2
n=2

n=1

= Fi(z)(1 + F;(2)),

millest suurused Pj(z) ja Fj(z) avalduvad jargmisel kujul:

'Kui jada {a.} on tékestatud (Ja,| < M), siis astmerida a(z) koondub V|z| < 1 korral,
sest

- 1
n=0

12
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F.
() Pi(z) = 252,
_ _Pix) _
(B) Fi(2) = mhe = 7o
J

Vaatleme niiiid teoreemi véidet. Korduvus tdhendab, et F; = 1. Seega peame
nditama, et P; = co & F; = 1.

Piisavus.

Kui P; = oo, siis limy4 Pj(2z) = P; = oo. (B) pohjal saame niiiid, et
liszl F](Z) = 1.

Tarvilikkus.

Kui Fj = 1, siis ka lim 41 Fj(2) = 1 ning (A) pohjal saame, et lim,4; Pj(z) =
oo ehk Pj = oo.

Méoduva seisundi E; korral on P; < oo (Ioplik) ja kui votta z = 1, siis

. (B) pi(1 P;
Py(1) = P; < o0 ning Fj = Fy(1) = 180 = 115

Niide 1.2.1 (Stimmeetriline juhuslik ekslemine: jérg). Jéitkame eelmist
néidet ja vaatleme siimmeetrilist juhuslikku ekslemist.
Tahistasime liikumist sammul n

+1, paremale litkumine toéendosusega %

—1, vasakule liikkumine toenéosusega %

p;;i(4) = P{2 paremale ja 2 vasakule} = 042(%)2(%)2 =

oolw

Uldjuhul saame siit, et
pjj(n) = Ci (3)*(3)*.

Kas seisund j on korduv ?
Teame, et kui

P; =% 1pjj(n) = oo< jonkorduv,
< 00< jon modduv .

Teame niiiid, et kui

13
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n paaritu, siis p;j(n) =0,

n paaris, siis pj;(n) = p;j;(2k) = C5.(3)"(5)" = Ch, - 5%,
k=1,2,3,...; Ck =G

Rea koonduvuse kontrollimiseks kasutame Stirlingi valemit: 2

k! N\/ﬂ<k>k

(&

Stirlingi valemi kohaselt

ok (2k)! V212k - (2k)%F - eF - ek 22k
2k — ~ =

KVED o2k \onk - kk . \2rk - kE rk

1

Seega saame, et p;;(2k) = Ck, - 2% ~

3

Saame harmoonilise rea
=1 |
—_— = — — = 00, millest pii(2k) = 00
L VRS 2 m)
ja sellest tulenevalt on seisund j korduv (toendosusega 1 jouame sellesse seisu

tagasi). Stimmeetrilise juhusliku ekslemise koik seisundid j = 0,+1,£2, ...
on korduvad.

Milline sisu on summal ), p;;(n)?

Téhistame IVj;-ga seisundisse j tagasijoudmiste koguarvu léhtudes seisun-
dist j. Defineerime indikaatori:

o _ L kiX,=j
{Xn=3} 7 10, kui X, #J.

Indikaatorite summa iile kdigi n védrtuste annabki INVj;. Leiame mitu korda
keskmiselt joutakse seisundisse j tagasi:

ENj; = E(Z Iix,—p|Xo=j) = ...
n=1

Kui on tegu mittenegatiivsete juhuslike suurustega, siis v6ib keskvéédrtuse
votta igast litkmest eraldi (iildjuhul v6ib 16pmatust arvust litkmetest kesk-
vaartuse votmisega tekkida probleeme).

=Y B(Iix,—pXo=j) =

n=1

2Mirgiga '~ tdhistame asiimptootilist ekvivalentsi, st. a, ~ b, parajasti siis, kui

% — 1, n — oo. Samal ajal ei pea vahe (an — bn) — 0. Naiteks 2n ~ 2(n — 3). Rea
koonduvuse méadramiseks ei ole vaja suuremat tapsust kui asiimptootiline ekvivalents. On

teada, et kui a,, ~ by, siis Xpa, < 00 < X,b, < 00 ja samuti on read koos hajuvad.

14
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D (1-P{X, = j|Xo = j} +0- P{X, #j|Xo = j}) =
n=1

= pji(n).
n=1

Meenutame, et seisundit j nimetatakse nulliliseks, kui p;;(n) — 0 (protsessis
n — 00).

Jiareldame, et méoduv seisund on alati nulliline st. kui rida koondub, siis rea
ildliige ldheneb nullile. Teisiti kirjapanduna:

Kui j on mésduv < ijj(n) < 00 = pjj(n) = 0, kui n — oo.

n
Votame kokku erinevad klassifikatsioonid:
1) korduv — mssduv,
2) perioodiline — mitteperioodiline,
3) nulliline — mittenulliline.

Seega saab koik seisundid jagada 23 = 8 klassiks alljirgnevalt.

perioodilised mitteperioodilised
nulliline mittenulliline nulliline mittenulliline

k + - k + -
o) o)

T T

d + d +

u u

v v

m m

0 o)

o - * o - *
d d

u u

v v

% - mooduv seisund ei saa olla mittenulliline. Seega jédb jérgi kuus seisun-
dite klassi/tiiiipi.

Teoreem 1.2.2 (Solidaarsusteoreem). Mittelahutuvas Markovi ahelas on
koik seisundid tht ja sama tiipi, st. kui vihemalt tiks seisund on perioodi-
line, siis ka koik teised seisundid on perioodilised; kui vihemalt ks seisund
on korduv, siis koik seisundid on korduvad; kui vihemalt ks seisund on
nulliline, siis koik seisundid on nullilised.

15
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>

Nullilisus

Teame, et koik seisundid mittelahutuvas Markovi ahelas kaasnevad teine-
teisega. Vaatleme kahte suvalist erinevat seisundit Fj, ja £j. Kuna nad on
kaasnevad, siis kaasnevuse definitsiooni kohaselt 3 M, N : pi;j(N) > 0 ja
pjk(M) > 0. Vaatleme lisaks toendosust pgi(N + M +n) = ..., rakendame
Chapman-Kolmogorovi vorrandit, saame, et ... = > > pri(N)pis(n)pse. (M),
n=20,1,2,.... Hindame

Pik(N + M +n) > pii(N) pjj(n) pjp(M) = o+ 8- pjj(n), n=0,1,2,...
—— ~——
a>0 £>0

Analoogiliselt saame, et p;j;(N + M +n) > a- 8- pgx(n), n = 0,1,2,...
Kokkuvottes saame vorratuste paari

alﬂ-pkk(n+M+N)ijj(n)ZOé'»B'pkk(n—M—N)- (1.2)

Sellest jareldub, et E; on nulliline (p;;(n) — 0) parajasti siis, kui pgi(n) —
0, n — oo, st. E; on nulliline.

Korduvus
Oletame, et Ej on korduv, st. Py, := > >° | ppi(n) = oo, siis

9] (1.2) oo 9]
pP; > Z pjj(n) > af Z pkk(n—M—N)Zaﬁzpkk(n)zm

n=N+M n=N+M n=0

ja seega F; on korduv.

Perioodilisus
Oletame, et Ej on perioodiline perioodiga dj, st. kui pgx(n) > 0 mingi n
korral, siis n : dg, n on dj mingi tiisarvkordne. Kuna aga pgr(M + N) >
Prj(N) - pj(M) = a- f > 0 ja kuna Ej, on peroodiline, siis sammude arv
peab jaguma perioodiga, st. N 4+ M : dy.
Vaatleme niiiid seisundit Ej; ja nditame, et E; on samuti perioodiline, kus-
juures d; = dj,. Kui p;j(n) > 0, siis (1.2) tottu prr(n + M + N) > 0. Kuna
E}, on perioodiline, siis sellest jareldub, et n + M + N : d;, ja sellest, et
N + M : dy, jireldub, et n : dj, millest tuleneb, et E; on perioodiline ja
tema periood d; > dj. Kui niilid lihtuda seisundi E; perioodilisusest, siis
saaksime d; < dj. Seega kokkuvottes saime siimmeetrilist arutelu kasutades,
et dy, = d;.

<

16
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Definitsioon 1.2.2. Mittelahutuvat Markovi ahelat nimetatakse perioodili-
seks (korduvaks, nulliliseks), kui tema seisundid on perioodilised (korduvad,
nullilised).

Oletame, et Markovi ahel on perioodiline. Siis Markovi ahela seisundid jagu-
nevad alamklassidesse.

Teoreem 1.2.3. Kui Markovi ahel on perioodiline perioodiga d, siis tema
seisundite hulk jaguneb d alamklassiks Ry, R1, Ra, ..., Rq_1 nit, et igal sam-
mul toimub téendosusega 1 tleminek klassist Ry klassi Rxi1 ning klassist
Ry_1 tagasi klassi Ry.

17
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1.3 Juhuslikud ekslemised vorel

1.3.1 Juhuslik ekslemine sirge taisarvulistel punktidel

Vaatleme osakest, mis liigub vérel punktist & punkti k + 1 téen&osusega
p > 0 ja punktist £ punkti £k — 1 tGendosusega ¢ = 1 — p > 0, kusjuures
p + g = 1 ning iileminekud on séltumatud.

Olgu X algseisund, seisund hetkel n (tehtud on n sammu) aga
Xn:X0+Y1+Yé+...+Yn,

kus
v — +1, toendosusega p,
| —1, tdeniosusega q.

Meile on teada, et seisundid (seega ka kogu ahel) on korduvad, kuip=gq=
1

5

Teoreem 1.3.1 (Korduv Markovi ahel). Ulalkirjeldatud juhuslik ekslemine

on korduv Markovi ahel parajasti siis, kui p = q = %

>

Kuna 0 < p < 1, siis saame jareldada, et koik seisundid on kaasnevad, seega
on ahel mittelahutuv. Sellisele ahelale saame rakendada solidaarsusteoreemi,
piisab n&idata iihe seisundi korduvust. Rakendades teoreemi 1.2.1 néitame
seisundi j korduvust.

Seisund j on korduv < ijj (n) = oo.

n=1

[e.e]
Seisund j on moésduv < ijj (n) < oo.

n=1

On selge, et paaritu arvu sammudega ei joua tagasi samasse seisu:

i ij(2k) = gkpqu (binoomjaotus).

Kasutame Stirlingi valemit n! ~ / 27m(%)n. Kuna
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siis

Vaatleme lugejat:

=1, kuip:q:%,

4pq—4p(1—p)—{<1 kui p # q.

p=q=3korral Y32, p;;(2k) = oo, sest 57, F = 00, st. ahel on korduv
(kuna k aste on 1 < 1).

p # q korral

i 4pq

k=1

kuna v7k > 1V k korral, seega asendades vk iihega, avaldis kasvab,
. < Z 4pq
k=1

ja kasutades niiiid geomeetrilise jada summa valemit, saame

__4pq
1 —4pq

< 00,

st. rida koondub. Jérelikult koondub ka ekvivalentne rida Y.~ ; p;;(2k) ning
seega on mittesiimmeetriline ekslemine méoduv.

<
Intuitiivne pohjendus toodud teoreemile oleks jargmine.

Kui ekslemine on stimmeetriline, siis ”keskeltlabi tammume paigal”. Kui p >
q, siis toimub ”triiv” —iga Y ldheb keskeltldbi paremale, EFY; = 1-p—1-¢ > 0.

1.3.2 Siimmeetrilised juhuslikud ekslemised ruumis Rf k> 2

Vaatleme osakest, mis liigub ruumi R¥ tdisarvulistel punktidel. Tihistame
seisundit antud hetkel jargmiselt: mi, mag, ..., my. Jirgmisesse seisundisse
minekul toimub muutus (kas +1 véi —1) iga koordinaadiga, seega on kokku
2F erinevat voimalust uue seisundi saamiseks. Selline juhuslik ekslemine on

stimmeetriline, kui iga voimaliku uue seisundi téendosus on 2%
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Vaatleme juhtu, kui k& = 2.

= +

Toodud jooniselt on nédha,
et on vbimalik litkuda
nelja erinevasse punkti

JOS 1 . .
toendosusega ; ja mujale
rohkem litkuda ei saa.

Wl

Naitame, et korduvuse omadus jiaidb kehtima tasandil, aga mitte korgema-
dimensonaalses ruumis.

Teoreem 1.3.2. Stimmeetriline juhuslik ekslemine on korduv tihe- ja ka-
hemadtmelises ruumis, kuid on médduv korgemadimensionaalses ruumis (k >

3).

>
Vaatleme juhtu k = 2.
Tihistagu X,, = (X!, X2) ahela seisundit hetkel n . Tahame teada, kas

Z ! = oo (st. seisund null on korduv) ,
Poo < o0 (st. seisund null on mésduv) .

Saame, et
p00(2n) = P{Xgn = O|X0 = 0} =

=P{X,;,=0/X; =0} - P{X3, =0/X2=0}=...

ning tuginedes eelmise teoreemi toestusele voime jétkata, et

(6] () =

Kuna ) 2%, L = oo, siis ka > 0% ppo(2n) = oo (sest ekvivalentsed read

hajuvad korraga). Jarelikult £ = 2 korral on seisund null korduv ja solidaar-
susteoreemi pohjal on koik seisundid korduvad, st. Markovi ahel on korduv.

Vaatleme niiiid juhtu k& = 3.
Eelnevaga analoogilisele arutelule toetudes saame, et

3
. 1 2n
CQn <2> ]

Poo(2n) =

- <\/ir7z>3 N (ml)g/Q'
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Kuna S°° . —L__ < oo, siis seisund null on mésduv ja koik teised seisun-
n=1 (ﬂ_n)s/2 , J
did on mooduvad.

Kui k > 3, siis n aste kasvab ja > | W ja koik seisundid on mésduvad.

<
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1.4 Maingija laostumise probleem

Kéesolevas peatiikis vaatleme jargmist olukorda :
mangija voidab igas méngus toenédosusega p iihe ithiku ja kaotab téendosusega
q iihe iihiku, kusjuures p + ¢ = 1, p, ¢ > 0 ja méngud on soltumatud.

Probleem: kui suur on téendosus, et méngija, kes alustab méngu ¢ {ihikuga,
kogub N iihikut enne laostumist.

Olgu X,, = méngija seis pdrast méngun,n = 0,1, 2, ... ning eelduse kohaselt
Xo =1. X1, X9, X ... on Markovi ahel iileminekumaatriksiga

01 2 3 --- N D

0 10 0 0 0 1
1 g 0 p O 0 1
P= o9 0q 0 p 0 1
3 00 ¢g O 0 1
: Do ) :
N 00 .. 0 1 1

kus seisundid 0, N on neelavad ja korduvad seisundid. Seisundid { 1, 2, ...,
N-1 } on méséduvad seisundid, sest koigist neist voib positiivse tdenédosusega
jouda kas seisundisse 0 v6i IV, millest enam tagasi ei saa.

Tahistame otsitava toenidosuse
I1; = P{ méngija ¢ ithikuga kogub N iihikut enne laostumist }.

II; leidmiseks kasutame ”tinglikustamist” ehk ”lahkamist”. Lahkame tulemu-
se suhtes avaméngu, kasutades tiistoendosuse valemit P(A4) = > P(B;)P(A|B;).
Rekursiivse seose

Hi:p'HiJrl_FQ'Hifla i=1,...,N—1,

abil ongi voimalik leida IT;. Et p+ ¢ = 1, siis iilaltoodust jareldub, et ¢lI; +
pll; = plli11 4+ qll;—1 ehk I —1I; = %(Hz - Hi—l); kusi=1,2,...,N—1.
Suurust I1;1 1 —1II; nimetame diferentsiks ja suurust IT; —II;_; seega eelmiseks
diferentsiks.

Kuna IIg = 0, st. algkapitali 0 korral oleme kohe laostunud, siis vaatleme
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diferentse, mille korral ¢ > 0.
Iy, —II; =
I3 —II, =

N-1
110, = [g+...+(g> }Hl

Niiiid saame, et

q q N-1
p
millest jareldub, et
¢ A\ -1

17(2)1\’ - 1-4
L= i :ﬁ , kui g # p,
P

~ , kui ¢ = p.

i—1
m -1 = |4 ...+<q> 1,
p p
millest jareldub, et
i1 1-(%)i .
k
IL; = 1+Z+...+<;> I, = 1_(%)N ; kui ¢ # p,
£ , kuig=p= %

Stimmeetrilise ekslemise korral on otsitav toendosus seega ﬁ (vordeline esi-
algse kapitaliga).
Kui vaatleme juhtu, kus N — oo, siis

i ' )
I, — 1—(%) , kui p > 3,
0 ,kuiquz%véip<%.
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1.5 Ergoodiline teoreem

Vaatleme olukorda, kus Markovi ahel on juba kaua toiminud (n on suur).
Osutub, et teatud tingimustel Markovi ahelate seisundite toenédosused (sa-
muti iileminekutoendosused p;;(n)) stabiliseeruvad st. muutuvad konstant-
seteks.

T&histame téenédosuse, et n sammu ldbimisel oleme olnud seisundis j
P{X, =j} =:pj(n).

Sellisel juhul
7’L + 1 Z pl pz] (13)

Maatrikskujul kirjutades saame, et 7, = (p1(n),p2(n),...); P = (pi;) ning
Tyl = TP = 1 1 P2 = ... = moP"!, kus mg = (p1(0),p2(0),...) on
algjaotus. Voib juhtuda, et p;(n 4+ 1) = p;(n). Kui see on nii, siis on ka kaik
jargmised toendosused iithesugused.

Niide 1.5.1 (Ilmaennustus). Vaatleme juba eelpool késitletud ilma mude-
lit, kus iileminekutdendosused olid antud maatriksiga

a 11—«
P= .
(5175)
Olgu tahistatud seisundid jargmiselt: 0 — sajab, 1 — ei saja, siis vottes a = 0.7
ning S = 0.4 saame, et

p2_ (07 0.3) (0.7 0.3) _ (0.61 0.39
—\04 06/\04 06) " \052 048)

0.57... 0.42...
4 _ p2 p2 _
pr=r-p <0.56... 0.43...)’

P _ 0.571... 0.429...
“\0.571... 0.429...)°

st veerud muutuvad konstantseteks.

Olgu mp = (0.2,0.8).

Siis mpy1 = mo - P*T1 ja jérelikult m - P? = (0.571...,0.429...).

Kui my = (0.3,0.7), siis saame samuti, et mp - P? = (0.571...,0.429...),
st. tulemus ei soltu algjaotusest — ikka on 57% péevadest sajused ja 43%
paevadest kuivad.
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Defineerime Markovi ahelat iseloomustava suuruse.

Definitsioon 1.5.1.

K(ng) =1— %supz [pim (o) — pjm(n0)],

L2V~
kus m tdhistab veergu ja pim(no) = P{X,, = m|Xo = i}. Suurust K(no)

nimetame ergoodilisuse kordajaks.

Siin summa Y, [Pim (10) —Pjm (no)| kirjeldab tileminekumaatriksi P i-nda
ja j-nda rea erinevust. Kui suurim erinevus maatriksi P™° ridade vahel on
véike, siis suurus K (ng) on suur. Oluline on see, kas K (ng) on positiivne voi
vordne nulliga.

Vaatleme juhtu, kus K(ng) > 0. Lihtne on niha, et see kehtib néiteks juhul,
kui leidub véhemalt iiks seisund E,,, kuhu v6ib jouda positiivse tGendosusega
igast seisundist iihe ja sama sammude arvuga ng:

Im : Vi pim(ng) > 6 > 0,

ehk, teisisonu, iileminekumaatriksi P™ m-nda veeru koik elemendid on suu-
remad kui § > 0.

Selles viite toestuseks piisab tidhele panna, et

T (% 0 % x ...
K) =0 X lpmro) ~pintmol =25 (51 5 5 17).

st. leiduvad read ¢ ja 7, kus null on kohakuti mittenulliga. Meil aga on juht,

kus
i\ )

jarelikult summa ei saa olla kaks, vaid on véiksem kui kaks.

Osutub, et ergoodilisuse kordaja K (ng) positiivsus on piisav tingimus, et
téendosused stabiliseeruksid.

Naiide 1.5.2. Olgu meil perioodiline ahel kahe seisundiga E; ja Fs. Sellisel

juhul K (no) = 0,
P(2n) = ((1) ?)

P@2n+1) = (? é)

Stabiliseerumist ei toimu, kuna E; — FE5 téendosusega 1 ja ka Fo — Ej
toendosusega 1; K(ng) =1— 3(|1 — 0]+ |0 — 1|) = 0 V ng korral.

ja
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Teoreem 1.5.1 (Ergoodiline teoreem). Kui K(ng) > 0 mingi ng korral,
siis leiab aset koondumine ¥ i = 1,2, ... lim, o0 pij(n) = limy, o0 p;j(n) =:
p;f,j =1,2,..., kus téendosused p;f moodustavad nn. statsionaase jaotuse,
st. nad rahuldavad vorrandisiisteems p; = >, Dipij ning nad et soltu algjao-
tusest.

>

Tahistame

mj(n) =inf; p;j(n) (maatriksi P" j-nda veeru inf) ja
M;j(n) = sup,; pij(n) (maatriksi P" j-nda veeru sup).
Leiame

. C.-K. val .
mj(n+1) = Hilfpz-j(n +1) K _yalem 1r;prikpkj(n) > ...
k
ja kuna py;(n) > m;(n), siis
.. >mj(n) iI%prik =m;(n).
k
Seega mj(n + 1) > m;(n) (infiimumite jada on kasvav jada).

Analoogiliselt M;(n + 1) = sup; pij(n +1) = ... < M;(n) (supreemumite
jada on kahanev jada). Seega

st. monotoonselt kasvav (kahanev) tokestatud jada on koonduv. Sellest jéreldub,
et leiduvad piirvédartused. Kas nende piirvairtuste vahe on null?
Olgu « ja B kaks suvalist seisundit.

Hindame

0=1-1=2 par(no) = > ppr(no) =
k

k

Z+[pak(n0) —par(no)] + Y [Pak(10) — par(no)]-

k >0 k <0

Jérelikult on need summad absoluutvairtuselt vordsed ja ergoodilisuse kor-
daja voime kirjutada jargmiselt:

K(ng) =1- sup S [pas(no) — ps;(no)).
A

Hindame vahet

M;(ng) —mj(no) = sup paj(no) — ifﬁlfpﬁj(no) =
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= sup[pa;(no) — pg;j(no)] < ...

a’ﬁ

Kui vaatame koéiki voimalikke paare, siis saame hinnata, et

. < SHEZ pak no) pgk(no)] =1- K(n0>
> k

Hindame vaadeldud vahet ka sammude arvu ng+n korral, kus n on suvaline:

Mj(ng 4 n) —mj(ng +n) = sup[pa;(no +n) — pgj(no +n)] =

a?IB
= Sug Zpak’ no pk] Zp,@k: no pkj =
a, k
= sup Z[pak(no) = pgk(no)]prj(n) <
«

<Sugz [Pak(10) —Pak(no)] M;(n +sugz [Pk (10) —pgi(no)Jm;(n) =
Pk Pk

ja kuna need kaks summat on absoluutvairtuselt vordsed, siis

= SUEZ Pak(no) — ppr(no))[M;(n) —m;(n)] =
B

= (1= K(n0))(M;j(n) —m;(n)).
Vottes n = ng, saame
M;(2n0) — m;(2n0) < (1 — K (n0))(M;(no) —m;(no)) < [1 — K(no)J".
Kui n = (N — 1)nyg, siis
M;(Nng) —mj(Nng) < [1 — K(no)]Y = 0, kui N = oc.

Seega N kasvades tulemus viheneb!

Toestasime tulemuse ng-kordsete vaidrtuste korral. Kuid monotoonsuse tottu
kehtib see ka no mittekordsete védruste korral. Seega, arvestades M;(n) ja
mj(n) monotoonsust, oleme néidanud, et

M;j(n) —mj(n) — 0, kui n — oo.

Jérelikult
lim Mj(n) = limm;(n) =: p;
n n

ja seega on nende piirvédrtuste vahe téepoolest null.
Lisaks, eelduse pohjal m;(n) < p;j(n) < Mj(n), ja kuna m;(n) ja M;(n)
piirvédartused on samad, siis

lim p;(n) = pj,
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st. maatriksi P" = (p;j(n)) veerud muutuvad konstantseteks.

Tahistame

pi(n) =P{X, =j} = piprj(n), > pp=1.

k k

Vaatleme vahet

Ipj(n) —p;| = ‘Zpkpkj pj‘ =...

Kuna Y, pd = 1, siis
= |32 A m) —p)| < X phlpism) =3l < ..
k
ning kuna  M;(n) > pg;j(n) > m;(n) ja M;(n) > p; > mj(n), siis
- < (My(n) —m;(n) Y pf = M;(n) —mj(n) = 0.
k
Seega siis p;(n) — pj-

Jadb tle nédidata, et p; rahuldavad teoreemi véites toodud siisteemi.
Chapman-Kolmogorovi vorrandist saame, et pg;(n+1) = > pri(n) - pi; (1).
Minnes n-iga piirile saame, et

hrn pkj n+ 1 Z hm pk@ pzy(l)

NB! Selline piirvadrtuse ja summa vahetus eeldab 16plikku summat; loendu-
va summa korral — {ihtlasi koondumisi. Oletame, et iiks neist eeldustest on

taidetud. Siis
= ZP? s Pij-
i

Niide 1.5.3 (Ilmaennustus, jarg). Meid huvitab endiselt see, mitu protsenti
pdevadest on sajused ja mitu protsenti kuivad. Uleminekutoenéosused olid

antud maatriksiga
0.7 0.3
P= <0.4 0.6>'

Vastavalt &sjatoestatud teoreemile saame, et

Py, = py-074+p7-04,
pi = p5-03+p;-06.
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{ 0.3p = 0.4p7,
potrr = 1.
Siit saame, et p§ = %p’f = %p”{ ja
4 3
Po 7 Y251 7
Niide 1.5.4. Vaatleme kahte maletajat:

A Esimene maletaja on "kiilma kohuga- temal tuju ja partiide tulemused
ei soltu eelmistest méangudest.

B Teine maletaja on emotsionaalne — partiid méngima minnes séltub ta
tuju (ja uue partii tulemus) eelmise partii tulemusest.

Vaatleme pikka partiide jada, mille korral iga méngu v6ib vaadelda Markovi
ahela sammuna, st. méngijale mojub ainult eelmine méng. Uleminekumaatriksid
(1 — voit, 2 — viik, 3 — kaotus) avalduvad jargmisel kujul:

>

1 p r q 1

Pa= 2 p roq 1

3 p r o q 1

ja

>
1 p+e r qg—¢ 1
Pp = 2 p T q 1
3 p—e r q+e¢ 1

Kumb méngija kogub pika turniiri jooksul rohkem punkte? Kummal juhul
on voidu statsionaarne téendosus suurem?

pp+pr+pg=p 1 q
P2 =Py Py = P roq
p roq

Iga n korral seega Ps"™ = P4, millest jareldub, et

p, kui j =1
limp;j(n) = pi; = r, kui j =2
" q, kui j =3

Seega p} = p, p5 =1 ja p3 = ¢ (see on stabiilne protsess).
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Ergoodiline teoreem iitles, et p; = > i Dipij- Vaatleme niitid olukorda, kus
p;j on Pp elemendid. Saame vorrandisiisteemi

pi(p+e)+psp+p5(p—¢) =pi
pir + pir + pir = p

Pi(qg—¢) +psq+p3(qg+e) =p3
pl+ps+p3=1

Vorrandisiisteemist saame, et r = p3, jarelikult viikide statsionaarne téendosus
on moélemal méngijal sama suur.
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Peatiikk 2

Poissoni protsessid

2.1 Eksponentjaotus kui méiluta jaotus.
Eksponentjaotuse omadused

Et eksponentjaotus on juhuslike protsesside teoorias (ja eriti Poissoni prot-
sesside juures) olulisel kohal, vaatleme siin paragrahvis lihemalt moningaid
eksponentjaotuse kasulikke omadusi. Esmalt tuletame meelde, et pidev (ja
mittenegatiivsete viirtustega) juhuslik suurus 7" on eksponentjaotusega (T' ~
E(N)), kui tema tihedusfunktsioon fr avaldub kujul fr(t) = Ae ™, ¢t > 0 ja
jaotusfunktsioon kujul Fr(t) := P{T <t} =1 — e .

Eksponentjaotuse karakteristlik omadus: eksponentjaotus on ”méluta”
jaotus.

Niide 2.1.1 (Lambi to6tamise aeg). Téhistagu 1" lambi tooiga, T' ~ E(N),
ja olgu meil teada fakt, et lamp on t66tanud juba vahemalt aja s, st. T > s.
Leiame, kui suur on téenéosus, et lamp to6tab veel vihemalt aja ¢, kui on
teada, et ta on juba tootanud aja s:

P{T >t+s} e+

P{T>t+s|T>s}= P{TSst & =e

Osutub, et otsitav tGenfosus ei soltu s vidrtusest!

Seega, kui lampide t66iga on antud eksponentjaotusega T ~ E(A), siis need
lambid, mis on juba téotanud aja s, on tidpselt sama head kui uued lambid.

Graafiliselt viljendudes tdhendab see omadus, et eksponentjaotuse tingliku

tihedusfunktsiooni graafik alates suvalisest punktist s on sama kujuga kui
graafik, mis algab punktist 0:
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[Joonis: (tinglik) eksponentjaotus alates hetkest s kiitub tédpselt nagu

esialgne jaotus alates hetkest 0]

Lemma 2.1.1 (Eksponentjaotuse karakteristlik omadus). (Pidev) juhuslik
suurus 7" on eksponentjaotusega T ~ £(\) parajasti siis, kui P{T > t+s|T >
s} =P{T > t}.

(=) Tdestatud néites 2.1.1.

(<) Oletame, et kehtib P{T >t + s|T' > s} = P{T > t}. Sellest seosest ja

tingliku toendosuse valemist P{T > t+s|T > s} = % saame, et

kehtib P{T > t+s} = P{T > t}P{T > s}. Lahutame viimase vorduse
molemad pooled suurusest P{T" > s} ja jagame libi ¢-ga, saame

P{T > s} —P{T >s+1t}
t

1-P{T >t}

=P{T > s}- ;

(2.1)

Arvestades jaotusfunktsiooni definitsiooni ja T pidevust, saame Frp(s) :=
P{I'<s} =1-P{T > s} =1—-P{T > s}, mis koos seosega (2.1)
annab
Fr(t)
r

Protsessis ¢ — 0 saame siit omakorda seose Fi-(s) = [1 — Fr(s)] Ep(0).
Téhistame A = Fy(0), siis Fy(s) = [I — Fp(s)]A, millest

FT(S + t) — FT(S)

=[1—=Fr(s)]-

1 — Fr(s)]
1— FT(S)

/

= —X ehk (In[l — Fr(s)]) = —A.

Seega 1 — Fr(s) = e %€ ja tingimusest Fr(0) = 0 saame ¢ = 0,
millega olemegi nididanud, et 7'~ £(A).
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Lemma 2.1.2. Olgu T, ..., T, sdltumatud juhuslikud suurused, T, ~ E(A\g),
k=1,...,n. Siis juhuslik suurus 7' = min{73, ..., T} ~ EA1 + ... + \p).

>
Arvutame
kui min Ty >z, siis VI >

P{T > z} = P{min{Ty,...,T,} > x}

_ P{ ﬁ (Tk > JI)} s()ltur:natus ﬁ P{Tk > m} eksponentjazotuse eeldus
k=1 k=1

n
— H e—)\kl‘ — e—(>\1+...+)\n)$'
k=1

Seega T'~ E(A1 + ...+ Ap).

Erijuhul, kui T} ~ £(A), jdreldub eelmisest lemmast, et T' ~ E(nA).
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2.2 Poissoni protsessi moiste

Definitsioon 2.2.1. Juhuslikku protsessi {N(¢),¢ > 0} nimetatakse loen-
davaks protsessiks, kui N(t) on mingite siindmuste (iitleme siindmuse A)
toimumiste koguarv ajavahemikus [0, t].

Eriti tahtis loendav protsess on Poissoni protsess.

Definitsioon 2.2.2. Loendavat protsessi {N(¢),¢ > 0} nimetatakse Pois-
soni protsessiks, kui
(1) N(0) =0,

(2) protsessi juurdekasvud on soltumatud (st. iga t; <ty < t3 < t4 korral
N(t4) — N(t3) ja N(t2) — N(t1) on soltumatud juhuslikud suurused),

(3) stindmuste arv mistahes 16igul pikkusega ¢ on Poissoni jaotusega ju-
huslik suurus keskvéaartusega At, st suvalise s,t > 0 korral

(A)"
n!

P{N(t+s)— N(s)=n}= e M n=0,1,2,....

Tingimusest (3) jareldub, et EN(t) = E[N(t)—N(0)] = At ja A nimetatakse
protsessi intensiivsuseks. Et tingimuses (3) toodud tdendosus ei sdltu hetkest
s, siis protsess on ajaliselt homogeenne.

Naide 2.2.1.

e N(t) on ajahetkeks ¢ 16hustunud aatomite arv radioaktiivse aine puhul.
e Kindlustuses: N(t) on liiklusonnetuste arv ajahetkeks ¢.

e N(t) on telefonijaama saabunud viljakutsete arv ajahetkeks ¢.

Poissoni protsessi on voimalik defineerida ka teisiti. Selleks tuletame meelde,
et stimbol o(t) tdhistab korgemat jarku lopmata viikest suurust vorreldes
suurusega t vaadeldavas protsessis.

Definitsioon 2.2.3. Loendav protsess {N(t),t > 0} on Poissoni protsess,
kui

(1) N(0) =0,
(2’) {N(t),t > 0} juurdekasvud on statsionaarsed ja soltumatud,

(3") P{N(t) = 1} = At + o(t), kui t — 0,
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(@) P{N(t) > 2} = o(t), kui t — 0.

Seega iitleb omadus (3’), et tépselt iithe siindmuse toimumise tdendosus
lithikese ajavahemiku jooksul on ligikaudu vérdeline selle ajavahemiku pik-
kusega. Omaduse (4’) jirgi aga on rohkem kui ithe siindmuse toimumine
sama lithikese ajavahemiku jooksul praktiliselt voimatu (stindmused ei toi-
mu mitmekaupa). Paneme veel tihele, et omaduse (1’) tottu on téendosus, et
siindmus A toimub mingil etteantud ajamomendil ¢y vérdne nulliga. Seega
ajavahemike otspunktide sisse- voi véljaarvamine ei muuda ajavahemikku
sattumise tdendosusi.

Teoreem 2.2.1. Definitsioonid 2.2.2 ja 2.2.3 on ekvivalentsed.

>

(=) Veendume esmalt, et definitsioonist 2.2.2 jéreldub definitsioon 2.2.3.
Nouded (17) ja (1) on identsed. Juurdekasvude statsionaarsus (2’) tuleneb
sellest, et (3) pohjal on protsessi juurdekasvud soltumata ajaintervalli asu-
kohast Poissoni jaotusega, mille parameeter At soltub ainult ajaintervalli
pikkusest. Tédhistame lithiduse mottes

Po(t) = P{N(t) = n}.

Vottes eelduses (3) s =0 jan =1 ja arvestades seost e =1+ z + %? +...
saame, et

Pi(t)=P{N(t) =1} = e M =M.\t =

= [L—M+o0(t)]- At = At + o(t), kui t — 0,
millega on néidatud, et kehtib ka (3’).

Analoogiliselt saame, et
Py(t) =1 = At + ot).

Lihtsast vordusest P>2(t) = 1 — Py(t) — Pi(t) jéreldubki niitid omadus (4).

(«=) Néitame, et definitsioonist 2.2.3 tuleneb 2.2.2. Sisuliselt on vaja néidata,
et definitsioonist 2.2.3 jareldub (3), sest (1) ja (2) on ilmsed. Juurdekasvude
statsionaarsust arvestades piisab vaadelda {iksnes juhtu s = 0, st. nédidata
tiksnes valemi

(A)"

P{N(t) =n} = = n=0,1,2,... (2.2)
mn.
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kehtivust. Tuletame Py(t) jaoks diferentsiaalvorrandi jargmisel teel:

Py(t+h) =P{N(t+h) =0} = P{N(t) = 0,N(t + h) — N(t) = 0}
=P{N(t) =0} -P{N(t+h) — N(t) = 0} = Py(t) - Po(h),

kus kahe viimase vorduse saamisel on kasutatud vastavalt juurdekasvudse
soltumatust ja statsionaarsust. Seega

Py(t+ h) — Py(t) Py(h) —1
h h ’

Lastes niiiid h — 0 ja arvestades, et (3’) ja (4’) tottu Py(h) = 1— Ah+o(h),
saame vorrandi

= Py(1)

P)(t) = —APy(t) ehk teisiti [In Py(t)] = —A,

millest
In Py(t) = =Mt +c¢ ehk Py(t) = e M+e,

Kuna aga Py(0) = 1, siis jouame valemini
Py(t) =™, (2.3)

mis ongi noutud tdendosus n = 0 korral.

Analoogiliselt n > 0 korral

P,(t+h)=P{N(t+h)=n}
=P{N()=n,N(t+h)— N(t) =0}
+P{N({t)=n—1,N(t+h)— N(t) =1}

+) P{N(t) =n—k N(t+h) - N(t) = k}.

Soltumatuse tottu avalduvad koik viimases summas toodud toendosused
iiksiktoendosuste korrutiseks, misjérel viimast summat saab iilalt hinnata
suurusega

zn:P{N(t +h) = N(t) = k} < P{N(h) > 2} = o(h),
k=2

kui h — 0. Seetottu saame, et

Po(t+h) = P,(t)Py(h) + P,_1(t)Pi(h) +
= (1 = AR)Pu(t) + (Ah) P (t)
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millest

Pn(t + h) B Pn(t)
h
Lastes h — 0, jouame vorrandini

= —)\Pn(t) + )\Pnfl(t) + O(hh)

Py (t) = =APu(t) + AP 1 (1).

Selle mugavamaks lahendamiseks tihistame Q,(t) = e’ P,(t). Diferentsee-
rides selle seose moélemaid pooli ning asedades seejérel PTIZ (t) saame holpsasti
seose

Qn(t) = AQn-1(t). (2.4)
Lahendame selle erijuhul n = 1:
Q1(t) = AQo(t) = AeM - Py(t) = A
seose (2.3) tottu. Jarelikult

Ql(t) =A-+c

millest
Pi(t) = e M\t +¢),

kus tingimuse P;(0) = 0 tdttu peab konstant ¢ olema 0. Seega

Pi(t) = e M(At).

Saadud tulemusest jdreldub iisna lihtsalt ka valemi (2.2) kehtivus iildjuhul
(kasuta matemaatilise induktsiooni meetodit).

<
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2.3 Siindmustevaheline aeg Poissoni protsessis

Olgu {N(t),t > 0} Poissoni protsess intensiivsusega A. Téhistame S; <
So < ... stindmuste toimumise momendid selles protsessis ning olgu 17 = 51,
Ty = So—51, T35 = S3—.5,, ... ajavahemike pikkused jérjestikuste siindmuste
vahel ehk nn. tihemikud. Selgitame vilja tithemike kui juhuslike suuruste
jaotuse.

Esmalt paneme téhele, et siindmus {77 > ¢} on samaviirne siindmusega
{N(t) = 0}, millest
P{T; >t} = P{N(t) =0} = Py(t) = e .
Seega T on eksponentjaotusega parameetriga A ehk 77 ~ E(A).
Tiithemiku 75 jaotuse saamiseks leiame koigepealt tema tingliku jaotuse tin-
gimusel, et T7 = s:
P{Ty > t|T} = s} = P{0 siindmust vahemikus (s,s +t] | T} = s} =
ja kuna juurdekasvud on séltumatud juhuslikud suurused, siis
= P{0 siindmust vahemikus (s, s+ t]} =
ning statsionaarsuse tottu
= P{0 siindmust vahemikus (0,#]} = Py(t) = e .

Néaeme, et Tp tinglik jaotus ei séltu T vaadrtusest, mistéttu To ja 11 on
soltumatud. Keskmistame niiiid 75 tinglikud téenédosused iile T; koikvoimalike
vaartuste:

P{T2 > t} E(P{TQ >t ‘ T )

= / P{T2 >1 | T = S}le _At/ le ds =¢e" t.
0

Analoogiliselt jatkates saame jargmise teoreemi.

Teoreem 2.3.1. Tihemikud Ty, T, ... on soltumatud sama eksponentjao-
tusega juhuslikud suurused, T; ~ E(N).

Mdrkus. Teoreem ei tohiks olla iillatav. Juurdekasvude sdltumatuse ja
statsionaarsuse eeldus on tegelikult samavéérne viitega, et mistahes ajahet-
kel protsess algab toendosuslikult uuesti (”taastub”). See tdhendab, et sellest
hetkest edasi protsessi kéiik ei sdltu tema eelnevast kulust (juurdekasvude
soltumatus) ning on sama jaotusega kui esialgne protsess (juurdekasvude
statsionaarsus). Teiste sonadega, protsessil puudub mdlu ja seetottu oligi
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oodata tithemike eksponentjaotust.

Raske pole leida ka siindmuste toimumise ajahetkede Si,Ss, ... jaotust. Ku-
na S, =11+ 1» + ...+ T, siis on siin tegemist eksponentjaotuse n-kordse
konvolutsiooniga, mis on teatavasti gammajaotus. Voib aga arutleda ka ot-
seselt: stindmus S,, > ¢ on samavéérne siindmusega N (t) < n, jirelikult

n—1 n—1 ()\t)k
P{S, >t} =P{N(t) <n} =) Pu(t)=) o e,
k=0 k=0
Siit saame avaldada ka jaotusfunktsiooni
()"
Fs,(t) =P{S, <t} =1-P{Sy >t} =1-)_ u e M, (2.5)

k=0
mille tuletis on gamma-jaotuse tihedus (niital). Seega on toestatud

Lemma 2.3.1. Poissoni protsessis on n-nda stindmuse toimumise hetk S,
gamma-jaotusega (parameetritega n ja A) juhuslik suurus.
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2.4 Siindmuste toimumishetkede tinglik jaotus

Oletame, et me teame, et ajavahemikus [0, t) on toimunud tédpselt iiks
siindmus. Millal see vois toimuda? Juurdekasvude statsionaarsuse pohjal ei
oma iikski sama pikkusega ajaintervallidest eeliseid teiste ees — jarelikult
on loota toimumishetkede iihtlast jaotust 16igul [0, t].

Seda pole toesti raske kontrollida: iga s < t korral

P{S) <s| N(t)=1} =

P{S; < s N(t) =1}
P{N(t) =1}

_ P{1 siindmus [0, s] kestel ja 0 stindmust (s, ] kestel }

P{N(t) =1}
- Pl(S) : P[](t — S) . )\86_)‘8 . e—A(t—s) B f
Pi(t) - NN =7

mis tdhendabki S; iihtlast jaotust 16igul [0,¢). Tulemust saab iildistada ju-
hule, kus meil on teada, et ajavahemikus [0,¢] on toimunud n siindmust.
Selleks tuletame meelde méned jarkstatistikutega seotud faktid.

Olgu Y1, Yo, ..., Y, juhuslikud suurused. Jérjestame nad kasvavalt, téhistades
Y1) £ Yo < ... <Yy, Suurusi Yy, . . ., Y(,,) nimetatakse jirkstatistikuteks.
(Paneme téhele, et pidevate juhuslike suuruste korral on vérduste Y;) = Y{;)
toendosused nullid). Kui Y;, ¢ = 1,...,n on séltumatud ja sama jao-
tusega pidevad juhuslikud suurused tihedusega f(x), siis jarkstatistikute
ithistihedus on

fY(l):Y(z)w-,Y(n) (Y1, Y2, Yn) =
= Z le,...,Yn (yh cee 7yn) =
O(Y1,-sYn)
=nl fly1) .- fyn), v1 <y2<...<Yn.
Tegur n! tuleneb siin sellest, et ldhtesuuruste Y1, Ya, ..., Y, koik n! permu-

tatsiooni annavad jérkstatistikutele iihe ja sama va#drtuskomplekti. Naiteks
16igul [0,¢] iihtlase jaotusega sdltumatute juhuslike suuruste, mille iiksik-
n!

tihedused on f(y) = 1, jirkstatistikute iithistiheduseks on % (piirkonnas

0<y1 <ya...<yn <t, st n-mddtmelise kuubi ithes "nurgas”).

Teoreem 2.4.1. Tingimusel, et ajamomendiks t on Poissoni protsessis toi-
munud n sindmust, on nende toimumishetkede S1, 59, ...,S, thisjaotus sa-
ma nagu loigul [0,t] dhtlase jaotusega soltumatutest juhuslikest suurustest
saadud jarkstatistikutel.
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Mdrkus. Teoreemi intuitiivne tdhendus on selles, et kui me jélgime siindmuse
A toimumise hetki Poissoni protsessis teatud aja véltel, siis ndivad nad jao-
tuvat ajateljel iihtlaselt, ilma et tekiks olulisi kuhjumisi.

>
Vaatleme 0 <1 <t < ... <ty < tpy1 =t jaolgu h; piisavalt viike selleks,
et t; + h; <tiy1, i =1,2,...,n. Leiame niiiid tingliku toendosuse

P{ti <Si<ti+h;, 1=12,....n | N(t) :n}:
_ P{1 siindmus igas [t;,t; + h;) ja 0 siindmust mujal [0,?] sees }
B P{N() =n} B
_ Pi(ha) - Pi(hn) - Po(t—hy —ha — ... — hn)
Pa(t)
Ahpe M \h,e M e~ At=hi=ha—..—hn)
B QO™ e S

n!

Seega,
P{ti§5i<ti—|—hi, i:1,2,...,n|N(t):n} _7’L'

hi-ha - T tn

ja lastes h; — 0 saamegi (tinglikuks) tiheduseks ndutava

n!
f517527---75n(t17t27 ctn ‘ N(t) = n) = tTL
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2.5 Poissoni protsessi omadusi

2.5.1 Osaprotsessideks lahutamine

Vaatleme Poissoni protsessi {N(¢), ¢ > 0)} intensiivsusega A. Oletame, et
selles protsessis esineb kahte tiilipi siindmusi, kusjuures iga siindmus on
I tiiiipi toendosusega p ja II tiilipi tdendosusega 1 — p. Eeldame veel, et
iiksiksiindmuste tiitibid on iiksteisest soltumatud. Naiteks, kui kauplusse
saabuvad ostjad Poissoni protsessi kohaselt (intensiivsusega \), siis voib nad
jagada kahte tiitipi vastavalt soole: I tiiiipi siindmus tédhendaks naiskliendi
saabumist (tdendosus 0.6) ja II tiiiipi siindmus tdhendaks meeskliendi saa-
bumist (téendosus 0.4). Seejuures jéirjekordse kliendi tiilip ei soltu eelnevate
klientide tiiiibist.

Olgu {Ni(t), t > 0} ja {Na(t), t > 0} vastavalt I ja II tiilipi siindmuste arv
ajavahemikus [0, t], N(t) = Ni(t) + Na(t).

Teoreem 2.5.1. Protsessid {N1(t), t > 0} ja {Na(t), t > 0} on séltumatud
Poissoni protsessid intensiivsusega vastavalt A\p ja A(1 — p).

>
Olgu n,m > 0 ja téhistame siindmused A = {Ni(t) = n, N2(t) = m} ja
B ={N(t) =n+m}. Kuna {N(¢),t > 0} on Poissoni protsess, siis
At n+m
P(B) = QT
(n+m)!

Niiiid paneme tihele, et fikseeritud summa N(t) = n + m korral I tiiiipi
siindmuste arv Nj(t) on binoomjaotusega juhuslik suurus, mistottu

P(A|B) = Cyypp" (1 —p)™.
Korrutame saadud avaldised:

(A oM
(n+m)!

OB ey, L =D)" iy
n! m)! '

P{N1(t) = n, No(t) = m} = Cppp" (1 —p)™ -

Seega avaldub Ny (t) ja Na(t) iihisjaotus on kahe Poissoni jaotusega juhusliku
suuruse tdendosusfunktsioonide korrutisena. Leiame N (¢) marginaaljaotuse
summeerides iile No(t) koigi vadrtuste:

P{Nl(t) = n} = i P{Nl(t) =n, Ng(t) = m} =
m=0
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ol

(Atp)" R Z (At(1 - p))me—)\t(l—p) _ ()‘tp)ne—ktp‘
= m! n!

Siit jareldubki, et protsess { N1(t), ¢ > 0} on Poissoni protsess intensiivsusega
Ap. Analoogiliselt saame, et {N2(t),t > 0} on Poissoni protsess intensiivsu-
sega A\(1 — p).

D |

Vaatleme niiiid veidi iildisemat olukorda, kus I ja II tiilibi toen&osused ei ole
konstantsed, vaid soltuvad ajast. Tapsemalt: olgu toendosus, et ajamomendil
s toimuv siindmus on I tiiiipi, vordne p(s). Tdendosus, et ta on II tiilipi on
seega 1 — p(s). Toestame eelmise teoreemiga analoogilise viite:

Teoreem 2.5.2. Protsessid {Ni(t),t > 0} ja {N1(t),t > 0} on soltumatud
Poissoni protsessid intensiivsusega vastavalt \p; ja AN(1 — py), kus

1 t
bt = t/ p(s)ds.
0

>

Toestuskiik kordab eelmise teoreemi toestust. Ainus erinevus seisneb selles,
et fikseeritud summa N (t) = n+m korral I tiiiipi siindmuste arvu Ny () jao-
tus on kiill binoomjaotus, kuid teistsuguse parameetriga. Tépsemalt, vaatle-
me suvalist siindmust, mis toimub ajaintervallis [0, ¢]. Juhul, kui ta toimuks
momendil s, siis oleks tema I tiiiipi kuuluvuse tinglik tdenédosus p(s). Teame
aga, et siindmuse toimumise hetk s jaotub iihtlaselt 16igul [0, ¢], st tema tihe-
dus on 1. Seega (téis-)tdentosus, et suvaline 16igul [0, ¢] toimunud siindmus

on I tiiiipi, vordub
1 t
bt = / p(s)ds
t Jo

soltumata sellest, mis tiiiipi on teised siindmused. Niitid jaib iile korrata
eelmise teoreemi toestus kuni 16puni.

<

2.5.2 Poissoni protsesside kompositsioon

Eelnevad kaks teoreemi késitlesid Poissoni protsessi lahutamist kaheks ” osa-
protsessiks”. Huvi pakub aga ka vastupidine olukord, kus on antud kaks
Poissoni protsessi {N1(t),t > 0} ja {Na(),t > 0} ning me summeerime nad
loomulikul viisil, defineerides N (t) = Ni(t) + Na(t).
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Niitena voiksime tuua juhu, kus Nj(t) ja Na(t) loendavad linnasiseste ja
linnade vaheliste kutsungite arvu telefonikeskjaamas. Siis N(t) on kutsun-
gite koguarv ajavahemikus [0, ).

Sellist summat nimetatakse kompositsiooniks. Enne alapunkti pohitulemuse
fikseerimist tuletame meelde, et kehtib jirgmine lemma.

Lemma 2.5.1. Kahe s6ltumatu Poissoni jaotusega juhusliku suuruse sum-
ma on ka Poissoni jaotusega, kusjuures parameetrid liituvad.

Naitame, et kehtib ka jargmine tulemus.

Teoreem 2.5.3. Kui {Ni(t),t > 0} ja {Na(t),t > 0} on sdltumatud Pois-
soni protsessid intensiivsusega vastavalt A1 ja g, siis nende kompositsioon
N(t) = Ny(t) + Na(t) on Poissoni protsess intensiivsusega A = A1 + Ag.

>

On lihtne niha, et definitsiooni 2.2.2 kaks esimest nouet on N(¢) puhul
tdidetud. Tingimus (3) osutub tididetuks aga seetottu, et kahe soltumatu
Poissoni jaotusega juhusliku suuruse summa N(t + s) — N(t) = Ni(t +
s) — Ni(t) + Na(t + s) — Na(t) on ka Poissoni jaotusega vastavalt eeltoodud
lemmale.

<

Kui néiteks biiroo kaks masinakirjutajat teevad teineteisest séltumatult vi-
gu Poissoni protsessi kohaselt intensiivsusega 1 ja 2 viga 5 minuti kohta, siis
ajamomendiks ¢ tehtud vigade koguarv N (¢) on Poissoni protsess intensiiv-
susega 3 viga (5 minuti kohta).
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2.6 Poissoni protsessi iildistused

Vaatleme Poissoni protsessi kahte {ildistust. Esimene neist on mittehomo-
genne ehk mittestatsionaarne Poissoni protsess, kus lubame protsessi inten-
siivsusel A soltuda ajast t.

2.6.1 Mittehomogeenne Poissoni protsess

Definitsioon 2.6.1. Loendavat protsessi {N(¢),t > 0} nimetatakse mit-
tehomogeenseks Poissoni protsessiks intensiivsusfunktsiooniga A(t), ¢t > 0,
kui

1) N(0) =

(1)

(2) {N(t),t > 0} juurdekasvud on soltumatud,

(3) P{N(t+h) — N(t) =1} = A(t)h+ o(h), h = 0 V t korral,
(4) P{N(t+h) — N(t) > 2} =o0(h), h -0 Vt korral.

Olulist rolli méngib niiiid suurus m(¢ fo s)ds. Nimelt nditame, et prot-
sessi juurdekasv ajavahemikus [t, t—l—s) on P01sson1 jaotusega keskviirtusega
m(t+s) —m(t):
t —m(t))"
P{N(t+s)—N(t)=n} = (mft +5) —m(t)) emImltrs)=m®l > 0. (2.6)

n!

Erijuhuna saaksime siis muidugi, et N(t) ~ P(m(t)), millest EN(t) = m(t)
ja mistottu funktsiooni m(t) nimetatakse protsessi keskvddrtusfunktiooniks.
Paneme lisaks téhele, et tavalise Poissoni protsessi korral kehtib A(t) = A ja
sel juhul m(t) = X - t.

Valemi (2.6) tdestuse idee on sama, mis homogeeense protsessi korral. Fik-
seerime t ja téhistame

P,(s) =P{N(t+s)— N(t) =n}.
Tuletame diferentsiaalvorrandi Py(s) jaoks. Selleks arvutame

Po(s+h) =P{N(t+s+h)— N(t) =0}
= P{0 stindmust [¢,t + s) sees, 0 stindmust [t + s,t + s+ h) sees}

= P{0 stindmust [¢,t + s) sees} - P{0 siindmust [t + s, + s + h) sees}

= Po(s)[1 = At + s)h + o(h)],
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kus kaks viimast vordust jarelduvad juurdekasvude séltumatusest ja sellest,
et tingimused (3) ja (4) annavad seose P{N(t+ s+ h) — N(t +s) =0} =
1 —X(t+ s)h+ o(h). Seega

P0(5+h]i_P0(S) = —A(t+s)Py(s) + Ohh)’

mis A — 0 korral annab vorrandi
Py(s) = =\t + s)Py(s).

Selle lahendamiseks leiame esmalt, et [In Po(s)]’ = —A(t + s) ning siit

s t+s
In Py(s) = —/0 A(t+u)du+C = —/t My)dy+C = —[m(t+s)—m(t)]+C,

millest
P()(S) _ ef[m(tJrs)fm(t)}JrC.

Tingimusest Py(0) = 1 saame C = 0. Ulejiinud toendosuste Py (t), Pa(t),. ..
leidmine toimub analoogiliselt teoreemi 2.2.1 toestusega.

Niide 2.6.1 (Mittehomogeenne Poissoni protsess). Olgu hamburgerikiosk
avatud 8 — 22 ja soltugu kiilastajate voo intensiivsus ajast jargmiselt

5+ 5t, 0<t<3,

At) = < 20, 3<t<8,
20— 3(t—8), 8<t< 14,

kus ¢ on aeg alates kioski avamisest (st. ¢ = 0 kell 8 hommikul).

Leiame, kui suur on téendosus, et ajavahemikus 10-11 saabub vdhem kui 3
klienti ehk P{N(3) — N(2) < 3}. Selleks leiame kdigepealt Poissoni jaotuse
parameetri:

3

m(3) — m(2) = /:A(:;)ds _ /23(5—1—53)(13 — G5+ 25| =175,

seega N(3) — N(2) ~ P(17.5). Niiiid otsitav tdendosus avaldub

2. 17.5%
P{N(3)-N(2) <3} =) ?6—17-5 =...~0.
k=0

46



MTMS.02.003. Juhuslikud protsessid

2.6.2 Poissoni liitprotsess

Definitsioon 2.6.2. Juhuslikku protsessi {X(¢),¢ > 0} nimetatakse Pois-
soni littprotsessiks, kui ta avaldub kujul

N(t)
X(t)y=> Vi, t>0,
=1

kus {N(t), t > 0} on Poissoni protsess ja {Y,, n > 0} on soltumatud sama
jaotusega juhuslikud suurused, mis on sdltumatud ka protsessist {N(t),t >

0}.

FErijuhul kui Y =1, ¢ =1,2,..., siis Poissoni liitprotsess taandub harilikule
Poissoni protsessile N(t).

Niide 2.6.2. Saabugu ostjad kauplusesse Poissoni protsessi kohaselt ja
olgu Y; i-nda ostja poolt kaupluses kulutatud raha. Me v6ime lugeda Y;
soltumatuteks juhuslikeks suurusteks (kui mitte arvestada seda, et mdni
ostja kaldub teinekord valima sedasama kaupa, mida teisedki ostjad). Siis
ajamomendiks ¢ kaupluse kassasse kogunenud raha X (¢) on Poissoni liitprot-
sess.

Arvutame juhusliku suuruse X (¢) keskviirtuse ja dispersiooni Poissoni liit-
protsessis. Keskviirtuse leiame N(t) suhtes voetud tinglike keskviidrtuste
keskmistamise teel ("lahkame” N (t) jargi):

EX(t) = E{E[X(t) | N()]}.

Arvutame

N(t)
EIX(t) [ N@W) =n] =B |3V | N(t) =n| =
=1

=F

ZY | N(t)=n :ZE[Yi | N(t) =n] =

n
=Y EYi=n EYi,
i=1
kus eelviimane vordus tuleneb Y; ja {N(t),t > 0} soltumatusest. Jarelikult

EIX(t) | N(t)] = N()EY:,

millest keskmistamisega iile N (t) saame EX (t) = AtEY7, so iiksik keskvédrtus
korrutatud keskmise liidetavate arvuga. Dispersiooni korral on tulemus teist-
sugune. Lahtume sellest, et

DX(t) = EX?(t) — [EX(1)]* = EX2(t) — \2*(EY:)%
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Jaab iile arvutada

EX?(t) = E{E[X*(t) | N(1)]}.

Leiame esmalt

=E (ZY) | N(t) =n :E(ZY> =
i=1 i=1

n
:EZYiQ—kE ZYYJ :n-EY12+ZEY;EYj:
i=1 i#] i#]
=n-EYZ +n(n—1)(EY;)%

Seega
E[X(t) | N(#)] = N(t) - EY? + N()(N(t) = 1)(EY1)?,

millest
EX2(t)= EN(t)- EY2 + E[N(t)(N(t) — D)(EY1)%

Arvestades, et EN(t) = M ja EN2(t) = DN(t) + [EN()]* = M + A%,
saame pérast lihtsustusi valemi

DX(t) = MEY;%.
Seega on tulemus suurem kui iiksikdispersioonide ”keskmine” summa

MDY; = M[EY? — (EY1)?].

Tuletame meelde, et fikseeritud arvu soltumatute juhuslike suuruste korral
kehtib D(3"" ,Y;) = > i, DY;. Seega liidetavate juhuslik arv suurendab
summaarset dispersiooni.
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Peatiikk 3

Pideva ajaga Markovi ahelad

3.1 Moiste. Chapman-Kolmogorovi vorrandid

Selles alajaotuses késitleme juhuslike protsesside klassi, millel on palju eri-
nevaid rakendusi ja mis on tuntud pideva ajaga Markovi ahelate nime all.
Vaadeldav klass on iildisem kui seni késitletud Poissoni protsesside klass,
sisaldades viimast juba erijuhuna. Alltoodust selgub, et me saame pideva
ajaga Markovi ahela kui ldhtume mingist diskreetse ajaga Markovi ahelast
ja iga iileminekuaja (mis diskreetse aja korral vordub 1 ajaiihikuga) asen-
dame eksponentjaotusega juhusliku suurusega. Osutub, et eksponentjaotus
on ainus jaotus, mis sellises olukorras séilitab protsessi Markovi omaduse.

Nagu dikreetse ajaga Markovi ahelate korral, nii eeldame ka siin, et juhusliku
protsessi vadrtuste hulk on iilimalt loenduv ning voimalike olekute hulk on
{0,1,2,...}.

Definitsioon 3.1.1 (Pideva ajaga Markovi ahel). Oeldakse, et juhuslik
protsess {X (t), ¢t > 0} on pideva ajaga Markovi ahel, kui suvaliste s, £ > 0
ja suvaliste mittenegatiivsete tédisarvude i, j, z(u), 0 < u < s korral kehtib
vordus

P{X(t+s)=7jlX(s)=1,X(u) =2(u),0 <u<s}=P{X(t+s)=jX(s) =1}

Teiste sonadega, pideva ajaga Markovi ahel on juhuslik protsess, millel on see
tuntud omadus, et tuleviku X (¢ + s) jaotus antud oleviku X (s) ja mineviku
X(u) = z(u), 0 <wu < s korral sdltub ainult olevikust ja mitte minevikust.
(Kui protsessi seisund mingil ajahetkel on teada, siis mineviku uurimine ei
anna tuleviku kohta mitte mingit lisainformatsiooni.)

Definitsioon 3.1.2 (Statsionaarsed iileminekutdenéosused). Kui tdenéosus
P{X(t+s) =j|X(s) =i} ei soltu s védrtusest, siis deldakse, et pideva ajaga
Markovi ahelal on statsionaarsed (e homogeensed) iileminekutéendosused.
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Edaspidi késitlemegi ainult selliseid ahelaid.

Niitame koéigepealt, et pideva ajaga Markovi ahela korral on aeg T;, mille
véltel seisundisse ¢ sattunud protsess seal piisib, eksponentjaotusega juhuslik
suurus. Selleks oletame néiteks, et ajamomendil 0 on protsess seisundis ¢ ja
ta ei ole véljunud sealt 5 minuti jooksul. Kui suur on téenéosus, et protsess
piisib seisundis ¢ veel 3 minutit? Formaalselt otsime tden#osust, et P{T; >
8|7; > 5}. Markovi omaduse tottu on ajahetkel 5 kogu info tuleviku kohta
selles, et hetkeseisund on ¢ ja info "eelnevad 5 minutit seisundis ¢” ei oma
mingit tahtsust. Seega on otsitav toendosus vordne téendosusega, et T; > 3:

P{T; >8|T; > 5} =P{X(s) =i, 0<s<8|X(s)=1, 0<s<5}
=P{X(s) =1, 5<s<8X(s)=1, 0<s<5}
LIprx(s) =i, 5<s<8X(5) =i}
= P{X(s) =i, 0 <s<3|X(0) =i} =P{T; >3}

Uldjuhul saame sama argumentatsiooni kasutades, et iga s, t > 0 korral

P{T; > s+ T, > s} = P{T; > t}.

Jérelikult (vt. lemma 2.1.1) on tegemist méluta (mittevananeva) jaotusega,
mis saab olla ainult eksponentjaotus.

Ulaltoodu annab vaimaluse defineerida pideva ajaga Markovi ahel teisel vii-

sil.

Definitsioon 3.1.3 (Pideva ajaga Markovi ahel). Pideva ajaga Markovi
ahel on juhuslik protsess, mis

1) sattudes seisundisse i jadb sinna ajaks T; ~ £(A;), kusjuures seisundi-
tes viibimise ajad on séltumatud juhuslikud suurused.

2) viljudes seisundist 4, siseneb ta teatava toendosusega P;; seisundisse
J, kusjuures iileminekutdenéosused Pj; rahuldavad tingimusi P;; = 0
ja > Py =1iga i korral.

Seega toepoolest, pideva ajaga Markovi ahel on juhuslik protsess, kust tihest

olekust teise litkumine toimub nagu (diskreetse ajaga) Markovi ahelas, kuid
igas olekus viibimise aeg on eksponentjaotusega juhuslik suurus.

Tahistame toenédosuse, et protsess, mis hetkel s on olekus i, on aja t méodudes
olekus 7, jargmiselt:

Py(t) = P{X(t + ) = j|X(s) = 1}
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Piitiame taoliste toenaosuste leidmiseks tuletada diferentsiaalvorrandid.

Markovi omadusele tuginedes téestame koigepealt jargmised lemmad.

Lemma 3.1.1. Kehtivad seosed

1— Py(h
(a) }lllg%) A (?) =\ (3.1)
) tim T i (3.2)
—)

(a) Sisenedes seisundisse i kéivitub (arvestades T; eksponentsiaalset jao-
tust) Poissoni protsess intensiivsusega \; mis 16peb koos iileminekuga
teise seisundisse. Poissoni protsessi korral on aga aja h jooksul stindmuse
toimumise tdenfosus (milleks antud juhul on aja h jooksul seisundist
i lahkumise toendosus 1 — P;;(h)) ligikaudu vordeline ajaintervalli pik-
kusega: 1 — P;;(h) = A\ih + o(h). Sellest jireldubki (a).

(b) Kuna P;;(h) on toendosus, et protsess liheb aja h jooksul seisundist 4
seisundisse 7, siis me saame ta esitada kahe tGen#osuse korrutisena:

P;j(h) = P{aja h jooksul lahkutakse olekust i}
P{iileminek toimub olekust i olekusse j}
= [L = Pi(h)] - Pij = [Xih + o(h)] - Pij.

Siit jéreldub seos (b).

Lemma 3.1.2 (Chapman-Kolmogorovi vorrand). Suvaliste s, ¢ > 0 korral

Pij(t + s) szk - Py(s (3.3)
| 2
Et aja t + s jooksul jouda seisundist ¢ seisundisse j, peab protsess pérast
aja t moodumist olema mingis seisundis k, £ = 0,1, 2,.... Summeerimine

ile koikvoimalike k vaiartuste annabki otsitava toenédosuse:
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Pt +s)=P{X(t+s)=7jX(0) =i}

- ki:OP{X(t +5) =7, X(t) = k|X(0) = i}
= ;iP{X(t) = kX (0) =i} - P{X(t + 5) = j|IX(t) = k, X(0) = i}
— ki:OP{X(t) = k|X(0) =i} - P{X (¢t +5) = j|X(t) = k}
_ iPik(t) - Pji(s).
k=0

<4
Seos (3.3) on Chapman-Kolmogorovi vorrandi analoog pideva aja jaoks.
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3.2 Kolmogorovi taha- ja ettesuunatud vorrandid

Tuletame niitid toendosuste Pj;(t) leidmiseks diferentsiaalvorrandid.
Lemmast 3.1.2 saame koigepealt

Pt +h) = Pj(t) = 3320 Pie(h)Pr;(t) — Py(t) =
= Y Pin(R) Prj (t) — [1 = Pii(h)] Py (t).

Jagades 14bi suurusega h ja arvestades lemmat 3.1.1 ndeme, et

Pt +h) — Pyt) _ Lir(h)

Jim 2 =lim > =R = NPl (3.4)
ki

Naitame niiiid, et vorduse paremal poolel v6ib piirilemineku ja summeeri-

mise jérjekorra dra vahetada. Selleks piisab veenduda, et seal asuv rida on

iga fikseeritud N korral hinnatav

lim inf
h—0

P (h) zk
. Py;(t) >hm fz ij )\ZPkPkJ (3.5)

k7é1 k:;éz

ki

Teiselt poolt, suurte N korral (N > i)

h—0 ki
o Pu() . Pu(h)
< lim sup : )+ :
h—0 z,: h k%:—f—l h
;e
N N
Py(h 1
= lim sup Z kh()ij(t) + 7 1-— Zsz(h)
h—0 k:O k=0
i
=\ ZPZ]CP’C] -\ ZPZ]C,
k=0
ki k;éz

kus viimase vorduse jaoks kasutasime lemmat 3.1.1.

Lastes niiiid N — oo (ja arvestades, et P;; = 0) saame, et

) <A > PipPi(t), (3.6)
h=0 4z ki
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mis koos vorratusega (3.5) annab vajaliku

lim Z P h(h) Prj(t) = A szkpkj t). (3.7)

ki k#i

Asendades viimase avaldise vorduse (3.4) paremasse poolde, voime lugeda
toestatuks jargmise teoreemi.

Teoreem 3.2.1. Iga i,5, t >0 korral

P(t) =X > PuPrj(t) — \iP;(t). (3.8)
k#£i

Vérrandsiisteem (3.8) on tuntud kui Kolmogorovi tahasuunatud vorrandid.
Taolise vorrandi lahendamist vaatleme konkreetsetel juhtudel (iildjuhul ei
saa).

Saab tuletada veel teistsuguse vorrandisiisteemi P;;(t) méadramiseks. Selleks
lahtume jélle Chapman-Kolmogorovi vorrandist (lemma 3.1.2):

Py(t+h) Zﬂk () Prj(h) — Py(t) =
= Zpik () Prj(h) — [1 = Py (h)] Pij(t).
k#j

Seega

lim Pij(t+h})L—Pij<t> - ZPm(t)P’“j(h) _ [l—fh’jj(h)] Py(t)

Eeldades, et piirile mineku ja summeerimise jarjekorra voib dra vahetada,
saame lemmat 3.1.1 kasutades vorrandid

Z)\kpk’] zk APZ_]()
k#j

Kahjuks ei ole mainitud vahetus alati digustatud. Osutub aga, et see on
lubatav, kui on tédidetud vihemalt iiks tingimustest:

1) vaadeldaval protsessil on ainult 16plik arv seisundeid;

2) iga i korral nende j hulk, mille korral P;; > 0, on 16plik;

3) lemmas 3.1.1 (b) nédidatud koondumine P”T(h)

koigi i, (i # j).

— A\ P;; on iihtlane {ile
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Tulemuse votame kokku jargmise teoreemina.

Teoreem 3.2.2 (Kolmogorovi ettesuunatud vorrandid). Kui on tdidetud
moni tingimustest 1) - 3), siis iga i,j, t >0 korral

Py(t) = > MPrj Pi(t) — A Py (t). (3.9)
k#j

Teoreemides 3.2.1 ja 3.2.2 toodud vérrandeid on ménikord voimalik lahen-
dada analiititiliselt, enamasti aga mitte. Sageli piisab aga astimptootilisest
lahendist, kus ¢t — oo.

Jéargnevalt uurime ldhemalt iihte pideva ajaga Markovi ahelate erijuhtu.
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3.3 Naiiteid Kolmogorovi vorrandi lahendamise koh-
ta. Siisteemi tasakaalu seisund

Vaatleme probleemi, mida voib késitleda kahe seisundiga pideva ajaga Mar-
kovi ahelana.

Olgu meil seade (masin), mis toGtab torgeteta eksponentsiaalse aja £(\o)
ning rikkis olek (remondiaeg) kestab samuti eksponentsiaalse aja — E(A1).
Eeldame, et ajahetkel 0 on seade korras (seisund 0) ja ajahetkel 1 on seade
rikkis (seisund 1). Tahame niiteks teada, kui suur on téen#osus, et hetkel
t = 10 on seade tookorras (kusjuures vahepeal voib seade olla ka rikkis).

Markovi ahela iileminekumaatriks on kujul
0 1
P=0 0 1,
1 1 0
siit loeme Véilja, et Poo == O,Pol == 1,P10 - 1,P11 = 0.
Kirjutame vilja Kolmogorovi tahasuunatud vérrandid kujul

Pi'j(t) =\ Z Pir Prj(t) — NiPyj(t).
ki

{ Poo(t) = XoPorPio(t) — MoPoo(t) (1)
Pio(t) = M ProPoo(t) — MPro(t) (2)

Rohkem pole vaja vilja kirjutada, kuna Pyi(t) = 1 — Pyo(t) ja Pi1(t) =
1 — Pio(t). Korrutades vorrandid (1) ja (2) vastavalt 1&bi A\; ja Ap-iga ning
vottes arvesse, et Py = 1 ja Pjg = 1 saame, et

+ { Alpéo(t) = MoA1Pio(t) — XoA1Poo(t)
Mo Pyo(t) = XA Poo(t) — AoA1Pro(t)

ning seega kehtib, et
AlPOU(t) + A()Plo(t) - 0

Integreerime: A; Pyo(t) + Ao Pio(t) = c. Méadrame ¢: Pyo(0) = 1; P1p(0) = 0
(ilma ajakuluta ei saa seisund muutuda). Tehes asenduse saame, et A\; = c,
AoPro(t) = A1 (1 — Pyo(t)). Asendame Pyo(t) vorrandisse (1):

Pyo(t) = M(1 = Poo(t)) — AoPoo(t) = A1 — (Ao + A1) Poo(t).
T&histame vorrandi lahendamiseks:

)\1 ’ /
=g (t) = Py (t
X+ M g() 00()

g(t) = Poo(t) —
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/ A
g (t) = A1—(Ao+A1) |g(t) + : = —(Ao+A)g(t) = g(t) = c.e” oMt
Ao+ A1
A1 Ao Ao (et A
0) = Pyo— = =c= Pylt) = 0FALE 4
9(0) 00 Ao+ A1 Ao+ A\ ‘ bo(2) )\0+>\16 Ao+ A1

Asendades saadud Py (t) eelpool toodud vorrandisse Ao Pyo(t) = A1(1 — Pyo(t))
saame, et
A1

Pl()(t) — )\70

>\1 )\1 —(\
1—Pyp@®)]=...= - Qo+An)t,
[ 00( )] Ao+ A1 )\o—i-)\le

Joonistame selle funktsiooni graafiku, médrates A\g = 1 ja Ay = 9, st. korras-

oleku keskmine aeg on % =1 ja rikkisoleku keskmine aeg on /\—11 = %. Seega

korrasoleku aeg on keskmiselt 9 korda pikem.

Asendame Ag ja Ap vddrtused valemitesse:

1 9
10t L 7 ia kuna e 10 22X 0, siis Poo(t) = 0.9

Poolt) = 1 10

Analoogiliselt saame, et Pio(t) — 0.9.

Pyo(t) 1
1‘\-«........_
0.94. ... T S e e
e
Po(t) !
(t) .
0.0 oo
/,/
e

Seda olukorda, kus mélemad tdendosused on éra stabiliseerunud nimetatak-
se siisteemi tasakaalu seisundiks. Néhtub, et pika aja jooksul pole oluline,
millisest seisundist siisteem startis.

Uurime siisteemi tasakaaluseisundit.
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Arvestades, et suure t korral téenéosused stabiliseeruvad, siis lihtsustuvad
ka Kolmogorovi vorrandid. Kui t — oo, siis P, (1) = 0.

Tahistame lim;_,o P;;(t) = p; (eisoltu i véadrtusest). Tahasuunatud vorrandid
annavad meile samasuse:

0 = Aopo — Aopo
0= A1po — A1po

Tasakaaluseisundi véljaselgitamiseks kasutatakse Kolmogorovi ettesuunatud
vorrandeid

Py(t) = > MePijPi(t) — APy (b),
Py
tasakaaluseisundis: 0 =}, . ApPijpe — Ajpj, j=0,1,2,.. ..

Meie néites (kahe olekuga) avalduvad need seisundid jargmiselt:

0 = A1 Piop1 — Aopo
0 = A Piop1 — Aopo,

millest saame, et A\yp1 = Agpg. Teiselt poolt pg +p1 = 1 st pg = 1 — py.
Saame:
A1p1 = Ao(1 —p1) = Ao — Aop1 =

A 1

p1 = " f N 10 (rikkisoleku toendosus),
A 9

Dpo = " +1 N =1 (korrasoleku tdenéosus).
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3.4 Tekke ja kao protsessid

Definitsioon 3.4.1 (Tekke ja kao protsess). Pideva ajaga Markovi ahelat
{X(t),t > 0} seisundite hulgaga {0, 1, 2, ...} nimetatakse tekke ja kao (ka
stinni ja surma) protsessiks, kui seisundist n on voimalik iile minna {iksnes
naaberseisunditesse n — 1 ja n + 1.

Télgendus: iileminekut n — n+ 1 nim. tekkeks, p,— tekke intensiivsus
n —n —1 nim. kaoks, vp— kao intensiivsus

Seega tekke ja kao protsessi korral Pj; = 0 kui |i—j| > 2. Olgu seisundis n vii-
bimise aeg T, ~ £(A\,) ning olgu tdendosused, et iilemineku korral siisteem
laheb just nimelt seisundisse n — 1 v6i n + 1 vastavalt P, ,—1 ja Py nt1-
Kuna eelduse kohaselt P,;,, = 0 ja iileminekud kaugemale on vilistatud, siis
Pn,nfl + Pn,nJrl =1

Definitsioon 3.4.2 (Puhas kao/tekke protsess). Kui on voimalikud ainult
tileminekud n — n — 1, siis tekke ja kao protsessi nimetatakse puhtaks kao
protsessiks(u = 0). Kui on voimalikud ainult iileminekud n — n + 1, siis
tekke ja kao protsessi nimetatakse puhtaks tekke protsessiks (v = 0).

Edaspidi on mugav kasutada suurusi
Vg = 07
Vn = AnPn,n—lan > 1,
Hn = )\nPn,n+17 n > 0,

kusjuures py, + vy = Ap.

Lemma 3.1.1 pohjal voib siis iihtlasi kirjutada, et iga n > 0 korral

. 1—=Py(h)
1 - = )\n = Hn )
nso  h o ¥
lim 7Pn’n71(h) =y,
h—0 h
lim 7Pn’n+l(h) = Up.-
h—0 h

Ulalkirjeldatud protsessi korral on suurust X loomulik tolgendada teatava
populatsiooni arvukusena ajahetkel ¢, tileminekut n — n + 1 stinnina ning
tileminekut n — n—1 surmana. Seose A\, = un,~+v, tottu jaguneb intensiivsus
An kaheks liidetavaks, millest u, on sobiv nimetada sinni intensiivsuseks ja
vy, surma intensiivsuseks.
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3.4.1 Tekke ja kao protsessi modelleerimine

Naiide 3.4.1. Siinni ja surma protsessi on lihtne modelleerida. Oletame, et
populatsiooni arvukus on parajasti n. Seda arvukust hoiame juhusliku aja
T, ~ E(\,) viltel. Seejirel toimub kas siind v6i surm, mille otsustamiseks
viskame "kulli ja kirja”, kus ”kulli” (siind) toendosus on (anj—in,un) =5 ja

Yn Kui tulemuseks on ”kull”, siis suu-

Un —
(Vn‘hun) — A
rendame populatsiooni ihe vorra (siind), "kirja” puhul aga vihendame po-
pulatsiooni iithe vorra (surm). Edasi ootame vastavalt juhusliku aja T;,—1 ~

E(Mp—1) voi Tpp1 ~ E(Ant1) ja kordame skeemi.

"kirja” (surm) tdenéosus on

Parameetrite u, ja v, iikks voimalik tolgendus on jargmine: kui mingil het-

kel populatsiooni arvukus on n, siis aeg jargmise siinnini on eksponentjao-
tusega keskvéirtusega .- ja aeg jirgmise surmani on ekponentjaotusega

n

keskvéadrtusega }%
n
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Niide 3.4.2. Seisundis n kéiivitatakse kaks ”eksponentsiaalset kella”.

1. kell hakkab tirisema eksponentsiaalse aja T jérel (parameetriga p,).

2. kell hakkab tirisema eksponentsiaalse aja Ty jirel (parameetriga v,).
Tirisevad téiesti juhuslikult, me ei tea kumb tiriseb varem. Kui 1. tiriseb
varem, on tegu tekkega, kui 2. tiriseb varem, on tegu kaoga.

Niide 3.4.3 (Telefonikeskjaam). Olgu telefonikeskjaamas n véljaminevat
liini (st korraga saab sinna sisse helistada maksimaalselt n abonenti). Tele-
foniomanikud helistavad juhuslikel ajamomentidel (see on Poissoni protsess)
intensiivsusega p. Kui koik liinid on kinni, siis ldhevad koned kaduma (kadu-
dega siisteem, ei saa jirjekorda jaidda). Olgu siisteemi seisundiks hoivatud
liinide arv ja olgu kénede pikkused eksponentsiaalse jaotusega juhuslikud
suurused parameetriga v.

Méaarame py ja vk, k=0,1,2,... ,n:

v = kv,k = 0,2,...,n (kasutame lemmat 2.1.2 eksponentjaotusega
juhuslike suuruste miinimumi kohta),

ur = p,k=0,1,2,...,n —1 (helistajate arv ei soltu sellest, mitu liini
on hoivatud).

Niide 3.4.4 (Lineaarne kasvumudel). Populatsiooni iga liige voib surra
intensiivsusega v ja paljuneb intensiivsusega p. Kui meil on populatsioonis
n liiget, siis populatsiooni paljunemise koguintensiivsus on p, = nu,n > 0
ja surmaintensiivsus on v, = nv,n > 1.

Niide 3.4.5 (Jérjekorrasiisteem M/M/1). Tahistatakse M/M/1 (sisend-
voog Markovi protsessi kohaselt / viljundvoog Markovi protsessi kohaselt
(teenindusajad on eksponentsiaalsed ja séltumatud) / teenindajate arv).
Kliendid saabuvad teeninduspunkti, kus on iiks teenindaja, Poissoni protses-
si jargl intensiivsusega u, st kahe iiksteisele jirgneva siindmuse (saabumise)
vaheline aeg on eksponentjaotusega £(u). Saabudes liheb klient teenindaja
juurde, kui too on vaba, v6i jirjekorda, kui teenindaja pole vaba. Kui klient
on #ra teenindatud, siis ta lahkub ja jarjekorrast tuleb uus klient teenindaja
juurde. Teenindusaeg on eksponentjaotusega &£ (v).

Olgu X (t) siisteemis momendil ¢ viibivate indiviidide arv, st. jirjekorras
viibivate klientide arv + teenindatav, X > 0. Parameetrid: u, = pu,n >
0; v, =v,n>1.

3.4.2 Tasakaaluvorrandid ja nende lahendamine tekke ja kao

protsesside korral

Jéargnevas pakub meile huvi stabiilseks muutunud siisteem.
Kolmogorovi ettesuunatud vorrandid avaldusid kujul

Pi'j(t) = Z e Prj Pire(t) — Aj Py (t).
P
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Tasakaaluoleku puhul (¢ suur):

Py;(t) — 0.

Teeme asendused ka Kolmogorovi vérrandisse, saame, et

0= MPujpr — Ajpj, §=0,1,2,..;
k#j

Aipj =Y MePijpr, §=0,1,2,....
k#j
Viimane vorrand ongi tasakaaluvorrandi (steady state) iildine kuju. Mérgime
veel, et Py; =0, kui |k — j| > 2 voi k = 5.
Téhistustest vorrandis:

Dj — toendosus, et siisteem on seisundis j
(eeldusel, et siisteem on tasakaalus),

P — tOen#osus, et siisteem ldheb seisundist & seisundisse j
(eeldusel, et toimub muutus),

Aj — olekus j viibimise eksponentsiaalse aja parameeter,

Ajpj — seisundist j véljumise intensiivsus,

M Prj — seisundist k seisundisse j iilemineku intensiivsus,

> MePyjpr  — seisundisse j joudmise intensiivsus.

k#j

Tekke ja kao korral saame minna ainult naaberseisundeisse (mitte kauge-
male!), samasse seisundisse ei saa jidda. Kirjutame viilja tasakaaluvorrandi
tekke ja kao protsessi korral:

J = 0: Aopo = A1 Prop1s,
J=1: Mip1 = Ao Po1po + A2 Paipe,
J = 2: Xap2 = A1 Prap1 + A3 Psaps,
ildkujul siis
Aipj = Nj—1Pj—15 - pj—1 + Ajt1 P15 - piv-
Tekke ja kao protsessi korral kehtib A\; = p; +v;, samuti kehtivad asendused

A;iPjjt1 = pj ja A\jPjj—1 = v;. Paneme téhele, et hetkel j = 0 jddb ainult
tekke komponent (Ao = p), dra kaduda ei saa midagi (vy = 0).

Seda arvestades saame, et
J = 0: (po + vo)po = v1p1,
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j =1 (g1 +vi)p1 = popo + vap,
iildjuhul siis
(1j +vj)pj = pj—1pj—1 + Vjtapj+1, 3 =1,2,....

Kirjutades eelneva tabelina iiles:

seisund lahkumise intensiivsus = saabumise intensiivsus
0 Hopo = ViD1 (0)
1 (1 +v1)p1 = popo + vap2 (1)
2 (2 +1v2)p2 = pip1 +v3ps (2)
n (,un + Vn)pn = WUp—1Pn—1 T Un+1Pn+1 (TL)

Meie eesmirgiks on lahendada need voérrandsiisteemid toendosuse suhtes.
Vastavaid vorrandeid liites saame, et

(0) = popo = np1
(0) + (1) = [p1 = 12p2
(0) + (1) +(2) = pop2 = v3p3
0)+1)+...4+Mm) = puPn = Vnp1Pni1
Avaldades koik pg kaudu, saame, et
HoPo
P1 = 3
vy
Hip1 o1 Po
pz = =
vy V19
Mol pe2
b3 =
viavs

iildvalem seega

T i1
=1

Meile ei ole teada pg, kuid teame, et > ;2 pr = 1. Asendades pj, saame, et

0 110
po+/ipo+7'u a po+...=1
141 1201 %1%
ja seega pg avaldub kujul
1

Po (3.11)

s 2 = .
L+ 370 T 5
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3.5 Naiteid tekke ja kao protsesside uurimise koh-
ta

3.5.1 Kadudega teenindussiisteem. Erlangi valemid

Vaatleme veel niites 3.4.3 kirjeldatud situatsiooni: oletame, et telefonikesk-
jaama tulevad kutsungid Poissoni protsessi kohaselt, intensiivsusega p. Konede
pikkused on séltumatud juhuslikud suurused eksponentjaotusega £(v). Te-
lefonikeskjaamas on n liini. Abonent saab raikida, kui vahemalt iiks liin on
vaba, ithendus toimub silmapilkselt. Koikide liinide hoivatuse korral ldheb
kutsung kaduma st jérjekorda ei eksisteeri.

Telefonikompaniid huvitab kao téendosus.

Olgu X (t) := ajahetkel ¢ héivatud liinide arv (X (¢t) =0,1,2,...,n).
P{kutsung liheb kaduma} = p, (n liini on hoivatud, n + 1 kutsung ldheb
kaduma).

Tekkeintensiivsus (kutsungi tuleku intensiivsus) seisundis k (hoéivatud on k
liini) on ppr = p (helistajate arv ei soltu sellest, mitu liini on héivatud),
k=0,1,2,...,n— 1. Kui k = n, siis siisteemi juurde tulla ei saa (u, = 0).
Kaointensiivsus (kone pikkuse intensiivsus) seisundis k on vy = kv, k =
0,1,2,...,n. Tahistame siisteemi koormust (tekke ja kao intensiivsuse jaga-
tist) jargnevalt: p = L. Teisendades valemit (3.10) saame, et

k k k
Pe = (H M;1> po = (H 5/) po=p" (H 1) po = /])jpo-
i=1 i=1 i=1
Arvestades, et X (t) voimalikud olekud on 0,1, ..., n, saame
B 1 B 1 1
RSV EI LS Y Y T

seega kao tdendosus avaldub jargmiste valemite kaudu:

DPo

V2

P
o =L, (312

! (3.13)
ko bt

Ulalsaadud valemeid nimetatakse Erlangi valemiteks.

Niide 3.5.1. Olgu infotelefonid kahe voi nelja vastuvotjaga (n = 2 voi
n = 4), jarjekorda ei eksisteeri. Vaatleme kdne saamise tdenéiosusi:
Kui n = 2, siis
pl 01 03] 05 |1][2] 3 | 4 |—oo00
pn | 0.0045 | 0.335 | 0.0769 | 0.2 | 0.4 | 0.5294 | 0.6054 | — 1
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Kui n =4, siis
pl 02 |06 | 1 | 2 | 4 | 6 | 8 |—ox
pn | 0.0001 | 0.003 | 0.0154 | 0.095 | 0.311 | 0.470 | 0.575 | — 1

Jéareldus: iiks nelja vastuvotjaga infotelefon on kasulikum, kui kaks kahe
vastuvotjaga infotelefoni — kao téenédosus vorreldavate koormuste korral on
véiksem.

3.5.2 Teenindamine jirjekorraga (jarjekorrasiisteem M /M /n)

Olgu meil siisteemis n teenindajat (teenindusseadet) ja saabugu tellimused
Poissoni protsessi kohaselt intensiivsusega p. Tellimuse téditmiseks kulub eks-
ponentsiaalne aeg parameertriga v. Kui tellimuse saabumise momendil on
iiks masin vaba, siis hakkab see silmapilkselt teenindama, vastasel korral
ldheb tellimus jdrjekorda. Jarjekorrast voetakse téitmiseks esimene tellimus.

Probleem: leida tellimuste arvu tden#osus selles siisteemis (arvestades ka
jarjekorda).

Olgu X := slisteemis viibivate tellimuste arv = teeninduses olevate tellimus-
te arv + jérjekorras olevate tellimuste arv, X = 0,1,2,.... Meid huvitavad
iiksikute seisundite toendosused pg, p1,p2,... . Tunneme huvi stabiilse sei-
sundi vastu. Eeldame, et siisteem on téotanud juba pikka aega ja on tasa-
kaalus.
Vaatleme intensiivsusi:
tekkeintensiivsus:  pp = p, Vk > 0 (saabumise intensiivsus);
o {m,kmo<k<m
kaointensiivsus: v =
nv, kui k > n (siisteemis on jirjekord).
Valemite (3.10) ja (3.11) pohjal saame, et

k

frpo, 1<k<n,
Pk = ok

T ==po, k>n

ja
1

= k n N
PR i S DY IR € Lt

n

Po

.s 00 Pk—
Siin summa ) ;2 . (2)
on kaks varianti:

on geomeetriline rida teguriga 2. Voimalikud

o Kui % > 1, st. p > n, siis summa on 16pmatu (koormus on suurem kui
seadmete arv). Jirjekord kasvab (X — 00), tasakaaluseisundit ei teki
ja stabiilset olukorda ei saabu.
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e Kui aga 2 < 1 & p < n, siis summa on 16plik, siisteem stabiliseerub
ja leiduvad positiivsed toendosused po, pi,..., 2 poqPk = 1 (siisteemi
koormus ei ole liiga suur).

3.5.3 Masinate teenindamine

Vaatleme n automaati (masinat, arvutit, ...), mis normaalse t66 juures ei
ndua operaatori vahelesegamist ehk teenindamist. Olgu operaatorite (tehni-
kute) arv r, r < n. Eeldame, et iga automaat to6tab torgeteta eksponent-
siaalse aja parameetriga u ja automaadi parandamise aeg on eksponentsiaal-
ne parameetriga v. Rikkisolevat aparaati parandab parajasti iiks tehnik.

Kui suure téendosusega on korraga rikkis k automaati?

Seisundiks loeme rikkis automaatide arvu, teke — automaat laheb rikki, kadu
— automaat parandatakse dra. Toendosus P{rikkis on k automaati} = py.
Téahistame X:= rikkis olevate automaatide arv, X =0, 1, 2, ..., n.
Tekkeintensiivsused:

e =(m—Fk)u, 0<k<n (hetkel on rikkis k£ automaati ja té6tavaid
seadmeid n — k tiikki).

Kaointensiivsused:
{ky, kui 0 < k < r,
v =

rv, kui k > r (rikkis on rohkem kui parandajaid).

Tuginedes valemitele (3.10) ja (3.11) saame, et

n:

» Wik)gﬂkpo, 1<k<r
k= |
mpkm, r<k<n

ja
1

= ! 1 :
2 k=0 TP T Xk=rt1 i

DPo

Niide 3.5.2. Olgu antud, et p = 0.2, n = 8, r = 2. Kui palju on {ihel
tehnikul keskmiselt vaba aega?
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Rikkis olevate Teenindamist ootavate Vabade Todendosus
automaatide automaatide arv (V) tehnikute Dk
arv (X = k) arv (Z)

0 0 2 0.2036
1 0 1 0.3258
2 0 0 0.2280
3 1 0 0.1368
4 2 0 0.0684
5) 3 0 0.0274
6 4 0 0.0082
7 5 0 0.0016
8 6 0 0.0002
EX =5 kpr = EY = 0.3978 EZ=07330| S =1
= 1.6648

Uks tehnik on seega keskmiselt vaba % = 0.3665 ~ 37% ajast.
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Peatiikk 4

Taastuvad protsessid

4.1 Taastuva protsessi moiste

Poissoni protsesside ja pideva ajaga Markovi ahelate korral eeldasime, et
jarjestikuste siindmuste vahelised ajad ehk tithemikud on séltumatud eks-
ponentjaotusega juhuslikud suurused. Uheks loomulikuks iildistuseks oleks
siin lubada eksponentjaotuse asemel suvalist jaotust. Nii jduamegi taastuvate
protsessident.

Vaatleme mingi siindmuse A toimumise ajahetki. Olgu 7; i-nda ja (i — 1)
stindmuse toimumise vaheline aeg — tithemik. Tépsemalt, olgu 17,75, ...
mittenegatiivsed, séltumatud ja sama jaotusega juhuslikud suurused jaotus-
funktsiooniga F'(z), kusjuures eeldame, et P{T; > 0} > 0. Suuruste 7; mitte-
negatiivsusest jareldub, et eksisteerib keskvéartus p = ET; = fooo xdF (x) >
0 (kusjuures p voib olla l6pmatu). Téhistame nagu varemgi siindmuse n-nda
toimumise aja

S,=T1+To+...+T,, n>1, Sy=0,
ning olgu N (t) siindmuste koguarv ajavahemikus [0, ], seega
N(t) =sup{n: S, <t}.

Definitsioon 4.1.1 (Taastuv protsess). Loendavat protsessi N(¢) nimeta-
takse taastuvaks protsessiks, kui tithemikud 17,75, ... on mittenegatiivsed,
soltumatud ja sama jaotusega juhuslikud suurused (mingi iihise jaotusfunkt-
siooniga F(x), T; ~ F), kusjuures P{T; > 0} > 0.

Kui ajamomendil ¢ toimub siindmus, st. mingi n korral .S, = t, siis iitleme,
et toimub protsessi taastumine. Termin on 6igustatud: kuna tithemikud on
soltumatud ja sama jaotusega juhuslikud suurused, siis pérast iga taastumist
algab protsess toenéosuslikult uuesti.
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Niide 4.1.1 (Pideva ajaga taastuv protsess). Olgu meie kdsutuses sama
tiilipi seadmete 16pmatu tagavara. Oletame, et korraga on toos iiksainus
seade ja selle rikki mineku korral asendatakse ta silmapilkselt uuega. Kui
N(t) on ajamomendiks ¢ rikki ldinud seadmete arv, siis {N(¢),t > 0} on
taastuv protsess.

Vaatleme N (t) 1oplikkuse kiisimust.

e Tugeva suurte arvude seaduse pohjal % — u > 0 toendosusega 1.
Jarelikult n — oo korral ka S,, — oo. Jarelikult S,, < ¢ ainult 16plik
arv kordi, mistdttu iga 1opliku ¢ korral kehtib N (t) < co téendosusega
1.

e Samal ajal pole raske niha, et toenidosusega 1 leiab aset N(oo) :=
limy_, oo N (t) = 0o (eeldades, et T;, ei vota lopmatut vidrtust positiiv-
se toendosusega). Toepoolest, ainus voimalus selleks, et taastumiste
koguarv N(oo) oleks 1oplik, on see, et leidub l6pmata pikk tithemik
T, , millest aga saame

P{N(c0) < oo} = P{mingi n korral T,, = co}

:P<©{T :oo}> §iP{T =00} =0.
n=1 n=1

Tuletame niiiid iihe lihtsa seose juhusliku suuruse N (t) jaotuse ja lihtejaotuse
F vahel. Lahtume jille faktist, et siindmused {N(¢) > n} ja {S, < ¢} on
ekvivalentsed. Seejuures on S, kui soltumatute ja sama jaotusega juhusli-
ke suuruste summa jaotuseks jaotuse F n-kordne konvolutsioon! iseendaga,
mille tahistame F,(t) = P{S, < t} = F * F x ... % F(t). Seetottu voib
holpsasti arvutada N (t) jaotuse:

P{N(t)=n} = P{N(t) >n}-P{N(t) >n+1}
= P{S, <t} —P{Spq1 <t} =F,(t) — Frt1(t). (4.1)
Niide 4.1.2 (Diskreetse ajaga taastuv protsess). Olgu P{T,, =i} = p(1 —

p)~1,i > 1. See tihendab, et me eeldame tithemike geomeetrilist jaotust: T},
on téisarvuline juhuslik suurus, mida v6ib tolgendada kui katsete arvu, mis

! Jaotuste konvolutsioon. Olgu antud kaks sdltumatut juhuslikku suurust X ~ F ja
Y ~ G. Leiame X + Y jaotuse Fxiy:

Fxay(t) = P{X +Y <t} = /OQ PIX+Y < (Y = y}dG(y)
_ /jo P{X +y < 1}dG(y) = /jo Pt — 9)dG(y) = F + G(t)

Jaotust F'x4y = F x G nimetame jaotuste F' ja G konvolutsiooniks.
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on vajalik siindmuse A esimeseks toimumiseks sdltumatute katsete seerias,
kus igal iiksikkatsel on A téendosus p. Siis S, on katsete arv, mis on vajalik
n-nda A saamiseks katseseerias. Sellise suuruse jaotus on nn. negatiivne
binoomjaotus:

P{S, =k} =Cplp"(1—p)*&", k> n.
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4.2 Taastuva protsessi keskviairtusfunktsioon

Defineerime taastuva protsessi {N(t),t > 0} keskvddrtusfunktsiooni m(t):
m(t) = EN(t).

Selle funktsiooni omaduste viljaselgitamisel on taastumisteoorias oluline
osa. Niitame esmalt, et funktsioon m(t) on 16plik (mis muide ei jéreldu
automaatselt sellest, et iga t korral N(t) < oo tdendosusega 1).

Lemma 4.2.1. Iga t > 0 korral m(t) < oc.

| 2

Kuna P{T,, = 0} < 1, siis leidub arv a > 0, mille korral p, := P{T,, >
a} > 0. (Toepoolest, vastasel juhul saaksime valida jada ar — 0 nii, et
P{T, > ar} = 0 ehk, teisiti, P{T,, < ax} = 1, millest tdenfiosuse pidevuse
tottu P{T,, = 0} = 1 — vastuolu.) Defineerime niiiid esialgsete tithemike
kaudu uued (lithemad) tithemikud, millel on ainult kaks véimalikku vadrtust:

T — 0, kuiT, <a
"l a, kuiT, >a.

Olgu vastav loendav protsess N*(¢t) = sup{n : I7 + T5 + ...+ 1Ty <t}. Ilm-
selt N*(t) > N(t), mistottu piisab ndidata, et EN*(t) < oo. Selleks paneme
esmalt tihele, et uue protsessi taastumised saavad toimuda ainult ajamo-
mentidel 0, a, 2a, 3a, . . ., kusjuures igal sellisel ajahetkel v6ib taastumisi olla
kas 1 voi enam. Olgu n; taastumiste arv ajamomendil ia. See on geomeetrili-
se jaotusega juhuslik suurus: P{n; = k} = q{j*lpa, kus g, = 1 — pg,. Seetottu
iga v = 0,1,2,... korral En; = p%. Et aga ajamomendini ¢ on taolisi a-
kordseid hetki kdige enam [£] + 1 tiikki, siis taastumiste keskmine koguarv
kuni momendini ¢ on

2] +1

EN*(t) <
(1) < Da

< 0.

<

Tuletame niiiid seose keskviirtusfunktsiooni m(t) ja tithemike jaotuse F
vahel:

m(t) = EN(t) =Y P{N(t)>n}=...

{N(t) > n} = {ajamomendiks ¢ on toimunud vidhemalt n siindmust} = {S,, <t}

:ip{sn <t :iFn(t),

71



MTMS.02.003. Juhuslikud protsessid

kus me kasutame fakti, et mittenegatiivse téisarvulise juhusliku suuruse X
korral alati

00 oo k
EX=) kP{X=k}=)> Y P{X=n}
k=1

k=1n=1

=Y Y P{X =k} =) P{X>n}.
n=1

n=1k=n

Seega saab m(t) leida, kui on teada jaotus F. Osutub aga, et keskvairtus-
funktsioon m(t) omakorda méa#rab itheselt jaotuse F' (ja seega kogu protsessi
toendosusliku kditumise).

Teoreem 4.2.1. Keskvddrtusfunktsiooni m(t) ja tihemike jaotuse F' vahel
on tksiihene vastavus.

>
Rakendame vorduse m(t) = Y ° | F,,(t) molemale poolele Laplace’i teisen-
dust?:

. 7 ey - E (@)
m(t) = F,(t) = F = —.
(t) nz:l (t) ;[ O =1~ FO)
Siit saame avaldada A(t)
F(t) = T

Niide 4.2.1. Oletame, et meil on taastuv protsess keskvairtusfunktsiooni-
ga m(t) = 3t,t > 0. Me teame, et selline lineaarne keskvadrtusfunktsioon on
Poissoni protsessil ja teoreemi 4.2.1 pohjal on see iihtlasi ka ainus voimalus.
Niitid voib leida néiteks tdendosuse, et ajamomendiks 5 on toimunud 2
siindmust. Selleks tuvastame esmalt, et intensiivsus A = 3, millest N(5) ~
P(15) ja seega

152 _
P{N(5) =2} = Jre 15,

2Funktsiooni f(t) Laplace’i teisenduseks nimetatakse funktsiooni f(t) :=
I3 f(t)e **ds. Oluline on teada, et jaotuste konvolutsiooni F,(t) Laplace’i teisen-

dus avaldub F,(t) = [F(t)]™.
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4.3 Piirteoreemid

4.3.1 Taastuva protsessi intensiivsus

Eespool négime, et N (t) — oo kui t — co. Mida voib 6elda suhte N kohta?

t
: 1 _ 1
AValdlSt ﬁ = W

soni protsessi korral saame % = \.) Néitame, et selline nimetus on digustatud.

nimetatakse taastuva protsessi intensiivsuseks. (Pois-

Teoreem 4.3.1. Téendosusega 1 letab aset koondumine

N 1
ﬂ—)—, kui t — oo.
t H

>

Vaatleme juhuslikku suurust Spy(;), mis on viimase taastumise hetk enne
ajamomenti ¢ voi tépselt momendil ¢. Analoogselt on Sy ;)41 esimene taas-
tumismoment pérast ajahetke t. Seega Sy ;) <t < Sn()41, millest

S t S
N < PN+ (4.2)
N(t) = N(t) ~ N()
Tugeva suurte arvude seaduse kohaselt % = T1+717+T“ zig- w, kui n — oo.

k.
Samal ajal teame, et N () 2% 50, kui t — co. Kokku seega tdendosusega 1

SN()
N(t)

— u, kui t — oo.

Samal pdhjusel tdendosusega 1

SN
N(t

+1 SN(t)+1 'N(t)+1_>'u.1zu kui ¢ — oo
) | |

S N()+1  N(t)
Arvestades vorratust (4.2), ongi teoreem toestatud.

<

Seega taastumiste arv ithe ajaiihiku kohta liheneb suurusele % Kas sama

voib Gelda ka suhte @ kohta? Esimesel pilgul néib see olevat lihtne jareldus
eelnevast teoreemist (”piisab”votta keskvédrtus molemast poolest!). Kuid
keskvéartuste kui integraalide jada koondumist on vaja eraldi pohjendada.
Seda niiiid teemegi, tutvudes esmalt ithe huvitava méistega.
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4.3.2 Waldi vordus

Olgu X1, Xo, ... soltumatute juhuslike suuruste jada.

Definitsioon 4.3.1. Juhuslikku suurust N, mille véimalikeks védrtusteks
on 1,2,..., nimetatakse jada X1, Xo, ... peatumishetkeks, kui siindmuse {N
= n} toimumine soéltub iiksnes juhuslikest suurustest X, Xo,..., X, (ja on
seega soltumatu juhuslikest suurustest X1, Xpn42,...).

Niide 4.3.1. Viskame kulli ja kirja. Olgu X,, = 1 v6i 0 vastavalt sellele,
kas n-ndal viskel saadakse kull voi kiri. Defineerime juhusliku suuruse N
jargmiselt: N = n, kui kull saadi esimest korda n-dal viskel. Siis N on jada
X1, Xo, ... peatumishetk.

Jiargnev lemma késitleb juhuslike suuruste summa keskvairtust juhul, kus
liidetavate arv ise on ka juhuslik, olles aga seejuures peatumishetk.

Lemma 4.3.1 (Waldi vordus). Olgu X, X», ... soltumatute sama jaotuse-
ga ning iihise keskvaartusega juhuslike suuruste jada, EX; = u, kusjuures
E|X;| < co. Kui N on selle jada peatumishetk, mille korral EN < oo, siis

N
E (Z Xn> =EN - pu. (4.3)
n=1

Mérkus. Kui N on koikidest X,,-dest sdltumatu, siis kehtib alati F (Zgil Xp) =
EN - EX;.

>

Defineerides
I 1, kui N >n,
10, kuiN <n.

voime kirjutada, et
N [e'e

ZX = ZIan.
n=1 n=1

Seega

N (o) [e%e)
E (Z Xn> _F (Z Ian> YT B(LX).
n=1 n=1 n=1

Naitame, et X, ja I, on soltumatud. Definitsiooni kohaselt

{I=1}={N>n}={N<n}={N<n-1}
—(N=0}Uu.. . U{N=n—1}

74



MTMS.02.003. Juhuslikud protsessid

Seega {I, = 1} ei soltu X,,-st, millest jareldub, et ka {I,, = 0} = {I,, = 1}
ei soltu X,-st. See aga tdhendabki, et I, on mé#ratud juhuslike suuruste
X1,Xo,...,X,_1 poolt ning on séltumatu juhuslikust suurusest X,,. See
annab aga vorduse E(I,X,) = EI, - EX,,, mida kasutades ndemegi, et

N 00 00
E (an> =Y ELEX,=p->» EI,
n=1 n=1 n=1
o0
=p-> P{N>n}=pu-EN.
n=1
Jadb veel iile pohjendada vordust (*):

e (MON) Monotoonse koondumise teoreem: kui 0 < X,, 1 X, Vn, siis ka
EX, T EX.

e (DOM) Lebesgue domineeritud koondumise teoreem: kui X,, — X ja
| Xn| <Y, Vn, kus EY < oo, siis EX,, & EX.

e Hindame:
oo m m
(MON)
E(Zlfnxn|> (nym DX |> Jim E (Z!Inxn|>
n=1 n=1 n=1

:AféoZE” X,| = ZlEyIan| < 0.
n

Teisest kiiljest, kuna | > | I, X,| < 307 [I,Xy], siis saame

oo m
Z o (DOM) li Z

E( 1Ian>_E<”}g%° 1IX> m_m ( IX)
n= n=

m

o
= lim_ E(I,X,) ZE
n=1 n=1

4.3.3 Elementaarne taastumisteoreem

Waldi vorrandi kasutamiseks taastumisteoorias peame esmalt leidma pea-
tumishetke. Kahjuks ei ole selleks suurus N (t), sest siindmus N(t) = n
tdhendab seda, et Th +To+...+7, <t jasamal ajal Ty +To+...+Tp+1 > L.
Seega nimetatud siindmus soltub ka tithemikust 75,41, mistottu N (¢) ei ole
peatumishetk. Kiill on seda aga suurus N (¢)+1. Tdesti, siindmus {N(t)+1 =
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TL} i=4 {N(t) = n—l} = {Tl—{—TQ—{——}—Tn,l <tjaTh+To+...+T, > t}.
Seega stindmus {N(¢) + 1 = n} soltub ainult tithemikest 77,75, ..., T, ja
mitte enam jargmistest ning on seetottu jada 1,75, ... suhtes peatumis-
hetk.

Samal ajal ka E(N(t)+1) = m(t)+1 < oo, mistdttu rakendub Waldi vordus.
ETi+Ty+... +TN(,§)+1] =pu-EN{t)+1)=p-(m(t)+1)

ehk
E[Sn(t)41] = p(m(t) + 1), (4.4)

kus eeldame, et u = ET} < oo.

Niitid voime toestada nn elementaarse taastumisteoreems.
Teoreem 4.3.2. Kuit — oo, siis

mt) 1

t 1%

>

Vaatleme esialgu juhtu p < co. Et teatavasti Sy ;)41 > 1, siis (4.4) tottu ka
u(m(t) + 1) > ¢, millest

(4.5)

Teiselt poolt fikseerime konstandi M > 0 ja defineerime uue nn 16igatud
taastuva protsessi, mille tithemikud on tékestatud arvuga M:

T =

n

i <
{T’“ kuidn S My e op o = BT <

M, kuiT, > M,

Tahistame niiiid S} =Ty + ... + T} ja N*(t) = sup{n : S} <t} > N(t).
Kuna alati S]*V*( " < t ja ldigatud protsessi tithemikud ei iileta arvu M, siis
lisades 1 tithemiku, saame 57\/*( D1 < t+ M. Waldi vorduse (4.3) pohjal siis
ka ppr(m*(t) +1) <t+ M, kus pupr = ETY. Seega voime kirjutada, et

*(t 1
lim sup L() < — VM jaoks.
t—o0 t Har

Arvestades seda, et 16igatud protsessi tithemikud on lithemad, kehtib N*(t) >
N(t) ja seega ka m*(t) > m(t), mistdttu

1
lim sup m(t) < — VM korral. (4.6)
t—s00 t 123,78

Lastes M — oo, saame py; — p tottu

t
lim sup m <
t—o0 t

(4.7)

=l
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mis koos seosega (4.5) annabki soovitud tulemuse.

Kui p = o0, siis kasutame sama 1oigatud protsessi. Kuna py; — oo, siis (4.6)
m(t)

paremal poolel saame piiril 0, kuid siis ka vasak pool lim;_, == = 0.
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4.4 Taastumisvorrand ja selle iildistused

Kaéesoleva paragrahvi eesmiirk on tuletada uusi voimalusi keskvaartusfunktsiooni
m(t) leidmiseks peale juba tuttava valemi m(t) = > F,(t). Selgub, et on liht-

ne tuletada integraalvorrand m(t) jaoks, kasutades tinglikustamist esimese
taastumisaja suhtes:

m(t) = E[N(t)] = E[E(N(1))|T1] = /O T BINWT = 2ldF ().

Tinglik keskvéirtus aga on

0 kui t < z,

E[N(t)|T1 = x] = { 1’_’_ m(t—x), kuit>uz,

sest kui hetkel z, z < ¢, toimub taastumine, siis alates sellest momendist
protsess on tdendosuslikult sama, mis esialgne protsess, ja seega esialgse
protsessi taastumiste arvu keskviirtus ajahetkeni ¢t on 1 (juba toimunud
taastumine hetkel x) pluss uue, aja x vorra hiljem alanud ekvivalentse prot-
sessi taastumiste arvu keskvidrtus m(t — x).

Asendades selle tingliku keskvéidrtuse esialgsesse vorrandisse, saame

m(t) = /0 [1+m(t —x)]dF(x) = F(t) + /0 m(t — x)dF(z). (4.8)

See vorrand on tuntud teastumisvérrandi nime all ja monikord on ta m(t)
suhtes iipris lihtsalt lahenduv.

Jéargnevat silmas pidades on kasulikum vaadelda veidi iildisemat vorrandit

¢
o(t) =h(t) + [ glt - 2)dF () (19)
0
kus h ja F' on teada ja g otsitav. Sellist vorrandit nimetame taastumistiiipi

vorrandiks ja tema lahend on toodud jargnevas lemmas.

Lemma 4.4.1. Vorrandi (4.9) lahendiks on funktsioon
t o0

g(t) = h(t) + / h(t — z)dm(x), kus m(t) = Z Fo(t). (4.10)
0 n=1

>
Vorrandi (4.9) voib esitada ka kujul g = h + g % F', kus * tdhendab konvo-
lutsiooni. Tehes moélema poolega Laplace’i teisenduse, saame,

g(s) = h(s) +g(s) - F(s),
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millest

g —ﬂ—~s ~S&
350) = 1 prs = R R T

= h(s) + h(s)[F(s) + F?(s) + F3(s) +...] = h(s) + h(s)m(s).

Viimane avaldis on aga funktsiooni h(t) + h * m(t) (mis on iihtlasi valemi
(4.10) parem pool), Laplace’i teisendus. Et Laplace’i teisenduste vordsusest
jareldub funktsioonide eneste vordsus, siis on lemma toestatud.

<

Ulaltoodud lemmas esineva integraali fot h(t — z)dm(zx) leidmine on reeglina
siiski raske. Osutub, et mérgatavalt lihtsam on leida selle integraali piir-
vaartust, kui ¢ — oo. Sellest aga on kiillalt, kui huviobjektiks on funktsiooni
g(t) kéitumine ¢ suurte véértuste korral (st vaadeldav protsess on kdinud
kaua aega). Jargnev teoreem néitabki, kuidas leida mainitud integraali piir-
vidrtust. Enne aga tutvume iihe vajaliku moistega. Oeldakse, et juhuslik
suurus X on wvore-tidipt jaotusega, kui leidub konstant d > 0, mille korral
S0  P{X = nd} = 1. Seega voretiiiipi jaotusega X votab ainult arvu d
téiskordseid véédrtusi. Suurimat taolist d nimetatakse X perioodiks. Samuti
titleme, et X jaotus F' on vore-tiiiipi perioodiga d.

Niide 4.4.1. Teatud mootori olisiisteemi lisatakse 6li vastavalt sellele, kas
olinivoo on allapoole lubatud miinimumtaset voi veel mitte. Kontrolli ja
voimalikku juurdevalamist (kuni lubatud maksimumnivooni) tehakse ainult
hommikuti kell 8. Olgu 7}, pdevade arv, mis jidb kahe juurdevalamise vahele.
Siis T}, on taisarvuline juhuslik suurus ja jarelikult vore-tiiiipi perioodiga 1.

Teoreem 4.4.1 (Taastumisteooria ”votmeteoreem”). Kui F' ei ole vore-
titipi ja funktsioon h(t),t > 0, on mittenegatiivne, mittekasvav ja
IS h(t)dt < oo, siis

t 1/00
lim h(t — x)dm(x) = — h(t)dt,
Jim [ ht—a)im(@) = [ no

kus = [)° xdF(z) on jaotuse F keskvddrtus.

Juhime lugeja téhelepanu sellele, et paremal pool ei esine enam funktsiooni
m(t), lisandunud on aga suhteliselt lihtsalt leitav jaotuse F' keskviirtus pu.
Selle véga kasuliku teoreemi tdestust me siin ei esita (jéttes ta ”votmega
mustaks kastiks”). Kiill aga vaatleme moningaid iilesandeid, mille lahenda-
misel on teoreemil oluline osa.
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4.5 Vahelduv taastumisprotsess

Vaatleme niitena kahe voimaliku seisundiga siisteemi, mida tinglikult nime-
tame "korras” ja ”rikkis” (niiteks pall on kas oma meeskonna valduses voi
vastasmeeskonna valduses). Siisteem ldhtub korras-seisundist, kuhu ta jaib
ajaperioodiks pikkusega 77, siis on ta aja Uj rikkis, edasi aja Tb viltel jélle
korras, Us viltel jélle rikkis jne.

Oletame, et koik vaadeldavad juhuslikud suurused on soltumatud, kusjuures
koik T, olgu jaotusega F' ja koik U, jaotusega G. Olgu summa T;,+ U, jaotus
H st H = F % G. Huvi pakub téenfosus

P(t) := P{ajamomendil ¢ on siisteem korras}.

Teoreem 4.5.1. Kui E(T + U) < oo ja H ei ole vore-tiiiipi, siis

. ET
Am PO = 5rmo

>
Kasutame tinglikustamise votet 17 + Uy suhtes:

o0

P(t) = / P{korras hetkel ¢ | T1 + U; = x}dH(z).
0

Kuna ajamomendil T7 + Uy = x protsess taastub, siis ¢ > x korral vaadeldav

tinglik téendosus on P(t — z) ja siis

P(t—x), kui xz < ¢,

P{korras hetkel t | T} + Uy =z} = )
P{Th >t | Ty +U; ==z}, kuiz>t.

Jarelikult
t o0
P(t) = / P(t — z)dH(x) +/ P{Th' >t | Ty +U; =x}dH(x).
0 t

Viimases integraalis v6ib aga alumise integreerimisraja asendada 0-ga, sest
juurdelisanduvas piirkonnas on integraalialune tdendosus 0 (U; > 0 tottu):

P(t) :/OtP(tx)dH(x)Jr/OooP{Tl >t|Th+U; =zx}dH(z) =

= /t P(t —x)dH (x) + P{T1 > t}.
0

Seega saame taastumistiitipi vorrandi
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Lemma 4.4.1 pohjal on selle vorrandi tédpne lahend jérgmine:
t
P(t)=1-F(t) —l—/ [1—F(t—2x)dmy(x),
0

kus mg(z) = Y. .2, Hy(z). Rakendades 1opuks taastumisteooria votme-
teoreemi vottes h(t) =1 — F(t), saame 1 — F(t) — 0 tottu

_ - F@®)dt BT
Hm P(t) = Ofooo xdH(x) — ET+EU’

<

Defineerides Q(t) := P{siisteem on rikkis hetkel ¢} = 1 — P(t), ndeme, et
Qt) — % Margime, et me jouaks samadele tulemustele ka siis, kui
siisteemi algseisund oleks "rikkis”. Ajas kauged tdeniosused ei soltu sellise
slisteemi algolekust.

Mirkus Vaatleme siisteemi korrasoleku suhtelist aega R(t) ajavahemikus
[0, t]. Suure ¢ korral on see ligikaudu

N(t )
wo oSS S . er
t SEV @) SX) T e BT+ BU

kus N (t) on "korras” perioodide arv kuni ajahetkeni ¢ ja koondumine jireldub
tugevast suurte arvude seadusest. Seega ndeme, et astimptootiliselt on suu-
rused P(t) ja R(t) vordsed, kuigi nende vahel on sisuline erinevus: P(¢) on
korrasoleku tdendosus kindlal ajahetkel ¢ (iile koikide voimalike siisteemi
trajektooride) ja R(t) on siisteemi korrasoleku suhteline aeg [0, ¢] véltel iile
tiksiku fikseeritud trajektoori.
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4.6 Vanus ja jadkvanus

Taastumisteooria votmeteoreemi teise rakendusena vaatleme kahe erilise aja-
perioodi — nn. vanuse ja jidkvanuse — jaotust. Vanuseks hetkel ¢ nimetatakse
aega hetke t ja sellele eelneva voi sellega vordse viimase taastumismomendi
vahel:

V(t) =t~ Sy > 0.

Jadkvanus on aga aeg momendist ¢ kuni jirgmise taastumiseni:

Vanus ja jadkvanus kokku annavad momenti ¢ sisaldava tithemiku st V' (¢) +
J(t) = Tyt Kui ajamomendil ¢ toimub taastumine, siis Sy = t ja
V(t) =0, J(t) = Tgyin > 0.

Tuletame esmalt jadkvanuse jaotuse. Oluline on siin silmas pidada jargmist
seost:

Vt >0, x > 0 korral J(t) > x < ajavahemikus (¢,t+x] ei toimu taastumisi.

(4.11)
Teoreem 4.6.1. Kehtib seos P{J(t) < z} = F(t + x) fo 1—-Ft+z—
y)ldm(y) ning kui F' ei ole vore-tiiipi, siis Vx > O korral
1 X
<zl=- - .
Jim P < 2} = [ 1= Falay

>
T#histame lihtsuse mottes P(t) := P{J(t) > x}. Kasutades tinglikustamist
T} suhtes, saame

P(t) = /OOO P{J(t) >z | T1 = s}dF(s).

Arvestades seost (4.11) ja seda, et momendil T} = s protsess taastub, saame
vorduse

P(t—s), kuis<t,
P{J(t)>z | Th =s} =< 0, kuit <s<t+ux,
1, kui s > t+ x.

Integreerimise teel saame siit

/Pt—de s) + / dF(s)
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Lemma 4.4.1 pohjal ongi selle taastumistiitipi vorrandi lahendiks
t
Pit)=1 —F(t—i—:z)—i—/ 1—F(t+x—y)ldn(y).
0

Kui F' ei ole vore-tiiiipi, siis saab rakendada veel taastumisteooria vétmeteoreemi,
valides seal h(t) =1 — F(t+ «). Nii jouame seoseni

lim (1) = ;/000[1 CF(t+2))dt = ;/mu CFy)dy.  (4.12)

Léheme iile vastandtéenédosusele ja saamegi vajaliku tulemuse:

i P{I() < a} =1 / “l- Fldy =+ /0 [ F)dy,

t—00 )
sest [7°[1 — F(y)ldy = p.
<

Vanuse V (t) jaotuse leidmine on lihtne. Piisab arvestada, et V(t) > = <
{ajavahemikus (t — z,t] ei toimu iihtki taastumist} < J(t — z) > z. Seega
P{V(t) > a} =P{J(t—x) > z}, millest ka P{V (¢) < z} = P{J(t—2z) < z}.
Eelneva teoreemi pohjal saame jargmise tulemuse.

Jareldus

P{V(t) <z} = {f(t) — [yl = F(t = y))dm(y), 1;31 z i i

ning kui F' ei ole vore-tiiiipi, siis valemi (4.12) pdhjal

lim P{V(t) < 2} = i/oxu _ F(y))dy.

t—o00

Huvitav on tiéhele panna, et viimane avaldis on sama mis jidkvanuse korral:
suure t korral vanus ja jadkvanus on ligikaudu sama jaotusega.
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4.7 Tasustatud taastuvad protsessid

Paljud juhuslikud protsessid on erijuhtudeks jargmisest iildisemast mudelist.
Vaatleme taastuvat protsessi tithemikega 17,75, . ... Oletame lisaks, et iga
taastumisega kaasneb teatav ”tasu”, mis olgu Y, n-dal taastumise korral.
Seejuures Y, voib olla tithemiku pikkusest T, soltuv. Kiill aga eeldame,
et paarid (7),,Y,), n > 1 on sdltumatud ja sama jaotusega. Tdhistame
Y(t) = Zg:(tl) Y,, — ajahetkeks ¢ kogunenud tasu.

Niide 4.7.1. Eespool vaadeldud vahelduvaid taastumisprotsesse voib vaa-
delda tasustatud protsesside erijuhuna. Tithemikeks 7}, loeme sel juhul ”kor-
rasperioode ja ”tasuks” Y,, votame "rikkis” seisundi pikkuse U,,.

Vaatleme néitena keskmist tasu iihe ajaiihiku kohta pika aja viltel.

Teoreem 4.7.1. Kui EY,, = FY ja ET, = ET on loplikud , siis t — oo
korral

. - Y (1) EY
1) peaaegu kindlasti —= — 7,

EY(t
9) E¥(@ _, BY,

>
N(t)
Viide 1) on lihtsalt toestatav: esitame @ = % : %t), kus suurte
N(t)
arvude seaduse pohjal % — FEY ja samal ajal teoreemi 4.3.1 jérgi
@ — ﬁ toendosusega 1.
Seose 2) saamiseks meenutame, et N (t)+1 on jada 17, Ts, ... peatumishetk,

st stindmus { N (¢)+1 = n} sdltub iiksnes suurustest 71, ..., T),. Et aga tasud
Yit1, Ynto, ... on vilmastest soltumatud, siis N(¢) + 1 on ka jada Y7,Ys,. ..
peatumishetk. Waldi vérduse pohjal siis
N(t)+1
EY(t)=FE Z Yy = ElYN@y41] = E[N(t) + 1] - EY, — E[Yyy1] =
n=1
=[m(t) +1]- EY — E[Yn()41]
ja seega
EY(t EY,
(0 _m)+1 o ElVven]
t t t
m(t)+1
t
— 0. Ullatuseks polegi see triviaalne probleem?®. T#histame

Et elementaarse taastumisteoreemi tottu — ﬁ, siis jadb iile ndidata,

EY;
ot [ Nt(t)+1]

3(laltoodud teoreemi 2) viite toestus oleks olnud lihtne, kui saanuks kirjutada, et
ElYN@+1] = EY1, sest siis M — 0 vahetult. Kahjuks pole see &ige: tasu Y (¢) + 1
soltub tithemikust Ty ()41, mis pole aga sama jaotusega nagu kindla indeksiga (tavali-
ne) tithemik T, vaid on sellest keskmiselt pikem(!). Seda ”paradoksi”késitleme ldhemalt
jirgnevas alajaotuses.
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g(t) = E[Yy(#)41]- Tinglikustamine 77 suhtes annab

o0
o) = [ Bl | T = aldPla).
Kuna momendil 77 = x protsess taastub, siis tinglik keskvéartus on:

[ gt—a), kui x < ¢,
E[YN(t)-H | Ty =x] = { EY1 | Ty =z, kuixz >t

Seega saame taastumistiitipi vorrandi
t
ot) =h(®) + [ glt - 2)dF (o)
0
kus h(t) = [ E[Y1 | Ty = 2]dF (z). Et eelduse kohaselt
o
mm:/ E[IV1||Ty = z]dF (z) < oo,
0
siis
h(t) = 0, kui t — oo ja |h(t)| < E|Y7| Vt korral. (4.13)

Lemma 4.4.1 pohjal on iilaltoodud vorrandi lahendiks

g(t) = h(t) + /0 h(t — z)dm(x).

Seose (4.13) tottu leidub suvalise € > 0 korral ¢* nii, et |h(t)| < ¢, kui t > t*.
Jarelikult koigi ¢t > t* korral

Rt = @)|dm(x) 1 |h(t = x)|dm(x)
+/0 t " /t—t* t -
§i+ewﬁfﬁﬁ+mHVMﬂ_?@_ﬁ)%

— c kui t —
— ul 0
ET’ )

kus teise ja kolmanda liidetava puhul on rakendatud elementaarset taastu-
misteoreemi. Et aga € on suvaline, siis saamegi, et @ — 0.

<
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4.8 Valiku paradoks

Vaatleme taastuvat protsessi, mille tithemike 7;, jaotus F' pole teada, kuid
me soovime seda hinnata vaatlustulemuste pohjal. Uks moeldav idee oleks, et
me fikseerime mingi ajamomendi ¢ ja moéodame seda hetke katva tithemiku
pikkuse. Kuna see tithemik on iiks antud protsessi tithemike hulgast, siis
tema jaotus peaks olema sama mis koigil teistelgi, st F'. Kuid osutub, et ta
on teistest keskmiselt pikem!

Et seda paradoksi lahendada, mérgime esmalt, et punkti ¢ katva tithemiku
pikkus on Ty ()41 = Sn()+1 — Sn()- Selle jaotuse arvutamiseks tinglikusta-
me ta hetkele ¢ eelneva viimase taastumismomendi Sy ;) suhtes:

P{TN(t)Jr1 >z} = E[P{TN(t)+1 >z | SN(t) =t—s}].

Et ajavahemikus (¢ — s, ] taastumisi ei toimu, siis tingimusel S N@) =t—son
jargmine tithemik T ()41 véhemalt pikkusega s, Tiy(y41 > s. Seega juhul,
kui s > x, kehtib

P{TN(t)-H > x| SNy =1t — st =1.

Oletame niiiid, et s < x. Me teame, et hetkel ¢t — s toimus taastumine ja et
jargneva ajaintervalli (¢ —s, t] jooksul taastumisi ei toimunud ning samal ajal
otsime toendosust, et taastumisi ei toimu ka pikema ajavahemiku (¢t — s, z]
jooksul. Seega me otsime tdendosust, et tithemik on pikem kui x, kui on
teada, et ta on pikem kui s. Jarelikult s < x korral

P{Tnw41 > 7 | Sng =t — s} = P{tithemik on > x | tithemik on > s}
P{tithemik on > z}
- P{tithemik on > s}

1—F(x)

1—F(s)

>1-— F(x).

Seega iga s korral kehtib
P{Tnwy41 >z | Sy =t —s} > 1— F(x).

Sama vorratus jadb muidugi kehtima ka pérast keskmistamist {ile koigi s
vaartuste:

P{Tnw1 = 2}t = E[P{Tnp 22 | Sy =t —s}] > 1 - F(z).

NB! Mittejuhusliku tithemiku puhul kehtib tépne vordus.

Paremal olev suurus on téenéosus, et tavalise tithemiku pikkus on vihemalt
x. Seega nédeme, et tithemik, mis sisaldab etteantud punkti ¢, on toendosus-
likult pikem kui tavaline tithemik.
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Mirkus

Intuitiivne selgitus sellele paradoksile voiks olla jirgmine. Kui me anname
ette ajamomendi ¢, siis pikkadel tithemikel on paremad voimalused selle
punkti ¢ katmiseks kui lithikestel tiithemikel. Teisiti 6eldes, etteantud ajahetk
”valib” omale katja pigem pikemate tithemike hulgast.

Erijuhul, kui taastuvaks protsessiks on Poissoni protsess, on lihtne Tv(y)41
jaotust vahetult vilja arvutada. Selleks esitame ta vanuse ja jaikvanuse sum-
mana: T)41 = V(¢) + J(t). Poissoni protsessi korral on jaéikvanus ehk aeg
momendist ¢ kuni jirgmise taastumiseni eksponentjaotusega soltumata sel-
lest, mis on toimunud varem (sealhulgas vanusest V' (¢)). Seega kui protsessi
intensiivsus on A, siis J(¢) jaotusfunktsioon on

P{J(t) <z} =1-¢\.
Vanuse V (t) jaotuse saame aga sellest, et

P{iihtki taastumist intervallis (¢t — z,t]}, kui z <,
0, kui z > ¢,

P{V(t) >z} = {

e M kuiz<t,
0, kui z > t,

mis on samavédrne jirgmisega:

1-— e_)‘x, kui z < t,
P{V(Y) <z} = { 1 kui 2 > t.

On ilmne, et ¢t — oo korral viimane jaotusfunktsioon liheneb samuti ekspo-
nentjaotuse omale ja seega Ty(y)41 on suure ¢ korral ligikaudu vordne kahe
soltumatu sama eksponentjaotusega juhusliku suuruse summaga, mis teata-
vasti on gamma-jaotusega. Siit tuleneb {iihtlasi, et suure ¢ korral etteantud
ajamomenti kattev tithemik on keskmiselt peaaegu kaks korda pikem kui
tavaline tithemik.
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Peatiikk 5

Browni liikumine

5.1 Browni litkkumise definitsioon

Siiani vaatlesime juhusliku ekslemise puhul diskreetset protsessi. Browni lii-
kumise korral muudetakse nii samm kui ajaintervall vaiksemaks. Tédhistame
X(t) = AI'(X1+X2+...+X[AL]), kus

t

JO 1

X, = 1, toendosusega ?,
—1, toendosusega s,

Az — iithe sammu pikkus,

At — sammu ajaline kestvus,

[%;] — sammude arv ajavahemikus [0, ¢].

Laseme At — 0,Az — 0, siis sellest jéreldub, et [#;] kasvab (sammude

arv suureneb). X1, Xo,..., X [ on soltumatud sama jaotusega juhuslikud
suurused, mille korral EX; = 0,DX; =1, EX(t) = 0,DX(t) = (AJJ)Q[A%].
Sn—np D

Meenutame, et tsentraalse piiriteoreemi pohjal on summa jaotus =2 N

N(0,1), kus S, = X1 + Xo + ...+ X, ning EX; = u, DX; = o2. Sellest
saame, et kui At — 0, siis

ehk

X(t) ~ N(0, \/[Ait]m).

Valime Ax sellise, et (AAJ;)? = const = c2. Sel juhul X(¢) ~ N(0,cv/t),

DX (t) = ¢* - t. Saadava protsessi omadused:
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(i) EX(t) =0,DX(t) = c*t, X (t) on normaaljaotusega.

(ii) Protsessi X (t) juurdekasvud mitteldikuvates ajavahemikes on soltumatud,
st. 0 < s <t<wu<wvning X(t)—X(s) ja X(v) — X (u) on sdltumatud
(kehtib ka n intervalli korral).

(iii) Juurdekasvud on statsionaarsed, st. X (t+a) — X (s+a) jaotus ei sdltu
a vadrtusest.

Definitsioon 5.1.1 (Browni liikkumine). Juhuslikku protsessi {X (¢),t > 0}
nimetatakse Browni litkumiseks (ehk Wieneri protsessiks), kui

(i) X(0) =0,
(ii) X (t) juurdekasvud on statsionaarsed ja soltumatud,

(iii) V ¢ > 0 korral X (t) ~ N(0,cv/t), kus ¢ > 0 on konstant.

Browni litkumisel on rakendusi nii fiiiisikas (difusiooniteooria) kui majan-
duses (aktsiate tulusus).

Kui ¢ = 1, siis Browni liikumist nimetatakse standardseks Browni liiku-
miseks. Kuna me saame protsessi X (t) alati standardiseerida ja uurida prot-

X(@®)

sessi ==, siis edasises vaatlemegi just standardset Browni liikumist.

Vaatleme jargnevalt Browni liikumisega seotud téendosuslikke probleeme.
Uheks Browni liikumise oluliseks omaduseks on tema trajektooride pidevus:
saab toestada, et Browni litkumise trajektoorid, st. funktsioonid X“(¢) on
peaaegu koikide w korral pidevad, st. P{w : X*(¢) on pidev V¢t > 0} = 1.

Vaatleme Browni liikumise ”16plikuméotmelist” jaotust, st. juhusliku vektori
(X (t1), X (t2),..., X (tn)) jaotust 0 < t1 < t2 < ... < ty. Igat; korral kehtib,
et

1 22

fX(tZ)(x) = \/We

Arvestame seda, et vordused

X(tl) =2
X(tz) = X2
X(tn) = xn
ja vordused
(t1) =1
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on ekvivalentsed, komponendid X (¢1) = X (t1)—X(0), X (t2)—X (t1),..., X (tn)—
X(t,—1) on aga sdltumatud. Saame, et
kvivalen
Fx ) X ) (@15 n) TS .
= fX(t1),X(tg)—X(tl),...,X(tn)—X(tn,l)(1'171'2 — Tl Ty = Tp1) =

ning juurdekasvude séltumatuse pohjal véime olemasoleva esitada tiheduste
korrutisena, st

e = fX(tl)(ﬂﬁl) Tt fX(tn)—X(tn,l)@n —Tp_1) =

_m? 1 _(ap—ap)? 1 _(@n—zp_)?
2t . ———— ¢ 2(tg—t1) . . e 2(tn—tn—1) .

1
e -
V21t \/27T(t2 — tl) vV 27r(tn _tn—l)
Kasutame saadud tulemust jargmise probleemi lahendamisel: olgu teada, et
Browni liikumine votab hetkel ¢ vadrtuse b ehk X (¢) = b, ning olgu vaja leida
X(s) (kus s < t) tinglik jaotus tingimusel, et X (t) = b. Otsime tihedust

fxs)xm=n) (@) LA CE Gl
Fx)(0)
1 _e—é U S e—é*llflf 52
_ v N NS B
L5 V2t —s)

V2t

Seega ndeme, et X (s) tinglik jaotus tingimusel X (¢) = b on normaaljaotus

N(3b,/5(t = s)),

E[X(s)|X(t) =b] = gb ja D[X(s)|X(t) =b] = §(t — ). (5.1)
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5.2 Moned Browni liikumisega seotud jaotused

Vaatleme moningaid Browni liikumisega seotud juhuslikke suurusi ja nende
jaotusi. Olgu {X (¢),¢ > 0} Browni liikumine.

1) Aeg, millal Browni liikumine saavutab nivoo a.
Olgu X (0) = 0 ja olgu a > 0. Téhistame T, := inf{t : X(¢) = a}, kus T, on
esimene hetk, millal Browni liikumine saavutab nivoo a. T, on juhuslik suu-
rus, sest T, védrtus soltub trajektoorist, trajektoori médrab aga w. Leiame

T, jaotuse: P{T, < z}. Vaatleme toendosust P{X(¢) > a} ja kasutame
lahkamise votet (tiistoendosuse valemi néol).

P{X(t) > a} = P{X(t) > a|T, < t}- P{T, < t}+P{X(t) > a|T, > t}-P{T, > t},

kus viimane liidetav on 0, sest a > 0. Seega jéaab iile vaid uurida situatsiooni,
kus T, < t. Meenutame, et Browni litkkumise juurdekasvud on statsionaarsed,
st. X (t) — X(T,) on sama jaotusega kui X (t —T,) — X (0) ~ N(0,t — Ty),
millest jéreldub, et tingimusel 7, < ¢t on X (t) jaotus N (a,+/t — T}). Téendosus,
et juurdekasv on positiivne ehk iileval pool a-d, on % Seega siimmeetria tottu
P{X(t) > a|T, <t} = 1 ning P{X(t) > a} = 3P{T, < t}. Saime, et

P{T, < t} = 2P{X () > a} = 2(1 — Fy((a)) = ...

ja kuna X (t) ~ N(0,/t)

i [ ebeifoo(3)]

Kui a < 0, siis siimmeetria pohjal P{T, <t} =2 [1 - ( %)}
Kui a = 0, siis Tp = 0 ja iga t > 0 korral P{T, <t} = 1.

Seega kokkuvottes saame suvalise a jaoks: P{T, <t} =2 [1 - (L\}'ﬂ

2) Vaatleme 16igul [0, ¢] maksimumi jaotust.
. . 1

Kui a > 0, siis P{maxo<s<t X(s) > a} = P{T, < t} Y [1 - (%)}

Kui a < 0, siis P{maxo<s<¢ X(s) > a} = 1.
3) Fikseerime kaks nivood ja leiame toenéosuse, et protsess X (¢) saavutab iihe

nivoo enne teist.

Olgu A>0,B > 0.

Otsime tdendosust, et protsess jdouab nivoole A enne kui nivoole —B. Leiame
koigepealt toendosuse, et protsess iildse kunagi viljub 16igust [—B, A]:

P{X(t) véljub loigust [—B, A] mingi ¢ korral}
=1-P{X(t) € [-B, A],Vt korral}
>1-P{X(n)e[-B,A], n=1,2,3,...}
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ja kuna

P{X(n) € [-B,A,n=1,2,..}
= P{X(1) € [-B,A]} - P{X(2) € [-B, A|X(1) € [- B, A]}-
P{X(3) € [-B,Al|X(i) € [-B,Al,i=1,2}- ...
N(0,1) N(0,1)

—N— —~—
< [B(A) — d(-B)] - P{X(2) - X(1)] < A+ B} -P{{X(3) - X(2) < A+ B} -...

~~ ~~

p<1 p<1

= [e(4) —2(-B) [[»=0,
n=1

siis
P{X(t) véljub loigust [-B,A]} =1—-0=1.

Vaatleme niitid probleemipiistituses mainitud tdenéosust. Selgub, et

B
A+ B’

P{X(t) jouab nivoole A enne kui nivoole — B} =P{Ty < Tp} =

Meenutame siimmeetrilise juhusliku ekslemise korral laostumise probleemi:
P{ Mingija, kes stardib algkapitaliga i, kogub N iithikut (N > i) enne kui ta
laostub } = <. Meie nivoode korral omandab see toenéosus jargmise kuju:
i
P{ Startides seisust 0 jouame nivoole N — i enne kui nivoole —i } = —.
SN~ N
A —-B
Seega, mida kaugemal on —B, seda suurem on téendosus, et jouame enne
A-le ja kui kaugused on vordsed, siis téendosused on vordsed.

Niide 5.2.1. Olgu X (¢) Browni liikumine. Olgu teada, et X (1) = 2. Leida
tdendosus, et siis X (5) < 0.

Kuidas seda lahendada?
Kui tingimust ei oleks, siis P{X (5) < 0} = 1, sest X (t) ~ N(0,/1).

Tingimust arvestades on juurdekasv X (5) — X (1) ~ N(0,v/4) — see jaotus
soltub 16igu pikkusest, mitte asukohast. Saame, et

P{X(5) < 0|X(1) = 2} = P{X(5) — X(1) < —2|X(1) = 2}
=P{X(5) - X(1) < —2} = P{X(4) < -2}

X (4)~N (0,2 —2
= Py (-2) " g <2> — ®(—1)=0.16 .
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5.3 Gaussi protsessid. Browni sild

Definitsioon 5.3.1. Juhuslikku protsessi { X (¢),t > 0} nimetatakse Gaussi
protsessiks, kui suvaliste 0 < t; < ... < t, korral X(¢1),...,X(¢,) on
mitmemaootmelise normaaljaotusega.

Lihtne on n#ha, et Browni liikumine on Gaussi protsess. Toepoolest, ol-
gu {X(t),t > 0} Browni liikumine, siis suvaliste 0 < ¢; < ... < ¢, kor-
ral saame koik juhuslikud suurused X(¢1),...,X(t,) avaldada jérgmiste
soltumatute normaaljaotusega juhuslike suuruste lineaarkombinatsioonina:

X(t), X(t2) — X(t1), X(t3) — X(t2), .., X(tn) — X (tno1)-

Paneme téahele, et Browni liikumise v6ib defineerida kui Gaussi protsessi,
mille korral E[X (t)] = 0 ja Cov(X(s), X (t)) = min(s,t).

Kontrollime seda viidet.

A. Niitame, et sellised tingimused on tdesti Browni liikumise korral tdidetud:
E[X(t)] = 0 jéreldub otse definitsioonist, hindame s < t korral

Cov(X(s),X(t)) = Cov(X(s),X(s)+ X(t) — X(s))
= Cov(X(s),X(s)) + Cov(X(s), X(t) — X(s))
® Cov(X(s), X(5)) = DX (s) = s, (5.2)

kus vordus (*) on pdhjendatud soltumatute juurdekasvudega.

B. Teame, et normaaljaotusega juhuslike suuruste X, ..., X,, korral on
nende iihisjaotus itheselt méératud E[X;] ja Cov(X;, X;), 4,5 =1,...,n
poolt. Seega tingimused E[X (t)] = 0 ja Cov(X(s), X (t)) = min(s, )
médravad Gaussi protsessi {X(t),¢ > 0} iitheselt. Kuna Browni liiku-
mine neid tingimusi rahuldas, siis jirelikult protsess { X (¢),t > 0} ongi
Browni liikumine.

Uurime niiiid Browni litkumise kditumist {X (¢),¢ > 0} ajavahemikus [0, 1]
tingimusel, et X (1) = 0.
Definitsioon 5.3.2. Tinglikku juhuslikku protsessi {X (¢),0 <t < 1|X(1) =

0}, kus {X(¢),t > 0} on Browni liikkumine, nimetatakse Browni sillaks.

Kuna Browni liikkumine on Gaussi protsess, siis X (¢1), ..., X (t,) tinglik jao-
tus on mitmemdotmeline normaaljaotus, mistottu ka Browni sild on Gaussi
protsess.

Valemi (5.1) pdhjal saame 0 < s < 1 korral:
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E[X(s)|X(1) = 0] =

ja 0 <s <t <1 korral:

Cool(X(s), X(H)IX(1) = 0] =  B[(X(s)X(H) - EX(s)EX(0)|X(1) = 0

1) =
X(t), X(1) = 0}X(1) = 0]
X(t E{X(s X)X (1) = 0]

t(l—t) s(1—t).

Seega voime Browni silla defineerida kui Gaussi protsessi, mille korral E[X (t)] =
0 ja Cov(X(s), X(t)) = s(1 —1t).

Lemma 5.3.1. Kui {X(¢),¢ > 0} on Browni litkumine, siis {Z(¢),0 < ¢ < 1}
on Browni sild parajasti siis, kui Z(t) = X (¢) — tX(1).

>
Kuna X (¢) on Gaussi protsess, siis ka Z(t) on Gaussi protsess. Jaab iile
nididata, et E[Z(t)] =0 ja Cov(Z(s), Z(t)) = s(1 —t). Leiame

E[Z(t)] = E[X(t) —tX(1)] =0—¢t-0=0

ja

Cov(Z(s),Z(t)) = Cov(X(s) —sX(1), X(t) —tX(1))

= Cov(X(s), X (t)) —tCov(X(s), X(

— sCov(X (1), X(t)) + stCov(X(1
=s—ts—st+st=s(l—-1).

1)
), X(1))
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Peatiikk 6

Statsionaarsed ja norgalt
statsionaarsed protsessid

6.1 Definitsioon. Naited

Definitsioon 6.1.1. Juhuslikku protsessi {X (¢),¢ > 0} nimetatakse stat-
sionaarseks protsessiks, kui suvaliste n, s, t1, ..., t, korral juhusliku vek-
tori X (t1),...,X(t,) iihisjaotus on sama, mis juhuslikul vektoril X (¢; +
8)y e, X(ty + 9).

Niide 6.1.1. Ergoodiline pideva ajaga Markovi ahel {X(¢),t > 0}, mil-
le algjaotuseks on valitud tasakaaluoleku jaotus — statsionaarsus jédreldub
sellest, et protsessi kditumine on toenédosuslikult sama, mis juba tasakaalu-
olekusse joudnud Markovi ahelal.

Niide 6.1.2. Protsess {X(t) = N(t+ L) — N(¢),t > 0}, kus L > 0 on
konstant ja {N(t),t > 0} on Poissoni protsess — statsionaarsus jéreldub
Poissoni protsessi definitsioonist.

Niide 6.1.3 (Juhuslik telegraafisignaal). Olgu {N(¢),t > 0} Poissoni prot-
sess ja olgu X, protsessist N(t) soltumatu juhuslik suurus, mille korral
P{X, = 1} = P{Xy = —1} = 1. Protsessi X(t) = Xo - (-1)N®, ¢t > 0
nimetatakse juhusliku telegraafisignaali protsessiks. Selle protsessi statsio-
naarsuse toestamiseks piisab tdhelepanekust, et algjaotuse Xy konstrukt-
siooni tottu on suvalise ajahetke ¢ korral X (t) védrtus kas +1 (toendosusega
1) véi —1 (tdendosusega 3 ), kusjuures X (t) véiirtus ei soltu N (¢) viidrtusest.
Et aga N(t) on Poissoni protsess, mis suvalisel ajahetkel ¢ ”taastub”, siis

X (t) on sama jaotusega, mis X (0), seega X (¢) on statsionaarne protsess.

Arvutame viimases néites toodud protsessi jaoks keskvairtus- ja kovariatsiooni-
funktsiooni:
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Jargnevas defineerime statsionaarsuset iildisema tingimuse: protsessi norga
statsionaarsuse.

Definitsioon 6.1.2. Juhuslikku protsessi { X (¢),t > 0} nimetatakse norgalt
statsionaarseks, kui F[X (t)] = ¢ ja Cov[X (t), X (t + s)] ei soltu t-st.

Seega, protsess { X (t),t > 0} on norgalt statsionaarne, kui tema kaks esimest
momenti on iga t korral samad ja kui kovariatsioon X (s) ja X (¢) vahel séltub
ainult vahemiku pikkusest |t — s|.

Nieme, et iga statsionaarne protsess on norgalt statsionaarne, vastupidine
tildjuhul ei kehti. Samas, niiteks Gaussi protsesside korral on protsessi iga
16plikumdotmeline jaotus médratud keskmiste ja kovariatsioonide poolt (sest
tegu on mitmemootmelise normaaljaotusega), mistottu iga norgalt statsio-
naarne Gaussi protsess on statsionaarne.

Niide 6.1.4 (Ornstein-Uhlenbecki protsess). Olgu {X(¢),¢ > 0} Browni
liikkumine, defineerime « > 0 jaoks

V(t) == ef%tX(eat).

Sellist protsessi nimetatakse Ornstein-Uhlenbecki protsessiks (kasutusel néai-
teks statistilises mehhaanikas vedelikku voi gaasi sattunud osakese kiiruse
kirjeldamisel). Leiame

E[(V(®)] = 0,
CoolV(t),V(t+s)] = e Fe "5 Cov[X (o), Xet)]
(5.2) at —% at _ —%2
= e e 2¢ =e 2

Seega, {V(t),t > 0} on norgalt statsionaarne protsess, aga samas on ta ka
Gaussi protsess, sest Browni liikumine on Gaussi protsess. Siit omakorda
jareldub, et {V(¢),t > 0} on statsionaarne.
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Niide 6.1.5 (Autoregressiivne protsess). Olgu Zy, Z1, Za, ... mittekorre-
leeritud juhuslikud suurused, mille korral £Z,, =0, n >0 ja

o2
>z, n=0
DZ, = {122
" {02, n>1,

kus A2 < 1. Defineerime diskreetse ajaga juhusliku protsessi jirgmiselt: Xy =
Zy ja X,y = AXp—1 + Zpn, n > 1. Sellist protsessi {X,,,n > 0} nimetatakse
esimest jarku autoregressiivseks protsessiks. Arvutame:
Xn =X, 1+ 2,
= )\(AXn72 + anl) + Zn
= A2)(n—2 + AZn—l + Zn

=> ANz,
=0

Seega

n n+m
Cov(Xp, Xpim) = Cov (Z XUZ S A”+m—izi)
=0 1=0
n

= Y XTINTTCou(Z;, Z;)

i=0
1 " .

_ 21\ 2n+ —21

- a2\

1=\

kus teise vorduse juures kasutasime Z; ja Z; mittekorreleeritust, kui ¢ # j.
Kuna FX, = 0, siis tegemist on norgalt statsionaarse protsessiga.

Niide 6.1.6 (Juhuslik telegraafisignaal, jirg). Vaatame uuesti néites 6.1.3
defineeritud protsessi, aga jitame dra eelduse P{Xy =1} = P{X, = -1} =
%, eeldame ainult, et E[X (¢)] = 0. Selline protsess ei pruugi enam olla stat-
sionaarne (tegelikult ji&b protsess statsionaarseks ainult siis, kui Xy on
siimmeetrilise jaotusega), aga lihtne on niidata, et tegu on norgalt stat-

sionaarse protsessiga:

Cov[X (1), X (t + 5)] = E[X (1) X (t 4 5)] = E[X3(—1)NOFN+)]
= E[X{le” .
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Niide 6.1.7 (Liikuva keskmise protsess). Olgu Wy, Wy, Wa, ... mittekor-
relleeritud juhuslikud suurused, mille korral EW,, = u ja DW,, = 0%, n > 0.
Suvalise taisarvu 0 < k£ < n korral defineerime

_Wn+Wn71+-~+Wn—k
B k+1 '

Xn
Et eelduse pohjal juhuslikud suurused W, on mittekorreleeritud, siis

(k+1-m)o? 0< <k
Cov(Xn,Xn+m) — (k+1)2 Sm=< K,
0, m > k.

Seega {X,,,n > 0} on norgalt statsionaarne protsess.
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