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Liihikokkuvote. Bakalaureusetoos kirjeldatakse aproksimatsiooniomadust pere-
de kaudu ja antakse Grothendiecki teoreemile kaks erinevat iiksikasjalikku toes-
tust. Need toestused tuginevad J. Lindenstraussi ja L. Tzafriri raamatule Classical
Banach Spaces I ning A. Lima, O. Nygaard ja E. Oja artiklile Isometric facto-
rization of weakly compact operators and the approximation property (Israel. J.
Math., 2000).

Grothendiecki teoreemis on piisav tingimus ruumi X aproksimatsioonioma-
duseks antud koikide Banachi ruumide Y kaudu. T66s uuritakse, kas koikide
Banachi ruumide Y asemel saab siin kasutada ka mingit kindlat Banachi ruumi-
de klassi.
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Characterisation of the Approximation Property through
the Space of Compact Operators
Bachelor’s thesis
Anett Viahi

Abstract. This bachelor’s thesis describes the approximation property through
families and provides two detailed proofs to Grothendieck’s Theorem. The proofs
are based on the book Classical Banach Spaces I by J. Lindenstrauss and L.
Tzafriri and on the article Isometric factorization of weakly compact operators
and the approzimation propety (Israel. J. Math., 2000) by A. Lima, O. Nygaard
and E. Oja.

In Grothendieck’s Theorem, the approximation property of a Banach space X
is characterised using all Banach spaces Y. It is considered whether some specific
class of Banach spaces can be used to prove the approximation property of X.
CERCS research specialisation: P140 Series, Fourier analysis, functional
analysis.
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Sissejuhatus

Aproksimatsiooniomaduse uurimisega on tegeletud juba 1950. aastatest. Pikalt oli
lahendamata probleemiks, kas igal Banachi ruumil on selline omadus. Aastal 1972
anti kontrandide Banachi ruumist, millel seda ei ole. Aproksimatsiooniomaduse
osas on aga siiamaani mitmeid lahendamata kiisimusi.

Uks olulisemaid tulemusi aproksimatsiooniomaduste vallas on Grothendiec-
kim teoreem, mis iseloomustab aproksimatsiooniomadust kompaktsete operaato-
rite ruumi kaudu.

Bakalaureusett6 eesmargiks on uurida aproksimatsiooniomadust perede kau-
du ning anda Grothendiecki teoreemile kaks erinevat iiksikasjalikku toestust —
klassikaline toestus ja artiklis [LNOJ| esitatud faktorisatsioonilemmale tuginev
toestus.

T66 koosneb viiest osast.

Esimeses osas toome sisse aproksimatsiooniomaduse moiste ning uurime, mil-
listel Banachi ruumidel on aproksimatsiooniomadus.

Teises osas toestame teoreemi Banachi ruumi aproksimatsiooniomadusest pe-
rede keeles ja naitame, et vastava pere iihtlast koonduvust ei saa asendada punk-
tiviisi koonduvusega.

Kolmandas osas anname iiksikasjaliku toestuse Grothendiecki teoreemile toe-
tudes raamatus [LTT] esitatud toestusele.

T66 neljandas osas toestame Grothendiecki teoreemi piisavuse osa faktorisat-
sioonilemma abil. Seda kasutades on teoreemi toestus oluliselt lithem vorreldes
klassikalise versiooniga.

Grothendiecki teoreemis on piisav tingimus ruumi X aproksimatsiooniomadu-
seks antud koikide Banachi ruumide Y kaudu. Viiendas osas uurime, kas koikide
Banachi ruumide Y asemel saab siin kasutada ka mingit kindlat Banachi ruumide
klassi.

To66s kasutatakse jargmisi tahistusi.

Olgu X ja Y normeeritud ruumid iile korpuse K, kus K on reaalarvude voi
kompleksarvude korpus. Ruumist X ruumi Y tegutsevate pidevate lineaarsete
operaatorite ruumi téhistame siimboliga £(X,Y). Ruumi X kaasruumi £(X, K)
tahistame siimboliga X ™, teist kaasruumi tdhistame X = L£(X™ K) ning ope-
raatori 7' € L£(X,Y') kaasoperaatorit ruumist Y™ ruumi X tahistame siimboliga
T*. Alamhulga A C X sulundit tihistame A, lineaarset katet

span A = {Z)\kak: ap € A, M\ EK,nEN}

k=1

! Alexander Grothendieck (1928-2014), prantsuse matemaatik.



ja kumerat katet tdhistame

convA = {Z)\kak: ay, EA,)\k > O,Z)\k: 1}

k=1 k=1

Ruumi X kinnist {ihikkera tdhistame By ja iihikoperaatorit Ix: X — X.



1 Aproksimatsiooniomadus

Bakalaueruset66 esimese osa kirjutamisel on pohiliselt tuginetud raamatule [OO]
ja artiklile [O]. Defineerime aproksimatsiooniomaduse moiste ning toestame, et
igal Schauderi baasiga Banachi ruumil on aproksimatsiooniomadus.

Uks kéige kuulsamaid kiisimusi Soti raamatus ([S} 1k. 231]) oli probleem 153,
mille piistitas S. Mazuﬁ aastal 1936. See puudutas kahe muutuja funktsioonide
lahendamist. Nimelt olgu meil pidev funktsioon f = f(s,¢) méédratud hulgal
[0,1] x [0,1] ja e > 0. Kas leiduvad arvud ay,....a,;b1,...,by;¢1,. .., ¢, nii, et

Fs,t) = > anf(s,bi)flewt)| <e  Vs,te[0,1]?
k=1

Mazur teadis, et positiivse vastuse korral saab kompaktseid operaatoreid su-
valiste Banachi ruumide vahel 1ahendada 16plikum&otmeliste operaatoritega. Aas-
tal 1972 andis P. Enﬂo@ kontrandite Banachi ruumist, millel ei ole aproksimat-
siooniomadust, vt. |ElL lk. 310]. See oli iihtlasi ka negatiivne vastus probleemile
153.

Definitsioon. Oeldakse, et operaator T € L(X,Y) on loplikumdstmeline, kui
tema kujutisruum ran 7' = {T'z: x € X} on loplikumootmeline.

Loplikumdotmeliste operaatorite hulka tdhistame F(X,Y) ja F(X) =
F(X, X).

Definitsioon. Oeldakse, et operaator T € L£(X,Y) on kompaktne, kui ta tei-

sendab ruumi X kinnise iihikkera By suhteliselt kompaktseks hulgaks ruumis
Y.

Kompaktsete operaatorite hulka tdhistame IC(X,Y"), kusjuures F(X,Y) C
K(X,Y).

Jargnev lause on loplikumootmeliste pidevate linaarsete operaatorite iildku-
just. See péarineb raamatust IFHHMPZ, lk. 203, iiksikasjalikult on see lause dra
toestatud bakalaureuset6os |O, lk. 7].

Lause 1. Olgu X ja Y normeeritud ruumid ning olgu T € L(X,Y). Jdrgmised
vaited on samavddrsed.

(1) T € F(X,Y).

2) Leidub n € N ning x7,...,2. € X* jay,...,y, €Y nii, et
g T n Jay Y

Tw = Zx,’g(%)yk, r € X.
k=1

? Stanislaw Mazur (1905-1981), poola matemaatik.
3 Per Enflo (1944), rootsi matemaatik.



Sellisel juhul kirjutatakse
T=> w@u=> ()
k=1 k=1

Definitsioon. Oeldakse, et Banachi ruumil X on aproksimatsiooniomadus, kui
iga kompaktse hulga K C X ning iga arvu ¢ > 0 korral leidub operaator T €
F(X) nii, et

|Tx —z|| <e Vz e K.

Definitsioon. Banachi ruumi X elementide jada () = (x)pe; nimetatakse
ruumi X Schauderi baasiks, kui iga © € X esitub iiheselt kujul

o0
xr = Z)\kfﬂk, A € K.
k=1
Kui ruumil on Schauderi baas, siis leiduvad osasummaoperaatorid P,: X —
X nii, et
n
P,z = Z ATk Ve e X.

k=1

Need operaatorid on iihtlaselt tokestatud ja 16plikumootmelised (vt. néiteks
[FHHMPZ, 1k. 161-163]). Seega leidub arv M > 0 nii, et

| Pl < M ¥n € N.
Jarelikult on iga n € N korral operaator P, tokestatud, sest
[Poe|| < | Pallfl]] < M|
Oleme saanud, et P, € F(X) iga n € N korral.
Lause 2. Igal Schauderi baasiga Banachi ruumil on aproksimatsiooniomadus.

Téestus. Olgu X Banachi ruum, K C X kompaktne hulk, ¢ > 0 ja (x)52, C X
Schauderi baas. Niitame, et leidub T' € F(X) nii, et

Tz —z||<e, x € K

Eelneva pohjal leidub M > 0 nii, et ||P,]| < M iga n € N korral. Hul-

ga K suhtelise kompaktsuse tottu saame moodustada lopliku -vorgu

5
2(M +1)
{z1,...,2m} C X, m € N. See tihendab, et iga x € K korral leidub z, € X,
ke {l,...,m}, nii et

£
— <=
le=20'< 53
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Niiiid iga elemendi zj, € {z1,..., 2, } korral

n—oo

[e.e] n
k . k .
2L = Z)‘i r; = lim Z)\i r; = lim P,z.
i=1 [
Seega leidub indeks N, € N nii, et kui n > Ny, siis
€
sz - Pnzk” < 9

Votame N = max Nj. Selline maksimum leidub, sest tegemist on lopliku hul-

gaga. Siis aga

|Pvx — z|| = || Pve — @ &+ 2 & Pnzgl|
< ||Pxo — Pyzi|l + || Pnze — 2| + (|21 — ||

€
< [Pxlllle = 2l + 5 + [l — 2]
9

2
£ £
< (||1Pn]| + 1)m t3

15
__f _4i K.
d(M+1) 2 O FE

= (I1Pv 1l + Dllze = ]| +

< (M +1)

Sellega oleme ndidanud, et sobivaks operaatoriks 7' € F(X) saab votta osasum-
maoperaatori Py. ]



2 Aproksimatsiooniomaduse iseloomustus perede
kaudu

T66 teises osas defineerime pere ning iihtlase koonduvuse moiste toetudes raama-
tule [OQO)], toestame teoreemi Banachi ruumi aproksimatsiooniomadusest perede
keeles ning nditame, et vastava pere iihtlane koonduvus kompaktsetel hulkadel
on oluline ning seda ei saa asendada punktiviisi koonduvusega.

Definitsioon. Hulka A nimetatakse suunatud hulgaks, kui temas on antud seos
“>7 (s.t. on antud osahulk D C A x A, kus («,3) € D korral kirjutatakse
a > 3), mis rahuldab tingimusi:

1) kui a € A, siis a > « (refleksiivus),

2) kui a > § ja 8 > 7, siis a > v (transitiivsus),

3) iga «, § € A korral leidub v € A nii, et v > a ja v > ( (suunatus).

Definitsioon. Suunatud pereks ehk pereks hulgas X nimetatakse kujutust
Zo, € A, (lihemalt (x,) voi x,), mille médramispiirkond A on suunatud hulk
ja vadrtused x, kuuluvad hulka X.

Kui suunatud hulgaks A on naturaalarvude hulk N, siis pere on jada.

Definitsioon. Olgu X ja Y normeeritud ruumid ning X C X. Oeldakse, et
(To)aca C L(X,Y) koondub ihtlaselt operaatoriks T' € L(X,Y) hulgal K, kui
iga € > 0 korral leidub agy € A nii, et kui oy > «, siis

| Tox — Tx|| <eVz e K.

Teoreem 1 (vt. [C, lk. 281]). Olgu X Banachi ruum. Jirgmised vdited on sama-
vadrsed.

(1) Ruumil X on aproksimatsiooniomadus.

(2) Leidub pere (T,,) C F(X) nii, et T, — Ix thtlaselt ruumi X kompaktsetel
alamhulkadel.

Téestus. (1) = (2). Olgu hulga A elementideks paarid o = (K, ¢), kus K C X
on kompaktne hulk ja € > 0. Defineerime hulgas A seose jargmiselt:

(K1,e1) > (K, e9) <= Ky C Ky,60 > €.

Veendume, et tegemist on suunatud hulgaga.

1) Naitame refleksiivsust. Kui o = (K,¢) € A, siis K C K ja e > e. Seega
a > .

2) Niitame transitiivsust. Olgu ag = (K1,¢1), a0 = (K3, 69), a3 = (K3,0a3) €
A sellised, et a3 > as ja ay > a3. Kuna oy > ag, siis Ky C Kj ning g5 > 1. Kuna

9



Qg > (g, siis K3 C Ky ning €3 > e5. Jarelikult K3 C Ky C K ning €3 > €5 > €4,
mille tottu aq > as.

3) Olgu a; = (Kj,e1), a0 = (Kg,69) € A. Peame niitama, et leidub a3 =
(K3,e3) € A nii, et a3 > a1 ja ag > ag. Tihistame K3 = K; U K5, Kuna hulgad
K ja K, on kompaktsed, siis on ka hulk K3 kompaktne. Olgu €3 = min {ey, &5}
Siis ilmselt on €3 > 0. Seega a3 = (K3,¢3) € A, kusjuures K; C K3 ja Ky C Kj
ning €; > €3 ja €5 > e3. Jarelikult a3 > aq ja az > as.

Moodustame sellise pere (T},)ac4, mille médramispiirkond on A. Seame igale
indeksile a € A vastavusse operaatori T, nii, et

|Tox —z|| < e Vx e K.

Olgu Ky C X kompaktne hulk ja g9 > 0. Veendumaks, et T,, — [y iihtlaselt
hulgal K, on vaja niidata, et leidub oy € A nii, et kui a > «y, siis

|Tox — Ixz|| = ||[Tor — z|| < e Va € K.

Olgu (K,e) = a > oy = (Ko, ). Siis Ky C K jae < gp. Kuna ||Tox — || < ¢
iga x € K korral, siis || Thx — x| < g¢ iga x € K korral.

(2) = (1). Olgu meil pere (Ty)aea C F(X) nii, et T, — Ix iihtlaselt
ruumi X kompaktsetel alamhulkadel.

Olgu K C X kompaktne alamhulk. Eelduse kohaselt leidub iga ¢ > 0 korral
ap € A nii, et kui o > ay, siis

ITox — Ixz|| < e Vz e K.
Tahistame 1" := T,,. Siis
Tz — z|| = ||Thyxr — Ixz|| < e Vz € K. O

Definitsioon. Olgu X ja Y normeeritud ruumid. Oeldakse, et operaatorite pere
(Tw)aca C L(X,Y) koondub punktiviisi, kui (T,x) koondub iga x € X korral.

Tekib kiisimus, kas iihtlast koonduvust kompaktsetel alamhulkadel aprok-
simatsiooniomaduse definitsioonis saab asendada punktiviisi koonduvusega? Ei
saa. Kui aproksimatsiooniomaduse definitsioonis saaks sellise asenduse teha, siis
oleks alloleva teoreemi [3| pohjal igal Banachi ruumil aproksimatsiooniomadus, mis
on vadr (vt. |[E| k. 310]).

Definitsioon. Oeldakse, et lineaarne operaator P: X — X on projektor, kui

P?* =P, st.
P(Pz) = Pz Vz € X.

10



Projektori P korral on teada, et kehtib samavéirsus (vt. [OOL 1k. 259])
Pr =z x €ran P.

Jargmiseks sonastame tuntud Auerbachi teoreemi, mille toestuse leiab raa-
matust [FHHMPZ, 1k. 139].

Teoreem 2 (Auerbach). Olgu X Banachi ruum ning olgu F C X n-mdootmeline
alamruum. Siis leidub projektor P € F(X) alamruumile F, s.t. van P = F, nii,
et

1P <.

Teoreem 3. Igas Banachi ruumis X leidub loplikumootmeliste operaatorite pere,
mis koondub punktiviisi operaatoriks Ix.

Toestus. Olgu X Banachi ruum. Defineerime ruumi X koikide loplike alamhul-
kade vahel seose:

Fy > Fy <— F, C Fy.
Siis § .= {F': F on 16plik, F' C X} on suunatud hulk.

Toepoolest, refleksiivsus on ilmne.

Naitame transitiivsust. Olgu Fy > Fy ja Fy, > F3. Siis Fy C Fy, C Fy. Jarelikult
F1 > Fg.

Naitame, et tegemist on suunatud hulgaga. Olgu meil Fy, F5 € §. Vaja on
leida selline hulk F5 € §, et F3 > I} ja F3 > F). Tahistame F3 := F} U Fy. Siis
hulk Fj on loplik ning F3 C X. Samuti kehtib, et F} C F3 ja Fy, C F3. Seega
F3 > Fy ja F3 > F.

Iga 16pliku hulga F':= {z1,...,z,} C X korral on span F' 16plikumb6tmeline
alamruum. Auerbachi teoreemi (vt. teoreemi kohaselt leidub projektor Pr
alamruumile span F' nii, et

| Pr|| < dimspanF < n.
Siis (Pp)peg C F(X). Teame, et
Prx =2 < x € ran Pr =span F.

Jarelikult Pr — Ix punktiviisi. Toepoolest, iga elemendi x € X korral leidub
hulk Fy = {«}. Siis iga hulga F' > Fj korral

r €y CF = x¢cran Pp, Cran Pp.
Seega Ppx = x ja olemegi saanud, et

lilgn Prx = Ixx. ]

11



3 Grothendiecki teoreem: klassikaline toestus

T66 kolmandas peatiikis toestame iiksikasjalikult Grothendiecki teoreemi (vt.
teoreemi [4)), mis périneb memuaarist [Grol lause 35, A; < As|. Selle teoree-
mi kohaselt on aproksimatsiooniomadus samaviirne sellega, et iga kompaktne
operaator on loplikumootmeliste operaatorite piirvadrtus. Seega tidhendab aprok-
simatsiooniomadus seda, et igat kompaktset operaatorit saab lihendada lopliku-
mootmeliste operaatoritega.

Esitame koigepealt Grothendiecki teoreemi koos tarvilikkuse osa toestusega,
mis on lihtne jireldus definitsioonidest.

Teoreem 4 (Grothendieck). Banachi ruumil X on aproksimatsiooniomadus pa-

rajasti siis, kui F(Y, X) = K(Y, X) iga Banachi ruumi Y korral.

Toestus. Tarvilikkus. Olgu Y Banachi ruum ning 7' € K(Y, X) ja ¢ > 0. Piisab
niidata, et leidub 77 € F(Y, X) nii, et |7 — T}|| < e.

Téhistame K = T'(By). Siis hulk K on kompaktne, sest kompaktne operaator
viib ruumi Y kinnise iihikkera By suhteliseks kompaktseks hulgaks ruumis X.

Eelduse kohaselt on ruumil X aproksimatsiooniomadus, seega leidub operaa-
tor Ty € F(X) nii, et
I Tor — z|| < e Vx € K.

Kuna T'(By) C K, siis
|Tox — z|| < e Vo € T(By).
Defineerime operaatori T; := TyT. Siis T} € F(Y, X). Tdepoolest, kuna
ran Ty = To(T'(Y)) C To(X) = ran Ty,

siis
dimran 77 < dimran Ty < oo.

Seega

|T"—Ti|| = sup ||Ty — Tiy|| = sup [|[Ty — TpTy|| = sup |Tox —z| <e. O
yEBy yEBy x€T(By)

Grothendiecki teoreemi piisavuse osa toestus on oluliselt mahukam. Selleks
anname koigepealt vajaminevad moisted ning sonastame moned abitulemused.
Olgu X vektorruum.

Definitsioon. Oeldakse, et U C X on tasakaalus, kui tingimusest A <1, kus
A € K, jareldub, et A\U C U. Kui hulk U on kumer ja tasakaalus, siis 6eldakse,
et U on absoluutselt kumer.

12



Definitsioon. Hulga U C X absoluutselt kumeraks katteks absconvU nimeta-
takse hulga U koikvoimalike absoluutselt kumerate kombinatsioonide hulka, s.t.

absconvU = {Z)‘iui: u; € U,Z INi| < 1,n € N}.
i=1 i=1

Joonisel on halliga niidatud ruumi R? punktide a, b, ¢ kumer kate ning viiru-
tatult nende absoluutselt kumer kate.

Lause 3. Olgu X normeeritud ruum ja U C X. Hulga U kinnine absoluutselt
kumer kate on absoluutselt kumer hulk.

Téestus. Olgu A € (0,1) ja hulga absconvU elemendid x ja y. Leiduvad jadad
hulgast absconvU liikmetega

Mmn

Pn

n, .n n,.n

Ty = E k', yn = E livg,
k=1

i=1
p’IL

kusul,op €U (i=1,....mp; k=1,...,p,) Ja2|k”| <1, Z|l”| < 1, sellised,
k=1

et Az, + (1 =Ny, = Az +(1—N)y. Siis Az, + (1 )\)yn € absconvU C absconvU,

sest

Mn Pn
Az, + (1 — = AZ kel + (1 — szy,’; = (NP 4+ (1= Ny
i=1 k=1

Kuna X € (0,1), siis

mn

Z\Ak|+2\ (I=MN|<A+(1-))=1

Hulga absconvU kinnisuse tottu Az + (1 — A)y € absconvU.
Olgu a € K| |a] <1, ja o € absconvU. Siis leidub jada (z,) € absconvU nii,
et ax, — az. Jada a(z,) € absconvU C absconvU. Toepoolest

Mn
ozxn:ag At —g aAu,
i=1

13



kus Z |aA? | = |« Z AT < |a] < 1. Jérelikult ax € absconvU. O

i=1 i=1

Teoreem 5 (Mazur, vt. nt. [Meg| 1k. 254|). Banachi ruumi kompaktse alamhulga
kinnine absoluutselt kumer kate on kompaktne.

Lause 4 (vt. [FHHMPZ, 1k. 22 ja 33|). Olgu X Banachi ruum. Kui jada (z,) C X

on selline, et ||x,| — 0, siis absconv{xz,} = {Z)\kxk: Z \e| < 1}.
k=1 k=1

Definitsioon. Hulka U C X nimetatakse neelavaks, kui iga elemendi x € X
korral leidub arv g > 0 nii, et

Al >p, Ne K=z € \U.

Eeldades, et alamhulk U C X on neelav, saame defineerida hulga U Minkowski
funktsionaali py: X — [0,00) jargmiselt:

pu(z) =inf{A > 0: x € \U}, z € X.

Hulga U neelavus on Minkowski funktsionaali defineerimisel oluline, sest vas-
tasel korral voib hulk {\ > 0: z € AU} olla tiihi.

Raamatus [OO, 1k. 107] ndidatakse, et absoluutselt kumera hulga Minkowski
funktsionaal on poolnorm. Poolnorm erineb normist selle poolest, et

x=0= py(z) =0,
aga ei pruugi kehtida implikatsioon
pu(x) =0=2=0.

Lemma 1. Olgu X Banachi ruum ja U C X kompakine absoluutselt kumer hulk.
Olgu

Y :==spanU = DnU

n=1

varustatud normiga
llyll = por = inf{\ >0: y € \U}, y €Y.
Stiis kehtivad jdargmised vdiited.
(1) By =U.

(2) Y on Banachi ruum.
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Toestus. Lemma toestuseks kontrollime koigepealt, et absoluutselt kumera hulga

U C X korral spanU = U nU ja, et |||-|| rahuldab normi tingimusi.
n=1
Niitame, et kui U C X on absoluutselt kumer hulk, siis

span U = U nU.
n=1
Selleks piisab veenduda, et span U C U nU, sest vastupidine sisalduvus on ilmne.
n=1

Olgu z = oy + ...+ apxy, € spanl, aq,...,a,, € K\{0}, z1,...,2,, € U. Siis

m m
o
x:Z\akll—ﬂxk Z\ak]zk,
k=1 Ak k=1
kus z = |a—k|xk € U, kuna U on tasakaalus hulk. Hulga U kumeruse tottu
7
xET(EﬂU+”u+BﬂU>CTM
r r

kus r == |ay| + ... + |auy|. Valides niiiid ng € N nii, et ng > r, saame

zerU CnyU C UnU.

n=1
Teame juba, et [||-||| on poolnorm ruumil X, seega on |||-|| poolnorm ka ruumil
Y. Niitame, et ||-|| on norm, milleks piisab kontrollida, et elemendi y € Y korral

llyll =0 =y =0.

Olgu y € Y selline, et [|y|| = 0. Siis leidub jada (\,) C (0,1) nii, et A\, — 0
1
jay € \U ehk Y € U iga n € N korral.

Kuna hulk U 7(l)n tokestatud, siis leidub M > 0 nii, et ||u|| < M igau € U
korral. Seega
1
)\—ny
Jéarelikult |ly|| = 0, mille tottu y = 0.

Toestuse lopetuseks néitame, et kehtivad véited (1) ja (2).

(1) Olgu y € By. Kui ||y|| < 1, siis leidub A € (0,1) nii, et y € AU C U. Kui
llylll = 1, siis iga k € (0, 1) korral

<M ehk |yl <A\M —0.

Iyl = Ellyll = & < 1.
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Eelneva pohjal ky € U. Kuna ky — y protsessis k — 1, siis hulga U kinnisuse
tottu y € U.

Néitame niiiid, et U C By, milleks piisab ndidata, et igay € U korral |||y|| < 1.
Kuna y € U = 1U , siis ruumi Y normi definitsiooni pohjal ||y < 1.

(2) Olgu (z,)52; C Y Cauchy jada. Teame, et iga Cauchy jada on tokestatud,

n=1
1
seega leidub M > 0 nii, et ||z,|| < M. Téhistame z, = 2% Siis (z,) on

Cauchy jada ruumis (Y, |||-||). Toéepoolest, protsessis n,m — oo

1 1

278 = gzllen = zmll = 0.

I ==
zZn — Zmll = | —x, —
M

1
Kuna ||z, = M\Hxnm < 1, siis z, € By = U. Niiiid on meil olukord, kus iga
€ > 0 korral leidub N € N nii, et kui n,m > N, siis

llzn = 2zmlll <.

Siis aga leiduvad arvud \,,,, € (0,¢) nii, et 2, — 2, € AU ehk (zn—2m) € U.

nm

>\nm .o
Kuna hulk U on tasakaalus ja — < 1, siis
€

| A [ 1
g(zn — Zp) = . <>\nm(zn — zm)) celU

ehk z, —z,, € eU. Hulga U kompaktsuse tottu leidub osajada (z,,) nii, et z,, — z
normi || - || mottes, kus z € U. Siis z,, — 2, € €U, kui n;,m > N.

Kuna U on normi | - || suhtes kinnine alamhulk, siis ka hulk U on kinnine.
Fikseerime m ja vaatame normi || - || mottes koonduvat jada (2, — 2, )2 kinnises
hulgas eU. Kuna z,, — z, siis z,, — 2m — 2 — 2, ja hulga €U kinnisuse tottu

z— 2z, € €U,

seega ||z — 2z || < e. Jérelikult iga € > 0 korral leidub N € N nii, et kui m > N,
siis ||z — zm||| < €. Oleme saanud, et z,, — z ruumis Y ning sellest jareldub, et
Ty — = Mz ruumis Y. ]

Definitsioon. Topoloogilist ruumi nimetatakse eralduvaks ruumiks, kui igal
kahel erineval elemendil x,y € X leiduvad mitteloikuvad iimbrused.

Teoreem 6 (Kolmogorovi teoreem). Eralduv topoloogiline ruum on normeeruv
parajasti sus, kui temas leidub kumer tokestatud nulliimbrus.

Lemma[l]sarnaneb Kolmogorovi teoreemiga (vt. [OO! k. 109]), aga tokestatud
kumerate hulkade asemel on kompaktsed absoluutselt kumerad hulgad. Seetottu
tekib normeeritud ruumi asemel Banachi ruum. Tdestasime, et ||-|| on norm,
seega ruum Y on eralduv topoloogiline ruum (vt. [OO, k. 113]).
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Definitsioon. Ruumi X afiinseks alamruumiks nimetatakse alamruumi Y mis
tahes nihet ruumi X mingi elemendi vorra, s.t. mis tahes x € X korral hulka

r+Y={s+y:yeY}

Definitsioon. Olgu X vektorruum ning f: X — K, f # 0, lineaarne funktsio-
naal. Hulka
{r € X: Ref(z) =a}

nimetatakse hipertasandiks.

Jargmiseks sonastame veel kaks vajalikku abitulemust. Esiteks Grothendiecki
kompaktsuse kriteeriumi (vt. lemmal2), mis périneb memuaarist [Grol, lemma 12]
ja mille toestuse leiab lugeja raamatust [LT1, 1k. 30|. Teiseks Mazuri teoreemi,
mis péarineb artiklist [Maz, k. 73], tGestuse leiab raamatust [Meg), 1k. 176].

Lemma 2 (Grothendiecki kompaktsuse kriteerium). Olgu X Banachi ruum. Kin-
nine hulk K C X on kompaktne parajasti siis, kui leidub jada (x,)°, C X nii,
et

|znl| — 0 ja K C conv{z,}, .

Teoreem 7 (Mazuri eraldamisteoreem). Olgu X normeeritud ruum. Kui ruumi
X mittetiihja lahtise kumera alamhulga A ja afiinse alamruumi L korral ANL = (),
siis leidub selle ruumi niisugune kinnine hipertasand H, et L C H ja ANH = ().

Lopuks saame toestada Grothendiecki teoreemi piisavuse osa. See toestus, mis
votab raamatus [LT1] enda alla ligikaudu pool lehekiilge, varustatakse alljargne-
vas koigi iiksikasjadega.

Teoreems |4 toestus. Piisavus. Olgu K C X kompaktne ja € > 0. Siis leidub jada

(2,)52 1 nii, et

|znll \ 0 ja K C conv{z,}ne;.

Toepoolest, Grothendiecki kompaktsuse kriteeriumi (vt. lemma [2|) pohjal leidub
meil selline jada (z,).°,, et 2z, — 0 ja K C conv{z,},o,. Saame selle jada (z,)
iimber jéirjestada nii, et see koonduks normi jargi kahanevalt nulliks, kusjuures
jada (z,) sellisel imberjérjestusel jaab kehtima sisalduvus K C conv{z,} ;.

Defineerime hulga K ja jada (z,) uuel kujul jirgmiselt:

. K
K=—— (2, = ( o )
Izl Izl

Siis [|l21]| = 1, ||za] \ 0 ning K C conv{z,}>,.
Niiiid olgu
U= absconv{ T 1} -
lznll2 f,
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Hulk U on suhteliselt kompaktne, sest

Hulga U absoluutse kumeruse toestasime lauses [3| Seega U on kompaktne abso-
luutselt kumer hulk.

Paneme tihele, et K C U, sest K C conv{z,}>, C absconv{z,}>, C

Tn

= [lall? N\ O0.

lzall2

oo
— | =z
absconv{ n||1 } = U. Viimane sisalduvus kehtib, sest iga elemendi x €
T2

n=1
absconv{xn}ff:l korral leidub hulgast absconv{z,} >, jada liikkmetega vy, =

Z)\kxk, kus Z A% < 1, nii, et y, — . Kuna

1oy

1
k=1 HJUZHQ

mn oo

. . 1 3 — | =z L

ja E IRz < 1, sest ||z} < 1, siis (y,) € absconv{m} , mille tottu
k=1 n

o0
T € absconv{ n - } i
zall2 ), _,

Lemma (1| pohjal saame moodustada hulga Y normiga |[||-|| jirgmiselt.

n=1

Y :=spanU = U nU, |ly|l = inf{\ > 0:y € \U}.

n=1

Siis By = U ja Y on Banachi ruum.
Edasi néditame, et kehtivad jirgmised véited.

(1) Iga y € Y korral ||y|| < [ly]I.
(2) Iga n € N korral ||z, | < ||z |2.

1) Uldisust kitsendamata voime valida sellise elemendi y € By, et ||y[| = 1.

Sisy e U = absconv{ } Meenutame, et meil on tegemist jadaga, mille

[EAE:
korral
L= [lz1]] > |lzo|l = [[2s] > ...

18



Jarelikult ka ||z, ]2 < 1 ja

lyll =

lim Z/\”
n—oo
Z 2]
TL-)OO
lap|> k”
) 1
AL
k=1

< lim Y g <1=lyll.
k=1

H%HZ

IN

2) Piisab néidata, et x,, € ||xn||%U7 sest sellisel juhul
|zl = inf{A > 0: z,, € AU} < ||z |2

See aga kehtib, sest
Ty, € Han U <=

I nll

Defineerime operaatori j: (Y, |[|-||) = (X, || - ||) nii, et
jr=x, x €Y.

Siis j € K(Y, X). Toéepoolest, ilmselt on operaator j lineaarne. Paneme téhele,
et [|y|l| < oo, kuna y € Y ning seega leidub n € N, et y € nU. Jarelikult on j
tokestatud, sest ||jy|| = |ly]] < |yl iga y € Y korral. Operaatori j kompaktsuseks
meenutame, et U on suhteliselt kompaktne hulk ja paneme tihele, et

U = By = j(By).
Eelduse kohaselt (Y, X) = F(Y, X), seega leidub operaator T € F(Y, X) nii, et

9
1T =3l < 5>
2]|z]

kus z; on esialgse jada (z,,) esimene liige. Kuna 7" on 16plikumodtmeline operaator,

siis saame kirjutada, et
m
T = Z y}; X U,
k=1

kus y; € (Y, |I-ID* ja ur € (X, ]| - ||). Niiiid

m

S wi(e)us — o

k=1

= sup [Tz — jo|| = [|T = jl| <

S [
u _
; cehy 2]zl

zelU
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Kuna K C U, siis
m

3

< .
2|l

yr(w)uy, —
k=1

sup
zeK

Vaatame jargmisi véiteid.
(A) Iga y* € Y* jaiga 6 > 0 korral leidub z* € X™ nii, et iga n € N korral
|2 (2n) — " ()] < 6.
(B) Iga y* € Y™ jaiga 6 > 0 korral leidub z* € X nii, et iga x € K korral

| (z) —y*(z)] <o

Teoreemi toestuse lopetamiseks nditame, et
1) viide (A) kehtib;
2) (A) = (B);
3) viide (B) lopetab toestuse.

1) Fikseerime suvalise elemendi y* € Y™ ja olgu § > 0.

Kuna |||z,|| < ||$n||% iga n € N korral ja ||x,| — 0, siis [||z,]| — 0. Seega,
kuna y* € Y™, siis

lly* @)l < Mlly*llllzall = 0 = y*(xn) = 0.

Jarelikult leidub indeks ny € N nii, et kui n > nyg, siis

d

(rn)] < =.
v ()] < 5

Vaatleme juhtu, kus leidub ny < ng nii, et y*(z,,) # 0 (kui sellist indeksit n; ei
leidu, siis saame votta x* = 0 ja véite (A) kehtivus on ilmne).
Olgu
2 —— I
Ky = 5 absconv' m{iﬂk}?:noﬂ-
Veendume, et kehtib vordus

absconv' {zg e, = absconV”H”{:Bk}Zo:l~

Olgu x € absconv”l'm{xk}zozl. Siis leidub jada (y,,) € absconv! ' {z;}2° | nii, et
Yn — . Ruumis Y kehtib vorratus

[ = ynll < llz = ynlll = 0.
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Jarelikult © — vy, ka normi || - || suhtes ja = € absconv”'H{xk}i":l.

Olgu z € abscoan'”{xk}Zo:l. Lause 4| pohjal leidub jada (y,) likkmetega

n
= E ATk
k=1

nii, et y, — x, kus

oo
T = Z AT
k=1
o.)

Kuna rida Z I A\ezk|l| = Z [ Ak|lllzk|| koondub, sest
k=1 k=1

A %)
Z [Aellzlll < Z elllzel2 <D [l < 1,
k=1

o0
siis ruumi Y téielikkuse tottu koondub rida Z Arxy ka normi |||-|| suhtes.
k=1
Kui oletada, et osasummade jada (y,) koondub normi ||-||| suhtes ka elemen-

diks w, s.t. ||y, — wl]| — 0, siis
|z —wll < lz = ynll + lyn — wll < |z = yull + llyn — wl| = 0,

mistottu x = w ning z € absconv”“"{:ck}zozl.
Oleme saanud, et
_ 2l yo 2ol
= — absconv’ {xp}p2, 1 = 5 absconv' {zp}ps, 41

K,
075

Teame, et absconv{zy} C absconvconv{xy} C absconvconv{z;} C
absconvconv{a:k} Kuna normi || - || suhtes on hulk conv{z;} on kompaktne, siis
Mazuri teoreemi (vt. teoreerm“ kohaselt on ka absconvconv{z;} kompaktne.
Kuna absconv{xk} C absconveonv{zy}, siis Ko on kompaktne hulk.

Olgu
= {z: x € span{x, },°,,y" () = 1}.
Eelduse kohaselt saame leida elemendi = € span{z,}.°, nii, et y*(z) # 0. Olgu

= (1/y*(z))x. Siis z € span{z, }.0, ja y*(2) = y*(z/y*(z)) = 1. Seega F ei ole
tiihi hulk.

F on kumer ja kinnine normi || - || suhtes. Olgu z,y € F' ja A € (0, 1). Siis

Y (Ar+ (1= Ny) =My (2) + (1 = Ny (y) = 1.
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Olgu jada (z,,) € F selline, et x,, — . Niitame, et z € F. Kuna y* on pidev, siis
T, — = 1=y"(z,) = y'(x).

Jarelikult z € F.
F on alamruumi {z: z € span{x,},°,,y"(z) = 0} nihe. Selleks niitame, et

F={z} +{z: v € span{x, }.°,,y"(z) = 0},

kus z € span{z, }°, nii, et y*(z) = 1.

Olgu =z € F ja z € span{z,}.°, selline, et y*(z) = 1. Siis y"(x) = 1 ja
x = z+ (x — z). Sellisel juhul z — 2z € span{z,}.°,, sest lineaarne kate on
alamruum. Samuti y*(r — 2) = y*(x) —y"(2) =1—-1=0. Seegaz —z € {x: x €
span{z, }»°,,y*(z) = 0}. Jarelikult x € {z} + {z: © € span{z,}.°,,y"(z) = 0}.

Naitame teistpidi sisalduvust. Olgu y € {z} + {z: = € span{z, };°,,y"(z) =
0}, siis leidub = € {z: x € span{z,}.°,,y"(x) = 0} nii, et y = z + z. Kuna
v (y) =y (2) +y*(z) = 1 +0 = 1, siis y € F. Sellega oleme saanud, et I’ on
afiinne alamhulk.

Niitame, et Ko N F = (). Toepoolest, kui 2 € F, siis y*(x) = 1. Kui x € K,

2
siis leidub jada (y,) € <absconv{z;}2, ., nii, et y, — x. Siis

)
Yy (yn) =y (Z AZ?CZ) =D Ay(ap) =0,
k=1 k=1

sest eelduse kohaselt y*(z}) — 0. Seega
Yy (yn) = 0=y"(z).
Moodustame uue hulga
M = Ky + B(0,0),

kus
B(0,0) ={y € X: |yl <o}

1
ja 0 < —. Sellise o > 0 saame valida, sest eelduse kohaselt ||y*|| # 0.

ly*|I
Siis M N F = (). See kehtib, sest iga x € F korral y*(z) = 1. Samas iga x € M
korral

1
lly*|

Yy (z) =y (y+w) =y (y) +y (w) <0+ [y |l[lw] < |ly*llo < ly*ll =1,
kus y € Ky jaw € B(0,0).
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Veendume, et M on lahtine hulk. Selleks paneme téhele, et

M = U B(z,0).

z€Ky

Toepoolest, B(zx,0) C M. Iga elemendi y € B(x,0) saame esitada kujul y =
r+w, kus z € Ky jaw € B(0,0), sest ||y — x| = ||z +w — z|| < 0. Teisalt, olgu
y € M. Siisy =x+w, kus ¢ € Ky jaw € B(0,0). Siis aga y € B(x,0), sest
ly — z|| = ||t + w — z|| < 0. Kuna B(x, o) on lahtine hulk iga elemendi z € K
korral, siis ka hulk M on lahtine.

Hulgad F ja M rahuldavad Mazuri eraldamisteoreemi (vt. teoreemi (7)) eeldusi.
Jarelikult leidub kinnine hiipertasand

F={reX:z*z)=1}

nii, et MNF =0ja F C F. Kuna M N E =0, siis ka Ko N F = 0.
Oleme saanud, et iga n < ng korral

x(xn) =y (x,) = 1.

Iga n > ng korral

¥ (xy,) = gx*(2xn/5),

kus 2x,/6 € K ja kehtib
x*(2x,/6) < 1.

Kui leiduks w € Ky, mille korral z*(w) > 1, siis Y ¢ Ky ning x* v =
z(w) w*(w)
1. Seega v € F, mis on aga vastuolus eeldusega, et KoNE = 0. Sellega oleme

7t (w)

)
ndidanud, et iga n > ng korral x*(z,) < 3" Eelduse kohaselt iga n > ng korral ka

. 0

Jarelikult iga n € N korral
|x*(x,) — y™(x,)] <.

2) Toestame, et viitest (A) jireldub véide (B). Kuna K C conv{xz,}>,, siis
iga elemendi x € K korral leidub hulgast conv{z,}>°; jada liikmetega vy, =

> " Xiay nii, et y, — 2. Viite (A) pohjal leidub iga y* € Y™ korral 2* € X* nii,
k=1

et
2" () — y* (2})] < 6/3.
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Kuna y, — =z, siis

' () — 2 (0)] < 3 " (o) (@) < 5

Seega

2" (z) — y*(2)| < |2"(2) = 2" (Yu)| + [2" (W) — ¥ ()| + 1Y (Yn) — ¥ (2)]

6 | = B
<g+ > Xt (a) = > At (ap) |+ 3
k=1 k=1
<§+§+§—5
3 3 3 7

3) Niitame, et viide (B) lopetab toestuse. Eelnevalt defineerisime operaatori

TeF(Y,X)nil,et T =) yi®u, kusy; € (Y, |- jawe € (X, |-]]) (vt. k. 20).
k=1

Viite (B) pohjal leidub iga funktsionaali y; € Y™ korral 2 € X* (k=1,...,m),

nii, et iga x € K korral

g

x(x) —yp(z)| <
|23 (2) — yi ()] 2mmaxy, ||ug|]|z1 ||

kus z; on esialgse jada (z,) esimene liige. Siis

€ 9

x; — y) (@) ugl| < ||lu < )

Kui max ||ug|| = 0, siis ilmselt vorratus

9
xr —y)(o)ul| < ———

m
kehtib. Veendume, et R = Zaz}z ® uy sobib operaatoriks, mis demonstreerib,
k=1
et Banachi ruumil X on aproksimatsiooniomadus. See operaator R erineb eelne-
valt defineeritud operaatorist 7" ainult selle poolest, et elementide y; asemel on
elemendid x}.

Olgu x € K suvaline. Siis

*

|Rx — x| = rp(x)uy, — x

NE

> (@i (@)un — yi(@)un + yi(o)u) —

k=1
< I wi@)ue — g (@) + || D vi(e)ue — @
k=1 k=1
9 i 9 g
<m = .
2mllal " 2flal ]
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- K
Sellega saime, et iga kompaktse hulga K = W korral leidub operaator
<1

< iga x € K korral. Iga hulga K element y on

Izl
esitatav kujul y = ||z1||x, kus x € K. Jarelikult iga y € K korral

R € F(X) nii, et | Rz — z|| <

9
IRy —yll = [[R([[z1]lx) = zallz]] = |zl Rz — 2| < Ilzlllm =e. D
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4 Grothendiecki teoreem:
faktorisatsioonilemmale tuginev toestus

Selles osas toestame Grothendiecki teoreemi (vt. teoreemi H|) piisavuse osa fakto-
risatsioonilemma (vt. lemma [4]) abil. Tegemist on kuulsa Davis—Figiel-Johnson—
Pelezyniski faktorisatsioonilemma (vt. [DEJP, lk. 313|) isomeetrilise versiooniga,
mis périneb artiklist [LNO].

Koigepealt aga néitame, et aproksimatsiooniomaduse definitsioonis saame
kompaktsete hulkade asemel vaadelda tiksnes iihikkera Bx kompaktseid abso-
luutselt kumeraid alamhulki (vt. lemma [3). Selle tdestuseks kasutame eelmises
osas sonastatud Mazuri teoreemi (vt. teoreemi [5).

Lemma 3. Banachit ruumil X on aproksimatsiooniomadus parajasti sus, kui
tihikkera Bx tga kompaktse absoluutselt kumera alamhulga H ning iga arvu € > 0
korral leidub operaator T € F(X) nii, et

Tz —z|| <e VreH.

Toestus. Tarvilikkus. Ilmne.

Piisavus. Olgu K C X kompaktne hulk ja ¢ > 0. Kompaktne hulk on tokes-
tatud, seega leidub kera, mis sisaldab hulga K. Jarelikult leidub » > 0 nii, et
rK C Bx. Olgu niiiid H hulga r K absoluutselt kumer kate, siis rK C H. Kuna
rK C By, siis ka H C Bx. Toepoolest, olgu elemendid z,...,x, € rK C Bx ja

olgu arvud \; € K sellised, et Z || < 1. Siis

=1

> x| <> Il =) sl < Y IM < L
i=1 1=1 1=1 =1

Mazuri teoreemi (vt. teoreemi [5) pohjal on iga kompaktse hulga absoluutselt
kumer kate ise ka kompaktne. Seega H on kompaktne hulk. Eelduse kohaselt
leidub operaator 7' € F(X) nii, et

Ty — yll <reVye H.
Siis ka
Ty —y|| < reVyerkK.
1
[ga element z € K esitub kujul x = —y, kus y € rK. Seega
r

1 1
Tz —z|| = —||[Ty —y|| < —re =e Vo € K. O
r r
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Jargmine osa tugineb artiklile [LNO| (vt. ka [O]). Vaatame pidevat rangelt
kahanevat funktsiooni f: (1,00) — R, kus

OO . 1/2
fla) = (;h) ,a>1.

Leidub iiheselt madratud a € (1,00) nii, et f(a) = 1, kusjuures a ligikaudne
vidrtus on e¥? ~ 1.56 (selle funktsiooni kohta on tapsemalt kirjutatud Kristel
Mikkori magistritoos [M, lk. 15-17]).
Olgu X Banachi ruum ja K C Bx kinnine absoluutselt kumer alamhulk.
Moodustame iga n € N korral hulga

B, =a?K +a* By.

Selline hulk B,, on neelav iga n € N korral (vt. tGestust magistritoost [M, lk. 13]).
Niiteks, olgu antud esialgsed hulgad Bx ja K joonisel (a). Siis hulgad B; ja
By on toodud joonistel (b) ja (c).

A A
4 I
11 u
U
v
I > : f\ I >
1 -1\ 1
1-1
k J
(b) hulk By, kus U = a'/?K ja (c) hulk By, kus U = a’K ja
V =a 2By V =a ?By
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Vaatleme hulga B,, Minkowski funktsionaali || - ||,,: X — [0, 00), mis on defi-
neeritud vordusega
|||, = inf{r > 0: x € rB,}.

2

Olgu ||z||x = (Zuzu,i) . Defineerime
n=1

Xk ={z € X: |z|x < o0}
ning olgu Ji: Xx — X loomulik sisestus, s.t. Jyxr = x iga © € X korral.

Definitsioon. Olgu X normeeritud ruum. Kujutust 7: X — X™ kus

(mz)(f) = f(z) feX'relX,

nimetatakse ruumi X kanooniliseks sisestuseks. Kui ruumi X kanooniline sisestus
on siirjektsioon, siis deldakse, et ruum X on refleksiivne.

Alloleva lemma [4] abil toestatakse artiklis [LNO], et iga norgalt kompaktne
operaator faktoriseerub isomeetriliselt 1dbi refleksiivse ruumi. See, kas iga nor-
galt kompaktne operaator faktoriseerub labi refleksiivse ruumi, oli pikka aega
paevakorras faktorisatsiooniprobleemi nime all. Selle lahendasid positiivselt Da-
vis, Figiel, Johnson ja Pelczynski (vt. [DEJP]). Faktorisatsiooniprobleemist on
tapsemalt kirjutatud magistrit6os [M].

Lemma 4 (Faktorisatsioonilemma, [LNO, lk. 329] ja [O} 1k. 224]). Olgu X Ba-
nacht ruum, olgu K C Bx kinnine absoluutselt kumer hulk, olgu Jx: Xx — X
loomulik sisestus. Siis kehtivad jargmised vdited.

(i) Xk = (Xk,| - |lx) on Banachi ruum, Jx € L(Xk, X) ja ||Jk| < 1.
(ii) K C Bx, C Bx.
(iif) J5(X*) = X

)

(iv) Operaator Jx on kompaktne parajasti siis, kui K on kompaktne; sel juhul

ruum Xg on separaabel ja refleksiivne.

Olgu X ja Y normeeritud ruumid ning olgu elemendid z* € X* jay € Y.
Defineerime operaatori

Ry X =Y, z—af(x)y, e X.

Vahetult on kontrollitav operaatori z* ® y lineaarsus. Pidevuseks néditame, et
" ® y on tokestatud. Paneme tédhele, et kui 2" € X* jay € Y, siis

lz* @ yll = l="[[llyll-
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Toepoolest,

lz" @yl = sup ||lz*(z)yll = sup |z"(x)[[ly]l = ll="|llyll-
r€Bx r€Bx
Jarelikult 2" ® y € L(X,Y). Médrgmine, et operaatorit * ® y kasutasime juba
tahistusena lauses [1| (vt. lk. 6).

T66 neljanda osa 10petuseks esitame Grothendiecki teoreemi (vt. teoree-
mi . piisavuse osa toestuse faktorisatsioonilemma abil. Seega niditame, et kui
F(Y,X) = K(Y, X) iga Banachi ruumi Y korral, siis Banachi ruumil X on ap-
roksimatsiooniomadus.

Teoreemi[]) toestus. Piisavus. Olgu K C X kompaktne alamhulk ning ¢ > 0.
Uldisust kitsendamata voime lause [3| pohjal eeldada, et X C By on kompaktne
absoluutselt kumer hulk. Kompaktne hulk on kinnine, jarelikult on K C By
kinnine absoluutselt kumer alamhulk.

Faktorisatsioonilemma (vt. lemma pohjal on X Banachi ruum ning hulga
K kompaktsuse tottu on operaator Jx kompaktne, s.t. Jx € K(Xg, X). Eelduse
ja lause [1) kohaselt leidub operaator A € F(Xg, X) kujul

A= ny ®5L’i,
=1

kus y; € X} ja x; € X, selliselt, et

A = Jk| <

o™

Samuti on faktorisatsioonilemma pdohjal Jy (X™) koikjal tihe ruumis Xj;. Seega
iga y; € X} korral leidub 2 € X™ nii, et

€
lyi = T2l < s
" 22 i il
Olgu T' = me ® z; € F(X). Paneme téhele, et iga x € Xg korral Tz =
i=1
T Jgx. Faktorisatsioonilemma pohjal K C By, C Xk, seega iga x € K korral

Tz —z|| = |T Iz — Jx||
= HTJKJ) — AI + AI — JKLL’H
< || TJk — Allllz||x + [|A = Tk ||| x
<||TJx — Al + [|A = Jk||.

Niitame, et

TJx—A=> (Jiai —y}) @z,
=1
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Toepoolest, see operaatorite vordus kehtib. Olgu x € Xk suvaline. Siis iihelt
poolt

(TJx — A)(x) =TJgx — Az =T (Jgz) — Zyz x;

Z xf (Jgx)x Z yr(x Z (Jiea)) (z)z; — Zl yr(x)x

=1

Teiselt poolt aga
OIEEEERICE SUESIERED ST ERES oIE
— : :

Eelneva pohjal saame, et

1T = Al = | S (iewr = wi) @ il < 3 it — i) @il =
=1 =1
Z i = il < Z ol s < 5
=1 ?
Kokkuvottes oleme ndidanud, et iga x € K korral
|7 =l < | Tk = All + [A= Jill S S+ 5 =< =
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5 Aproksimatsiooniomaduse seni lahendamata
probleem

Grothendiecki teoreemi (vt. teoreemi [4) kohaselt on Banachi ruumil X aprok-
simatsiooniomadus, kui F(Y, X) = K(Y, X) iga Banachi ruumi Y korral. Tekib
kiisimus, kas koikide Banachi ruumide Y asemel saab vaadelda ka mingit kindlat
Banachi ruumide klassi. Tuleb vilja, et saab (vt. teoreemi @ Selle toestuseks
toome koigepealt sisse ideaali moiste. See peatiikk tugineb artiklile [LNOJ.

Definitsioon. Olgu £ Banachi ruum. Siis alamruumi /' C E nimetatakse ideaa-
liks ruumis FE, kui leidub projektor P € L(E*) normiga || P|| = 1 nii, et

ker P = F'*+,

kus
ker P:={f e E*: P(f) =0}

ja
Fr={f € E": flr=0}.

Naiide 1. Olgu E Banachi ruum. Siis £ on ideaal ruumis F.

Pohjendus. Olgu P = Ip«: E* — E*. Siis ker P = {0} ja seega iga funktsionaali
f € E* korral
feEEts flp=0of=0& f ckerP.

Niide 2. Olgu F = {(x,0): x € R}. Siis F on ideaal ruumis £ = R?.

Pohjendus. Teame, et (Rz)* = R?, s.t. iga funktsionaal f € (RQ)* esitub kujul
f = (a,b), kus a,b € R, kusjuures f(x,y) = (a,b)(z,y) = ax + by iga (x,y) € R?
korral (vt. [OO! 1k. 163]).

Defineerime operaatori P: R* — R? nii, et (a,b) — (a,0) iga (a,b) € R?
korral. Sellisel juhul

P(P(a,b)) = P(a,0) = (a,0) = P(a,b) V(a,b) € R?
ehk P on projektor. Kehtib ka

|P]l= sup [[P(a,b)|= sup [/(a,0)] =1.
(a,b)€Bp2 (a,b)EBgo

Toestame, et ker P = {(0,b): b € R}. Toepoolest, olgu (a,b) € R? siis

(a,b) € ker P < P(a,b) =0 < (a,0) =0 < a =0,
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mis néitabki, et ker P koosneb parajasti elementidest (0,b), b € R. Lopetuseks
peame veenduma, et

Ft={f €R* f(x,0)=0Vr € R} ={(0,b): b€ R} =ker P.
Olgu f = (a,b) € R?. Siis
f(z,0) = (a,b)(z,0) =ar =0 a=0Ve eR.
Oleme niidanud, et f € F* < f = (0,b), b€ R. O

Néiide 3. Leidub separaabel Banachi ruum X nii, et (X, X) ei ole ideaal ruumis
L(X,X) (vt. [LOL k. 92]).

Teoreem 8 (vt. [LNO| lk. 339]). Olgu X Banachi ruum. Jirgmised vdited on
samavddrsed.

(i) Ruumil X on aproksimatsiooniomadus.

)
(ii) F(Y, X) on ideaal ruumis K(Y, X) iga Banachi ruumi Y korral.

)

)

f
(iii) F(Y,X) on ideaal ruumis (Y, X) iga kinnise alamruumi'Y C ¢y korral.
F

(Y, X) on ideaal ruumis IC(Y, X)) iga refleksiivse separaabli Banachi ruumi
Y korral.

(iv

Lause 5. Olgu E Banachi ruum. Alamruum F' C E on ideaal ruumis E parajasti
siis, kut F' on ideaal ruumis E.

Toestus. Olgu P: E* — E*, |P|| = 1, projektor ideaali definitsioonist. Lause
toestuseks piisab nédidata, et F= F*, sest sellisel juhul esmalt ker P = F*+ = e
(tarvilikkus) ja teisalt ker P = F=rt (piisavus).

Néitame, et Ft c T Olgu f € F*. Siis f(z) = 0 iga « € F korral.
Olgu = € F. Siis leidub y, € F nii, et y, — «. Kuna f € F+ c E*, siis
0= f(yn) — f(x), millest jareldub, et f(z) = 0.

Naitame, et Fc R Olgu f € F_L. Siis f(x) = 0iga x € F korral. Jirelikult
f(z) =0iga z € F korral, sest F' C F. O

Teoreemist [§] ja lausest [5] jireldub jargmine teoreem.
Teoreem 9. Olgu X Banachi ruum. Jirgmised vdited on samavdidrsed.

(1) Ruumil X on aproksimatsiooniomadus.

(2) F(Y,X)=K(Y, X) iga Banachi ruumi Y korral.

(3) F(Y,X)=K(Y,X) iga kinnise alamruumi Y C ¢y korral.
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(4) F(Y,X) = K(Y, X) iga refleksiivse separaabli Banachi ruumi Y korral.

Toestus. Samaviirsuse (1) < (2) toestasime #ra teoreemis [4 Implikatsioonid
(2) = (3) ja (2) = (4) on ilmsed.

(3) = (1). Olgu Y C ¢ kinnine alamruum. Kuna F(Y, X) = K(Y, X), siis on
F(Y, X) ideaal ruumis (Y, X) (vt. niidet 1). Seega on lause |5 kohaselt F (Y, X)
ideaal ruumis (Y, X). Teoreemi [8 implikatsiooni (iii)= (i) pohjal on ruumil X
aproksimatsiooniomadus.

(4) = (1). Jéreldub analoogiliselt lausest [5| ja teoreemi [8 implikatsioonist
(iv)= (i). O

Markus. Tmplikatsioon (4) = (1) on meil sisuliselt toestatud peatiikis 4 teoreemi
piisavuse toestuse kdigus. Toepoolest, seal toestuses kasutasime mitte koiki
Banachi ruume, vaid iiksnes ruume Y = Xy, kus K C X on kinnine absoluutselt
kumer alamhulk. Kuid faktorisatsioonilemma (vt. lemma [)) pohjal on ruumid
Xk separaablid ja refleksiivsed.

Aproksimatsiooniomaduse juures on palju seni lahendamata probleeme. All-
toodud kuulus vana probeleem on vaid iiks neist.

Probleem (vt. nt. [LT1) 1.e.9]). Olgu X Banachi ruum. Kas tingimusest F(X) =
K(X) jareldub, et ruumil X on aproksimatsiooniomadus?
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