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IT. SKGAULBSJUMDED

512. Fourier®™ meetod

1 Keele vonkumise vOrrandi lahendamine. Asume vaatle-
ma hiperboolset ja paraboolset tuipl diferentsiaalvOrrandi-
tega seotud Ulesannete lahendamist tokestatud ruumilises
piirkonnas. Sellisel juhul Utlesande lahend peab lisaks alg-
tinglmnustele veel rahuldama piirkonna rajal rajatingimusi,
s.t. meil tuleb lahendada segalilesanne. Segalilesannete Uheks
koige efektiivsemaks lahendusmeetodiks on nn. Fourier™ mee-
tod ehk muutujate eraldamise meetod. Tutvume selle meetodiga
kdigepealt suhteliselt lihtsa naite varal.

Vaatleme keele vonkumise vorrandi

utt “ adx™* a> °. @
lahendamist algtingimustel*»
u(x,0) m uQ(), ur(x,0) » ), 0 <x <1, Q@)
Ja rajatingimustel
u(@©.,® -ul,® . o. 3)
Teatavasti sellise Ulesande lahend u(x,t) Kkirjeldab kohtadel

Kaesolevas kursuses eeldame, et lUlesannete andmed on
reaalsed. Kui mdni kasutatav suurus voib olla kompleksne,
siis on seda alati margitud.



I m0 jaxm1 Kinnitatud keele vonkumist.

Fourier* meetodi korral oteitakae kdigepealt vérrandi
() mittetriviaalseid lahendeid korrutise kujul

u(x,t) m XQOT(L), n

kas X(xX) Ja T(t) on dhe muutuja funktsioonid. Seejuures ndu-
takse, et meed erilahendid rahuldaksid ka rajatingimusi ().
Seejarel pilltakse moodustada nende erilahendite selline li-
neaarkombinatsioon, mis rahuldab ka algtingimusi(2).

Asendades avaldise (4) vorrandisse (1), saame seose
XQOT'(E) - a2xX"QC)T(L),

mille jagame 13bi korrutisega a2I(X)T(t):
-A . (©)
B2T() 1(i)

Nende suhete Uhise vaartuse tahistasime sumboliga -/1 . 1Im-
selt A peab olema konstant, sest vOrduses (5) esimene aval-
dis ei sO6ltu muutujast x ja teine muutujast t.

Néeme, et nullist erinev avaldis (@) rahuldab vorrandit
(1) parajasti siis, kui ta mingi konstandi X korral rahul-
dab seoseid (B). Need seosed vOib kirjutada kahe diferentsi-
aalvorrandi kujul

f +Na2T»o0, ®)
X7+ X B O»

Sellisel teel laguneb osatuletistega vOrrand kaheks harili-
kuks diferentsiaalvorrandike.

Avaldis (@) rahuldab rajatingimusi (3), kui X(0) =
* X(I) m 0. Seega samaselt nulliga mittevorduv funktsioon
X(X) peab rahuldama tingimusi



I" +1X -0, Ko) -1Q@)-0, @)
koe J1 on konstant. Selliseid /1 vaartusi, mille korral
Ulesandel (7) on olemas mittetriviaalne lahend X(X), nime-
tatakse selle Ulesande omavadrtusteks Ja vastavaid mittetri-
viaalseid lahendeid omafunktsioonldeka.

Leiame Ulesande (7) omavaartused Ja omafunktsioonid.
Seejuures vaatleme eraldi 3 Juhtu.

a) Olgu A< 0. Siis konstantsete kordajatega dlferent-
siaalvérrandi (7 ) karakteristliku vérrandi rp +N - 0 lahen-
did on

ri,2 * -
Seega selle diferentsiaalvorrandi uldlahendiks on

I *Cle ~ + C2e""X.

Leiame konstandid C1 Ja Cg nii, et oleksid rahuldatud ka
tulesande (7) rajatingimused

10) . +Cg*o,

KI) -¢c ~ 1+cR~"1-o.
Esimesest vorrandist Cg » - C", mistdttu

0, C(-N - . 0.

Et e~ '1 > 1 Ja e*™n1 < 1, siis selle vorrandi vasakul poo-
lel teine tegur ei vordu nulliga. Jarelikult peab olema
Clm0OJaC2m-Cj*0, mistottu J1 <0 korral Ulesandel

(7) pole mittetriviaalseid lahendeid, s.t. sellel ulesandel

pole negatiivseid omavaartusi.



b) Olga N1 a 0. Sile vorrandi (7) uldlahendlks on
I m C1 + CgX.
Raj atingimnstest
1(0) - c1-0, 1(1) -cl+cCa -0
leiame, et G m Cg * 0. Seega ka /1 m O korral paaduvad
Ulesandel (7) mittetriviaalsed lahendid.

c) Olgu N1 >0. Siis vorrandi (7)) karakteristlikul

vérrandil rO +/1 m 0 on komplekssed lahendid

ri,2 *t 1IT
Seega vorrandi (7) uldlahendika on

I m C1 oosYax + C2 sinY”™X.
Rajatingimostest saame
1(0) - c1- 0,
1(1) » C2 sin il 1 - 0.
Vaemey et ilesandel (7) on mittetriviaalseid lahendeid ainult

siis, kui parameeter /1 rahuldab tingimast sin (11 = 0.
Siit *
2
YXI » kit , /I m a i,
kas k on taisarv. Olesande (7) vaetavad lahendid on
Xk - Cgsin”® x»C2 sin
Vottes Cg = 1, saame uUlesande (7) omavaartusteks ja omafunkt-
sioonideks
-(t) * *k *“ ain * b-1,2,... ®)
Vorrandi (6) uldlahendiks /1 = A ™ korral on



Tk * AK coe V A%at + B\ sin”™\TMat.

Hii saame 16pmatu hulga rorrandl (1) lahendeid

uh - " MK cos + @k ™A MI*Naia N k»1>2 ,...,

mis kOik rahuldavad ka rajatingimusi (3). Otsime rajailles-
ande (1) - @) lahendit nende erilahendite summana

u(x,®) —H1 (Ak coe sin *"Si)sin - ©
K»

Selle rea summa u rahuldab suvaliste kordajate ja B™ kor-
ral rajatingimusi (3)= Rea liikmed rahuldavad vorrandit ().
Seega, kui rida (9) koondub Uhtlaselt meid huvitavas xt-ta-
sandi piirkonnas ja seda rida voib liikmeti diferentseerida
kaks korda x ja t jargi, siis summa u rahuldab vorrandit ()
selles piirkonnas.

Plulame kordajad A™ ja B™ maarata nii, et oleksid ra-
huldatud ka algtingimoaed (2), s.t. et

[o/e]

ux,0) = Il-(l».1 A sin . aOU_(x) Qo
(00}
u%(x,o) - lf(_ll:L \ sinlLl, rl *ulx) Q1)

(Eeldame, et liikmeti diferentseerimine on digustatud.).

Néeme, et suurusteks A" ja -TcQ  tuleb valida funkteioonide
uQ(®) ja u™x) Fourier® kordajad reaksarenduses ainult sii-
nuste jargi*® 18igus [o,I]. Kui eeldada nende funktsioonide

" Funktsioonide sin L‘@é , Kk»1,2,... stisteem on tAie-

lik 10igus [0,l] integreeruva ruuduga funktsioonide ruumis
of£2(0,D, s.t. iga funktsioon Ve <£2(0,l) on esitatav
Fourier® reana, mis koondub ruumis c£2(o,l) (vt. nait.

43, § 22).
[4J, §22) n



arendatavast 10igus [0,1} Uhtlaselt koonduvasse Fourier”
ritta, siis saab kordajate avaldised leida jargmisel teel.

Trigonomeetria valemite pdhjal
] -in Sfs sin Ufs d* . 1 J[eca IfcJISia _ eoe
mistottu
sin sin 172 dx (12)

Viimastest seostest naeme, et omafunktsioonid Xk * sin KXx
on ortogonaalsed, kold uldiselt pole normeeritud. (Ortonor-
meeritud omafunktsioonideks on VF°in ~y2). Eeldane, et

read (10) ja (11) koonduvad Uhtlaselt. Korrutame vOrduse (10)

omafunktsiooniga sin ning integreerime saadud vOrdust
16igus £o,1]:
2Z Ak ™ sin Bin dx a J sin dx.
1 6] (0]

Arvestades seoseid (12) jOuame vorduseni
1
2 AJ“ b uo(®® 8in ATT
Samal teel saame seosest (11) vOrduse
1
- Jul® sin ax.

Kokkuvottes oleme tuletanud valemid kordajate A™ ja arvu-

tamiseks:
1

Ak * 1 FuoQ) sInT * 41« @k *~  j »In~ . (, 3)
0 o

Ulesande (1) - (@) praktilisel lahendamisel Fourier»
12



meetodiga arvutatakse viimaste valemite abil kordajad Ak ja
Bk, misjarel Ulesande lahend moodustatakse valemi (9) abil.
Nii saadud lahendit nimetatakse Ulesande (1) - (3) formaal-
seks lahendiks. Tulemus on Ulesande (1) - (3 klassikaliseks
lahendiks, kui rida () koondub Uhtlaselt ja kasutatud liik-
meti diferentseerimised on digustatud. Rea (9) koondumise
iseloom soltub aga kordajatest Ak ja Bk ning seega funktsi-
oonide uQ(®@) ja u™N(z) omadustest.

Peatume mdne sbnaga Ulesande (1) - () lahendi fllsika-
lisel interpretatsioonil. Teisendame rida (9), kasutades ta-

histusi

CkaVv Ak + @k * <k * arcein S” *
Siis
o*y1- * cos | k,

Ak “ Ck sin ? k* ®k * ck coa Y K

ning reale (9) saame anda kuju
@
u(x,t) - 2Z Orcein ™ k oos + eos P k sin By-)aln -

- £ Ok ein iKi sin(kKai +

Viimane valem avaldab keele vonkumist Kirjeldava funktsiooni

u ,nn. seisvate lainete summana. Seejuures liige indeksiga K
kirjeldab keele liikumist, mille korral keele punkt abstsissl-
ga x sooritab harmoonilisi vonkumisi faasiga sagedusega
wk * amPlituudlga Ck sin -y* _ Heli tekitamisel esi-
mene liidetav annab keele pdhitooni, jargmised Ulemtoonid.

13



ftlecanne 1. Valdata, et rajatlesande
u'+4dnm * o, u(@)mudl) mo
omavaartused ja osafunktsioonid on vastavalt

NK*( " coe
Ulesanne 2. Naidata* et Ulesande

St m Ax " »lt-0 utlt-0 ~ “1(iK

X*0 I»1

forsaalscal:s lahendiks on

u(x,t)> (M cos Njy-Jtat + sin *jfrAat)cos
1

>

koe
X X
V 1 S(*)coehlAxdx, Bk- cgk.”RY M(xbos tfxdx

2. Pourier®™ aeetodi pohjen™'""» Tapsustame kdigepea
tUlesande (D) - () klassikalise lahendi mdistet. Vaatleme se-
da uUlesannet kinnises piirkon-

nas
S» {(xX,D): 0<x4 1»

04 t< +00Pp
ning tahistame vastava lahtise
piirkonna

G* {(i.©): 0<x <1,
0<t<+o00lJ,
" Joonis 1. sumboliga Ck(S) tdhistame funkt-
sioonide hulga, millel piirkonnas S on olemas kdik pidevad

osatuletised kuni jarguni k.

14



ulesande (1) - @) klassikaliseks lahendiks nimetatak-
se kahe muutuja funktsiooni u e CL®F) C2(G), ais piirkonnas
G rahuldab vorrandit (@) ja selle rajal tingimusi @) ja @®*

Klassikalise lahendi oleaasoluks on tarvilik, et
uo € Ct [0,1], ul e C [0,1] ning et oleksid rahmldatud
alg- ja rajatinglanete kooskdla tingi,meed

uQ@®@) *uo(M w0, urMO)-MNg4@) » 0.

Esitame jargnevas piisavad tingimised, mis kindlusta-
vad Ulesande (1) - () klassikalise lahendi olemasolu ja rea
(©) uhtlase koondumise selleks lahendiks.

Teoreem. Eeldame, et uQ(X) on Idigue [0,1jJ kaks korda
pidevalt dlferenteeeruv, u“xr ~2@©» ) je on rahuldatud tin-
gimused

w@© “w@ "> W0 {0
ning W\Cx) on samas 16igus pidevalt difereateeeruv,
uJ € ci(o,D) ja
ur@) s () mo.
Sile rida (9 koondub piirkonnas S Uhtlaselt ja absoluutselt
ning tema suma on uUlesande (1) - ) klaeeikaliseks lahen-
diks.

TOestus. Eelmises artiklis labiviidud mottekaiku arves-

tades piisab teoreemi tdestamiseks naidata, et rida (9) ning

sellest liikmeti diferentseerimisel saadud read

Ut -ZL (A sin +”~ coslal)*p ,In ,



mn -g Ok eo. Ul * *B, ein ein Y»)

ja osatuletistele ux,u™x vastavad read koonduvad Uhtlaselt
ja absoluutselt kogu xt-taaandil.

Weierstrassl tunnuse pohjal rida (9) koondub Uhtlaselt
Ja absoluutselt kogu >ég—tasandjl, kui rida

2°N (JAkJ+ |\
25 (AJI+ \D

koondub. Sama tunnuse pdhjal koonduvad Uhtlaselt ja abso-
luutselt ka osatuletlstele ut, u.”, utl ja u” vastavad

read, kui arvread f
Zkul k(JAvI + IKD)

ja 00
Tk[_l k2(A.l + IBj) (€))

koonduvad. Et 14 Kk 4 K2 siis viimase rea koonduvusest ja-
reldub kahe eelmise arvrea koonduvus. Seega teoreemi tdes-
tamiseks tuleb naidata rea (14) koonduwvust* milleks hindame
valemitega (13) maaratud kordajaid Ak ja B~

Teisendame ositi integreerimise valemi abil, kasutades
teoreemi eeldusi:

Vo f juo(x) gn G5 - 31 UO(X)4 cos X
+ FA"™ \ uEx>o0e T 2 dx “ Kkfe') ui(¥) sin -
o) o)

mifkk) 5809 SN T 2ck3“ f (k) B o,

Tahistame

16



@K “ £ tDF coa ax.

o}
Siia

4 “-FfF jB3 *k-
Suurus ak on funktsiooni Fourier® kordaja loi-

gus £0,ljortonormeeritud funktsioonide susteemiY” cos

korral. Besseli vOrratusest (vt. [1], Ik. 103)

2
dx

jareldub, et kordajate a™ ruutudest moodustatud rida koondub.

Analoogiliselt
1

Bk mil. 5»1) einSp 4i . -"]I"r)3be .

bk 7 J M(*)IF&"»In dx
0

on funktsiooni uj€ o£p(0,D) Fourler kordaja 106igus [o,I]or-
tonormeeritud funktsioonide siisteemi IQ/F j sin klfré korral .
Seetdttu rida

g * N«?<ISP
o
koondub.

Tuletatud seoste abil hindame rea (14) uldliiget

20v™in-Y Ffr)3 *

IImse vorratuse

ab ~ J(a2 + b2)

17



abil Mafsx*

¢ 1bD<IF(E)T;p ¢ Mo £ *17*)

St read 00 - —>»

, N 4 .~

K»1 K2 K-1 ‘K1
koonduvad, eile koondub ka rida (14)» millega teoreem on
toestatud.

Toestatud teoreem annab tingimused klassikalise lahendi
olemasoluks. Hiljem naitame, et nendel tingimustel on reaga
(© maaratud lahend ainus Ulesande (1) - (3 lahend. Selles
teoreemis seadsime kullaltki ranged tingimused funktsioonide
uQ® ja X sileduse kohta. Seed tingimused pole prakti-
kas kerkinud Ulesannete korral aga eageli taidetud.

Teoreemi tdestusest naeme, et rea (9) koonduvus on kind-
lustatud hoopis ndrgematel eeldustel. Simelt see rida koon-
dub Uhtlaselt ja absoluutselt, kui uQ(2) on pidev, omab 13i-
gus [0,1] integreeruva ruuduga tuletise ja rahuldab rajatin-
gimusi uQ@) m uo() m 0 ning L) on selles 1digus inte-
greeruva ruuduga. Viimastel tingimustel rea (9) summa u(x,t)
on pidev funktsioon, mis aga Uldiselt ei ole klassikalises
mottes diferentseerur. Funktsioonil u on aga olemas uldipke-
tud tuletised. Saab naidata, et need (uldistatud mdttes) ra-
huldavad vorrandit (). Samuti on rahuldatud algtingimused
() ja rajatingimused (3). Seega viimati tehtud hoopie ndrge-
matel eeldustel saab rea (3) summat vaadelda kui Ulesande

uldistatud lahendit. Tapsemalt defineerime segaulesande Ul-
distatud lahendi hiljem



3. Homogeense huperboolset tropi vorrandi iabssfals™.
Eespool keele vonkumise vOrrandi lahendamisel kasutatud
Fourier®™ meetod on uldistatar ka palju Uldisemate Ulesanne-
te lahendamiseks. Vaatleme jargmist ulesannet.

Olgu n-méotmelises ruumis R3l antud tokestatud lahtine
piirkond /1 tukati sileda*” rajaga I i Tahistame silindri

G m iAx(0,+ 00 ) ja selle
kulgpinna 1 -I'x [0,+0)-
Silindri punktideks on
*, 0, kus

X - (X..-3M)6S ja
t>0.

Vaatleme vorrandi

- N - - la, (Xx,t)eG (15

lahendamist algtinglmas-

Joonis 2. tel
u(x,0) » ), u™™x.0) - u.,®), XE€IE @s)
ja rajatinglmusel .
0, an
kus
Lu Y " h + O»
\ Ijel “iJ ~T=1 “ »Jj

on elliptilist tuupi diferentsiaalavaldis, ™ tuletis pin-

na L valisnormaali suunas ning aij oi ja jh ainult

Tukati sileda pinna miiste tapsustatakse hiljem
(vt. $14, art. 5).



tujate x- (xN...7") funktsioonid.

Selli Ulesande lahendaaleel Fourier™ meetodiga otsime
kdigepealt vorrandi (15) mittetriviaalseid erilahendeid kor-
rutise kujul

ux, ) - KQT(L),
kus 1 on n muutuja funktsioon ja T uhe muutuja funktsioon.
VBuame, et
“el+ /N1p- °-
Siis korrutis u rahuldab rajatingimust (17).
Asetame korrutise u virrandisse (15):
IT" a - TLX

ning jagame saadud vorduse funktsiooniga XT:

Viimaste suhete Uhine vaartus -J1 peab tehtud eeldustel ole-
ma konstant. Hii laguneb lahtevorrand kaheks vorrandiks
T +4Tmo, (¢1))
bX - XX.
Viimane vOrrand koos rajatingimusega kujutab endast el-

liptilist tuupi vOrrandi omavaartusilesannet:
“ mXz- J .O' 9
Oletame*®, et selle omavéartused
wi N, L,
on positiivsed ning et vaetavad omafunkteioonid

Tingimusi, millal need eeldused on tiidetud Vaa
deldakse paragrahvi* 15, art. 3-



X_J))Ig))... ece ~
moodustavad taieliku ortonormeeritud funktsioonide slisteemi

ruumis «£,>(&), s.t. et

r fl, kui K - j,
AK*A?J oK EO kui k4 3
ning et suvaline funktsioon f on esitatav Fourier”
rea M

6O -2Z (F.17M17%)

abil, mis koondub ruumis Seejuures reaalsete funkt-
sioonide skalaarkorrutis on defineeritud valemiga
,) 33 XQQYQCQdxX.
Leiame omavaartusele n =X vaetava vorrandi (18) la-
hendi
TI(D) = C oe t+ einf™_t.

Nii saame vOrrandi (15) erilahendi

uk(x,©) - (Ak coafX” t + B sin™A™ k),
mis rahuldavad rajatinglmist (17). ulesande (15) - (@7) la-
hendit otsime nendoeQ erilshendite summana

u®x,t) » " (AL 008 +\  ein™X™ HXkX)-. (0

Juhul, kui on Oigustatud jargnevas kasutatavad ridade
liikaetl diferentseerimised ja integreerimised, sile saame
jJargmisel teel eeskirjad kordajate A" ja arvutamiseks.
Algtingimustest (16) %%ame seosed

u(x,0 AYX™N(X) 3 nox),
*.,0) K &) YXMCO 0( y)

ut(x,0) a2_1yn™ BIZKk() = u.,X)-
K»1 27



Korrutades need vOrdused skalaarselt osafunktsiooniga
arrestades omafunktsioonide ortonormeeritust saamegi valemid

Arvutades viimaste valemite abil A Ja B®, moodustarme
rea (20) kujul Ulesande (15) - (17) formaalse lahendi. See
osutub Ulesande klassikaliseks vOi teatavas mottes uldista-
tud lahendiks, kui rida (20) koondub *kullalt hasti’. Rea
koonduvuse uurimisel on loomulikult vajalik teha teatavaid

eeldusi segailillesandes esinevate funktsioonide kohta.

4. Mittehomogeer.e huperboolset tulpi vorrandi lahenda-
mine. Esitame veel Fourierl meetodi tldisema variandi. Vaat-
leme mittehomogeense diferentsiaalvorrandi

- La + F(X,©), DEG
st 2T RTRRD, D (21)

lahendamist algtingimustel (16) ja rajatingimustel (17). See-
Juures tihistused on samad, mis eelmises artiklis.
Markus» Fourier® meetodi rakendamisel eeldame, et raja-

tingimus on homogeenne. Mittehomogeense rajatingimuse

saab asendada homogeense rajatingimusega, kui on teada kil-
lalt eile funktsioon v(x,t), mis rahuldab seda rajatingimust.
Siis u » u - v rahuldab juba homogeenset rajatingimust (17).
Asetades u - u + v vOrrandisse (21) ja algtingimusse (16)
saame 6 jaoks sama tuupi vOrrandi ja algtingimused.

Olgu rajaulesande (19) omavaartused /1 K positiivsed ja
moodustagu vastavad omafunktsioonid ruumis
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liku ortonormeeritud funktsioonide slsteemi. Otsime Ulesan-

de lahendit rea
le'}

nx,t) . £ 1™M"Cx) @2)
kujul, kus TM(t) on teatavad Uhe anutuja funktsioonid. Veed
funktsioonid madarame nii, et rida (22) rahuldaks algtingi-
must (16) ja vorrandit (21). Seejuures eeldame, et jargnevad
ridadega teostatavad tehted on Oigustatud.

Algtingimustest saame
0o

u(x,0) - ~OIXfeb) - uQ (),

1EH(X,0) a '?OI TROXIC) m uz(X).-
Korrutades need vordused skalaarselt funktsiooniga ly 3aaue
tingimused

TKC®) - @Uo»Xk}” Tk@) * (1K}
funktsiooni TM(t) jaoks. Asetades rea (22) vorrandisse (21),

Saame
(00}

UM + Lu » Z \ n
00
SN (K * T XK - <.

Tk + TKTK “
Kui tahistame

@ ,XK) - Ak, WrXxk) «Yy~Vv (F,Xk) a Ck(®,
siis saame funktsiooni Tk(t) méaravad tingimused kirjutada
kujul

Tk +~kTk * Ck(®)* Tk(@) " Ak» Tk(@©) “V~kV



See on konstantsete kordajatega hariliku diferentsiaalvor-
randl algtinglmustega Ulesanne, mille lahendamine ei valmis-
ta erilisi raskusi. Selle ulesande lahendldcs on

Tk() m Ak oosV~™ t + Bk einY t+
+ jck(*) sin”™ (t -r)ar ,

milles vOib veenduda rahetu kontrollimise teel. Arendades
viimase avaldise ritta (22),saame ulesande (1), (6), (@7)
formaalse lahendi

u(x,t) - Z. [A cos™A™. t + sin/Tk t +

+ A Ck(™ ) singAKCE -V )AMTKE).

Paneme tahele, et homogeense vorrandi korral F(x,t) » 0 ja
seega ka Ck(®) a o ning viimane rida Uhtib reaga (20).

5. Paraboolset tulpi vorrandi lahendAmina. Fourier”
meetod on edukalt kasutatav ka paraboolset tilpi virrandi
segaulesande lahendamisel. Vaatleme nditeks segatllesannet

m - Lu + F(X, 1), GO E S,
u(x,0) » un®), x6 " ,
OoCu + A | E ' Os
kusjuures tahistused ja eeldused on samad, mis artiklis 3.
Olgu rajatlesande (19) omavaartused /1 Kk positiivsed Ja
moodustagu vaetavad omafunktsioonid Xk ruumis a2 (JT) orto-

normeeritnd sisteemi. Otsime jallegi Ulesande formaalset
lahendit kujul (22). Asetades selle rea algtingimusse:
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(o)
u(x,0) l)[()Zl T&(O)Iv}g(x) m 1uCx)

Ja diferenteiaalvSrrandisse:

o
3H-+ +AKTKXK - F(X,1),

saaae funktsiooni Tk(t) jaoks tingimised

Tk + "kTk * V * 5» Tk(@) m V
kus

Ak - (uo,lk), Ck® - (P,™).
Lahendades selle esisest jarku diferentsiaalvorrandi algtin-
jjHueega Ulesande leiame
au t t -X(t-"C)
TkK(®) - A% ~ +Jck(0e * ac*
Seega raadeldara segaules&nde formaalseks lahendiks tn
r -fit \ A (®EP© !
UCx.t) »Z*Uv® * + \e N ar XNx) .-
k-1 mc o\ J
Ulesanne 3. Olgu uQ€ C[b,I] * u~eo”™"0»l) 3auo ™ "
A uQ() » 0. Toestada, et siis funktsioon

u(x,t) - E1 Ake-(k3ta/1)2t .In ,
*,0 A% ( ) «

kus n
Ak e TS uo® 8In dx*
kuulub klassi C(S)fl CZO(G) ning on Utlesande
ut * a2 uX») * V. xX)»
u@,® -ul,v) «0
klassikaliseks lahendiks.



6. Soojuse rlat\T’\n’\im"n- -« "indls. -
tare reel ">x naite Fourier®™ meetodi rakendamlae kohta-
n olgu -B ristkuliki

SI »{(X,y):0 <x<1,0<y<m}

rajaga I' . Vaatleme segatlee-

ande
A
"4-*2 Ui iHuyy)-
u(x,y,0)-uo(x,y), (X,y)ed2 ,
Joonia 3. u ,0, E-I'x[o0,B®
IZj [ )

lahendamist. Margime, et selle uUlesande lahend u kirjeldab
soojuse levimist homogeenses ristkulikukujulises plaadis.

Vaadeldava uUlesande lahendamisel voiksime kasutada eel-
mises artiklis tuletatud valemit. Tuletame siiski vajaliku
valemi selle erijuhu jaoks uuesti, kasutades paragrahvi al-
gul esitatud metoodikat. Peamised raskused on seotud oma-
vaartuste ja amafunktsioonide leidmisega.

Otsime vorrandi erilahendit kujul

um vQx,yTCD).

Asetades selle korrutise vOrrandisse ja jagades avaldisega
a2vT, saame

35-——- 11--11, @
kus 1 on konstant. Kui lisame veel rajatingimusest tuleneva

ndude v| - 0, eile ndeme, et X ja v tuleb leida omavair-
tusiilesande



lahendamise teel. Ristkulikukujulise piirkonna korral on
moodustatud omaraartustlesande lahendand.«el omakorda edukalt
kaautatar Fourier®™ meetod.

Otsime uUlesande (24) omafunktsioonl kujul

r¢x,y) » 1QQY(Y).-
Asetame selle korrutis« vorrandisse:
I"Y + IY" + /L1IY - 0

ja eraldame muutujad:

I‘-‘ (1]
rVI A r\f Y i

Seejuures p. peab olema konstant. Viimasest seosest ja ules-
ande (24) rajatinglmusest saame kaks omavaartusiulesannet

X'"+ydX-0, 10)-1Q)-o0,

Y*+Vvy .0, YO -Y@m =0,
kus T?a X,-yn. Valemite 8)pbhjal saame raija kirjutada nen-
de Ulesannete omaraartused ja omafunktsioonld

/tk - (t) 27 Xk " sin W r*
* 2
Vi * (™4 < Yj * siB *m™» d“1*2x» e

Et X wjA+T) , siis Ulesande (24) omaraartusteks ja omafunkt-
sioonldeks on
Tag. ein eini&l, k.J.1.2__..
Saab naidata, et nii leitud omafunktsioonld moodustarad ruu-
mis of 2("™) taieliku slsteemi.
Seosest (23) saame T(t) jaoks vorrandi
™ + azr - o,
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mllle lahendaeclee teel leiame
-N.Kk «2t

Vaadeldava eegalleaande lahendit otsime I06pmata rea

kujul

. £ iu A d>kSS.I1>d&Z.
k.J-1 3 1 e

Saadud rea summa rahuldab rajatinglist. Kui on Oigustatud
rea liikmeti diferentseerimine Uks kord t ning kaka korda x
ja 7 jargi, siis rahuldab rea summa ka vOrrandit. Hgtingl-

aneest saame tin%iomuse

u(x,y,0) - ZU  AKkj sin ain > uQ(Xx,y)-
k*jal
Kordajate leidmiseks korrutame viimase vOrduse 18bi
avaldisega sin **Xx sin ning integreerime Ule ristki-
liku £2. :
Il , 1y J«in &2 eiB dx ? ein »In d, .
0 0
im
-J Juo(x,y) sin ein dydx.
0o

Vordnete (12) pdhjal eaeme siit
*kj * A\ 1 uo(x»> 8in ein ISgL dydx.
00

Iii oleme leidnud vaadeldava Ulesande formaalse lahen-
di. Teatavatel lisaeeldustel funktsiooni uQ(x,y) kohta oeu
tub see ka klassikaliseks lahendiks.
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1 Besseli funktsioonide mOiste. Fourier” meetodi
praktilisel rakendamisel on vaja teada elliptilist tulpi
vorrandite rajalleaannete omafunktsioone. Ainult lihtsamatel
Juhtudel avalduvad need matemaatilises anallisis kasitletud
funktsioonide kaudu, sageli kujutavad aga uusi transtsendent-
seid fuhktsioone. Rakendustes on olulise tahtausega nn. Bes-
seli funktsioonid, mille kaudu avalduvad naiteks Laplace"l
operaatori omafunktsioonid ringikujulise piirkonna korral.

Besseli funktsioonid kuuluvad silindriliete funktsiooni-
de hulka. SilindrilistekB funktsioonideks nimetatakse nn.
Besseli vorrandi

xeu' +xut + (R - 2u» 0 €D)

mittetriviaalseid lahendeid.
Vaatleme astmerea kujul antud funktsiooni

@)

kus - co< % <+ 00 . Kasutades gammafunktsiooni omadusi
Fr«)-rr@®, r@)y»1, r(«K -co, K0 ,l,... (vt
nait. fI])» saab d"Alembert™i tunnuse abil naidata, et aatme-
rida fv(2) koondub abeoluutselt iga kompleksarvu z korral
(naidata aedal!) ning kujutab seega taisfunktsiooni. Jarelikult
funktsioon Jv(X) on taisarvulise v korral Uhene ja mitte-

taisarvulise v korral mitmene analtidtiline funktsioon.



Eraldame valja selle haru, mille korral > 0, kui 'f>°*
N11 saadud dUhest funktsiooni JM(X) nimetatakse v -jarku

Bessell funktsiooniks.
Kontrollime, et Jv(X) rahuldab Bessell vOrrandit. Toe-

poolest, moodustades ridadest
J'(x) f2, ) 1/1\2k+v-1
fer<i»*»i)r(M>*W
INO) CEDFRKAV) Ck-i) 1
’ bi Ik+W) r<k+l) i5™

kombinatsiooni

x2J-(xX) + xJ)'/(x) - 2 \} ())((), - Rz r((]Kr)rIg\l)r(Kﬂ_)fg}Zsz

- - X2V* G-r /x\23+v 2
ho r({d+v+D r(™+1)(?) a“xV X

naeme, et v (X) on virrandi (1) lahendiks.

PreaHtTn 1. Naideta, et

Ji/2 al° X»  J-1/2() *y ~i coe x*
Seega Bessell funktsioone vdib vaadelda kui trigonomeetrilis-
te funktsioonide uldistusi.

Uleeanne_2. Naidata, et taisarvu < korral
JV) - (1?7 v .-

Ulesanne 3.Naidata, et Bessell funktsioonid on omavahel
seotud valemitega >



300 - V-1 -1 ), JJEY - - IHIE) + 1V x)7

WY >M -*-w*>. (-1)-~"
m»0,l ,eee _

6lesanne 4. Naidata, et Besseli funktsioonid rahulda-

vad rekurrenteet seost
W 0 “¥ FO) +NV-10) " °*

2. Besseli funktsioonide ortogonaalauae oaadus.Bessell
funktsioonide rakendamisel Fourier®™ meetodi korral on oluli-
ne jargmine ortogonaalauae omadus.

Teoreem 1. Kui ja fx2 on Besseli funktsiooni JNX)

nullkéhad, siis v > -1 korral

I X (jx*x) M)A - 0, kui M1, ®

Toestus. Eelmises artiklis naitasime, et Jv(X) rahuldab
vorrandit (1), s-t.
X2 ) +FHXIN) + R -v2)V(X) = 0.

Asendades selles samasuses argumendi X korrutisega yxx Ja

kasutades seoseid

d Jv(yux) d2Jv (/xxX) 2
- - - N
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2 ol A /\
x2 c_i__;v(if‘ X + X dJVS 0 + 2x2 " p\%\Jva(/’\xj -
X
ehk
n f drdi~=a + (> 2x - -0 o

Votame viimases vordusea /n* /X1:

sfldi™ )] +(Mi* - r YV(AH> me- ©
Korrutades vorduse (6) suurusega Jv(/t~X), rorduse (6) auu-
rusega ty/u,x), lahutades tulemused ning Integreerides I0igus

[0.1], saame
M2 -/U2) | * v (/xx)Iv GUX)X -
-

rour dI*CIA-X) dJJux),
.O$Sf1 _S ______ 1 _5u J411

- X VU J; (UI™X) - x Y/ N 2 n~rx)]
o}
Et avaldisest (2)

V /A - Tiki) pri*+0(* 2
N JA»_rb>> (\N +ou**2)'
siis

INX N(LixJJ/IAx) - /X Iv (N DOJA(yuex)

O(x2*+2) -*-0, kui x *m 0+ ja V >-1.

Seega
1

5 X (N ixJv(/™X)dx - -

—SeN<IPL)IHA )] - @
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Olga Jv(lw) > O ja lahenegu flL 1tmrMilt Sils
1"Hospitall reegli pohjal

J X[, (/%] 2d* . *>] =

0
sillega olemegi tdeetasud raiead (4). Kai aga raieale (7)
votame fu KO BNMTaB 4 fb\ Ja J.2) = [ [

siis jOuame teoreemi vaiteni (3), aillega teoreem ongi tdes-
tatud.

3. Bessell funktsioonide nullkohad. TOestame, et Bee-
eeli funktsioonide nullkohtadel on Jargmised caadused.

Teoreea 2. Kui V >- 1» siis funktsiooni Jv () nullko-
had on kdik reaalsed, paiknerad simmeetriliselt nullpunkti
suhtes Ja ei saa oaada I6plikku kuhjuaispunktl, seejuures
nullist erinevad nullkohad on Uhekordsed.

TOestus. ToOestame kdigepealt vorrandi Jv(X) » 0 lahendi-
te reaalsuse. Oletame vastupidiselt vaitele, et sellel vor-
randil on kompleksne lahend yu.. Siis oleks selle vbrrandi
lahendiks ka kaaskompleks p ., sest J&(O) » n) » o. Kol
yd\/.2 *jU,O , SIiIS vgttes - fx "J* /A2 m~ saame raleal 3
péhjal vastuolu

0 - le JrybCxJIMyixJIdx - 5x|jv Quix)| 2dx > Q.

(o] 0
Jarelikult peab oleaa /n,2 »7f'|2 , ais on rgiaalik ainult siis,

kui fiL on kas reaalne rdi pohtimegi, naarne ¢ laltame, et ka
viimane vdimalus viib vastuoluni. Olgu fx * ia, kus a on nul-

list erinev reaalarv. Siis valemi (2) pdhjal
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y BO 2K
W (e) - A 0 p (ktv+)IM(k+1) @) =*°

seat [ (k1) (k1) > 0, kui k> 0 Ja V> - 1. Jarelikult
kdik Besseli funktsiooni J*(X) nullkohad peered olema
V >- 1 korral reaalsed.

Bt raieni () pthjal Jy(X) - xy1IN(x2), kue fy () on
tiisfunkteioon, siis funktsiooni JM(X) nullist erinerad
nullkohad peered olene ka taiefuakteiooni fy(x2) nullkohta-
deks , ailleet Jareldubki, et aad paiknerad suaaeetrilieelt
nullpunkti suhtes ning et neil ei sea olla I6plikku kuhja-
aispunkti .

Baitame I6puks, et Jy (X)) nullist erinerad nullkohad on
Uhekordsed. Toepoolest, kui oletada, et eellel funktsioonil
on yaheaalt kahekordne nullkoht* AJ # 0, aille korrad
Y (/-0 - (=) - 0, siis riiaased tingimused kui algtingi-
ansed maaraksid diferentsiaalvorrandi (1) kaks erineret la-
hendit um 0 ja u * Jy(X). See on aga vastuolus teoree-
miga diferenteiaalrorrandi lahendi aineueeet (rt. nait. £2],
Ik. 259). Teoreem on tdeetatud.

Besseli funktsioonide jaoks kehtib esumptootiline re-
lea (rt. nait. [16], lk. 664)

N’ COB(X “ T*v" T 5 +0 (X"'3/2). kui x —» 00,
ailleet Jareldub, et funktsiooni Jv () nullkohad

See arutelu pole labiviidav /4,» 0 korral, sest siis”

on rorrandle () kbrgeimat Jarku tuletiee u" kordaja vordne
nulliga.



fiu IgV)« g_i;‘c' + g—* + K.
Beaaeli funktsioonide graafikaid ja nullkohtade tabeleid
Toib leida nditeks teatmikust [17J.

4. I1"Blaee™i operaatori omaTMr~fcegyane ringjknjull-
ae olirkexma korral. Vaatleme omaTaartuauleeannet

-Au« Xu, &Y« U , uL -0, ®)
r
kna [Ja - + Uyy on kahem&dtmeline Lailaoe'l operaator.

Sr « -[(X.ybx2 + y2 - r2} ringjoon raadinaega r ja Up -
- {(x,Y)tx2 + y2 < r2} ringjoonega Sp piiratod ring.
Belmiae paragrahvi artiklis 6 leidaime Fourier®™ meetodi
abil Laplace®™i operaatori omaraartoaed ja omafunktaiaonid
Juhul, kai piirkonnaka S2 on ristkilik. Ka raadeldara oma-
réaartuaulaaanda lahendamisel saab rakendada Fourier® mee-
todit, kai riatkoordinaatidelt (X,y) tle minna polaarkeerdit
naatidele (9 ,(f ). Tehea Laplaoca®i operaatori araldiaea ar-
gumentide teilaenduae
X -Qooacp, y-©0ein@ ,
saamne (labi tehal!) Laplaee”i
operaatori araldiae polaar-

koordinaatidea
Wn w + .
Joonia 4. omandab ulaaanne () kuju



8MjnrM ringile Ur u N'b (Q/p)-taaandil riatkalik

o~ Q<r, P<,,** (rt* ieeB* 4)* keek»OAlrtle
p«ab lahendi a viartea oima I6plik koaatant, s.t. -
ocaaat, Woudeat, at a(Q,<p) peab @ suhte* olema perioodiline

perioodiga 2A, aaame nn. perioodiliauae rajatingiaaaed
u@-0) - »(Q,2fc), a<”,0) - »(*,250.

Otalao alesaade (9) aittetriviaalset lahendit korratiae
kajal
u@.<p) - H(®p«p).
Asetades selle korratiae vOrrandisse (9), saaae tinglaose

N (M"KMB® +¢p HO™ & XHp »O
«Ll peale teisendaaiat

"M +X32R x
R Jro

kua ju. on konstant. Kui peame reel silmas Ulesande rajatin-
gimasifT siis naeme, et funktsioonid R(£) ja ¢ (cP) peavad
rahuldama tingimusi

9("R™*)"+ (*Q2 -AMDH - 0, [|ROI< 0’ , R()» 0, (A0
®4acd .0, @(0)-d(2/MD), ¢"(0) - ¢ *(20). an
Saadad Ulesanded kujutavad endast harilike diferentsiaal-

vOrrandite omavaartusiulesandeid.

Ulesande (11) omavéirtused ja omafunktsioonld saame
leida samuti nagu leidsime eelmise paragrahvi artiklis 1 sa
ma vorrandi omavéartused ja omafunktsioonld teistel rajatin-
gimustel (lahendada omavaartusiulesanne (11)V). Tulemuseks

saaae, et “1qg ¢« 0 on Ulesande (11) Uhekordseks omavaartuseks
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ning temale raetab omafunktsloon 0 » 1» /K * K2
&>1,2,...) on aga eelle Ulesande kahekordseks omavaartaaeka
ning TaataTataka lineaarselt aSltultiiteka oiaftotliiMwl -

deka on
bkl e=eoa K@# Ok “eink e

Margime, at viimast omafunktaioonide paari eaitatakaa sageli
ka kaapi*kase oaafunktsioonina

oK * m 0os K + i ain K (F.

Vaatlema nuud tlesannet (10). See vOrrand /x- yu,k m k2

korral

Q2r'' + QR + (\q2 - k2)H-0
on lahedane Beaeeli vOrrandile. Asendusega Q - | .
R )mJ * J(f ) saame Besseli vorrandi

2" + 13+ (12 -Kk2)I» 0.
Selle lahendiks on Besseli funktsioon
J=Jk(U (k0,1,...).
limselt jo(O)] < oo - Parameetri x leiame nii, et oleks
rahuldatud ka teine rajatingimustest (10). Olgu
(J*1,2,...) vorrandi J*C/n.) = o0 positiivsed lahendid. Siis

R(r) - JK(FT) - 0,

kui £Xr - millest
/3JLN \2
¢Gi- ) * XKk *
Seega /n* il ja X» korral on Ulesandel (10) olemas mit-

tetriviaalne lahend
R(9 ) * ckj 7. ckj ®0.
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Jarelikult Ulesande (8) enerrdartneteka ja oeafunktaleo-

nideke on

Xo1 * * noj - CoJ Jo (~e)l")»

*kj - (p—F* rra“ &ji kHkef ) ae k2’

* J«**1»2 _ ...

nkj2 " CkJ2 Jk jK) 4 -)eiB k
Haltans, et need eeafunkteioonld on ortogonaaleed eka-

laarkorrutlae
- r 2ft
G, t)m J urdxdy - j j Qurdcfd”
U 06

r
Yilaaee rorduee tuletaaieel kaeutaeime teieenduae

7 e q einp jakobiaanl
eocacp  *-"simdf o

korral.

X g ooe @ ,

X9 X* 3
v9 einp ~ coe
feutuja rahetuee ™ = r Q* ja teoreemi 1 abil aaase
r 23t

4 r V> - °ojcojej r Ko ef
1
mrn'Y er J?Jo(j<o 9')Je(lujio?
0, kui j» o j,

}[">le)f.n j..t.

Seeg« funktsioonid »0j moodustavad ortonoumeritud funktei-
oonide eleteeml, kui

C. .
0¢]



A aaloogiliaelt Bawe muutuja vahetuse q = r ja teo-

raem! 1 abil

rekJ1 Hice<j*1> "
r 25t

* Ckj1CkJ"1j *4>Jk , (u] r~reoe KobdiR? «
1 2su
" rackjlck Jtlj?, Kk MAJKV ) Ik EA dNj 008 *<poos kvd<fb

0, kul k» * k VOI J* # J,
eyl rPiHk)n ,m K. Kj»r m)e

Samuti saab a&ldata, et
fekJ1AUuk*g»2 N * 0

ja
7ukJ2 ,uk*J"2> " kI tik*I»1 >
Seega Ulesande (8) ortonormeeritud omafunktsioonideka
on
™ £
u°J " Yfcr|j;:;Gude>] J° ™3 r ~*

(12)
"«'m 17.,~1bl)l kCalk> N  eosKifm

ut 2° YiTr|J @Wk>)|", k™ ke~  BLakN® k,1"1,z—

Saab tOestada (vt. nait. [4]), st need omafunktsioonid moo-
dustavad ruumis <"27r> taieliku sisteemi, s.t. et iga

FECSE2(Ur) avaldub Fourier” rea summana

00 )
f -52(F,»0§)«0j + “ el f (PukIJUKIL + (F,Ukj2)kI2] *
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5. RInglkalnllse aea*- '* ~Onkxmlne. Ringikujulise

aalkaraaai vonknaist kirjeldab uUlesande

4t » a2(axit+V
u L, + j*), uj”N N = UMV X2+ y>,
lahend, Olkjs'rhu!'_—_l_sb * rtg )Kdg)T gsAy ] uTJ res’ ivLHts'age/I:s Aeg Ilt\tigs/; o
ae, et algtingimustee funktsioonid uQ ja u™ sdltuvad ainult
raadiusest 9 =Y x2+ y™ ning ei sdltu nurgast <f . Osutub,
et sellisel juhul ka lahend u ei sdltu nurgast ¢ .

Ulesande lahendamisel Fourier® meetodiga saame kasuta-
da eelaise paragrahvi artiklis 3 esitatud akeer r. Et vaadel-
daval juhul

Lue—ap,El,Mﬂ - az(u’\ + uyy™
siis tuleb kdigepealt lahendada omavadrtusiulesanne
,Clx+§yi » 0, i|Sr - O
Eelmise artikli tulemusi arvestades on viimase ulesande os*
vaartusteks
(k)J2 )
X *( » KO,1,...5§%1,2,...,
kus SI’} on vorrandi Jk(fx) ¢ O positiivsed lahendid. Vee-
tavad omafunktsioonid avalduvad kujul (12).

Bt vaadeldaval juhul uQ ja ul ei sdltu nurgast , ele
ilmselt vdrduvad nende skalaarkorrutised omafunktsioonldega
ukjl ukJ2 nu™-8a* Seega eelmise paragrahvi valemi ()
pbhjal avaldtgct)) vaadeldava llesande formaalne lahend kujul

Ut Cosll, 1 + Bj einlfx* ©Xj( Q)
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-11# ) e V« > 5, - N 9

ragq,

lim w0l D DI -

faewe, et tdepoolest ul3saude lahend sdltub ainult suutuja
test N ja i niqg el sBIw ndrgast b .

Olesaane 5. Valdata, et soojuse leviedet ringiknjuli-
aee plaadis kirjeldava tlesande

2
ut- a (uxx+ tlyy)»u lt-o “V x»y)*ttk " °* 2~ "V f 0-0"

formaalne lahend avaldub kujul

u(x’y,t) - A» Y f A I’~) QII@
kus n ,
® r 2A
Nkl -C~ =) . - J N uo(I'E)kAE JK) —illof4
0o

Oleeanne 6. Naidata, et kolneadotaeline Laplaoe'l ope-
raator
on - *>x +V +uzz
avaldub sfaarkoordinaatldes
XAa4Qsiny o00s0 , y*@sin® sin© , r mQ coscf

kujul

4



} n * — - _ +
At W1 A (02 387 gaimn bk feincf :_E;)

1 ar.
* Q2 »i»ztp de* ’

g- laldata, et uleaande

W +b«+U>0"7" ttbh r2m?°
maraartustoks Ja ainult raadiusest q yXx + j +s soltu-

rateks oaafuaktaioonideks on*”
ein . k-1,2,...

N 4 W T. Kaidata, et soojuse lerimist kerakujulise*
kehas kirjeldara ulesande
4 (m ¢V * a«)>
ult-omV? b u@r2m e-y *2A »
formaalseks lahendiks on
u-?(_l—!L I&e k %—sm r
kas

Lisaks nendele otataartustele on kolmemd&tmelisel
Laplaceli operaatoril reel onaTaartusi, millele vastarad ca-
fonktsioonid sbltuvad nurkadest (b ja © (rt. nait. [4p Lk
395).

42



814. Paraboolset tuupi

vdrrandi segaulesanne

I* faasande. klassikaline seade. Asume vaatlema para-
boolset tuupi vorrandi segaulesannet

- - La + ?2(x#b), (x,t) 6 et @
u(x,0) - afa(x)# xe£2Ff (&)
‘ *x (&0, ®)

. In * 1
bu.-2zz alj 32 - ZZb+gr& + 4
PR dxidxj 1.1 kTl @

ning £2 on n-mdotmelise ruumi tokestatud lahtine piirkond
tikati sileda rajaga ' ja O'wy *(0,+00)# £-T x (0,7=K)
(vt. joonis 2). Jargnevas kasutame veel tahlstosi
Sj-Axto.l1], 5T -£*[0,Tj, Hj-T X [0,*], *>0©
16pliku silindri ja selle Iralgpinna jaoks.
Selles paragrahvis eeldame, et diferentsiaalavaldlse
@ kordajad u “*,v), bi(xyyt) ja e(x(®) on madratud ja to-
kestatud Kkinnises silindris iga T > 0 korral ning et
aij a adi n
i1 y+7) * © (5>
iga X,©) £ G ja iga reaalse y - (Yu..-«»¥Yn) korral. Panama
tahele, et ruutvormi positiivsuse ndue (65) on veidi ndrgem
diferentsiaalavaldiee () elliptilisuse nfudest. Diferent-

siaalavaldise (@) oluliseks erljuhuks on Lu » - Au, mille
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saame, koi alt - 1 ning uUlejdanud kordajad a™ - bt - ¢ * °*

Tapsustame vaadeldava Ulesande klaeelkaliee lahendi
miiete.

tulesande (1) - @) klassikaliseks lahendiks nimetatak-
se n+l muutuja funkteioconi ~u € C(G) fl C2* (G), mis silind-
ri* G rahuldab vorrandit (1), selle pohjal algtinginmat (2)
ja kulgpinnal rajatingisHivt (A«

Kui ulesandel (@) - (3) eksisteerib klassikaline la-

hend, siis

nre C(W), ycC(™)

ning on rahuldatud alg- ja rajatingimnse kooskdla tingimas
u0 Jp (X,0). leed on tarvilikud, kuid Uldiselt mitte
veel piisavad tingimused klassikalise lahendi olemasolukB.

Jargnevas pulame selgitada seatud Ulesande korrektsust,
s.t. lahendi olemasolu, ainsust ja pidevat solturust lahte-
andmeteet. Kdige komplitseeritum nendest probleemidest on
esimene, kahe viimase lahendamine 5nneatub suhteliselt liht-
salt nn. maksimumprintsiibi abil.

2. Maksimumprintslip. TOestame jargmise tulemase, mid
kallaltki laialdaselt kasutatakse paraboolset tulpi vorrandi-
tega seotud Ulesannete uurimisel.

Sitmboliga C2»1 (G) téhistame pidevate funktsioonide
u(x,t) hulka, millel piirkonnas G on olemas koik esimest Ja
teist jarku pidevad osatuletised vektori x koordinaatide
jargi Ja pidev osatuletis muutuja t jargi.
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Teoreem 1 (maksimamprintsiip). Eksisteerigu uUlesandel
@) - ) klassikaline lahend u(z(® ning kehtigu silindri#
4T (T > 0) vorratused F(x,£) < 0 ja c(x,t) > 0. Siis sel-
le lahendi jaoks kehtib hinnang
max u(x,t) < [0, aaxu0 (), max ™ X,O]* ®
X, e GT xe £2 x.en
Toestus. Teoreem val-
dab, et kui Ulesande (1) -
- ) klassikalisel lahen-
dil on positiivseid vaartu-
si , siis tehtud eeldustel
ta saavutab oma positiivse
maksimumi kas silindri Gj
pohjal voi kulgpinnal, s.t.
hulgal GT \ GT.
Toestamiseks kasutame vastuvaitelist meetodit. Oleta-
me, et vOrratus (6) ei kehti. Siis peab leiduma selline
punkt (" ,t") e Qp, mille korral

u(x®,tM > M » 0.
Naitame, et sellise punkti olemasolu viib vastuollu teoree-

mi eeldustega.
Tahistame £ » u(x",t") - M > 0 Ja moodustame abifunkt-

siooni
v-u+k '_I');_t
limselt
u(ts4a u+ 2101 G QT-
Seega
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v(xX#) < * ¢ 8
(xN)€0Tuya,

alng
r(x",V) > u(x",t*) m M + £.

Et ve C(GT)N C2,1(GT)F elle peab v(x,t) saavutama maksi-
/1 -teatavas punktis (X',t">e G*. kusjuures

vOx\t') - max VX, > V(X" ,tT) /M e £>E.

(X, t)€ ST

Naitame, et punktis (X',t'") saame vastuolu. Et

", € GT, siis selles punktis

3v A
O

Seejuures viimane vorratus jareldub ruutvormi positiivsusest

(5). Toepoolest, regulaarse lineaarteisenduse
n

* ﬂ*°‘14k"k » detlaiid * 0
abil saab siis diferentsiaalavaldise(@) punktis (X',t'") tei-
sendada kanoonilisele kujule

92"
i

Asenduse u . y - | 2-J-i ja seoste (7) abil saame punk-
tis i, t")

e x| +1» . -]» t +

mis on vastuolus eeldusega, et F(x,©) 4 0 , kui (X,©) € q
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Sellega on teoreem tdestatud.

ToOestatud tulemusest jareldub jargmine temaga samavair-
ne valde.

Jareldus (miinlmumprintslip). Sul F(x,©) > 0 Ja
c(x,©) > 0 silindris Oy, siis ulesande () - @) klassika-
lise lahendi jaoks kehtib Mmmwg

0D > 1 [0, 1l 4300- 0T -

Vaite pbhjendamiseks arvestame, et kui u on Ulesande
@) - () lahend, siis -u rahuldab seoseid

-~=al . - L(-u) - Fx, D).
-u(x,0) - —uo®, ulj » -yfx.t),
kusjuures -F(x,t) < 0. Rakendades selle ullesande korral

teoreemi 1 ja arvestades seost max [-FOQ] m - min (X)),

saamegi vaidetud hinnangu.

3. Lahendi aprioorne hinnang. Maksimnmprintsiibi abil
saab suhteliselt lihtsalt hinnata tlesande (1) - () lahen-
dit. Olgu u(xft) ulesande (D) - ) klassikaline lahend ja
olgu F c C(G). Fikseerime T > 0 ja tahistame normid

2] < max Jux,©] , =« IHKg,
*  CxFt)EST T

V. Wuo»d™  *ax|JuoQd( M MLyll-  * max |V, )1l.
X« £l T &bPe

Olgu esialgu c(xyt) > 0 silindris @\. Tahlst;ne
v B u - Mt
Siis silindris Q?
vt+ Lv-ut-M+ Lu-cvt-F-M- aMt 4,0.
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Alg- ja rmjatiagiauateat saaae
Y(X#0) - u(x,0) m uQ®) < *0, kui x gQ. ,

TIET“T*“ M4 *1*
Jarelikult maksinompretntsiibi pohjal

r(xt>4 o Mi)
ck
ux,t) « m« oV + N > £V
\Vottes
Yymu+ M

saame analoogiliselt
Tt+Lr=P+M+ cMt >0,
v(X,0) uQ® > - MQF
Tls> - Yy

ning miinimnmprintsiibl pdhjal
T(X,t) » min(-M0 ,-M1) » - max(Mo ,M1)

N 2]
u(x,t) > - max(Mo ,M1) - KT, kui (x,©) € Gj.
Nendest vOrratustest jareldub aprioorne hinnang
ux, 9! 4 maxM Ml + MT
. t)€GTI *.0 ( )
ehk
“»3, < «* «"Va, « IY»ZT) * I WV (]

Viimane hinnang on uldistatav ka juhule, kui tingimus

c(X,) > 0 pole tdidetud. Sellisel juhul kasutame muutuja
vahetust
u-Te kus A.* const > 0.
Asendades selle avaldise llesandesse (1) - (3, saame v leid-
miseks ulesande
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Tt - - Lr - XT + Xt F,

v(x,0) - uQ®), rle » a“*ty .
Moodustatud vorrandis on v kordajaks c +\. Tallaa A->0
nii, at
cx,®) + 1 >0, (X,)€CT

ehk

(X ltgg cx, ) > - X . €))

Siis, rakendades v hindamiseks hinnangut (8),saama
l/ﬂ-I—Jr « *xmwr <
Ne [Tax@wmoHN , |lET v 1 + *Je’  FII] ,

milleat jareldub

XT
BT < [“ (».0fi o 1Mz | * *»»%,] < <1°)

Sellega oleme toestanud jargsiae tulemase*

Teoreem 2. Kui P€ C(3j), siis ulesande (1) - ) klas-
sikalise lahendi u jaoks kehtib aprioorne hinnang (10), mil-
les A >0 on madratud tingimusega (9).

4. Lahendi ainsus ,la stabiilsus. Tuletatud aprioorse
hinnangu abil on lihtsalt tdestatav vaadeldava Ulesande la-
hendi ainsus ja stabiilsus.

Teoreem 3. Kui Ulesandel (1) - (3 on olemas klassika-
line lahend u ja F « C(3), siis artiklis 1 tehtud eeldustel
see lahend on ainus ja sOltub pidevalt algandmetest selles

mottes, et iga T> p puhul
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b-513i< . [«x(1140-"els «IN"51Si) + 1 1 3,1-

koss konstant X >0 on maaratud tingimusega (9) ning u on
ulesande
+  «l*. - *1E -y (1D
klassikaline lahend.
Toestus. Kui oletada, et Ulesandel (D) - (3 on kaka
lahendit n Ja u*f siis nende rahe u - u* rahuldab seda
Ulesannet F m 0, u0 * 0 Ja y* O korral, millest hinnangu

(10) abil saame
- u*IIW_I_ m 0 iga T> 0 korral.

Jarelikult u* - u, s.t. tlesandel (@) - 3 ei saa olla
kahte erinevat lahendit.

Kui u on Ulesande (1) - () ja u ulesande (11) lahend,
siis vahe u - u rahuldab tingimusi

U-wt»-LU-0) +F-F,

n- “Uo-w-“» u-“if -y-y-
millest hinnangu (10) abil saamegi teoi”emi sOnastuses vai-
detud stabiilsuse hinnangu.

5. Lahendi ollemasolust, Ulesande (1) - (3 klassikaliee
lahendi olemasolu kindlustandseks tuleb teha taiendavaid
eeldusi vorrandi (1) kordajate ja piirkonna R rajapinnal”
sileduse kohta. Jargnevas stnastame selle llesande lahendi
elemasoluteoreemi, eeldades vorrandi (1) kordajate ja vaba-
litkre kuulumist teatavatesse HOlderi ruumidesse Ja rajapin-
na ' kuulumist teatavasse Holderi Kklassi.
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Toome koigepealt sisse vajalikud mOisted. Vaatleme B
muutuja funktsiooai v(X) * v(xl,x,...,xn), mis oa madratmd
ja pidev kiBBises tdkestatud piirkoaaas WeH' , Piirkoaaaa
A m korda pidevalt difereatseeruvate funkteiooaide bulk
Ca(EX) moodustab Baaaobi ruumi, kui selles aorm defineerida
naiteks vorduse

W c- i J ID%'c
abil, kus at» (Oj,82,--- ), |<x|»al +ctg + ... +0",
Dv
A & .ad 3a IT(OI-
Vaatleme piirkonaas 0. pidevaid fuaktsiooae V , mis
selles piirkonaas rahuldavad Holder! tingimust*>

VGO - V)L < HIIx - v
astendajaga 0 < [b < 1. Koigi selliste funktsioonide hulk
C~(A) moodustab Baaaehi ruumi (vi. nait. [11], Ik. 56), kui
selles defiaeerida aorm

IMICB X IMI& + % ’S)L/Jg’[‘.j W - Vila

x#y
Saadud rutuni nimetatakse Holder! ruumiks. jHolderi ruum
OmA(A) defineeritakse kui piirkonnas A m korda pidevalt
diferentseeruvate funktsioonide hulk, mille kdik m jarku
osatuletised rahuldavad Holder! tingimust astendajaga

0 <yb <1 Kui ruumis C~™Aa ) defineerida norm
*
\

..M .
7 Siin ja jargnevas vektori norm



eile an rm mttb Besachl ruumiks. Ilmselt
g‘(M= o c~1(U>,

Toom des« rajtand sileduie nduded ka piirkonna
rajaplnna I' kohta. Eeldama, at aelle igas punktia aksietee-
rib Uheselt maaratud puutujatanand ja aeega ka ralisnoreaal
V. Sdasi eeldama, at leidub arr q > 0 nii, et lga punkti
X « [T umber kujundatud kara (raadiusega Q ) 8isemasee sagb
piana I' aaltada lokaalaatea rlatkoordinaatidee Uhese funkt-

siooni

abil, kus yB-telg on euunatud normaali V sihis ning Ulejéa-
nud taljed asurad puutujatasandis. Kui seejuures iga punkti
X £l korral cj«C* rbi bl e C*/* aeda punkti umbriteeras
karas raadiusega —j- ning rastarad normid on tokeststud punk-
tist x soltumatu konstandiga, siis koneldakse, et pind I
kuulub rastaralt klassi C* r6i C*/*, kus m >1 jaO
Pinda I€ C1+" nimetatakse ka blaTtwoY! pinnaks. llmselt
Cl1 9 ci1+*ac2. Pinda, mis koosneb Ioplikust arrust klassi
Cl kuuluratest pindadest, nimetatakse tikati siledaks.
SOnastame Ulesande (1) - (3) lahendi olemasoluteoreeni,
kasjuures lihtsuseks eeldame, et rorrandi kordajad a”, b4
ja e el sOltu muutujast t.

Teoreem 4. Beidame, et rorrandi (1) kordajad rahulda-
rad tingimuai e” - aj € Ci1+1(Q), b e ,

ecCM(™) (@O <fb <1) ja ihtlase elliptiliause nduet



n B

E  ullx>r~>_.rET? igaxeA korral,
1,J-1 13 13 -1 1

ks konstant a2 > 0. Kui T >0 korral P € CNGj), uQe CQL)
y €.cCEY), uQjrm Y (X,0) ning tdkestatud piirkonna /1
rajapind [ c cl+/, eiie Ulesandel () - @) on silindris
@ olemas klassikaline lahend.

Teoreemi tdestuse roib leida raamatust fol, ptk. 4
816, kus vastav tulemus on sfnastatud ja tdestatud juhm

Jaoks, kus kordajad a” , bA ja c rdivad sdltuda ka muutu-
jast t



85. Elliptilist tuupi

vorrandi omavaartusiulesanne

1. Sobolev! Matemaatilise fiusika lUlesannete
uurimisel kasutatakse nn. Soboleri ruune H (SI).

Olgu lahtine piirkond n-mdotmelises ruumis R1L De-
fineerime

Hk(E2) » {u: Ddue 0o2(A), oo <k], k-0,1,...,
s.t. ruumi Hk@E) elementideks on integreeruva ruuduga
funktsioonid, mille kolk tldistatud tuletised kuni jérguni

K on integreeruva ruuduga piirkonnas Q
Defineerime ruumis Hk(J1) skalaarkorrutise

(U,V)HVZ n_ @©wu, V),

K lotUk
kus -
,v) » | u@Grdx
on skalaarkorrutls ruumis Vastavaks normiks on

"UHK " VAu,u’Hk 3 (JO© EHB1R2) » las flull a§ (u,u).

Eli moodustatud Soboleyi ruum Hk(i2) osutub Hilberti
ruumiks. Toepoolest, selles defineeritud skalaarkorrutis ra-
huldab skalaarkorrutise omadusi (veenduda selles™). Naitarre,
et ruum Hk(R) on taielik. Olgu u® fundamentaal jada ruumis
H (£2), s.t. selline jada, mille korral (It - U 0,

kui m,p -*>» _ Siis IDQum - up)l] — O, kui m,p —-»00 ja
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ld4k, ning rutuni a32iSl) taielikkuse tottu

Funktsioon u” maarab regulaarse distributsiooni

* j «@@)PEYdx, kus cp€(D(A).
Kui Ujuiijz> u, siis iga y>eo0(£2) korral

I<VV> " <UPl * 1 - ©Ij>dxl4 1k - »1 ligH -0,

kui B ®»00 , s.t. u® & » u. Efferentaeerimisoperaatori pide-

Nt .Y GV
ruse tottu ruumis oU ka BN — » D:ﬁ. Bt B** —»wkui

|Cl4 k, siis B - w co™2(Q), kui 1044 k. Soega uM u€
€HK(E2), millega ruumi Hk&a) taielikkus on tdestatud.
Ruumi HK(.Q.) definitsioonist jareldub yahetuit, et

<r2(8) - H°(&) 3 HKE»)z> HON)

I« Hll kK4 1 .,
« ’ [T ”

kui O < kK <m.

Péhjalikult on uurinud ruumide Hk(.Q.) omadusi ning naida-
nud neade rakendusi matemaatilise fulsika vOrrandite teoo-
rias S.L.Sobolev tSos [15J- Oluline koht Sobolevi ruumide
teoorias on nn. sisalduvusteoreemidel, mis naitavad, millal
ruumi Hk(E2) kuuluvad funktsioonid on pidevad ja omavad pi-
devaid osatuletisi kuni teatud jarguni ning millal saab ko&-
nelda nende jalgedest pindadel. Esitame jargnevas kaks si-
salduvusteoreemi. Nende tdestamisel tuleb teha lisaeelduai
piirkonna £2. kohta.

Eeldame, et piirkond £2 on tdkestatud ja nn. koonuse
5



omadusega. a.t. et leidub kindla kdrguse Ja tipunurgag®
ringkoonua, mille tippu saab paigutada piirkonna & igaaee
rajapunkti nii, et koonuse alaemua aeub piirkonnaa A
Koormae omadusega on nditeks iga kumer piirkond. Tehtud eel-
dustel on Jargadeed ailaalduTusteoreemid tdestatud artiklis
[5]- S-.L.Soboleri t6ds [15] on need tdestatud mbnevorra
rangematel eeldustel piirkonna £2. kohta.

Teoreem 1. Kui ne Hk(A) ja k>~ +m, siis funktsi-
oon n (vajaduse korral muudetuna hulgal médduga null) kuu-
lub ruumi C<(.SI) ning leidub funktsioonist n mitteadltuv
konstant M nii, et

Uul™« *M ak

Kui kK >~ + m, siis ruumis HGjtL) tokestatud hulk on ruuais
Cm@ni) kompaktne.
SBnastatud teoreemist ndeme, et kui K> j, eile saab
kénelda funktsiooni n € H\Uil) vadrtustest kinnise piirkonna
punktides. Teise sisaldurusteoreeml sfnastame selle koh-
ta, millal saab kénelda funktsiooni u jaljest s-mootmelisal
kallalt siledal pinnal FSC 1,

Teoreem 2. Kui un € HkK@E.), loe Ck,I'pc £l ja -
B>n - 2Kk> 0, siis n on maddratud peaaegu kdikjal s-mdi0tse-
lisel pinnal P8 ning leidub konstant M nii, et

Utxr>- (b -T 4N

Jargneyaa kaautame aelle teoreemi erijuhtu, et funkt-

sioon n € H1(>) on mddratud peaaegu kdikjal piirkonna
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(n-1)-mdot*elisel rajapinnal e C1 voi eelle twkil.

tUlesanne 1. Olgu u(x) selline 16igus [o,I] pidev lhe
muutuja funktsioon, mille tuletis n*607~C0/A4) ning mis ra-
huldab tingimust u(0) - 0. ndidata, et siis

Hile- mox W@ fsfiils - Yf(iﬂﬂ’((x)lz dx)1/2 r

2. Anu»ati»iijg»d diferentsiaaloperaatorid. Diferentsi-
aalaraldis ja rajatinglmused méararad diferentsiaaloperaato-
ri. Selgitame, kuidas avaldub diferentsiaaloperaatori kaas-
operaator ning millal diferentslaaloperaator on summeetrili-
ne.
Votame kdigepealt vaatluse alla teist jarku ellipti-
list tulpi dlferentsiaalavaldise

Lu*- £3 aim y-—5-Tbhl gzr~ + cu
i™>1 jdxi3xj 1i-1 13Xt

tokestatud piirkonnas A  tikati sileda rajaga I . Diferent-
siaalavaldise Lu kaasdiferentsiaalavaldise leidmisel on ots*
tarbekohane Lu teisendada kujule

Um' Z *S 4N +QJ
kus d, * b, - . Eeldame, et Lu kordajad rahuldavad
tinginusi 2 2 &, 3 e cl(r), ¢ ), oe c(so).
Teisendame skalaarkorrutist
(u,v) = J Lusv dx

eeldades, et u,v € C2(£). A
Seejuures kasutame ositi integreerimise valemit



\]t dx-—\]/\ ng+JfgCM V\dT,

kae iTX" oa nurk plaaa I ralisnoreaali ja Xj-telje poaitiir-
00 euoaa rahel. See raies kehtib iga f,g € C1GID) korral.
mSrgiae, et ositi integreerimise ralem jéreldab oteeselt
Gauee-Oetrogradoki raleadst

n - j fcoo dr £ Pe CLED,
kai eellee rotta 7 -"fg.

Kaeutadee oeiti iategreeriaiae raiemit, teiecadaae
- F4 ., d«y -Juc

(&) ** N k=S 1d% ™"

-JZ l«n Ay » Boe '™ 4@ -

i J-lji J
~ )Z(di Ze7 Tdx + feerdx.
Uli n 4

Tablet

Ja kaeutaae reel kord ceiti iategreeriaiee raleait:

b, -5 -iiud (ic kjr(— CelT)Ar+

a
+£1 u3” («tdx- » JV T ae™l« ejeard).
Saadad eeose kirjutase kujul n n
<U,t) . (u.Lt). (T~ . n jar.
J A A
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~ £ Jdi*r ar

kos

b% *e5.1 © +£ 4 @D+

Difarentaiaalavaldlat L*a nlmetatakae La [>T LTT
araldleaka. Eol L*u m La, elle diferentsiaalavaldist La ni-
metatakse eneaakaaaaeks. Et a” - a”, alla La on oaocookaaa-
ne parajasti alle, kai

- XI d{ daxi "3 1 gx;‘(d{u) @

Viimane vOrdus aga kehtib iga u ¢ C2@#2.) korral parajasti
siia, kai d* » 0, 1-1,2,«..,n. Toepoolest, kai a » zy
alla vordus (1) omandab kaja

- di " sij xidi)-
Lahendame aelle rdrrandi:

3di , 4
* 4 4
* '%/ * Cnm C(X/\’ooo ’“o»m)_
*
Aactadea vOrdusee (1) viimase di avaldise jau- , saame

-y 2lim”™ Om°”
milleat C - 0 Ja d™ - O.

Seega vaadeldav dlferentaiaalavaldia on aaaocakaaaao pa-

rajasti siis, kui ta avaldub kujul*®
Lu - - 3N[(edd MEJ) + ()
Jargnevaa vaatlemegi ainult aelliaaid diferentalaalavaldiai.
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DiferentsiaalavalAiaa (2) kerral oaaadavad ulaltuletatud Seo-

aad kuju
(«.T) - \( ~ , * eTT)41 - IT . 6
w,v) - U.lv) - *

r
aida niaatatakaa vaetavalt 1 [Ja.ll Praeni valeaika.

Lisaks diferentsiaalavaldiacle on aatemaatilise fulsika
O6lesannete korral antud reel rajatingieosed, aida peab rahul-
dama funktsioon u, naiteks u j* >0. Vouame, et ka v rahul-
daks teatud rajatingimusi nii, at kui u rahuldab lihteraja-
tingimusi Ja v neid rajatingimusi, et siis pindintegraal Il
Greeni raleais vorduks nulliga. lii funktsioonile v seatud
rajatingimusi nimetatakse lahterajatingimuete kaasraiatingl-
austeks diferentsiaalavaldise L korral. Juhul, kui kaasraja-
tingimusteks sobivad lahterajatingimused, siis vastavaid ra-
Jatingimusi nimetatakse enesekaasseteks.

Teisest Creeni valemist (4) naeme, et enesckaasse difa-
rentsiaalavaldise (@) korral on enesekaasseteks rajatingiaaa—
teks

D esimest liiki ehk Dirichlet” rajatingimus u]p » O,
2) teist liiki ehk Neumann! rajatingimus. Jj*o,
3) kolmandat liiki rajatingimus 'ENA +au ip»o

kus ct() on rajal I pidev funktsioon.
Toepoolest, naiteks viimasel juhul, kui



+ n«]jp -0j. " ¢ at|r- o0,

sile

T™M. """ 727" am*N“TIr ' =
Diferentsiaalevaldise (2) oluliseks erijuhuks on dife-
rentsiaalavaldis

i £ Lfl, (p cu
mille saame VOttes aii * p ja a”™ m 0, kui 1 * j. Eeldama,
et p() > 0, kui i eAr.] Vaadeldaval juhul
m 's " Jun n ]
N maplT,~ C li > p*5 -
kus " on tuletis pinna valisnormaali suunas. Seaga taist
ja kolmandat liiki rajatingimoaed saab kirjutada vastavalt
kujul
3»r 01«37+ pulr” °-
Diferentaiaaloperaatori defineerima diferenteiaalaval-
dise ja rajatingimuete abil. Diferentaiaaloperaatori meara—
miapiirkonda M(L) loeme kuuluvaks killalt ailedad funktsi-
oonid, mis rahuldavad vaadeldava llesande rajatingimnei.
Vaiteks Dirichletl rgjatingimnse korral viime mdaramispiir-
konnaks votta
ML) m £u: u€ 021D, n|r - o}
Vastawuse korraldame aga diferentsiaalavaldise abil, seades
igale funktsioonile n e M(L) vastawusse funktsiooni Lu.
Seetdttu kasutame ka vastava diferentsiaaloperaatori tahis-
tamiseks sumbolit L. Teise Greeni valemi pbhjal rahuldab nii
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defineeritud diferentsiaaloperaator seo™t
,v) m (u,Lvyt kui u,v € MQL),

s.t. on ail aatrlline operaator. Enesekaasne diferentsiaal-
araldia koos enesekaassete rajatingtmatega mddravad slameet-
rlliae, kuld Uldiselt real mitte enaaakaaaaa diferentsiaal-
operaatorl. Enesekaasse dlferentelaaloperaatorinl voib jéuda
alles operaatori maaranispiirkonna laiendamise teel lisadas
sellele teatavasse Sobolevi ruumi kuuluvaid funktsioone, ais
on rajaileaannete Uldistatud lahenditeks.

Ka rajatllesande klassikalise lahendi kasitlemisel on
sageli otstarbekohane dlfarantalaaloperaatori mdarandepiir-
konda laiendada ndudes sellesse kuuluvatelt funktsioonidelt
vaiksemat siledust rajapinnal . Naiteks Creeni valemid
kehtivad ka siis, kui u,ve C1(4) fl C2(&). Sellal junal
saab neid valemeid pBhjendada jargmisel teel. Votame tikati
aileda rajaga piirkonna £27, mille sulund 2= ¢ A . siib
u,v g C2(”~ ning Greeni valemid kehtivad piirkonnas */.
Pilrprotsessl ~ abil saame pdhjendada 1 Greeni valeni
piirkonna Q jaoks, sest u,v € korral on valemi pa-
remal poolel olemas piirvaartus. Jarelikult eksisteerib ka
selle vorduse vasemal poolel eelnev Integraal kui paratu in-
tegraal. Teine Greeni valem jareldub lihtsalt esimesest. See-
ot diferentslaalavaldls (2) mddrab simmeetrilise diferent-
slaaloperaatori ka siis, kui selle maaramlspiirkonnaks luge-
da a

ML) mE£us ucCr(™M) N C2(™M)," + otu|p m o}

Dirlchlet” rajatinglmuse korral saame simmeetrilise diferent-



eieeleperaatorl ka siis, kui maar&alspiirkonnaks ydtta
ML) - {u: teeCSH n c2¢Q) N HI(A)T u)p » o}

3. Diferentslaaloperaatori omavaartused A~ na*fwnirfl-
oonld. Vaatleme operaatori L omavaartuelileeannet. Operaatori
L omavaartusteks nimetatakse parameetri X selliseid vaartu-
si, mille korral vorrandil

Lu mX u
on olemas mittetrlvlaaleeid lahendeid. Vastavaid mlttetrlvi-
aalseld lahendeid nimetatakse operaatori L omafunktsiooni-
geks

Omavaartuetileeannet on Uldiselt loonulik vaadelda kom-
plekssete suuruste vallas. Komplekssete véaartustega funktsi-
oonide korral defineeritakse ruumis skalaarkorrutis
avaldisega

V) »J u@vQ)dx,
kus v(X) on suuruse v(X) kaaskompleks. Selle skalaarkorrutise
omadused on Uldiselt samad, mis skalaarkorrutisel reaalses
ruumis ainult kommntatiivsus asendub omadusega
V) = (LW.
Ka kompleksses ruumis nimetatakse operaatorit summeetriliseks
siis, kui
w,v) * (u,Lv) iga u,v 6 M(L) korral.

Simmeetrilise operaatori omavadrtustel ja omafunktsioo-
nidel on rida huvitavaid omadusi.

Lenma 1. Summeetrilise operaatori omavaartused on reaal-

sed.
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Toestue. Olga Xk euaaeetrlllee operaatori b caaraartui
ja ak teaale raster ocaafunkteioon, a.t.

Luk » «K * °*

Korrutades aeda rorduet ekaiaareeit funktsiooniga u® , asaee

ailleet
(Luk,Wy) -
a 7-— e (5)
K <uk’uk>
Vllaaee vBrduse pares pool on aga reaalne, seet (UN\ud > 0
Ja

) » (@, I&k) » (Luk,uk).
Sellega on lemma tdestatud.

Reaalsete kordajatega diferentslaalaraldlae (2) korral
on La reaalne iga reaalse u korral. Sellisel juhul VBib ka
euaaeetrillee operaatori omafunktsioonld lageda reaaleeteks.
Toepooleet oiga omavadrtusele 4 k vastavaks oaafunktaioo-
niks uk » rk + Twk, kus rk jJa wk on reaalsed ja 1 laagi-
naaruhik. Sile

Lvk + ILWN * Akvk + 1 AKWK*

alllest naeme, et omavadrtusele Xk vaetavad ka reaaleed
ocoaafonktsioonid vk ja wke> Held tulemusi arvestades \VOib
reaalsete kordajatega siUaaeetrilise diferentaiaaloperaatori
ocaaradrtusileaande kasitlemisel piirduda ainult reaalaete
suurustega, mida jargnevas ka teeme.

Leaaa 2. SlUaaeetrilise operaatori erinevatele osavaar-
tuatele vaatavad oaafunktaloonid on ortogonaalaed.
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Toestus. Olgu Ak ja Aj summeetrilise operaatori L
erinevad omavaartused ning uk Ja Uj neile Tastavad omafunkt*
sioonid, s.t.

Lahutades esimesest vordusest teise, saame operaatori L sim-
meetrilisuse tottu

Et Ak * Aj, siis (Uk,Uj) a 0, mida oligi tarvis tdestada.

Kui omavadrtusele vastab mitu lineaarselt sOltumatut
esmafunktsiooni, siis saab neid ortogonaliseerida. Seega ala-
ti vBime lugeda, et summeetrilise operaatori omafunktsioonid
moodustavad ortonormeeritud slsteemi, s.t. rahuldavad tingi-
must

Kbik need tulemused on rakendatavad reaalsete kordaja-
tega diferentsiaalavaldise (2) abil mddratud simmeetrilise
diferentsiaalopera&tori L korral. Toepoolest, CGreeni valemite
pdhjal on selline diferentsiaaloperaator simmeetriline ka
kompleksses ruumis £ 2<A).

Selgitame veel, millal simmeetrilise diferentsiaalope-
raatori koik omavaartused on positiivsed.

Eeldame, et piirkonnas Q c(X) > 0 ning diferentsiaal~
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araldle (@) en Uhtlaselt elliptiline, s.t. et leidub kons-
tant a2> Ot et

> *2 iga reesl*e yi korral’

Hwg et rajatingiauses n(x) ~ 0 rajal M. Siis 1 CGreeni
raieni (3 pdhjal

(le,D)" n + eu2)ta ” 1 u "N5dr *

>«2Z1J("j) di-Ju”™ al » o ()

iga reaalse funktsiooni u e K(L) korral nii esiaest, teist
koi ka kolaandat Biiki rajatlngiause juhul. Toepoolest, esi-
asst ja teist liiki rajatingiause puhul pindintegraal rordub
nulliga, kolaandat liiki rajatlngiause korral aga

- Ju dT xJdu2 dT ~o.

r 1 r
Operaatorit L nimetatakse positiirseks. kui

(,u) > 0 iga u € ML) korral.
Seega tehtud eeldustel on diferentsiaaroperaator L positiiv-
ne. Valemi (6) pohjal siUaaeetrilise positiirse operaatori
kdik omaraartused on mittenegatiirsed.
Selgitame, millal XQ m O on operaatori L omaraartuseks.
Olgu uQ temale rastar normeeritud omafunktsioon. Siis seose

®) pohjal
A0 - (buO,w0) - 0.
Seostest (6) jareldub, et sellisel juhul
anc

- -0, 1-1,2,...n
N4
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ning seega Uq (x) = const. Dirichlet rajatingimuse korral
uoJp a O «illest uQ() * 0. Ka kolmandast rajatingimusest
saame, at D) - O, kui n ) ¢ 0. Selliatal Juhtudel

XQ m O ei ole operaatori L omavaartuseks. lettmamni rajatin-
gimuae korral aaama seostest (6)

Xo “ (Luo»uo) “J cuo 41 “ °”
mistdttu XQ a O saab olla operaatori L omavadrtuseks ainult
siis, kui c(X) = 0. Vahetult saab kontrollida, et Heumanni
rajatingimuse ja c(X) s. O korral on « O operaatori L
omavdartuseks ning talle vastab omafunktsioon uQ() =
> const * 0. KokkuvOttes vOib vaita, et m 0 on tehtud
eeldustel operaatori L omavaartuseks parajasti siis, kui
c(X) = 0 ning operaator on madratud Heumanni rajatingimuse
abil. Jérgnevas eeldame lihtsuseks, et - 0 ei ole ope-
raatori L omavadrtuseks, s.t. et ei ole tegemist mainitud
Juhuga.

Kerkib kisimus omavddrtuste olemasolust ja omafunktsi-
oonide susteemi taielikkusest. SOnastame selle kohta teoree-
mina 3 killaltki uldise tulenuse, mille tdestuse VvBib leida
toost [7]. See tulemus on kasutatav vagagi Uldise piirkonna
«Q korral. Eeldatakse vaid, et piirkond Q* on regulaarne,
s.t. et Laplace™i vOrrandi Diriohlet” Ulesandel

4u -0, xe”™, ulr »y
on iga Yy € C(I") korral olemas klassikaline lahend
u £ CGD N C2(A). Regulaarseks piirkonnaks on kahemdGtme-
lisel juhul iga sirgestuva kdveraga piiratud tdkestatud
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piirkond, kol»*-j» en*»*»060taclieel Juhul aga Ig» piirkond,
miile rajaplnda saab valjastpoolt puudutada kindla ringkoo-
m .« tipuga nii, et koonu* Jaab valjapoole piirkonfiast A
(vt. nait. [3], k. 324-325). liiteks iga ku«r lahtine
piirkond on regalaamo. vy

Teoreea 3. Eeldaao, et piirkond £ on regulaarne ning
valemiga (@) antud diferentsiaalavaldis Lu Uhtlaselt ellip-
tiliae lahtises piirkonnas .Q 2 £1 Ja

eij " AjJiG cl+/b"">* - cnein.) (O </i<1),
c® >0, kui xefi". Siis omaviartusilesandel

lue Xu, xeQ , a]J] =m0
oa olemas loenduy hulk positiivseid omavaartusi (5
>1,2,...), millel pole Ioplikku kuhjaalapunkti (siis ~ )
J* aillel* vastavad omafunktsioonid uk€ C(E2) N C2(Q)HN
N H1(Q) vdib lugeda reaalseteks Ja ortonormeerituteks.
Omafunktsioonid moodustavad ruumis <S6g(Q) taieliku sistee-
ai, s.t. iga funktsioon veo6g(”) on esitatav Pourier* rea
abil
00

y H V,UKUK ,

mis koondub ruumis Q.-

Markus 2< *hi , Siis VvOib teoreemi tingimostes
piirkonna Q" asendada piirkonnaga 13

Merkus 2. Teoreem 3 JaSb kehtima ka kolmandat Hiiki

rajatingimuse
24ty =)
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korral, kui T £C1+P ning n(xX) on rajapinnal I pidev ja
mittenegatilvne. Sellisel juhul omafunktsloonld uke C1(E2)H
0C2(Q)-

Ulesanne 2. Toestada, et koapleksses Hllbertl ruumis
positiivne operaator on simeetriline. <
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816. Huperbooleet tlUlUpi
vObrrandi segaulesanne

1. Ulesande klassikaline seade. Vaatleme hiperbooleet
tiipi vorrandi eegallleeannet

dt = - Llu+PXD, &OEG, O
ult-o' wa(x)” UL, "ULl)’" 1e5 - J)
£, -0Ja@* s = 0, &)
KOB
CuU

- £« (* &)

Plag on n-mdotmeliee ruumi tdkestatud lahtine piirkond
tikati sileda rajaga I' >

-MMurz (njar

on Uhisosata (n-O-mdot-
melised pinnad, kusjures

"5 voi P2 wiib ka th-

tida rajaga ' ), G=

» Q *(0,+00), £ 3y

Arrkx O,+o) 1,2
Ja gu on tuletis pim*

Joonis 6. ~-2 velisnormaali suu-
nes. Selles paragrahvis
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eeldame, et funktsioonid p, ¢ Ja ccei sOltu muutujast t wg~
rahuldavad tingimusi

pcCl(Z), ceCE3), p(X >0, c( >0, kui x£Q ,
e c(M2), ooX) > 0, kai z € F2.

Ulesande (1)-(3) klassikaliseks lahendiks nimetatakse
ml muutuja funktsiooni ue C@ N ¢ @), mis silindris G
rahuldab vBrrandit (1), selle pdhjal algtingimnsi @) ja
kulgpinnal rajatingimusi @Q)*
Kui sellel Ulesandel eksisteerib klassikaline lahend,
siis
Pe C(G), uO€ Cl(ffi), ute C(S)

3* awn

r,-o Efca“»er 7o

Aaiee kasitlema Ulesande korrektsusega seotud kisimusi.
Vaadeldava uUlesande korral pole rakendatav maksiaumprintsiip.
Seetdttu tuletare lahendi aprioorsed hinnangud m. energialn-
tegraali abil. Margime, et energiaintegraali kasutatakse ka
paraboolset tilpi vOrrandi segalillesande uurimisel, eriti ju-
hul, kui on tegemist teist vOi kolmandat liiki rajatingimuse-
B

Markus. Rakendustee eelneb segatilesandeid, milles vor-
randi (1) asemel on tldisem vBrrand

EQOuN » - Lu + P(x,0),

kus q (x) on antud positiivne funktsioon. Selles paragrahvis
esitatud tulemused on Uldistatavad ka selliste llesannete Ju-
hule (vt. nait. £4], 833).
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2. Bnerglalntegraal. Olgu u(x,t) ulesande (O)-Q3)
klassikaline lahend. Selle illesande energi**ntegraaliks ni-

Niaetue energiaintegraal tuleneb sellest, et flUsikalistes
interpretatsioonides see suurus vordub vonkuva siisteemi Ki-
neetilise ja potentsiaalse energia summaga.

Tuletame jargnevas avaldise "32 ® jaoks, mis erijunul,
kui F = 0 taandub seosele J°(t) * J°(0) ning fulsikalistes
interpretatsioonides valjendab vonkuva sisteemi koguenergia
Jééwst valisJoudude puudumisel.

Paneme tahele, et esimest ja teist liiki rajatingimuse
korral pindintegraal energiaintegraali avaldises puudub
(Ordub nulliga).

Teoreem 1. Kui u on Ulesande (1)-(3) klassikaline la-

hend ja P e C(G), siis kehtib seos
t
J2® - J20) + IN itx,p) — dxdr , t>0, ®

kus

Toestus. Valime konstandid T ja £ ning piirkonna Q
tikati sileda rajaga Mnii, et T>£ >0 ja Q" CQ . Mo
dustame eilindri @, -£*x(£,T]- Siis u e C2(0]) ning on 6i-
gustatud jargnevad teisendused.

Korrutame VOrduse (1) funktsiooniga  ja integreerime
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ule silindri GE

jjilt mat. jj(L8+ i«)]]dxdt.
£Q° £"
Teisendame viimase vorduseparemat poolt™kasutades I Greeni vale-

mit (3) eelmisest paragrahvist (vaadeldaval juhul » p

" dces \ dak * V1 [p .
£0* £Q" .
+ u] dxdt - j j p|||adr;»

-irCI)2IKC fjj A [p&2ir)2
+7uZldtdx-J j p || JUdr-

- -V 1L«
p32
“"JJ plIf lv drdt-
Et u € CNG), siis saame teostada piirprotsessi £ —>0,
n/—»Q , mille abil jéuame seoseni

o K%k W

1j £ 3TdBI* - + w « T 2.

-{1p |r 3?2475 «-
Rajatingimuse (3) abil teisendame viimast integraali:

"J pl’?l’?dct* I ] pﬂtudd B
*’?jZJ PAIf" dd%aZQp!tlElEod:*

Nii saame seose



ale peale T asendaulat suurusega t on ldentne teoreeal vai-
tega (D).

3. Lahendi aprioorsed hinnangud. Olgu n tlesande (D)-
-3 klassikaline lahend ja Y € C(G). Teoreeais 1 tdestatud
seose abil energiaintegraali kohta tuletaae aprioorsed hin-
nangud selle Ulesande lahendi jaoks. Kasutaae skalaarkorru-
tist ruuals a&2(in)
O,v) ® j ux,OHv(x,tdx

Ja vastavat noral Q

- #l /2
Hw - 7u,u) @ u2x,Hdx) 2.
Paneae tahale, et juhul, kui u ja T sOltuvad ka muutujast t,
slls skalaarkorrutis ja nora on selle auutuja funktsioonid.
Jargnevas loeme, et t 0.
Eaerglalntegraali avaldist arvestades
lill m\(?x) «*<27(0
ehk Q
Iitl < -
Diferentseerides vOrdust (4) saaae Cauohy-Bunjakovskl VOrra-
tuse abil
i) - j 1 1] K hyfu<ynuno,
aillest jareldub, et
,<O< 127 A1 »
Toepoolest, kui J(P) > O, siis voime eelmised VOrratused 1&-
bi jagada suurusega 2J(Y). Kui mingil 16igul J(©) = 0, siie
cellel 16igul ka J°(®) = 0 ning vorratus on ilmselt Oige.
4



Kai aga J(©) m O single isoleeritud, punktis, elle vBime eel-
le vorratuse pohjendaaleel kasutada vorratuse mblemate pol>»-
te pidewust.
Integreerime tuletatud VOrratust:
J Jdl « * 1 H,DIKAC
oiliest
t

J(O) 4 J©) +~ JUFIdC .
(0]

Olgu pC) > PO> 0, kui x 6 ™~ . Slie energialntegraall

eraldist arvestades saame hinnangud lahendi tuletiste Jaoks
t
I1fgFIK~ J(0) + j URIldT , ©)

i (0>e" j Wit = (o)
Lahendi u normi hlndamleeks diferenteeerime vorduet
uip '\] n2(x,t)dx
Ja kasutame Canohy-Bunjakoweki vonratiost:
2HUl 4 M - 2§ ull ix 4 ZKllggl-
Hinnangu (5) abil eaame n
+ ( ti»# 4T .
Integreerime viimast VOrratust Ja seejdrel Muudame integree-
rimise jarjekorda kahekordeee integraalis:
Gt - Lux,0] <i? JO)t + j J |IF, D] dxde -

- FRIO)t+ |JFCx, 1] dedr .
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Ril saame hinnangu n
Buii < luOH+ 1TJ(0)t+ | (t-tr)|P(x,r)lld* . (7)
o]

Hinnangud (B) - () on ilesande () - (3 lahendi Ja
selle tuletiste aprioorsed hinnangud, sest J(0) avaldub sel-
les Ulesandes antud funktsioonide kaudu. Sendest hinnangutest
jareldub ka hinnang normi

Seega Vorratusest (6) jareldub hinnang

max AC1Bu l 0+ WD) T max_ IH

oty 1D 4 G164 R + WD AT o 1HD - ®
ning Virratustest (6) ja (7) hinnang

max Eulln4 C2(+D(lu + Hu.H + T max_ EPID),

oy M e 2@yl R+ T s 1b. O
kus konstandid jJa Cg el sOltu ei suurusest T ega funktsi-
oonidest u0, ul ja P.

Selle teoreemi kasutamisel tuleb eeldada, et piir-
kond & on koonuse omadusega. Esimest ja teist liifd. raja-
tingimuse korral pindintegraal vordub nulliga ning nimetatud
teoreemi pole vaja rakendada.



Ulesanne 1. Toestada, et mistahes positiivsete arvude
a, b Ja £ korral kehtib virratus

ab < Ca2 + b2.
4t

Ulesanne 2. Tuletada Ulesande
n

~ cu + Go> € G*

U =uQ®), xe& , U m 0 ja +aul™* 0O

klassikalise Iahendl Jaoks aprloome hlnnang
o}

Hux, Oll 4 20uH  + 4t ’\IIP(x 1911 dt ,
0
kui t> 0 ning on rahuldatud artiklites 1 ja 3 tehtud eeldu-

sad. (Selleks kdigepealt korrutada virrand lahendiga u ning
seejarel integreerida dle silindri >Q x (0,t].)

4. Lahendi ainsus .Jastabiilsus. Tuletatud aprioorse-
test hinnangutest jareldub jargmine tulemus klassikalise la-
hendi ainsuse jet stabiilsuse kohta.

Teoreem 2. Kui Ulesandel (@) - (@) on olemas klassikali-
rne lahend u ja F € 0), siis artiklis 1 tehtud eeldustel
see lahend on ainus ja soltub pidevalt algandmetest selles
mottes, et iga T > 0 korral

O@T Hu- uKHl1 4\C«(1+T)(Hu -uoq_& + ||U:]L_—i,llH+
+ T max_ VR,
(HUT
kus C2 on konstant ja u Ullesande
Utt = -t0.P% ¥wwo * o, ut|tr . u, 16y

7



klassikaline lahend rgjatinglistel @Q@)*

Toestoa. KH oletada, et Ulesandel () - (3 oo kaks
klassikalist lahendit u ja u*, siis nende rahe rahuldab se-
da Ulesannet F » 0, uQ m U™ m O korral, millest hinnangu
© abil saame fluudl , m O, kui t > 0. Jarelikult u* » u,
s.t. ulesandel O - }}:SL) ei saa olla kahte erinevat lahen-
dit.

Kui u on tlesande (O - ) Ja i ulesande (10), ®
klassikaline lahend, eile vahe u-U rahuldab "‘tingimusi

u-utt - - L@u-Ui) + F - F, u-u -u-u, @utl

¢ )xx S lI-I—o 00 ¢ )*4—0
] Ja rajatiuglmaei (3). Rakendades viimase Ulesande
korral hinnangut (9), saamegi teoreemi eonastueee vaidetud

etablileuee hinnangu.

5. Oldietatud lahend. Markea kompllteeerltum on Ulles-
ande () - (3 lahendi olemaeolu toestus, Uheks teeke la-
hendi olemasolu toestamisel on ndidata, et Fourier® meetodi-
ga eaadud formaalne lahend oeutub tegelikuks lahendiks. Sel-
lega Uhtlasi tdestatakse ka Fourier™ meetodi koonduwus. La-
hendi olemaeolu tdestust saab lihtsustada, kui lahendi mOis-
tet eobivalt Uldistada. Lahendi moiete Uldistamisel tugine-
me apriooreele hinnangule (9). Vaetavalt sellele kasutame
lieake eeepool sissetoodud ruumidele veel jargmisi Banachl
ruume.

Vaatleme ntl muutuja funktsioone u(x,t), mis iga Fik-
seeritud t € [0,7] korral kuuluvad ruumi a£,(Q) ning on IGi-
gus [O,T] muutuja t suhtes pidevad ruumiso®2(R), s-t. mil-
le korral
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TWul, ) - ux,Oll —e=0, kui t —*t, t,t*€ [o,T].
Tahistare sumboliga C(0,T;<2) koigi selliste funktsioonide
hulga. Vorratusest

JAUK, I - AuG,OI] 4 [lu(x,t9) - u(x,HH
jJareldub, et kui u € C(0,T;<€2), siis norm Bu(x;tH)H on
muutuja t pidev funktsioon 16igus fO,T]. Defineerime ruumis
CO,T; 2 normi
LHfo Tt )a Tar Bu(x, Il

Lihtne on veenduda, ot see rahuldab normi omadusi. Baske po-
le ka thestada, et saame taieliku normeeritud ruumi (vt. [4],
Ik. 491), s.t. Banachi ruumi.

Analoogiliselt loeme raami C(0,T;H1) kuuluvaks kdik
funktsioonid u(x,t), mis Fikseeritud te [0,T] korral kuulu-
vad ruumi H1(E2) ning on I8igus [0tT] muutuja t suhtes pide-
vad ruumis H1(Q), s-t. mille korral

Hu(, ) - u(x,t)|||_& —*-0, kui t* t, t,t* 6 [O,T]-

Defineerides selles ruumis normi

LH m max_ Bu(x,Oll 1
CCO.TjHI)  O<t«T U0 H1

saame Banaohi ruumi.
Defineerime Ulesande (D) - ) uldistatud lahendi jarg-
misel viisil. Oletane, et eksisteerivad sellised jadad

0<S), uok« C($)M HI(Q) jaulkeC(sk),

FK —————— ? iga T> 0 korral
ugh B lﬂ,giaugg’\—u,
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ning et iga k»l,2yeee korral eksisteerib lUlesande
utt - - Lu + Rk,

klassikaline labend uk(x,t), uis rahuldab rajatingimusi ©)-
Siis rahuldab seoseid

(k "Vttt * " b(*k "am>+ rk " V
uk - %] t,0” uok - “o-- 4 *VtltO0-°lk * °lu

ja rajatingimusi ()t mistdttu hinnangu (9) pdhjal

¢ 'nik-"1.“e TI?k -V

uk N uigaT> 0 korral.

Piirfunktsiooniu(x,t) nimetatakse tUlesande (D) - () uldis-
tatud lahendiks.

Kui P € C(3 ning ulesandel O - (3 on olemas klassi-
kaline lahend u, siis see lahend osutub tldistatud lahediks.
Toepoolest, sellisel juhul voime Uldistatud lahendi definitsi-
oonis votta 7k * P, uQk - uQ ja ulk » uX millisel juhul

Oldistatud lahendi olemasoluks on tarvilik, et
P € CO,T;<t£2) ilka T > 0 korral ning uQ€ H1(Q) ja
ul€ of£j(Q).-

Tutvume Uldistatud lahendi mOningate omadustega. Vasta-
valt definitsioonile tldistatud lahend u£C(0,T;H1) iga T>0



korral. Seega uUldistatud lahend ja tema esiaest jarku uldise-
tatud tuletised on iga t > O korral integreerura ruuduga
piirkonnas £2

uldistatud lahend osutub Torrandi (1) uldistatud lahen-
diks piirkonnas a, s.t. iga pohifunktsiooni £)(G) korral

n2

< + In,cp> - <P. @>. ayn
Selle vaite saab pbhjendada jargmisel teel. Ilga pdhifunktsi-
ooni cpe ©(G) korral leidub konstant t >0 nii, et

supp @ C GT m Q x (0,T3. Korrutame ut korral kehtiTa vordu-

se
QMK
a?+”n
poéhifunktsiooniga cp(x,t) ja integreerime Ule silindri <Ur
J(— ™ + LuM) <pdidt «j Pk cpdxdt.
°i 3t ®*
Ositi Integreerialse abil saaae siit
( uk( 0 + L(F)dxdt m J Tk
GT * GT
Et uk C~*°,T;H 1 u ja Fk CA*T> - P, siis need koondualeed
lelaTad aset ruumis «~(B®) ning jarelikult ka distributsi-
oonide ruumis oD(G,p)- Kinnes ule piirile K —» ©o0,saaas
<u, + LCPum <P, (D),
mis distributsiooni tuletise definitsiooni arvestades annab-
ki Taidetud vOrduse (11).
uldistatud lahend u rahuldab algtingiausi (2) selles

" mbttes, et



[lu,© - »e)l -»>0 ja - ul®it —»o0, kui t *D

Toepoolest, need raited Jareldurad rorratusest

HU(X,©) - «OQ)H < HU(X,©) - WX )T + HKX,©) - uek(GOM +
+ Jlkok() - u0OA —» 0, kul t 0 Ja K “~m

Ja analoogilieeet Jrorrameeet N Jaoks, kul  arreetare reel
hinnangut (8) (reenduda selleel).

Jaab reel kusiaus, ale mottee Uldistatud lahend rahul-
dab rajatingimuei (). Erijunul, kui m2 ,s.t. kul o
tegemiet Dirichlet” rajatingiaueega, jareldub eeosteet

0(0,T;H1L
K( )’\u» uk£

Ja 815 teoreemist 2, et uUldistatud lahend rahuldab Dirich-
let™ rajatingiauet uj™ m 0 peaaegu koikjal rajapinnal £
Uldisemate rajatingimuate korral on olukord komplitseeritum.

6. Segatileecande Uldistatud seade korrektsus. Oletane
koigepealt, et llesandel () - (3 on olemas uldistatud la-
hend u. Siis on Jargnisel teel lihtne ndidata, et eee laherd
on ainus Ja stabiilne. Seda lahendit aproksimeerira klassika-
lise lahendi . korral kehtib aprioome hinnang (9):

OQ%T u H1< C(1+T)(||u N 1+ ikl + T O<tmax_l_ IFI;II).
Kinnee Ule piirile Kk 00 ndeme, et ka uldietatud lahendi
korral jéab kehtima aprioome hinnang (9). Sellest hinnan-
gust aga jareldub, et ka uldistatud lahendi korral kehtirad
teoreemi 2 raited lahendi ainsuse Ja stabiilsuse kohta.
Toestame Uldistatud lahendi olemaeolu. Lihtsuseks raat-
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leme juhtu, millal rajatingimua () oa kujul

Teoreem 3. Eeldame, et llesandes (1), @, G=
reci+, p6Cc1r(2), cecCcn0) O«/i<), PeC(0,T;72)
igaT>0 korral, p(X) > 0 ja o) > O, kui xe Q ning
ute C(£)NC2(3) NMH1(&), uOfk - 0 jau~~(B) . Siis sel-
lel Ulesandel on olemas ainus Uldistatud lahend ueC(0,T;H1)X

Toestus. Lahendi ainsuse naitasime juba eespool.

Lahendi olemasolu tdestamiseks kasutame Fourier® meeto-
dit. Eelmise paragrahri teoreemi 3 ja aarkuse 1 pdhjal on
kéesoleva teoreemi eeldustel omardartustllesandel

LI - XI, UIl.r—o t
olemes loenduv hulk omavéartusi >0 (J —» o0, j«1,2,..3
ning neile vastavad omafunktsioonid I™€ C(£3)NC2@E )FIHL(Q)
moodustavad ruumis 062(Q) taieliku siUsteemi. Seejuures loo-
me omafunktsioonid ortonormeerituteks.

Otsime Ulesande (D), (@), @) lahendit Pourisr® rea
kujul

00

u(x,t) - }»Il D1, @)!

Eespool (vt. §12, art. 4) nagime, et vaadeldava ilecando for-
maalse lahendi saame, kui n

N(tMj costxj t + Bj ainfXJ t N CAT) oinfxXAN(E=-T)dTr ,
30
kus

Adm4 " V1B3ell @V 3»°j® -»-V*
elditare, et moodustatud Fourier®™ rida (12) koondub jm koja-
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tab ileaaade (1), (@), 0") uldistatud lahendit.

Selleks Tallas
e K K

Fk**g c*. *ok"gV]j. ulk"~~3 BN*
Siis Pk C C(S), uok € C(Z2)f> H1(Q) Ja ulke C(£S), sest

1j € C(n) N H1(Q) Ja CN(t) € C [0,+00). Viimane vaide ja-

reldab ssostsst

I - C3(HI - PG, - 1I(x,F), IPI<
<JPx,£) - POGEH DAL =0, kui t* —*t ja t,>0.
Ulesande
ntt - - lu* Fk, “ -0 * “ok” ut]t=0" ulk* UIE,*°

klassikaliseks lahendiks on (veenduda selles!)
K

* _ 5 Kk Kk _

ulesande (O, @, @) uldistatud lahendi olemasolu toesta-
alseks tuleb reel naidata, et

Fk C(Q,T;~21p iga T > 0 kftral, ()

uok —*u0 ja ulk — 5-ul . as»
Siis eelalss artikli tulenusi arvestades eksisteerib veadel-
daval Ulesandel Uldistatud lahend u € C(0,T;H1) ning rida
(12) koondub selleks lahendiks ruumis C(,.T;HL) iga T> O
korral. Sellega oleme Uhtlasi pShjendanud Fourier® meetodi.
St omafunktsioonid Xj moodustavad ruumis taie-
liku ortonormeeritud susteemi, siis



ulk ~ A Bl " Nty
mis ongi viimaseks vaidetest (14).
Samal p&hjusel ka

Ve ah
"ok *k A3X1 - 3-"". e

s.t. jaskliige . A
4k *°0 - u.k * NI
Koondumise UOK 1 %uQ pohjendamiseks tuleb veel naidata, et
ka
€] io U
SR » kUi 1>1,2,...,4. )
Seda saab teha jargmiselt. Et Tk | m uQ - uok j «0, siis |

Greeni valemi pohjal

Lr™n™N) - [ (p~Cjst) ¢ 0i] 4x » o.
0

> (bu0 - buok, u0 - uQk) -

K K
" o0 T25qelMUifa) v E MyA2 e
K

- § v >0
Jareldub positiivsete liiknallega rea L X 3 koondama.
3- 3
Olgu p(X) > p0> 0, kui x€Q . Sui$ n
B GuK A aNvE 1 Va9

131 - 3x™ 4 SgN < prUkN\ >m 5~ 3fFLV r

Et viimane avaldis kui koonduva rea jaakliige laheneb nulli-
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le, koi kK —>co , sile ongi pbhjendatud koonduvus (15) ning
jarelikult ka koonduvused (14).

Jadb reel ndidata, et teoreemi eeldustel leiab aset
koonduvus (13). Omafunkteioonide elUsteend taielikkuse tottu
ruvais c£2(Q) iga fikseeri\(l?yd t> 0 korral

PK(X, ) P(X,)
ning jarelikult
UF - PkU= 1.1 c.(1)il(u2 - L> C*(t) -*-0,
J-k+1 3 3 J-k+1 3

Viimane euama on rea 0

EMM); »1mpd2

1*, 5
Jéékliige. Et nii CN®) kui ka |[P(x,©)1 on pidevad igae 16p-
likus 16igue ONMEAT, eiie Dini teoreemi (vt. [1], k. 60)

pdhjal see rida koondub Uhtlaselt 18igue [0,T]. Jarelikult

“ PiOoeo,T: # 25 * obeT P

kui K —*» t alis ongi vaiteks (13). Sellega on teoreem toee-
tatud.

- P 1-~0.



817. Huperboolset tuupi
vdrrandisiusteemid

L VOrrandlsiiateeml kanooniline kuju. Senini vaatlesime
teiat jarku caatuletiail sisaldavaid vOrrandeid, uUldisemaks
Ulesandeks on esimest jarku osatuletistega diferentsiaalvor-
randite siusteen, mille vOib Kkirjutada kujul

CS +jLTl Aj joo- +Bu * ff
ks u m (Uj,---,ull) on otsitavate funktsioonide vektor, ky B
Ja C m—jarku ruutmaatriksid ning f » vabal iikmete
rektor. Kui Ay B, C ja T sdltuvad ainult argumentidest
za (d,-.-,Xn) ja t, siis virrandisisteemi nimetatakse line-
aaraeks. kui aga lisaks veel otsitavatest funktsioonidest u,
aga mitte nende osatuletistest, siis kvaasilineaarseks. Selli-
se VOrrandisiUsteemi kujul saab esitada eespool vaadeldud teist
Jérku VOrrandid. Tarvitseb vaid esimest jarku osatuletised
wvotta uuteks otsitavateks, Uldise vorrandiststeemiga aeotud
Ulesannete kasitlemine on aga kullaltki komplitseeritud.

Kasitluse lihtsustamiseks oletame jargnevas, et n=1 ning
C on Uhikmaatriks, s.t. et Virrandiststeemi on kujul

ut + Aul +Bu * f. (@)

Selliseid lineaarseid ja kvaasilineaarseid virrandisusteeme

eelneb killaltki sageli rakendustee, nditeks hidro- ja aerodi-
naamikas, koorikute teoorias jm. Margime, et suur osa S.K. Go-
dunovi matemaatilise fllUsika vorrandite Opikust [6] on plhen-
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catlid selliste vorrandisUsteemide uurimisele. Lihtsuseks
eeldare jargnevas reel, et vOrrandlsisteen (1) on lineaame,
s.t. et 1 - AX,1), B - B, 0 ja f- f(x,©) ei sbltu otsi-
tavast u. Tulemused on uldistatarad aga ka kraasilineaarse
vOrrandisisteemi juhule.

Kujul (@O antud vorrandisusteemide klassifikatsioon on
esitatud kaesoleva konspekti esimeses osas 82, art. 5. Eel-
dame, et rorrandisusteem (1) on vaadeldavas piirkonnas G
hiperbooleet tuupi, s.t. et selle piirkonna igas punktis
maatriksi A kdik omavaartused N, A/p, === reaalsed ning
nendele veetavad omavektorid z* ,z? ,z1P moodustavad vek—
torruumi baasi. Seed omavaartused ja omavektorid muidugi sol-
tuvad punktist (X, ©), s.t. B XCx. ) ja z1 » 22X P).
Beldame, et vaadeldavas piirkonnas G funktsioonid A”x.t)
Ja z*(xf) on pidevad ning neil on olemas ka pidevad osati-
letised.

Moodustame maatriksi P » P(x,t), mille veergudeks on
omavektorid zA ,22 ,Z-IT. Asenduse u m Pv ning p(“)mo/lrdmat—
riksi P 1 rakendamise teel teisendame vorrandisisteemi (@)
kanoonilisele ku.lule

Yt + Jix +Dv m g, (&)
kus
0 0
I un n... O
p-Up 2
m

on diagonaalmaatrlks ning



D - P* Pt + P~1APX + P“1BP ja g a P"1*.
Kirjutades virrandielsteemi () valja koordinaatkujul:
am dvi
dt* + 4 5x7 + dik Tk “ gi» 1*1,2,...,*
néeme, et aellee iga vOrrand aiaaidab ainult uhe funktsiooni
osatuletisi.

VBrrandisiusteemi kanoonilisele kujule teisendamine voi-
maldab mdnikord jouda tlesande lahendini. Vaatleme selle
kohta Uhte lihteat naidet.

2. Akuetlka vorrandid. Keele vonkumise vorrand

utt - a2Xl -0, a>0

kirjeldab ka hdalelainete levimiet UhembGtmelieee homogeen-
s keekkonnae. Sageli kirjeldatakse vonkumiaprotsessi esi-
mest jarku vorrandisisteemi

du. Bub

ST + 35 m °>

BN +*25[ *0
abil. Elimineerides sisteemist (3) Uhe otsitava, on lihtne
veenduda, et nii ul kui ka u2 rahuldavad keele vonkumiee
VOrrandit. Vorrandeid (3) voib tolgitseda akustika vorrandi-
tera, milles ul tdhendab kiirust ja u2 rohku hairitud keak-
komea.
Vorrandisisteem (3) on sisteem kujul (@), kusjuures

u» ifu2), A-~2 J, B-0jaf-o0.

Teisendame selle sisteemi kanoonilisele kujule.
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Algebralise Vlrrandististeemi
ANA* FAS, 8w (Rlezon

detsrminandl
1
A-g9El - 2 -,

I I - 2 4 xX2-.2
nulllkohtadeks on A4 * a ja X2 m - a. \VOrrandisisteeni
2 mX*y,
azsj mA*2

lahendamise teel leiame vaetavad omavektorid
sl- (1,a), s2» (1,-a)-
Jarelikult teisendusmaatriks
P .
c )
ning selle podrdmaatriks
r'-m : .:)‘

Seega sUsteemi (3) kanooniliseks kujuks on

ehk
aor- ur.
3 +as5r " 0>-
@
T2 =372 -
3t 35T -
Kune
V » P“1U - 3a”am., + u2, aul - Ug),
s.t.

V1 * 2l + au2)* v2 * 2(ul * au2)*

Vaadeldaval juhul kanoonilisel kujul olev vorrandisis-
teem koosneb kahest iseseisvast vorrandist, mida on lihtne

lahendada. To&epoolest sirgel x » at + c otsitav funktsioon



V.,(,0) m v, (@t + c,t) ning «ega

drl 3t11l ar-

Jt * -5 + *qr - o
Jarelikult sellel sirgel

vJdapa oonst.

Erinevatele sirgetele vastab aga uldiselt erinev konstant,
mistottu

P> p© - p(x - nb).

Seega
vl - p(x - ab),

kus p on suvaline diferentseeriv ube muutuja funktsioon.
Analoogiliselt sirgel x m - at + 0 saame ststeemi (@) tei-
sest VOrrandist

a2 312 T2
3 w50 -*3r u %7

mistottu y2 * + at), kus g on suvaline diferentseemv
funktsioon. Seega oleme leidnud vorrandiststeemi (4) uldla-
hendi

vim p(x - at), Vv2» g(x + ab).
Sirgeid X - at = ¢ jJa x + at m c nimetatakse selle vorrandi-
sisteemi  karakteristikuteks.

Vorrandiststeemi (3) lahend /

uwPv* (V1+Vv2, avl - av2).
Seega sisteemi (3) Uldlahendiks on

ul» p(x - ab) + q(x + ab)

u2 m afp(x - at) - qix + av] -
Funktsioone p ja q saab leida vald siis, kui Ullesande lahendi
Jaoks on antud teatavad lisatingimused. Kui naiteks Ulesande

9



lahend peab rahuldama algtinglanal
ul(zt0) - Cpl(x), u2(xf) - e~ =*
elle nendest eaame eeoeed
pOO + A - CHLC9,
a[p() - a1 - cp2().
milleet leiame
PO m Mph(X) + Unx) * 2*PI~X" < 2a
Jarelikult algtinglmuetega Ulesande lahendika on
n1" 7 [Foxed) + ~(x+at)] + jg [(RG-ad) - RG] ,

u2 " F [M(x-et) - ¢ JOrat)] + E[(p20at) + BR2(at)]-

3. Karakteristlknd. Ka tldiae hiperbooleet tuupi vOr-
randiststeemi kasitlemisel etendavad olulist osa karakte-
ristikud. Olgu Xi(xw)f i-1,2,...,* maatriksi A(X, )
omavéartused. Vorrandielsteemi (1) karakteristikuteks nime-
tatakse hariliku diferentelaalvorrandi

§fF = Xju.t), i-1,2,...,*

integraalkdveraid. Kui maatriksil A on vaadeldavas piirkon-
nas m erinevat omavaartust, siis iga selle piirkonna punkti
labib vOrrandististeemi (1) m erinevat karakteristikut. Pane-
ne tdhele, et vorrandisisteemi kanoonilisele kujule viimise]
kasutatud teisendue ei muuda vOrrandisisteemi karakteristi-
kuid.
IImselt vBime ka eelmieee artiklis vaadeldud akustika
VvOrrandite karakterietikud
X-atacJdaX+atec
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leida koi diferentsiaalvOrrandite
ff-ajajf--*
integraalkdverad.
Tutvume karakteristikute Uhe olulise omadusega. Olga
I sile isecaraste punktideta kdver xt-tasandil. Oletame, st

kdveral T on antud vBrrandisusteemi (1) lahend u. Sellega
on mddratud ka lahendi tuletis piki kdverat I

g‘l’ ceBepy + sin<

kus 1 on kdvera ' puutuja
sihiline vektor punktis
. ning ip nurk vektori 1
Ja x-telje positiivse suuna
vahel (vt. joonis 7). Plla
leida lahendi osatulstlsed

Ja”™ kdvera I punktis (X,t). Selleks avaldame

sinep ST -
ning asetame viimase avaldise vOrrandisusteemi (O):
A -oot®b N &Bo-f.
Viimasest seosest saame leida || parajasti siis, kui deter-

minant

IA - coth BIjO,
s.t. kui oot ip + A Seega lahendi osatulstlsed uz ja \»
saare kbvera I punktis (X, ©) leida parajasti siis, kai ko-
vera I siht punktis (x,©) el Uhti virrandisisteemi (1) Uhe-
g1 karakteristiku sihiga selles punktis. Sellisel jahul la-



handi véértused kdveral I' mdaravad lahendi Uheselt ka teata-
va« punkti (x,t) Umbrusea. Eol aga kdéver kulgeb punkti (x,t)
Umbruses "gf*~karakteristiku sihis, siis lahendi vaartused
kdveral P ei mdara lahendit Uheselt punkti (X,t) Umbruses.

Vorrandisiisteemi (1) Canehv ilesanne seisneb jargnevaet
leida siisteemi lahend, mis rahuldab tingimast

ur* @X,t)
kéveral I , kusjuures I' on sile ja iaedraste punktideta
kdver, mis Uheski punktia ei kalge Uhegi karakteristiku si-
his. Vorrandlailsteeml (1) Cauchy tlesande korral on sageli
kbveraks P sirge t = 0, s.t. x-telg, mis Uheski punktis ei
kulge Uhegi karakteristiku sihis, sest x-telje igas punktis
eot - 00 . Sellisel juhul on lisatingimuseks algtingimas
ulto ™ ¢ X
ehk koordinaatkajul
uw(x,0) m cp™), 1-1,2,...,m.

Kui Ii;aks algtingimosele esineb veel rajatingimusi, siis
saame nn. aegafolesande. Jargnevas uurime vlrrandisiisteeai
(@O algtingimusega iUllesande ja segailllesande korrektsust.
Seejuures kasutame energlaintegraali meetodit.

4. Bnergiasamasus. Tuletame huperboolset tiipi vorran-
dislUsteemi lahendi jaoks integraalse samasuse, mida kasutama
nii Cauohy Ulesande kui ka segalllesande lahendi ainsuse ja
stabiilsuse selgitamisel.

Vaatleme vorrandisiisteemi kanoonilisel kujul (@) teatud
tokestatud piirkonnas 6 tikati sileda rajajoonega . Eelda-
me, et virrandisisteemil (2) on piirkonnas ? olemac lahend



TeC(@)ninget Je c ()t deC(6 ) jag e C(6 ).
Lahtume SEUBaauaeet (2):
Ytee V¢ DT m B
ning kormtame ealla skalaareelt
rektoriga 2r:
2(rt,n) + 2J74r,T) ¢
+ 2 v,7) » 2(9,V)-
Viimase vorduee teisendamisel
kasutatakse seoseid

2(vt,\V) » (>
gL@v,V) « (Kt y) + @Qvx t) + *
- ) + 2(Jtx t),

millest

ning eeoet
2(Dt ;t) - (OD+D*)V,Vv),
kue D* on D traneponeeritud maatriks ning jarelikult D + D*
stmeetriline maatriks. Hii j6uame vordueeni
- Qv.v) +
milles Q m Ix - (O + D*) on stimmeetriline maatriks. Integree-
rime tuletatud samasuse (le piirkonna 6 :

Adt w J[Qv,v) + 2(g,Vv)] dxdt
ning kasutame Gauss—OatrogradsIfi valemit:

S[(v,V) cos it + (Qv,V) cosVx]dy=

= JI@V) + 2(g,V)] adt. &)
6
%



S«ejnures vt ja /1 0o nurgad rajajoone y vYalienorusell V
ning Taatavalt t- ja x-telje positiivse suuna vahel. Tuletav
tnd integraalest samasust (5) nimetatakse energi

seks. sest rakendustee valjendab ta energia jéavuse seadust.
Selle samasuse abil tuletame aprioorsed hinnangud ulesande
lahendi jaoks.

5. Cauchy ulesanne. Vaatleme huperboolset tuupi vorran-
disusteeni Cauchy tlesannet. Oletame, et vlrrandisusteem on
jJuba teisendatud kanoonilisele kujule (2):

YC ¢ Jrx + Dv " 8*
kus J on diagonaalmaatriks. Olgu ndutud leida selle sistee-
mi lahend, mis rahuldab algtinglmust
v(x,0) ® PX). ©)
Vaatleme jéargnevas selle Cauchy llesande lahendamist xt-ta-
-sandi tdkestatud piirkonnas S, ais on piiratud sirgega t>0
ning kdveratega x - /ij(®d ja
X -p2(®, O™"T (M
jJoonis 9), kus jJa /gm
16igus t c [0,T] diferentsee-
ruvad funktsioonid.
Eeldame, et ulesandel
@, (©) on piirkonnas S ole-
Joonls 9. mas klassikaline lahend
v € C1(S ning et J 6 C1(H),
D€C(S) jJa g € C(3). Piirkonna S kohta eeldame, et teda pii*
rarad kdverad rahuldavad tingimusi



fo\(t)>Xi(/Vt),t), 4 (2()»t)» @)
0 <t<T, i»1,2,...1m,
we A1,492,..., fHu on diagonaalmaatrlksi J peadiagonaali
elerendid.
Tuletame raadeldara Ulesande lahendi r aprioorse hin-
nangu kasutades nommi
<EST V))

b (t) 12 & 3 3@//2
J(® DX - 2- r2(x,)dx
A y 4/yH i-1 1 "

Loikame piirkonda S euraliete sirgetega t = tl ja
t- 2. kus 0 M tl< €2 < T#ning tahistare nende eirgete

rahele jaara piirkonna 3 osa (
stmboliga £ . Rakendame piir-
konnas 4 integraaleet sama-
sust (5). Kui eeejuuree ar-
restame, et piirkonna 6 ra-
Jajoon y koosneb 4 oeaet (L.,
Joonie 10) ning et eirgete
tmt2 jate- tlosadel raja-
jJoone ralienormaal on suuna-

td raetaralt t-telje suunas ja selle raataeeuunae, eile

Sadare
5 ¢ Q.0 + 2{g,n] ddt -

& (2> , & (1}

/yt2)
[(rt) oce J1 + @T.r) ooe iTx] dy ¢

+1i

h

+j r(v,v) coe Vt + @r,r) ooeVx]
h
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ks QmJIx - O+ D% nink y.,, Ja ¥ 2 on Taetavalt *6verad
X m/NE) Ja X »/32(D)F tl4 t< 2.
Naitarme, et VvOrduses (8) viimaste joonintegraalide all
olevad avaldised ja seega ka need joonlntegraalid on mitte-
negatiivsed. Vaatleme joon-
Integraall ule kévera Vj.
Tahistame nurga kdvera
puutuja Ja t-telje positiiv-
se suuna vahel tdhega <xe
Siis (vt. joonis 11)
*t oj/n -cL, X Jo- et
R(t) - tancL .
Seega kéveral

,v) oos Vt + (Qv,V) ecs VX »
|

[v2 sinOC - ~ivi COSA] =
1-1

XZ v| cosx (N - M.

Et - M~ < @< siis tingimuse (7) pbhjal viimane avaldis
Ja seega ka joonintegraal Ule ~ on mittenegatiivne. Ana-
loogiliselt saab naidata ka Ule y?2 vdetud joonintegraali

mittenegatilvsuse (ndidata sedal). Seega seosest (B) jarel«

dub vorratus
*2 A2
)<+ JJ [ Q) + 2(g.v)I dxdt.

Hindame veel kahekordset integraali viimases vOrratu-
ses. Eespool tehtud eelduste pdhjal on maatriksi Q elemendid



ja rektori g koordinaadid piderad kinnises piirkonnas S.
Seetdttu leidurad mittenegatiivsed konstandid m ja H1 nii,
et piirkonnas S kehtirad vOrratused
Qv,v) 4 M(r,n)
(V) < FATY) ~ (V,Y) < HIFTnT.

T’ A2
J4IE) +MJ | (v,Vv)dxdt +
tiAi (>
®’rmre
+ 2N J Y(v,V)dxdt,
t1 Ai(H)
millest omakorda jareldub vorratus
*2 *2
R2) < 2@,) + XJ J2dt +w j J(Ddt, (©)
t1 M
kus N - 2qN% jaqg» O<m<%><(T [A?(t) -A,(®] 2.

Seejuures konstandid M ja H el sOltu suurustest t ja
2ningN=0, kui g mO.

Vorratuseet (9) lahendi aprioorse hinnangu tuletamisel
kasutame jargmist lenmat, mida vajame ka edaspidi.

Lemma. Olgu funktsiocon J(t) 18igus te [O,T] mittene-
gatiivne, pidev ja diferentseeruv. Kui see funktsioon iga
0*tl<1t24T korral rahuldab virratust (9), milles X on
positiivne ja N mittenegatiivne konstant, siis

JoO U0)eM/2 +8 &M/2 - 1), 00(C1, @O

Toestus. Vastavalt lemma eeldustele kehtib t < tg
korral VOrratus

2 2 n

J@®@-J <1 1 RAN2ANF+ NIt » nj2Cd) + ij@rsT

@) <1 1 2821} NI > nj2(e) + ¢
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kos tl<t < tg»> Pilrprotsessi t2 —» t abil saame dife-
rentsiaalvorratuse

MERIT < U 2(® +HI(®, O0<t<T [(5))

Valine suvalise t€ (0,T] ning nditame, et t - t*
korral kehtib Vvorratus (10). Kui J(t™) m O, siis \Orratus
(0) IlInselt kehtib t1 korral. Olgu J(t™) > 0. Tahistame
sonbollga tl suurima t vadrtuse, mille korral J(&) > 0 ji
tl< t°. Kui aga sellist t vairtust ei leidu, siis loeme
tl - 0. Kii saavutame, et J(t) > O vahemikus t e (tt¥).
Jagame selles vahemikus vorrandi (11) suurusega 2J(O):

4 FJ® + |
Korrutades viinase VOrratuse teguriga e‘M*2 » saane

(o N ]
ehk

ft [e J(O)]<f e
Integreerime tuletatud virratuse vahemikus (tl1,t"):
J(t-) - 1'172 ce,) 4 - - _Mtl/2).
Siit
, MCt ,-t1)/2 M(t»-t31/2
Iy < Aty 2 Moz,
Et P- t—j™° ja kas J(t™ * J(O) Vo1 J(Y) » 0, siis on
vorratus (10) pdhjendatud ning sellega lemma tdestatud.
Arvestades J(t) tdhendust saame VOrratusest (10) apri-
oorse,dnn8agu Ulesande (2), (6) lahendi jaoks



milles M Ja | on teatavad konstandid, ais soltarad piirkon-
nest S ning vorrandisisteemi (2) kordajatest ja vabaliikme-
teat. Sellest aprioorsest hinnangust jareldub lihtsalt
Cauchy Ulesande (), (6) lahendi ainsus ning pidev sditurus
algtingimusest ja VOrreuedislisteemi vabal i ikmetest.

Lahendi ainsuse saaae naidata jargmiselt. Olgu v ja v*
kals suvalist Ulesande (@), (6) lahendit. Siis nende rahe
w m Vv - v* rahuldab vorrandiststeeni

wt + Jwx +Dw - 0

Ja algtingimust w(x,0) = 0. Rakendades sellele UlesaSdele
tuletatd aprioorset hinnangut saaaegi, et w(x(® a 0 ehk
Y, 0 a r=(x,t) piirkonnas S, sest konstant H » 0, kui vor-
randisisteemi vabaliikmed vorduvad nulliga. Analoogiliselt
saab naidata lahendi pidevat s6ltuvust algtingiauaest ja
Vorrandisisteemi vabaliikaetest (teha sedal).

Paneme tahele, et Cauchy Ulesande lahendi ainsuse nadi-
tamisel piirkonnas S kasutame algtingimust ainult kdverate
i afij(®) ja x alR2@® vahele jdéval x-telje I6igul. Tingi-
mise (/) kohaselt tuleb piirkond S valida nii, et k3ik nende
kdverate 16ikepunkti l8bivad vorrandisisteemi () voi (@)
karakteristikud 10ikaksid x-telge nimetatud 18igul (piirkon-
ma S rajajoonel). Tavaliselt piirkonna S moodustamisel voe-
takse kdverateks z m IM(P) Ja X « teatavat xt-tasandi



punkti l8bivad vOrrandisisteemi damised karakteristikud.

6. Segalilesanne. Vaatleme huperboolset tuupi VvOrrandi-
ststeemi lahendamist piirkonnas
GT - {(x,©) :0<x<1, O0<t<Th
Sellisel juhul tuleb lahendi Uheseks mddramiseks lisaks
algtingimusele veel anda tingimused piirkonna rajal.
Oletame, et huperboolset tilpi VOrrandististeemi on juba
teisendatud kanoonilisele kujule (2) ning ndutakse leida
selle lahend v, mis rahuldab algtingimust
v(x,0) mb(), 0<x<1 (%)
ja teatavaid rajatingimusi .
St saada korrektselt seatud Ulesannet, tuleb rajatingi-
mused anda sOltuvalt maatriksi J peadiagonaali elementide
markidest. Oletame, et piirkonnas GT
Nx.t) >0, kui 1-1,2,...,m0; ja
XiQs,t) < kui i»mO+1,...,m,
kus 0 4 mQ4 B. Sellisel juhul olgu rajatingimused antud

kujul
m
rim _ 572 «yy V,,kui x30 jai»l,2,...,m,
1 j-m+l J o)
} €S))
* 2. t4l kui x » 1 Ja iamA+l,... ,m,
1 A I 3 0
OB QLij e0ti j~ on * € E°»I3 pidevad funktsioonid.

Lihtsuseks eeldasime, et rajatingimused on homogeensed, sest
mittehomogeensed rajatingimused saab teisendada homogeense-
teks.

Rajatingimuste (13) struktuur muutub arusaadavaks, kui
peame silmas, et vorrandi



ar. dr.
Tt~ + &X' 3 @i
lahend omavaartusele Tastaral karakteristikul s6ltub alg-
tingiyjuflest selle karakte-
ristiku 18ikepunktis x-tel-
Jeoa. Joonisel 12 on kuju-
tatud kaks karakteristikute
parre, millest Uks raetab
omarddrtusele >0 jJa
teine omardartusele Aj < O.
naiteks sirgel x m 0 on ra-
Ja anda omaraartusele X.~>0
rastara lahendi r" réartus
kes otseselt roi funktsioonina lahendi komponentidest, mis
vastarad negatiirsetele omaradrtustele A.j.

Jargnevas eeldame reel, et rajatingimused (13) on dis-
slpatlirsed. s.t. et iga rajatingimusi rahuldara rektori r
korral

@r,r) cos IMXx>0, kui xm 0 jax -1, (@)
ks vx on nurk raja ralisnomaali V ja x-telje positiivse
suna rahel. Tingimuse (14) roib Kirjutada ka kujul

- :IEE'L 1X>C>>f(1jx:0, ja
y”l*A’P >0, kui x » 1.
i1
Naiteks rajatingimused (13) on dissipatiirsed sageli esine-
val erijunul, kui koik kordajad o1™ » O.
Naitame, et eespool tehtud eeldustel saab Ulesannet
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@, (12, (@3) alati nii teisendada, et dissipatiivsuse
none oleks rahuldatud. Selleks kasuteme ara asjaolu, et hu-
perbooleet tuupi VOrrandiststeemi kanooniline kuju pole
Uheselt Haaratud. Valime Kkinnises piirkonnas siledad ja
positiivsed funktsioonid /-"(X,t) ning tecstame muutuja va—
hetuse

Vj m i"1,2,....,m
ehk

on diagunaalmaatriks. Asetare v - Pw vOrrandististeemi Q)
ning rakendame saadud vordusele seejérel pdordmaatriksit

P1

fuiemaseks saame

P"1Ptw + P“IPwt + P”1IPxw + P"1JPwx + P"'1D Pw = P_1g.
Et diagonaalmaatriksite korrutamine on kommutatiivne, siis
P-1JP m J ning vlrrandiststeem omandab uue kanoonilise kuju

wt + Jwx + DFw » g~,
kus D*m P_1P" + P“LIPX + P’DD P Ja g° a P’lg. Rajatingimu-
eed (13) teisenevad kujule
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Funktsioonide /7(X,t) sobira valiku abil roib saawutada, et
diesipatiivsuse tingimus on rahuldatud. Toepoolest diseipa-
tUTsnse tinginuse rajal x m O Toime Kirjutada kujul

- H » - B* J oot~ w2 -
»m 1 il *
kui x - O.
i—0+1

Et ~1(0,©) < 0, kui i«nO+l»e_>m> siis viimane tingimus
cautb rahuldatuks, kui A0 1), ARO,D)f«.»/(0.t) va-
lica kullalt suured vorreldes yur+1 (0, t) /7t~ (0#t) vaar-
tustega. Analoogiliselt saab rahuldada dissipatlirsuse tin-
gimust ka teisel rajal. v

Jargnevas eeldame, et huperboolset tilpi rorrandisis-
team on teisendatud sellisele kanoonilisele kujule, mille
kormal rajatingimused (13) on dissipatiirsed.

7. Segaillesande lahendi ainsus. Kasutame energiaaama-
sust huperboolset tilpi vOrrandisisteemi segatilesande lahendi
ainsuse wurimisel. Olgu virrandisiisteem teisendatud kanooni-
liscle kujule (@ nii, et on rahuldatud diseipatiivsuse tin-
ginus (14). Eeldame, et ulesandel (@), (12), (@3) on olei
klassikaline lahend ¥ e C1(GT) ning et J € C1(GT), D C(GF)

jJag € C@Gn).



Valime suvalised § ja nii, et 04 ¢ < 24 '"» ning
rakendane samasust (6) ristkilikus (vt. ioonis 13).

6 {(X,D:0<I<1, ti<t<tZ} s

©?i1
C(LQv,V+2(@,V)] dxdt - T (T,T)|tet dx - j (r,r) dx
! o] o] n o]

+ 52 @v,v) eos vxL . dt + }2 @Qv.v) eos Vx| lail dt.

*1 *1

Et tingimuse (14) pdhjal kaks viimast integraali on mitte-
~ negatiivsed, siis saare VOr-

ratuse
o1

«AEHNI2() + § JLQv.VY) +
t, o

+ 2(g,v)Jaxdt,

milles tahistasime
_ 1
Joonis 13« o G @vx’?

Hinnates kahekordset integraali samuti nagu artiklis 5»joua-
me vorratuseni

Ls) g
J2(ty) < J2(tl) + M ] J2(H)dt + N J  J()dt,
tl *]

kus m> 0 ja V> 0 on konstandid, mis ei sOltu suurustest tl
Ja tg, ning N a 0, kui g * 0. Samas artiklis tdestatud lem
ma pdhjal saame Ulesande (@), (12), (13) lahendi jaoks apri-
oorse hinnangu

A, VIX)L/2< (I (@,PpR)L/2 eMt/2 + g(eMt/2 - 1), O<t«t



Selleet Jareldub eamuti nagu artiklis 5, et vaadeldaval ee-
gatileeandel ei saa piirkonnas GT olla kahte erinevat lahen-
dit.

Margime, et vaadeldava Ulesande lahendi olemasolu tfes
tamine on markea kompliteeeritum (Vvt. nait. [6], ptk. 2).



7. R1JaGLBSAIDED

818. Maksimumprintsiip

1. MalmiMimmp-Httalibi Talted. Vaatleme lineaarset teist
jarka elliptilist tiipi diferenteiaalvirrandit

teatavas tokestatud, sidusas ja lahtieee piirkomnas Q . S
jJuuree eeldare, et a™ - a” ning et a™fx), b™x), cX) ja

() on eelleB piirkonnas maaratud n muutuja x«(X1,X2,... ,1™)
funktsioonid. Selliete TOrranditega on taralieelt seotud ra-
Jailleeanded, mille korral nbutakee leida selle vorrandi la-

hend, mis piirkonna £2 rajal I' rahuldab teatarat rajatingi-

must, naiteks Dirichlet* rajatingimnst u |p m ¥y X)-

Sellee paragrahvie vaatleme rajalleeannete klassikalise
lahendiga seotud kusimusi. Rajalllesande klassikaliseks lahen-
diks nimetatakse vorrandi (1) lahendit u € C2(Q), mis rahul-
dab tlesande rajatingimusi ja on vastara siledusega kinnises
piirkonnas & , naiteks Dirichlet rajatinglmnse korral on pi-

* der piirkonnas Q

Rajeolecannete uurimisel on suhteliselt lihtsaks ja
efektiireeke Tahendlke makelmumprinteiip, millega tutruelme
Juba paraboolset tilpi vérrandi segailleeande kasitlemisel.
Mainitud tlesanded on omavahel seotud. Himelt olgu u(x,t)
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nU.o m 70o(X)> “Ir m?(*)
lahend Juhul, kui diferentsiaalavaldiae Lu kordajad ning
funktsioonid f ja y ei s6ltu muutujast t. Siis teatavatel
looulikel eeldustel saab tdestada, et eksisteerib piirfunkt-

eioon
lim u(z,©) = u®
i ow>
nis on rajaulesande Lu » f, u]jr -y lahendiks. Hii kandub
segaiilesande juhul tdestatud aakainuaprintsilp tle ka raja-
Ulesande juhule. Margime, et rajaillesande lahendamiseks vBib
moodustada iteratsioonimeetodeid, kui rakendada ligikaodseid
meetodeid vastava segaillesande lahendamiseks.

Jargnevas sonastame ja tdestame makslmumprintsiibi 2
‘teoreemina monevorra tdpsemal kujul kui eespool paraboolset
tipl VOrrandi segaillesande korral. Tapsem kuju voimaldab
seda printsiipi rakendada ka teist ja kolmandat liiki raja-
Ulesande uurimisel.

Jargnevate lausete korral eeldame, et diferentsiaal-
avaldise Lu kordajad a” = a”, b™ Ja c on tokestatud piir-
konas Q ning et selles piirkonnas Lu on dhtlaselt ellipti-
line. s.t. leidub selline positiivne konstant a2, et iga

J - (ity2*,,,,yn) € ~ korral
(2)
Kdigepealt tdestame 2 lemmana maksImumprintsiibi eriju-

hul, kui c - 0, s.t. kui on tegemist diferentsiaalavaldisega



A f- la.
Lt t?r-l n K 1°1S|r -

berten 1. Olga Hu ~ O piirkonnas X cQ ning saavutagu
funkteioon u 6 C1() N C2(Q) maksimumi punktis x* € T .
Eeldame, et leidub selline kinnine kera Uc ™ , mille pin-

nal asub x*. Siis kas u on konstantne piirkonnas Q VvOi
3

i >0,*kusdv

*
X»X
suunas.
Toestus. Kui funktsioon u(xX) saavutab maksimumi piir-
konna US rajapunktis x*elr , siis i1lmselt oM > 0.
0} X»X
Lemma vaiteks on, et tehtud eeldusel kas u m const, siis

on tuletis kera U pinna valisnormaali

muidugi * 0, VoI d)\”_ » > 0. TOestada tuleb, et
O/ %=K

avlz-x* = ]
mittekonstantse n korral tingimata au > 0.
Toestuskaigus kasutame veel lisaeeldust, et u(xX)<u(<*X
kui x €A . Lemma 2 tdestamisel rakendame lemmat 1 juhul,
kui see lisaeeldus on rahuldatud. Lemmast 2 aga jareldub
Juba, et see lisaeeldus on lemma 1 eeldustel alati rahulda-
tud. Tahistame simboliga SO, N«
={x: |x—x0 = r} kerapinna
keskpunktiga x° ja raadiusega r.
Vaetavalt lemma eeldusele leidub
selline kera Uc £ , mille pinnal
SQ A S(x°,r0) asub x*. Valime
veel rilnii, et 0 <rl <rQ, ning
moodustame vastava kerapinna
Joonis 4. S m SGEC,r_ ). Tahistame sumboli-
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B 6* kerapindade SO ja S1 vahele jaava lahtise piirkonna,
Bdlle sulund 6 = 6 U U;S-.

Lemma toestamisel kasutame funktsiooni
- o~dr2 _ N XPh
=e -e ,
g(ﬁ)‘

kas r2> Ix - xXfi2» _le < - x£)2 ning d_.>0 on ralitud na,
I_
et

Hg <0, kui x €6 . (©)
Veendume, et konstandi ot valikuga on vBimalik tingimust ()
rahuldeda. Et

SFA- —aatxi - Xj> . -2 .

éxf_§»—ra.'"2* -xJ)v"2
i
3a 2 2

dnfx <" “ANnG oUxpetar , kui i #j,
siis ,

n

-4a 1IZ 8ilxl - xt)(xX1-x1)+2aF au +

W« aaglf, Bc )(2 Preag

+2all bixi - xj)] e“ar
Tingimuse () abil hindame piirkonnas £
n n z
4 [F4a222? + 2azZzZ /an + 20il2 I rje”ar ,
"4 L Lt 2254 Al i
millest ndeme, et kullalt suure a korral on rahuldatud
tinginus 3)-
Imeelt moodustatud funktsioon
g6 C2(s) jaglL -0 @
ning



3?7M . mfelM . m- 2ar» * ar® < °* (&>

Moodoetarme nirad abifunktsiooni
Y » U + egqg,
kos u rahuldab lemma eeldusi ja Ulaltehtud lisaeeldust ning
£ >0 on valitud sedavérd Talke, et
TGO < uQ¢®), kui x £ Sr
Lemma eelduste ning funktsiooni g omaduste () ja (4 tottu
TE£ G2(6) jaMr - Mu + £Mg < 0.

Veendume, et funktsioon T saarutab piirkonnas 6 maksimumi
punktis x*. Toepoolest, kerapinnal 30 r(x) »u(X) < u(x*) *
* t(x*), kerapinnal aga r@) < u(*). Kui oletada, et
r(x) saawutab maksimumi piirkonna 6 sisepunktis x\ siis

selles punktis

>0,
£, - 38

mis on rastuolus piirkonnas 6 kehtiva virratusega Mv < O.
Seega
max v(x) 3 r<*).
X C5

Maksiaumpunktis aga

VBrratust (5) arrestades saame siit
dut Nooed
» 1 « - > - >0 7
millega lemma ongi tdestatud eespool tehtud lisaeeldusel.
Lemma 2. Kui Mu 4 0 piirkonnas Q ja funktsioon
U £ C2(Q) saarutab maksimumi selle piirkonna siseptuiktis
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X°€ £2 , aiie u on konstantne piirkonnas Q
Toestus. Eeldusteks on, et

xm(% u® - u(x®) Ja x°c Q
Tahistame
Q0 ={x - xefi, u®X m u(x0)}c Q.
Lemma toestamiseks tuleb ndidata, et «2,

Kdigepealt veendume, et Q q on kimine hulgas 6 , s.t.
etkui Xk x*e Q jJaxke Q fl, siis ka x*e Q See on
tOepoolest nil, sest kui u(®) = u(x°), siis u(x) pidevuse
o ka uGe®) » ulx®).

Edasi naitame, et on lahtine hulk. Neist kahest
raitest jareldubki, et Q g = Q , sest Q on sidus lahtine
hulk.

Seega lemma tdestuse I0puleviiniseks tuleb ndidata, et
QO on lahtine. Selleks votame suvalise x° e 0 Q ning valime

6 nii, et UX°125)EQ,

kus U(X®»r) =

- X :IX-xD4r) on

kera keskpunktiga x° ja

raadiusega r. Naitame,

et siis Ux°) CQo,

millest jareldubki

lahtisus.

Viimase vaite poh-

Jendamisel kasutame vaa-
Joonis 15. tuwaitelist tdestusmee-

todit. Oletame, et
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U(x®,&) el kuulu tervikuna hulka Q 0. Siia leidub punkt
x1 € UQGC,8) nii, et u(xl) <u(x°). Et 1\ Q0 on lahtine
hulk, aiis leidub aelline kera U(Xl ,(3), et u(X) < u(x°),
kui x ¢ U(x1,9), ning et véhemalt Uhes selle kera pinna
punktis x* saavutab u(x) maksimumi
mx_ u(x) = ulx*) m u(x°).
xcu(xn
Et g<6 Jayxl-Xx]<5,siis UXXl,q)C U(X°,28)CQ.
Seega keras U(x\ Q ) on rahuldatud kdik lemma 1 eeldused

koos lisaeeldusega u(x) < u(x*), kui x € U(x1,Q ). Jareli-
Aul

ovIx»x
mumpunkt x* on piirkonna Q aisepunkt, mistottu

8"l " .0 l«seega ka$$| . - O.
X>X

See vastuolu tdestabki, et U(°,6) C , millest omakorda
jJareldub lemma vaide.

Jareldus 1. Lemmast 2 jareldub, et lemma 1 eeldustel on
oige ka lisaeeldus u(X) < u(®), kui x€Q jau®X) ei ole
konstantne. Toepoolest, kui leiduks selline piirkonna 3
sisepunkt x°, milles

ux®) - u@®) = max u®),
xe2

kult letma 1 pohjal > 0. Teiselt poolt aga maksi-

aiis lema 2 pbhjal u(xX) oleks konstantne.

Jareldus 2. Lemmalt 2 jareldub, et kui Mu 4 O piirkon-
nes Q jau € C2(Q) N C(SE), siis
u® <_max u@y), xXeQ
je.r

Sageli formuleeritakse maksimumprintsiip just sellisel kujul.
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Ula> 0 piirkonnas Q jaue C2(fi) N C(£>),
siis M(- u) 4 0 ning lemma 2 pdhjal
““u(x)4 max [- u m- min u .

x) Ik I_[ 2] S 6]
Hii saame nn. milnimumprinttiilbl vaite

u(x) > min u(y), X€ £2 .

yvE T

Juhul kui u e C2(£2) N C(£2) on homogeense vdrrandi Mu =m0

lahend, siis saame kasutada nii maksimum- kui ka minimum-

printsiibi hinnanguid:
min u(y) 4 u(x) 4 max u(y), X e £2. n
YE T yver

Viimased vdrratused naitavad, et homogeense vdrrandi M. = 0
lahend saavutab oma minimaalse ja maksimaalse vaartuse piir-
konna Q rajal I". Seejuures vdrratustee esineb vordus ai-
nult siis, kui u on konstantne.

Kanname lemmade 1 ja 2 vaited ile diferentsiaalavaldise

Lu juhule, milles uldiselt c(x)d 0.

Teoreem 1. Kui Lu 4 0 ja <> 0 piirkonnas Q ning funkt-
sioon u £ C2( Q) saavutab positiivse maksimumi selle piir-
konna sisepunktis x<€ Q , siis u on konstantne piirkonnas
Q.

Toestus. Kasutame sama ideed, mis lemma 2 toestamisel.
Téhistame

Q o*{i -is Q ,u(x) - ux0)GQq
Samuti nagu lemma 2 toestamisel veendume, et Q q on Kinnine

hulgas £2 .



Val tame, et Q O on lahtine. Votame suvalise punkti
Xee Q 0. Siie u(x=) > 0 Ja u pidevuse tottu leidub selline
punkti x= Umbrus Ux<,c)) CQ, milles u(x) > 0. Selles Umb-
ruses teoreemi eeldustel

Mu = lai - cu < 0,
mistdttu lemma 2 pdhjal u(x) » u(x<), kui x € U(XX<,8). Ja-
relikult U(x=,6) ¢S20< Seega on lahtine Ja Qq = Q ,

millega teoreem on tdestatud.

Teoreem 2. Olgu Lu < 0 ja ¢ >0 piirkonnas ~ ning saa-
rutagu funktsioon ueC1(zS) MC2(Q) positiivse maksimumi
punktis X*€ I. Eeldame, et leidub selline kinnine kera
D CE£ , mille pinnal asub x*. Siis kas u on konstantne piir-

konnas Q vdi N> 0, kus on tuletis kera U pinna

valisnormaali suunas.
Toestus. Teoreemis eeldame, et

max u(x) mu(x*) > 0.
e 52

Siis leidub punkti x* Umbrus U(x*,5) nii, et piirkonnas
T-Q Muxx*,6) * & u(x) >0 ja seega

Mu mLu - cu 4.
Piirkonnas 7 on rahuldatud lemma 1 eeldused ning seega kas

a on konstantne piirkonnas 7 vdi * > 0. Esimesel juhul
X»X

aga teoreemi 1 pohjal on u konstantne kogu piirkonnas 0

Sellega on ka teoreem 2 tdestatud.

Markus. Teoreemidest 1 Ja 2 jarelduvad erijuhul ka
lemmad 2 ja 1. Tdepoolest, kui ca& 0, siis Mu = Lu ning

M(u + C) * Mu, kus Con suvaline konstant. Konstandi Csaab



aga alati nii valida, et u maksimum oleks positiivne.

2. Aprioorne hinnang esimese ra,laulesande lahendi
.laoks. Vaatleme diferentslaalvdrrandi -(1) lahendamist Di-
richlet* rajatingimusel u|r*» (x). Eelda», et sellel
ilesandel on olemas klassikaline lahend u € C(&?) Mc2(A),
ning tuletame maksimumprintsilbi abil selle lahendi jaoks
aprioorse hinnangu, millest jareldub lahendi ainsus ja sta-
biilsus.

Eeldame, et a~ & a”, b", cja T on pidevad piirkonnas
2? ning selle rajal I . Samuti eeldame, et diferentsiaal-
avaldis L rahuldab tdhtlase elliptilisuse nduet (2).

Jargnevas teoreemis anname aprioorse hinnangu vaadelda-

va lUlesande lahendi jaoks kasutades norme

luHg auax Ju(x)I, Wyilp* max |<y()]-

Teoreea 3.Kul >0 piirkonnas £2, siis Dirichlet" lles-
ande Lu * f, uj® Ul klassikalise lahendi jaoks kehtib hin-
nang

UviUg < |yl + (=** -1) Nfllg , ®)

kus d B maiJ x - y| on piirkonna S diameeter ja

B3 Ltl da K-ma~lb~x)1 *
Tdestus .Kasutame teoreemi 1. Muutuja vahetusega v mu-w
pilame saavutada olukorra, et Lv 4 0. Selleks valime
w(x) - UivHp + g(x) NT dg,
kus g rahuldab tingimusi

g€C2(£E£), g(x) > 0, Lg >1, kui xe @)
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Sile
Lv ssalu - Lw a f . dTyvo <0, kui x€Q |,
Ja
yvau-w 0, kui x€ I.
Teoreemi 1 pdhjal jéareldub nendest vdrratustest, et
v mu - w CO0 kogu piirkonnas .
Muutuja vahetusega v * - u - w, kus w on sama, mis

eespoolgi, saame analoogiliselt, et

Lv £ 0, kui xeQ, jav £ 0, kui xelr ,
whg teoreemi 1 pdhjal v* — u - w0 kogu piirkonnas S,
Nii saame hinnangud - w ~ u < w ehk
) < wx) allylir + gQITFHN . ®)
Konkreetse aprioorse hinnangu saamiseks tuleb moodus-
tada konkreetne tingimusi (7) rahuldav funktsioon g. Seda
vBib teha naiteks jargmiselt. Asugu piirkond R kihla

b < x1< b+ d, kus x* on vektori x esimene koordinaat ja d

piirkonna diameeter. Votame
A(x--b)
g(x) = el - e , kus  fb>0.
Siis ilmselt g € C2(&) ja g(x) > 0, kui x € . Naitame, et

konatandi {b valikuga saab rahuldada ka viimast tingimus-

test (7). Et

Afb) ~2 2 Gb)
a- Ae" ja2-f=-fod el
" 0X1 1

siis
o 6Cx<'b) o p )
Lg m (a™/3 + b " )e +eg”™a /b - YWb=1,
kui

po» KEVKE 422§
I 2a
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Et

g(x) < e -1, kui xeé& ,
siis hinnangust (8) jareldub hinnang (6), millega teoreem
ongi tdestatud.

Markus. Teoreemi eeldust c(x) > Ovdib mbénevdrra ndr-
gendada. Olgu
c(x) > -S, kui xe 5 »

kus S> 0 on konstant. Tahistame

ct .EdlsLj.c, cl=I«i .=
Slie > -8 ning

* Lu mMu + cu * Mu + c+tu + C u.

Seega Dirichlet Ziilesande Lu * F, u | a ~ lahend rahuldab
seost
Mu+c+u*f-c”u,

millest hinnangu (6) abil saame

Jul,£ < + (en cwifllg + ).
Rui (e” - D<S < 1, siis siit jareldub hinnang
<Jlkl «* -
® 1- (efid- 1)J

Hinnangust (6) jareldub Dirichletl rajaulesande lahendi
ainsus ja stabiilsus.

Toepoolest, kui u ja u* on suvalised llesande Lu - T,
ulp 3Y klassikalised lahendid, siis nende vahe rahuldab
seoseid

L(u -u*) =0, u-u*|p=0,

millest hinnangu (6) abil saame
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lu - - 0, s.t. u(x) mu*(x), koi xeQ
Lahendi stabiilsuse naitamiseks moodustame lahteililes-

andele lahedase ulesande
Li - f, ujr-f

Kui u on lahtellesande ning u viimase llesande klassikaline
lahend, siis
Lu-98) -F-Ff, u-ujrwuy- v9
mistéttu hinnangu (6) podhjal
lu -ulg 4 + (e™ - DIFf -
Paneme tahele, et selles paragrahvis me ei teinud min-

geid eeldusi raja I sileduse kohta.

3. Teise ,la kolmanda ra.lallesande lahendi ainsus.

leme vdrrandi (1) kolmandat rajailesannet

Lu » f, %61, + au|r - vy, (©))
kus N on tuletis rajapinna I valisnormaali suunas. Eelda-
me, et piirkonna Q rajapind Ion sile, s.t. e Q. Siis
saab pinna I iga punkti jaoks kujundada kera, mille olemas-
olu eeldasime teoreemis 2, ning pinnal I tuletis kera valis-
normaali suunas Uhtib tuletisega I'valisnormaali suunas.
Olgu rahuldatud ka teised eeldused, mida tegime teoreemide
1 Ja 2toestamisel (diferentsiaalavaldis L on thtlaselt el-
liptiline ning tema kordajad tdkestatud piirkonnas £2). Eri-
juhul, kui oc(x) s 0, on ilesanne (9) nn. teine rajaulesan-
ne .

Vaatleme esialgu kolmandat ra.lailesannet. Olgu ct(x) ¢pO

ja oi(x) ~ 0, kui x ell. Eeldame, et Ulesandel (9) on olemas
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klassikaline lahend u € C1(5) M c2(0). Siis see lahend on
ainus, kui c(x) > 0 piirkonnas Q
Vaite pbhjendamisel téhistarne simboliga u* (lesande

(9 suvalise klassikalise lahendi. Siie z - u - u* on lles-
ande

B-0, ||+ agr-20 (10)
klassikaliseks lahendiks. Naitame, et viimasel llesandel on
olemas ainult tririaalne lahend z(x) s 0, millest otseselt
jareldub Glesande (9) lahendi aineue.

Viimase vaite tdestamisel kasutame raetuvaiteliet mee-
todit. Oletame, et Ulesandel (10) leidub mittetriviaalne
lahend z(x). Siie kae z v0i - z peab saavutama piirkonnas
£? positiivse maksimumi. Naitame, et selline oletus v”ib
vastuoluni. Et homogeense ulesande (10) lahendiks on koos
funktsiooniga - z alati ka funktsioon z, siis piisab juhu
vaatlemisest, kus z saavutab positiivse maksimumi. Vaatleme
eraldi kahte vdimalust.

a) Kui tdlesande (10) lahend z saavutab positiivse mak-
simumi piirkonna Q sisepunktis, siis teoreemi 1 pdéhjal
z(x) » const ning Cz|r » 0, Et oi(x) £ 0, siis z(x) WO.mis
annabki vastuolu.

b) Kui z saavutab positiivse maksimumi piirkonna &
rajapunktie x*€ I, siis teoreemi 2 pbhjal kas z(x)- const

vSi 10| > 0. Esimesel juhul samuti nagu juhul a) z(x)*0.
X»X*

Teisel juhul

mistdttu z ei eaa rahuldada ilesande (10) rajatingimust.



Seega ka sellel juhul saaae vastuolu, millega kolmanda raja-
Ulesande lahendi ainsus on tdestatud.

Vaatleme niud teist

l« - 1. I»]r.y (11)
artikli algul tehtud eeldustel. Eeldame, et sellel ileaandel
on olemas klassikaline lahend u € C1(£2) IN'C2(Q). Kui u* on
selle Ulesande suvaline klassikaline lahend* siis vahe z m
zZ » u - u* on idlesande

Lz - = iflr -0 12
lahendiks. Viimase llesande lahendiks saab olla ainult
konstantne funktsioon

z(x) s A * const.

Toepoolest, kui z saavutaks positiivse maksimumi piirkonna

sisepunktis, siis ta oleks konstantne teoreemi 1 pdhjal,
kui aga selle piirkonna rajapunktis, siis oleks ta konstant-
ne teoreemi 2 pdhjal, sest O#

Kontrollime, millal konstantne funktsioon z * A rahul-
dab Ulesannet (12). Rajatingimus on iga A korral rahuldatud.
Vérrand

Lz ScA* 0
on c(x) 0 korral rahuldatud ainult siis, kui A » 0. Selli-
sel juhul teisel rajalilesande lahend on ainus. Kui aga
c(x) s 0, siis on Ulesande (12) lahendiks suvaline konstant
z saA. Sellisel juhul ilesande (11) lahend pole ainus. Ni-
melt kui Ulesande (11) lahendiks on u*, siis selle llesande
lahendiks on ka

u |au* + A
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suvalise konstandi A korral. Vilaane avaldis kujutab vaa-
deldaval Juhul teise rajaiulesande lahendi Gldavaldiet. He
saame Ulesande muuta Uheselt lahenduvaks, kui mingi lisa-
tingimuse, nditeks tingimuse
£ udT » O

abil md&rame konstandi A.

Raqulesannete klassikalise lahendi olemaeolu tdesta-
mine on killaltki komplitseeritud. See lihtsustub, kui so-
bival viisil uUldistada lahendi mbistet, mida me jargnevas

ka teeme.
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819. Rajaulesande
Gldistatud lahend

1. Positiivselt mddratud dlferentsiaaloperaatorld. Ra-
jalilesande uUldistatud lahendi defineerimisel ja olemasolu
toestamisel saab edukalt kasutada funktsionaalanalilsi vahen-
deid. Selleks vaatleme rajaiulesannet kui operaatorvorrandit

Lu - F
ruumis AB’O.). Jargnevas eeldame» et diferentsiaaloperaator
L on summeetriline ja positiivselt maaratud.
Konkreetsuseks késitleme juhtu« kus L on mdaratud teist

jarku enesekaasse diferentsiaalavaldisega
n

bu m- Y2 (4 ) e eu (H)
1.J-1 i J Ox1
ning Dirichlet® rajatingimusega
ulr - O.
Sellisel juhul loeme operaatori L mdaramispiirkonnaks funkt-

sioonide hulga

ML) - {usueC(S) MC(Q MHIQ), ulp -0} @
Eeldame, et a~ ma” e C1(£2), <€ C(™5) ning et rajapind
I on tikati sile. Siis Ulaidefineeritud teist jarku dife-
rentsiaaloperaator L on summeetriline (vt. 815, art. 2), s.t.
rahuldab tingimust
(Lu,v) = (u,Lv), kui u, v € H(L).
Selgitame, millal operaator L on positiivselt maaratud,
s.t. millal leidub selline konstant /<->0, et

(Lu,u) >/~(u,u), u e M(). (€)
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Lahtume 1 Greeni valemist (vt. flI5, art. 2)

Eeldame, et c(x) » 0, kui x e «B t jJa et diferentsiaalavaldis

L on Uhtlaselt elliptiline piirkonnas Q , s.t. et leidub sel-

line konstant & > 0, et

i WA M > a2 J7
i.J-1
Siis
(Lu,u) > a23 A jtjjjl dx + jlcu2 dx. 4

Siit ng%me, et c(x) © A; >0 korral operaator L on positiiv-
selt maaratud. Haitame, et L on positiivselt maaratud ka
ndrgema noude c(x) > 0 korral. Selleks hindame funktsiooni u
normi tema osatuletiste normide kaudu.

Olgu piirkonna diameeter d. Sulgeme selle piirkonna
kuupi

K* {x : < Xz*k<oL=x=+d, i»l,2#...n} 3N

ning jatkame funktsiooni u € M(L) kogu kuupi lugedes u(x) »0,
kui x e K\£2. Sellisel teel saame kuubis T pideva funktsi-

ooni u. Newton-Leibnizi valemi pdhjal
-

uix) “i W dxi’
Al
millest Cauchy-Bunjakovski valemi abil saame

lu@iz . 1] . ldiltR< (gt -CL) j  1ghri2
aj m ai
Siit
ar+d akd
Ju(x) 12 dx*«. -5-J 1j~- d*f
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Integreerides iga muutuja Xy J * i, jargL 1&igul

[CXj, <Xj+dJ, saame

[u(x)12 di 4 i j 1~-12 dx.

K K 1
Et u(x) = 0, kui x e siis vdime kuubi Kasemel vdtta
integreerimispiirkonnaks Q . Kui veel summeerime i jargi,

siis jOuame vdrratuseni

nflu(x)l2d,<|-E [ Iljj-12 dx
2 _ (] dli
Selle abil saame vOrratusest (4)

(Lu,u) > w2(u,u), u e M(L),
kus m sa- , S.t. operaator L on positiivselt maaratud.

Tuletame veel Uhe vOrratuse, mida kasutame jargmises
artiklis. Vdrratusest (4) ja positiivse maaratuse noudest

(3) saame

mA(Lu,u) > 1751 » —*7(Luu)” Hui

lendest vdrratustest jareldub, et

i2
H
kus
n 6u n2 ayu.
fa2+pr
N.
2. Gldistatud lahendi mdiste. Vaatleme esialgu veidi

Gldisemat probleemi. Olgu antud Hilberti ruum H ja selles
lineaarne simmeetriline positiivselt madratud operaator L,

mille maaramispiirkond M(L) on kdikjal tihe ruumis H. Ope-

126



raatori positiivselt madaratus tahendab sellise konstandi
/u.>0 leidumist, et

v (Lu.u) » m2 vu|2 , u e M(L).
Hulgas M(L) defineerime uue skalaarkorrutise
(u,t)r » (Lu,v),
millele vastab norm «yTTuTST~ . Vahetult saab kontrol-

lida, et (u.v)” rahuldab skalaarkorrutise omadusi:

1< (u,v)L - (v.n)b ,

2= (au + Ziv,w)L =a(u,w)L + /5(v,w)1

3 (u.u)”™ > 0 ning (u,u)L =m0 siis ja ainult siis,

kui u m0.

Lineaarne hulk M(L) varustatuna uue meetrikaga pole
Uldiselt taielik. Muutes selle tavalise taielikustamise
protsessi abil taielikuks,saame uue Hilberti ruumi H”, _mida
nimetatakse Priedrichsl ruumiks.

Positiivse madratuse noue annab seose ruumi H normi ja

Priedrichsl normi Hu U vahel:

IulM4 "jr s, u € ML)
Sellest seosest ndeme, et koonduvusest ruumis jJareldub
koonduvus ruumis H. Ruumi H” téielikustamisel kasutatavad
fundamentaal jadad osutuvad fundamentaal jadadeks ka ruumis H.
Seetdttu hulgale M(L) Ilisatavad elemendid vOib samastada
ruumi H elementidega, milleks vastavad fundamentaaljadad
koonduvad ruumis H. (Naidata, et nii saame uksuhese vasta-
vuse ruumi H” juurdetoodud elementide ja ruumi H teatavate

elementide vahel!)
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Seega M(L) € hl ¢ H Pilrprotsessl abil saame laiendada
nonddsrahellse seose kogn rnudle

Ju» <-£ JulL, U 6 HL.
Vaatleme nuud vérrandit
Lu » £, te. H, ®)
kus L on lineaarne slaseetrilins positiivselt madratud ope-

raator ruumis H kdikjal tiheda maaramispiirkonnaga. Kui sel-
lel vérrandil on olemas lahend u*( siis mistahes v & kor-

ral e

(v,f) - (v,Lu®)
ehk

(v,f) - (v,u )L.

Osutub, et viimane seos maarab iga f cH korral idheselt ele-
mendi u*. Tdepoolest*
I(v,HU 1fl Bvl <M |VIIL.

Seega (v,f) kujutab iga f € H korral pidevat lineaarset
funkteionaali ruumis HM. Jarelikult saab selle esitada kujul
(vt. nait. [8], lk. 177)

(v,f) » (v,u*)L, v € HL. (@)
Viimase seose abil tUheselt maaratud elementi u* € HL nimeta-
takse vorrandi (6) uldistatud lahendiks. Toestatu pdhjal on
sellel vdrrandil iga f £ H korral olemas lheselt maaratud
tUldistatud lahend. Juhul kui dGldistatud lahend u* e M(L),
siis osutub ta vdrrandi (6) tavaliseks lahendiks.

Paneme tahele, et vorrandi (6) .uldistatud lahendite u*
ja ruumi H elementide f vahel on Uksuhene vastavus. Kuil seda
vastavust kasutada operaatori L laiendamiseks, siis jduame
operaatori L enesekaasse laiendini L, mille maaramlspilrkon-
naks on uUldistatud lahendite hulk ning véartuste hulgaks ko-
gu ruum H. Vérrandi (6) uldistatud lahendid on parajasti vor-
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pandi Lu - T lahenditeks.
Definitsioonist (7) on lihtne saada aprioorseid hinnan-
guid rdrrandi (6) (uldistatud) lahendi u* jaoks. Selleks v&-
tame r » u*;
u*,f) - Iu*I£
ning hindame
Hu*IE£ < Bfll llu*l 4 — 1*1
Iii saame aprioorsed hinnangud
Atiu*l < Hu*Il 4 -£|fl. ®)
Sendest hinnangutest jareldub ka iilesande (6) lahendi sta-
billaua. Tdepoolest, kui u* on selle Ulesande lahend ja U*
Ulesande  * ¥ lahend, siis
L(u* - u*) - £ - fF
ning (8) pdhjal
lu* - Gi*1 < -£ Hf - th

Glesanne 1. Tdestada, et lineaarsel simmeetrilisel posi-»
tiirselt maaratud operaatoril L on olemas tokestatud pdord-

operaator L”1 ning

IL AL~ " ja |L AlﬁA-M?y.
ulesanne 2. Naidata, et uldistatud lahendi definltsioo-
niga (7) on samardarne jargmine. Olgu f~ P*of ning eksis-
teerigu vdrrandil Lu a f~ iga k>1,2,... korral lahend
cM(L). Vorrandi (6) ildistatud lahendiks nimetatakse ja-

da uk piirelementi ruumis HA.

3. DIlrichlet* llesande uldistatud lahend. Rakendame

eelmises artiklis esitatud Gldisi tulemusi Dlrichletl
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Gilesande jahul. Olgu operaator L defineeritud diferentsiaal-
avaldisega (1) ning tema midramispiirkonnaks olgu valemiga
(2) antud hulk M(L). Olgu ruum H - o2 (i1). Eeldame, et on
rahuldatud artiklis 1 tehtud eeldused. Siis L on simmeetri-
line positiivselt maaratud operaator ruumis <?2(S) kdikjal
tiheda maaramispiirkonnaga. Vdrrandi (6) tavaline lahend on
Dirichlet"ulesande klassikaliseks lahendiks. Klassikailae
lahendi olemasolu selgitamine on killaltki komplitseeritud
probleem. lga f€c£2(Q) korral on sellel llesandel olemas
aga ainus Uldistatud lahend u* £ HA.

Uurime pisut lahemait normi ruumis HA. | Greeni valemi
pdhjal

|«]2 - (Lu,u) . H 1E 1 ¢ cun

Kordajate a” ja ctdkestatuse tdttu leidub selline konstant
bl >0, et
lal2

Et hinnangust (5)

l«»Z >* 2« « £,
siis

AMud < Jul < X»ul )
H1 b H®

s.t. ruumide ja H1(Q) normid on ekvivalentsed. Jareli-

kult mHN(E£2). Et u*« H1(2)f siis uldistatud lahend u*
ning tema esimeat jarku Gldistatud osatuletised g;? kuulu-
vad ruumi oC2(Q). $15 teoreemi 2 p6hja” rahuldab uldista-

tud lahend peaaegu kéikjal rajatingimust u*|r = 0.
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Veel saab niidate, et kul diferentsiaalavaldise b kor-
dajad a*j Ja con ldpmatukordeelt diferentseeruvad, ella
Dirichlet® Ulesande uldletatud lahend on dlferentelaalvdr**
randi Lu mf Gldistatud lahendiks piirkonnas £2 dietributeik-
oonide teooria mdttes. Toepoolest seose (7) pbhjal Iga

<f€ou(Q) korral
<f,<(»- (<p,t) » (@@u*)L » (u*,LCO -<Lu*,tf>.

Kul teha lisaeeldusi voérrandi kordajate a”, c, vaba-
liitkme f ning rajapinna I sileduse kohta, siis saab niidate
Gldistatud lahendi suuremat siledust. liiteks toosa [12],
ptk. 2 tdestatud Uldisematest tulemustest saame erijuhul, et
kui 8ij, c€ C=<(£), re€C> ning f € Hk, kus k> 0, siis

V-]
Dirichletl l"Jviesande L'Jvidlstatud lahend uaBH P

. See tule-
me kehtib ka nb6rgematel eeldustel kordajate a” ja cning
rajapinna I kohta.

Kul Gldistatud lahend u* € M(L), siis ta osutub selle
Ulesande klassikaliseks lahendiks. Dirichlet® ulesande klas-
sikalise lahendi olemaeolu ja kuuluvuse kohta teatavasse
Holderi ruumi (vt. 8l4, art. 5) tdestas J.Schauder 1934»a.
jargmise tulemuse (vt. niit. [10], Ik. 145).

Teoreem. Kui a” € Ck+l+ N (), ¢

feCrtad) Ja rajapind e 0k+2+h, bm K> 0 )« O< /4 <1,
siis Ulesandel Lu = f, u] = 0 on olemas klassikaline la-

hend u* 6 dc+>(i1)
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4. GldIstatmd lahendi 1j wv»ndrx IplHnIm . Me definee-
risime rajauleeande Uldistatud lahendi mittekonstruktiirsel
teel. Rajaulesande lahendi ligikaudsel leidmisel Kasutatakse
sageli rarlatsloonmeetodeld. mis pbhinerad asjaolul, et li-
neaarse summeetrilise positiivselt maaratud operaatori L

korral annab funktsionaalne
F(u) = (Lu,u) - 2(f,u)f ue M(L)
minimaalse vaartuse parajasti rorrandi Lu - f lahend. Selle

raite digsuses rdlme reenduda jargmisel teel. Kirjutame

funktslonaali "F(u) kujul
F(u) = (u,V)L - 2(Ff,u)
ja laiendame ta kogu ruumile H”. Arvestades rdrrandi (6) ul-

distatud lahendit u* defineerirat seost (7). saame selle

funktslonaali kirjutada kujul
F(u) - tull - 2(u,u*) - Hu - u*lI2 - Ju*|* ,
millest naeme, et

J
s.t. funktsionaalne F(u) annab minimaalse raartuse para-

min F(u) mFQU*) m- Ju*|2 ,
vc}1 E)

jasti rdérrandi (6) uldistatud lahend. Juhul, kui minlmisee-
rir element u* e M(L), siis on ta selle rdrrandi taraliseks
lahendiks.

Olalesltatust naeme reel Uhte rdlmalust rajaulesande
tldistatud lahendi defineerimiseks. Himelt rdlme selle de-
fineerida kui funktslonaali F(u) minimiseerira elemendi.

Variatsioonmeetodid annarad teatarad eeskirjad funkt-

sionaali F(u) mlInimlseerira jada konstrueerimiseks, s.t.



sellise jada u”™ moodustamiseks, sille korral

le F(u,d - F(u¥).
8o P9~ PO

Et

P(uk) - F(n*) » lu. _**ITI
sils iga mixdmiseeriY jada koondub vérrandi (6) uldistatud
lahendiks u* ruumi HL ning jarelikult ka ruumi H meetrika
mottes.

Funktsionaali F(u) minimiseeriva jada saab moodustada
jargmisel teel. Valime l6pmatu jada elemente € H(L),
i-1,2,... nii, et nad moodustaksid ruumis taieliku orto-
normeeritud sisteemi. Siis avaldub vdrrandi (6) uldistatud

lahend ruumis koonduva Fourier® reana

Fourier® rea osasummad

kujutavad funktsionaali F(u) minimiseerivat jada, sest

- | 0, kui K->»00.
L 4

Sageli on tulikas moodustada ruumis ortonormeeritud
susteemi. Sellisel juhul vdib moodustada Id8pmatu jada
(Pi* HL, i*1,2,... nii, et iga Idplik hulk selle jada ele-
mente oleksid lineaarselt s8ltumatud ning et see jada oleks
taielik ruumis HL, s.t. et vastavalt igale £>0 ja u e

leiduksid naturaalarv kja konstandid LC9,---, nii, et

Ulesande (6) lahislahendi véime leida jargmisel teel.
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Moodustame fikseeritud kKkorral lineaarse kombinatsiooni
K

uk - J1 Ctdat (©))
* i-1 1
ning leiame kordajad ~ tingimusest, et P(uk) omandaks mini-
maalse vdartuse. Viimane k-muutuja funktsiooni miinimnmiles-

anne on libtsalt lahenduv. Toepoolest,

P(uk) 3 cicr(pt, ) - 2~ crCnhlf),
FW $
-yi- = 2 21 or(L(ff.cpy) - 2(dyif),
d 2?(uk)
6cl vs- 4

Et miinimumpunktis esimest jarku osatuletised vdrduvad

nulliga, siis kordajad CA peavad rahuldama seoseid
K 3

L i-1,2,...,k. (10)
s J A
Ruutvormi
> d2P(uk)
b 1 NV *2
-2 AF b A)>2Nrwﬂ'v<fm

positiivselt madratusest jareldub (vt. nait. [1], k. 220),
et virrandisisteemi (10) lahend annab funktsioonile E(uk)
minimaalse vééartuse.

Viimasena esitatud variatsioonmeetodit nimetatakse
RItzi meetodiks. Ritzi meetodi koonduvus ruumis (areli-
kult ka ruumis H) jareldub asjaolust, et koordinaatfunktei-
oonide d” ortonormeerimise korral ruumis selle meetodi

abil leitud l&hislahendid ei muutu, avaldis (9) aga kujutab
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lahendi Fourier* rea osasummat, sest ruunis ortonormee-
ritud koordinaatfunktsioonide korral saame vdrrandisiistee-
mist (10)

ct- (t,pH » Afu*)L.

Margime 10puks, et algoritm, mille korral vdrrandi (6)
lihialahend leitakse kujul (9), kusjuures viimase avaldise
kordajad arvutatakse vorrandisisteemi (10) lahendamise teel,
on rakendatav ka mittesimmeetrilise operaatori L korral.
Vaetavat Ritsi meetodi Uldistust nimetatakse Gal.lorld.nl

meetodiks.
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820. Harmoonilised funktsioonid

1. Laplace*i operaatori fnndamentaallahendld. Kéige
lihtsamaks elliptilist tuupi vOrrandiks on Laplace*i v6rrand

Au m 0,

on Lanlaea"l operaator.Selle vdrrandi la-

hendamisele taanduvad vaga mitmesugused fuusika probleemid.
Naiteks Laplace*i vOrrandit rahuldab statsionaarne tempera-
tuurijaotus homogeenses isotroopses kehas, samuti gravitatsi-
oonivadlja ja statsionaarse elektrivalja potentsiaalid piir-
konnas, kus puuduvad vaetavalt massid v0i elektrilaengud.

Laplace*l vorrandi lahendeid nimetatakse harmoonlUs-
teks funktsioonideks. Tapsemalt, funktsiooni u nimetatakse
harmooniliseks tdkestatud piirkonnas £2 , kui u e. CA(Q) ja
A » 0, x e Q . Praktikas pakuvad huvi Laplace*i voérrandi
lahendid eeskatt n » 2 ja n » 3 korral, millistel juhtudel
jargnevas peatumegi.

Eriline tédhtsus jargnevas on Laplaceli vorrandi lahendi-

tel In vastavalt n - 2 ja n » 3 korral, kus

R%Waalxym
Y m A *Y2»eeed) on Fikseeritud punkt. Neid lahendeid ni-
metatakse Laplace”i operaatori fundamentaallahendlteks. Nen-
del lahenditel on isedrane punkt x - y, milles nad tdkesta-
matult kasvavad. N&aitame, et mainitud funktsioonid rahulda-

vad Laplace*i vdrrandit.

n « 2 jan =3 korral harmoonilised igas tdkestatud piirkon-
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naa, mis ei sisalda punkti y.
Toestus. Kirjutiste luhendamiseks tahistus siin ja
edaspidi n
r - dx - yB. -y 2;1/2.
Kontrollime vahetult teoreemi véidete digsust,

n * 2 korral u » In j ning

Ih 1w h -a A

Seega toepoolest

R« . 32u 2r2-2(x,-y, )2 - 2(x2JTj 2
4u » r-9 + r~r - -——— = 0, kui r*Xx,
3x1  dx| r

n =3 korral u my ning
i) *1-71i an r2-3(xi-T1)2
5M A" 7~" L - N °

Seega

millega teoreem on todestatud.

Markus. Laplaoe™i operaatori fundamentaallahend defi-
neeritakse ka kui distributsioon 6" e » mis rahuldab vor-
randit -£(x). VOib naidata (vt, nait. [4]. Ik, 203).

et viimase vdrrandi (lUldistatud) lahenditska on

e2(x) e ““2J1 In UU" £3(x> " " 4TCIiTV
£(x) D e — JIT? + n > 3»
(n-2) 6n Hxi
n/2

kus 6 * 21— on n-mdotmelise (hikkera pindala. Seega

n T1§)

kuni konstantse kordajani langevad need ihto Glalesitatud
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fundamentaal lahendi mbéistega y* 0 korral.

2. Funktsiooni Integraalne esitus.Harmooniliste funkt-
sioonide uurimisel on oluline téhtaua valemitel, mis esita-
vad suvalise sileda funktsiooni nn. potentsiaalide kaudu.
Sdnastame vaetava teoreemi. Seejuures eeldame, et £2 on to-
kestatud lahtine piirkond tukati sileda rajaga I . Teoreemi
téestamisel ning ka korduvalt edaspidi kasutame 1l Greeni

valemit (vt. 815, art. 2), millel Lu * - Au korral on ku-

ju
J@uu - uv)dx - F(v - u lyddr* ,
£ R r
kus on tuletis raja [valisnormaali suunas. See valenm

kehtib, kui u,v € c1(3) Mc2(Q).

Teoreem 2. Olgu u € CA(£2) 1 C(Q). Siis n » 2 korral

kehtib valem
uly) m- 2*-jAu(l) In 41 +

* 5% J[In TATIiF- T A~ - U() S-Ina~7] WA <>
ja n =3 korral valem

2>
kus y e Q ning on tuletis rajapinna Ivalisnormaali suu-
nas.
Markus. Need valemid esitavad funktsiooni u kolme liik-
me summana, mida nimetatakse potentsiaalideks ja mis kujuta-

vad endaat konvolutsioone fundamentaallahendiga. Neid vdib
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tolgendada fulsikaliselt kui elektrivalja potentsiaali. Ui-
melt kolmedimensionaalses rutuuis tihedusega do(><) paiknevad

elektrilaengud tekitavad elektrivalja potentsiaaliga

i éf€¥14dx. PIndIntegraalldena vai jenduvald viimaseid liide-
tavaid vOib aga tolgendada vastaval pinnal paiknevate elekt-
rilaengute poolt tekitatud valja potentsiaalidena. Seetdttu
integraalina tle £2 avalduvat potentsiaali nimetatakse ruu-
miliseks potentsiaaliks, plIndIntegraalldena valjenduvaid po-
tentsiaale aga pinnalisteks potentsiaalideks. Kolmemddtmeli-
sel juhul nimetatakse vastavaid potentsiaale Sewtoni potent-
siaalideks. kahemddtmelisel juhul aga logarltmilisteks po-
tentsiaalideks.

Teoreemi 2 tdestus. Olgu ye Q ning r » Ux - y». LGi-
kame piirkonnast M valja punkti x - ykeraga (kahemddtmeli-
sel juhul ringiga)

U u(y,£) = {x: lix - ylI<C } ,
mille raadiuse £ > 0 valime sedavdrd vaikese, et kerapind
(ringjoon) Sc * S(y,e)CE2 .
Tahistame llejaanud piirkonna

£2” »Q\UE£ ja selle raja I™-

, 'nstE.
Olgu Ve n
Siis Il Greeni valemi po6hjal

J (vau - uAv)dx
(V& -uli)ar. (3)

Teoreemis vaidetud valemite tuletamiseks vOtame viimases Seo-

Joonis 16.

ses funktsiooniks v Laplace*i operaatori fundamentaallahendi
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ning teostase piirprotsessi £ —m0. Et fundamentaallahendi
araldlsed d « 2 jan » 3 korral on erinevad, siis vaatleme
neid juhte eraldi.

Johni n - 2 votame v - In ~ . Siis teoreemi 1 pdhjal

Ar =m0 piirkonnas ning valemi (3) vdime kirjutada ku-
jul

|du In £ dx - j[In £ -u jj In£] dT +
Saitame, et piiril 6 0+ viimane integraal laheneb piir-

vaartusele - 2Jtu(y), millega olemegi tdestanud valemi (1).

Toepoolest, integraalarvutuae keskvaartusteoreemi pdhjal

1IniJadr _ 1,£ .2*t 571, - 16 3e -

T s
Viimase vorduse parem pool aga laheneb nullile, kui £ —*m0+,

sest on tdkestatud ning 1 Hospitali reegli pdhjal

lim Ini 2XC» - 2 lim » - 2ft lim - & - Q
C-*10+ £-»04- T e +0+ -—>X

b 1
Seega

lim In 2 dP - 0.
6_>0+j * XK

se
Et ringjoonel SE

d n_1 dinr 1
57 r3 ~yir r

siis

J urlnjdr=J updT» 2&Eu(x), kus x € §j
SE - * SE

ja jarelikult

H VAN
é_wwm f u g In p dT s 25Cu(y).
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Sellega oleme tdestanud teoreemi vaite n - 2 korral.

Juhul n * 3 toimime analoogiliselt. Asetades vale-
misse (3) v . 1, saame

G5 A% A—GidYya —uljjlijiar

f SE
eio+ Hﬁ L ’é«f‘%zgﬂx';_ = 0. 16V

i, {2 F 5 Bl B sscrnucty + . ses

siis piiril £-» O+ jouame valemini (2), millega kdik teo-

reemi vaited on pbhjendatud.

3.Harmooniliste funktsioonide amadusiffjLineaarne funkt-

sioon

1l oux + s
R e e I

on harmooniline igas tdkestatud pllrk*onnas . (Veenduda sel-
les!) Teoreemist 1 ndeme, et leidub ka mittelineaarseid
harmoonilisi funktsioone. Tutvume harmooniliste funktsiooni-
de mbningate huvitavate omadustega.

(h~0lgu piirkonnas Q harmooniline funktsioon u e C1(Q)O0
Hc2(Q). Teoreemi 2 pohjal saab aelle funktsiooni n m2

korral esitada kujul

u@y) = r|@m r3*" ulJTm In r)dr ()]
ja n = 3 korral kujul

/Nt 1 it1l du A 1njep /2

"u 37



kus wv€ £2 ja r* Ii - y|]|- Neist valemitest né&eme, et har-
mooniline funktsioon u on Uheselt maaratud kogu piirkonnas

N vaartustega piirkonna rajal P .

£2 oma ja oma tuletise
Edasi jareldub neist valemitest, et harmooniline funktsioon
u€ C=<= (). Toepoolest, kui ye t& ja x ¢, siis r =
mix - yw1* 0 ning valenites (4) ja (5) integraali all ole-
val funktsioonil on olemas rajal I mistahes jarku pidevad
osatuletised vektori ykoordinaatide jargi. Jarelikult ka
funktsioonil u on piirkonnas £2 olemas kdik pidevad osatu-
letised.

Harmooniliste funktsioonide uurimisel saab kasutada
maksimumprintsiipi. Diferentsiaalavaldise Mu = - Au korral
on rahuldatud kdik 818 artiklis 1 tehtud eeldused, kusjuu-
res tthtlase elliptilisuse noudes eg > 1. Seega nditeks ja-
reldus 2 samast artiklist annab harmoonilise funktsiooni

u€ Cc(i) Mc2(A) jaoks vérratused

min u(x) u(y) < max u(x), vye.R |, ®)
X « I Xel”

milles vdrdus saab esineda ainult siis, kui u on konstantne-.
Nédeme, et harmooniline funktsioon saavutab oma suurima ja
vahima véartuse piirkonna rajal. Nendest vdrratustest jarel-

dub harmoonilise funktsiooni jaoks hinnang (veenduda selles!)
lu 14 max_ Ju®)l , ye £2 . 7
) )el_l() )

Harmoonilise funktsiooni vaartused piirkonna rajal voib
kullaltki avaratel eeldustel vabalt ette anda. Harmoonilise

funktsiooni tuletist ei saa aga rajal Ulldiselt vabalt et-

te anda. Nimelt véttes Il Greeni valemis
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| (7Au-uAv)di« J(v |]a.u]i)dr
funktsiooniks u suvalise harmoonilise funktsiooni ja v »1,
| saame voérduse

\57 dT =o, @)
mida peab rahuldama iga harmooniline funktsioon u e Q(£2)I
Mc2(Rr).

Huvitavat harmooniliste funktsioonide omadust valjendab
nn. teoreem aritmeetilisest keskmisest, mis vaidab, et har-
moonilise funktsiooni vaartus kera keskpunktis vOrdub arit-
meetilise keskmisega tema vaartustest kera pinnal. Téapsemalt
vOoib selle vaiite sdnastada jargmiselt.

Teoreem 3. Kui funktsioon u on harmooniline keras
UR * U(y,R) ja pidev Kkinnises keras UR, siis

uly) " a L-F1 u<>ds.
* SR
kus SR on kera UR pind ja 6n n-méétmelise ihikkera pindala
(teatavasti 62 = 2JC ja 6~ m43t).

Tdestus. Tdestame teoreemi n » 2 ja n * 3 korral. Vota-
me 0 <9 <R. Siis u 6.C?(Uq). Juhul n = 2 saame valemite
@) ja (8) abil

u(y) = 23F'Sf(M1 rlv " Uh In r)ds 2F(ggg u(x)ds.

Analoogiliselt saame n » 3 korral valemite (5) ja (8) abil
u(y) = - u(x)ds.
Minnes ule piirile @-» R jouamegi n » 2 ja n = 3 korral

teoreemis vaidetud valemini.
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2. Dlrichlet™ tlesanne
Poissoni ja Laplac e"i
vodrrand:i jaoks

1. Greeni funktsioon. Olgu S2 tdkestatud piirkond tuka-

ti sileda rajaga I'. Vaatleme DIrichlet® {lesannet

Avim- f(x), xeQ , u] - vy @
selle klassikalises seades. Olesandes (1) esinevat vorrandit
nimetatakse Poissoni vdrrandiks. Erijuhul, kui f(x) s 0,
saaae Laplace"i vOrrandi. Tapeemalt nimetatakse Ulesannet
(1) DIrichlet” sisellesandeks. Paragrahvi viimastes artikli-
tes vaatleme ka xm. DIlrichlet® valisilesannet, mille korral
ndutakse leida vorrandi lahend valjaspool pinda I paiknevas
piirkonnas Q nii, et ta rahuldaks DIlrichlet” rajatingimusi

Olgu ye £2 fikseeritud punkt ja tahistame r miIx - Wi
Eeldame, et ulesandel (1) on olemas lahend u«C1(SI)J/1C2( 6).
Siis eelmises paragrahvis tdestatud teoreemi 2 pdhjal saab

selle lahendi n =2 korral esitada kujul

Udr) e e5tJ*UIn rdx+ 2 la”r 1? - uh In ?)dr = (2)
ja n - 3 korral kujul r

- f£ | Tdl +4sjJ(® & - u& F)dr- <«
Et u on llesande (1) lahend, siis Au m- f ning piirkonna
rajal u < y. Selle lUlesemde lahendivalemi saamiseks tuleb
seoste (2) ja (3) parematest ;pooltest; kérvaldada il Vaar-
tused piirkonna rajal I . Seda saab teha jargmiselt.

Olgu g ¢ C~(1n) piirkonnas £2 harmooniline funktsioon.
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Rakendame funktsioonidele u ja g teist Greeni valemit

\]?iAu - uAg)dx = j(g _u |S)dr .
Et Au = - f ja Ag * 0, kui x € £2 , eiis saame
0.jJgfdx* jJ<gla_u|s)dr.

Viimase vorduse liidame n 212 korral vordusele (2) jan = 3

korral vordusele (3). Olgu konkreetselt n - 3. Siis jOuame

vorduseni
u(y) - Qf e +g,Ml+ fofe +*>&tr -
r

-r + 8>dr e u)
Valime nuud harmoonilise funktsiooni g nii, et ta rahuldaks

rajatingimust

81Ir ““" 4xr =
Siis valemis (4) esimene pindintegraal vdordub nulliga ning me
saame Ulesande (1) lahendi jaoks valemi. Et r » |x - y|, siis
funktsioon g s6ltub Gldiselt ka punktist y, mistéttu me kir-

jutame ta kujul g(y,x). Tahistame

60 = 5 qboyi * 900- ®

Siis saame valemi (4) kirjutada kujul
uy) = J Gy, x)f(x)dx - J « ©)
Funktsiooni G(y,x) nimetatakse tleaande (1) Greeni funktsioo-
niks. Analoogiliselt saab naidata, et ka n » 2 korral llesan-
de (1) lahend avaldub kujul (6), kusjuures ainult Greeni
funktsiooni avaldiseks on
G(y,x) * ge" In @
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Tapsemalt defineeritakse Greeni funktsioon jargmiselt.
Ulesande (1) Greeni funktsSiooniys nimetatakse jargmiste
osadustega funktsiooni G(y,x).

1) See funktsioon avaldub n = 2 korral kujul (7) ja
n =3 korral kujul (5), kusjuures iga yefi korral g(y,x)
kui x funktsioon on harmooniline piirkonnas W ning kuulub
klassi C1(2 ).

2) lga y€ Q korral G(y,x) rahuldab rajatingimust

Gy, 01 = 0.
1>l

Homogeense rajatingimuse korral, s.t. juhul = 0 vdib
tilesannet (1) vaadelda kui operaatorvorrandit Lu « f, mil-
les L on lineaarne diferentsiaaloperaator. Valemist (6)
nédeme, et selle operaatori poddrdoperaator on integraalope-
raator, mille tuumaks on Greeni funktsioon.

Greeni funktsiooni kasutatakse Poissoni vdrrandi, aga
ka tGldisemate elliptilist tilpi vOrrandite uurimisel. Naiteks

Heimhnitzi vdrrandi Dirichlet® ulesande
O+ K2|/|a—f, ulp = 0, ~k * cofst
saab Ulesande (1) Greeni funktsiooni abil asendada integraal
vdrrandiga
u(y) = k23] 6(y,x)u(x)dx + ~G(y,x)F (x)dx.

Tutvume moningate Greeni funktsiooni omadustega, mida
sageli kasutatakse.

Teoreem 1. Ulesande (1) Greeni funktsioon G(y,x) on
positiivne, kui x,y € £2 .

Tdestus. Eelmise paragrahvi teoreemi 1 pdhjal on Greeni
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funktsioon kui x funktsioon harmooniline piirkonnas fi\(yb
Kui age» X » Y, siis G(y,x) » . Seetdttu vdime punkv!
yimbritseda sedavdrd vaikese keraga * U(y,E£)€ & , et
G(y#x) > 0, kui x e U- (vt. Joonis 16). Et G|5« *0 Ja

- 4
G(y,x) on harmooniline, kui x € G\UC , siis vérratuse (8

péhjal paragrahvist 20 (vt. lk. 142) G(y,x)> O, Al
teoreem on tdestatud”.

Teoreem 2. Ulesande (1) Greeni funktsioon on simmeet-
riline, s.t.

G(y,x) » G(x,y), kui x,y eQ

Markus ./ defineerisime Greeni funktsiooni kui muutuja
x funktsiooni fikseeritud y korral. Sdnastatud teoreemist
naeme, et Greeni funktsiooni vdib vaadelda ka muutuja.y
funktsioonina, kusjuures &y .>X)|yBI” = 0 ning G(y,x) kui y
funktsioon on iga x eQ korral harmooniline piirkonnas
Q\txl.

Teoreemi 2 tdestus. Fikseerime kaks suvalist erinevat

punkti ))‘,%/€ Q ning naltame, et
S(yl,y2) = G(y2,yl), ®

millega teoreem olekski tdestatud.

Seose (8) saame pOhjendada jargmisel teel. Umbritseme
punktid y1 ja y2 keradega Ul = U(yl,e) ja U2 » (y2,e), va-
lides nende raadiuse £>0 sedavdrd vaikese, et U.,cQ,
i2cQ ja 01mMU2 » 0. Funktsioonid v1(x) - G(yl,x) Ja
v2(x) » G(y2,x) kui x funktsioonid on harmoonilised piir-
konnas & 12 »Q\ (~ U U2),miHe rajaks on 2 - fus.juSg.

Rakendame funktsioonidele v1 ja v2 Il Greeni valemit pilr-
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konnas Q. ja*
Jdorcz-wnry. I vk 12 “-"i)dr .
£,2 n2
Et Ow  [dy2 3 0 piirkon-
nas Q .2 jav, v2=0 rajal I,
siis joOuame aeoseni
o.l[e(,;«)aa&]ai.

S1

-6(y2,x) OG4d~i ANl d3 o+

¢j [0(y1.x -
Joonis 17. s2

-G<y2,x) fofrv?2]ds. (9
Viimases vOrduses laheme Ule piirile £ —>0+ ning nditame,
et siis esimene integraal laheneb suurusele - G(y2 ,yl) ja
teine Integraal suurusele G(yl,yz), mis annabki seose (8).
Et Greeni funktsiooni avaldised n > 2 ja n m3 korral on
erinevad, siis tuleb kumbagi juhtu eraldi vaadelda.

Vaatleme juhtu n * 3. Siis Greeni funktsioon avaldub

kujul (5). Et kerapinnal S1 tuletis dG(a/\%,x) on pidev ja

tokestatud, kui £ -*-0+, siis

lim  tG(yl,x) ds = lim [T*-—-~1Yy# )
C-o0 1 dv £_*0 L44&f bi
S/\
+ 44 €2 g(yl,5) » 0,
kus x,x e SA. Tahistame r= ||x - y1]. Et Kkerapinnal
3 _ fo(yl1,,9 3 _3g9(y1x)
3v drl 43Cr2"r1

siis
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S1 aw £-*>0 4xe

kus x e S1# Rakendades sama ralemeid kerapinna S2 juhul,
Saame

11, | 0(y1,i) — ~ 2,1) dS - 0(yl.y2),
s2

lim  ( 6(y2.%) ds - 0.
£y

*

s2
Nii jouamegi n * 3 korral piiril 6-» 0 seosest (9) seoseni

(8). Analoogilisel teel saame seose (8) pdhjendada ka n » 2

korral.

fti}mwara 1. Naidata, et Poissoni vorrandi Neumannl sl-

sellesande
e - f(x), xeQ , "tp- M9
klassikalise lahendi u € C1(S)D C2(2) olemasoluks on tar-

vilik, et funktsioonid f ja yrahuldaksid seost

AM(x)dx + [AM(x)dr m0.

2. Dirichlet* (lesande lahendsmine.keras. Lihtsamate
piirkondade korral saab anda Greeni funktsiooni avaldise
ning seega valja kirjutada valemi vastava ulesande lahendi
jaoks. Suhteliselt lihtsalt O6nnestub see juhul, kui piirkon-
naks £2 on kera v6i ring. Vaatleme juhtu, kui n = 3 ja
piirkonnaks & on kera U = U(0,R) » {x: HxB < R}, mille pin-
naks on S a S(O0,R) * {x: Wx|]] « R}. Rdhutame, et selles ar-
tiklis x - (xv x2,x3) ja Ikl -

Vaadeldaval juhul avaldub llesande (1) Greeni funktsi-

oon kujul
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G(J-x) 4x 1x-yl + «(Y.*).
koe g kui x funktsioon on keras U harmooniline funktsioon,

ais on médratud.” rajatingimuaega
1 -
9% e3 0
Funktsiooni g konstrueerimisel kasutame nn. Inversioo-
nlmeetodit. Olgu y € (. Moodustame selle punkti mraaspunkti
kerapinna S suhtes

* R2
7 = y N ox
siis uylly*l = R2.
Otsime funktsiooni g
kujul
gy ) - -
kus c1 on konstant. Et y*
Joonis 18. _ . .
asub valjaspool kera U, siis
8§20 teoreemi 1 pohjal on g kui x funktsioon harmooniline
keras U. Konstandi cl piiame valida nii, et oleks rahulda-
tud rajatingimus

1 cL

G , 2 . -
(v.x) 4*Ix-yli  4*Ix-y*i 0,
kui x £ S.

Siit
a» - kui  IxH = R.

Ix-yl
Veendume, et &a jaoks saadud
avaldis kujutab toepoolest
konstanti, kui x liigub kera-

pinnal. Selleks vaatleme kolmnurki <vt. joonis 19)
A 0yx ja A,
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kus Bky »R. Et nendel kolmnurkadel on uhine nurk @ "g

selle lahiskuljed on vordelised:

Uy T *

WHe _R
R

siis need kolmnurgad on sarnased, mistottu

n 774 - ifEAr « 1011 "x" mms- (10)
Seega
ar R
|y»

ning otsitav Greeni funktsioon avaldub kujul

G(y™) = 4*Ix-yl 4Aaly1 Bx-y*1
Greeni funktsiooni kaudu avaldub tGlesande (1) lahend 2« U

korral kujul n
u(y) » j G(ye)f(x)dx - | dQfo>xA ~(x)dS. (1))
u S *
Lihtsustame veel ~ avaldist. Tahlstame I/bq = Siis

tuletis valisnormaali suunas

6 d6 _J_2 1 _ R 2 1
dv 3 “CAL dp ix-yll  EBWidq ix-y*I!
Et
U- yI2* (x -y, x - y) a lixl2 - 2(x,y) + Iy =

202 - 29 1yl coscp + Myll2,

kus ¢ on nurk vektorite x ja yvahel (vt. joonis 19), siis

2 1 3 ' 1
Ix-yll = 0 (£2- 2pUyll ooBd + HyM2) 172
1 29 - 2 off cosdp 0 - Wi co=b
2 (£2- 01yf comp + AARB/2 Sx"yi|3

Asendades siin punkti Yy kaaspunktiga y*, saame
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JL 1 = 9 - WIv*H cos(P
»X-y*lI " Hx~y43
Kasutame neid avaldisi Ja seost (10) avaldise lihtsusta-

misel:

Hx-y 113

» - r2+ Rly» cog” + WiR- Rvll cos P 3_ "R2- D2
4SCRIIX - YU3 45@Ax-yll

Nii saame llesande (1) lahendivalemile (11) anda kuju

u(y) - Fmmmm—- 5 fO)dx +

+ 1 fR2- IyI3 v(l)d:

4SCRéJ Ix-ylIP p x<Xa®»
viimast valemit nimetatakse Poissonl valemiks.
ilesande (1) tahtsaks erijuhuks on Laplace®i vorrandi
Dirichlet" ulesanne
~u » 0, x€ 10, ujs =~ (¥). (12)

Selle llesande lahend avaldub Poissoni valemi pdhjal kujul
u<y> s J*Q ﬁX_y};-l"?}/)(x)ds. (13)

Esitatud mdttekdigud naitavad, et kui llesandel (12) on
olemas klassikaline lahend u e Cl(U) r CO(U), siis see la-
hend avaldub kujul (13). Vahetult aaab kontrollida (vt.
nait. [14], 822), et iga kerapinnal S pideva funktsiooni
wYkorral avaldis (13) on ulesande (12) klassikaliseks la-
hendiks u € C(U) J/Z1C2(U), millega.on Uhtlasi naidatud vaa-

deldava ilesande lahendi olemasolu.
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Gilesanne ?. Olgu funktsioon u harmooniline kolmemddt-
melises piirkonnaa Q , mis sisaldab kinni** kera U <

- Uly=,R) pinnaga S - S(y<,R). Véaldata, et siis

u(m) ’4«é— - J * »e

tilesanne 3. Olgu u harmooniline kolmemddtmelises
piirkonnas £2, mis sisaldab kinnise kera i > U(y<,R),
mittenegatiivne keras U. Ndidata, et siis selle funktsiooni

vaartused keras rahuldavad nn. Haraackl vdrratust

» R(H+Q) . ov
-l(-l('iD« »0)<» »)< U(TQ>-

kus £ m Sy~ Yh < R.

3. DIrichletl tlesande lahendamine ringis. Inversiooni-
meetodi abil saab lihtsalt tuletada ka valemi kahemddtmeli-
se Dirichlet® llesande
Au = - f(xX), x € U, uls» Yy(® (14)
lahendi jaoks ringis U » U(O,R), mille rajaks on ringjoon
= S(0,R).
Sellisel juhul avaldub Greeni

funktsioon kujul

e(y.1)
kus g kui x funktsioon on harmoo-
niline ringis U ning rahuldab ra-
jatingimust

GIx6S -

Otsime funktsiooni g kujul
1 a



r2
kue OLon poeitiime konstant ning Y** j mm punkti y£ U
ly»

kaaspunkt. Siis

i 1«a o
25¢c aix-y*
Rajatingimus O|x€g - 0 on rahuldatud, kui

N i H H =
aix—yIJI m 1l ringjoonel Ixll=R.

Seose (10) pdhjal
Bai %

Seega

r, 1 JL Im, »¥1 lix-yll
G(y.,Xx) 23t RIx-yl

Analoogiliselt eelmisele artiklile saame arvutada

Joi B | 1 R- Itl2

*Ixes*3inlw ,a- - 21i s -

Nii saame Poissonl valemi

u *~ fn f(x)dx + a-T-Jyj ra(x)ds
») 2ftJ RIIX-yi ) 2KR 5 @(—))/Il V( )
3

tilesande (14) lahendi jaoks.

tlesanne 4. Olgu viharmooniline kahemddtmelises piir-
konnas Q , mis sisaldab kinnise ringi U = U(y=,R), ning
mittenegatiivne ringis U. Naidata, et siis selle funktsioo-

ni véaartused ringis rahuldavad nn. Hamacki vlrratust

f=In(y®) *u(y) < {££u(y®),
kus P * ly - y°] < R.

4. Dirichlet® valisilesanne kolmemddtmelisel _juhul,

Olgu Q tokestatud sidus piirkond, mida piirab kinnine pind
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I, ning Q piirkond, aia jaab sellest pinnast valjapools«
Matemaatilise fllsika valisrajallesannete korral noutakse
vorrandi lahendamist raliapiirkonnas Q" , kui rajatingimas
on antud rajal I . Vaatleme jargnevas Laplace*i vdrrandi
Dirichlet” vaiisulesannet, mille korral on rajal I antud
lahendi véartused. Selle lUlesande seade on mdnevdrra erinev
kahe- ja kolmemddtmelisel Juhul, mistdttu vaatleme neid jub-
te eraldi.

Kolmemddtmelisel (n * 3) nimetatakse Laplace”i
vorrandi Dirichlet® valianlaaMidelm jargmist llesannet.
Leida funktsioon u € C(53") I mis piirkonnas Q" ra-
huldab vdrrandit Au » 0, selle rajal rajatingimust
ulp3 » ning laheneb Ghtlaselt nullile, kui Ixl —» 00,
a.t. et vastavalt igale £>0 leidub R nii, et Ju(x)|<E
alati, kui 8xN > R.

Laplace®i vdrrandi Dirichlet® valisulesande lahend
kirjeldab nditeks statsionaarset temperatuurijaotust valjaa-
pool mingit keha, mille pinnal on etteantud temperatuuri-
jaotus.

Noue lopmatuses on oluline Ulesande lahendi ainause
kindlustamiseks. Jargmine lihtne naide naitab, et ilma sel-
le tingimuseta valisilesande lahend Gldiselt poleks Uheselt
médaratud. Olgu pinnaks I kerapind S * S(O,R) ning sellel
antud rajatingimus

uls =Ho mconst*
Seda tingimust ja Laplace®i vdrrandit Au « 0 rahuldavad

valispiirkonnas Q" funktsioonid u~x) * jJau2x) -
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m*nm  (riinane 820 teoreemi 1 pb6hjal), aga ka iga funktsi-
oon kujul

u-auj+ (1-a)u2, kus a* const.
mandest funktsioonidest ainult u2 laheneb Uhtlaselt nulli-
le, kui Ix1-%"00.

Margime, at funktsiooni nimetatakse harmooniliseks td-
kestamata piirkonnas, kui ta selles piirkonnas rahuldab
Laplace®i voOrrandit ning laheneb tUhtlaselt nullile, kui
Ix» 00.

Tuletame aprioorse hinnangu vaadeldava l(lesande lahen-
di jaoks.

Teoreem 3. DIrichlet* ralisilesande

Au * 0, x€Q\ ujr*~n » u(x) - 0, kui Ill-»o00

lahendi jaoks kehtib aprioorne hinnang

Ju) | < max |TFCYI . ye Q
Tdestus. Olgu u «XC?(£2')I‘I09(B*) vaadeldava llesande la-
hend ja £ suvaline positiiv-
ne konstant, Umbritseme piir-
konna 2 sellise kerapinnaga
S mS(0,R), et Ju¥)| < C,
kui  Hxl > R. Tahistame pin-
dade I ja S vahele jéaava
lahtise piirkonna . Et
Joonis 21. Au aopiirkonnas Q-j, siis
vorratuse (7) p6hjal para-
grahvist 20 (vt. lk. 142)

lu|l 4 max (@g_ |<a/(x)| ,E), kui y€ B—l.
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Et aga Con suvaline positiivne konstant Mg kerapinna 3

raadiust voib soovi korral suurendada, siis

lu@y)l 4 Xm(a:ll_lgf(X)l . ye Q°,
mis ongi teoreemi vaiteks.
Tdestatud teoreemist jareldub Laplace*i vorrandi Di-
richlet * védlisulesande lahendi ainsus ja stabiilsus.
Toepoolest, kui u ja u* on selle ulesande kaks suva-
list lahendit, siis nende vahe u - u* rahuldab seoseid
4(u-u*) «0, xef£2 , u-u*|p * 0, u-u* - - v 0, kui |[x|J -roo.

Seega teoreemi 3 podhjal

lu(y) - u*(y)1 4 0 ehk u(y) s u*(y), kui ye ,

mis naitabki Ulesande lahendi ainsust.

Lahendi stabiilauee naitamisel oletame, et u ja u on
Laplace*i vOrrandi Dirichlet” valisiulesande lahendid vasta-
valt rajatingimuste ulp = ~ (X) ja ulp » Y (x) korral. Siis

nende vahe u - u on selle ulesande lahendiks rajatingiimse

u-- ulp a8y () - korral, mistdttu teoreemi 3 pdhjal
max Ju(y) - u(y)I< max (V9 - .
VE xe ™

Viimane vérratus nditab, et vaadeldava llesande lahend sd&l-
tub pidevalt rajatingimusest.
tilesanne 5. Naidata, et juhul, kui 52 on véaljaspool ke-
rapinda S = S(0,R) asuv piirkond, avaldub Dirichlet" valis-
uleaande
JM1= 0, x€Q", uls =" (X), u(x) Uhtl-»0, kui AxD —*e»
lahend kujul
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Ulemnne 6. Toestada Liouville™l teoreem, mis valdab,
et kogu ruumis harmooniline funktsioon (Laplace®i vdrrandi
lahend, mis laheneb Uhtlaselt nullile, kui Wl —» 00) vOr-

dub esmaselt nulliga.

5. Dirichlet* valisilesanne kahemddtmelisel .juhul.
Vaatleme niitid Juhtu, kul n > 2. Siis nimetatakse Laplace*i
vorrandi Dirichlet* valisilesandeks jargmist (lesannet. Lei-
da funktsioon u € C(£") I C.~S?), mis valjaspool kinnist
pinda I paiknevas piirkonnas Q" rahuldab vérrandit 4u =0,
selle rajal rajatingimust u|f = ~ (X) ning on Uhtlaselt t6-
kestatud, s.t. leidub konstant N nii, et Ju(X)]| N, kui
x € Q*.

Hagu ndeme, on viimases Ullesande seades tingimus ldpma-
tuses erinev virreldes kolmemddtmelise juhuga. Kui kolme-
mé6tmelisel juhul nbutakse lahendi Uhtlast lahenemist nulli-
le, siis kahemddtmelisel juhul ndutakse ainult lahendi to6-
kestatust l8pmatuses. Eelmises artiklis toodud néitest née-
me, et kolmemddtmelisel juhul lahendi tdkestatuse ndue ei
kindlusta veel lahendi ainsust. Kahemddtmelisel juhul osu-
tuks aga uhtlaselt nullile l&henemise nbue ldpmatusea liialt
kitsendavaks nagu seda naeme artikli I16pul toodud naitest.

Naitame, et kahem6dtmelisel juhul Kkindlustab lahendi
tokestatuse ndue lahendi ainsuse.

Teoreem 4. Dirichlet” valisilesandel

On » O xel*, up = (x), u(x) on tokestatud n
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ei saa olla kahte erinevat lahendit klaasis C(ENMC2($N,

Tdestus. Olgu u ja u* vaadeldava lUlesande suvalised
lahendid. Teoreemi tdestamiseks naitame, et need lahendid
peavad Uhtima. Tahistame nende lahendite vahe z = u - u*.
Siis

dz =0, Xe , z|r =*0

ning leidub konstant N nii, et Izl 4N, kui x e Q! . Nai-
tame, et neid tingimusi rahuldav funktsioon z(x) peab sama-
selt vorduma nulliga.

Fikseerime punkti
yve l ning valime raa-
diused r ja M (0<r<B)
nii, et

U(y.r) e cu(y,R>.
Tahistame joonte I ja
S * S(y,R) vahele jaava
piirkonna £ 1 (vt. Joo-
nis 22). Moodustame
funktsiooni

Hx-y I
In r

VR(X) * N

IImselt vVR€ C2(QD. Teoreemi 1 pdhjal paragrahvist 20 on

VR harmooniline piirkonnas Q 1. Et

[z0)1 = 0 <EVvR(x), kui x e I,

Ja
z0)1 < N » vR(x), kui x e S,
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eile
VR(X) *z(x) > 0, kui el ja x £ S.

Kui reel arvestame, et vR ==z on harmooniline piirkonnas
R.,, siis vdrratuse (6) pbhjal paragrahvist 20

VR(X) t z(x) >0, X€ Q v
Seega

- VR(X) < z(X) < w(x)
ehk
IZO)l < VR(x), xe Q y
Viimase vOrratnse abil pole enam raske teoreemi tdes-

tada. Olgu x e Q* suvaline punkt. Siis

1zC)l < vVR(X), kui R > IKIl.
Minnea ile piirile R —>00 , saame
12001 < 0.

Seega z(x) < 0 ning jarelikult ka u(x) B u*(x) kogu piir-
konnas £2 , millega teoreemi vaide on tdestatud.

TOestatud teoreemist jareldub, et nditeks Dirichlet”
valisulesandel

Au » 0, ucQ , ul]paYo ~ const

on kahemddtmelisel juhul olemas ainus lahend u(x> kul
I «Q. Kui ka kahem6dtmelisel Juhul nduaksime, et Dirichlet”
valisileeande lahend laheneks tUhtlaselt nullile ldpmatuses,

siis y 0 4 0 korral juba sellel ulesandel puuduks lahend.
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22. Blharmoonilln TOrrand

le RsJalileaande lahendi ainagg Senini olema kasitle-
nud 2. jarku osatuletlstega diferentsiaalvorrandeid. Halfcen-
duetee eelneb aga ka probleeme, mis taanduvad korgemat jar-
ku osatuletlstega diferentsiaalvdrrandite lahendamisele.
Naiteks Ohukese koormatud plaadi labipaine rahuldab nn.
biharmoonilist vdrrandit
» $(x),

milles kahemddtmelisel juhul
,&Zu * (!_~3b +_35}2 I/ILIJ34H + 2 !3;'{'-11 + ;’:’%‘(.
2K 24 Va4 DR D&

Seejuures rajatingimused nditavad plaadi kinnitusvllsi ser-
vades .
Olgu fi CHIl tokestatud piirkond tukati sileda rajaga Il

Vaatleme rajaililesannet
A2u - f(x), xefi, ulr*y(x), |*]r»<3$X), (€D)

kus 1<<on tuletis rajapinna I valisnormaall suunas. Sells
ulesande klassikaliseks lahendiks nimetame funktsiooni

€ A1) M cr(S2), mis rahuldab ilesande (1) vérrandit ja
rajatingimusi.

Naitame, et Ulesandel (1) ei saa olla kahte erinevat
lahendit hulgas C~A(S) M CA(SZ). Olgu v ja u* selle ilesan-
de suvalised lahendid. Siis nende vahe zZ mwun- v rahuldab
seoseid

22, .0. z|r -0, |b]r-o0.
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liltue, et viimaseid seoseid rahuldab ainult funktsioon
b(z)E 0, kai z « Q., Selleks rakendase funktsioonidele B

Jt r«Ai teist Greeni ralemit
N (sAv -1vA z)dz - Jj@m - r |[J¥)dr .

St AT mA2* m0, kui z«S ningbo|_m0 jal/l »0, siie
- = r orlp

(A e)2dz - 0,
millest /1m0, kui z (Q . St aga Laplace"i vdrrandi Di-
richletl ilesandel As mOQ, B_|I_ - 0 on olemas ainult tri-
riaalne lahend *(x) = 0 (vt. 818, art. 2), siis u(x)*
bb*(z), kui z Q. , millega ilesande (1) lahendi ainsus

oagi tdestatud.

2. Bih*r»»oQniliate funktsioonide esitamine harmooni-
liste funktsioonide abil. Jérgnevas vaatleme homogeenset
blbaraooalllst vdrrandit

A2u - 0
tokestatud piirkonnas Q kahemddtmelisel juhul (n m2).
Selle vdrrandi lahendeid u cC”(Q) nimetatakse piirkonnas
Q biharmoonillsteks funktsioonideks. Osutub, et biharmoonl
Ilsed funktsioonid on tihedalt seotud harmooniliste funktsi
oonidega.

Teoreem 1. Kui ul(zl,z2) ja u2(xl,x2) on piirkonnas ¢
harmoonilised funktsioonid, siis funktsioon

u mzlul + u?
on biharmoonlline piirkonnas Q

Toestus. Arvutame kdigepealt



ox1 dx2 |

Seega, kui u.j Ja u2 on harmoonilised, siie
dul m

A(xlul) - 2 jj- (3
3* n
“*2(llal +02)*2Ajj~.2j]|-iul .o,
millega teoreea ongi tdestatud.

Kui piirkond £ on selline, et iga x"-teljega paral-
leelne sirge ldikab selle rajajoont I mitte enam kui kabes
punktis, siis kehtib ka teoreemi 1 p66rdteoreem.

Teoreem 2. lga piirkonnas Q biharmooniline funktsioon
u avaldub kujul u » x~ul + u2, kus u™ ja Ug on piirkonaas Q
harmoonilised funktsioonid.

Toestus. Teoreemi toestamiseks tuleb naidata, et bihar-
aoonilise funktsiooni u korral leidub funktsioon u.,, mis ra-
huldab tingimusi

Aul m0, O - x1lul) - 0. (©)
lendest tingimustest ja vdrdusest (2) jareldub, et ul peab

rahuldama seoseid
Aun - A<M m 2

Seda arvestades moodustame kdigepealt funktsiooni

X1
Unrx~xg) *j ~Au(4.x2nd” » 1018 (»»XgJeQ.
a
Et
S~AU1-A = ~AAu - 0,

siis Au” vbib sdltuda ainult muutujast X2%



Aul - T0GR).
Moodne tame reel funktsiooul u™\¥g) oidi* et

4 d2n
AlL* — 1 - "x2)

ja valiae
Siis selline ul rahuldab tingianai (3). Toepoolest,

Aul mAul + Au., » v(x2) - t(x2) » O,

am-
A(u - x™u™) >AN- 2 * 0.

Sellega on teoreem tdestatud.

Toestatud teoreemides vOib muidugi muutuja x1 asendada
muutujaga Xg. Polaarkoordinaatides kasutatakse veel kolman-
dat vdimalust biharmoonilise funktsiooni esitamiseks. Nimelt
analoogiliselt teoreemi 1 tBestusele saab naidata (teha se-

da! ), et funktsioon

m* (£2 - R2)ul + U2
on biharmooniline piirkonnas £ , kui ul Ja u? on harmooni-
lieed
hul, kui piirkond ffii sisaldab nullpunkti ning iga nullpunk-
tist lahtuv kiir I8ikab selle piirkonna rajajoont I uhes
punktis, saab néidata, et iga biharmooniline funktsioon

avaldub sellisel kujul.

3. Biharmoonilise voOrrandi ra.lallesande lahendamine
ringise Olgu Q * G saU(O,R) ring Ja I'* S = S(O0,R) ring-

joon. Vaatleme rajaulesannet

D213 0, xeU, uls 37(x), Ju]”=£(x)> (O]
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milles X A (x-pXg). Otsime selle llesande lahendit kujul
u(y) - 2 - H2)UI(y) + u2(y)f
kus y* (ylfy2), <p" >yH m~y2+y| ning ul Ja u2 on ringis i

harmoonilised funktsioonid.

Et

4 *03*4Ypg-UB-T7>»
siis saame funktsiooni u2 esitada Poissoni valemi (vt. 821,
art. 3) abil

M7 -is i fef>*(l,dS-

Teisest rajatingimusest

al a4 _o . AND

2eui + BI\.*
saame ndude

durti
2Ru, +

x?
Otsime funktsiooni

dup

mis rahuldab seda rajatingimust v|S »6 . Vahetult saab kont-
rollida, et funktsioon v on harmooniline, kui ul ja u2 on
harmoonilised. Toepoolest, kasutades Laplace®i operaatori
avaldist polaarkoordinaatides (vt. 813. art. 4). arvutame

1 2/n3@3n. 1 "~y

am + i [<?7(]1 ©)] ¢ b -3 #
an
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Seega lea funktsiooni r saame esitada Poissoni valemi abil

- =1- 5 ds.
YO - e § e 50

Avaldame nidd

UL(T) maa”"R"sf5*

. INfils ds - - X N4 T(",)d3] .
%IEIL%*ajfix_yf,z (x)ds Zkﬁ f*?%lx—y«% 1( )43l
Nii jouame Ulesande (4) lahendivalemini
uG, - - 154=952 5§ TGO g5+

4RZ T Ix-y»

2
«ss=jd J[__u +1g L (£=4
2R e Tieyl2  2R2 TRV T

kus y€ Q
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