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IT. S KG AÜLBS JUfDED

5 12. F o u r i e r '  m e e t o d

1. Keele võnkumise võrrandi lahendamine. Asume vaatle­
ma hüperboolset ja paraboolset tuüpl diferentsiaalvõrrandi­
tega seotud ülesannete lahendamist tõkestatud ruumilises 
piirkonnas. Sellisel juhul ülesande lahend peab lisaks alg- 
tlnglmustele veel rahuldama piirkonna rajal rajatingimusi, 
s.t. meil tuleb lahendada segaülesanne. Segaülesannete üheks 
kõige efektiivsemaks lahendusmeetodiks on nn. Fourier' mee­
tod ehk muutujate eraldamise meetod. Tutvume selle meetodiga 
kõigepealt suhteliselt lihtsa naite varal.

Vaatleme keele võnkumise võrrandi

utt “ a4 x *  a > °. (1 )
lahendamist algtingimustel*^

u(x,0) ■ uQ(x), u^(x,0) » u-j(x), 0 < x < 1 , (2) 

ja rajatingimustel

u(0,t) - u(l,t) . 0. (3)

Teatavasti sellise ülesande lahend u(x,t) kirjeldab kohtadel

Käesolevas kursuses eeldame, et ülesannete andmed on 
reaalsed. Kui mõni kasutatav suurus võib olla kompleksne, 
siis on seda alati margitud.
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I ■ 0 ja x ■ 1 kinnitatud keele võnkumist.
Fourier* meetodi korral oteitakae kõigepealt võrrandi 

(1 ) mittetriviaalseid lahendeid korrutise kujul
u(x,t) ■ X(x)T(t), ^

kas X(x) Ja T(t) on ühe muutuja funktsioonid. Seejuures nõu­
takse, et meed erilahendid rahuldaksid ka rajatingimusi (3). 
Seejärel püütakse moodustada nende erilahendite selline li- 
neaarkombinatsioon, mis rahuldab ka algtingimusi(2).

Asendades avaldise (4) võrrandisse (1), saame seose

X(x)T"(t) - a2X"(x)T(t),
•• 2 mille jagame labi korrutisega a I(x)T(t):

-A . (5)
B2T(t) I(i)

Nende suhete ühise väärtuse tähistasime sümboliga -Л . Ilm­
selt A peab olema konstant, sest võrduses (5) esimene aval­
dis ei sõltu muutujast x ja teine muutujast t.

Näeme, et nullist erinev avaldis (4) rahuldab võrrandit
(1 ) parajasti siis, kui ta mingi konstandi X  korral rahul­
dab seoseid (5). Need seosed võib kirjutada kahe diferentsi- 
aalvorrandi kujul

f  + Л а 2Т » 0 , (6)
X” + .Л- X в 0 »

Sellisel teel laguneb osatuletistega võrrand kaheks harili­
kuks diferentsiaalvõrrandike.

Avaldis (4) rahuldab rajatingimusi (3), kui X(0) =*
* X(l) ■ 0. Seega samaselt nulliga mittevõrduv funktsioon 
X(x) peab rahuldama tingimusi



I" +ЛХ - О, Ко) - 1 (1 ) - О, (7)

кое Л on konstant. Selliseid Л väärtusi, mille korral 
ülesandel (7) on olemas mittetriviaalne lahend X(x), nime­
tatakse selle ülesande omaväärtusteks Ja vastavaid mittetri­
viaalseid lahendeid omafunktsioonldeka.

Leiame ülesande (7) omaväärtused Ja omafunktsioonid. 
Seejuures vaatleme eraldi 3 Juhtu.

a) Olgu A< 0. Siis konstantsete kordajatega dlferent-
A A psiaalvorrandi (7 ) karakteristliku võrrandi r + Л  - 0 lahen­

did on

r1 ,2 * -
Seega selle diferentsiaalvõrrandi üldlahendiks on

I * Cle ^  + C2e " ^ x.

Leiame konstandid C1 Ja Cg nii, et oleksid rahuldatud ka 
ülesande (7 ) rajatingimused

1 (0) ■ + Cg * 0, 

K l )  -  c ^ 1 + c2e~^1 -  o.

Esimesest võrrandist Cg » - Ĉ , mistõttu
0, ( . №  - . 0.

Et e^ ' 1 > 1 Ja e“^“^1 < 1, siis selle võrrandi vasakul poo­
lel teine tegur ei võrdu nulliga. Järelikult peab olema 
C1 ■ 0 Ja C2 ■ - C.j * 0, mistõttu Л  < 0 korral ülesandel 
(7 ) pole mittetriviaalseid lahendeid, s.t. sellel ülesandel 
pole negatiivseid omaväärtusi.

2
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b) Olga Л  а О. Sile võrrandi (7) üldlahendlks on

I ■ C1 + CgX.
Raj atingimnstest

1(0) -  c1 -  0, 1(1) -  c1 + C21 - 0

leiame, et C-j ■ Cg * 0. Seega ка Л  ■ 0 korral paaduvad 
ülesandel (7 ) mittetriviaalsed lahendid.

c) Olgu Л  > 0. Siis võrrandi (7) karakteristlikul
А Оvõrrandil г + Л  ■ 0 on komplekssed lahendid

r1 ,2 * t  llT 
Seega võrrandi (7) üldlahendika on

I ■ C1 oosYax + C2 sinY^x.

Rajatingimostest saame
1 (0) -  c1 -  0,
1 ( 1 )  » C2 s i n  i l  1  -  0 .

Vaemey et ülesandel (7) on mittetriviaalseid lahendeid ainult 
siis, kui parameeter Л  rahuldab tingimast sin "(л 1 = 0.
Siit *

2
"YXl » kJt , Л  ■ а "j ,

kas к on täisarv. ölesande (7) vaetavad lahendid on

Xk - Cg s i n ^  x » C2 sin .

Võttes Cg • 1, saame ülesande (7) omaväärtusteks ja omafunkt­
sioonideks

- (t) * *k “ ain * b-1 ,2,... (8)
Võrrandi (6) üldlahendiks Л  = A  ̂korral on



Tk * Ак сое V A^at + В̂. sin^^T^at.
Hii saame lõpmatu hulga rõrrandl (1 ) lahendeid

и^ • " Âk cos + ®k e Ä̂ ^^l*^)aia ^ k»1 »2,...,
mis kõik rahuldavad ka rajatingimusi (3). Otsime rajaüles- 
ande (1 ) - (3) lahendit nende erilahendite summana

u(x,t) - H  (Ak coe sin ̂ Si)sin . (9)
к» 1

Selle rea summa u rahuldab suvaliste kordajate ja B^ kor­
ral rajatingimusi (3)• Rea liikmed rahuldavad võrrandit (1). 
Seega, kui rida (9) koondub ühtlaselt meid huvitavas xt-ta­
sandi piirkonnas ja seda rida võib liikmeti diferentseerida 
kaks korda x ja t järgi, siis summa u rahuldab võrrandit (1) 
selles piirkonnas.

Püüame kordajad A^ ja B^ maarata nii, et oleksid ra­
huldatud ka algtingimoaed (2), s.t. et

oo
u(x,0) = H . A. sin a U_(x) (10)

k»1 1 0
oo

ut(x,0) - El \  sin Ц г  * иЛх) (1 1)
z k"1 1 1

(Eeldame, et liikmeti diferentseerimine on õigustatud.). 
Näeme, et suurusteks A^ ja -fc-Q tuleb valida funkteioonide 
uQ(x) ja u^x) Fourier' kordajad reaksarenduses ainult sii­
nuste jargi*  ̂lõigus [o,l]. Kui eeldada nende funktsioonide

♦ \ к (jl я m mFunktsioonide sin —V s, к»1,2,... süsteem on taie­
lik lõigus [0,1 ] integreeruva ruuduga funktsioonide ruumis 
o£2(0,l), s.t. iga funktsioon Ve <£2(o ,1 ) on esitatav 
Fourier' reana, mis koondub ruumis c£2(o,l) (vt. näit.
[4 J, § 22). 11



arendatavast lõigus [0,1} ühtlaselt koonduvasse Fourier' 
ritta, siis saab kordajate avaldised leida järgmisel teel. 

Trigonomeetria valemite põhjal

]  -in Sfs sin üfs d* . 1 J[eoa IfcJlSiä _ eoe

mistõttu 
1 1

sin sin 1 ^ 2  dx (12)

kXxViimastest seostest naeme, et omafunktsioonid Xk * sin 
on ortogonaalsed, kold üldiselt pole normeeritud. (Ortonor- 
meeritud omafunktsioonideks on VF°in ̂ y 2). Eeldame, et 
read (10) ja (11) koonduvad ühtlaselt. Korrutame võrduse (10) 
omafunktsiooniga sin ning integreerime saadud võrdust
lõigus £o,l]:

2Z Ak  ̂sin Bin dx a J sin dx.
1 О о

Arvestades seoseid (12) jõuame vorduseni
1

2  AJ “ \ uo(x) 8in ̂ TT0
Samal teel saame seosest (11) võrduse

1
- j u1 (x) sin dx.

Kokkuvõttes oleme tuletanud valemid kordajate A^ ja arvu­
tamiseks:

1

Ak * I f u0(x) sln T *  4 1 • ®k * ^  j »ln ^ . ( , 3)
О о

ülesande (1) - (3) praktilisel lahendamisel Fourier»
12



meetodiga arvutatakse viimaste valemite abil kordajad Ak ja 
Вк, misjärel ülesande lahend moodustatakse valemi (9) abil.
Nii saadud lahendit nimetatakse ülesande (1) - (3) formaal­
seks lahendiks. Tulemus on ülesande (1) - (3) klassikaliseks 
lahendiks, kui rida (9) koondub ühtlaselt ja kasutatud liik­
meti diferentseerimised on õigustatud. Rea (9) koondumise 
iseloom sõltub aga kordajatest Ak ja Bk ning seega funktsi­
oonide uQ(z) ja u^(z) omadustest.

Peatume mõne sõnaga ülesande (1) - (3) lahendi füüsika­
lisel interpretatsioonil. Teisendame rida (9), kasutades tä­
histusi

Ck я V Ak + ®k * <f к * arcein S” *
Siis

ü* * У 1 - * cos | k,

Ak “ Ck sin ? k* ®k * ck coa Y к
ning reale (9) saame anda kuju

OO
u(x,t) - 2Z  Orcein ̂  k oos + eos iP k sin lt̂ y-)aln -

. £  0k ein iKi sin (kKai +

Viimane valem avaldab keele võnkumist kirjeldava funktsiooni 
u , nn. seisvate lainete summana. Seejuures liige indeksiga к 
kirjeldab keele liikumist, mille korral keele punkt abstsissl- 
ga x sooritab harmoonilisi võnkumisi faasiga sagedusega
w k * amPlituudlga Ck sin -y* . Heli tekitamisel esi­
mene liidetav annab keele põhitooni, järgmised ülemtoonid.

13



ftleeanne 1 . Väldata, et rajaülesande
u" + Я и  * 0, u*(0) ■ u(l) ■ 0 

omaväärtused ja osafunktsioonid on v a s t a v a l t

^ к * ( "  coe 
ülesanne 2. Näidata* et ülesande

S t  ■ л\х ' »It-o utlt-0 ’ “1(iK

X*0 ' I»1

forsaalseks lahendiks on 
e*

u(x,t)> (Â  cos ^jy-Jtat + sin ̂ jf^Äat)cos 
k»1

koe x X
V  I S tt0(*)coe%lÄxdx, Bk- cgk.^RY ^(xbos^tfxdx

2. Pourier' aeetodi pohjen^«"^™» Täpsustame kõigepealt 
ülesande (1) - (3) klassikalise lahendi mõistet. Vaatleme se­

da ülesannet kinnises piirkon­
nas

S » {(x,t): 0 < x 4 1 »
0 4 t < + oo }• 

ning tahistame vastava lahtise 
piirkonna

____ G * {(i.t): 0 < x < 1 ,
0 < t < + oo J,

" Joonis 1. sümboliga Ck(S) tähistame funkt­
sioonide hulga, millel piirkonnas S on olemas kõik pidevad 
osatuletised kuni järguni k.

14



ülesande (1 ) - (3) klassikaliseks lahendiks nimetatak­
se kahe muutuja funktsiooni u e C1(S)f) C2(G), ais piirkonnas 
G rahuldab võrrandit (1) ja selle rajal tingimusi (2) ja (3)* 

Klassikalise lahendi oleaasoluks on tarvilik, et 
U 0 € C1 [0,1], u1 e С [0,1] ning et oleksid rahmldatud 
alg- ja raj at inglane te kooskõla tingi, meed

uQ(0) * u0(l) ■ 0, u^(0) - П-j(1 ) » 0.

Esitame jargnevas piisavad tingimised, mis kindlusta­
vad ülesande (1 ) - (3) klassikalise lahendi olemasolu ja rea 
(9) ühtlase koondumise selleks lahendiks.

Teoreem. Eeldame, et uQ(x) on lõigue [0,lj kaks korda 
pidevalt dlferenteeeruv, u“;c ̂ 2(0»1 ) je on rahuldatud tin­
gimused

uo(0) “ tto(1) " °* US(0) " US(1) " 0
ning u^Cx) on samas lõigus pidevalt difereateeeruv,
u!J € cî (o,l) ja

u^(0) ■ û  (1 ) ■ 0.

Sile rida (9) koondub piirkonnas S ühtlaselt ja absoluutselt 
ning tema suma on ülesande (1 ) - (3) kl ae ei kalis eks lahen­
diks.

Tõestus. Eelmises artiklis läbiviidud mõttekäiku arves­
tades piisab teoreemi tõestamiseks naidata, et rida (9) ning 
sellest liikmeti diferentseerimisel saadud read

Ut - Z L  (-Ak sin + ^  с os Ц а 1 ) * р  „ln ,



ja osatuletistele ux, u^x vastavad read koonduvad ühtlaselt
ja absoluutselt kogu xt-taaandil.

Weierstrassl tunnuse põhjal rida (9) koondub ühtlaselt
Ja absoluutselt kogu xt-tasandil, kui rida

oo "
2^ (|AkJ + |\|) k»1

koondub. Sama tunnuse põhjal koonduvad ühtlaselt ja abso­
luutselt ka osatuletlstele ut, u.^, utl ja u ^  vastavad
read, kui arvread f

z ü  k(|Avl + IKl) 
k-1

ja 00

■ п  - g  Ok eo. Ц *  * В, ein ein Ч » )

T L  k2(|A.| + |Bj) (14)k- 1 ' * *
2koonduvad. Et 1 4 к 4 к , siis viimase rea koonduvusest jä­

reldub kahe eelmise arvrea koonduvus. Seega teoreemi tões­
tamiseks tuleb naidata rea (14) koonduvust* milleks hindame 
valemitega (13) maäratud kordajaid Ak ja B̂ .

Teisendame ositi integreerimise valemi abil, kasutades 
teoreemi eeldusi:

2 f „4. kfrx - _ 2__ 1 _ ,_ 4 kfcxI
\  “ f J uo(x) sin dx » - J- u0(x) cos +

+ f Ä "  \ u£<x>ooe T 2  dx “ Kkfe") ui(x) sin -о о

■ ffkk-) 5 uS(x) sin T 2 dx 3 “ f  (kt) 5 u?(x> cos dx.,

Tahistame
0

16



Siia

®к “ £ tto* coa dx.
о

4  “ - f F  jt) 3 *к-

Suurus ak on funktsiooni Fourier' kordaja loi­
gus £0,lj ortonormeeritud funktsioonide susteemiY^ cos 
korral. Besseli võrratusest (vt. [1], lk. 103)

2
dx

järeldub, et kordajate a^ ruutudest moodustatud rida koondub.
Analoogiliselt

1

kus
Bk ■ il. 5 »1 <X) ein S p  4i . -'||’(1̂ r)3 Ье .

bk ” J n^(*)lf§'»ln dx
О __

on funktsiooni u!j € o£p(0,1) Fourier’ kordaja lõigus [o,l] or-
ЛГГ kÜLXtonormeeritud funktsioonide süsteemi V j sin — jp= korral. 

Seetõttu rida

g *  ^[«? <*>]***
о

koondub.
Tuletatud seoste abil hindame rea (14) uldliiget

*2( i v ^ n - Y F f r ) 3̂ *  .
Ilmse vorratuse

ab ̂  J(a2 + b2)

17
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abil МяДяж*

♦ 1Ы) <l(f (£)3(;p  ♦ }4 ♦ £  * 1 7 ** )
St read

oo ” г—»
Е 4 , И 4 . ^  к»1 к2 к- 1 к- 1

koonduvad, eile koondub ка rida (14)» millega teoreem on 
tõestatud.

Tõestatud teoreem annab tingimused klassikalise lahendi 
olemasoluks. Hiljem naitame, et nendel tingimustel on reaga
(9) maaratud lahend ainus ülesande (1) - (3) lahend. Selles 
teoreemis seadsime kullaltki ranged tingimused funktsioonide 
uQ(x) ja u-j(x) sileduse kohta. Seed tingimused pole prakti­
kas kerkinud ülesannete korral aga eageli taidetud.

Teoreemi tõestusest паеme, et rea (9) koonduvus on kind­
lustatud hoopis nõrgematel eeldustel. Simelt see rida koon­
dub ühtlaselt ja absoluutselt, kui uQ(z) on pidev, omab lõi­
gus [0,1] integreeruva ruuduga tuletise ja rahuldab rajatin­
gimusi uQ(0) ■ u0(l) ■ 0 ning u-j(x) on selles lõigus inte­
greeruva ruuduga. Viimastel tingimustel rea (9) summa u(x,t) 
on pidev funktsioon, mis aga üldiselt ei ole klassikalises
mottes diferentseerur. Funktsioonil u on aga olemas uldista—.iste­
tud tuletised. Saab naidata, et need (uldistatud mõttes) ra­
huldavad võrrandit (1). Samuti on rahuldatud algtingimused
(2) ja rajatingimused (3). Seega viimati tehtud hoopie nõrge­
matel eeldustel saab rea (3) summat vaadelda kui ülesande 
üldistatud lahendit. Täpsemalt defineerime segaulesande ül­
distatud lahendi hiljem

18



3. Homogeense huperboolset tropi võrrandi iаЬяяДяИя*. 
Eespool keele võnkumise võrrandi lahendamisel kasutatud 
Fourier' meetod on uldistatar ka palju üldisemate ülesanne­
te lahendamiseks. Vaatleme järgmist ülesannet.

Olgu n-mõõtmelises ruumis R31 antud tõkestatud lahtine 
piirkond Л  tukati sileda*̂  rajaga Г i Tähistame silindri

G ■ iÄx(o,+ oo ) ja selle 
kulgpinna Л  -Гх [o,+ oo). 
Silindri punktideks on 
(x,t), kus
x - (x1... 3 ^ )6 S  ja
t > 0.

Vaatleme võrrandi

— ^  - - La, (x,t)eG (15)

lahendamist algtlnglmas-
Joonis 2. tel

u(x,0) » tt0(x), u^x.O) - u.,(x), x€i£ (1S) 
ja rajatInglmusel

1 0, (1T)
kus

Lu
\

У ^  h
ljtl “iJ ~T=i ‘ »Jj + 0»

on elliptilist tuupi diferentsiaalavaldis, ^  tuletis pin­
na Ц  välisnormaali suunas ning aij oi ja jh ainult

Tukati sileda pinna mõiste täpsustatakse hiljem
(vt. $ 14, art. 5).
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tujate x- (x^...^) funktsioonid.
Selli Ülesande lahendaaleel Fourier' meetodiga otsime 

kõigepealt võrrandi (15) mittetriviaalseid erilahendeid kor­
rutise kujul

u(x,t) - Kx)T(t),
kus I on n muutuja funktsioon ja T uhe muutuja funktsioon. 
Võuame, et

“•I +  / ^ I p -  °-
Siis korrutis u rahuldab rajatingimust (17).

Asetame korrutise u võrrandisse (15):

IT" a - TLX 
ning jagame saadud võrduse funktsiooniga XT:

Viimaste suhete ühine väärtus -Л peab tehtud eeldustel ole­
ma konstant. Hii laguneb lähtevõrrand kaheks võrrandiks

T" + Я T ■ 0, (18)
ЬХ - XX.

Viimane võrrand koos rajatingimusega kujutab endast el­
liptilist tuupi võrrandi omaväärtusülesannet:

“  m X Z ' Jr ■ 0- (19)
Oletame*^, et selle omaväärtused

■i"11 Л^,..., ... 

on positiivsed ning et vaetavad omafunkteioonid

Tingimusi, millal need eeldused on täidetud Vaa 
deldakse paragrahvi* 15, art. 3-



X.J »lg » • • • • • • ~
moodustavad taieliku ortonormeeritud funktsioonide süsteemi 
ruumis «£,>(&), s.t. et

г fl, kui к - j,
^k*^1 * kl * i* J LO. kui к 4 -J

ning et suvaline funktsioon f on esitatav Fourier'
rea M

f(x) - 2 Z  (f .I^I^x)

abil, mis koondub ruumis Seejuures reaalsete funkt­
sioonide skalaarkorrutis on defineeritud valemiga

(I,Y) 3 j  X(x)Y(x)dx.
Leiame omaväärtusele л =« X ̂ vaetava võrrandi (18) la­

hendi
Tfc(t) ■ с о е t + einf^.t.

Nii saame võrrandi (15) erilahendi

uk(x,t) - (Ak c o a fX ^ t + Bjj. sin^A^ t)Ik(x), 
mis rahuldavad rajatinglmist (17). ülesande (15) - (17) la­
hendit otsime nende erilshendite summanaOQ

u(x,t) » ̂ (Afc 008 + \  ein^X^ t)Xk(x). (20)

Juhul, kui on õigustatud jargnevas kasutatavad ridade 
liikaetl diferentseerimised ja integreerimised, sile saame 
järgmisel teel eeskirjad kordajate A^ ja arvutamiseks. 
Algtlngimustest (16) saame seosed

OQ
u(x,0) AyX^(x) 3 и0(х),k-1 "  0 OO
ut(x,0) а 2_!Ул^ Bj£Zk(x) = u.,(x).k»1 21



Korrutades need võrdused skalaarselt osafunktsiooniga 
arrestades оmafunktsioonide ortonormeeritust saamegi valemid

Arvutades viimaste valemite abil A^ Ja B̂ , moodustarne 
rea (20) kujul ülesande (15) - (17) formaalse lahendi. See

tud lahendiks, kui rida (20) koondub "kullalt hästi". Rea 
koonduvuse uurimisel on loomulikult vajalik teha teatavaid 
eeldusi segaülesandes esinevate funktsioonide kohta.

4. Mittehomogeer.e huperboolset tüüpi võrrandi lahenda­
mine. Esitame veel Fourier1 meetodi üldisema variandi. Vaat­
leme mittehomogeense diferentsiaalvõrrandi

lahendamist algtingimustel (16) ja rajatingimustel (17). See­
juures tähistused on samad, mis eelmises artiklis.

Märkus» Fourier' meetodi rakendamisel eeldame, et raja-

saab asendada homogeense rajatingimusega, kui on teada kül­
lalt eile funktsioon v(x,t), mis rahuldab seda rajatingimust. 
Siis u » u - v rahuldab juba homogeenset rajatingimust (17). 
Asetades u - u + v võrrandisse (21) ja algtingimusse (16) 
saame 6 jaoks sama tüüpi võrrandi ja algtingimused.

Olgu rajaülesande (19) omaväärtused Л к positiivsed ja

osutub ülesande klassikaliseks või teatavas mottes uldista-

a - La + F(x,t), (x,t) €. GЭ t ( 21 )

tingimus on homogeenne. Mittehomogeense rajatingimuse

moodustagu vastavad omafunktsioonid ruumis

22
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liku ortonormeeritud funktsioonide süsteemi. Otsime ülesan­
de lahendit rea oo

n(x,t) . £  I^t^Cx) (22)

kujul, kus T^(t) on teatavad ühe anutuja funktsioonid. Veed 
funktsioonid määrame nii, et rida (22) rahuldaks algtingi- 
must (16) ja võrrandit (21). Seejuures eeldame, et järgnevad 
ridadega teostatavad tehted on õigustatud.

Algtingimustest saame
oo

u(x,0) - ^(OjXfctx) - uQ(x), 
oo

tt+(x,0) a T l  T»(0)xlr(x) ■ u-(x)., “X X X 1
Korrutades need võrdused skalaarselt funktsiooniga ly зааше 
tingimused

Tk(°) - (uo»Xk}’ Tk(0) * (и1»хк} 
funktsiooni T^(t) jaoks. Asetades rea (22) võrrandisse (21), 
saame

00
u^^ + Lu » ž \ ■

oo

s ̂ (Tk * тЛ )Хк - *<***>•

Siit

Tk + Л кТк “
Kui tahistame

(u0,Xk) - Ak, (ur Xk) « Y ^ V  (F,Xk) a Ck(t),

siis saame funktsiooni Tk(t) määravad tingimused kirjutada 
kujul

Tk +^kTk * Ck(t)* Tk(0) " Ak» Tk(0) “V ^ k V



See on konstantsete kordajatega hariliku diferentsiaalvor- 
randl algtinglmustega ülesanne, mille lahendamine ei valmis- 
ta erilisi raskusi. Selle ülesande lahendlJcs on

Tk(t) ■ Ak oosV^ t + Bk ein У t +

+ j  ck( * )  s i n ^  (t - г ) а г  ,

milles võib veenduda rahetu kontrollimise teel. Arendades 
viimase avaldise ritta (22), saame ülesande (2 1), (16), (17) 
formaalse lahendi

u(x,t) - ZZ. [Ak cos^A^. t + sin/Tk t +

+  ̂Ck(^ ) sin ~]j A k(t - V )d^Ik(x).

Paneme tähele, et homogeense võrrandi korral F(x,t) » 0 ja 
seega ka Ck(t) а о ning viimane rida ühtib reaga (20).

5. Paraboolset tüüpi võrrandi lahendAmina. Fourier' 
meetod on edukalt kasutatav ka paraboolset tüüpi võrrandi 
segaulesande lahendamisel. Vaatleme näiteks segaülesannet

■ - Lu + F(x,t), (x,t) £ S,
u(x,0) » un(x), x 6 ̂  , 

ocu + ^ | Е ' 0’
kusjuures tähistused ja eeldused on samad, mis artiklis 3.

Olgu rajaülesande (19) omaväärtused Л к positiivsed Ja 
moodustagu vaetavad omafunktsioonid Xk ruumis а£2(Л) orto- 
normeeritnd süsteemi. Otsime jällegi ülesande formaalset 
lahendit kujul (22). Asetades selle rea algtingimusse:
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oo
u(x,0) ■ X Z  Tk(0)lw(x) ■ iuCx) b.1 K K

J a di ferenteiaalvSrrandisse:
qO

3HF + + Я ктк)хк - F(x,t),
saaae funktsiooni Tk(t) jaoks tingimised

Tk + ^ k Tk * V * 5» Tk(0) ■ V
kus

Ak - (u0,Ik), Ck(t) - (P,^).

Lahendades selle esisest jarku diferentsiaalvorrandi algtin- 
gjjHuaega ülesande leiame t t -X(t-'C)

Tk(t) - A^e ^ + J c k('C)e * d-C *

Seega raadeldara segaules&nde formaalseks lahendiks tn
r -.flyt \  -A. (t—t:) 1 

uCx.t) » Z_* Uv® * + \ e ^ d^ ХЛх). 
k- 1 гпс 0\ J

ülesanne 3. Olgu uQ € C[b,l] * u^eo^^0»1) 3a uo ^  " 
я uQ(l) » 0. Toestada, et siis funktsioon

u(x,t) - E l  Ake-(k3ta/1)2t .ln , 
k-1 K x

kus ^

Ak e f S uo(x) 8ln dx*
2°kuulub klassi C(S)fl С (G) ning on ülesande 

ut * a2uxx* u(x»°) * V x)»
u(0,t) - u(l,t) « 0 

klassikaliseks lahendiks.
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** 1?я4 •б. Soojuse rlatv^n^im^n..« "in«dls. *
tame reel ">»« naite Fourier' meetodi rakendamlae kohta- 

 ̂ 01gu -ß ristküliki
S I »{(x,y):0 < x < 1 , 0 <y<m} 
rajaga Г . Vaatleme segaülee- 
ande

'4-*2<uii+uyy)- 
u(x,y,0)-uo(x,y), (x,y)eJ2 , 

Joonia 3. u | ,o, Е - Г х [ 0,в°)
I Zj

lahendamist. Märgime, et selle ülesande lahend u kirjeldab 
soojuse levimist homogeenses ristkülikukujulises plaadis.

Vaadeldava ülesande lahendamisel võiksime kasutada eel­
mises artiklis tuletatud valemit. Tuletame siiski vajaliku 
valemi selle erijuhu jaoks uuesti, kasutades paragrahvi al­
gul esitatud metoodikat. Peamised raskused on seotud oma- 
väärtuste ja оmafunktsioonide leidmisega.

Otsime võrrandi erilahendit kujul

u ■ v(x,y)T(t).

Asetades selle korrutise võrrandisse ja jagades avaldisega
2a vT, saame

Ф • v__ + v
3 5 -----Г 1 1 - - Л  , (23)

kus Л  on konstant. Kui lisame veel rajatingimusest tuleneva 
nÕude v| - 0, eile näeme, et X ja v tuleb leida omaväär- 
tusülesande

Д



lahendamise teel. Ristkülikukujulise piirkonna korral on 
moodustatud omaraartusülesande lahendand.«el omakorda edukalt 
kaautatar Fourier' meetod.

Otsime ülesande (24) omafunktsioonl kujul

r(x,y) » I(x)Y(y).

Asetame selle korrutis« võrrandisse:

l"Y + lY" + /LIY - 0

ja eraldame muutujad:
Iй y"
г  " " ^ Г Г  '  “ Л*

Seejuures p . peab olema konstant. Viimasest seosest ja üles­
ande (24) rajatlnglmusest saame kaks оmaväartusülesannet

X" + yCLX - 0, 1 (0) - 1 (1 ) - 0,
Y" + V Y . 0, Y(0) - Y(m) = 0,

kus T? а X,-yn. Valemite (8) põhjal saame rai j a kirjutada nen­
de ülesannete omaraartused ja omafunktsioonld

/tk - ( t ) 2' Xk " sin Щ г *
* 2

vj * (^m4  • Yj * siB ̂ m^» d“1*2»«*» •
Et X ш jA+T) , siis ülesande (24) omaraartusteks ja omafunkt-
sioonldeks on

тад. ein ein i & L , k.J.1 . 2 ....

Saab näidata, et nii leitud omafunktsioonld moodustarad ruu­
mis о£ 2(̂ *) taieliku süsteemi.

Seosest (23) saame T(t) jaoks võrrandi 
T' + a2T - 0,
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-Л.к «2t

Vaadeldava eegaüleaande lahendit otsime lõpmata rea
kujul

■Ille lahendaelee teel leiame

. £  iu  A  d > k S S . l > d & Z .
k.J- 1 3 1  e

Saadud rea summa rahuldab raj at inglist. Kui on õigustatud 
rea liikmeti diferentseerimine üks kord t ning kaka korda x 
ja 7 järgi, siis rahuldab rea summa ka võrrandit. Hgtingl­
ane es t saame tingimuse 

00
u(x,y,0) - Z U  Akj sin ain > uQ(x,y).

k* ja 1
Kordajate leidmiseks korrutame viimase võrduse läbi 
avaldisega sin **^х sin ning integreerime üle ristkü­
liku £2. :
II , 1ц  J «in äÊ 2  eiB dx ? ein »ln d, .

0 О
1  m

- J J u0(x,y) sin ein dydx.
о о

Võrdnete (12) põhjal eaeme siit

*kj * А  \ I uo(x»y> 8in ein IS g L dydx.
0 0

Iii oleme leidnud vaadeldava ülesande formaalse lahen­
di. Teatavatel lisaeeldustel funktsiooni uQ(x,y) kohta oeu 
tub see ka klassikaliseks lahendiks.
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1. Besseli funktsioonide mõiste. Fourier’ meetodi 
praktilisel rakendamisel on vaja teada elliptilist tüüpi 
võrrandite rajaüleaannete omafunktsioone. Ainult lihtsamatel 
juhtudel avalduvad need matemaatilises analüüsis käsitletud 
funktsioonide kaudu, sageli kujutavad aga uusi transtsendent­
seid fuhktsioone. Rakendustes on olulise tahtausega nn. Bes- 
seli funktsioonid, mille kaudu avalduvad näiteks Laplace'1 
operaatori omafunktsioonid ringikujulise piirkonna korral.

Besseli funktsioonid kuuluvad silindriliete funktsiooni­
de hulka. SilindrilistekB funktsioonideks nimetatakse nn. 
Besseli võrrandi

kus - oo < *V < + oo . Kasutades gamma funkt в iooni omadusi
Г («+1 ) - гГ (в), Г (1 ) » 1 , Г (-к) - сю , к*0,1 ,... (vt.
näit. f!])» saab d'Alembert'i tunnuse abil näidata, et aatme- 
rida fv(z) koondub abeoluutselt iga kompleksarvu z korral 
(näidata aeda!) ning kujutab seega taisfunktsiooni. Järelikult 
funktsioon Jv(x) on täisarvulise v korral ühene ja mitte- 
täisarvulise v korral mitmene analüütiline funktsioon.

x2u" + xu' + (x2 - -V2)u » 0 (1)

mittetriviaalseid lahendeid.
Vaatleme astmerea kujul antud funktsiooni

(2)



Eraldame valja selle haru, mille korral > 0, kui ' f > °* 
N11 saadud ühest funktsiooni J^(x) nimetatakse v -järku 
Bessell funktsiooniks.

Kontrollime, et Jv(x) rahuldab Bessell võrrandit. Tõe­
poolest, moodustades ridadest

J ' ( x )  f 2 ,  ) 1 / l \ 2 k + v -1
f e r < i » * » i ) r ( M > * W

j"(l) (-i)*(2k+v)(2k+»-i) 1
’  b i Г(к+*И) г<к+1) i5^

kombinatsiooni

x2J-(x) + xJ'(x) - л>2 J (x) - T Z  (-1-)k _(5}2к+Л>,y ^ V х' ^  Г(к+^1 ) Г(к+1 )1?'

- - x2V* (-1 )̂  / x \ 23+v 2
h o  r(d+v+D Г(^+1 )(?) я “ x V x)

näeme, et Jv(x) on võrrandi (1) lahendiks.

Ргеянттд 1. Näideta, et

J1/2 al° X’ J-1/2(x) * y ^ i  coe x*
Seega Bessell funktsioone võib vaadelda kui trigonomeetrilis­
te funktsioonide üldistusi.

üleeanne_2. Näidata, et täisarvu <y korral

J_VU) - (-1? Jv(x).
ülesanne 3.Näidata, et Bessell funktsioonid on omavahel 

seotud valemitega >
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j;(x) - Jv-1(x) - I Jy(x), Jj(x) - - J^+1(x) + I V x)’

Ш У > М  - * - w * > .  ( - 1 ) - ^ ’ 

m»0,1 ,••• .

ölesanne 4. Naidata, et Besseli funktsioonid rahulda­
vad rekurrenteet seost

W 30 “ ¥  J*(x) + JV-1(x) " °*

2. Besseli funktsioonide ortogonaalauae oaadus.Bessell 
funktsioonide rakendamisel Fourier' meetodi korral on oluli­
ne järgmine ortogonaalauae omadus.

Teoreem 1. Kui ja f x 2 on Besseli funktsiooni J^(x) 
nullköhad, siis v > -1 korral

J X Ĵ ( jx^x) Jv( ̂t2x)dx - 0, kui }Л .\, (3)

ja

Toestus. Eelmises artiklis naitasime, et Jv(x) rahuldab 
võrrandit (1 ), s.t.

x2 (x) + x J^(x) + (x2 - v2)Jv(x) ■ 0.

Asendades selles samasuses argumendi x korrutisega yxx Ja 
kasutades seoseid

d Jv(yUx) d2Jv(/xx) 2
-L  - - л
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,2
saame

2  d «Т*(а*-х) dJv(^tx) 2 2  л2\т f  \
x2 --- V - -- + x --  + x " ^)Jv(/̂ x) -dx “

ehk

Й  f1 dJ"’di'~'>'J + (̂ 2х - - 0- (5)
Võtame viimases võrdusea / л *  /х1:

s f1 dJ,̂ 1I)] + (^ i*  - r )Jv( AH*> ■ °- (e)
Korrutades võrduse (5) suurusega Jv( /t̂ -jx), rõrduse (6) auu- 
rusega ty /u ,x ) , lahutades tulemused ning Integreerides lõigus 
[0,l], saame

(/W-2 -/U2) j  * Jv( /x1x)Jv(yU.x)dx - 
o'

Г нГ dJ^CiA-x) dJJux),
■ $ s f1 — S------ 1 — 5 “ J41 ’О
- [/Л4Х Jv(/̂ x) j; (/^x) - ^ x  У / Л ^ л ^ х ) ]  .

о
Et avaldisest (2)

V / ^  - T ik i)  p r j * + 0(I* 2)

^  J*^x) - rb»  (W + 0 U * * 2 ) '

siis
/^X ^ ( / i x j j / ^ x )  - /LLX Jv ( ^ 1x)j^(yucx)

Ö(x2*+2) -*-0, kui x -*■ 0+ ja V >- 1 .
Seega

1

5 x Jv( ^ i x>jv(/^x)dx - -

-./*• JV<Л** 1)J*1>(Z4 )] • (7 )
3 2



Olga Jv(/иил) > О ja lahenegu fJL itmrMilt Silв

l'Hospitall reegli põhjal

J x[j,( /*,*)] 2d* . /*,>] *.
О “1

sillega olemegi tõeetasud raiead (4). Kai aga raieale (7)

võtame /uu • коя впитав 4 f b \ Ja J(/U.2) • ■ °»

siis jõuame teoreemi väiteni (3), ai1 1ega teoreem ongi tões­
tatud.

3. Bessell funktsioonide nullkohad. Tõestame, et Bee- 
eeli funktsioonide nullkohtadel on Järgmised oaadused.

Teoreea 2. Kui V > - 1» siis funktsiooni Jv(x) nullko­
had on kõik reaalsed, paiknerad sümmeetriliselt nullpunkti 
suhtes Ja ei saa oaada lõplikku kuhjuaispunktl, seejuures 
nullist erinevad nullkohad on ühekordsed.

Tõestus. Tõestame kõigepealt võrrandi Jv(x) » 0 lahendi­
te reaalsuse. Oletame vastupidiselt väitele, et sellel võr­
randil on kompleksne lahend yu.. Siis oleks selle võrrandi
lahendiks ka kaaskompleks p ., sest Jtf ( Д) » /и.) » о. Kol

2 _о а " _yW. * ju, , siis vottes - fx J* /U/2 ■ saame raleal (3)
põhjal vastuolu

1 Г 20 - j X J^ybCxJJ^yixJdx - J x|jv (yuix)| dx > Or.
о 0- 2 — 2 *Järelikult peab oleaa /л, » /л , ais on roiaalik ainult siis,

kui fjL. on kas reaalne rõi pohtimagi, naarne ♦ lal tarne, et ka 
viimane võimalus viib vastuoluni. Olgu f x  ^ ia, kus a on nul­
list erinev reaalarv. Siis valemi (2) põhjal
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у во 2к
Jv(ie) - (А*) р (k+V+1 ) Г(к+1) (2) * °ю*о

seat Г (k+V+1 ) Г (к+1 ) > О, kui к > О Ja V > - 1 . Järelikult 
kõik Besseli funktsiooni J*(x) nullkohad peered olema
V >- 1 korral reaalsed.

Bt raieni (2) põhjal Jy(x) - хУ1^(х2), kue fy (я) on 
tiisfunkteioon, siis funktsiooni J^(x) nullist erinerad 
nullkohad peered olene ka täiefuakteiooni fy(x2) nullkohta­
deks , ailleet Järeldubki, et aad paiknerad suaaeetrilieelt 
nullpunkti suhtes ning et neil ei sea olla lõplikku kuhja- 
aispunkti.

Baitarne lõpuks, et Jy(x) nullist erinerad nullkohad on 
ühekordsed. Tõepoolest, kui oletada, et eellel funktsioonil 
on уaheaalt kahekordne nullkoht*^ /U # 0, aille korrad 
Jv (/-0 - (/*•) - 0, siis riiaased tingimused kui algtingi- 
ansed määraksid diferentsiaalvõrrandi (1 ) kaks erineret la­
hendit u ■ 0 ja u * Jy(x). See on aga vastuolus teoree­
miga diferenteiaalrõrrandi lahendi aineueeet (rt. nait. £2], 
lk. 259). Teoreem on tõeetatud.

Besseli funktsioonide jaoks kehtib esümptootiline re- 
lea (rt. nait. [16], lk. 664)

Jv(x) ’ C08(x “ T*v " T 5 + 0 (x"3/2). kui x —► oo,
ailleet Järeldub, et funktsiooni Jv(x) nullkohad

See arutelu pole labiviidav /х,» 0 korral, sest siis' 
on rõrrandle (1 ) kõrgeimat Jarku tuletiee u" kordaja vordne 
nulliga.



(V) Э$£ £  . . * fju к «  ~j“ + -5- * + к Л.
Beaaeli funktsioonide graafikaid ja nullkohtade tabeleid 
Toib leida näiteks teatmikust [17J.

4. l^Blaee'i operaatori omaTMr^fcegyane ringjknjull- 
ae olirkexma korral. Vaatleme omaTaartuauleeannet

- A u «  Xu, (x,y) « U , u L  - 0, (8)r
kna Да - + Uyy on kahemõõtmeline Lailaoe' 1  operaator.

Sr « -[(x.ybx2 + y2 - r2} ringjoon raadina ega r ja Up •

- {(x,y)tx2 + y2 < r2} ringjoonega Sp piira tod ring.
Belmiae paragrahvi artiklis 6 leidaime Fourier' meetodi 

abil Laplaoe'i operaatori omaraartoaed ja omafunktaiaonid 
juhul, kai piirkonnaka S2 on ristkülik. Ka raadeldara oma- 
räartuaulaaanda lahendamisel saab rakendada Fourier' mee­
todit, kai riatkoordinaatidelt (x,y) üle minna polaarkeerdit 
naatidele ( 9 ,( f ). Tehea Laplaoa'i operaatori aral di a ea ar­
gumentide teiaenduae

x - Q ooacp, у - (0 ein (p , 
saame (labi teha!) Laplaee'i 
operaatori araldiae polaar- 
koordinaatidea

й и  ш + •

Joonia 4. omandab ulaaanne (8) kuju
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8M j n r M  ringile Ur ш П Ъ  (Q/p)-taaandil riatkälik
0 ^  Q <r, <P <„** (rt* ieeB* 4)* keek»OÄlrtle
p«ab lahendi a viartea oima lõplik koaatant, s.t. -
oaaat, Woudeat, at a(Q,<p) peab cp suhte* olema perioodiline 
perioodiga 2Ä, aaame nn. perioodiliauae rajatingiaaaed

u(Q.O) - »(Q,2fc), a<^,0) - »^(^,250.

Otalao älesaade (9) aittetriviaalset lahendit korratiae
kajal

u(Q,<p) - Н($)ф«р).
Asetades selle korratiae võrrandisse (9), saaae tinglaose

^ ( ^ К М ’Ф  + ф  НФ" ♦ Х Н ф  »О
«Ц  peale teisendaaiat

f " M + X32R ж
R Л***

kua ju. on konstant. Kui peame reel silmas ülesande rajatin­
gimas if siis näeme, et funktsioonid R(£) ja ф ( cf) peavad 
rahuldama tingimusi

9(^R')'+ (*Q2 -A^)H - 0, |R(0)|< oo" , R(r) » 0, (10) 

ф Ч д с ф . О ,  ф(0) - ф( 2 Л), ф'(0) - ф ’(23С). (1 1)

Saadad ülesanded kujutavad endast harilike diferentsiaal­
võrrandite omaväärtusülesandeid.

Ülesande (1 1) omaväärtused ja omafunktsioonld saame 
leida samuti nagu leidsime eelmise paragrahvi artiklis 1 sa 
ma võrrandi omaväärtused ja omafunktsioonld teistel rajatin­
gimustel (lahendada omaväärtusülesanne (1 1)!). Tulemuseks 
saaae, et ^ lq • 0 on ülesande (1 1) ühekordseks omaväärtuseks
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ning temale rae tab omafunktsloon Ф 0 » 1» /̂ k * к2 

(k> 1 ,2,...) on aga eelle ülesande kahekordseks omaväärtaaeka 
ni ng TaataTataka lineaarselt aSltultiiteka oiaftotliiMwl - 
deka on

ф  k1 • eoa к cp # Ф k2 “ ein k •
Märgime, at viimast omafunktaioonide paari eaitatakaa sageli 
ka kaapi*kase oaafunktsioonina

Ф к * ■ oos кф + i ain к (f.

Vaatlema nüüd ülesannet (10). See võrrand /x- yu,k ■ k2 

korral
Q2r" + QR' + ( \ q 2 - k2)H - 0 

on lähedane Beaeeli võrrandile. Asendusega Q - | ,
R(<5 ) ■ J * J(f ) saame Besseli võrrandi

£2j" + I J’+ (I 2 - k2)J » 0.
Selle lahendiks on Besseli funktsioon

J = J k( U  (k»0,1 ,...).
Ilmselt I Jjc(0)| < oo . Parameetri X  leiame nii, et oleks 
rahuldatud ka teine rajatingimustest (10). Olgu 
(J*1,2,...) võrrandi J^C/л.) => о positiivsed lahendid. Siis

R(r) - Jk(lfTr) - 0,
kui fXr - millest

/ J J L ^  \ 2 

(“i - ) * X kj *
2 ••Seega /л* к ja X» korral on ulesandel (10) olemas mit­

te triviaalne lahend

R( 9 ) * ckj -7 *). ckj Ф 0.
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Järelikult ülesande (8) enerräartneteka ja oeafunktaleo­
ni d eke on

X 0i *  • noj -  CoJ J o ( ^ e ) I " ) »

*kj - (rp-f * и*Я“ Ckji JkH k> f ) cee k<? ’

nkj2 " CkJ2 Jk jk) 4 -) eiB k * J«**1 »2....
Haltans, et need eeafunkteioonld on ortogonaaleed eka- 

laarkorrutlae - r 2ft
(u ,t ) ■ J urdxdy - j j Qurdcf d^

Ü о бг
korral. Yilaaee rorduee tuletaaieel kaeutaeime teieenduae
x ш q  ooe cp , 7 • q  ein cp jakobiaanl

Ln ф
- 9 .x 9 x* 3 eoacp *-^sin cf

У9 ein cp ^ coe cp

feutu ja rahetuee ^ • r  Q* ja teoreemi 1 abil aaase
r 23t

4 r V >  - °ojcoj• j r K 0V e) f
1

■ гл' Ч , е. г  J ?'Jo( ĵ<o) 9')Je(/u.jio)<?
0, kui j» ф j,

} [ ' > ! e>)f. и  j.. t .

Seeg« funktsioonid »oj moodustavad ortопоимeritud funktei- 
oonide eüeteeml, kui

C. .
03
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A a a l o o g i l i a e l t  в а ш е  m u u tu ja  v a h e t u s e  q  • г  j a  t e o -  

г а е м !  1 a b i l

êkJ1 ,ttk*j*1 > " 
r  25t

* Ckj1Ck'J'lj *4>Jk,(u|r^eoe k*cf>dfd<? «
1 2Su

" r2ckj1ck,Jtlj?,Jk^AjkV )  Jk*(^r^* V'^ d '̂ j 008 *<poos kVd<fb

0 ,  kul к ’ * к või J* # J,

г2сц 1 г [Ji H k>)j л  , и  k'. к j» r  ■ )•

Samuti saab a&ldata, et

êkJ1 *uk*j»2  ̂* 0
ja

ûkJ2,uk*J'2> " *nkJ1 »ük*J»1 *̂
Seega ülesande (8) оrtоnormeeritud omafunktsioonideka

on
(•) £

(12)

U°J " Yfcr|j;GuJe>)| J° ^ 3 r ^*

"«'■ 1 Г .,^ 1 Ы )Г  ,кСа1к> ^  eoвKlf■

u^ 2' YiTr|j’(u'k>)|',к^ к> ^  в1лк^' k,l'1,ž—

Saab tõestada (vt. näit. [4]), st need omafunktsioonid moo­
dustavad ruumis <^2^r> taieliku süsteemi, s.t. et iga
f€c$£2(Ur) avaldub Fourier’ rea summana

oo °° ,
f - 5Z(f,»0j)«0j + “ e1 f (f»ukJ1)ttkJ1 + (f,Ukj2)ttkJ2] *
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5. Rlnglkalnllse aea*"— "* ^õnkxmlne. Ringikujulise 
аашкагааai võnknaist kirjeldab ülesande

4t • a2(ax i+ v ’ ’
u ,(У**+ j * ) , uj^  ̂- U ^ V  x2+ y*>.

0 L  .ГШ'— -1—."птждтшпи^тпмгми^н^^и^^^^^^м lahend, kus £! - Sp * [o,0°). Seejuures lihtsuseks eeldasi-
ae, et algtingimustee funktsioonid uQ ja û  sõltuvad ainult 
raadiusest 9 =* Y x2+ y^ ning ei sõltu nurgast <f . Osutub, 
et sellisel juhul ka lahend u ei sõltu nurgast ф .

ülesande lahendamisel Fourier' meetodiga saame kasuta­
da eelaise paragrahvi artiklis 3 esitatud akeer_r. Et vaadel­
daval juhul

p 2L u e - а Д и я - а  (u^ + uyŷ *
siis tuleb kõigepealt lahendada omavaärtusülesanne

дх + Ay i  » 0, i |s - 0.a r
Eelmise artikli tulemusi arvestades on viimase ülesande oss*
väärtusteks (k) 2

X * ( J » k*0, 1,.. . ; j*1 ,2,... ,
(lr }kus д J on võrrandi Jk(fx )  • 0 positiivsed lahendid. Vae­

tavad omafunktsioonid avalduvad kujul (12).
Bt vaadeldaval juhul uQ ja u1 ei sõltu nurgast , eile 

ilmselt võrduvad nende skalaarkorrutised omafunktsioonldega 
ukj1 ukJ2 пцИ^-8а* Seega eelmise paragrahvi valemi (20) 
põhjal avaldub vaadeldava ülesande formaalne lahend kujul

OO

U " jTl СОвЩ  1 + Bj einlfx^ t)Xj( Q )

kua
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- I1# 1) • V «  > • s , - ^  9

г а я ,  .  ,

li ■ ■ J ®oIjtae7 * 2Е'5?вв(ч )ij(<?)4e •
Г 0

Яаеше, et tõepoolest ulзвaude lahend sõltub ainult suutujа
J Ätest ^ ja t niqg el soltu nõrgast Ц> .

Olesaane 5. Väldata, et soojuse leviedet ringiknjuli- 
aee plaadis kirjeldava ülesande

2
ut- a (uxx+ ttyy)» u lt-o “ V x »y)* ttls  " °* ^  " V f 0 »0^  
formaalne lahend avaldub kujul

А» У" f  A r~) Qllca>u(x,y,t) -

kus л(к) r 2Ä
Лк;| - ( ^ — ) . - J ^ uo(l*5r)Jk<At Jk) •~iIof44

О О

Oleeanne 6. Näidata, et kolneaõõtaeline Laplaoe' 1  ope­
raator

ди - *xx + v  + uzz 
avaldub sfäärkoordinaatldes

x я Q sin у  oos 0 , у * (Э sin cp sin © , г ■ Q cos cf 
kujul
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Alt ш 1 A -  ( о 2 JLs') * _ з —  J L  (eincf -Is ) +^ d<? d$ ' q2 «imp Э<р  ̂ Эц»
1 э г.

* Q2 »i»ztp de* ’

g- laldata, et uleaande

W  + b « + U > 0 ’ ttb r 2 ■ °
maraartustoks Ja ainult raadiusest q ■ у x + j + s soltu- 
rateks oaafuaktaioonideks on* ̂

ein , k-1,2,... .

^ ц щ  т . Kai data, et soojuse 1erimist kerakujulise* 
kehas kirjeldara ulesande

4 (nn ♦ v *  a« )>

It-o ■ V ?  b ul02.r2 ■ e-y *2+ А  »u

formaalseks lahendiks on

u ■ 2 H  lk e k 4- sin k-1 к о г
kos

Lisaks nendele отатaartustele on kolmemõõtmelisel 
Laplace1i operaatoril reel onaTaärtusi, millele vastarad oaa- 
fonktsioonid sõltuvad nurkadest C|» ja © (rt. näit. [4]» lk. 
395).
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§14. P a r a b o o l s e t  t ü ü p i  
v õ r r a n d i  s e g a ü l e s a n n e

1* faasande. klassikaline seade. Asume vaatlema para­
boolset tüüpi võrrandi segaülesannet

- - La + ?(x#t), (x,t) 6 e t (1)

u(x,0) - aft(x)# x e £ 2 f (2)

(xft), (3)
kus ‘In * 1

b u . - '  -  322ZZ alj - ZZb± gr& + ea (4)
i,J-1 ^ 3 dxidxj i. 1  1 ° H

ning £2 on n-mõõtmelise ruumi tõkestatud lahtine piirkond
tükati sileda rajaga Г ja О'щ *(0,+oo)# £ - Г х  (o,-*-«©)
(vt. joonis 2). Järgnevas kasutame veel tählstosi
S j - Ä x t o . l ] ,  5T - £ * [ 0 ,Tj, Hj-Г X [о,*], * > ©  

lõpliku silindri ja selle Iralgpinna jaoks.
Selles paragrahvis eeldame, et diferentsiaalavaldlse

(4) kordajad u ‘* ,t), bi(xyt) ja e(x(t) on määratud ja tõ­
kestatud kinnises silindris iga T > 0 korral ning et

aij я aJi n

i^ 1  y±7J * ° (5>
iga (x,t) £ G ja iga reaalse у - (Уц..«»Уп) korral. Panama 
tähele, et ruutvormi positiivsuse nõue (5) on veidi nõrgem 
diferentsiaalavaldiee (4) elliptilisuse nõudest. Diferent- 
siaalavaldise (4) oluliseks erljuhuks on Lu » - A u, mille
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saame, koi а1± - 1 ning ülejäänud kordajad a^ - b ± - c * °*
Täpsustame vaadeldava ülesande klaeelkaliee lahendi 

■õiete.
ülesande (1) - (3) klassikaliseks lahendiks nimetatak­

se n+1 muutuja funkteiooni  ̂u € C(G) fl C2* (G), mis silind­
ri* G rahuldab võrrandit (1), selle põhjal algtinginmat (2) 
ja külgpinnal rajatlngisHWt (3)«

Kui ülesandel (1) - (3) eksisteerib klassikaline la­
hend, siis

и^€ С(й), у c C(^ ) 
ning on rahuldatud alg- ja rajatingimnse kooskõla tingimas 
u0 Jp (x,0). leed on tarvilikud, kuid üldiselt mitte
▼eel piisavad tingimused klassikalise lahendi olemasolukB.

Järgnevas püüame selgitada seatud ülesande korrektsust, 
s.t. lahendi olemasolu, ainsust ja pidevat solturust lähte­
andmetee t. Kõige komplitseeritum nendest probleemidest on 
esimene, kahe viimase lahendamine 5nneatub suhteliselt liht­
salt nn. maksimumprintsiibi abil.

2. Maksimumprintslip. Tõestame järgmise tulemase, mida 
küllaltki laialdaselt kasutatakse paraboolset tüüpi võrrandi­
tega seotud ülesannete uurimisel.

Sümboliga C2»1(G) tähistame pidevate funktsioonide 
u(x,t) hulka, millel piirkonnas G on olemas kõik esimest Ja 
teist järku pidevad osatuletised vektori x koordinaatide 
järgi Ja pidev osatuletis muutuja t järgi.

44



Teoreem 1 (maksimamprintsiip). Eksisteerigu ülesandel 
(1 ) - (3) klassikaline lahend u(z(t) ning kehtigu silindri#
4
le lahendi jaoks kehtib hinnang
T (T > 0) võrratused F(x,t) < 0 ja c(x,t) > 0. Siis sel-

max u(x,t) < 
(x,t)e GT

[0, aaxu0(x), max ^ (x,t)] * (в)
xe £2 (x.t)^

Tõestus. Teoreem val­
dab, et kui ülesande (1) -
- (3) klassikalisel lahen­
dil on positiivseid väärtu­
si , siis tehtud eeldustel 
ta saavutab oma positiivse 
maksimumi kas silindri Gj 
põhjal või külgpinnal, s.t. 
hulgal GT \ GT.

Tõestamiseks kasutame vastuväitelist meetodit. Oleta­
me, et võrratus (6) ei kehti. Siis peab leiduma selline 
punkt (x' ,t') e Grp, mille korral

u(x',tM > M » 0.
Näitame, et sellise punkti olemasolu viib vastuollu teoree­
mi eeldustega.

Tähistame £ » u(x',t') - M > 0 Ja moodustame abifunkt­
siooni

Ilmselt

Seega

. £ T - t v - u + 5 - y -

u ( t 4 u + 2* 10:11 G QT-
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v(x#t) < * ♦ §
(хЛ)€0тча,

alng
r(x',V) > u(x',t*) ■ M + £.

Et v e. C(GT) П C2,1(GT)f elle peab v(x,t) saavutama maksi- 
гтлтЛ -teatavas punktis (x",t"> e G*. kusjuures

v(x\t") - max v(x,t) > v(x' ,t') >/ M ♦ £:>£.
(X,t)€ ST

Näitame, et punktis (x",t") saame vastuolu. Et 
(x",t") € GT, siis selles punktis

3v ^  . Э Ч (7)

Seejuures viimane võrratus järeldub ruutvormi positiivsusest
(5). Tõepoolest, regulaarse lineaarteisenduse 

n
* H ° 4 k ^ k  » detlaiicl * 0 k* 1

abil saab siis diferentsiaalavaldise(4) punktis (x",t") tei­
sendada kanoonilisele kujule

Э2'
Щ

Asenduse u . у - | 2-j-i ja seoste (7 ) abil saame punk- 
tis (Xй ,t")

,«• ,* ■ ) .  + I »  .  -| »  t +

mis on vastuolus eeldusega, et F(x,t) 4 0 , kui (x,t) €. q
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Sellega on teoreem tõestatud.
Tõestatud tulemusest järeldub järgmine temaga samaväär­

ne välde.
Järeldus (miinlmumprintslip). Sul F(x,t) > 0 Ja 

c(x,t) >. 0 silindris Gy, siis ülesande (1) - (3) klassika­
lise lahendi jaoks kehtib Mmmwg

min u(x,t) > min [o, min ил(х), min <y(x,t)] . (x,t)eGT х е й  0 (x,t)e£«

Väite põhjendamiseks arvestame, et kui u on ülesande 
(1 ) - (3) lahend, siis -u rahuldab seoseid

-^=äl . - L(-u) - F(x,t).

-u(x,0) - - u0(x), u | j, » -yfx.t),

kusjuures -F(x,t) < 0. Rakendades selle ülesande korral 
teoreemi 1 ja arvestades seost max [-f(x)] ■ - min f(x), 
saamegi väidetud hinnangu.

3. Lahendi aprioorne hinnang. Maksimnmprlntsiibi abil 
saab suhteliselt lihtsalt hinnata ülesande (1) - (3) lahen­
dit. Olgu u(xft) ülesande (1) - (3) klassikaline lahend ja 
olgu F с C(G). Fikseerime T > 0 ja tähistame normid

||и||з - max |u(x,t)| , ■ « IlFllg ,
* Cxft)£ST T

V  Wuo»ö" *ax|u0(x)(, M^llyll- * max |V(x,t)l. 
x«£l T (x, t) e

TOlgu esialgu c(xyt) > 0 silindris Ĝ,. Tahlstame 
v ■ u - Mt.

Siis silindris Q?
vt + Lv - ut - M + Lu - cMt - F - M - cMt 4 ,0 .
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Alg- ja rmjatiagiauateat saaae
▼(x#0) - u(x,0) ■ uQ(x) < *0, kui x g Q. ,

T1 £ T “ T “ Mt 4 *1“
Järelikult maksinomprtn t siibi põhjal

r(xtt>4 (*0.Mi)
d«

u(x,t) « ■ «  (“o ’V  + ^  (*•*> fe V
Võttes

▼ ■ u + Mt
saame analoogiliselt

Tt + Lr = P + M + cMt > 0, 
v(x,0) - uQ(x) > - MQf 
T|s> - у

ning miinimnmprintsiibl põhjal
т(х,t) » min(-M0,-M1) » - max(M0,M1)

Ja
u(x,t) > - max(M0,M1) - KT, kui (x,t) € Gj.

Nendest võrratustest järeldub aprioorne h in n a n g

max _ |u(x,t)! 4 max(M,M1) + MT 
(x,t)€GT 0 1

ehk

•“»З, < «“ «"Vä, • 11 Y»ZT) * lW V  (8)
Viimane hinnang on uldistatav ka juhule, kui tingimus 

c(x,t) > 0 pole täidetud. Sellisel juhul kasutame muutuja 
vahetust

u - те kus A.* const > 0.
Asendades selle avaldise ülesandesse (1) - (3), saame v leid­
miseks ülesande
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Tt - - Lr - Хт + e*-Xt F,
v(x,0) - uQ(x), г I £ » a“*’ty .

Moodustatud võrrandis on v kordajaks с + \ . Tal laa A- >0 
nii, at

c(x,t) + Л > O, (x,t)€GT
ehk

inf c(x,t) >, - X, . (9)(x,t)e
Siis, rakendades v hindamiseks hinnangut (8), saama 

ИпНн « *ХТИ̂Ия <T T

^ e [тах(йи0Н^ , ||e" у || + *J|e" Fll^] ,

milleat järeldub ^
X T

»U»5T < • [““ ('».Ifi • 1^« z j  * *»»%,] • <1°)

Sellega oleme toestanud jargsiae tulemase*

Teoreem 2. Kui P€ C(3j), siis ülesande (1) - (3) klas­
sikalise lahendi u jaoks kehtib aprioorne hinnang (10), mil­
les A. > 0 on määratud tingimusega (9).

4. Lahendi ainsus ,1a stabiilsus. Tuletatud aprioorse 
hinnangu abil on lihtsalt tõestatav vaadeldava ülesande la­
hendi ainsus ja stabiilsus.

Teoreem 3. Kui ülesandel (1) - (3) on olemas klassika­
line lahend u ja F « C(3), siis artiklis 1 tehtud eeldustel 
see lahend on ainus ja sõltub pidevalt algandmetest selles 
mõttes, et iga T > p puhul
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|,a-5|3i< .J*[«x(ll40-”els •ll̂ '5!"Si) + 1 1 3,1-

коя konstant X > 0 on määratud tingimusega (9) ning u on 
ülesande

+ «I*.. - * l £ - y  (11)
klassikaline lahend.

Toestus. Kui oletada, et ülesandel (1) - (3) on kaka 
lahendit n Ja u*f siis nende rahe u - u* rahuldab seda 
ülesannet F ■ 0, u0 * 0 Ja у* 0 korral, millest hinnangu
(10) abil saame

j)u - u*llw ■ 0 iga T > 0 korral.T
Järelikult u* - u, s.t. ülesandel (1) - (3) ei saa olla 
kahte erinevat lahendit.

Kui u on ülesande (1) - (3) ja u ülesande (11) lahend, 
siis vahe u - u rahuldab tingimusi

(u - u)t » - L(u - ü) + F - F,
n - “U-o - uo - “»• u - “ i £ - y - y -

millest hinnangu (10) abil saamegi teoi^emi sõnastuses väi­
detud stabiilsuse hinnangu.

5. Lahendi olemasolust, ülesande (1) - (3) klassikaliee
lahendi olemasolu kindlustandseks tuleb teha täiendavaid
eeldusi võrrandi (1) kordajate ja piirkonna ß  rajapinna Г
sileduse kohta. Järgnevas sõnastame selle ülesande lahendi
elemasoluteoreemi, eeldades võrrandi (1) kordajate ja vaba-
liikme kuulumist teatavatesse Hõlderi ruumidesse Ja rajapin­
na Г kuulumist teatavasse Hõlderi klassi.
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Toome kõigepealt sisse vajalikud mõisted. Vaatleme в 
muutuja funktsiooai v(x) * v(x1,x2,...,xn), mis oa määratmd 
ja pidev kiBBises tõkestatud piirkoaaas й е н " ,  Piirkoaaaa 
Ä  m korda pidevalt difereatseeruvate funkteiooaide bulk 
Ca(£X) moodustab Baaaobi ruumi, kui selles aorm defineerida 
näiteks võrduse

W c- ’ i£ J I D % "c 
abil, kus at» (oLj,a2,... ,0̂ ), |<x|»a1 + ctg + ... +0^,

д ф & . а ф  За |T(I)|-
D v

Vaatleme piirkonaas ,0. pidevaid fuaktsiooae V , mis 
selles piirkonaas rahuldavad Holder! tingimust*>

|v(x) - v(y)[ < H||x - у||Л

astendajaga 0 < [b < 1. Koigi selliste funktsioonide hulk 
C^(Ä) moodustab Baaaehi ruumi (vt. näit. [11], lk. 56), kui 
selles defiaeerida aorm

IMI а Ж IMIq + 8UP^ •СP C x,yeü Hx - yll/4
x#y

Saadud rutuni nimetatakse Holder! ruumiks. jHolderi ruum 
Cm+/i(Ä) defineeritakse kui piirkonnas Ä  m korda pidevalt 
diferentseeruvate funktsioonide hulk, mille kõik m järku 
osatuletised rahuldavad Holder! tingimust astendajaga 
0 < yb < 1. Kui ruumis C ^ A ä ) defineerida norm

* \ M 
7 Siin ja jargnevas vektori norm
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eile a n  r m  m t t b  ВевасЫ ruumiks. Ilmselt
о“(Й)= о c~1(Ü>.

Toom des« rajtand sileduie nõuded ka piirkonna 
rajaplnna Г kohta. Eeldama, at aelle igas punktia aksietee- 
rib üheselt maaratud puutujatалand ja aeega ka ralisnoreaal 
V. Sdasi eeldama, at leidub arr q > 0 nii, et Iga punkti 
x « Г umber kujundatud kara (raadiusega Q ) 8 is emas ee saab 
piama Г aaltada lokaalaatea rlatkoordinaatidee ühese funkt­
siooni

abil, kus yB-telg on euunatud normaali V sihis ning ülejää­
nud taljed asurad puutujatasandis. Kui seejuures iga punkti 
x £ Г korral cj « C* rõi ы  e C**/* aeda punkti umbrite eras 
karas raadiusega -j- ning rastarad normid on tõkeststud punk­
tist x sõltumatu konstandiga, siis kõneldakse, et pind Г 
kuulub rast aralt klassi C* rõi C**/*, kus m >1 jaO 
Pinda Г € С1+^ nimetatakse ka ЫатшоУ! pinnaks. Ilmselt 
С1 э с1+^эс2. Pinda, mis koosneb lõplikust arrust klassi 
C1 kuuluratest pindadest, nimetatakse tükati siledaks.

Sõnastame ülesande (1) - (3) lahendi olemasoluteoreeni, 
kas juures lihtsuseks eeldame, et rõrrandi kordajad a^, Ь4 

ja e ei sõltu muutujast t.

Teoreem 4. Beidame, et rõrrandi (1) kordajad rahulda- 
rad tingimuai e^ - aJjL € С1+Л(Д), b̂  ̂e ,
ecC^(^) (o < fb < 1) ja ühtlase elliptiliause nõuet



п в
E  ч Л х > г ^ > . г Е т ?  iga x e Ä  korral, 
i,j- 1 13 1 3  i-1 1

кия konstant а2 > 0. Kui T > 0 korral P € Ĉ (Gj), uQ e С(Й.) 
у €.cC£t), uQ j r ■ Y (x,0) ning tõkestatud piirkonna Л  
rajapind Г с с1+/* , eiie ülesandel (1 ) - (3) on silindris 
(Jj olemas klassikaline lahend.

Teoreemi tõestuse rõib leida raamatust f9l, ptk. 4» 
§16, kus vastav tulemus on sõnastatud ja tõestatud juhm 
jaoks, kus kordajad a ^ , bA ja с rõivad sõltuda ka muutu­
jast t.
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§15. E l l i p t i l i s t  t ü ü p i  
v õ r r a n d i  o m a v ä ä r t u s ü l e s a n n e

1. Sobolev! Matemaatilise füüsika ülesannete
uurimisel kasutatakse nn. Soboleri ruune H (Sl).

Olgu lahtine piirkond n-mõotmelises ruumis R11. De­
fineerime

Hk(£2) » {u: D^u e o^2(Ä), |oc| <k], k-0,1,...,

s.t. ruumi Hk(£2.) elementideks on integreeruva ruuduga 
funktsioonid, mille kolk üldistatud tuletised kuni järguni 
к on integreeruva ruuduga piirkonnas Q .

Defineerime ruumis Нк(Л) skalaarkorrutise

kus

(u,v) v = П  (D̂ u, D̂ v),
HK lotUk

(u,v) » j* u(x)r(x)dx 
on skalaarkorrutls ruumis Vastavaks normiks on

"u Ĥk " V^u,u Ĥk 3 (|0̂ lc H15*11®2) » leus flull a ~j (u,u).

Eli moodustatud Soboleyi ruum Hk(i2) osutub Hilberti 
ruumiks. Toepoolest, selles defineeritud skalaarkorrutis ra­
huldab skalaarkorrutise omadusi (veenduda selles'). Naitarne, 
et ruum Hk(.ß.) on taielik. Olgu u^ fundament aal jada ruumis
H (£2), s.t. selline jada, mille korral (It̂  - u.P» к 0,
kui m,p -*>» . Siis l|DcC(um - up)|| — 0, kui m,p -►oo ja
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|otI 4k, ning rutuni äß2iSl) täielikkuse tõttu

Funktsioon u^ määrab regulaarse distributsiooni

* j «a(x)(p(x)dx, kus cp€(Ž)(Ä).
o£l>Kui Uju — 2 u, siis iga y>eoÕ(£2) korral

l < V V >  " < U’<P>I * I j - *)lj>dxl4 II«* - »I IIcpH -**0,
&kui в ■—►oo , s.t. u^ — ► u. Efferent ae eri mis operaatori pide-

r\t <7y GV
ruse tõttu ruumis oU ka B^u^ — ► D°Si. Bt B*^ — ► w k u i

|oC|4 k, siis B^u - w c ô 2(.Q.), kui I04 4 k. Soega uM u € 
€ Н к(£2), millega ruumi Hk(J«i) täielikkus on tõestatud.

Ruumi Hk(.Q.) definitsioonist järeldub у ahe tui t, et

<^2(&) - H°(&) Э Hk(£2»)z> H®^)

llnll « Hull k 4 ||uII ,H H“
kui О < к < m.

Põhjalikult on uurinud ruumide Hk(.Q.) omadusi ning näida­
nud neade rakendusi matemaatilise füüsika võrrandite teoo­
rias S.L.Sobolev tõos [l5J - Oluline koht Sobolevi ruumide 
teoorias on nn. sisalduvusteoreemidel, mis näitavad, millal 
ruumi Нк(£2) kuuluvad funktsioonid on pidevad ja omavad pi­
devaid osatuletisi kuni teatud järguni ning millal saab kõ­
nelda nende jälgedest pindadel. Esitame järgnevas kaks si- 
salduvusteoreemi. Nende tõestamisel tuleb teha lisaeelduai 
piirkonna £2. kohta.

Eeldame, et piirkond £2. on tõkestatud ja nn. koonuse
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omadusega. a.t. et leidub kindla kõrguse Ja tipunurgag® 
ringkoonua, mille tippu saab paigutada piirkonna &  igaaee 
rajapunkti nii, et koonuse alaemua aeub piirkonnaa Ä  . 
Koormae omadusega on näiteks iga kumer piirkond. Tehtud eel­
dustel on Jargadeed aiaalduTusteoreemid tõestatud artiklis
[5]. S.L.Soboleri tõõs [15] on need tõestatud mõnevõrra 
rangematel eeldustel piirkonna £2. kohta.

Teoreem 1. Kui и e Hk(Ä) ja к > ^ + m, siis funktsi­
oon и (vajaduse korral muudetuna hulgal mõõduga null) kuu­
lub ruumi C*(.šl) ning leidub funktsioonist и mitteaõltuv 
konstant M nii, et

Uul^« *M ak.

Kui к > ̂  + m, siis ruumis H*(ijtL) tõkestatud hulk on ruuais 
Cm(ini) kompaktne.

Sõnastatud teoreemist näeme, et kui к > j, eile saab 
kõnelda funktsiooni и € Ĥ (üil) väärtustest kinnise piirkonna 

punktides. Teise sisaldurusteoreeml sõnastame selle koh­
ta, millal saab kõnelda funktsiooni и jäljest s-mõõtmelisal 
küllalt siledal pinnal FSC 1̂ ,

Teoreem 2. Kui и € Hk(£2.), Г0 e Ck, Гд с £1 ja ' 
в > n - 2к > О, siis и on määratud peaaegu kõikjal s-mõõtse- 
lisel pinnal P 8 ning leidub konstant M nii, et

"u"tf2<r.>- ( Ь - Г  4 M||UV‘
Järgneyaa kaautame aelle teoreemi erijuhtu, et funkt­

sioon и € H1(£>) on määratud peaaegu kõikjal piirkonna
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(n-1 )-mõõt*elisel rajapinnal Ге C1 või eelle tukil.

ülesanne 1. Olgu u(x) selline lõigus [o,l] pidev ühe 
muutuja funktsioon, mille tuletis и'бо^СОД) ning mis ra­
huldab tingimust u(0) - 0. näidata, et siis

|и(х)|<П11»'И - 71 (\ lu*(x)|_ dx l1/20<X4l|Ju||c- max |u(x)| ̂ yiilu'!! - УГфи'(х ) | 2 dx) r
о

2. Яич»аti»iijg»d diferentsiaaloperaatorid. Diferentsi- 
aalaraldis ja rajatinglmused määrarad diferentsiaaloperaato- 
ri. Selgitame, kuidas avaldub diferentsiaaloperaatori kaas- 
operaator ning millal diferentslaaloperaator on sümmeetrili­
ne.

Võtame kõigepealt vaatluse alla teist järku ellipti­
list tüüpi dlferentsiaalavaldise

Lu * - £3 ai ■ y --- 5~~T. b1 gzr~ + cu
iT> 1  j dxi3xj i- 1 1 ЭХ1

tõkestatud piirkonnas Ä  tükati sileda rajaga Г . Diferent­
si aal avaldise Lu kaasdiferentsiaalavaldise leidmisel on ots* 
tarbekohane Lu teisendada kujule

LU ■ '  Ž ,  * S  4i ^  + CU’
kus d, * b, - . Eeldame, et Lu kordajad rahuldavad

J’ 1 j 1tingimusi â j - â j, e С (̂ ,), d̂  ̂  с (5̂ .), о e C(Sc).

Teisendame skalaarkorrutist
(Lu,v) ■ J Lu«v dx 

eeldades, et u,v € C2(£). Ä
Seejuures kasutame ositi integreerimise valemit



J t dx - - J ^  gdx + J fg C M  v\ dT ,
kae iTx  ̂oa nurk plaaa Г ralisnoreaali ja Xj-telje poaitiir-
oo euoaa rahel. See raies kehtib iga f,g €. C1(iTL) korral. 
■Srgiae, et ositi integreerimise ralem järeldab oteeselt 
Gauee-Oetrogradoki raleadst

^  - j fcoo dr f P e C1(£l),

kai eellee rottа 7 -̂ fg.
Kaeutadee oeiti iategreeriaiae raiemit, teieeadaae

". f Д , ä«ч -JU С rdx +(ta’T) *' ^ )T4x • S I di %

- J Z  I «и Яц » вое Г ^  4Г - 
i.J-lji J

~ XZ (di Že7 Tdx + f eerdx.
U1i  ^  4

Tablet

ja kaeutaae reel kord oeiti iategreeriaiee raleait:

(b,’T) ’ -  5 - i i u % (i«  k)ix - -  • 1 т ) 4Г+
а „ Г

+ £ 1  u 3^ («tT)d3t -  ^  j  V T coe *̂1 «Г ♦ jeardj. 
Saadad eeose kirjutase kujul  ̂ ^

< U ,t ) .  (u . L t ) .  f  (T ^  .  n j  аГ .
J А А
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в ,
~ £  J di*r 4Г •

kos ‘

ь% * • 5.1 Ф  + £  4 (dll) + ” •
Difarentaiaalavaldlat L*a nlmetatakae La |»f жт^1ттГ> - 
araldleaka. Eol L*u ■ La, elle diferentsiaalavaldist La ni­
metatakse eneaakaaaaeks. Et a^ - a^, alla La on оаооокааа- 
ne parajasti alle, kai

- XI dj ■ X_! ^ “(dju). (1)i-1 1 dxi i-1 3xi 1
Viimane võrdus aga kehtib iga u с C2(£2.) korral parajasti
siia, kai d^ » 0, 1-1,2,«..,n. Tõepoolest, kai а » z^y
alla võrdus (1) omandab kaja

- di " sij (xidi)-
Lahendame aelle rõrrandi:

3di , ч
* 4  4 '

* ' <y ♦ С ■ C(x^, • • • , • • • »Хд).
*i

Aaetadea võrdusee (1) viimase di avaldise ja u - , saame

- ц  2li ■ ̂ 0 ■ °’
milleat С - 0 Ja d̂  - 0.

Seega vaadeldav dlferentaiaalavaldia on aaaoakaaaao pa­
rajasti siis, kui ta avaldub kujul'

Lu - - 3^[(eiJ ^Ej) + (2)
Järgnevaa vaatlemegi ainult aelliaaid diferentalaalavaldiai.
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DiferentsiaalavalAiaa (2) kerral oaaadavad ulaltuletatud seo- 
aad kuju

(I«.T) - \ ( ^ ,  * етт)41 -  IT ’ <3)
(Lu,v) - (u.Lv) - *

Г
aida niaatatakaa vaetavalt I Да.II Praeni valeaika.

Lisaks diferentsiaalavaldiaele on aatemaatilise füüsika 
õlesannete korral antud reel rajatingieosed, aida peab rahul­
dama funktsioon u, näiteks u j ̂  >0. Võuame, et ka ▼ rahul­
daks teatud rajatingimusi nii, at kui u rahuldab lihteraja- 
tlngimusi Ja ▼ neid rajatingimusi, et siis pindintegraal II 
Greeni raleais võrduks nulliga. Iii funktsioonile v seatud 
rajatingimusi nimetatakse lähterajatingimuete kaasraiatlngl- 
austeks diferentsiaalavaldise L korral. Juhul, kui kaasraja- 
tingimusteks sobivad lähterajatingimused, siis vastavaid ra­
jatingimusi nimetatakse enesekaasseteks.

Teisest Greeni valemist (4) naeme, et enesekaasse difa- 
rentsiaalavaldise (2) korral on enesekaasseteks rajatingiaaa- 
teks

1) esimest liiki ehk Dirichlet' rajatingimus u|p » 0,

2) teist liiki ehk Neumann! rajatingimus. j * 0,

3) kolmandat liiki rajatingimus Ь -  + au J »0dVA lp
kus ct(x) on rajal Г pidev funktsioon.
Toepoolest, näiteks viimasel juhul, kui
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+ л«|р - 0 j. ^  ♦ а т | г - О,

sile

т М .  '  " 7Ž 1г "  ати * Л“Т1г '  °-
Diferentsiaalevaldise (2) oluliseks erijuhuks on dife­

rentsiaal avaldis
Э

Lu ж ’  £  Щ  (p cu’
mille saame võttes aii * p ja a^ ■ 0, kui i * j. Eeldama,
et p(x) > 0, kui i e Ä .  Vaadeldaval juhuln

Эи 's ' Эи л  Эи
^  ■ р lT, ^  C Ii ’ р *5 •

^ - kus on tuletis pinna Г välisnormaali suunas. Seaga taist 
ja kolmandat liiki rajatingimoaed saab kirjutada vastavalt 
kujul

3»|r ’ 0 1« 37 + p u lr’ °-
Diferentaiaaloperaatori defineerima diferenteiaalaval- 

dise ja rajatingimuete abil. Diferentaiaaloperaatori maara- 
miapiirkonda M(L) loeme kuuluvaks küllalt ailedad funktsi­
oonid, mis rahuldavad vaadeldava ülesande rajatingimnei. 
Väiteks Dirichlet1 raj at ingimns e korral võime määramispiir- 
konnaks võtta

M(L) ■ £u: u€ 02(Л), n|r - o}.
Vastavuse korraldame aga diferentsiaalavaldise abil, seades 
igale funktsioonile и e. M(L) vastavusse funktsiooni Lu. 
Seetõttu kasutame ka vastava diferentsiaaloperaatori tähis­
tamiseks sümbolit L. Teise Greeni valemi põhjal rahuldab nii
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defineeritud dlferentsiaaloperaator seô t
(Lu,v) ■ (u,Lv)t kui u,v € M(L),

s.t. on aü— aatrlline operaator. Enesekaasne diferentsiaal- 
araldia koos enesekaassete rajatlngtmatega määravad süameet- 
rlliae, kuld üldiselt real mitte enaaakaaaaa diferentsiaal- 
operaatorl. Enesekaasse dlferentelaaloperaatorlnl võib jõuda 
alles operaatori maaranispiirkonna laiendamise teel lisadaв 
sellele teatavasse Sobolevi ruumi kuuluvaid funktsioone, ais 
on rajaüleaannete üldistatud lahenditeks.

Ka rajaülesande klassikalise lahendi käsitlemisel on 
sageli otstarbekohane dlfarantalaaloperaatori mäarandepiir­
konda laiendada nõudes sellesse kuuluvatelt funktsioonidelt 
vaiksemat siledust rajapinnal Г. Näiteks Greeni valemid 
kehtivad ka siis, kui u,v e С1(Д) fl C2(&). Sellal juhal 
saab neid valemeid põhjendada järgmisel teel. Võtame tükati 
aileda rajaga piirkonna £2', mille sulund S2' с Ä  . süb 
u,v g С2( ^  ning Greeni valemid kehtivad piirkonnas *0/. 
Pilrprotsessl ^  abil saame põhjendada I Greeni valeni 
piirkonna Q  jaoks, sest u,v € korral on valemi pa­
remal poolel olemas piirväärtus. Järelikult eksisteerib ka 
selle võrduse vasemal poolel eelnev Integraal kui päratu in­
tegraal. Teine Greeni valem järeldub lihtsalt esimesest. See­
tõttu diferentslaalavaldls (2) määrab sümmeetrilise diferent- 
slaaloperaatori ka siis, kui selle maaramlspiirkonnaks luge­
da а

M(L) ■ £ us ucC^(^) П C2(̂ ),' + otu |p ■ o}#
Dirlchlet' rajatinglmuse korral saame sümmeetrilise diferent-



eieeleperaatorl ka siis, kui maar&alspiirkonnaks yõtta 
M(L) - {u: tt€C(Sl) П C2(Q) П H1(Ä)f u)p » o}.

3. Diferentslaaloperaatori omaväärtused /f* na*fwnirfl- 
oonld. Vaatleme operaatori L omaväärtueüleeannet. Operaatori 
L omaväärtusteks nimetatakse parameetri X  selliseid väärtu­
si , mille korral võrrandil

Lu ■ X  u
on olemas mittetrlvlaaleeid lahendeid. Vastavaid mlttetrlvi- 
aalseld lahendeid nimetatakse operaatori L omafunktsiooni­
deks .r *

Omaväärtueüleeannet on üldiselt loomulik vaadelda kom­
plekssete suuruste vallas. Komplekssete väärtustega funktsi­
oonide korral defineeritakse ruumis skalaarkorrutis 
avaldisega

(u.v) » J u(x)v(x)dx, 
kus v(x) on suuruse v(x) kaaskompleks. Selle skalaarkorrutise 
omadused on üldiselt samad, mis skalaarkorrutisel reaalses 
ruumis ainult kommntatiivsus asendub omadusega

(u,v) = (▼,u).
Ka kompleksses ruumis nimetatakse operaatorit sümmeetriliseks 
siis, kui

(Lu,v) * (u,Lv) iga u,v 6 M(L) korral.
Sümmeetrilise operaatori omaväärtustel ja omafunktsioo- 

nidel on rida huvitavaid omadusi.
Lemma 1. Sümmeetrilise operaatori omaväärtused on reaal­

sed.
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Tõestue. Olga Xk euaaeetrlllee operaatori Ь oaaraartui 
ja ak teaale raster oaafunkteioon, a.t.

Luk » «к * °*
Korrutades aeda rorduet ekaiaareeit funktsiooniga u^ , аааве

ailleet (Luk,Uy) -
\  я 7- —  ■■ • (5)к <uk’uk>

Vllaaee võrduse pares pool on aga reaalne, seet (û ,û ) > 0
ja

(Lû .û ) » (ak,I«k) » (Luk,uk).
Sellega on lemma tõestatud.

Reaalsete kordajatega dlferentslaalaraldlae (2) korral 
on La reaalne iga reaalse u korral. Sellisel juhul võib ka 
euaaeetrlllee operaatori omafunktsioonld lageda reaaleeteks. 
Tõepooleet oiga omaväärtusele Я k vastavaks oaafunktaioo- 
niks uk » rk + iwk, kus rk ja wk on reaalsed ja 1 laagi- 
naaruhik. Sile

Lvk + iLVv̂  * ^kvk + 1 ̂ kW k* 
alllest naeme, et omaväärtuse1e Xk vaetavad ka reaaleed 
oaafonktsioonid vk ja wk> Held tulemusi arvestades võib 
reaalsete kordajatega süaaeetrilise diferentaiaaloperaatori 
oaaräärtusüleaande käsitlemisel piirduda ainult reaalaete 
suurustega, mida järgnevas ka teeme.

Leaaa 2. Süaaeetrilise operaatori erinevatele oaaväär- 
tuatele vaatavad oaafunktaloonid on ortogonaalaed.
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Toestus. Olgu A.k ja Aj sümmeetrilise operaatori L 
erinevad omavaartused ning uk Ja Uj neile тавtavad omafunkt* 
sioonid, s.t.

Lahutades esimesest vordusest teise, saame operaatori L süm- 
meetrilisuse tõttu

Et Ä«k * A,j, siis (uk,Uj) а 0, mida oligi tarvis tõestada.
Kui omaväärtusele vastab mitu lineaarselt sõltumatut 

esmafunktsiooni, siis saab neid ortogonaliseerida. Seega ala­
ti võime lugeda, et sümmeetrilise operaatori omafunktsioonid 
moodustavad ortonormeeritud süsteemi, s.t. rahuldavad tingi­
must

Kõik need tulemused on rakendatavad reaalsete kordaja­
tega diferentsiaalavaldise (2) abil määratud sümmeetrilise 
diferentsiaalopera&tori L korral. Tõepoolest, Greeni valemite 
põhjal on selline dlferentsiaaloperaator sümmeetriline ka

Selgitame veel, millal sümmeetrilise diferentsiaalope-

Eeldame, et piirkonnas Q  c(x) > 0 ning diferentsiaal•

kompleksses ruumis £ 2<Ä).

raatori kõik omaväartused on positiivsed.
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araldle (2) en ühtlaselt elliptiline, s.t. et leidub kons­
tant a2 > Ot et

> *2 iga reesl*e yi korra1’

Hwg et rajatingiauses л(х) ^ 0 rajal Г"1 . Siis I Greeni
raieni (3) põhjal

(Ie,D)" ^  + eu2)ta ’ i u " ^ 5 dr *

> « 2 Z l J ( ^ j )  d i  -  J u  ^  аГ » о (в)

iga reaalse funktsiooni u e K(L) korral nii esiaest, teist 
koi ka kolaandat liiki rajatlngiause juhul. Toepoolest, esi- 
asst ja teist liiki rajatlngiause puhul pindlntegraal rõrdub 
nulliga, kolaandat liiki rajatlngiause korral aga

- j* u dT ж J clu2 dT ^0.
Г 1 Г

Operaatorit L nimetatakse positiirseks. kui
(Lu,u) > 0 iga u € M(L) korral.

Seega tehtud eeldustel on diferentsiaaroperaator L positiiv­
ne. Valemi (5) põhjal süaaeetrilise positiirse operaatori 
kõik omaraartused on mittenegatiirsed.

Selgitame, millal XQ ■ 0 on operaatori L omaraartuseks. 
Olgu uQ temale rastar normeeritud omafunktsioon. Siis seose 
(5) põhjal

A,0 - (bu0,u0) - 0.
Seostest (6) järeldub, et sellisel juhul 

Эис
^ 4

- - 0, 1-1,2,...n
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ning seega Uq (x ) ■ const. Dirichlet rajatingimuse korral 
uo Jp я О» «illest uQ(x) * 0. Ka kolmandast rajatingimusest 
saame, at ti0(x) - Ö, kui л (x) Ф 0. Selliatal Juhtudel 
XQ ■ 0 ei ole operaatori L omaväärtuseks. lettmanni rajatin— 
gimuae korral aaama seostest (6)

X o “ (Luo»uo) “ J  cuo 41 “ °’ 
mistõttu X Q а 0 saab olla operaatori L omaväärtuseks ainult 
siis, kui c(x) = 0. Vahetult saab kontrollida, et Heumanni 
rajatingimuse ja c(x) s. 0 korral on « 0 operaatori L 
omaväärtuseks ning talle vastab omafunktsioon uQ(x) =*
> const * 0. Kokkuvõttes võib väita, et ■ 0 on tehtud 
eeldustel operaatori L omaväartuseks parajasti siis, kui 
c(x) = 0 ning operaator on maäratud Heumanni rajatingimuse 
abil. Järgnevas eeldame lihtsuseks, et • 0 ei ole ope­
raatori L omaväärtuseks, s.t. et ei ole tegemist mainitud✓
juhuga.

Kerkib küsimus omaväärtuste olemasolust ja omafunktsi- 
oonide süsteemi täielikkusest. Sõnastame selle kohta teoree­
mina 3 küllaltki üldise tulemuse, mille tõestuse võib leida 
toost [7]. See tulemus on kasutatav vägagi üldise piirkonna 
•Q korral. Eeldatakse vaid, et piirkond Q* on regulaarne, 
s.t. et Laplace'i võrrandi Diriohlet' ülesandel 

4 u - 0, x e ^ ,  u|r »y 
on iga у € С(Г ) korral olemas klassikaline lahend 
u £ C(51) П C2(Ä). Regulaarseks piirkonnaks on kahemõõtme­
lisel juhul iga sirgestuva kõveraga piiratud tõkestatud
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piirkond, kol»*-j» •n*»*»õõtaelieel Juhul aga lg» piirkond, 
■iile rajaplnda saab väljastpoolt puudutada kindla ringkoo- 
m .« tipuga nii, et koonu* Jaab väljapoole piirkonfiast Ä  
(vt. näit. [1 3], lk. 324-325). lüiteks iga ku«r lahtine 
piirkond on regalaamo. у

Teoreea 3. Eeldaao, et piirkond £2. on regulaarne ning 
valemiga (2) antud diferentsiaalavaldis Lu ühtlaselt ellip- 
tiliae lahtises piirkonnas .Q э £1 Ja

•ij " ÄjiG с1+/Ь^'>* -  слей.) (0 </i<1),
c(x) >0, kui xefi'. Siis omavüartusülesandel

Lu • Xu, xe Q  , a | ■ 0
oa olemas loenduy hulk positiivseid omaväärtusi (k=
>1,2,...), millel pole lõplikku kuhja alapunkti (siis ^  -►oo) 
J* aillel* vastavad omafunktsioonid uk € C(£2) П C2(Q ) П 
П H1(Q) võib lugeda reaalseteks Ja ortonormeerituteks. 
Omafunktsioonid moodustavad ruumis <S6g(Q) taieliku süstee- 
ai, s.t. iga funktsioon veo6g(^) on esitatav Pourier* rea 
abil

oo
У H  (v,uk)uk, k-1 * *

mis koondub ruumis (Q).
Markus 2« *hi , siis võib teoreemi tingimostes

piirkonna Q' asendada piirkonnaga ß  .
Merkus_2. Teoreem 3 JaSb kehtima ka kolmandat liiki

rajatingimuse
Э u I 
^ 2  +<xulr =0
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korral, kui Г £ С1+Р ning л(х) on rajapinnal Г pidev ja 
mlttenegatilvne. Sellisel juhul omafunktsloonld ukeC1(£2)H 
0 C 2(Q).

ülesanne 2. Toestada, et koapleksses Hllbertl ruumis 
positiivne operaator on sümmeetriline. <
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§16. H ü p e r b o o l e e t  t ü ü p i  
v õ r r a n d i  s e g a ü l e s a n n e

1. ülesande klassikaline seade. Vaatleme hüperbooleet 
tüüpi võrrandi eegaüleeannet

= - Lu + P(x,t), (x,t) € G, (1)dt
ult-o' uo(x)’ U*L„ " U1(l ) ’ 1 e 5  - (J)

■ 0, (3)£, -  0 Ja Э? * “ »

ков

- £ « ■ ( * & ) CU

Plag on n-mõõtmeliee ruumi tõkestatud lahtine piirkond
tükati sileda rajaga Г >
- Г*1 U Г 2 ( П| ja Г2
on ühisosata (n-O-mõot- 
melised pinnad, kusjuures 
Г*j või P2 võib ka üh­
tida rajaga Г ), G =
» Q  * (0,+oo), £  .

к
я Г кх (0,+ oo) (k-1,2) 

duja ^  on tuletis pinn* 
Joonis 6. -̂2 v®lisnormaali suu­

nas. Selles paragrahvis
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eeldame, et funktsioonid p, с Ja cc ei sõltu muutujast t wg' 
rahuldavad tingimusi

p с C1(Ž), с e C(£3), p(x) > o, c(x) > 0, kui x £ Q  , 
cc € C( Г2), oc(x) > 0, kai z € f*2.

ülesande (1)-(3) klassikaliseks lahendiks nimetatakse
1 “ Pn+1 muutuja funktsiooni ue С (G) Л С (G), mis silindris G 

rahuldab võrrandit (1), selle põhjal algtingimnsi (2) ja 
kulgpinnal rajatingimusi (3)*

Kui sellel ülesandel eksisteerib klassikaline lahend,
siis

P e C(G), u0€ C1(ffi), ut e C(S)

3* Эи
г , - 0’ af* a“»lr2 ” °-

Aa шве käsitlema ülesande korrektsusega seotud küsimusi. 
Vaadeldava ülesande korral pole rakendatav maksiaumprintsiip. 
Seetõttu tuletame lahendi aprioorsed hinnangud nn. energialn- 
tegraali abil. Märgime, et energiaintegraali kasutatakse ka 
paraboolset tüüpi võrrandi segaülesande uurimisel, eriti ju­
hul, kui on tegemist teist või kolmandat liiki rajatingimuse-
ga-

Markus. Rakendustee eelneb segaülesandeid, milles võr­
randi (1) asemel on üldisem võrrand

£(х)и^ » - Lu + P(x,t),
kus q (x) on antud positiivne funktsioon. Selles paragrahvis 
esitatud tulemused on üldistatavad ka selliste ülesannete Ju­
hule (vt. näit. £4], §33).
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2. Bnerglalntegraal. Olgu u(x,t) ülesande (1)-(3) 
klassikaline lahend. Selle ülesande energi**ntegraaliks ni-

Niaetue energiaintegraal tuleneb sellest, et füüsikalistes 
interpretatsioonides see suurus võrdub võnkuva süsteemi ki­
neetilise ja potentsiaalse energia summaga.

-2Tuletame jargnevas avaldise J (t) jaoks, mis erijuhul,
2 2kui F = 0 taandub seosele J (t) * J (0) ning füüsikalistes 

interpretatsioonides valjendab võnkuva süsteemi koguenergia 
jäävust väliвJõudude puudumisel.

Paneme tähele, et esimest ja teist liiki rajatlngimuse 
korral pindintegraal energiaintegraali avaldises puudub 
(võrdub nulliga).

Teoreem 1. Kui u on ülesande (1)—(3) klassikaline la­
hend ja P e C(G), siis kehtib seos 

t
J2(t) - J2(0) + J ̂  itx,t) — dxdr , t > 0, (4)

kus

Tõestus. Valime konstandid T ja £ ning piirkonna Q  
tükati sileda rajaga Г" nii, et T > £ > 0 ja Q' С Q  . Moo­
dustame eilindri Gj, -£'х(£,т]. Siis u e С2(0|) ning on õi­
gustatud jargnevad teisendused.

Korrutame võrduse (1) funktsiooniga ̂  ja integreerime
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ule silindri G£:

j  j i l t  mat . j j ( L § +  i«)||dxdt.
£Q' £ffi'

Teisendame viimase vorduseparemat poolt̂ kasutades I Greeni vale­
mit (3) eelmisest paragrahvist (vaadeldaval juhul » p

dxdt*?5 \ dxdt * И [ р ♦
£ Ö* £Q' , ffi'

+ u] dxdt - j j p || |ä dr; »

- i^ C lt )2|t;C f j  j  Ä  [p & ? i r )2+

+ ̂ u2]dtdx-J j p |||üdr-

-  -  V 1 J L «  -rp 52
" J J  p If Iv drdt- 

Et u € Ĉ (G), siis saame teostada piirprotsessi £ —>0,
Й /—► Q  , mille abil jõuame seoseni

1 j f  3TdBl* - + *■ * T 2\ . °  ** '

- { 1 р |т З ? 4 Г « -
Rajatingimuse ( 3 ) abil teisendame viimast integraali:

-  ̂J p 1? i? drdt * i j poLltu dtdr 58
** T г T

* ? ji J p Aif" dtdPa Z p pcLu2|t-o dF *Г2 о *2
Nii saame seose

J j P || dxdt - J2(T) - J2(0),
°ß уз



ale peale T asendaulat suurusega t on Identne teoreeal väi­
tega (4).

3. Lahendi aprioorsed hinnangud. Olgu n ülesande (1)- 
-(3) klassikaline lahend ja У € C(G). Teoreeais 1 tõestatud 
seose abil energiaintegraali kohta tuletaae aprioorsed hin­
nangud selle ülesande lahendi jaoks. Kasutaae skalaarkorru- 
tlst ruuals a&2(й)

Qja vastavat noral
(u,v) ■ j u(x,t)v(x,t)dx

(J u2(x,t)dx) 2.- #1 , л1/2 IIuJ - 7(u,u)
Paneae tahale, et juhul, kui u ja т sõltuvad ka muutujast t, 
slls skalaarkorrutis ja nora on selle auutuja funktsioonid. 
Järgnevas loeme, et t ̂  0.

Eaerglalntegraali avaldist arvestades

lill m \ ( ? x )  « * < 2 ^ ( 0
ehk Q

llitl < - 
Diferentseerides võrdust (4) saaae Сauohy—Bunjakovskl võrra- 
tuse abil

2j(t)j*(t) - j  1 1| ix < tn n|fи < у л и л о ,
aillest järeldub, et

,'<t) < l2',?l1 •
Toepoolest, kui J(t) > 0, siis voime eelmised võrratused lä­
bi jagada suurusega 2J(t). Kui mingi1 lõigul J(t) =• 0, siie 
oellel lõigul ka J’(t) = 0 ning võrratus on ilmselt õige.
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Kai aga J(t) ■ 0 single isoleeritud, punktis, elle võime eel- 
le vorratuse põhjendaaleel kasutada võrratuse mõlemate pool-»- 
te pidevust.

Integreerime tuletatud võrratust:

j J*(tr)dT « * 1  HF(x,r)lld'C
oiliest

t
J(t) 4 J(o) + ̂  jüFld-C .

о
Olgu p(x) > P0 > 0, kui x 6 ^  . Slie energialntegraall
eraldist arvestades saame hinnangud lahendi tuletiste Jaoks

t
IfgflK^ J(0) + j UFildT , (5)

i  ,(o>♦^  j ,W4t • (e) 
hlndamleeks dlfer«

lul|2 - J n2(x,t)dx
reki võrratu* 
j u I I  ix 4 ZKIlggl-

Lahendi u normi hlndamleeks dlferenteeerlme võrduet

Ja kasutame Canohy-Bunjakoveki võrratust:
2Hull Д  Ilu» - 2

Hinnangu (5) abil eaame ^
+ ( tl»# 4T .

Integreerime viimast võrratust Ja seejärel Muudame integree­
rimise järjekorda kahekordeee integraalis:
II u (x»t) И - Ц u(x,0)|| < i? J(0)t + j J ||F(x,T)| dxde -

- fFJ(0)t+ ||F(x,tr)l| dedr .
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Rii saame hinnangu ^
Вий < l u 0H+ 1 T J ( 0 ) t +  I  ( t - t r ) | P ( x , r ) l ld *  . (7)

о
Hinnangud (5) - (7) on ülesande (1) - (3) lahendi Ja 

selle tuletiste aprioorsed hinnangud, sest J(O) avaldub sel­
les ülesandes antud funktsioonide kaudu. Sendest hinnangutest 
järeldub ka hinnang normi

Seega võrratusest (5) järeldub hinnang
■ax »|||) 4 C1 (Bu ll л + Uu-1) -t T max llFll) (8) 04tiT 1 0 H1 1 OSt̂ T

ning võrratustest (6) ja (7) hinnang
max li u II л 4 C2(1+T)(lu Ц + Hu.H + T max II Pll), (9) 0*UT H 0 H1 1 OCtST

kus konstandid ja Cg ei sõltu ei suurusest T ega funktsi­
oonidest u0, u1 ja P.

Selle teoreemi kasutamisel tuleb eeldada, et piir­
kond &  on koonuse omadusega. Esimest ja teist liifcL raja- 
tingimuse korral pindintegraal võrdub nulliga ning nimetatud 
teoreemi pole vaja rakendada.



ülesanne 1. Toestada, et mistahes positiivsete arvude
a, b Ja £ korral kehtib võrratus

ab < Ca2 + b2.4t
Ülesanne 2. Tuletada ülesande 

n
^  cu + (х»*> € G* 
u|̂ = uQ(x), x e &  , u ■ 0 ja + au l^* 0

klassikalise lahendi jaoks aprioorne hinnang 
o_ о i 2

llu(x,t)ll 4 2üu0H + 4t ÎIP(x,t)ll dt ,
О

kui t > 0 ning on rahuldatud artiklites 1 ja 3 tehtud eeldu­
sed. (Selleks kõigepealt korrutada võrrand lahendiga u ning 
seejärel integreerida üle silindri > Q  x (0,t].)

4. Lahendi ainsus .1a stabiilsus. Tuletatud aprioorse­
test hinnangutest järeldub järgmine tulemus klassikalise la­
hendi ainsuse jet stabiilsuse kohta.

Teoreem 2. Kui ülesandel (1) - (3) on olemas klassikali­
ne lahend u ja F € C(<3r), siis artiklis 1 tehtud eeldustel 
see lahend on ainus ja sõltub pidevalt algandmetest selles 
mõttes, et iga T > 0 korral

max Hu-üK 1 4̂ C«(1+T)(Hu -u || 1 + llu1-u1H +Ö<«T H1 2 0 0 H1 1 1
+ T max Й F-Fll),(HUT

kus С2 on konstant ja u ülesande
(V _A* Ci  N l Л< <v I ** / 4 Л \ut t  = - t o . P ,  П|Ьж0 * u0 , ut | t ^  .  u , (10)
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klassikaline lahend raj at inglis tel (3)*
Toes toa. Kn-i oletada, et ülesandel (1) - (3) oo kaks 

klassikalist lahendit u ja u*, siis nende rahe rahuldab se­
da ülesannet F » 0, uQ ■ û  ■ 0 korral, millest hinnangu
(9) abil saame flu-u*ll , ■ 0, kui t > 0. Järelikult u* » u,H1s.t. ülesandel (1) - (3) ei saa olla kahte erinevat lahen­
dit.

Kui u on ülesande (1) - (3) Ja ü ülesande (10), (3)
klassikaline lahend, eile vahe u-ü rahuldab "tingimusi
(u-u)tt - - L(u-ü) + F - F, u-ü | - u -ü , (u-u)tl

xx Ч-o 0 0  * 4-0
■ ja rajatiuglmaei (3). Rakendades viimase ülesande
korral hinnangut (9), saamegi teoreemi eonastueee väidetud 
etablileuee hinnangu.

5. Oldietatud lahend. Märkea kompllteeerltum on üles­
ande (1) - (3) lahendi olemaeolu toestus, üheks teeke la­
hendi olemasolu toestamisel on näidata, et Fourier' meetodi­
ga eaadud formaalne lahend oeutub tegelikuks lahendiks. Sel­
lega ühtlasi tõestatakse ka Fourier' meetodi koonduvus. La­
hendi olemaeolu tõestust saab lihtsustada, kui lahendi mõis­
tet eobivalt üldistada. Lahendi moiete üldistamisel tugine­
me apriooreele hinnangule (9). Vaetavalt sellele kasutame 
lieake eeepool sissetoodud ruumidele veel järgmisi Banachl 
ruume.

Vaatleme n+1 muutuja funktsioone u(x,t), mis iga fik­
seeritud t € [0,T] korral kuuluvad ruumi a£,(Q) ning on lõi­
gus [0,T] muutuja t suhtes pidevad ruumisô 2(ß), s.t. mil­
le korral
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1lu(x,t») - u(x,t)ll —♦•0, kui t' —*-t, t,t* € [0,т]. 
Tähistame sümboliga C(o,T;< 2̂) koigi selliste funktsioonide 
hulga. Võrratusest

jflu(x, t* )l - flu(x,t )l| 4 |lu(x,t') - u(x,t)H
järeldub, et kui u € C(o,T;<£2), siis norm Bu(x;t)H on 
muutuja t pidev funktsioon lõigus fO,T]. Defineerime ruumis 
C(0,T; 2) normi

l,uHCfo Tt ) a тат II u(x,t)ll.

Lihtne on veenduda, ot see rahuldab normi omadusi. Baske po­
le ka tõestada, et saame taieliku normeeritud ruumi (vt. [4], 
lk. 491), s.t. Banaohi ruumi.

Analoogiliselt loeme raami C(0,T;H1) kuuluvaks kõik 
funktsioonid u(x,t), mis fikseeritud t e [0,T] korral kuulu­
vad ruumi H1(£2) ning on lõigus [0tT] muutuja t suhtes pide­
vad ruumis H1(Q), s.t. mille korral
llu(x,t*) - u(x,t)|| 1 -*-0, kui t* t, t,t* 6 [0,T].H1

Defineerides selles ruumis normi
luH , ■ max II u(x,t)ll 1CCO.TjH1) 0<t«T H1

saame Banaohi ruumi.
Defineerime ülesande (1) - (3) üldistatud lahendi järg­

misel viisil. Oletame, et eksisteerivad sellised jadad
C<S), uok« С($)П H1(Q) jau1k€C(Sk),

et C(0,T;«ž£,>)
Fk ------  ? iga T > 0 korral •

uäU ®-*u_ Ja u1lr ̂ -u,ok ̂  uo * 1k
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ning et iga k»1 ,2 »••• korral eksisteerib ülesande
utt - - Lu + Fk,

klassikaline labend uk(x,t), uis rahuldab rajatingimusi (3). 
Siis rahuldab seoseid

(nk ' V t t  * ' b(“k ' am> + гк ' V
uk - % | t,0 ’ uok - “о.- 4  * V t l t.0 - °1k * °1ш

Piirfunktsiooniu(x,t) nimetatakse ülesande (1) - (3) üldis­
tatud lahendiks.

Kui P € C(3) ning ülesandel (1) - (3) on olemas klassi­
kaline lahend u, siis see lahend osutub üldistatud lahendiks. 
Toepoolest, sellisel juhul võime üldistatud lahendi definitsi­
oonis võtta ?k * P, uQk - uQ ja u1k » u1# millisel juhul

Tutvume üldistatud lahendi mõningate omadustega. Vasta­
valt definitsioonile üldistatud lahend u£C(0,T;H1) iga T>0

ja rajatingimusi (3)t mistõttu hinnangu (9) põhjal

♦ "nik - ”1.“ ♦ Tl?k - V

uk ^ u iga T > 0 korral.

Oldistatud lahendi olemasoluks on tarvilik, et 
P € С(0,Т;<±£2) ißa T > 0 korral ning uQ €. H1(Q) ja 
u1€ o£j(Q).



korral. Seega üldistatud lahend ja tema esiaest jarku üldise­
ta tu d tuletised on iga t > О korral integreerura ruuduga 
piirkonnas £2 .

üldistatud lahend osutub тоrrandi (1) üldistatud lahen­
diks piirkonnas a, s.t. iga põhifunktsiooni £)(G) korral 

^2_
< + 1л,ср> - < Р. сp>. (11)

Selle vaite saab põhjendada järgmisel teel. Iga põhifunktsi­
ooni cpe ©(G) korral leidub konstant t > 0  nii, et 
supp (p С GT ■ Q  ж (0,ТЗ. Korrutame ut korral kehtiTa võrdu- 
se

Э2ик
a ? + ^

põhifunktsiooniga cp(x,t) ja integreerime üle silindri <Цг
J ( —— ^ + Lu^) <pdidt « j  Pk cp dxdt.
°i 3t ®*

Ositi lntegreerialse abil saaae siit

( uk( 0  + L(f)dxdt ■ J fk 
GT *  GT

Et uk C^°,T;H l u ja Fk C^°*T>— - P, siis need koondualeed 
lelaTad aset ruumis «^(вф) ning järelikult ka distributsi­
oonide ruumis oD(G,p). Kinnes ule piirile к — ► ©o,saaas 

<u, + L Cf> ■ <P, (f), 
mis distributsiooni tuletise definitsiooni arvestades annab­
ki Taidetud võrduse (11).

üldistatud lahend u rahuldab algtingiausi (2) selles 
' mõttes, et



||u(x,t) - »e(x)l -»>0 ja - u1(x)lt —►o, kui t -*-Gb
Toepoolest, need räited Jareldurad rorratusest
Hu(x,t) - «0(x)H < Hu(x,t) - u^x.t)!! + }|uk(x,t) - uek(x)M +

+ ||uok(x) - u0(x)fl —► 0, kul t ■►O Ja к -*-oo
J v.Ja analoogilieeet rorratueeet ^  jaoks, kul arreetame reel 

hinnangut (8) (reenduda selleel).
Jaab reel kusiaus, ale mottee üldistatud Iahend rahul­

dab rajatingimuei (3). Erijuhul, kui ■ 2 , s.t. kul on 
tegemiet Dirichlet' rajatingiaueega, järeldub eeosteet

0(0,T;H1) ,
к ^ u» uk r " 02

Ja §15 teoreemist 2, et üldistatud Iahend rahuldab Dirich­
let' rajatingiauet uj^ ■ 0 peaaegu koikjal rajapinnal £ . 
üldisemate rajatingimuate korral on olukord komplitseeritum.

6. Segaüleeande üldistatud seade korrektsus. Oletame 
kõigepealt, et ülesandel (1) - (3) on olemas üldistatud la­
hend u. Siis on Järgmisel teel lihtne näidata, et eee lahend 
on ainus Ja stabiilne. Seda lahendit aproksimeerira klassika­
lise lahendi Uj. korral kehtib aprioorne hinnang (9):

max lluUJ . < C( 1+T)(||u . Й - + ||u1kll + T max I Fkll).04t4T * H1 0K H1 0<t<T r
Kinnee üle piirile к -*-oo näeme, et ka üldietatud lahendi 
korral jääb kehtima aprioorne hinnang (9). Sellest hinnan­
gust aga järeldub, et ka üldistatud lahendi korral kehtirad 
teoreemi 2 räited lahendi ainsuse Ja stabiilsuse kohta.

Tõestame üldistatud lahendi olemaeolu. Lihtsuseks raat-
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leme juhtu, millal rajatingimua (3) oa kujul

Teoreem 3. Eeldame, et ülesandes (1), (2), (3*>
ГеС1+̂ , рбС1̂ (2), ceC^Ö) (0</i<1), РеС(0,Т;^2) 
iga Т > О korral, р(х) > О ja о(х) > О, kui х е Q  ning 
u0e С(£)ПС2(3) ЛН1(&), u0|r - О ja u^^(ß). Siis sel­
lel ülesandel on olemas ainus üldistatud lahend ueC(0,T;H1)« 

Tõestus. Lahendi ainsuse näitasime juba eespool.
Lahendi olemasolu tõestamiseks kasutame Fourier' meeto­

dit. Eelmise paragrahri teoreemi 3 ja aarkuse 1 põhjal on 
käesoleva teoreemi eeldustel omaräärtusülesandel

LI - XI, Il - 0U ' Г t
olemas loenduv hulk oma väärtusi > 0 (\j —► oo, j« 1,2,..J 
ning neile vastavad omafunktsioonid I^€ С(£3)ПС2(£2 )flH1(Q) 
moodustavad ruumis o62(Q) taieliku süsteemi. Seejuures loo­
me omafunktsioonid ortonormeerituteks.

Otsime ülesande (1), (2), (3') lahendit Pourisr' rea
kujul oo

u(x,t) - Yl T.(t)I,(x). (12)!j»1 3 3
Eespool (vt. §12, art. 4) nägime, et vaadeldava üleoando for­
maalse lahendi saame, kui ^
^(tMj costxj t + Bj ainfXJ t  ̂C^T) oinfX̂ (t-T)dTr ,

3 okus

Ad ■ 4 ' V 1 B3 • Щ  (u1 ' V  3» °j(t) - » - V *
•läitame, et moodustatud Fourier' rida (12) koondub jm koja-
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tab ileaaade (1), (2), O') üldistatud lahendit.
Selleks Tallas1c к к
Fk " g c* .  *ok " g V j .  u1k " ^ ^ 3  ВЛ *

Siis Pk С C(S), uok € C(Ž2)f> H1(Q) Ja u1ke C(£S), sest 
lj € С(й) П H1(Q) Ja C^(t) € С [0,+ oo). Viimane vaide jä­
reldab ssostsst 
|Cj(t) - C3(f)| - |(P(x,t) - I(x,f), Ij)l <

<|P(x,t) - P(x,t* )H IX̂II ->0, kui t* -*t ja t,f>0. 
ülesande

ntt - - lu* Fk, “ |t-0 * “ok’ ut|t=0' u1k* U l£,*°
klassikaliseks lahendiks on (veenduda selles!)к

*  - 5 * * -
ülesande (1), (2), (3') üldistatud lahendi olemasolu toesta- 
alseks tuleb reel naidata, et

Fk C(,Q,T;^ 21 p iga T > 0 kftrral, (13)

uok -*u0 ja u1k — 5-u1 . (14)
Siis eelalss artikli tulemusi arvestades eksisteerib vaadel­
daval ülesandel üldistatud lahend u € C(0,T;H1) ning rida
(12) koondub selleks lahendiks ruumis C(0,.T;H1) iga T> 0 
korral. Sellega oleme ühtlasi põhjendanud Fourier' meetodi.

St omafunktsioonid Xj moodustavad ruumis täie­
liku ortonormeeritud süsteemi, siis
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Ulk ’ ^  ВЛ  " ^ ttv
mis ongi viimaseks väidetest (14).

Samal põhjusel ka
Vе- ä h

"ok * k  A3X1 - 3-". •
s.t. jääkliige oo ^

4k * °o - u.k * ~ ^ 0, “  k
H1Koondumise uQk — *• uQ põhjendamiseks tuleb veel naidata, et 

ka
Эил1р I f i o  ^U 

3 X̂ - — » kui i>1,2,...,a. (15)
Seda saab teha järgmiselt. Et T|k | ■ uQ - uok j «0, siis I 
Greeni valemi pohjal

(Lr .̂n )̂ - [ (p^ C jst) ♦ oi^] 4x » o.
0

Seostest
> (bu0 - buok, u0 - uQk) -

к к
■ “ 2 C a1(LI1,u ) + E  ̂ чА2 •0 0  j*1 * J ° 3-1 J j

к
-  -  £  v f  > 0)

itega rea
3

X € Q  . Siifl
Эио du0k,̂  „^k,,2

järeldub positiivsete liikmetega rea Ц  X  koondama.
j-1 3 3

Olgu p(x) > p0 > 0, kui x € Q  . Siis ^
<?ил dunV, 2 cyV\v 2 1 ! V-1 9

I 3iJ - Зх^П -II Sxjll < p^(Lr'k,1\ > ■ 5^ 3f^+1 V r
Et viimane avaldis kui koonduva rea jääkliige läheneb nulli-
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le, koi к —>со , sile ongi põhjendatud koonduvus (15) ning 
järelikult ka koonduvused (14).

Jääb reel näidata, et teoreemi eeldustel leiab aset 
koonduvus (13). Omafunkteioonide eüsteend täielikkuse tõttu 
ruuais c£2(Q) iga fikseeritud t > 0 korral

\Q
Pk(x,t) P(x,t)

n in g  järelikult
ÜF - PkU = II П  c . ( t ) i1(x)ü2 -  L-> C*(t) -* -0.j-k+1 3 3 J-k+1 3

Viimane euama on rea
00

Eo?(t) - 1  pi: 
> 1 3

-k V/4V1 ; » ■ r/2
1*

jääkliige. Et nii Ĉ (t) kui ka |P(x,t)l on pidevad igae lõp­
likus lõigue O^t^T, eiie Dini teoreemi (vt. [1], lk. 60) 
põhjal see rida koondub ühtlaselt lõigue [0,т]. Järelikult

“ Pkö , л * ш  ИР - Рк II -^“0.* 0(0,T; # 2) 0«t<T *
kui к —*-<» t ais ongi väiteks (13). Sellega on teoreem tõee- 
tatud.



§ 17. H u p e r b o o l s e t  t ü ü p i  
v õ r r a n d i s ü s t e e m i d

1. VÕrrandlsüat eeml kanooniline kuju. Senini vaatlesime 
teiat järku oaatuletiai sisaldavaid võrrandeid, üldisemaks 
ülesandeks on esimest jarku osatuletistega diferentsiaalvõr­
randite süsteem, mille võib kirjutada kujul

n
C S  + Ц  Aj jcp- + Bu * ff j.1

kus u ■ (u-j,...,uln) on otsitavate funktsioonide vektor, k y  В 
ja С m-järku ruutmaatriksid ning f » vabaliikmete
rektor. Kui А у  В, С ja f sõltuvad ainult argumentidest 
z a (x1,...,xn) ja t, siis võrrandisüsteemi nimetatakse line- 
aaraeks. kui aga lisaks veel otsitavatest funktsioonidest u, 
aga mitte nende osatuletistest, siis kvaasilineaarseks. Selli­
se võrrandisüsteemi kujul saab esitada eespool vaadeldud teist 
järku võrrandid. Tarvitseb vaid esimest järku osatuletised 
votta uuteks otsitavateks, üldise võrrandisüsteemiga aeotud 
ülesannete käsitlemine on aga küllaltki komplitseeritud.

Käsitluse lihtsustamiseks oletame järgnevas, et n=1 ning 
С on ühikmaatriks, s.t. et võrrandisüsteemi on kujul

ut + AuI + Bu * f. (1)
Selliseid lineaarseid ja kvaasilineaarseid võrrandisusteeme 
eelneb küllaltki sageli rakendustee, näiteks hüdro- ja aerodü­
naamikas, koorikute teoorias jm. Märgime, et suur osa S.K. Go- 
dunovi matemaatilise füüsika võrrandite õpikust [6] on pühen-
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datlid selliste võrrandisüsteemide uurimisele. Lihtsuseks 
eeldame järgnevas reel, et võrrandlsüsteem (1) on lineaarne, 
s.t. et 1 - A(x,t), В - B(x,t) ja f - f(x,t) ei sõltu otsi­
tavast u. Tulemused on uldistatarad aga ka kraasilineaarse 
võrrandisüsteemi juhule.

Kujul (1) antud võrrandisüsteemide klassifikatsioon on 
esitatud käesoleva konspekti esimeses osas §2, art. 5. Eel­
dame, et rõrrandisusteem (1) on vaadeldavas piirkonnas G 
hüperbooleet tuupi, s.t. et selle piirkonna igas punktis on 
maatriksi A kõik omaväärtused Л^, A/p, • • •» reaalsed ning

1 ? TPnendele vaetavad omavektorid z ,z ,...,z moodustavad vek- 
torruumi baasi. Seed omaväärtused ja omavektorid muidugi sõl­
tuvad punktist (x,t), s.t. ■ X^Cx.t) ja z1 » ẑ ’Cx.t). 
Beldame, et vaadeldavas piirkonnas G funktsioonid Ä^x.t)
Ja z*(xft) on pidevad ning neil on olemas ka pidevad osatu- 
letised.

Moodustame maatriksi P » P(x,t), mille veergudeks on
 ̂ 2 TT) _ M Momavektorid z ,z ,... ,z . Asenduse u ■ Pv ning pöördmaat­

riksi P 1 rakendamise teel teisendame võrrandisüsteemi (1) 
kanoonilisele ku.lule

▼t + Jtx + Dv ■ g, (2)
kus

0 ... 0 
I и X/ n • . .  0

p-U p -  2

m
on diagonaalmaatrlks ning
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D - P“ Pt + P~1APX + P“1BP ja g a P"1*.
Kirjutades võrramdieüs teemi (2) välja koordinaatkujul:

Эт^ dYi
dt" + 4  5x” + dik Tk “ gi» 1*1,2,...,*

näeme, et aellee iga võrrand aiaaidab ainult uhe funktsiooni 
osatuletisi.

Võrrandisüsteemi kanoonilisele kujule teisendamine või- 
maldab mõnikord jõuda ülesande lahendini. Vaatleme selle 
kohta ühte lihteat näidet.

2. Akuetlka võrrandid. Keele võnkumise võrrand
utt - a2uXI - 0, а > 0

kirjeldab ka häälelainete levimiet ühemõõtmelieee homogeen­
ses keekkonnae. Sageli kirjeldatakse võnkumiaprotsessi esi­
mest järku võrrandisüsteemi

du. Bu5
S T  + 35Г ■ °>

5^  + *2 5Г  * 0

abil. Elimineerides süsteemist (3) ühe otsitava, on lihtne 
veenduda, et nii u1 kui ka u2 rahuldavad keele võnkumiee 
võrrandit. Võrrandeid (3) võib tõlgitseda akustika võrrandi­
tena, milles u1 tähendab kiirust ja u2 rõhku häiritud keak- 
konnaa.

Võrrandi süsteem (3) on süsteem kujul (1), kusjuures

u » (u1fu2), А - ^ 2 J, В - 0 ja f - 0.

Teisendame selle süsteemi kanoonilisele kujule.
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Algebralise võrrandisüsteemi
^ А* * ArS, 8 ■ (*1 » z 2 ^

detsrminandl
I|A - ЯЕ| - 2 x2 - . 2I a -Ä»

nullkohtadeks on A<1 * a ja X2 ■ - a. võrrandisüsteemi
*2 ■ X* у,

a2s.j ■ Я*2
lahendamise teel leiame vaetavad omavektorid

s1 - (1,a), s2 » (1,-a).
Järelikult teisendusmaatriks

P

ning selle pöõrdmaatriks
c : )

г ' - м :  .:)•
Seega süsteemi (3) kanooniliseks kujuks on

ehk
дт- йт.
З Г  + a 5 Г  " 0>-
Эт2 . Эт2 . 
3t“ “ 35Г •

кие

s.t.

(4)

V » P“1U - За^аи., + u2, au1 - Ug),

V1 * ?(u1 + au2)* v2 * ?(u1 * äu2)*
Vaadeldaval juhul kanoonilisel kujul olev võrrandisüs- 

teem koosneb kahest iseseisvast võrrandist, mida on lihtne 
lahendada. Tõepoolest sirgel x » at + с otsitav funktsioon



v.,(x,t) ■ v., (at + c,t) ning ««ega
dr1 Эт1 Эт- 
Jt“ * -5Г + * Я Г  - °*

Järelikult sellel sirgel
▼ -J я р я  const.

Erinevatele sirgetele vastab aga üldiselt erinev konstant,
mistõttu

p * p(c) - p(x - nt).
Seega

v1 - p(x - at), 
kus p on suvaline diferentseeriv ube muutuja funktsioon. 
Analoogiliselt sirgel x ■ - at + о saame süsteemi (4) tei­
sest võrrandist

dT2 Эт2 . dT2 „
ЗГ  ■ 5Г  - * З Г  ■ °>

mistõttu у2 * + at), kus q on suvaline diferentseernv 
funktsioon. Seega oleme leidnud võrrandisüsteemi (4) üldla- 
hendi

v1 ■ p(x - at), v2 » q(x + at).
Sirgeid x - at • с ja x + at ■ с nimetatakse selle võrrandi­
süsteemi karakteristikuteks.

Võrrandisüsteemi (3) lahend /
u ш Pv * (v1 + v2, av1 - av2).

Seega süsteemi (3) üldlahendiks on
u1 » p(x - at) + q(x + at) 
u2 ■ a[p(x - at) - q(x + at)] .

Funktsioone p ja q saab leida vald siis, kui ülesande lahendi 
jaoks on antud teatavad lisatingimused. Kui näiteks ülesande
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lahend peab rahuldama algtinglanal
u1(ztO) - Cp1(x), u2(xfO) - cp2^ *  

elle nendest eaame eeoeed
p(x) + q(x) - Cf>1(x), 

a[p(x) - q(x)] - cp2(x).
milleet leiame

p(x) ■ ^tp^(x) + Ч^х ) * 2*Pl^x  ̂“ 2a
Järelikult algtlnglmuetega ülesande lahendika on
n1 " 7 ['f-jCx-et) + ^(x+at)] + jg [(f2(x-at) - <f2(x+«t)] , 

u2 " f [^(x-et) - ф -j (x+at)] + £[(p2(x-at) + <f>2(x+at)].

3. Karakteristlknd. Ka üldiae hüperbooleet tuupi võr­
randisüsteemi käsitlemisel etendavad olulist osa karakte­
ristikud. Olgu Xi(xtt)f i-1,2,...,* maatriksi A(x,t) 
omaväärtused. Võrramdieüsteemi (1) karakteristikuteks nime­
tatakse hariliku diferentelaalvõrrandi

§f = XjU.t), i-1,2,...,*
integraalkõveraid. Kui maatriksil A on vaadeldavas piirkon­
nas m erinevat omaväärtust, siis iga selle piirkonna punkti 
läbib võrrandisüsteemi (1) ■ erinevat karakteristikut. Pane- 
ne tähele, et võrrandisüsteemi kanoonilisele kujule viimise] 
kasutatud teisendue ei muuda võrrandisüsteemi karakteristi­
kuid.

Ilmselt võime ka eelmieee artiklis vaadeldud akustika 
võrrandite karakterietikud

x - at а с Ja X + at • с
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leida koi diferentsiaalvõrrandite

f f - a j a j f - - *
integraal kõverad.

Tutvume karakteristikute ühe olulise omadusega. Olga 
Г sile isearaste punktideta kõver xt-tasandil. Oletame, st 
kõveral Г on antud võrrandisüsteemi (1) lahend u. Sellega 
on määratud ka lahendi tuletis piki kõverat Г

du
51 северу + sin<
kus 1 on kõvera Г  puutuja 
sihiline vektor punktis 
(x,t) ning ip nurk vektori 1 
Ja x-telje positiivse suuna 
vahel (vt. joonis 7). Püüa 
leida lahendi osatulstlsed

Ja ̂  kõvera Г  punktis (x,t). Selleks avaldame

sinep 5T -
ning asetame viimase avaldise võrrandisüsteemi (1):

(A - oot (f> E) ^  ♦ Во - f.
Viimasest seosest saame leida || parajasti siis, kui deter­
minant

IA - cot ф В I j* О , 
s.t. kui cot ip + A.̂. Seega lahendi osatulstlsed uz ja û  
saame kõvera Г  punktis (x,t) leida parajasti siis, kai kõ­
vera Г  siht punktis (x,t) ei ühti võrrandisüsteemi (1) ühe­
gi karakteristiku sihiga selles punktis. Sellisel jahul la-



handi väärtused kõveral Г määravad lahendi üheselt ka teata­
va« punkti (x,t) ümbrusea. Eol aga kõver kulgeb punkti (x,t) 
ümbruses "gf*~ karakteristiku sihis, siis lahendi väärtused 
kõveral P  ei määra lahendit üheselt punkti (x,t) ümbruses.

Võrrandisüsteemi (1) Canehv ülesanne seisneb järgnevaet 
leida süsteemi lahend, mis rahuldab tingimast 

u | r * (p(x,t)
kõveral Г , kusjuures Г on sile ja iaeäraste punktideta 
kõver, mis üheski punktia ei kalge ühegi karakteristiku si­
his. Vorrandlaüsteeml (1) Cauchy ülesande korral on sageli 
kõveraks P sirge t = 0, s.t. x-telg, mis üheski punktis ei 
kulge ühegi karakteristiku sihis, sest x-telje igas punktis 
eot - oo . Sellisel juhul on lisatingimuseks algtingimas

u lt-o " Ф (х)
ehk koordinaatkajul

û (x,0) ■ cp^x), 1-1,2,...,m.
*Kui lisaks algtingimosele esineb veel rajatingimusi, siis 

saame nn. aegafolesande. Järgnevas uurime võrrandisüsteeai
(1) algtlngimusega ülesande ja segaülesande korrektsust. 
Seejuures kasutame energlaintegraali meetodit.

4. Bnergiasamasus. Tuletame huperboolset tüüpi võrran­
disüsteemi lahendi jaoks integraalse samasuse, mida kasutama 
nii Cauohy ülesande kui ka segaülesande lahendi ainsuse ja 
stabiilsuse selgitamisel.

Vaatleme võrrandisüsteemi kanoonilisel kujul (2) teatud 
tõkestatud piirkonnas 6 tükati sileda rajajoonega . Eelda­
me, et võrrandisüsteemil (2) on piirkonnas ? olemac lahend



т е С ( б ) ning et J e с ( £> )t d e C( 6 ) ja g e C( 6 ).
Lähtume SEUBaauaeet ( 2 ) :

▼t•♦ Jv* ♦ D T ■ в 
ning korrntame ealla skalaareelt 
rektoriga 2r:

2(rt,r) + 2(JTjr,T) ♦
+ 2(D ▼,▼) » 2(g,v).

Viimase vorduee teisendamisel 
kasutatakse seoseid

2(vt,v) » (▼»▼)* 
gL(Jv,v) « (Jxt ,y ) + (Jvx,t ) + *

- (***▼♦▼) + 2(Jtx,t),
milleet

ning eeoet
2(Dt,t) - ((D+D*)v,v), 

kue D* on D traneponeeritud maatriks ning järelikult D + D* 
sümmeetriline maatriks. Hii jõuame vordueeni

- (Qv,v) + 2(g,v), 
milles Q ■ Jx - (D + D*) on sümmeetriline maatriks. Integree­
rime tuletatud samasuse üle piirkonna 6 :

Axdt ш J [(Qv,v) + 2(g,v)] dxdt
efning kasutame Gauss-Oatrogradski valemit:

S[(v,v) cos iTt + (Jv,v) cosVx]d,y =
= J[(Q*,v) + 2(g,v)] dxdt. (5)

6
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S«ejnures v t ja Л  oo nurgad rajajoone у ▼alienorивеII V 
ning тааtavalt t- ja x-telje positiivse suuna vahel. Tuletav 
tnd integraalest samasust (5) nimetatakse energi 
seks. sest rakendustee väljendab ta energia jäävuse seadust. 
Selle samasuse abil tuletame aprioorsed hinnangud ülesande 
lahendi jaoks.

5. Cauchy ülesanne. Vaatleme huperboolset tuupi võrran­
di sus teeni Cauchy ülesannet. Oletame, et võrrandisusteem on 
juba teisendatud kanoonilisele kujule (2):

▼t ♦ Jrx + Dv " 8* 
kus J on diagonaalmaatriks. Olgu nõutud leida selle süstee­
mi lahend, mis rahuldab algtlnglmust

v(x,0) ■ <p(x). (6)
Vaatleme järgnevas selle Cauchy ülesande lahendamist xt-ta- 
-sandi tõkestatud piirkonnas S, ais on piiratud sirgega t >0

ning kõveratega x - /ij(t) ja 
x - p2(t), O^t^T (vt. 
joonis 9), kus ja /3g on 
lõigus t с [0,T] diferentsee­
ruvad funktsioonid.

Eeldame, et ülesandel
x (2), (6) on piirkonnas S ole- 

Joonls 9. mas klassikaline lahend
v € C1(S) ning et J 6 C1(5),

D € C(S) ja g € C(3). Piirkonna S kohta eeldame, et teda pii* 
rarad kõverad rahuldavad tingimusi



fb \(t)>Xi(/Vt),t), 4 (̂ 2(t)»t)» (7)
О < t < Т, i»1,2,...fm, 

кие Я1, Я2,..., Я-ш on diagonaalmaatrlksi J peadiagonaali 
elemendid.

Tuletame raadeldara ülesande lahendi r aprioorse hin­
nangu kasutades normi

b (t)J(t)
&<*> ,1/21/2 ' V» 3 xvz(r,r)dx) -(1 2- r?(x,t)dx)

A,(t> y 4/у t) i-1 1 '
Lõikame piirkonda S euraliete sirgetega t • t1 ja 

t - t2. kus 0 ^ t1 < t2 < T# ning tahistame nende eirgete
rahele jaara piirkonna 3 osa ( 
sümboliga £ . Rakendame piir­
konnas <j integraale et sama­
sust (5). Kui eeejuuree ar- 
restame, et piirkonna 6 ra­
jajoon у koosneb 4 oeaet (rt., 
joonie 10) ning et eirgete 
t ■ t2 ja t • t1 osadel raja­
joone ralienormaal on suuna­

tud raetaralt t-telje suunas ja selle raataeeuunae, eile 
saame

t, (ЪЛt) _ , nJ J [ (Qr,r) + 2(g,r)] dxdt -

& (t2> , & (t1} .

+ i [(rtr) ooe Л + (JT.r) ooe iTx] dy ♦ 
h

+ j Г (▼,▼) сое Vt + (Jr,r) ooeVx] 
h
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кия Q ■ Jx - (D + D*) nln« y., Ja У 2 on TaetaValt *õverad
x ■ /^(t) Ja x »/32(t)f t1 4 t < t2.

Naitarne, et võrduses (8) viimaste joonintegraalide all 
olevad avaldised ja seega ka need joonlntegraalid on mitte-

negatiivsed. Vaatleme joon- 
lntegraall üle kõvera Vj. 
Tähistame nurga kõvera 
puutuja Ja t-telje positiiv­
se suuna vahel tähega <x • 
Siis (vt. joonis 11)
А*t %  A w  _j - C L , VX -JC - C L ,

ß(t) - tan CL .
Seega kõveral ^

(v,v) oos Vt + (Jv,v) eos Vx »■
[v2 sin ОС - ^ivi C0S Ä ] =1-1

XZ v |  COS cx. ( ^  -  Л ^).

Et - ^- < oc < siis tingimuse (7) põhjal viimane avaldis 
ja seega ka joonintegraal üle ^  on mittenegatiivne. Ana­
loogiliselt saab näidata ka üle y2 võetud joonintegraali 
mittenegatilvsuse (näidata seda!). Seega seosest (8) järel« 
dub võrratus

*2 A2(t)
J2(t?) < J2(t1) + J J [ (Qvtv) + 2(g,v)l dxdt.

Hindame veel kahekordset integraali viimases võrratu- 
ses. Eespool tehtud eelduste põhjal on maatriksi Q elemendid



ja rektori g koordinaadid piderad kinnises piirkonnas S. 
Seetõttu leidurad mittenegatiivsed konstandid ■ ja H1 nii, 
et piirkonnas S kehtirad võrratused

(Qv,v) 4 M(r,r)

(«»▼) < f(iTg) ̂  (▼,▼) < H1 fTryvT.
Seega

t2 A2(t)
J (t2) 4 J (t̂ ) + M J j (v,v)dxdt +

tiAi(*>
t2 /i2(t)

+ 2Nl{ J Y(v,v) dxdt, 
t1 Ai(t)

millest omakorda järeldub võrratus
*2 *2 

J2(t2) < J2(t.,) + X J J2(t)dt + W j J(t)dt, (9)
t1 M

kus N - 2qN1 ja q » max [/59(t) - A,(t)] 1/̂2.1 0«t<T d
Seejuures konstandid M ja H ei sõltu suurustest t̂  ja 
t2 ning N = 0, kui g ■ 0.

Võrratuseet (9) lahendi aprioorse hinnangu tuletamisel 
kasutame järgmist lemmat, mida vajame ka edaspidi.

Lemma. Olgu funktsioon J(t) lõigus t e [0,T] mittene- 
gatiivne, pidev ja diferentseeruv. Kui see funktsioon iga
0 * t1 < t2 4 T korral rahuldab võrratust (9), milles Ж on 
positiivne ja N mittenegatiivne konstant, siis

J(t) U(0)eMt/2 + § (eMt/2 - 1), 0 0 ( 1 ,  (10)
Tõestus. Vastavalt lemma eeldustele kehtib t̂  < tg

korral võrratus
2 2 ^J_(t2)-J <*1^ 1_ Г2^ 2 ^ } + NJ(t)]dt » nj2(t) + ij(ir>T 
t2-t1 t2-t1 J
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kos t1 < t < tg» Piirprotsessi t2 —► t-j abil saame dife- 
rentsiaalvörratuse

Mflll < U 2(t) + HJ(t), 0 < t < T. (11)dl
Valine suvalise t* € (0,T] ning näitame, et t - t* 

korral kehtib võrratus (10). Kui J(t') ■ 0, siis võrratus
(10) llnselt kehtib t1 korral. Olgu J(t') > 0. Tähistame 
sõnbollga t1 suurima t väärtuse, mille korral J(t̂ ) > 0 ji 
t1 < t'. Kui aga sellist t väärtust ei leidu, siis loeme 
t1 - 0. Kii saavutame, et J(t) > 0 vahemikus t e (t^t*). 
Jagame selles vahemikus võrrandi (11) suurusega 2J(t):

4 f J(t) + |.
Korrutades viinase võrratuse teguriga e“M*̂ 2 » saane

dJ
ehk

ft [ e J(t)]<f e
Integreerime tuletatud võrratuse vahemikus (t1,t'):

J(t-) - Г 1" 172 JCt,) 4 - - .•Mtl/2).
Siit

, , , M(t ,-t1 )/2 w M(t»-tJ/2 J(f) < J(t,) e 1 + § [e 1 - 1] •
Et 1? - t-ĵ t' ja kas J(t^ * J(0) või J(t̂ ) » 0, siis on 
võrratus (10) põhjendatud ning sellega lemma tõestatud.

Arvestades J(t) tähendust saame võrratusest (10) apri- 
oorse„h4nn§agu ülesande (2), (6) lahendi jaoks



milles M Ja I on teatavad konstandid, ais soltarad piirkon­
nast S ning võrrandisüsteemi (2) kordajatest ja vabaliikme- 
teat. Sellest aprioorsest hinnamgust järeldub lihtsalt 
Cauohy ülesande (2), (6) lahendi ainsus ning pidev sõi turus 
algtingimusest ja võrreua di süsteemi vabaliikmetest.

Lahendi ainsuse saaae näidata järgmiselt. Olgu v ja v* 
kaks suvalist ülesande (2), (6) lahendit. Siis nende rahe 
w ■ v - v* rahuldab võrrandisüsteemi 

wt + Jwx + Dw - 0 
ja algtingimust w(x,0) = 0. Rakendades sellele ülesaSdele 
tuletatud aprioorset hinnangut saaaegi, et w(x(t) а 0 ehk 
▼(x,t) a r*(x,t) piirkonnas S, sest konstant H » 0, kui võr­
randisüsteemi vabaliikmed võrduvad nulliga. Analoogiliselt 
saab naidata lahendi pidevat sõltuvust algtingiauaest ja 
võrrandisüsteemi vabaliikaetest (teha seda!).

Paneme tahele, et Cauchy ülesande lahendi ainsuse näi­
tamisel piirkonnas S kasutame algtingimust ainult kõverate
i a fl.j(t) ja x a ß2(t) vahele jääval x-telje lõigul. Tingi­
mise (7) kohaselt tuleb piirkond S valida nii, et kõik nende 
kõverate lõikepunkti läbivad võrrandisüsteemi (1) või (2) 
karakteristikud lõikaksid x-telge nimetatud lõigul (piirkon­
na S rajajoonel). Tavaliselt piirkonna S moodustamisel võe­
takse kõverateks z ■ Ĵ (t) Ja x « teatavat xt-tasandi



punkti läbivad võrrandisüsteemi äärmised karakteristikud.

6. Segaülesanne. Vaatleme huperboolset tuupi võrrandi­
süsteemi lahendamist piirkonnas

GT - {(x,t) : 0 < x < 1, 0 < t < T}.
Sellisel juhul tuleb lahendi üheseks määramiseks lisaks 
algtingimusele veel anda tingimused piirkonna rajal.

Oletame, et huperboolset tüüpi võrrandisüsteemi on juba 
teisendatud kanoonilisele kujule (2) ning nõutakse leida 
selle lahend v, mis rahuldab algtingimust

v(x,0) ■ Ц>(х), 0 < x <. 1 (12)
ja teatavaid rajatingimusi.

St saada korrektselt seatud ülesannet, tuleb rajatingi- 
mused anda sõltuvalt maatriksi J peadiagonaali elementide 

märkidest. Oletame, et piirkonnas GT
^(x.t) > 0, kui i-1,2,...,m0; ja
Xi(x,t) < kui i»m0+1,...,m, 

kus 0 4 mQ 4 в. Sellisel juhul olgu rajatingimused antud 
kujul m

ri ■ 5Z «чц V,, kui x 3 0 ja i»1,2,...,m_,1 j-m_+1 J 0
(13)

* 2_. t4I kui x » 1 Ja iamÄ+1,... ,m,1 J-1 1J 3 0

*CUB 01 ij e0ti j ^  on * € E°»T3 pidevad funktsioonid.
Lihtsuseks eeldasime, et rajatingimused on homogeensed, sest 
mittehomogeensed rajatingimused saab teisendada homogeense­
teks.

Rajatingimuste (13) struktuur muutub arusaadavaks, kui 
peame silmas, et võrrandi



dr. dr.
7t~ + <5x” 3 ®i 

lahend omaväärtusele таяtaral karakteristikul sõltub alg-
tingiujuflest selle karakte­
ristiku lõikepunktis x-tel- 
jega. Joonisel 12 on kuju­
tatud kaks karakteristikute

_parre, millest üks raetab
omaräärtusele > 0 Ja
teine omaräärtusele Aj < 0. 
näiteks sirgel x ■ 0 on ra­
ja anda omaräärtusele X.̂ >o 
rastara lahendi r̂  räärtus 

kas otseselt roi funktsioonina lahendi komponentidest, mis 
vastarad negatiirsetele omaraärtustele A.j.

Järgnevas eeldame reel, et rajatingimused (13) on dis- 
slpatlirsed. s.t. et iga rajatingimusi rahuldara rektori r 
korral

(Jr,r) cos iTx > 0, kui x ■ 0 ja x - 1, (14)
kus vx on nurk raja rälisnormaali V ja x-telje positiivse 
suuna rahel. Tingimuse (14) roib kirjutada ka kujul

- IL! > 0» fcui x = 0, jai=1 1 x 
m pУ~* Ä.^ > 0, kui x » 1. 
i*1

Näiteks rajatingimused (13) on dissipatiirsed sageli esine­
val erijuhul, kui koik kordajad ol^  » 0.

Näitame, et eespool tehtud eeldustel saab ülesannet
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(2), (12), (13) alati nii teisendada, et dissipatiivsuse 
none oleks rahuldatud. Selleks kasuteme ara asjaolu, et hü­
perboole et tuupi võrrandisüsteemi kanooniline kuju pole 
üheselt Haaratud. Valime kinnises piirkonnas siledad ja 
positiivsed funktsioonid /-̂ (x,t) ning tecstame muutuja va­
hetuse

Vj ■ i"1,2,... ,m

Pw,
ehk

kus

on diagunaalmaatriks. Asetame v - Pw võrrandisüsteemi (2) 
ning rakendame saadud võrdusele seejärel pöördmaatriksit

P‘1

fui emas eks saame
P"1Ptw + P“1Pwt + P”1JPxw + P"1JPwx + P"1D Pw = P_1g.

Et diagonaalmaatriksite korrutamine on kommutatiivne, siis 
P-1JP ■ J ning võrrandisüsteem omandab uue kanoonilise kuju

wt + Jwx + D* w » g*, 
‘ 1J P X + ]

eed (13) teisenevad kujule
kus D*■ P_1P̂  + P“1JPX + P”1D P Ja g' a P”1g. Rajatingimu-
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Funktsioonide /^(x,t) sobira valiku abil roib saavutada, et 
diesipatiivsuse tingimus on rahuldatud. Toepoolest diseipa- 
tÜTsnse tingimuse rajal x ■ О то ime kirjutada kujul

- H  » - 5* J  oc±. ̂  w,)2 - i»1 1 i=»1 *

kui x - 0.
i-*0+1

Et •̂1(0,t) < 0, kui i«n0+1 »•..»■» siis viimane tingimus 
oautub rahuldatuks, kui /Lt̂ O.t), /U2(0,t)f• «.»/^^(O.t) va- 
lida kullalt suured võrreldes yu^+1 (0,t)/t^(0#t) vaar- 
tustega. Analoogiliselt saab rahuldada dissipatlirsuse tin­
gimust ka teisel rajal. v

Järgnevas eeldame, et huperboolset tüüpi rõrrandi süs­
teem on teisendatud sellisele kanoonilisele kujule, mille 
korral rajatingimused (13) on dissipatiirsed.

7. Segaülesande lahendi ainsus. Kasutame energiaaama- 
sust huperboolset tüüpi võrrandisüsteemi segaülesande lahendi 
ainsuse uurimisel. Olgu võrrandisüsteem teisendatud kanooni­
lisele kujule (2) nii, et on rahuldatud diseipatiivsuse tin­
gimus (14). Eeldame, et ülesandel (2), (12), (13) on olei
klassikaline lahend ▼ e C1(GT) ning et J € C1(GT), D C(Gf) 
ja g € C(GT).



Valime suvalised t-j ja nii, et 0 4 t-| < t2 4 "» ning 
rakendane samasust (5) ristkülikus (vt. ioonis 13).
6*» {(x,t):0 < I < 1, t1<t<t2} s
t2 1

!
( [(Qv,v)+2(g,v)] dxdt - T (T,T)|tet dx - j (r,r) dx
о o ^ o

Г2 \2+ J (Jv,v) eos V x L  . dt + J (Jv.v) eos Vx|Iail dt.
*1 *1 

Et tingimuse (14) põhjal kaks viimast integraali on mitte-
~ negatiivsed, siis saame võr­
ratus e

to 1
«^(tg)^ J2(t1) + j j[(Qv,v) +

t, о
+ 2(g,v)Jdxdt,

Joonis 13«
milles tahistasime

1
Л  J/2J(t) ■ (j (v,v)dx)

Hinnates kahekordset integraali samuti nagu artiklis 5»jõua­
me võrratuseni tg tg 

J2(tg) < J2(t1) + M J J2(t)dt + N J J(t)dt,
t1 *1 

kus ■ > 0 ja V > 0 on konstandid, mis ei sõltu suurustest t1
Ja tg, ning N a 0, kui g * 0. Samas artiklis tõestatud lem­
ma põhjal saame ülesande (2), (12), (13) lahendi jaoks apri­
oorse hinnangu
(j(v,v)dx)1/2< (J  (<p,<p)dx)1/2 eMt/2 + g (e Mt/2 -  1 ) ,  0<t«t



Selleet Järeldub eamuti nagu artiklis 5, et vaadeldaval ee- 
gaüleeandel ei saa piirkonnas GT olla kahte erinevat lahen­
dit.

Märgime, et vaadeldava ülesande lahendi olemasolu tões 
tamine on markea kompliteeeritum (vt. nait. [6], ptk. 2).



7. RIJäGLBSAIDED

§18. M a k s i m u m p r i n t s i i p
1. MalmiMimrp-Hntalibi Talted. Vaatleme lineaarset teist 

järka elliptilist tüüpi diferenteiaalvõrrandit

teatavas tõkestatud, sidusas ja lahtieee piirkonnas Q  . See- 
juuree eeldame, et a^ - a^ ning et a^fx), b^x), c(x) ja 
f(x) on eelleB piirkonnas määratud n muutuja x«(x1 ,x2,... ,1 )̂ 
funktsioonid. Selliete TÕrranditega on taralieelt seotud ra- 
jaüleeanded, mille korral nõutakee leida selle võrrandi la­
hend, mis piirkonna £2 rajal Г rahuldab teatarat rajatingi- 
must, näiteks Dirichlet* rajatlngimnst u | p ■ у (x).

Sellee paragrahvie vaatleme rajaüleeannete klassikalise 
lahendiga seotud kusimusi. Rajaülesande klassikaliseks lahen­
diks nimetatakse võrrandi (1) lahendit u € C2(Q), mis rahul­
dab ülesande rajatingimusi ja on vastara siledusega kinnises 
piirkonnas &  , näiteks Dirichlet rajatlnglmnse korral on pi-

* der piirkonnas Q  .
Raj eol ee anne te uurimisel on suhteliselt lihtsaks ja 

efektiireeke Tahendlke makelmumprinteiip, millega tutruelme 
juba paraboolset tüüpi võrrandi segaüleeande käsitlemisel. 
Mainitud ülesanded on omavahel seotud. Himelt olgu u(x,t)
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n U.o ■ ”o(x)> “ Ir ■?(*)
lahend Juhul, kui diferentsiaalavaldiae Lu kordajad ning 
funktsioonid f ja у ei sõltu muutujast t. Siis teatavatel 
loomulikel eeldustel saab tõestada, et eksisteerib piirfunkt- 
eioon

nis on rajaulesande Lu » f, u|r - у lahendiks. Hii kandub 
segaülesande juhul tõestatud aakainuaprintsilp üle ka raja- 
ülesande juhule. Märgime, et rajaülesande lahendamiseks võib 
moodustada iteratsioonimeetodeid, kui rakendada ligikaodseid

teoreemina mõnevõrra täpsemal kujul kui eespool paraboolset 
tüüpi võrrandi segaülesande korral. Täpsem kuju võimaldab 
seda printsiipi rakendada ka teist ja kolmandat liiki raja­
ülesande uurimisel.

Järgnevate lausete korral eeldame, et diferentsiaal- 
avaldise Lu kordajad a^ = a^, b̂  Ja с on tõkestatud piir- 
konnas Q  ning et selles piirkonnas Lu on ühtlaselt ellipti­
line. s.t. leidub selline positiivne konstant a2, et iga 
J - (y1ty2*,,,,yn) € ̂  korral

Kõigepealt tõestame 2 lemmana makslmumprintsiibi eriju­
hul, kui с - 0, s.t. kui on tegemist diferentsiaalavaldisega

lim u(z,t) ■ u(x) 
i -*■*>

meetodeid vastava segaülesande lahendamiseks.
Järgnevas sõnastame ja tõestame makslmumprintsiibi 2

(2)



5^ . d2» f - ъ la.‘ '  tfr-1 ^  ^  1 sir •
Ьеттвя 1. Olga Hu ^ О piirkonnas х с Q  ning saavutagu 

funkt ei oon u 6 С1(Й)П C2(Q) maksimumi punktis x* € Г . 
Eeldame, et leidub selline kinnine kera Uc ̂  , mille pin­
nal asub x*. Siis kas u on konstantne piirkonnas Q  või
Эи I

x»x 
suunas.

3>0, kus ~  on tuletis kera U pinna valisnormaali * * dV

Tõestus. Kui funktsioon u(x) saavutab maksimumi piir­
konna UIS rajapunktis х*еГ , siis ilmselt ФМ > 0.

ö} x»x
Lemma väiteks on, et tehtud eeldusel kas и ■ const, siis
muidugi * 0, või ФМ > 0. Tõestada tuleb, etdVlz-x* (JV 't-t*x-x

> 0.äumittekonstantse и korral tingimata
Toestuskäigus kasutame veel lisaeeldust, et u(x)<u(x*X 

kui x € Ä  . Lemma 2 tõestamisel rakendame lemmat 1 juhul, 
kui see lisaeeldus on rahuldatud. Lemmast 2 aga järeldub 
juba, et see lisaeeldus on lemma 1 eeldustel alati rahulda­

tud. Tähistame sümboliga S(x°,r)«
= {x: |х-х0Ц = r} kerapinna 
keskpunktiga x° ja raadiusega r. 
Vaetavalt lemma eeldusele leidub 
selline kera U с £2 , mille pinnal 
SQ я S(x°,r0) asub x*. Valime 
veel r1 nii, et 0 < r1 < rQ, ning 
moodustame vastava kerapinna 

Joonis 14. Ŝ  ■ S(x°,r.j). Tahistame sumboli-
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ga 6* kerapindade S0 ja S1 vahele jääva lahtise piirkonna,
Bdlle sulund 6  • 6 U U S-.0 1  - '

Lemma toestamisel kasutame funktsiooni
/ ч -dr2 ^ XP! g(x) = e - e ”,n

kas г2» II x - x°fl2» ZI (x̂  - x£)2 ning oL >0 on ralitud nü, i-1
et

Hg < 0, kui x € 6  . (3)
Veendume, et konstandi ot valikuga on võimalik tingimust (3) 
rahuldada. Et

Šf^- - aatxi - xj> . - ^ 2 .

|f§ » - га . ' " 2 * - x J ) V " 2
dXi

3a 2 2
d^fx ‘ " “ ̂ ^ j  " xj)e"ar , kui i # j,

siis ,n
Mg « [- 4 a IZ 8i1(xl -xt)(x1 - x 1) + 2 a E  au  + i,j-1 3 i-1 11 n 2

+ 2a II bi(xi - xj)] e“ar .
Tingimuse (2) abil hindame piirkonnas £>n n z
**g 4 [- 4a2a2r? + 2aZZ / a.̂ | + 2 0il2 IhJ rje” ar ,1 i*1 11 i-1 1

millest näeme, et kullalt suure a korral on rahuldatud
tingimus (3).

Ilmeelt moodustatud funktsioon
g 6 C2( 6 ) ja gL - 0 (4)о

ning
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3? 1М .  ■ fe lM .  ■ -  2 a r»  * a r ° < °* (5>

Moodoetarne nirad abifunktsiooni
▼ » u + eg,

kos u rahuldab lemma eeldusi ja ülal tehtud lisaeeldust ning 
£ > 0 on valitud sedavõrd Talke, et

т(х) < u(x*), kui x £ Sr 
Lemma eelduste ning funktsiooni g omaduste (3) ja (4) tõttu 

т £ G2(6) ja Mr - Mu + £ Mg < 0.
Veendume, et funktsioon т saarutab piirkonnas 6 maksimumi 
punktis x*. Tõepoolest, kerapinnal 30 r(x) =» u(x) < u(x*) *
* t(x*), kerapinnal aga r(x) < u(x*). Kui oletada, et 
r(x) saavutab maksimumi piirkonna 6 sisepunktis x\ siis 
selles punktis

>0,
- £ ,  - 3

mis on rastuolus piirkonnas 6 kehtiva võrratusega Mv < 0. 
Seega

max v(x) 3 r(x*).
X  с 5

Maksiaumpunktis aga

Võrratust (5) arrestades saame siit
dut  ̂ e dj
» ! « • > - > 0 ’ 

millega lemma ongi tõestatud eespool tehtud lisaeeldusel.
Lemma 2. Kui Mu 4 0 piirkonnas Q  ja funktsioon 

U £ C2(Q) saarutab maksimumi selle piirkonna siseptuiktis
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x°€ £2 , aiie u on konstantne piirkonnas Q  .
Toestus. Eeldusteks on, et

max u(x) - u(x°) Ja x°c Q  . xcQ
Tähistame

Q 0 = {x : xefi, u(x) ■ u(x0)} С Q.
Lemma toestamiseks tuleb näidata, et « 2 ,

Kõigepealt veendume, et Q q on kinnine hulgas ö  , s.t.
et kui xk x*e Q  ja xk e Q fl, siis ka x* e Q See on
tõepoolest nii, sest kui u(x*) = u(x°), siis u(x) pidevuse
tõttu ka u(x*) » u(x°).

Edasi näitame, et on lahtine hulk. Neist kahest ’ о
raitest järeldubki, et Q q • Q  , sest Q  on sidus lahtine 
hulk.

Seega lemma tõestuse lõpuleviiniseks tuleb näidata, et 
Q0 on lahtine. Selleks võtame suvalise x° e Ö Q ning valime

6 nii, et U(x°t2<5)£ Q, 
kus U(x°»r) ■
- {x : lx - x°D 4. r) on 
kera keskpunktiga x° ja 
raadiusega r. Näitame, 
et siis U(x°tä) С Q o, 
millest järeldubki 
lahtisus.

Viimase vaite põh­
jendamisel kasutame vaa- 

Joonis 15. tuväitelist tõestusmee-
todit. Oletame, et
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U(x°,&) ei kuulu tervikuna hulka Q 0. Siia leidub punkt 
x1 € U(x°,&) nii, et u(x1) < u(x°). Et Й \ Q 0 on lahtine 
hulk, aiis leidub aelline kera U(x1 ,(3), et u(x) < u(x°), 
kui x с U(x1, 9 ), ning et vähemalt ühes selle kera pinna 
punktis x* saavutab u(x) maksimumi

max_ u(x) ■ u(x*) ■ u(x°). 
xcü(x^

Et q <  6 Ja yx1 - x°| < 5 , siis U(x1, q ) С U(x°,2ä)C Q. 
Seega keras U(x\ Q ) on rahuldatud kõik lemma 1 eeldused
koos lisaeeldusega u(x) < u(x*), kui x € U(x1, Q ). Jareli-

* Aulkult lemma 1 põhjal > 0. Teiselt poolt aga maksi-ovlx»x
mumpunkt x* on piirkonna Q  aisepunkt, mistõttu

§ĝ |  ̂. 0 1« seega ka $$| . - 0. 
x>x

See vastuolu tõestabki, et U(x°,6) С , millest omakorda
järeldub lemma väide.

Järeldus 1. Lemmast 2 järeldub, et lemma 1 eeldustel on
oige ka lisaeeldus u(x) < u(x*), kui x € Q  ja u(x) ei ole
konstantne. Toepoolest, kui leiduks selline piirkonna ß
sisepunkt x°, milles

u(x°) - u(x*) = max u(x), xe2
aiis lemma 2 põhjal u(x) oleks konstantne.

Järeldus 2. Lemmalt 2 järeldub, et kui Mu 4 0 piirkon­
nas Q  ja u € C2(Q) П C(Š£ ), siis

u(x) <. max u(y), x e Q  . 
je. Г

Sageli formuleeritakse maksimumprintsiip just sellisel kujul.
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Ufa >  0 piirkonnas Q  j a u e  C2 (fi) П C(£>),

siis M(- u) 4  0 ning lemma 2 põhjal

“ u(x)4 max [ - u(y)] ■ - min u(y).
У € Г у fi Г

Hii saame nn. milnimumprinttii 1 ы väite

u(x) > min u(y), X €  £2 . 
у € Г

Juhul kui u e C2 (£2) П C(£2) on homogeense võrrandi Mu ■ 0 

lahend, siis saame kasutada nii maksimum- kui ka m ü n i m u m -  

printsiibi hinnanguid:

min u(y) 4  u(x) 4 max u (y), x e £2 . л
у € Г у € Г

Viimased võrratused näitavad, et homogeense võrrandi Mu. = 0 

lahend saavutab oma minimaalse ja maksimaalse väärtuse piir­

konna Q  rajal Г. Seejuures võrratustee esineb vordus ai­

nult siis, kui u on konstantne.

Kanname lemmade 1 ja 2 väited üle diferentsiaalavaldise 

Lu juhule, milles üldiselt c(x)ф 0.

Teoreem 1. Kui Lu 4  0 ja с >  0 piirkonnas Q  ning funkt­

sioon u £ C2( Q ) saavutab positiivse maksimumi selle piir­

konna sisepunktis x°€ Q  , siis u on konstantne piirkonnas

Q .

Toestus. Kasutame sama ideed, mis lemma 2 toestamisel. 

Tähistame

Q o * { i  : i s  Q  , u(x) - u(x0 )} C- Q .

Samuti nagu lemma 2 toestamisel veendume, et Q q on kinnine 

hulgas £2 .



Val tame, et Q 0 on lahtine. Votame suvalise punkti 

Xе e  Q 0. Siie u(x°) >  0 Ja u  pidevuse tottu leidub selline 

punkti x° ümbrus U(x°,c)) С Q ,  milles u(x) >  0. Selles ümb- 

ruses teoreemi eeldustel

Mu ■ Iai - cu <  0, 

mistõttu lemma 2 põhjal u(x) » u(x°), kui x €  U(x°,&). Jä­

relikult ü(x°,6) c S 2 0< Seega on lahtine Ja Q q =* Q  , 

millega teoreem on tõestatud.

Teoreem 2 . Olgu Lu <  0 ja c > 0  piirkonnas ^  ning saa- 

rutagu funktsioon u e C 1(žS) П C2 ( Q )  positiivse maksimumi 

punktis x*€ Г. Eeldame, et leidub selline kinnine kera 

D С £  , mille pinnal asub x*. Siis kas u on konstantne piir­

konnas Q  või ^ >  0, kus on tuletis kera U pinna

valisnormaali suunas.

Toestus. Teoreemis eeldame, et

max u(x) ■ u(x*) >  0. 
x e 52

Siis leidub punkti x* ümbrus U(x*,5) nii, et piirkonnas

T - Q  П U(x*,6) * Ф u(x) > 0 ja seega

Mu ■ Lu - cu 4°.

Piirkonnas 7 on rahuldatud lemma 1 eeldused ning seega kas

a  on konstantne piirkonnas 7 või * > 0. Esimesel juhul
x»x

aga teoreemi 1 põhjal on u konstantne kogu piirkonnas ö . 

Sellega on ka teoreem 2 tõestatud.

Markus. Teoreemidest 1 Ja 2 jarelduvad erijuhul ka 

lemmad 2 ja 1. Tõepoolest, kui с as 0, siis Mu = Lu ning 

M(u + C) * Mu, kus С on suvaline konstant. Konstandi С saab



aga alati nii valida, et u maksimum oleks positiivne.

2. Aprioorne hinnang esimese ra ,1aul es ande lahendi 

.laoks. Vaatleme diferentslaalvõrrandi -(1) lahendamist Di— 

richlet* rajatingimusel u | r *» (x). Eeld a » ,  et sellel 

ülesandel on olemas klassikaline lahend u € C(Šx?) П C2 ( Ä ) ,  

ning tuletame maksimumprintsilbi abil selle lahendi jaoks 

aprioorse hinnangu, millest järeldub lahendi ainsus ja sta­

biilsus.

Eeldame, et a ^  «* a ^ ,  b^, с ja f on pidevad piirkonnas 

2? ning selle rajal Г . Samuti eeldame, et diferentsiaal- 

avaldis L rahuldab ühtlase elliptilisuse nõuet (2).

Järgnevas teoreemis anname aprioorse hinnangu vaadelda­

va ülesande lahendi jaoks kasutades norme

luHg а шах |u(x)l, И 'yilp* max |<у(х)|.

Teoreea 3.Kul с > 0  piirkonnas £2, siis Dirichlet' üles­

ande Lu * f , uj^ шу klassikalise lahendi jaoks kehtib hin­

nang

UvlUq  <  |y| + (•** - 1 )  Nfllg , (6)

kus d в mai J  x - y| on piirkonna S  diameeter ja

,

ß 3 lL.t.1 4a K-ma^lb^x)! .'

Tõestus .Kasutame teoreemi 1. Muutuja vahetusega v ■ u - w  

püüame saavutada olukorra, et Lv 4  0. Selleks valime 

w(x) - И'уНр + g(x) N f 1lg,

kus g rahuldab tingimusi

g € C 2 (<£), g(x) >  0, Lg > 1 ,  kui x e  (7)
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Sile

Lv я Lu - Lw a f . сИ'уЯр- < 0 ,  kui x € Q  ,

Ja

у a u - w 0, kui x € Г .

Teoreemi 1 põhjal järeldub nendest võrratustest, et 

v ■ u - w  С 0 kogu piirkonnas •

Muutuja vahetusega v * - u  - w, kus w on sama, mis 

eespoolgi, saame analoogiliselt, et

Lv £  0, kui x e Q ,  j a v £ 0, kui хеГ , 

гИ ng teoreemi 1 põhjal v *  — u - w ^ O  kogu piirkonnas S ,  

Nii saame hinnangud - w ^  u <  w  ehk

)u(x)I < w(x) a||y|lr + g(x)ITfll^ . (8)

Konkreetse aprioorse hinnangu saamiseks tuleb moodus­

tada konkreetne tingimusi (7) rahuldav funktsioon g. Seda 

võib teha näiteks järgmiselt. Asugu piirkond ß  kihla 

b <  x 1 <  b + d, kus x^ on vektori x esimene koordinaat ja d

piirkonna diameeter. Võtame

Ä(x--b)
g(x) = e1 - e , kus fb>0.

Siis ilmselt g € C2(&)  ja g(x) >  0, kui x € . Näitame, et 

konatandi {b valikuga saab rahuldada ka viimast tingimus­

test (7). Et

^ f b )  ^2 2 аСх^Ъ)
а - Ae' ja 2-f = - fbd e 1

' O X 1 1

siis
о бСх̂Ь) о p

Lg ■ (a^/3 + b ^  )e + eg ^  a /Ь* - YLjb = 1,

kui _________

К + V k 2+ 4a2 _ n 
/*> * ---- 1— 5 5—  > 0.
I 2a
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Et

g(x) < e ^  - 1, kui x e &  , 

siis hinnangust (8) järeldub hinnang (6), millega teoreem 

ongi tõestatud.

Markus. Teoreemi eeldust c(x) >  О võib mõnevõrra n õr­

gendada. Olgu

c(x) >  - S , kui x e 5  » 

kus S >  0 on konstant. Tähistame

c+ . £_i_LsL j. c- , cJ=_l«i . •

Slie >  - 8  ning

* Lu ■ Mu + cu * Mu + c+ u + с u.

Seega Dirichlet’ ülesande Lu * f, u | ̂  a ^  lahend rahuldab 

seost

M u + c + u * f - c ”u, 

millest hinnangu (6) abil saame

|ul,£  < + (e^  “ “WW f l l g  + ).

Rui ( e ^  - 1)<S < 1, siis siit järeldub hinnang

<  J l k l .<« * - .
®  1 - (efid - 1)J

Hinnangust (6) järeldub Dirichlet1 ra j aule s ande lahendi 

ainsus ja stabiilsus.

Tõepoolest, kui u ja u* on suvalised ülesande Lu - f, 

u lp 3 Y  klassikalised lahendid, siis nende vahe rahuldab 

seoseid

L(u - u*) = 0, u - u * | p = 0 ,  

millest hinnangu (6) abil saame
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|u - - 0, s.t. u(x) ■ u*(x), koi x e. Q  .

Lahendi stabiilsuse näitamiseks moodustame lahteüles- 

andele lähedase ülesande

Lü - f, u  |r - f  .

Kui u  on lähteülesande ning u viimase ülesande klassikaline 

lahend, siis

L(u - S) - f - f , u - u | гш у - у 9 

mistõttu hinnangu (6) põhjal

lu - u l g  4 + ( e ^  - 1)lf - .

Paneme tähele, et selles paragrahvis me ei teinud min­

geid eeldusi raja Г sileduse kohta.

3. Teise ,1a kolmanda ra.laülesande lahendi ainsus. Vaat­

leme võrrandi (1) kolmandat rajaülesannet

Lu » f, хбй, + a u  |r - у (x), (9)

kus ^  on tuletis rajapinna Г valisnormaali suunas. Eelda­

me, et piirkonna Q  rajapind Г on sile, s.t. Ге С1. Siis 

saab pinna Г iga punkti jaoks kujundada kera, mille olemas­

olu eeldasime teoreemis 2, ning pinnal Г tuletis kera valis­

normaali suunas ühtib tuletisega Г valisnormaali suunas.

Olgu rahuldatud ka teised eeldused, mida tegime teoreemide

1 Ja 2 tõestamisel (diferentsiaalavaldis L on ühtlaselt el­

liptiline ning tema kordajad tõkestatud piirkonnas £2). Eri­

juhul, kui oc(x) s  0, on ülesanne (9) nn. teine rajaulesan­

ne .

Vaatleme esialgu kolmandat ra.laül es annet. Olgu ct(x) ф 0 

ja oi(x) ^  0, kui x еГ. Eeldame, et ülesandel (9) on olemas
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klassikaline lahend u €  C 1( 5 )  П C2 (Ö ) .  Siis see lahend on 

ainus, kui c(x) >  0 piirkonnas Q  .

Vaite põhjendamisel tähistarne sümboliga u* ülesande 

(9) suvalise klassikalise lahendi. Siie z - u - u* on üles- 

ande

Ьв - 0, || + о(.в|г - 0 (10)

klassikaliseks lahendiks. Näitame, et viimasel ülesandel on 

olemas ainult tririaalne lahend z(x) s 0, millest otseselt 

järeldub ülesande (9) lahendi aineue.

Viimase väite tõestamisel kasutame raetuväiteliet mee­

todit. Oletame, et ülesandel (10) leidub mittetriviaalne 

lahend z(x). Siie kae z või - z peab saavutama piirkonnas 

£? positiivse maksimumi. Näitame, et selline oletus v^ib 

vastuoluni. Et homogeense ülesande (10) lahendiks on koos 

funktsiooniga - z alati ka funktsioon z, siis piisab juhu 

vaatlemisest, kus z saavutab positiivse maksimumi. Vaatleme 

eraldi kahte võimalust.

a) Kui ülesande (10) lahend z saavutab positiivse mak­

simumi piirkonna Q  sisepunktis, siis teoreemi 1 põhjal 

z(x) » const ning CLz|r » 0, Et ol( x ) £  0, siis z(x) ш O.mis 

annabki vastuolu.

b) Kui z saavutab positiivse maksimumi piirkonna &

rajapunktie x * €  Г, siis teoreemi 2 põhjal kas z(x)- const

vSi !®| >  o. Esimesel juhul samuti nagu juhul a) z(x)*0.
x»x*

Teisel juhul

mistõttu z ei eaa rahuldada ülesande (10) rajatingimust.



Seega ka sellel juhul saaae vastuolu, millega kolmanda raja- 

ülesande lahendi ainsus on tõestatud.

Vaatleme nüüd teist

I «  - 1 . I » | r . y  (11)

artikli algul tehtud eeldustel. Eeldame, et sellel üleaandel 

on olemas klassikaline lahend u € C 1(£2) П C2 ( Q ) .  Kui u* on 

selle ülesande suvaline klassikaline lahend* siis vahe z ■

z » u - u* on ülesande

Lz - °* i f lr - 0 (12) 

lahendiks. Viimase ülesande lahendiks saab olla ainult

konstantne funktsioon

z(x) s  A  * const.

Tõepoolest, kui z saavutaks positiivse maksimumi piirkonna 

sisepunktis, siis ta oleks konstantne teoreemi 1 põhjal, 

kui aga selle piirkonna rajapunktis, siis oleks ta konstant­

ne teoreemi 2 põhjal, sest 0#

Kontrollime, millal konstantne funktsioon z * A rahul­

dab ülesannet (12). Rajatingimus on iga A korral rahuldatud. 

Võrrand

Lz s cA * 0

on c(x) f* 0 korral rahuldatud ainult siis, kui A » 0. Selli­

sel juhul teisel rajaülesande lahend on ainus. Kui aga 

c(x) s  0, siis on ülesande (12) lahendiks suvaline konstant 

z я A. Sellisel juhul ülesande (11) lahend pole ainus. Ni­

melt kui ülesande (11) lahendiks on u*, siis selle ülesande 

lahendiks on ka

u я u* + А
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suvalise konstandi A korral. Vilaane avaldis kujutab vaa­

deldaval Juhul teise rajaülesande lahendi üldavaldiet. He 

saame ülesande muuta üheselt lahenduvaks, kui mingi lisa­

tingimuse, näiteks tingimuse

£ u d T  » о

abil määrame konstandi A.

Rajaülesannete klassikalise lahendi olemaeolu tõesta-
f

mine on küllaltki komplitseeritud. See lihtsustub, kui so­

bival viisil üldistada lahendi mõistet, mida me järgnevas 

ka teeme.
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§19. R a j a ü l e s a n d e  

ü l d i s t a t u d  l a h e n d

1. Positiivselt määratud dlferentsiaaloperaatorld. Ra- 

jaülesande üldistatud lahendi defineerimisel ja olemasolu 

toestamisel saab edukalt kasutada funktsionaalanalüüsi vahen­

deid. Selleks vaatleme rajaülesannet kui operaatorvorrandit

Lu - f

ruumis Ав^О.). Järgnevas eeldame» et diferentsiaaloperaator 

L on sümmeetriline ja positiivselt määratud.

Konkreetsuseks käsitleme juhtu« kus L on määratud teist

järku enesekaasse diferentsiaalavaldisega
n

bu ■ - Y 2  (»44 ) ♦ eu (1)
l.J-1 i J Öxl

ning Dirichlet' rajatingimusega

u | r - 0.

Sellisel juhul loeme operaatori L määramispiirkonnaks funkt­

sioonide hulga

M(L) - {u s u e C ( S )  П С* ( Q )  П H 1( Q ) ,  u | p - o}. (2)

Eeldame, et a ^  ■ a ^  e C 1(£2), с € C(^5) ning et rajapind 

Г on tükati sile. Siis ülaidefineeritud teist järku dife­

rentsiaaloperaator L on sümmeetriline (vt. §15, art. 2), s.t. 

rahuldab tingimust

(Lu,v) ■ (u,Lv), kui u, v €  H(L).

Selgitame, millal operaator L on positiivselt määratud, 

s.t. millal leidub selline konstant /<->0, et

(Lu,u) >/^(u,u), u e M(L). (3)
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Lahtume I Greeni valemist (vt. fl5, art. 2)

Eeldame, et c(x) ^  0, kui x e «ß t ja et diferentsiaalavaldis

L on ühtlaselt elliptiline piirkonnas Q  , s.t. et leidub sel-

2
line konstant а >  0, et

i  »4 4 У4У4 >  a2 J Z
i.J- 1

Siis

(Lu,u) >  a 2J  ^  jtjjjl dx + j|cu2 dx. (4)
фф P

Siit naeme, et c(x) ^  /а, > 0  korral operaator L on positiiv- 

selt määratud. Haitame, et L on positiivselt määratud ka 

nõrgema nõude c(x) >  0 korral. Selleks hindame funktsiooni u 

normi tema osatuletiste normide kaudu.

Olgu piirkonna diameeter d. Sulgeme selle piirkonna

kuupi

К * { x  : < x± < 0 L ± + d, i» 1 ,2#...n} Э Й

ning jätkame funktsiooni u €  M(L) kogu kuupi lugedes u(x) »0, 

kui x e K \ £ 2 .  Sellisel teel saame kuubis T pideva funktsi­

ooni u. Newton-Leibnizi valemi põhjal

ъ.

u(x) “ i  Щ  dxi ’
Ä i

millest Cauchy-Bunjakovski valemi abil saame

|u(i)|2 . | j  . 1 di1 l2 <  (It -СЦ) j  Ig^rl2
aj ■*! a i

Siit
a^+d оЦ+d

|u(x)l2 dx*«. -§- J Ij^-I d * f
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Integreerides iga muutuja X y  J * i, järgL lõigul 

[CXj, <Xj+dJ, saame

| l u ( x ) l 2 d i  4 | i  j  l ^ - l 2 dx.
К к 1

Et u(x) = 0, kui x e siis võime kuubi К asemel võtta

integreerimispiirkonnaks Q  . Kui veel summeerime i järgi,

siis jõuame võrratuseni

n f l u ( x ) l 2 d , < | - E  [ l l j j - l 2 dx.
2  _ W  dli

Selle abil saame võrratusest (4)

(Lu,u) >  yu,2 (u,u), u e M(L),

kus и. я — , s.t. operaator L on positiivselt maaratud. 
d

Tuletame veel ühe võrratuse, mida kasutame järgmises 

artiklis. Võrratusest (4) ja positiivse määratuse nõudest

(3) saame

■^(Lu,u) >  I ^“ 1 » -*-7(Lu ,u ) ^  Hui

lendest võrratustest järeldub, et

i2 
H

kus

^  õu n2 ayu.

f 2а + pr

N.

2. üldistatud lahendi mõiste. Vaatleme esialgu veidi 

üldisemat probleemi. Olgu antud Hilberti ruum H ja selles 

lineaarne sümmeetriline positiivselt määratud operaator L, 

mille määramispiirkond M(L) on kõikjal tihe ruumis H. Ope­

126



raatori positiivselt määratus tahendab sellise konstandi 

/u.>0 leidumist, et

v (Lu.u) ^  м2 и u|2 , u e M(L).

Hulgas M(L) defineerime uue skalaarkorrutise 

( u , t ) l  » (Lu,v),

millele vastab norm «yTTuTST^ . Vahetult saab kontrol­

lida, et (u.v)^ rahuldab skalaarkorrutise omadusi:

1° (u,v)L - (v.n)b ,

2° (au + /iv,w)L = a ( u , w ) L + / 5 ( v , w ) l  ,

3° (u.u)^ >  0 ning (u,u)L ■ 0 siis ja ainult siis, 

kui u ■ 0.

Lineaarne hulk M(L) varustatuna uue meetrikaga pole 

üldiselt taielik. Muutes selle tavalise täielikustamise 

protsessi abil taielikuks,saame uue Hilberti ruumi H^, .mida 

nimetatakse Priedrichsl ruumiks.

Positiivse määratuse noue annab seose ruumi H normi ja 

Priedrichsl normi II u И ̂  vahel:

II u П 4 "jj II ||ь, u € M(L).

Sellest seosest näeme, et koonduvusest ruumis järeldub 

koonduvus ruumis H. Ruumi H^ täielikustamisel kasutatavad 

fundamentaal jadad osutuvad fundamentaal jadadeks ka ruumis H. 

Seetõttu hulgale M(L) lisatavad elemendid võib samastada 

ruumi H elementidega, milleks vastavad fundamentaaljadad 

koonduvad ruumis H. (Naidata, et nii saame uksuhese vasta­

vuse ruumi H^ juurdetoodud elementide ja ruumi H teatavate 

elementide vahel!)
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Seega M(L) с h l  с н. Pilrprotsessl abil saame laiendada 

nonddsrahellse seose kogn r n u d l e

|u» < - £  |ulL , U 6 HL .

Vaatleme nüüd võrrandit

Lu » f, te. H, (6)

kus L on lineaarne süaseetrilins positiivselt määratud ope­

raator ruumis H kõikjal tiheda määramispiirkonnaga. Kui sel­

lel võrrandil on olemas lahend u * ( siis mistahes v e. kor­

ral •
(v,f) - (v,Lu*)

ehk
(v,f) - (v,u )L .

Osutub, et viimane seos määrab iga f с H korral üheselt ele­

mendi u*. Tõepoolest*

l(v ,f)U  I f l  Bvl < M  ||vllL.
Seega (v,f) kujutab iga f €  H korral pidevat lineaarset 

funkteionaali ruumis H^. Järelikult saab selle esitada kujul 

(vt. nait. [8], lk. 177)

(v,f) » (v,u*)L , v € HL . (7)

Viimase seose abil üheselt määratud elementi u* € H L nimeta­

takse võrrandi (6) üldistatud lahendiks. Toestatu põhjal on 

sellel võrrandil iga f £ H korral olemas üheselt määratud 

üldistatud lahend. Juhul kui üldistatud lahend u* e M(L), 

siis osutub ta võrrandi (6) tavaliseks lahendiks.

Paneme tähele, et võrrandi (6) .üldistatud lahendite u* 

ja ruumi H elementide f vahel on üksühene vastavus. Kui seda 

vastavust kasutada operaatori L laiendamiseks, siis jõuame 

operaatori L enesekaasse laiendini L, mille määramlspilrkon- 

naks on üldistatud lahendite hulk ning väärtuste hulgaks ko­

gu ruum H. Võrrandi (6) üldistatud lahendid on parajasti võr-
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Definitsioonist (7) on lihtne saada aprioorseid hinnan­

guid rõrrandi (6 ) (üldistatud) lahendi u* jaoks. Selleks võ­

tame r » u*;

(u*,f) - IIu*l£

ning hindame

Hu*l£ < BfII IIu*l 4 —  1*1 

Iii saame aprioorsed hinnangud

Atiu*l < Hu *Il 4 - £ | f l .  (8)

Sendest hinnangutest järeldub ka ülesande (6) lahendi sta­

bil laua . Tõepoolest, kui u* on selle ülesande lahend ja ü*
M Ы
ülesande к * f lahend, siis

L(u* - u*) - f - f

ning (8) põhjal

lu* - ü*l < -£ Hf - t h

ülesanne 1. Tõestada, et lineaarsel sümmeetrilisel posi-» 

tiirselt määratud operaatoril L on olemas tõkestatud põörd- 

operaator L”1 ning

IL 1̂ ^ ja |L ^It ^ — ту .
M- h M-

ülesanne 2 . Näidata, et üldistatud lahendi definltsioo-
g

niga (7) on samaräärne järgmine. Olgu f^ — *• f ning eksis­

teerigu võrrandil Lu a f^ iga k>1,2,... korral lahend

с M(L). Võrrandi (6) üldistatud lahendiks nimetatakse ja­

da uk piirelementi ruumis H^.

3. Dlrichlet* ülesande üldistatud lahend. Rakendame 

eelmises artiklis esitatud üldisi tulemusi Dlrichlet1

pandi Lu - f lahenditeks.
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ülesande jahul. Olgu operaator L defineeritud diferentsiaal- 

avaldisega (1) ning tema müäramispiirkonnaks olgu valemiga 

(2) antud hulk M(L). Olgu ruum H - о̂ 2 (й). Eeldame, et on 

rahuldatud artiklis 1 tehtud eeldused. Siis L on sümmeetri­

line positiivselt maaratud operaator ruumis <?£2 ( S )  kõikjal 

tiheda maaramispiirkonnaga. Võrrandi (6) tavaline lahend on 

Dirichlet'ülesande klassikaliseks lahendiks. Klassikailae 

lahendi olemasolu selgitamine on küllaltki komplitseeritud 

probleem. Iga f € c £ 2 ( Q )  korral on sellel ülesandel olemas 

aga ainus üldistatud lahend u* £ H^.

Uurime pisut lahemait normi ruumis H^. I Greeni valemi 

põhjal

|«|2 - (Lu,u) . H 1 E 1 ♦ cu^

Kordajate a ^  ja с tõkestatuse tõttu leidub selline konstant 

Ы >0, et

Et hinnangust (5)

lal2 .

I«»Ž > * ? « « £ ,  .

siis

A^luö < |u| < X»u| ,
H 1 Ь H'

s.t. ruumide ja H 1( Q ) normid on ekvivalentsed. Järeli­

kult ■ H^(£2). Et u* « H 1( 2 ) f siis üldistatud lahend u*

- - Ли*
ning tema esimeat järku üldistatud osatuletised ?—  kuulu-

Oxi
vad ruumi oC 2 ( Q ) .  $15 teoreemi 2 põhja^ rahuldab üldista­

tud lahend peaaegu kõikjal rajatingimust u*|r = 0.
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ft
Veel saab niidate, et kul diferentsiaalavaldise b kor­

dajad a^j Ja с on lõpmatukordeelt diferentseeruvad, ella 

Dirichlet' ülesande uldletatud lahend on dlferentelaalvõr** 

randi Lu ■ f üldistatud lahendiks piirkonnas £2 die tribute ik­

oonide teooria mõttes. Toepoolest seose (7) põhjal Iga 

<f€oü(Q) korral

< f , <(»- (<p,t) » (ф,u*)L » (u*,LC0 -<Lu*,tf>.

Kul teha lisaeeldusi võrrandi kordajate a ^ ,  c, vaba- 

liikme f ning rajapinna Г sileduse kohta, siis saab niidate 

üldistatud lahendi suuremat siledust. liiteks töõя [12j, 

ptk. 2 tõestatud üldisematest tulemustest saame erijuhul, et 

kui 8ij, с € С°°(£2), Г € C°° ning f € Hk , kus к >  0, siis
м м а V-f p

Dirichlet1 ülesande uldlstatud lahend u в H . See tule­

m e  kehtib ka nõrgematel eeldustel kordajate a ^  ja с ning 

rajapinna Г kohta.

Kul üldistatud lahend u* € M(L), siis ta osutub selle 

ülesande klassikaliseks lahendiks. Dirichlet' ülesande klas­

sikalise lahendi olemaeolu ja kuuluvuse kohta teatavasse 

Hõlderi ruumi (vt. § 14, art. 5) tõestas J.Schauder 1934»a. 

järgmise tulemuse (vt. niit. [10], lk. 145).

Teoreem. Kui a ^  € Ck+1+ Л ( й ) ,  c

f e C ^ t ä )  Ja rajapind Г e 0k+2+/s, Ьм к > 0 )« О < /4 <1,

siis ülesandel Lu = f, u| = 0 on olemas klassikaline la­

hend u* 6 С1с+2+̂ >(й)
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4. üldlstatmd lahendi lj v»ndr»« I p IHm Im . Me definee­

risime raj aul ee ande üldistatud lahendi mittekonstruktiirsel 

teel. Rajaulesande lahendi ligikaudsel leidmisel Kasutatakse 

sageli rarlatsloonmeetodeld. mis põhinerad asjaolul, et li­

neaarse sümmeetrilise positiivselt maaratud operaatori L 

korral annab funktsionaalne

F(u) ■ (Lu,u) - 2(f,u)f u e  M(L)

minimaalse väärtuse parajasti rõrrandi Lu - f lahend. Selle 

raite õigsuses rõlme reenduda järgmisel teel. Kirjutame 

funktslonaali 'F(u) kujul

F(u) = (u,u)L - 2(f,u)

ja laiendame ta kogu ruumile H^. Arvestades rõrrandi (6) ül­

distatud lahendit u* defineerirat seost (7). saame selle 

funktslonaali kirjutada kujul

F(u) - lull - 2(u,u*) - Hu - u*ll2 - Ju*|* ,

millest naeme, et

min F(u) ■ F(u*) ■ - |u*|2 , 
иен, Ь

Jj

s.t. funktsionaalne F(u) annab minimaalse räärtuse para­

jasti rõrrandi (6) üldistatud lahend. Juhul, kui minlmisee- 

rir element u* e M(L), siis on ta selle rõrrandi taraliseks 

lahendiks.

Olalesltatust naeme reel ühte rõlmalust rajaülesande 

üldistatud lahendi defineerimiseks. Himelt rõlme selle de­

fineerida kui funktslonaali F(u) minimiseerira elemendi.

Variatsioonmeetodid annarad teatarad eeskirjad funkt- 

sionaali F(u) mlnimlseerira jada konstrueerimiseks, s.t.



sellise jada u^ moodustamiseks, sille korral

ü e  F(u,J - F(u*).
к ->oo

Et

P(uk ) - F(n*) » lu. - * * | f
II

siis iga mixdmiseeriY jada koondub võrrandi (6) üldistatud

Funktsionaali F(u) minimise eri va jada saab moodustada 

järgmisel teel. Valime lõpmatu jada elemente €  H(L),

kujutavad funktsionaali F(u) minimiseerivat jada, sest

- u*|| 0, kui к — >»oo.
L 4

Sageli on tülikas moodustada ruumis ortonormeeritud 

süsteemi. Sellisel juhul võib moodustada lõpmatu jada 

(Pi* HL , i* 1,2,... nii, et iga lõplik hulk selle jada ele­

mente oleksid lineaarselt sõltumatud ning et see jada oleks 

täielik ruumis H L , s.t. et vastavalt igale £ > 0  ja u  e 

leiduksid naturaalarv к ja konstandid , Cg,..., nii, et

Ülesande (6) lähislahendi võime leida järgmisel teel.

lahendiks u* ruumi HL ning järelikult ka ruumi H meetrika 

mõttes.

i-1,2,... nii, et nad moodustaksid ruumis taieliku orto­

normeeritud süsteemi. Siis avaldub võrrandi (6) üldistatud r

lahend ruumis koonduva Fourier' reana

Fourier' rea osasummad
к
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Moodustame fikseeritud к korral lineaarse kombinatsiooni
к

. uk - Л  c± ф± (9)
* i-1 1 x

ning leiame kordajad ^  tingimusest, et P(uk ) omandaks mini­

maalse väärtuse. Viimane k-muutuja funktsiooni miinimnmü les- 

anne on libtsalt lahenduv. Toepoolest,

P(uk ) 3 cic  ̂(Ь<р±, ) - 2 ^  c^C^.f),

ЭР(ик) ^
-yj—  • 2 2 _  vr - rj 

d 2?(uk )

öc1; vs-  я

2 Y1 c,(L(ft,cpy) - 2 ( фу, f ),

Et miinimumpunktis esimest järku osatuletised võrduvad

nulliga, siis kordajad cA peavad rahuldama seoseid
к 3

Ц  i-1,2,...,k.
J s 1

( 10)
j=1 J A 

Ruutvormi

r̂ -> d 2P(uk )

b 1 N V  * 2

-  2 ( l } 3 't ь , ^ ) > 2 мг |1ХГ v < f c l '
pu= 1 n Vai M-1

positiivselt määratusest järeldub (vt. näit. [1], lk. 220), 

et võrrandisüsteemi (10) lahend annab funktsioonile E(uk ) 

minimaalse väärtuse.

Viimasena esitatud variatsioonmeetodit nimetatakse 

Rltzi meetodiks. Ritzi meetodi koonduvus ruumis (järeli­

kult ka ruumis H) järeldub asjaolust, et koordinaatfunktei- 

oonide ф^ ortonormeerimise korral ruumis selle meetodi 

abil leitud lähislahendid ei muutu, avaldis (9) aga kujutab
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lahendi Fourier* rea osasummat, sest ruunis ortonormee- 

ritud koordinaatfunktsioonide korral saame võrrandisüstee­

mist (10)

c± - (t,<p±) » (<flfu*)L .

Märgime lõpuks, et algoritm, mille korral võrrandi (6) 

lihialahend leitakse kujul (9), kusjuures viimase avaldise 

kordajad arvutatakse võrrandisüsteemi (10) lahendamise teel, 

on rakendatav ka mittesümmeetrilise operaatori L korral. 

Vaetavat Ritsi meetodi üldistust nimetatakse Gal.1orld.nl 

meetodiks.
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§20. H a r m o o n i l i s e d  f u n k t s i o o n i d

1. Laplace*i operaatori fnndamentaallahendld. Kõige 

lihtsamaks elliptilist tuupi võrrandiks on Laplace*i võrrand

A u  m 0,

Näiteks Laplace*i võrrandit rahuldab statsionaarne tempera­

tuuri jaotus homogeenses isotroopses kehas, samuti gravitatsi­

oonivälja ja statsionaarse elektrivälja potentsiaalid piir­

konnas, kus puuduvad vaetavalt massid või elektrilaengud.

Laplace*1 võrrandi lahendeid nimetatakse h a r m o o n l U s ­

teks funktsioonideks. Täpsemalt, funktsiooni u  nimetatakse 

harmooniliseks tõkestatud piirkonnas £2 , kui u e. C ^ ( Q )  ja 

Ап » 0, x e Q  . Praktikas pakuvad huvi Laplace*i võrrandi 

lahendid eeskätt n » 2 ja n » 3 korral, millistel juhtudel 

järgnevas peatumegi.

Eriline tähtsus järgnevas on Laplace1i võrrandi lahendi­

tel ln - 1 „ ja vastavalt n - 2 ja n » 3 korral, kus 
Ix-yK u lx-уИ °

У ■ (У-| *У2 » • • • »Уп) on fikseeritud punkt. Neid lahendeid ni­

metatakse Laplace'i operaatori fundamentaallahendlteks. Nen­

del lahenditel on iseärane punkt x - y, milles nad tõkesta­

matult kasvavad. Näitame, et mainitud funktsioonid rahulda­

vad Laplace*i võrrandit.
1 1

Teoreem 1. Funktsioonid ln -n— -—r .1a ------ on vaetavalt
----------  Ix-yH J llx-y|

n « 2 ja n ■ 3 korral harmoonilised igas tõkestatud piirkon-

n

on Lanlaea'1 operaator.Selle võrrandi la­

hendamisele taanduvad väga mitmesugused füüsika probleemid.

136



naa, mis ei sisalda punkti y.

Toestus. Kirjutiste lühendamiseks tähistus siin ja 

edaspidi ^

r - dx - у в. - у±>2;1/2.

Kontrollime vahetult teoreemi väidete õigsust, 

n * 2 korral u » ln j  ning

|h_____ 1 W  _ h -ч  A

Seega toepoolest

Э2« . 32u 2r2- 2 ( x ,- y , ) 2 -  2 (x2-JTj >2 _
4 u  » r-9 + r~г ------------------ T---------- ---- -- 0, kui r*<X,

3 x 1 dx| r

n ■ 3 korral u ■ у ning 

Эи *l-7i a2^  r 2-3(xi-T1 )2

5и я" 7 ~ '  Ц ---------^ ------•

Seega

millega teoreem on tõestatud.

Markus. Laplaoe'i operaatori fundamentaallahend defi­

neeritakse ka kui distributsioon 6^ e » mis rahuldab võr­

randit - £ ( x ) .  Võib naidata (vt, näit. [4]. lk, 203). 

et viimase võrrandi (üldistatud) lahenditska on

e2 (x) e “ 2Л ln U Ü '  £3 (x> " " 4TCiTV

£ ( x )  я - ------------- JTT? I n >  3»
n (n-2) 6n Hxi

n/2
kus 6  * 2J2š---  on n-mõõtmelise ühikkera pindala. Seega

n Г!§)
kuni konstantse kordajani langevad need ühto ülalesitatud
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fundamentaallahendi mõistega у * 0 korral.

2. Funktsiooni lntegraalne esitus.Harmooniliste funkt­

sioonide uurimisel on oluline tähtaua valemitel, mis esita­

vad suvalise sileda funktsiooni nn. potentsiaalide kaudu. 

Sõnastame vaetava teoreemi. Seejuures eeldame, et £2 on tõ­

kestatud lahtine piirkond tükati sileda rajaga Г . Teoreemi 

tõestamisel ning ka korduvalt edaspidi kasutame II Greeni 

valemit (vt. §15, art. 2), millel Lu * - A u  korral on ku­

ju

J (t ü u  - u Дv)dx - f (v - u lyJdr* ,

£ ß  г
kus on tuletis raja Г välisnormaali suunas. See valem

kehtib, kui u,v € c 1( 3 )  П c2 (Q).

Teoreem 2 . Olgu u € C^(£2) Л С̂ (Q). Siis n =» 2 korral 

kehtib valem

u(y) ■ -  2* - jÄ u (l) ln 41 +

* 5 *  J [ln T ^ T i Г - T ^  - U ( I )  S - l n  ü ^ 7 ] йГ <1>

ja n ■ 3 korral valem

<2>

kus y e Q  ning on tuletis rajapinna Г välisnormaali suu­

nas.

Märkus. Need valemid esitavad funktsiooni u kolme liik­

me summana, mida nimetatakse potentsiaalideks ja mis kujuta­

vad endaat konvolutsioone fundamentaallahendiga. Neid võib
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tolgendada füüsikaliselt kui elektrivälja potentsiaali. Ui­

melt kolmedimensionaalses rutuuis tihedusega ф(х) paiknevad 

elektrilaengud tekitavad elektrivälja potentsiaaliga 

4>(x)

i ц-̂ — ц dx. Plndlntegraalldena vai j enduvald viimaseid liide- 

tavaid võib aga tolgendada vastaval pinnal paiknevate elekt­

rilaengute poolt tekitatud välja potentsiaalidena. Seetõttu 

integraalina üle £2 avalduvat potentsiaali nimetatakse ruu­

miliseks potentsiaaliks, plndlntegraalldena väljenduvaid po­

tentsiaale aga pinnalisteks potentsiaalideks. Kolmemõõtmeli­

sel juhul nimetatakse vastavaid potentsiaale Sewtoni potent­

siaalideks. kahemõõtmelisel juhul aga logarltmilisteks po­

tentsiaalideks.

Teoreemi 2 tõestus. Olgu у e Q  ning r » II x - у». Lõi­

kame piirkonnast Й välja punkti x - у keraga (kahemõõtmeli­

sel juhul ringiga)

U ü(y,£) = {x: lix - yll <C } ,

mille raadiuse £ > 0 valime sedavõrd väikese, et kerapind

(ringjoon) S c * S(y,e)С £2 . 

Tähistame ülejäänud piirkonna 

£ 2 ^  » Q \ U £ ja selle raja Г̂ -

,  Г и s £ .
Olgu V e Л .

Siis II Greeni valemi põhjal 

J (vau - uAv)dx
Joonis 16.

j  (V &  -  ц | i ) a r . (3)

Teoreemis väidetud valemite tuletamiseks võtame viimases seo­

ses funktsiooniks v Laplace*i operaatori fundamentaallahendi
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ning teostase piirprotsessi £ —*■ 0. Et fundamentaallahendi 

araldlsed d « 2 ja n » 3 korral on erinevad, siis vaatleme 

neid juhte eraldi.

Johni n - 2 võtame v - ln ^  . Siis teoreemi 1 põhjal 

A r  ■ 0 piirkonnas ning valemi (3) võime kirjutada ku­

jul

|du ln £  dx - j [ln £  - u j j  ln £] d T  +

sL
Saitame, et piiril 6 0+ viimane integraal laheneb piir­

väärtusele - 2Jtu(y), millega olemegi tõestanud valemi (1). 

Tõepoolest, integraalarvutuae keskväärtusteoreemi põhjal

1 ln i  | a  4 r . 1„ £  . 2 * t  5 7 ^ ,  • 1  6 3e • 

sc л
Viimase vorduse parem pool aga laheneb nullile, kui £ —*■ 0+, 

sest on tõkestatud ning 1’Hospitali reegli põhjal

lim ln i 2XC » - 2 lim » - 2 ft lim — §- - О.
С-*Ю+ £-»04- Т е + 0 + ---ж

Ь I
Seega

lim f ln ^ dP - 0.
J * Эк6 -►0+

Et ringjoonel S£
se

d n_ 1  d l n r  1 
57 г 3 ~ yi r r 

siis

J u ^ l n j d r = J  u p d T »  2&£u(x), kus x € Sj
S£ -  * S£

ja järelikult

lim l u rr ln ^ dT s 25Cu(y). 
e-*o+ l <>)f r
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Sellega oleme tõestanud teoreemi väite n - 2 korral.

Juhul n * 3 toimime analoogiliselt. Asetades vale­

misse (3) ▼ . 1, saame

( 1  л*, л___( r i i u  _ 1  lii  A u  di . j [ £  | a  - u j j  j]ar

f SE

Н й *г- “» £ « * e 2 ISl _ - o.ei o +  4 r 6 ~  b 57Ix,;  ’ 1 6  V

lim f u -Д* —  d Г « ü m  Д 
£■*>+ s T C*o+ £'eiS+ J “ &  ' аГ " ti?t Ь- 4sct2u(I) * 4 Ли(7), S e S j ,

siis piiril £ — ►  0+ jõuame valemini (2 ), millega kõik teo­

reemi väited on põhjendatud.

3.Harmooniliste funktsioonide оmadusiffjLineaarne funkt­

sioon
n

u(x) = ZZ 0Ц x., + /3. 
i-1 1 1 71

on harmooniline igas tõkestatud piirkonnas . (Veenduda sel-
*

les!) Teoreemist 1 näeme, et leidub ka mittelineaarseid 

harmoonilisi funktsioone. Tutvume harmooniliste funktsiooni­

de mõningate huvitavate omadustega.

(h^Olgu piirkonnas Q  harmooniline funktsioon u e C 1( Q ) 0  

H c 2(Q ) .  Teoreemi 2 põhjal saab aelle funktsiooni n ■ 2 

korral esitada kujul

u(y) = гк|(1п Г 3* " u JT ln r)dr (4)

ja n = 3 korral kujul
/ __\ ' 1 i t 1 d u  „  ^  1 n j P  / c z \

" u 3 7



kus у €  £2 ja г * I i  - y||. Neist valemitest näeme, et har­

mooniline funktsioon u on üheselt maaratud kogu piirkonnas 

£2 oma ja oma tuletise ^  väärtustega piirkonna rajal P . 

Edasi järeldub neist valemitest, et harmooniline funktsioon 

u € C°°(ß). Toepoolest, kui y e  й- ja x с Г , siis r =

■ i x - уИ * 0 ning valemites (4) ja (5) integraali all ole­

val funktsioonil on olemas rajal Г mistahes järku pidevad 

osatuletised vektori у koordinaatide järgi. Järelikult ka 

funktsioonil u on piirkonnas £2 olemas kõik pidevad osatu- 

letised.

Harmooniliste funktsioonide uurimisel saab kasutada 

maksimumprintsiipi. Diferentsiaalavaldise Mu => - A u  korral

on rahuldatud kõik § 18 artiklis 1 tehtud eeldused, kusjuu-
_ 2 „ 

res ühtlase elliptilisuse noudes а =» 1. Seega näiteks jä­

reldus 2 samast artiklist annab harmoonilise funktsiooni 

u € C ( ü )  П C2( Ä )  jaoks võrratused

min u(x) u(y) < max u(x), ye. ß  , (6)
x « Г x e Г

milles võrdus saab esineda ainult siis, kui u on konstantne-. 

Näeme, et harmooniline funktsioon saavutab oma suurima ja 

vähima väärtuse piirkonna rajal. Nendest võrratustest järel­

dub harmoonilise funktsiooni jaoks hinnang (veenduda selles!)

Iu(y)l4 max |u(x)l , у e £2 . (7)
хеГ

Harmoonilise funktsiooni väärtused piirkonna rajal võib 

küllaltki avaratel eeldustel vabalt ette anda. Harmoonilise 

funktsiooni tuletist ei saa aga rajal üldiselt vabalt et­

te anda. Nimelt võttes II Greeni valemis
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| ( 7 Ä u - u Ä v ) d i «  J ( v | a . u |i)d r 

funktsiooniks u suvalise harmoonilise funktsiooni ja v  » 1 ,

I saame võrduse

\ 57 d T  = o ,  (8)

mida peab rahuldama iga harmooniline funktsioon u e С1(£2)П 

П C2(ß).

Huvitavat harmooniliste funktsioonide omadust väljendab 

nn. teoreem aritmeetilisest keskmisest, mis väidab, et har­

moonilise funktsiooni väärtus kera keskpunktis võrdub arit­

meetilise keskmisega tema väärtustest kera pinnal. Täpsemalt 

võib selle väite sõnastada järgmiselt.

Teoreem 3 . Kui funktsioon u  on harmooniline keras 

UR * U(y,R) ja pidev kinnises keras UR , siis

u(y) " a L-'-f I u<*>ds.
* sR

kus SR on kera U R pind ja 6n n-mõõtmelise ühikkera pindala 

(teatavasti 6>2 = 2JC ja 6^ ■ 43t).

Tõestus. Tõestame teoreemi n » 2 ja n * 3 korral. Võta- 
p —

me 0 < 9 < R. Siis u 6. С (Uq). Juhul n = 2 saame valemite

(4) ja (8) abil

u(y) = 23Г (1П г Iv " U h  ln r )dS = 2F o ^  u(x)dS.
sf ' s9

Analoogiliselt saame n » 3 korral valemite (5) ja (8) abil 

u(y) = — u(x)dS.

Minnes ule piirile (Э — ►  R jõuamegi n » 2 ja n = 3 korral 

teoreemis väidetud valemini.
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21. D l r i c h l e t '  ü l e s a n n e  

P o i s s o n i  j a  L a p l a c  e'i 

v õ r r a n d i  j a o k s

1. Greeni funktsioon. Olgu S2 tõkestatud piirkond tuka­

ti sileda rajaga Г. Vaatleme Dlrichlet' ülesannet

A vl ■ - f(x), x e Q  , u | - у (x) (1)

selle klassikalises seades. Olesandes (1) esinevat võrrandit 

nimetatakse Poissoni võrrandiks. Erijuhul, kui f(x) s  0, 

saaae Laplace'i võrrandi. Tapeemalt nimetatakse ülesannet 

(1) Dlrichlet' siseülesandeks. Paragrahvi viimastes artikli­

tes vaatleme ka xm. Dlrichlet' valisülesannet, mille korral 

nõutakse leida võrrandi lahend väljaspool pinda Г paiknevas 

piirkonnas Q  nii, et ta rahuldaks Dlrichlet' rajatingimusi 

Olgu у e £2 fikseeritud punkt ja tähistame r ■ Ix - уй. 

Eeldame, et ülesandel (1) on olemas lahend u « C 1 (Sl) Л C2( ö ). 

Siis eelmises paragrahvis tõestatud teoreemi 2 põhjal saab 

selle lahendi n ■ 2 korral esitada kujul

U<Jr) • • 5 tJ* U ln r  dx + 2̂ |a ” r  I?  - u h ln ?)dr • (2)
ja n - 3 korral kujul r

' - £ | T dI + 4 s j (? & - u & F ) d r - < «

Et u on ülesande (1) lahend, siis A u  ■ - f ning piirkonna

rajal u • у. Selle ülesemde lahendivalemi saamiseks tuleb

dil
seoste (2) ja (3) parematest ;pooltest; kõrvaldada ^  väär­

tused piirkonna rajal Г . Seda saab teha järgmiselt.

Olgu g с С^(й) piirkonnas £2 harmooniline funktsioon.
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Rakendame funktsioonidele u ja g teist Greeni valemit 

(g A u  - u Ag)dx =* j(g _ u | S)dr .J1 p
Et A u  = - f ja A g  * 0, kui x € £2 , eiis saame

O . j g f d x *  j < g | ä _ u | s ) d r .

Viimase vorduse liidame n я 2 korral võrdusele (2) ja n = 3 

korral vordusele (3). Olgu konkreetselt n - 3. Siis jõuame 

võrduseni

u(y) - f e  + g,Ml + fofe + *>& tr  -
Q г

■ + 8>dr • u) 
г

Valime nuud harmoonilise funktsiooni g nii, et ta rahuldaks 

rajatingimust

8 lr “ " 4 x r  •

Siis valemis (4) esimene pindintegraal võrdub nulliga ning me 

saame ülesande (1) lahendi jaoks valemi. Et r » | x  - y|, siis 

funktsioon g sõltub üldiselt ka punktist y, mistõttu me kir­

jutame ta kujul g(y,x). Tähistame

G(y,x) = — J----- + g(y,x). (5)
4 Я Ix-yi

Siis saame valemi (4) kirjutada kujul

u(y) = J  G(y,x)f(x)dx - J « (6)

Funktsiooni G(y,x) nimetatakse üleaande (1) Greeni funktsioo­

niks. Analoogiliselt saab naidata, et ka n » 2 korral ülesan­

de (1) lahend avaldub kujul (6), kusjuures ainult Greeni 

funktsiooni avaldiseks on

G(y,x) * ge" ln (7)
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Täpsemalt defineeritakse Greeni funktsioon järgmiselt. 

Ülesande (1) Greeni funkts i o o n i У я  nimetatakse järgmiste 

osadustega funktsiooni G(y,x).

1) See funktsioon avaldub n = 2 korral kujul (7) ja

n ■ 3 korral kujul (5), kusjuures iga y e f i  korral g(y,x) 

kui x  funktsioon on harmooniline piirkonnas Й ning kuulub 

klassi C 1 ( 2  ).

2) Iga у € Q  korral G(y,x) rahuldab rajatingimust

G(y,x)| = 0.
1 хеГ

Homogeense rajatingimuse korral, s.t. juhul =* 0 võib 

ülesannet (1) vaadelda kui operaatorvõrrandit Lu « f, mil­

les L on lineaarne diferentsiaaloperaator. Valemist (6) 

näeme, et selle operaatori pöõrdoperaator on integraalope- 

raator, mille tuumaks on Greeni funktsioon.

Greeni funktsiooni kasutatakse Poissoni võrrandi, aga 

ka üldisemate elliptilist tüüpi võrrandite uurimisel. Näiteks 

Heimhnitzi võrrandi Dirichlet' ülesande

2 2 
Ди + киа- f ,  u|p = 0, ~k * const

saab ülesande (1) Greeni funktsiooni abil asendada integraal 

võrrandiga

G(y,x)u(x)dx + ^ G ( y , x ) f  (x)dx.

Tutvume mõningate Greeni funktsiooni omadustega, mida 

sageli kasutatakse.

Teoreem 1. Ülesande (1) Greeni funktsioon G(y,x) on 

positiivne, kui x,y € £2 .
Tõestus. Eelmise paragrahvi teoreemi 1 põhjal on Greeni
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funktsioon kui x funktsioon harmooniline piirkonnas f i \(yb

Kui agc» x ► у, siis G(y,x) »  . Seetõttu võime punkv!

у ümbritseda sedavõrd väikese keraga * U(y,£)€ &  , et

G(y#x) >  0, kui x e U- (vt. Joonis 16). Et G| * 0 Ja
_  'х«Г

G(y,x) on harmooniline, kui x € G\ÜC , siis võrratuse (§9

põhjal paragrahvist 20 (vt. lk. 142) G(y,x)> О, яШлщл

teoreem on tõestatud^.

Teoreem 2 . ülesande (1) Greeni funktsioon on sümmeet­

riline, s.t.

G(y,x) =» G(x,y), kui x,y e. Q  .

Märkus.Ив defineerisime Greeni funktsiooni kui muutuja 

x funktsiooni fikseeritud у korral. Sõnastatud teoreemist 

näeme, et Greeni funktsiooni võib vaadelda ka muutuja.у 

funktsioonina, kusjuures &(у.х)|увГ =* 0 ning G(y,x) kui у 

funktsioon on iga x e Q  korral harmooniline piirkonnas 

Q \ t x l .

Teoreemi 2 tõestus. Fikseerime kaks suvalist erinevat

1 2  ~ 
punkti у , у € Q  ning naltame, et

S(y1,y2 ) • G(y2 ,y1), (8)

millega teoreem olekski tõestatud.

Seose (8) saame põhjendada järgmisel teel. ümbritseme 

punktid y 1 ja y 2 keradega U 1 = U(y1,e) ja U 2 » ü(y2 ,e), va­

lides nende raadiuse £ > 0  sedavõrd väikese, et Ü.,с Q ,  

ü2 с Q  ja Õ 1 П Ü 2 » 0. Funktsioonid v 1(x) - G(y1,x) Ja 

v2 (x) » G(y2 ,x) kui x funktsioonid on harmoonilised piir­

konnas & 12 » Q \  ( ^  U Ü 2 ) , m i H e  rajaks on Г12 - fUS.jUSg. 

Rakendame funktsioonidele v 1 ja v 2 II Greeni valemit pilr-
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konnas QJ  Ш л а  о  м ь  j a *

f f ^ v i> ^ v iJ (T, A t 2 - т2Дт,)4* . J (T1 _ a .  T2 — )d r  .
£,2 П2

Et Д Vw Ду2 3 0 piirkon­

nas Q .,2 ja v, v 2= 0 rajal Г,

siis jõuame aeoseni

o . l [ e ( , ; « ) ä a & | a i .

S 1

-G(y2 ,x) Ö G 4 j ^ ^] d3 +

Joonis 17.

dl

♦ j [0(y1,x) -

s2

-G<y2 ,x) f o f r V ? ] dS. (9)

Viimases võrduses laheme üle piirile £ — > 0 +  ning näitame,

-  2 1 
et siis esimene integraal laheneb suurusele - G(y ,y ) ja

1 2
teine Integraal suurusele G(y ,y ), mis annabki seose (8).

Et Greeni funktsiooni avaldised n > 2 ja n ■ 3 korral on

erinevad, siis tuleb kumbagi juhtu eraldi vaadelda.

Vaatleme juhtu n * 3. Siis Greeni funktsioon avaldub

kujul (5). Et kerapinnal S1 tuletis dG(y2 ,x) on pidev ja
0 V

tõkestatud, kui £ — *-0+, siis

) ,lim t G(y1,x) dS = lim [7* — - ^ 1 У ž*
C - o  i dv £_*0 L 4 ä £  bi 

s^

+ 4ä e2 g(y1,5) » 0 ,
kus x,x e S^. Tähistame r̂ =» ||x - y 1|| . Et kerapinnal

3 _ fo(y 1_,,*) 3 _ 3g(y 1Lx)

3v d r l 4 3Cr2 ̂ r 1

siis
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S 1 aw £-*>0 4xe

kus x e S 1# Rakendades sama ralemeid kerapinna S2 juhul, 

saame

11л„ j 0(y1,i) — ^ 2,l) dS - 0(y1.y2 ), 

s2

lim ( G(y2 ,x) dS - 0.
£-►0 *s2

Nii jõuamegi n * 3 korral piiril 6 — ► 0 seosest (9) seoseni 

(8). Analoogilisel teel saame seose (8) põhjendada ka n » 2 

korral.

ftiйяйппя 1. Naidata, et Poissoni võrrandi Neumannl sl- 

seülesande

Ди • - f(x), x e Q  , ^ t p -  <у(х) 

klassikalise lahendi u € C 1( S ) D  C2 ( 2 )  olemasoluks on tar­

vilik, et funktsioonid f ja у rahuldaksid seost

^ f ( x ) d x  + |^(x)dr ■ 0.

2. Dirichlet* ülesande lahendsmine.keras. Lihtsamate 

piirkondade korral saab anda Greeni funktsiooni avaldise 

ning seega välja kirjutada valemi vastava ülesande lahendi 

jaoks. Suhteliselt lihtsalt õnnestub see juhul, kui piirkon­

naks £2 on kera või ring. Vaatleme juhtu, kui n = 3 ja 

piirkonnaks &  on kera U = U(0,R) » {x: HxB < R}, mille pin­

naks on S a S(0,R) * {x: II x|| « R}. Rõhutame, et selles ar­

tiklis x - (xv x 2 ,x3 ) ja llxll - .

Vaadeldaval juhul avaldub ülesande (1) Greeni funktsi­

oon kujul
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G(j.x) + «(У.*).4x I x-yl

koe g kui x funktsioon on keras U harmooniline funktsioon, 

ais on määratud.' rajatingimuaega

q! . - o.
’x e 3

Funktsiooni g konstrueerimisel kasutame nn. lnversioo- 

nlmeetodit. Olgu у € ü. Moodustame selle punkti к a as punkti

kerapinna S suhtes

* R2 
7 = y ^ *

Siis üylly*l = R2.

Otsime funktsiooni g

kujul

g(y’x) - ■ 
kus c l on konstant. Et y*

Joonis 18.
asub valjaspool kera ü, siis 

§ 20 teoreemi 1 pohjal on g kui x funktsioon harmooniline 

keras U. Konstandi cl püüame valida nii, et oleks rahulda­

tud rajatingimus

1 CLG ( y , x ) 2

Siit

4*lx-yli 4*lx-y*i

kui x £ S .

0,

а » - kui I x H = R.
Ix-yl

Veendume, et а jaoks saadud 

avaldis kujutab toepoolest 

konstanti, kui x liigub kera­

pinnal. Selleks vaatleme kolmnurki <vt. joonis 19)

A Oyx ja А Оху*,
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kus В ж ij » R .  Et nendel kolmnurkadel on uhine nurk Сp "g 

selle lahiskuljed on võrdelised:

ИуН e _ R  
R  Ü y T  *

siis need kolmnurgad on sarnased, mistõttu

^  7 7 4 - ifE^r • 1011 "x " ■s- (10)

Seega

a r  R
ly»

ning otsitav Greeni funktsioon avaldub kujul

G(y'x) = 4*lx-yl 4я1у1 Bx-y*l 

Greeni funktsiooni kaudu avaldub ülesande (1) lahend 2 «  U 

korral kujul ^

u (y) » j G(ytx)f (x)dx - | d|Q fo>xA ̂ (x)dS. (11)

U s *
Lihtsustame veel ^  avaldist. Tahlstame Йх| = Siis

tuletis valisnormaali suunas

dG dG _ J __Э_ 1 _ R Э_ 1
dv 3 “ 43C d(p üx-yll 45CB уй d q  ix-y*l!

Et

Их - yl2 * (x - у, x - у) a lixII2 - 2(x,y) + 1уИ2 =

=« q2 - 29 1 yl cos ф + Myll2 , 

kus ф on nurk vektorite x ja у vahel (vt. joonis 19), siis

Э 1 Э '________ 1___________
Ix -y l l  = dq ( £ 2-  2pUyll оовф + НуП2 ) 1^ 2

1 29 - 2 <yff cos ф_________ Q - Hyli соэф

?  (£2- 2Qllyf созф + И у II 2j)3/2 Sx"yi|3

Asendades siin punkti у kaaspunktiga у*, saame
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J L  1 = _  9  -  II v * H  сов (P 

» x - y * l  " Нх-у*йЗ

Kasutame neid avaldisi Ja seost (10) avaldise lihtsusta- 

misel:

Hx-yll3

» - r2+ Rly» c o g ^  + И у II2- RDvll cos (P з _ ' R 2- l)v>2 
4SCRIIX -  У И 3 4 5 ® Ä x-y l l

Nii saame ülesande (1) lahendivalemile (11) anda kuju

u(y) _L  — 3-----------5 f(x)dx +
4X J lx-у» и у и I x-y D

+ _1_ f R2- llyl3 v(l)d:
4SCR J Ix-ylP р х'а0»

S

viimast valemit nimetatakse Poissonl valemiks.

ülesande (1) tähtsaks erijuhuks on Laplace'i võrrandi 

Dirichlet' ülesanne

^ u  » 0, x € ü, ujs = ^  (x). (12)

Selle ülesande lahend avaldub Poissoni valemi põhjal kujul

u <y> s ih —  Ч*2 Y(x)dS. (13)
4*R llx-ylr 0

Esitatud mõttekäigud näitavad, et kui ülesandel (12) on
1 О

olemas klassikaline lahend u e С (U) П С (U), siis see la­

hend avaldub kujul (13). Vahetult aaab kontrollida (vt. 

näit. [14], § 2 2 ) ,  et iga kerapinnal S pideva funktsiooni 

у korral avaldis (13) on ülesande (12) klassikaliseks la­

hendiks u € C(U) Л C2(U), millega.on ühtlasi näidatud vaa­

deldava ülesande lahendi olemasolu.
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ülesanne ? . Olgu funktsioon u harmooniline kolmemõõt­

melises piirkonnaa Q  , mis sisaldab kinni** kera ü •

- U(y°,R) pinnaga S - S(y°,R). Väldata, et siis

U(7) ’ 4 «  I —  J * »•
3 *

ülesanne 3 . Olgu u harmooniline kolmemõõtmelises 

piirkonnas £2, mis sisaldab kinnise kera ü > U(y°,R), 

mittenegatiivne keras U. Näidata, et siis selle funktsiooni 

väärtused keras rahuldavad nn. Haraackl võrratust

R(R-P) /  л  ч ~ ,  » R(H+q) ,  Q v

Ткф «(»•)<»(»)< U(T >•
kus £> ■ Я у - y°n < R.

3. Dlrichlet1 ülesande lahendamine ringis. Inversiooni- 

meetodi abil saab lihtsalt tuletada ka valemi kahemõõtmeli­

se Dirichlet' ülesande

Au = - f(x), x € U, u|s » у (x) (14)

lahendi jaoks ringis U » U(0,R), mille rajaks on ringjoon

S = S(0,R).

Sellisel juhul avaldub Greeni 

funktsioon kujul

e(y.i) .

kus g kui x funktsioon on harmoo­

niline ringis U ning rahuldab ra­

jatingimust

Glx6S - 

Otsime funktsiooni g kujul

1 cu



kue OL on poeitiime konstant ning у* * j ■ punkti у £ U
ly»

kaaspunkt. Siis

i  i« ä ö .  .

25c aix-y*

Rajatingimus 0|x € g - 0 on rahuldatud, kui

^  j  ■ 1 ringjoonel Ix II = R. 
aix-yll

Seose (10) põhjal

Вх-уИ *У*

Seega

r , 1 JL 1т, »У1 lix-yll 
G(y,x) 2 Jt Rlx-yl

Analoogiliselt eelmisele artiklile saame arvutada

Joi Эв l 1 R2-  It I2
* l x e s * 3 i n l w ,a - - 2 i s - ^ -

Nii saame Poissonl valemi

u(y) * ~  f ln f(x)dx + (ä-T-Jyj ra(x)dS
2ftJ Rllx-yü 2KR J (l x—у fl V

3
ülesande (14) lahendi jaoks.

ülesanne 4 . Olgu и harmooniline kahemõõtmelises piir­

konnas Q  , mis sisaldab kinnise ringi Ü  = U(y°,R), ning 

mittenegatiivne ringis U. Naidata, et siis selle funktsioo­

ni väärtused ringis rahuldavad nn. H a m a c k i  võrratust

f = | n ( y ° )  * u ( y )  < { £ £ u ( y ° ) ,  

kus P  * ly - y°| < R.

4. Dirichlet' välisülesanne kolmemõõtmelisel .juhul, 

Olgu Q  tõkestatud sidus piirkond, mida piirab kinnine pind

r 2
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Г, ning Q  piirkond, aia jääb sellest pinnast valjapools« 

Matemaatilise füüsika valisrajaülesannete korral nõutakse 

võrrandi lahendamist räliapiirkonnas Q' , kui rajatingimas 

on antud rajal Г . Vaatleme järgnevas Laplace*i võrrandi 

Dirichlet' vaiisulesannet, mille korral on rajal Г antud 

lahendi väärtused. Selle ülesande seade on mõnevõrra erinev 

kahe- ja kolmemõõtmelisel Juhul, mistõttu vaatleme neid jub- 

te eraldi.

Kolmemõõtmelisel (n * 3) nimetatakse Laplace'i

võrrandi Dirichlet' valianlaaMidelm järgmist ülesannet.

Leida funktsioon u € C(53') П mis piirkonnas Q' ra­

huldab võrrandit Au » 0, selle rajal rajatingimust 

u lp3 ^  ning laheneb ühtlaselt nullile, kui Ixl —►  00 , 

a.t. et vastavalt igale £ > 0  leidub R nii, et | u (x)|<£ 

alati, kui 8 x N > R.

Laplace'i võrrandi Dirichlet' valisülesande lahend 

kirjeldab näiteks statsionaarset temperatuurijaotust valjaa- 

pool mingit keha, mille pinnal on etteantud temperatuuri- 

jaotus.

Nõue lõpmatuses on oluline ülesande lahendi ainause 

kindlustamiseks. Järgmine lihtne naide naitab, et ilma sel­

le tingimuseta valisülesande lahend üldiselt poleks üheselt 

määratud. Olgu pinnaks Г kerapind S * S(0,R) ning sellel 

antud rajatingimus

u ls = Ho ■ const*

Seda tingimust ja Laplace'i võrrandit A u  « 0 rahuldavad 

välispiirkonnas Q' funktsioonid u ^ x )  * ja u 2 (x) -
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■*м (riinane § 20 teoreemi 1 põhjal), aga ka iga funktsi­

oon kujul

u - a u  .j + (1-a)u2 , kus a *  const.

■andest funktsioonidest ainult u 2 laheneb ühtlaselt nulli­

le, kui I x I — *> oo .

Märgime, at funktsiooni nimetatakse harmooniliseks tõ­

kestamata piirkonnas, kui ta selles piirkonnas rahuldab 

Laplace'i võrrandit ning laheneb ühtlaselt nullile, kui 

lx» oo.

Tuletame aprioorse hinnangu vaadeldava ülesande lahen­

di jaoks.

Teoreem 3 . Dlrichlet* ralisülesande

A u  * 0, x € iQ \  u |r * ^  » u(x) — 0, kui Их II -►oo 

lahendi jaoks kehtib aprioorne hinnang

)u(y)| <  max | Tf(x)| , у e Q  .
X e 9

Tõestus. Olgu u « С(£2')ПС (ß*) vaadeldava ülesande la­

hend ja £ suvaline positiiv­

ne konstant, ümbritseme piir­

konna 2  sellise kerapinnaga 

S ■ S(0,R), et |u(x)| < С , 

kui H xl > R. Tähistame pin­

dade Г ja S vahele jääva 

lahtise piirkonna . Et 

A u  а о piirkonnas Q-j, siis 

võrratuse (7 ) põhjal para-

|u(y)| 4 max (max |<у(х)| ,£), kui y €  ß - .
хеГ 0 1
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Et aga С on suvaline positiivne konstant тИng kerapinna 3 

raadiust voib soovi korral suurendada, siis

lu(y)| 4 mai ltf(x)l , y e  Q ' , 
x с Г 0

mis ongi teoreemi väiteks.

Tõestatud teoreemist järeldub Laplace*i võrrandi Di­

richlet * välisulesande lahendi ainsus ja stabiilsus.

Toepoolest, kui u ja u* on selle ülesande kaks suva­

list lahendit, siis nende vahe u - u* rahuldab seoseid 

4(u-u*) « 0 ,  x e £2 , u-u*|p * 0, u-u* — — v 0, kui |x|j -►oo. 

Seega teoreemi 3 põhjal

|u(y) - u*(y)l 4  0 ehk u(y) s  u*(y), kui у e ,

mis näitabki ülesande lahendi ainsust.

Lahendi stabiilauee naitamisel oletame, et u ja u on 

Laplace*i võrrandi Dirichlet' valisülesande lahendid vasta­

valt rajatingimuste u|p = ^  (x) ja u|p » у (x) korral. Siis 

nende vahe u - u on selle ülesande lahendiks rajatingiimse 

u-- ulp я Y  (x) - korral, mistõttu teoreemi 3 põhjal

max |u(y) - u(y)l< max ('у(х) - •
у € x e  Г

Viimane võrratus näitab, et vaadeldava ülesande lahend sõl­

tub pidevalt rajatingimusest.

ülesanne 5 . Näidata, et juhul, kui 52 on väljaspool ke- 

rapinda S = S(0,R) asuv piirkond, avaldub Dirichlet' valis- 

üleaande

Ли = 0, x € Q' , u|s = ^  (x), u(x) Uht1-» 0, kui ÄxD -*•<» 

lahend kujul
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üleвanne 6 . Toestada Liouville'1 teoreem, mis valdab, 

et kogu ruumis harmooniline funktsioon (Laplace'i võrrandi 

lahend, mis laheneb ühtlaselt nullile, kui If xl — ►  00 ) võr­

dub esmaselt nulliga.

5. Dirichlet* valisülesanne kahemõõtmelisel .juhul. 

Vaatleme nüüd Juhtu, kul n =» 2. Siis nimetatakse Laplace*i 

võrrandi Dirichlet* valisülesandeks järgmist ülesannet. Lei­

da funktsioon u € C(£') П C.^S?), mis väljaspool kinnist 

pinda Г paiknevas piirkonnas Q' rahuldab võrrandit 4 u  = 0, 

selle rajal rajatingimust u|f = ^  (x) ning on ühtlaselt tõ­

kestatud, s.t. leidub konstant N nii, et |u(x)| N, kui 

x € Q*.

Hagu näeme, on viimases ülesande seades tingimus lõpma­

tuses erinev võrreldes kolmemõõtmelise juhuga. Kui kolme­

mõõtmelisel juhul nõutakse lahendi ühtlast lahenemist nulli­

le, siis kahemõõtmelisel juhul nõutakse ainult lahendi tõ- 

kestatust lõpmatuses. Eelmises artiklis toodud näitest näe­

me, et kolmemõõtmelisel juhul lahendi tõkestatuse nõue ei 

kindlusta veel lahendi ainsust. Kahemõõtmelisel juhul osu­

tuks aga ühtlaselt nullile lähenemise nõue lõpmatusea liialt 

kitsendavaks nagu seda naeme artikli lõpul toodud näitest.

Näitame, et kahemõõtmelisel juhul kindlustab lahendi 

tõkestatuse nõue lahendi ainsuse.

Teoreem 4 . Dirichlet' valisülesandel 

Ди » О, хеЙ* , и |p =* (x), u(x) on tõkestatud ^
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ei saa olla kahte erinevat lahendit klaasis C(£ЙПС2 ($Й,

Tõestus. Olgu u ja u* vaadeldava ülesande suvalised 

lahendid. Teoreemi tõestamiseks näitame, et need lahendid 

peavad ühtima. Tähistame nende lahendite vahe z = u - u*. 

Siis

dz = 0, x e , z|r =*0 

ning leidub konstant N nii, et lz(x)l 4 N, kui x e Q! . Näi­

tame, et neid tingimusi rahuldav funktsioon z(x) peab sama­

selt võrduma nulliga.

Fikseerime punkti 

у e ß  ning valime raa­

dius ed r ja Й ( 0 < r < B )  

nii, et

U(y.r) ей с u(y,R>. 

Tähistame joonte Г ja

S * S(y,R) vahele jääva 

piirkonna £  1 (vt. Joo­

nis 22). Moodustame

ln

vR (x) * N

funktsiooni

Hx-y П 
r

Ilmselt vR € C2 ( Q 1). Teoreemi 1 põhjal paragrahvist 20 on

vR harmooniline piirkonnas Q  1. Et

Ja

|z(x)l = 0 <£vR (x), kui x e Г ,

|z(x)l <  N =» vR (x), kui x e S,
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vR (x) ± z(x) >  0, kui хеГ ja x £  S.

Kui reel arvestame, et v R ± z on harmooniline piirkonnas 

ß.,, siis võrratuse (6) põhjal paragrahvist 20 

v R (x) t z(x) > 0 ,  X €  Q  v

Seega

- vR (x) <  z(x) <  ▼r (x )

ehk

I Z (x)l <. VR ( x ) ,  X €  Q  у  

Viimase võrratnse abil pole enam raske teoreemi tões­

tada. Olgu x e  Q *  suvaline punkt. Siis

|z(x)| <  vR (x), kui R >  llxll.

Mi nn ea üle piirile R — > o o  , saame

|z(x)| <  0.

Seega z(x) <  0 ning järelikult ka u(x) в u*(x) kogu piir­

konnas £2 , millega teoreemi väide on tõestatud.

Tõestatud teoreemist järeldub, et näiteks Dirichlet' 

välisülesandel

A u  » 0, u c Q  , u | p a Y o  ~ const 

on kahemõõtmelisel juhul olemas ainus lahend u(x > kul

I « Q .  Kui ka kahemõõtmelisel Juhul nõuaksime, et Dirichlet' 

välisüleeande lahend läheneks ühtlaselt nullile lõpmatuses, 

siis y o 4 0 korral juba sellel ülesandel puuduks lahend.

eile
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22. B l h a r m o o n i l l n т о r r a n d

1• RsJaüleaande lahendi ainaда. Senini olema kasitle- 

nud 2. järku osatuletlstega diferentsiaalvõrrandeid. HaJfcen- 

duetee eelneb aga ka probleeme, mis taanduvad kõrgemat jär­

ku osatuletlstega diferentsiaalvõrrandite lahendamisele. 

Näiteks õhukese koormatud plaadi labipaine rahuldab nn. 

biharmoonilist võrrandit

» $(x),

milles kahemõõtmelisel juhul

»2 г Э2 Э2 \2 34u „ Э̂и Э̂и 
А u * C ~ p  + — 5 ) и ш j + 2 ■■ л ■ m + г—ж •

Эх* Эх| дх̂ Эх2Эх| Эх£

Seejuures rajatingimused näitavad plaadi kinnitusvllsi ser­

vades .

Olgu fi C H 11 tõkestatud piirkond tukati sileda rajaga П 

Vaatleme rajaülesannet

A 2u  - f(x), x e f i ,  u | r * y ( x ) ,  | ^ | r »<$(x), (1)

kus I“ on tuletis rajapinna Г välisnormaall suunas. Sells 

ülesande klassikaliseks lahendiks nimetame funktsiooni

и € С1(Й) П C^(S2), mis rahuldab ülesande (1) võrrandit ja 

rajatingimusi.

Näitame, et ülesandel (1) ei saa olla kahte erinevat 

lahendit hulgas C ^ ( S )  П C^(SŽ). Olgu и ja u* selle ülesan­

de suvalised lahendid. Siis nende vahe z ■ и - и* rahuldab 

seoseid

Д2, . 0 .  z|r - 0 ,  |Ь|г- 0 .
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l i l t u e ,  et viimaseid seoseid rahuldab ainult funktsioon 

b (z ) E  0, kai z « Q., Selleks rakendase funktsioonidele в 

Jt г « A i  teist Greeni ralemit

^  (s A v  - 1 v A  z)dz • j (■ - г |j*)dr .

St Ат ■ A 2* ■ 0, kui z « S  ning b | ■ 0 ja I 7 I » 0 ,  siie
ъ -- Г От I p

( A  e)2dz - 0,

millest Л в ■ 0, kui z ( Q  . St aga Laplace'i võrrandi Di-

richlet1 ülesandel A s  ■ 0, в I - 0 on olemas ainult tri-
T

riaalne lahend *(x) = 0 (vt. §18, art. 2), siis u(x)* 

b b * ( z ) ,  kui z с Q. , millega ülesande (1 ) lahendi ainsus 

oagi tõestatud.

2. Bih*r»»oQniliate funktsioonide esitamine harmooni­

liste funktsioonide abil. Järgnevas vaatleme homogeenset 

blbaraooalllst võrrandit

A2u  - 0

tõkestatud piirkonnas Q  kahemõõtmelisel juhul (n ■ 2). 

Selle võrrandi lahendeid u с C ^ ( Q )  nimetatakse piirkonnas 

Q  biharmoonillsteks funktsioonideks. Osutub, et biharmoonl 

Ilsed funktsioonid on tihedalt seotud harmooniliste funktsi 

oonidega.

Teoreem 1. Kui u 1 (z1 ,z2 ) ja u 2(x1 ,x2 ) on piirkonnas ö  

harmoonilised funktsioonid, siis funktsioon 

u ■ z 1u 1 + u 2 

on biharmoonlline piirkonnas Q  .

Toestus. Arvutame kõigepealt



Seega, kui u.j Ja u 2 on harmoonilised, siie

d u 1 ■
A ( x 1u 1) - 2 jj- (2)

3* Эп
•*2(l1a 1 + o 2 ) * 2 A j j ^ . 2 j | - i u 1 . 0 ,

millega teoreea ongi tõestatud.

Kui piirkond £  on selline, et iga x^-teljega paral­

leelne sirge lõikab selle rajajoont Г mitte enam kui kabes 

punktis, siis kehtib ka teoreemi 1 põõrdteoreem.

Teoreem 2 . Iga piirkonnas Q  biharmooniline funktsioon 

u avaldub kujul u » x^u1 + u 2 , kus u^ ja Ug on piirkonaas Q  

harmoonilised funktsioonid.

Toestus. Teoreemi toestamiseks tuleb näidata, et bihar- 

aoonilise funktsiooni u korral leidub funktsioon u.,, mis ra­

huldab tingimusi

A u 1 ■ 0, Д(и - x 1u 1) - 0. (3)

lendest tingimustest ja võrdusest (2) järeldub, et u 1 peab 

rahuldama seoseid

Эи-
А и - А (х^и )̂ ■ 2 .

Seda arvestades moodustame kõigepealt funktsiooni 

X 1

ü ^ x ^ x g )  * j  ^ A u ( 4 . x 2 ^d ^ » 1018 ( » » X g J e Q .

а
Et

S~ A Ü 1 - А = ^ A A u  - 0,

siis А u^ võib sõltuda ainult muutujast X 2'•

ox1 dx2 I



A u 1 - т(х2 ).

Moodne tame reel funktsiooni u ^ X g )  nii* etшкъаюош. u^vxg/ ш-i

4 d2^
A ü 1 * --- 1 ----- 'x2 )

ja valiae

Siis selline u 1 rahuldab tingi anai (3). Toepoolest,

Sellega on teoreem tõestatud.

Tõestatud teoreemides võib muidugi muutuja x 1 asendada 

muutujaga Xg. Polaarkoordinaatides kasutatakse veel kolman­

dat võimalust biharmoonilise funktsiooni esitamiseks. Nimelt 

analoogiliselt teoreemi 1 tõestusele saab naidata (teha se­

da! ), et funktsioon

on biharmooniline piirkonnas £  , kui u 1 Ja u ? on harmooni-

hul, kui piirkond ffi sisaldab nullpunkti ning iga nullpunk-

punktis, saab näidata, et iga biharmooniline funktsioon 

avaldub sellisel kujul.

3. Biharmoonilise võrrandi ra.laülesande lahendamine 

ringis♦ Olgu Q  * ü я U(0,R) ring Ja Г* S = S(0,R) ring- 

joon. Vaatleme rajaulesannet

A u 1 ■Au1 + Au., » v(x2) - t ( x 2 )  »  0, .

Эи-
A(u - x^u^) =» А и — 2 * 0.

и * (£2 - R2 )u1 + U2

lieed

tist lähtuv kiir lõikab selle piirkonna rajajoont Г uhes

Д2и 3 0, x e U ,  u|s 3 ^ ( x ) ,  | ü | ^  = £ ( x)> (4)
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milles x я (x-pXg). Otsime selle ülesande lahendit kujul 

u(y) - ф2 - H2 )U l (y) + u 2 (y)f 

kus у * (ylfy 2 ), <p" >yH ■ ^ y 2+y| ning u 1 Ja u 2 on ringis ü 

harmoonilised funktsioonid.

Et

4  * 0 3* Ч д - И|3 - 7 »

siis saame funktsiooni u 2 esitada Poissoni valemi (vt. §21, 

art. 3) abil

Пг<7) - i s  i f e £ * (l,dS-

Teisest rajatingimusest

2 e u i + ъг\ . *
Эи| _ Эи| _ 0 . ^^2

saame nõude
durti

2Ru, +
э<?

Otsime funktsiooni

d u p

mis rahuldab seda rajatingimust v| » 6 .  Vahetult saab kont-
s

rollida, et funktsioon v on harmooniline, kui u 1 ja u 2 on 

harmoonilised. Toepoolest, kasutades Laplace'i operaatori 

avaldist polaarkoordinaatides (vt. §13. art. 4). arvutame

1 Э / лЭил . 1 ^ v

гали, + i  [ < ? ^ ( |  -5^)] ♦ ф  (|-з #) 

Эи,
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Seega lea funktsiooni r saame esitada Poissoni valemi abil

v(y) - - 1- ( 5(x)dS.
2*S J II x-yH

Avaldame nüüd

U 1(T) ■ ä a ^ ' R ' s f 5 * 

. J L U _  f s!^fi!5(x)ds - - Ц  5 X ( ^ 4 ) T (',)d3] .
8HL2*a j |x_y 1,2 2KR j *?Vlx-y«2 1

Nii jõuame ülesande (4) lahendivalemini

(В2- 0 г ) r i ( x )
u (j, - - i s i = - p -  J

4*RZ J Ix-y»

»2

dS +

«. s ? = j d  J [ _ _ ц  + l g  L  ( £ = 4
2* R • Ix-yl2 2R2 Ix—уII •

kus у € Q  .
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