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Mittetriviaalsed kosmoloogilised lahendid f(Q) gravitatsioonis

Uldrelatiivsusteooriaga siimmeetriliselt teleparalleelse ekvivalendi gravitatsiooniteoorias,
tapsemalt f(Q) ehk modifitseeritud mittemeetrilises gravitatsiooniteoorias, on seni leitud kolm
peamist seostuse kordajate hulka, mis lahendavad universumi kiireneva paisumise probleemi.
Seniste lahendite leidmisel on eeldatud iihte siimmeetriatingimust, mida ei pea véljavorrandite
lahendamiseks tagama. Kéesolevas to0s loobutakse sellest siimmeetriatingimusest ning
leitakse iiks eelneva seostusega sarnane lahend, mis lahendab viljavorrandid sfdirilistele
koordinaatidele teisendatud McVittie’ meetrika puhul. To60s kasutatav meetrika omab
mittediagonaalseid elemente, mis tulenevad sfiirilistele koordinaatidele {ile minemisest ning

ainult universumi kiireneva paisumise probleemi uurimiseks musta augu massi kaotamisest.
Mairksonad: Siimmeetriliselt teleparalleelne gravitatsioon, kosmoloogia

CERCS: P190 - Matemaatiline ja iildine teoreetiline fiiiisika, klassikaline mehaanika,

kvantmehaanika, relatiivsus, gravitatsioon, statistiline fiilisika, termodiinaamika

Nontrivial cosmological solutions in f(Q) gravity

Thus far three main sets of cosmological solutions have been found in symmetric teleparallel
equivalent of general relativity and in particular in f(Q) or modified non-metric gravity, all of
which have assumed a symmetry condition that needn’t be satisfied to solve the field equations.
In this work the symmetry condition is dropped, which allows to find a connection similar to
one solution found earlier, which solves the field equations with a McVittie metric in spherical
coordinates. This metric has nondiagonal elements and by vanishing the mass of the black hole

we are working only on the problem of accelerating expansion of the universe.
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Sissejuhatus

1915. aastal Albert Einsteini poolt avaldatud iildrelatiivsusteooria eesmirgiks oli seletada
gravitatsiooni aegruumi geomeetriaga. Tdpsemalt kasutati esialgu selleks aegruumi koverust.
Kuna ka siiski aegruumi koverus ei suutnud seletada koiki universumis toimuvaid néhtuseid,
siis lisna kiiresti leiti ka teised aegruumi geomeetriat kirjeldavad suurused, véidne ja
mittemeetrilisus. Nendest gravitatsiooniteooria formuleerimiseks ldks siiski rohkem aega,
nimelt meetrilise teleparalleelse gravitatsiooniteooria avaldasid C. Pellegrini ja J. Plebansk
aastal 1962 [1] ning stimmeetrilise teleparalleelse gravitatsiooniteooria J. M. Nester ja H.-J. Yo
alles aastal 1998 [2]. Kuigi erinevaid teooriaid on pdhjalikult uuritud, siis sitamaani pole leitud

tihtegi konkreetset teooriat, mis lahendaks koik olukorrad samaaegselt.

Kuigi meile teadaolev iildrelatiivsusteooria suudab aegruumi kdveruse abil seletada néiteks
piikesesiisteemi planeetide liikumist ja sealhulghas algselt anomaalse Merkuuri orbiidi, siis
nditeks iiheks murekohaks on must auk ehk tugeva gravitatsiooni vOimupiirkond, kus
ildrelatiivsusteooria jirgi peaks tekkima singulaarsus, mis aga rikub FEinsteini poolt
postuleeritud ekvivalentsusprintsiipi, mis véidab, et kiirendusega liitkuv taustsiisteem on
samavidrne gravitatsioonivéljaga. Seetdttu ei saa lildrelatiivsusteooria olla universaalselt
kehtiv gravitatsiooniteooria. Seega modifitseeritud gravitatsiooniteooriate, kuhu hulka kuulub
ka f(Q) ehk modifitseeritud mittemeetriline gravitatsioon, eesmirk on leida seoseid
ildrelatiivsusteooria ddrealadel, mis viiks sammu ldhemale vilja iihendteooriale. Teiseks ei
suuda iildrelatiivsusteooria seletada universumi kiirenevat paisumist ilma eksootilise tumeda
energiata. See on iiks iildrelatiivsusteoorial pohineva Lambda-CDM (Lambda cold dark

matter) mudeli probleemidest.[3]

Antud t60s kasutatakse eelmainitud modifitseeritud mittemeetrilist gravitatsiooniteooriat
(edaspidi f(Q) gravitatsioon), mis kuulub iildrelatiivsusteooria siimmeetriliselt teleparalleelsete

ekvivalentide (URTSTE) hulka. Seda teooriat kasutatakse, et otsida lahendeid universumi



kiireneva paisumise probleemile. Seni on leitud f(Q) gravitatsioonis vaid diagonaalse
meetrikaga lahendeid universumi kiireneva paisumise probleemile [4]. T60 hiipotees on, et
f(Q) gravitatsioonis leidub ka mittetriviaalseid kosmoloogilisi lahendeid, milles vdivad
avalduda uued gravitatsiooni geomeetrilised voi fiilisikalised omadused. Mittetriviaalsed
lahendid selle t66 kontekstis tdhendavad, et lahendi aluseks olev meetrika sisaldab
mittediagonaalseid nullist erinevaid elemente ning lahendi seostus ei rahulda seostusest Lie
tuletise nulliks votmist, ehk iihte teooriat kirjeldavat siimmeetriatingimust, mille rakendamine
ei ole viljavorrandite lahendamiseks noutud [S]. Need lahendid voivad viia lihemale esiteks
aegruumi gravitatsiooniteooriale, mis lahendab koik olukorrad iiheaegselt, ning teiseks vilja
tihendteooriale, = mis suudaks seletada gravitatsiooni igas suurusjargus alates

elementaarosakestest universumi suuruseni.

Toos tehtud arvutuste tegemiseks ja lahendite leidmiseks kirjutatati arvutiprogrammi kood
Wolfram programmeerimiskeeles, mis lihtsustab pikkade ja keerukate arvutuste teostust.
Koodiks kasutatakse xAct paketti, mis sisaldab gravitatsiooniteooriaga tegelemiseks vajalikke
funktsioone, ning xCoba laiendust, mis vOimaldab sisestada konkreetsete tensorite, nagu

meetrika ja seostus, elemente ning seekaudu kontrollida lahendeid.



1 Ulevaade teooriast

Kéesolevas peatiikis tutvustatakse teooriat, mida on vaja, et otsida mittetriviaalseid lahendeid
universumi kiireneva paisumise probleemile f(Q) gravitatsioonis.  K®&ikides allolevates

valemites on kasutatud Einsteini summeerimiskokkulepet.

1.1 Uldrelatiivsusteooria

Uldrelatiivsusteooria, ehk esimene viljapakutud aegruumil pdhinev gravitatsiooniteooria,
seletab gravitatsiooni aegruumi koveruse kaudu. Esmalt tuleb luua suurused, millega on
voimalik kirjeldada neljadimensionaalset (kolm ruumidimensiooni ning aeg ehk aegruum)
ruumi. Koikide gravitatsiooniteooriate puhul (sealhulgas f(Q)) on tehtud eeldus, et teooria on

invariantne koordinaatide muutusel. Esiteks defineerime meetrika elemendid

ds* = gagdxadxﬁ, (1)

kus g,p on meetrika, dz on infinitesimaalne koordinaadi muutus ning ds on infinitesimaalne

nihe. Meetrika komponentide teisenemisvalem:

Oz, Oxp
o' /= -~  Yap- 2
9o’ . 8x5/g % ()
Seejdrel defineerime seostuse, mis kirjeldab koordinaadistiku muutust ruumi eri punktides:
o o*¢v 0z
I 3)

Iyl =

a OxH dxv 9"’
/ . . . .

kus I'“,,,, on seostus, x on koordinaat ning { on baasivektor.  Seostuse kordajate

teisenemisvalem on vastavalt:

re  _re Ox® Ozt dx” N Pxv Ox®
WYL g g 9 Dae Oz D

Uldrelatiivsuse puhul kehtib lisaks vordus

“4)




1

Faaﬁ - éggu(gﬁu,a + Gua,p + ga,@,u)a (5)
kus on osatuletise jaoks kasutatud tdhistust
agaﬂ
Gop,pu = Oxh = OnGagp, (6)

mida nimetatakse Levi-Civita seostuseks. Radkides selles peatiikis edasi konkreetsemalt

aegruumi koverusest, on vaja defineerida Riemanni kdverustensor:

RU)\;W = FU)\V,,u - FU)\,u,V + Fp)\urop,u - Fp)\,urgpuu (7)

kus R?),, on Riemanni koverustensor. Selleks, et leida tldrelatiivsusteoorias viljavorrandid,

millega lahendada gravitatsioonilisi probleeme on vaja defineerida Ricci tensor

Raﬁ = Ruaﬁy (8)

ning Ricci skalaar

R:= R, = ¢*’R,p. 9)

Viljavorrandid leitakse Einsteini-Hilberti mojufunktsionaali

1

Spny = — | d'z/—gR+ S, (10)
252 7

kaudu, kus x? = 87Gy, Gy on Newtoni gravitatsioonikonstant ning ja d*z/—¢ on invariantne

ruumielement. Einsteini tensor on defineeritud kui

GM = R™ — %g‘“’R (11)

ning sellest tulenevalt véljavorrandid on kujul [6]

1
R, — §9uvR = 8nT,,, (12)
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kus 7}, on mateeriatensor ehk energia-impulsi tensor, mis avaldub kujul [5]

2 05y,

__ 2 Oom 13
V=g 0g* (1

,I';w -

kus S,,, on mateeria mdjufunktsionaal.

1.2 Affiinse meetrilisuse teooria ning mittemeetriline gravitatsioon

Nagu eespool mainitud, siis ildrelatiivsusteooria eelduseks on, et seostus sOltub ainult
meetrikast, vaata valem (5). Uldise affiinse seostuse puhul, mis hdlmab nii kdverust, viinet ja

mittemeetrilisust, kehtib laiendatud valem

F)\MV = FAMV + K)\uu + LA;U/) (14)

kus T, on kdverust kirjeldav Levi-Civita seostus, K*,, kirjeldab véinet ning L*,, on
disformatsiooni tensor, mis kirjeldab mittemeetrilisust. Eeltoodud valemi jirgi on néha, et
gravitatsioon voib soltuda koigist kolmest aegruumi geomeetrilisest omadusest korraga voi
valikuliselt osadest neist. Lihtsaim on uurida siiski iihte omadust korraga, valides iilejdinud
kaks selliselt, et need hajuvad viljavorrandite leidmisel.  Sellise summa kirjutamise
voimalikkus néitab, et teooriad on vektori teleparalleelsel transpordil ekvivalentsed, sellest
tulenevad ka teooriate nimetused. Kiesolevas t60s uuritakse aegruumi mittemeetrilisust,
mistottu voetakse védnet kirjeldav tensor eelnevas valemis vordseks nulliga ning valitakse

selline Levi-Civita seostus, mille puhul affiinne seostus on tasane.

1.2.1 Uldrelatiivsusteooria siimmeetriliselt teleparalleelne ekvivalent

Mittemeetrilisust kirjeldab mittemeetrilisuse tensor, mis on kovariantne tuletis meetrikast, ehk

avaldub kujul

Qpuv = VoG = OpGw — fﬁupgﬁu - fﬁvpguﬁ (15)



, kus tasane ja viindevaba seostus on kirjeldatav valemiga [7]

~ ox®
.5 = 8—86’“6’58, (16)

kus &2 = (f1(t,x,y, 2), fa(t, z,y, 2), f3(t, 2,9, 2), fa(t,x,y, 2)) on tasast seostust genereerivad
funktsioonid, ning disformatsiooni tensor kujul [8]
1

1
Q(QA;AV - QQ(VAM)) - Eg)\ﬂ(_QuBV - Quﬁu + Qﬁ/w) = L>\l/,u' (17)

L)\

uv

Lisaks on tarvis sisse tuua superpotentsiaal ehk mittemeetrilise tensori kaaskompleks P*? , [4]:

1 -
PP, = Z(—Q% +297Q % + 6°,,(Q% — Q%) — 80,Qu9™), (18)

kus 0“5 on Kroeneckeri delta ning mittemeetrilisuse tensori jéljed on vastavalt [7]

Q* = g""Qp = 9*° 9" Qv (19)
Q" = g*°Qs = 9*° 6" Q- (20)
Seega,
Py = Q%+ QP+ Q4 500 Qi — Qo) .
— 5070 Qun + 5276 Q).

Niiiid on vdimalik avaldada Ricci skalaariga ekvivalentne mittemeetrilisuse skalaar Q [7]:

Q= —Q.. " P",. (22)

Kuna valemites esineb mittemeetrilisuse tensor erinevates indeksite asetuses, tuleb kasutada



vastavaid valemeid:
Q%w = 9" Qs = VG,
Q") = 9" Qopy = 9""Vagp = =9 Vag"’,
Qap” = 9" Qapp = 9""VaGup = =9upVag™,
Q) = 979"V 390 = 9"V Gp = =g V9", (23)
Q% =99V sgup = 9"V Gup = — 9V 9",
Qa"" = 99" Vagoe = =9 9o Vag” = =Vag",
QUM = —Vigh.
Mittemeetrilise ~ gravitatsiooni ~mojufunktsionaal on ekvivalentne Einsteini-Hilberti
mojufunktsionaaliga valemis (10), kus on tarvis asendada koveruse skalaar R

mittemeetrilisuse skalaariga @ [4]:

1
StrrrsTE = ﬁ/v d'z/=9Q + Si. (24)

Eelnev valem on vdimalik timber kirjutada Ricci skalaarile valemi [9]

R=Q+V,.(Q"— Q" (25)

abil, kus V . on Levi-Civita kovariantne tuletis ning kus summa teine liige on &direliige ning ei
mojuta viljavorrandeid. Sellele vastavad meetrilised viljavorrandid on [5]:
2
\/——_g
kus siimmeetriline tensor g, on [5]

_9Q
= 5w

1
Va(v _gPa,ul/) T Quv — §quu = kT, (26)

Qv = Pujap@n)®™” = 2P (,Qagip)- (27)

Seostuse viljavorrandid avalduvad lihtsustatud kujul [5]

V.V, (v/=gP" ) = 0. (28)

Kolmes eelnevas valemis on tehtud muudatus allikast \/|g| = /—g¢ eeldusel, et Det(g) on

negatiivne.



1.2.2 Modifitseeritud mittemeetriline gravitatsiooniteooria

Eelmises alapeatiikis kirjeldatud teooriat on voimalik laiendada, kui mojufunktsionaalis (24)
asendada mittemeetrilisuse skalaar vabalt valitud funktsiooniga Q@ — f(Q), mis on edaspidi

tahistatud kujul f. Seega uus mojufunktsionaal on [10]

1
51 = 3.3 g d'z/=gf + Sm, (29)
4
kusjuures kui fo = % = 1Vvdi foo = (%’; = 0, on tegu jdllegi tldrelatiivsusteooria

simmeetrilise teleparalleelse ekvivalendi gravitatsiooni mojufunktsionaaliga valemis (24).
Sellele mojufunktsionaalile vastavad lihtsustatud meetrilised véljavorrandid, mis saadakse
mojufunktsionaali varieerimisel meetrika jirgi, on [7]
2
\/T—g

Need véljavorrandid voib ka kirjutada soltuvana Einsteini tensorist jargmiselt:

1
Va(V=9foP™) + 500 + [oP*** Quag = K°T}. (30)

1
fQG/.LV + 2fQQP>\,U,Va)\Q + §g/w(QfQ - f) = K27:w‘ (31)

Seostuse viljavorrandid on leitud vastavalt mojufunktsionaali varieerimisel seostuse jirgi [7]:

VNV,/(\/—_ngP“Va) =0. (32)

Siinkohal on vdimalik tdestada, et kui meetrilised véljavorrandid lahenevad, siis automaatselt

lahenevad ka seostuse viljavorrandid.

1.3 Kosmoloogia

Uks iildrelatiivsusteooria probleeme on Lambda-CDM mudel, mille iiks osa on universumi
kiirenev paisumine. Seda on piiiitud seletada tumeda energiaga, ehk millegagi, mida ei ole
voimalik kittesaadava tehnoloogiaga niha ega tuvastada. Kehtiva teooria kohaselt peaks tume

energia omama negatiivset rohku, mille voimalikkust pole seni tdheldatud iihegi vaatluse voi
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eksperimendiga. Seevastu kui oleks vdimalik ka universumi kiirenevat paisumist seletada
gravitatsiooniga, oleksime jille sammu ldhemal ko&ikehdlmavale teooriale.  Universumi
kiireneva paisumise probleemi eeldus on, et koordinaatide muutusel ehk igas ruumipunktis

peab paisumine olema sama ning lahend kehtiv.

1.3.1 Friedmanni-Lemaitre’i-Robertsoni-Walkeri meetrika

Universumi kiireneva paisumise geomeetriat kirjeldatakse tavaliselt

Friedmanni-Lemaitre’i-Robertsoni-Walkeri meetrikaga (edaspidi FLRW) [9]:

ds* = —dt* + a*(t)(dr* + r*df* + r* sin® 0d¢?), (33)

kus a(t) on paisumise tegur. Universumi kiireneva paisumise probleemi voib kirjeldada sellisel
kujul, kui arvestada, et universum on suures mastaabis homogeenne ja isotroopne. Neid kahte
tingimust tagavad antud meetrikale vastavad Killingi vektorid, mis on tuletatud meetrika Lie

tuletisest: [11]
E&Quu - gaaaguu + augggm/ + augaguaa (34)

kus £7 on Killingi vektorid ja L, tihistab Lie tuletist modda Killingi vektoreid, vottes selle
tuletise vordseks nulliga:

Leg = 0. (35)

11



FLRW meetrikale vastavad Killingi vektorid on [9]:

e, = (0. xsin(e) cos(0), ¥ cos(o)cos(), - 22 ). G6w
ét, = (0. xsin(®)sinfe). X cos)sin(0), - L), G6b)
g = (0, x cos(6), —§sm(9),o> , (36¢)
gho= (0,0,sin(qﬁ), fzfl(((gg) , (36d)
&, = (0,0, cos(0). f;I;(((z))) , (36e)
fﬁz =(0,0,0,-1), (36f)

(362)

kus x = v/1 — kr? ning k on kdverust kirjeldav tegur, ehk tasase aegruumi puhul £ = 0 ning

x = 1.

1.3.2 McVittie’ meetrika

Eelmises peatiikis kirjeldatud FLRW meetrika on algselt tuletatud Cartesiuse
koordinaatsiisteemis McVittie’ meetrikast [12]

ds? = (27122 (1 Z pya2()da, (37)

IL+p

mis kirjeldab korraga nii musta auku kui universumi kiireneva paisumise probleemi, kus p =
m(2a(t)|x|)~!, de? = dz* + dy? + dz* ning m tihistab musta augu massi. Kaotades antud
meetrikast musta augu ning viies selle lile sfiirilistele koordinaatidele saadaksegi eeltoodud
FLRW meetrika, valem (33).
Viies McVittie’ meetrikaga 14bi koordinaatteisendus R = (1 + p)2a(t)x, ehk viies iile
sfadrilistele koordinaatidele, kus R sisaldab soltuvust ajafunktsioonist a(t), saame

mittediagonaalse musta augu ja kosmoloogia geomeetriat iseloomustava meetrika [12]
2H(t)R dR?
OF _ jpap— 4 _ R*Q,  (38)

V1=2m/R 1—2m/R

12

2
ds* = <1 — % — H(t)QRQ) dt* +



kus dQ? = df? + sin®60d¢?® ning H = % on Hubble’ funktsioon. Universumi kiireneva

paisumise probleemi uurimiseks kaotame taaskord musta augu, seega alles jdéb:
ds* = (1— H(t)’R?) dt* + 2H(t)RdR dt — dR* — R*dQ°. (39)

Viies Killingi vektoriga 1dbi sama koordinaatteisenduse saame sellele meetrikale vastavad

Killingi vektorid:

g = (0, a(t) sin 6 cos ¢, alt) Coj_f cosg. “g)sinf) , (40a)
& = (O,a(t) sin fsin o, “0 CO]S; sing. agsiczsf) : (40b)
g = <0,a(t) cos 6, —&;ne,o) , (40c)
g = (o, 0, sin ¢, E;Sl?) , (40d)
e = (0,0,Sin é, %) , (40e)
¢t =(0,0,0,—1). (40f)

Lie tuletis ka McVittie’ meetrikast peab olema null sdltumata koordinaatsiisteemist, kuna see

on otseselt seotud FLRW meetrikaga, ning arvutus kinnitab seda.

1.4 Mittetriviaalsete lahendite otsimine

Lisaks meetrika Lie tuletise nulliks votmisele on sageli rakendatud lahendite otsimisel ka

seostusele Lie tuletist [11]
ﬁgf*“ vp — E'Uao_f‘ﬂ vp T aafuf‘a vp + aygaf\u op T apfafw vo + 0,0pE" (41)

ning voetud see vordseks nulliga

LeTH,,=0. (42)

13



See tingimus on teooriat kirjeldav siimmeetriatingimus, mis ei ole ndutud véljavorrandite
(valemid (31) ja (32)) lahendamisel. Kéesoleva to6 kontekstis nimetatakse mittetriviaalseks
lahendit, mille aluseks olev meetrika sisaldab mittediagonaalseid nullist erinevaid elemente
ning mille seostus ei rahulda eeltoodud tingimust, ehk Lie tuletist sellest modda Killingi

vektoreid ei ole null. [5]
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2 Seni leitud lahendid

Selles peatiikis on vilja toodud avaldamise ajale eelnevalt leitud kosmoloogilised lahendid f(Q)

gravitatsioonis.

2.1 Kolm peamist lahendite komplekti

See alapeatiikk pohineb tiielikult allikal [9], millest osad elemendid on algselt allikast [13].
Kolme lahendite komplekti leidmisel on kasutatud eelmises peatiikis mainitud eeldust, et Lie
tuletis seostusest modda Killingi vektoreid on samuti null. Nende lahendite leidmisel on

kasutatud sfidirilistes koordinaatides FLRW meetrikat valemi (33) kujul. Lahendites on
v(t)

kasutusel funktsioon v = (), mis on médratlemata ajafunktsioon ja 7 = a(D? ehk {imber
skaleeritud ajafunktsioon. Need lahendite komplektid on:
Esimene lahendite komplekt:
Seostuse kordajad:
v() 0 0 0] [0 O O 0 0 00 0 00 O 0
fo 0O 00 0] (0 0 O 0 0 0 % 0 00 O %
" 0 000|000 - 0 010 0 00 0 coth
0 00 O0[[00 0 —rsin®0| [0 0 0 —sinfcosf| [0 L cotd O
o S S S (43)
Mittemeetrilisuse skalaar:
Q = —6H> (44)
Viljavorrandid:
(6H* = Q)fo + f =2, (452)
—4HQfoq + (Q — 4H — 6H?) fo — [ = 2x%p, (45b)
p+3H(p+p) =0. (45¢)
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Teine lahendite komplekt:

Seostuse kordajad:

B +IF 00 0/ [ 0 ) 0 0
~ 0 00 0 0 0 0
P (1)
0 00 0 0 0 —r 0
0 000 0 0 0 —rsin®d
0 0 ~(t) 0 0 0 0 ()
0 o0 L 0 0 0 0 1
T r (46)
vt 0 0 0 0 0 cotd
0 0 0 —sinflcos@| [y(t) L cotd 0O
Mittemeetrilisuse skalaar:
Q= —6H?+9H~ +3%. 47)
Viljavorrandid:
3Q7 foq + (6H> = Q) fo + f = 2x%p, (48a)
(3Qy —4HQ) foq + (Q — 4H — 6H?) fg — f = 2k>wp, (48b)
.92 . .
31(Q"faga + (@ +3HQ) fag) =0, (480)
p+3H(p+p)=0. (48d)

Kolmas lahendite komplekt:
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Seostuse kordajad:

_ae 0 0 00 0 0
v(t)
N 0 t 0 0 00 0 0
P, (1)
0 0 ry(t) 0 00 —r 0
0 0 0  72y(t)sin?d| |0 0 0 —rsin’f
00 0 0 00 0 0
00 1 0 00 0 1
T T (49)
0 X0 0 00 0 cotd
0 0 0 —sinfcosd 0 = cot@ 0
Mittemeetrilisuse skalaar:
Q= —6H*+9H7 + 37. (50)
Viljavorrandid:
—37Q fao + (6H> — Q) fo + f = 2x%p, (51a)
(q‘n _ 4HQ> foo + (Q Y. 6H2) fo—f=2x%, (51b)
_ . 2 o _ . s .
~37Q" faao — 3 (YQ +5H7Q +2Q3) fag =0, (510)
p+3H(p+p)=0. (51d)

2.2 Alternatiivse lahenemisega lahend

Kiesoleva t60 kirjutamise jooksul, 29. aprill 2024 avaldati artikkel [14], kus esitleti lahendust,
mille tuletusel kasutati Cartesiuse koordinaatsiisteemis FLRW meetrikat kujul

ds® = —dt* +a(t)* ) (da')’. (52)

1=1,2,3
Seostuse leidmiseks kasutati valemit (16), kus genereerivateks funktsioonideks valiti £ = b(t),

£ = 2" ning tekkiv seostus oli kujul

[0 = ~(t) = ——=2, iilejaanud = 0. (53)



Mittemeetrilisuse skalaar:

Viljavorrandid:

Q= —6H"
£+Qb=2#m
T Qi+ 2Mifo +1QH faq = 2%,

p+3H(p+p) =0.
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3 Too kaik

3.1 Mittehomogeenne lahend

Lahendit hakati otsima alustades mittediagonaalsest meetrikast, nagu on ndidatud valemis (39).

Sellele vastav energia-impulsi tensor on:

H*pR?>+p —HpR 0 0
—HpR 0 0
T, = b b ) (56)
0 0 pR? 0
0 0 0 pR?sin?0

Seostust hakati otsima eesmirgiga, et Lie tuletis sellest modda Killingi vektoreid ei oleks null.
Enne viljavorrandite arvutamist kontrolliti koodiga, et meetrikale ja seostusele vastava
Riemanni tensori kdik elemendid oleksid nullid. Esialgu katsetati olemasolevate lahendite
seostustega, lisades ja eemaldades nendest elemente, aga viljavorrandid viisid jédreldustele, et
juurde lisatud funktsioonid peavad olema vordsed nulliga ning #dra voetud funktsioonid ei
voimaldanud lahendada viljavorrandeid. Seejdrel prooviti tuletada seostuse kordajad valemist
(16) genereerivatest funktsioonidest, votteks nendeks algselt abstraktsed funktsioonid, millel

igal oli iiks argument:

" = (1(1), fa(R), f5(0), f1(¢)) (57)
ning nendest moodustus seostus elementidega
- _ A - _ Ja(R)
My =) = 524, Ty = a(R) = 7,
00 = Y(t) f1(t) 1= «o(R) J_C_Q(R) -
22y 300) ms o fald)
[y = B(0) = 70 [P35 =6(¢) = () tilejadnud = 0.

Proovides lahendada viljavorrandeid on niha, et sellise seostuse puhul peab 6(¢) = 0, 5(0) =

cot 6. Selliste abstraktsete funktsioonide puhul tuli skalaari @ kujuks

2 . .
Q =3vH —6H” + T3~ 2H +aRH. (59)
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Kuna universum on suures mastaabis homogeenne, nagu kinnitavad vaatlused, peab ka
mittemeetrilisuse skalaar () olema ainult aja, mitte radiaalse suuruse funktsioon (et viltida
olukorda, kus igas punktis kiitub teooria erinevalt). Eeltoodud skalaar aga sisaldab mainitud
radiaalset komponenti, mistottu selline lahend on mittehomogeenne, ehk selliste konkreetsete

genereerivate funktsioonidega ldhenemine ei toimi adekvaatse lahendi leidmiseks.

Leiame siiski selle mittehomogeense lahendi lineaarselt sdltumatud véljavorrandid ning

mateeria pidevuse vorrandi:

f+6foH? — foQ = 2kp, (60a)
—f = 6foH? + foQ — 4foH = 2kp, (60b)
p+3H(p+p) =0. (60c)

Nagu niha vordlusest koigi eelnevate lahendite viljavorranditega siis need ei kattu ning veel
enam ei sisalda teist tuletist modifitseerivast funktsioonist f. To0s leitud seostus vdib paista
sarnane seostusega (53), aga seostuse (58) elementi 3, 3, 3 ei ole vdimalik nulliks sundida.

Kahte esimest neist on voimalik lihtsustada, saades uued kolm véljavorrandit:

f+6foH? = foQ = 2kp, (61a)
—4foH = 2(p + p), (61b)
p+3H(p+p) =0, (61c)

millest on voimalik avaldada f¢ kujul

K(p + p)
= —— 62
fa o7 (62)
ning asendada valemisse (60a), andes kahe vorrandiga siisteemi:
+p)
— (6H? — ’"””(7';.:2%, 63a
f=( Q=g p (63a)
p+3H(p+p) =0, (63b)
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millest saab omakorda avaldada f kujul:

ptp
=r(2p+ (6H - —) : 64
F=r (2 o - @ (64
Niiiid on vdimalik avaldisse tagasi asendada mittemeetrilisuse skalaar Q:
2 . N
=r(2p+ (12H* —3yH — — +2H — aRH)— | . 65
f m(p+( Y 7t a )2H> (65)

Sellest valemist on niha, et funktsioon f sdltub Hubble funktsioonist, selle ajalisest tuletisest,

vabalt valitud gammafunktsioonist, radiaalkoordinaadist R ning selle abstraktsest funktsioonist

a(R).

3.2 Teine lahend

Kuna kirja pandud koodi peab esmalt katsetama teadaolevate lahenditega, siis kerkis esile liks

teistmoodi lahend. Katsetusel valiti meetrikaks McVittie’ meetrika kujul (39) ning esimene

i
a(t)

a(t) ei ole sama funktsioon mis a(t), mis esineb meetrikas peidetud kujul H = %) valesti,

seostuse kordajate komplekt kujul (43), millele rakendati koordinaatteisendust r = (siin

asendades selle otse seostusesse, mitte ldbides seostuse koordinaatteisendust kujul (4). Seega

seostus voeti kujul

vt 0 0 0| |0 0 0 0
N 0 00 0|00 0 0
e =
nuv
0 00 0] [0 0 —R/a(t) 0
0 00 0|0 o0 0 —Rsin?6/a(t)
0 0 0 0 0 0 0 0
0o o @ 0 o o o °®
R R . (66)
0 2 0 0 0 0 cotf
0 0 0 —sinfcosf| |0 % cot 0 0
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Seostusest voeti Lie tuletis valemi (41) jargi ning leiti, et see on null vaid Killingi vektorite
(40d-f) puhul, seega ka see meetrika ja seostuse kombinatsioon on selle t66 kontekstis

mittetriviaalne.

Selle meetrika ja seostuse kombinatsiooni Riemanni tensori arvutusest (7) oli nédha, et tasase
seostuse saamiseks tuleb seostuses votta «(t) = 1. Sellisel juhul mittemeetrilisuse skalaariks

sal

Q = 3H~. (67)

Et saada sellest teooriast iildrelatiivsusteooria ekvivalent, peab skalaar sisaldama liiget —6H?2,

ehk vaba gammafunktsioon ~y(¢) on siinkohal véimalik fikseerida:

(1) = =2H(1), (68)

seega mittemeetrilisuse skalaariks sai tdepoolest

Q= 6K’ (69)
ning viljavorrandid
6foH? — foQ = 2p, (702)
—f = 6fqH* + [qQ — 4foH = 26p, (70b)
p+3H(p+p) =0, (70c)
mida saab lihtsustada kujule
—f = AfoH =2k(p + p). (71a)
6foH? — foQ = 25p, (71b)
p+3H(p+p) =0. (71c)

Jallegi on niha, et leitud viljavorrandid ei kattu iihegi eelnevalt leitud lahendi véljavorranditega

ning mitte ka eelmises alapeatiikis toodud mittehomogeense lahendi véljavorranditega. Uurime
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vorrandisiisteemi edasi, avaldades vorrandist (71b) fo

2Kkp

le=%m—q

ning asendades selle vorrandisse (71a):

8kp -
————H =2

p+3H(p+p) =0.

_f_

Viimaks asendame vorrandisiisteemi mittemeetrilisuse skalaari (69):

2kp -
3= 26(p + p),

p+3H(p+p) =0,

ning leiame modifitseeriva funktsiooni f kuju:

H
f:—QK(p+p<1+W>).

(72)

(73a)

(73b)

(74a)

(74b)

(75)

Kuigi lahend on leitud kogemata, tehes valesid eelduseid, siis seostus antud meetrika puhul on

tasane ning véljavorrandid lahenevad. Veelgi enam, see on uus lahend, kuna ei ole otseselt

tuletatav iihestki teisest eelnevalt leitud lahendist, ning lisaks . Sellel pohjusel on kasulik antud

lahendit ka edasises teadustoos uurida.
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4 Arutelu ja kokkuvote

Kéesolevas to0s loobuti seostusest Lie tuletise nulliks votmisest mooda Killingi vektoreid,
mille kohta t66 alustamise hetkel polnud veel iihtegi artiklit avaldatud. Kuigi veidi enne
kiesoleva too 10petamist avaldati artikkel, kus kasutati {ihe lahendiga véga sarnast l1ihenemist
lahendite otsimisele, siis mdlema too tulemused olid siiski erinevad, mis niitab, et suure
toendosusega leidub f(Q) gravitatsioonis veel kosmoloogiliste lahendite komplekte. Esimese,
mittehomogeense lahendi aluseks voeti mittediagonaalseid elemente omav McVittie’ meetrika.
Seostus moodustati tasast seostust genereerivatest funktsioonidest £# ning saadi kolme
diagonaalset elementi omav seostus, mida ei ole voimalik tuletada {ihestki eelnevast lahendist.
Lisaks leiti selline mittemeetrilisuse skalaar ning viljavorrandid, mis ei kattunud iihegi eelneva
lahendiga, kuid sisaldasid radiaalset komponenti, mis rikub universumi homogeensust. Kuigi
antud lahend osutus valeks, siis tasub edaspidi uurida vOimalusi selle lahendi kehtivaks

muutmiseks.

Teises, tdeseks osutunud lahendis kasutati samuti mittediagonaalsete elementidega McVittie
meetrikat sfddrilistes koordinaatidest. Seostus tuletati eelnevalt leitud esimesest seostuse
kordajate hulgast ning Lie tuletis sellest médda vastava koordinaatteisenduse 1dbinud Killingi
vektoreid oli samuti null, seega tegemist oli mittetriviaalse lahendiga. Leiti sellele meetrika ja
seostuse komplektile vastav mittemeetrilisuse skalaar ja viljavorrandid, mis ei kattunud iihegi
eelneva lahendiga ega ka eeltoodud mittechomogeense lahendiga, seega to6 hiipotees, et leidub
mittetriviaalseid kosmoloogilisi lahendeid, osutus tdeseks. Ka seda lahendit tasub kindlasti
tulevases teadustoos edasi uurida, ehk mis on selle fiilisikaline tdhendus ning millised on selle

implementatsioonid meile teadaolevale gravitatsiooniteooriale.

Toos tehtud arvutustel oli tohutult suureks abiks pikki ja keerulisi arvutusi arvutav programm,
mis pohineb Wolfram programmeerimiskeelel, ning xAct pakett, mis sisaldas pea koike

vajalikku aegruumi koordinaadistiku konstrueerimiseks ning nii abstraktseteks kui
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konkreetseteks tensorarvutusteks. Selle programmeerimiskeele tundmadppimine oli ka iiks

tdhtsamaid eesmirke selle to6 kidigus.

Kokkuvdtteks, modifitseeritud mittemeetriline gravitatsioon on kiill iiks paljudest affiinse
meetrilisuse teooria osadest, aga kuna vorreldes aegruumi kOveruse ja vidndega on tegu
suhteliselt uue ja vihem uuritud teooriaga, siis avab see palju voimalusi saada samm lihemale
vilja tihendteooriale. Kédesolev to6 on ehtne niide sellest, et uurida on veel kiillaga ja lahendite
leidmisel oleks tarvis arvesse votta koik voimalikud valemite tdlgendused, mitte ainult
lihtsaimad. Kéesolevas t60s leitud tulemused on plaanis avaldada ka artiklina, kus voib lisaks

olemasolevale lahendile leida kirjutamise kdigus veel mone huvipakkuva lahendi voi seose.
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