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Poolrithmade laiendid ja Morita ekvivalentsus
Magistritoo
Alvin Lepik

Liihikokkuvote. Vaatleme Lawsoni Morita ekvivalentsuse kirjeldust lokaalsete iihike-
lementidega poolriihmade korral. Esitame Lawsoni t66 pdhjal detailse tdestuse, et lo-
kaalsete iihikelementidega poolriihmade Cauchy tiieldite ekvivalentsusest jareldub nen-
de poolriihmade ihise laiendi olemasolu. Nditame veel dra mdned poolriihma omadused,
mis kanduvad iile sellele Gihisele laiendile. Seejarel vaatleme poolriihmade laiendeid ning
uurime nende rolli faktoriseeruvate poolriihmade Morita ekvivalentsuse teoorias. Lawso-
ni teoreemi taienduseks nditame ara, et ka faktoriseeruvate poolriihmade korral jareldub
poolrithmade iihise laiendi olemasolust nende tugev Morita ekvivalentsus.

CERCS teaduseriala: P120 Arvuteooria, valjateooria, algebraline geomeetria, algebra,
rihmateooria.
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Enlargements and Morita equivalence of semigroups

Master's thesis
Alvin Lepik

Abstract. We consider Lawson's description of Morita equivalence of semigroups with
local units. Based on Lawson's work we provide a detailed proof to the claim that for
semigroups with local units the equivalence of their Cauchy completions implies the
existence of a joint enlargement for those semigroups. We show that some semigroup
properties are inherited by the joint enlargement. We then turn to enlargements of
semigroups and explore their connection to Morita equivalence in the case of factorisable
semigroups. We complement Lawson’s work by showing that the existence of a joint
enlargement of factorisable semigroups implies their strong Morita equivalence.

CERCS research specialisation: P120 Number theory, field theory, algebraic geomet-
ry, algebra, group theory.
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Sissejuhatus

Algebraliste struktuuride kirjeldamisel on isomorfismi ndue sageli liiga kitsendav. Kui
I5plike Abeli riihmade kirjeldus on hasti tuntud, siis 1&plike poolriihmade kirjeldamine
isomorfismi tapsuseni on suisa lootusetu ettevdtmine. Seet&ttu on sageli otstarbekas
algebralisi struktuure klassifitseerida mingi ekvivalentsusseose jargi, mis on ndrgem iso-
morfismiseosest. Poolriihmade korral on iiheks selliseks seoseks Morita ekvivalentsus.
Morita ekvivalentsuse uurimine algas (iihikelemendiga) ringide teoorias. Teineteisest sdl-
tumatult dldistasid Knauer ja Banaschewski 1970ndatel Morita ekvivalentsuse mdiste
monoididele nii, et see alati ei taandu isomorfismiks ning 1990ndatel kirjeldas Talwar
Morita ekvivalentsuse faktoriseeruvate poolriihmade teatud alamklassi jaoks. Jargmine
oluline edasiminek teooriaarenduses poolriihmade korral leidis aset alles aastal 2011 Law-
soni artiklis [11].

Magistrit66s vaatleme Lawsoni artiklis [I1] antud Morita ekvivalentsuse kirjeldust lokaal-
sete iihikelementidega poolrithmade jaoks, mis k&lab jargmiselt.

Lawsoni teoreem. Lokaalsete iihikelementidega poolriihmade S ja T korral on jarg-
mised vaited samavaarsed.

1. Poolriihmad S ja T' on Morita ekvivalentsed.
2. Kategooriad C'(S) ja C(T) on ekvivalentsed.
3. Poolriihmadel S ja T' on olemas iihine laiend.

4. Poolriihmad S ja T on tugevalt Morita ekvivalentsed.

On loomulik kiisida, kas m&ned neist neljast tingimusest (vi isegi kdik tingimused) on
samavaarsed ka mingite suuremate poolriihmade klasside, naiteks faktoriseeruvate pool-
riihmade klassi, korral. Olgu mainitud, et tingimused 3 ja 4 omavadki métet ainult fak-
toriseeruvate poolriithmade korral. Laan ja Reimaa on artiklis [10] tdestanud tingimuste
1 ja 4 samavaarsuse faktoriseeruval juhul.

Magistritoos esitame Lawsoni teoreemi implikatsiooni 2 = 3 iiksikasjaliku tdestuse. Veel
vaatleme artiklis [4] Costa ja Steinbergi defineeritud kategooriat D(.S) ning uurime, kas
seda saab kasutada Lawsoni teoreemi iildistamiseks faktoriseeruvatele poolriihmadele.
Veel vaatleme poolriihmade laiendeid ning tSestame Lawsoni teoreemi implikatsiooni
3 = 4 faktoriseeruvate poolriihmade korral. T66 on jaotatud neljaks osaks.

Esimene osa on valdavalt kategooriateooria alane. Kirjeldame kategooriate ekvivalentsust
kahealuselise kategooria abil, mille konstruktsioon on antud artikli [2] p&hjal. Taienduseks
naitame liksikasjalikult, et sealne konstruktsioon rahuldab kdiki kategooriale esitatavaid
ndudeid. N3itame dra mdned kategooriate ekvivalentsi invariandid. Nditame veel, kuidas
teatud kujutuse abil konstrueerida vaiksest kategooriast poolriihm.

Teine osa on valdavalt seotud poolrithmateooriaga. Tutvustame mdningaid poolriihmade
alamklasse ning poolriihmade laiendi maistet. Nditame artikli [11] pdhjal, kuidas kahe-
aluselise kategooria abil konstrueerida teatud poolriihmadele iihist laiendit. Veel nditame
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ara, et regulaarsetest kategooriatest konsolidatsiooniga tekitatud poolriihmade regulaar-
sus ja inverssus kanduvad iile iihisele laiendile.

Kolmandas osas defineerime poolriithmale S vastavad kategooriad C'(S) ja D(S) ning
naitame, et regulaarse poolriihma korral on need kategooriad ekvivalentsed. Esitame ka
Lawsoni teoreemi implikatsiooni 2 = 3 tBestuse ja nditame, et teatud poolriihmade
omadused kanduvad iile iihisele laiendile. Ldplike poolriihmade korral anname iilemise
tdkke selle iihise laiendi elementide arvule.

Neljandas osas defineerime (tugeva) Morita ekvivalentsuse poolriihmade jaoks. Tapsus-
tuseks artikli [7] kirjeldusele Morita ekvivalentsetele poolriihmadele, anname kirjelduse
fikseeritud monoidiga Morita ekvivalentsetele poolriihmadele. Veel naditame artikli [13]
pdhjal, et faktoriseeruv poolriihm ja tema mistahes laiend on tugevalt Morita ekvivalent-
sed. Tdestame ka Lawsoni teoreemi implikatsiooni 3 = 4 faktoriseeruvate poolriihmade
korral.

Magistritdds anname detailsed vai alternatiivsed tdestused ménedele allikmaterjalides esi-
tatud vaidetele, mille tdestused on kas lakoonilised v3i puuduvad. Me loodame, et selline
esitus muudab teooriaarenduse lihtsamini jalgitavaks. Esitame ka tadiendusi vdi tapsus-
tusi mitmetele tulemustele. Meie eesmérk aga ei ole selgitada baaskursustest teadaolevaid
pdhimaisteid. Et peaaegu kdik allikmaterjalid on ingliskeelsed, siis paljude m&istete ees-
tikeelsete vastete puudumise t&ttu esineb ka t6ds autori ettepanekuid nende tdlkimiseks.



1 Kahealuseline kategooria

Me eeldame, et kdesoleva magistritdo lugeja on tuttav kategooriateooria pdhimdistetega.
Muuhulgas ei hakka me defineerima mdisteid nagu kategooria, alamkategooria, funktor
ja loomulik teisendus. Defineerimata mdistetega on vdimalik tutvuda kategooriateooria
loengukonspekti [8] abil. Kategooria C objektide klassi tahistatakse siimboliga Cy ja kdigi
morfismide hulka objektist A objekti B siimboliga C(A, B).

Selles alajaotuses defineerime artiklis [2] kirjeldatud kategooria, mis vdimaldab kahest
ekvivalentsest kategooriast moodustada suurema kategooria nii, et ta on oma kom-
ponentidega ekvivalentne. Tdestame ka mdnede omaduste invariantsuse kategooriate
ekvivalentsuse suhtes.

Definitsioon 1.1. Olgu C ja D kategooriad. Oeldakse, et funktor FF : C — D on
kategooriate ekvivalents, kui leidub funktor G : D — C ning loomulikud isomorfismid
n:le = GF jae : FG = 1p. Sellisel juhul deldakse, et kategooriad C ja D on
ekvivalentsed ja kirjutatakse C ~ D. Kui lisaks mistahes objektide C' € Cy ja D € D,
korral
(GF)(C)=C ja (FG)(D)=D,

siis 6eldakse, et kategooriad C ja D on isomorfsed ja kirjutatakse C = D. Sellisel juhul
deldakse ka, et funktor F' on kategooriate isomorfism.

Jarelikult on kategooriate ekvivalents isomorfism parajasti siis, kui ta realiseerib {iksiih-
ese vastavuse objektiklasside vahel. Muuhulgas jareldub kategooriate isomorfsusest nende
ekvivalentsus, kuid vastupidine iildjuhul ei kehti. Kategooriate ekvivalentsus on ekviva-
lentsusseos.

Definitsioon 1.2. Olgu C ja D kategooriad ja F' : C — D funktor.

1. Oeldakse, et funktor F on tipne (tdielik), kui iga A, B € C, korral on funktori
F poolt tekitatud kujutus

C(A,B) = D(F(A),F(B)), fm F(f),
injektiivne (siirjektiivne).
2. Oeldakse, et funktor F' on tihe, kui iga D € D, korral leidub C € Cq nii, et
kehtib F'(C) = D.

Kiesolevas t66s kasutame oluliselt lihtsamini kontrollitavat kategooriate ekvivalentsuse
kirjeldust.

Teoreem ([8] Teoreem 6.15). Funktor F' : C — D on kategooriate ekvivalents parajasti
siis, kui F' on téielik, tapne ja tihe.

Definitsioon 1.3. Olgu C kategooria ja C’ kategooria C alamkategooria. Oeldakse, et
C’ on kategooria C toes, kui on tdidetud jargmised tingimused.

1. Alamkategooria C’ on taielik alamkategooria.
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2. Iga C' € Cy korral leidub C" € C{ nii, et C = C".
3. Mistahes kahe objekti A, B € C korral
A2 B=A=B.
Lemma 1.4 ([1] Lause 4.14). Olgu C kategooria. Kehtivad jargmised viited.
1. Kategoorial C leidub toes C'.

2. Kategooria C ja tema mistahes toes C' on ekvivalentsed.

3. Kategooria C mistahes kaks toest on isomorfsed.

Toestus. Toestame esimese vdite. Fikseerime alamklassi C; C Cy, mis sisaldab tapselt
iihe objekti igast kategooria C objektide isomorfismiklassist. Mistahes C’, D’ € C{ korral
olgu

c'(c',DhY=c,D,
seega on C’ kategooria C toes.
Tdestame teise vaite. Olgu C’ kategooria C toes ja [ : C' — C sisestusfunktor, kusjuures
ta on tdpne ja taielik. Olgu C' € Cy. Toese mdiste kohaselt leidub C’ € C| nii, et C' = (",
seega I[(C") = C ehk I on tihe.

Tdestame kolmanda viite. Olgu D ja £ kategooria C toesed. Olgu D € Dy, siis leidub
E € & nii, et D = E. Kui mingi £’ € & korral D = F’, siis E = E’ ja toese mdiste
kohaselt ¥ = E’. Olgu vastav isomorfism hp : D — E. Defineerime F': D — & nii, et

Dr———F

f hp fhi'

D/}—>El

Naitame, et tegemist on funktoriga. Olgu g : Dy — D3 ja f : Dy — D, mingid
morfismid kategoorias D, siis
F(gf) = hp,gfhp, = ho, (91p.f) hp,

= hp,g (hp,hp,) fho,

= (hpygh,) (hoofhpy) = F(9)F(f).
Uhikmorfismi 1, D € Dy korral

F(1p) = hplphy' = hphy' = 1g.
Olgu D, D’ € Dy fikseeritud. Nditame, et F' on tdpne. Olgu f,g: D — D’ sellised, et
F(f) = F(g). Vastavate poérdmorfismidega kummaltki poolt korrutades saame
ho fhp' = hpghp' = (hpthp) f(hpthp) = (hprhp)g(hpthp) = f = g.

N&itame, et F' on tdielik. Olgu F(D) = E ja F(D') = E'. Olgu morfism g : £ — FE’
fikseeritud. Kehtib

9=1pglp = (hp'hp)g(hphp') = hp(hpghp)hys' = F (ki ghp)



seejuures toese mdiste kohaselt h,;ghp : D — D' on morfism kategoorias D. Kokku-
vdttes on F isomorfism. m

Jareldus 1.5 ([I] Jareldus 4.15). Kategooriad on ekvivalentsed parajasti siis, kui neil
on isomorfsed toesed.

Toestus. Olgu C ja D kategooriad ning lemma esimese punkti pdhjal vastavad
toesed C’ ja D’ fikseeritud.

Tarvilikkus. Olgu C ja D ekvivalentsed kategooriad. Lemma teise punkti pdhjal on
kategooria ekvivalentne oma toesega, seega C' ~ C ~ D ~ D’ pdhjal saame C' = D'.
Olgu F' : C" — D' kategooriate ekvivalents ja D € Dj. Funktori F' tiheduse t&ttu leidub
C € C| nii, et F(C) = D. Toese mdiste kohaselt F'(C') = D.

N&itame veel, et F on injektiivne objektidel. Olgu F/(C') = F(C’) = D mingite objektide
C,C" € C| korral. Funktor F' tekitab kujutused

c'(C, 0"y — D' (D,D)«+—C'(C',C).

Funktori F' tdielikkuse tdttu leiduvad morfismid f : C — C" ja g : C" — C nii, et
F(f) = F(g9) = 1p. Funktoriaalsuse pdhjal saame vérdused F(gf) = F(fg) = 1p.
Kasutades funktori F' tapsust saame vdrdused gf = 1¢ ja fg = 1o ehk C' = C’. Toese
mdiste kohaselt C' = C’. Kokkuv&ttes on F' isomorfism.

Piisavus. Kehtigu C' = D', siis lemma teise punkti pdhjal C ~ ¢’ =~ D' ~ D.
Jarelikult on kategooriad C ja D ekvivalentsed. m

Definitsioon 1.6. Olgu A, B ja C kategooriad. Oeldakse, et C on kahealuseline ka-
tegooria komponentidega A ja B, tdhistatakse C = [A, B], kui on taidetud jargmised
tingimused.

1. Kategooriad A ja B on kategooria C |ikumatud tiielikud alamkategooriad ja
Co = Ao U By.

2. lga A € A, korral leidub isomorfism f: A — B, kus B € B.

3. lga B € B korral leidub isomorfism g : B — A, kus A € Ay.
Lause 1.7. Olgu C = [A, B] kahealuseline kategooria. Siis C ~ A ja C ~ B.
Toestus. Niitame, et C =~ A. Teine vaide tdestatakse analoogiliselt.
Viite tdestuseks nditame, et sisestusfunktor I : A — C on kategooriate ekvivalents,

kusjuures ta on tdpne ja taielik. Funktor I on tihe, sest iga A € A korral A = I(A) ja
iga B € By korral leidub A € Ay nii, et B2 A=1(A). =

Jargneva teoreemi kohaselt saab kahealuselisi kategooriaid moodustada parajasti ekvi-
valentsetest kategooriatest. Tdestus tugineb artiklile [2], kus kahealuselist kategooriat
nimetatakse ekvivalentsisillaks. Taienduseks nditame ara, et artiklis [2] antud konstrukt-
sioon rahuldab kaiki kategooriale esitatud ndudeid.

Teoreem 1.8 ([2] Teoreem 3.2). Kategooriad A ja B on ekvivalentsed parajasti siis,
kui leidub kahealuseline kategooria C = [A, B], kus A= A ja B = B.
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Toestus. Piisavus. Leidugu kahealuseline kategooria C = [A, B]. Lause pohjal
C~ AjaC ~ B. Kehtib A= A~ B = B. Jirelikult kehtib ka A ~ B.

Tarvilikkus. Olgu A ja B ekvivalentsed kategooriad. Need kategooriad vsivad I8ikuda,
kuid me saame konstrueerida nende isomorfsed koopiad A ja B nii, et A ja B on I3i-
kumatud. Siis ka A ~ B. Lemma esimese punkti pdhjal leiduvad toesed A’ ja B
vastavalt kategooriatel A ja B. Toese mdiste kohaselt saame iga objekti A € Ay jaoks
valida vilja iihe isomorfismi hy : A — A, kus A" € Aj). Jarelduse[I.5 pdhjal A’ ja B on
isomorfsed. Olgu F' : A" — B’ isomorfism, siis leidub ka péordfunktor F~1 : B" — A’
Defineerime kandidaatkategooria C nii, et Cy = A U By ning mistahes A, Ay € A, ja
B1, By € By korral

(1) C(A1, Az) == A(Ay, Az);
(2) C(By, Ba) == B(By, Ba);
(3) C(Ay, By) :={(A1, 8) | B: F(A}) — Bi};
(4) C(B2, A2) = {(B, A2) | B: B — F(A3)}.

Sellised morfismide hulgad on paarikaupa I6ikumatud. Morfismide korrutamine on defi-
neeritud jargmiselt.

K1. Kategooriates A ja B morfismide korrutamine jaetakse samaks.

K2. Olgu f : By — B, morfism kategoorias B, (A1, 51) € C(Ay, By) ja olgu
(B2, A2) € C(Ba, As), siis

(AL Br) = (Ay, fB1) Ja (B2, A2)f := (Baf, Aa).

i A B1) /Bl . 4 ’,/’Bl s
a |l el N |1
-—-— 32 (62,,42) Bz

K3. Olgu f : A1 — A morfism kategoorias A, (51, A4;) € C(By, A1) ja olgu
(As, B2) € C(As, By). Tahistame f:= ha, fhy) : Aj — Ab, siis

f(Br, Ar) == (F(f') B1, Az) Ja (Ag,B2)f = (A1, BoF (f)).

A Izl B
ha, ha As,
Ay 2 45 Ay ey, A
7| - 7 Pl
1 A Ay ’
A A B A, A
! oA ! !

K4. Olgu (v, As) € C(B, As) ja (A1, 8) € C(Aq, B), siis
(77A2)(A176) = thlF_l(’y/B)hAl



A h;l B

A, P(Ay)

B ') ”\/
F1(yB) / Bs L ol
A ATy

ha,
K5. Olgu (A, B) € C(A, By) ja (v, A) € C(By, A), siis
(4, 8) (v, A) = B.
A B

B
e
%"é

A

Sellise korrutamise assotsiatiivsuse naitamiseks piisab kontrollida 16 juhtu, millest kaks
on vahetult selged. Jargnevalt kontrollime assotsiatiivsust kdigil iilejadnud juhtudel. Me
ei vaida, et lihtsamad alternatiivid assotsiatiivsuse kontrolliks puuduvad.

(Ar0) B, (8. 45) > As:
a:F(AL)—B B:B1—F(A3)

1. Kontrollime juhtu A, N Ay

((8, As)(Ag, @) f = hat F~H(Ba)ha, f
= W F (Ba)ha, fhy) ha,
= h 7 (BaF (hay fh))) ha,
= (8, A3) (A4, OéF(hAgthll))
= (8, 43) ((A2, ) f) .

2. Kontrollime juhtu A; LN A, (42,00 B, L5 By:

a:F(AL)—B;

(g<A27Q))f = (A27ga>f = (Al?g&F (hA?thi))
=g (Av, aF (hay fhy;))
=g

((Ag,a)f).
3. Kontrollime juhtu 4, — 2%, g 9, B, 2, g
a:F(A])—B:

(9201)(A1, @) = (A1, gagra) = ga( A1, 1) = g2(g1 (A1, @)).
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(Ar,0) (B,A2)

4. Kontrollime juhtu A, —> B, -+ B, Ay
F(A}) =By B:Ba—F(AL)
((8,A2)g) (A1, @) = (Bg, A2) (A1, )
= h’A (ﬁga)hz‘h
= (8, A2) (A1, go)
(BaAQ)( (Aha))'
5. Kontrollime juhtu A W) g (5.42) > Ao AN As:

1
@:F(A)) =B, B:B1—F(AL)

(f(B,A2)) (A1, ) = (F (hayfhat) B, As) (A, @)
=t 7V (F (ha, fhy)) Ba) ha,
= hogyhay fha, F= (B ha,
= fho, FH (Ba)ha,
= f((B, A2) (A1, ).

(A1,0) s B, (8,A2) A, (A2,7)
a:F(A})—=B; B:B1—F(AL) v:F(A3)— B2
((A2,7)(8, 42)) (A1, @) = v8(A1, @) = (A1,7Ba)

= (A1, 7F (hay (hayF'(Ba)ha,) hy)
= (Ag,7)h  FH(Ba)ha,
= (A2,7) (8, A2) (A1, a)) .

6. Kontrollime juhtu A,

> BQZ

7. Kontrollime juhtu A ELN Ag 2y As (Hs.0)
a:F(AL)—B

(As,0) fo) f1 = (AQ,ozF (hA3f2h;21)) fi= (Al,ozF (hA3f2 _1) (hA2f1hZi))
= (A1, aF (hayfof1h3)))

= (43, ) (f2/1)-
8. Kontrollime juhtu B, < B, (8,41) s Ay Aie) Bs:
B:Ba—F(A)) a:F(A])—Bs

(A1, a)(B, A1) g = aflg = (A1, ) (Byg, A1)
= (A1, @) (B, A1)g) -

(8,A1)

Al L> AQZ
B:Ba—F(A))

9. Kontrollime juhtu B, -2 B,

(f(B, A1) g = (F (hay fhay) B, As) g = (F (ha, fha)) B, As)
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10. Kontrollime juhtu B; & A LT A, L As:
B:B1—F(A})

(f2£1)(B, A1) = (F (hay fofihy) B, As) = (F (hay foha ha, fihy}) B, As)
= (F (hay fohy!) F (ha, fih3)) B, As)
= f2 (F (hay f1h}) B, As)
= f2 (1B, Av)).

11. Kontrollime juhtu B; & Ay AN A, (42.) By:
B:B1—F(A}) a:F(AY)—By

(A2, ) f) (B, A1) = (Av, aF (hay fha))) (B, A1) = oF (hay fha)) B
- (A27 Oé) (F (hAthZ}) B, AQ)
= (Ay, 04) (f(@ Al)) :

(ﬁvAl) A (Al7a)
1
B:B1—F(A)) a:F(A])—B2
(g<A17 Oé)) (Ba Al) = (Alag&)(ﬂa Al) = gO‘B
=g ((A, ) (8, A1)

(aaAl) R A (Alvﬂ) B (’Y»AQ) AQ'

\

1 4 2
OL:Bl—>F(A,1) ﬁF(A&)—}Bz ’y:BQ—)F(Aé)

((7, A2) (A1, B)) (e, A1) = hi ) FH(yB)ha, (o, A1) = (78, As)
= (V’AQ)/B@
= (7, 42) ((A1, B) (e, A1) -

12. Kontrollime juhtu B, s> By -2+ By:

13. Kontrollime juhtu B

(B,A1)

((8,A1)g2) 1 = (Bg2, A1)gr = (89291, A1) = (B, A1)(9291)-

Niitame veel, et kategooriate A ja B lihikmorfismid on C ithikmorfismid. On kaks mit-

14. Kontrollime juhtu B; 2y B, 25 B, A;:

tetriviaalset juhtu.

1. Olgu f: A — B morfism kujul (A, «), kus o : F(A") — B. Siis
1Bf = 1B(A,Oé) = (A, 1BOé) = (A,Oé) = (A,alF(A/))
= (A,OéF(hAlAh;ll))
= (A> a) La
= fla.
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2. Olgu g : B — A morfism kujul (5, A), kus 5: B — F(A’). Siis

14g = 1a(8, A) = (F(halah3")B, A) = (LpanB, A) = (8, A)
= (615, 4)
= (8,A)1s
=glp.

Oleme ndidanud, et C on kategooria. Tegemist on kahealuselise kategooriaga. Esiteks,
iga A € Ap korral (A, 1pay) : A — F(A’) on isomorfism kategoorias C. Tdepoolest,
vahetult (A, 1par))(1p(ary, A) = 1rear ning teistpidi korrutades saame

(1F(A/)7A)(A7 1F(A’)) = hZIF_l(lp(A/))hA — hzllA/hA - 1A.

Teiseks, olgu B € By, siis B = B’, kus B’ € B’. Kuna F' on isomorfism, siis leidub
(iiheselt maaratud) A" € Aj{ nii, et F'(A") = B’. Niisiis leidub isomorfism v : B — F(A’)
kategoorias B. Morfismi (v, A’) : B — A’ péérdmorfism on (A’, v~ 1), seega on tegemist
isomorfismiga kategoorias C. Kokkuvdttes on C = [A, B] kahealuseline kategooria. m

Definitsioon 1.9. Oeldakse, et kategooria C on tugevalt sidus, kui mistahes objektide
A, B € Cy korral leidub morfism f: A — B.

Naide 1.10. Kaigi hulkade kategooria, kus morfismid on kujutused, ei ole tugevalt sidus,
sest ei leidu kujutust mittetiihjast hulgast hulka (). Kaigi mittetiihjade hulkade kategooria
aga on tugevalt sidus.

Kdigi monoidide kategooria nendevaheliste homomorfismidega on tugevalt sidus kategoo-
ria. Mistahes monoidide M ja N korralon M — N, m +— 1, homomorfism. Poolriihmade
kategooria aga ei ole tugevalt sidus. Ei leidu homomorfismi {0} — (N, +).

Regulaarse kategooria maiste on defineeritud dpikus [1]. K&esolevas t66s kasutame seda
mdistet sellises tihenduses nagu on seda kasutatud artiklis [11].

Definitsioon 1.11. Oeldakse, et kategooria C on regulaarne, kui mistahes objektide
A, B € Cy ja mistahes morfismi f : A — B korral leidub morfism g : B — A nii, et

f=1raf

Regulaarse kategooria abil saame hiljem loomulikul viisil regulaarse poolriihma. Naeme
ka, et kui regulaarses kategoorias on vérdust f = fgf realiseeriv morfism ¢ iiheselt
maaratud, siis tekivad loomulikul viisil inverssed poolriithmad. Artikli [L1] eeskujul vdtame
veel kasutusele jargmise loomuliku mdaiste.

Definitsioon 1.12. Oeldakse, et kategooria C on inversne, kui mistahes objektide
A, B € Cy ja mistahes morfismi f : A — B korral leidub iiheselt m3iratud morfism
g:B— Anii, et f=fgf.

Konkreetsed naited regulaarsetest ja inverssetest kategooriatest tekivad kolmandas ala-
jaotuses, kus nditame, et poolriihma S regulaarsus ja inverssus kanduvad iile kategooriale
C(S). Jargnevalt toome vélja veel mdned invariandid kategooriate ekvivalentsuse suhtes.
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Lause 1.13. Olgu A ja B ekvivalentsed kategooriad. Kehtivad jargmised vaited.

1. Kui A on tugevalt sidus, siis B on tugevalt sidus.
2. Kui A on regulaarne, siis B on regulaarne.

3. Kui A on inversne, siis B on inversne.

Toestus. Olgu F : A — B kategooriate ekvivalents. Olgu By, B, € By fikseeritud.
Funktori F tiheduse t&ttu leiduvad A, Ay € Ay nii, et FI(A;) = By ja F(As) = Bs.
Olgu hy : By — F(A1) ja hy : By — F(As) isomorfismid.

Tdestame esimese vaite. Tugeva sidususe tdttu leidub morfism f : A; — A,. Saame
moodustada morfismi hy ' F(f)h, : B; — B, seega on kategooria 3 tugevalt sidus.
Tdestame teise vdite. Fikseerime morfismi g : B; — B,. Nditame, et leidub morfism
g : By — B; omadusega g = gg'g. lllustreerigu olukorda jargmine diagramm:

A -1
A |F(4) ——— B
/. o L9
Ay |F(As) B,

Funktori F' tiielikkuse tttu leidub morfism f : A, — Ay nii, et F(f) = hoghy'.
Regulaarsuse t&ttu leidub morfism [’ : Ay — Ay nii, et f = ff'f. Vétame morfismiks
g = hy'F(f")hy. Vorduse hy ' F(f)hy = g pdhjal
99'9 = (hy ' F(f)ln) (b F(f)hs) (hy ' F(f)n)

=hy (F(/)F(f)F(f)

=hy'F(ff' )l

= hy ' F(f)h = g.
Jarelikult on kategooria B regulaarne.
Tdestame kolmanda vaite. Kuna teises punktis oleme juba leidnud morfismi ¢’ omadusega
g = gq'g, siis vaite tdestuseks piisab ndidata, et kui mingi morfismi [ : B, — By korral
g = glg, siis ¢ = [. Olgu selline morfism [ fikseeritud. Leidub morfism & : Ay — A nii,
et F'(k) = hilhy* ehk | = hy'F(k)hsy. Eelneva pdhjal

hy'F(f)hi = g = glg = hy " F(fkf)h.
Vahetult jareldub vérdus F'(f) = F(fkf) ja kuna F on tépne, siis f = fkf. Inverssuse
tdttu ' = k, seega

l=hi'F(k)ha = h{'F(fha = ¢ .

Jarelikult on kategooria B inversne. m

Artiklis [I1I] on mainitud, et kui komponendid on regulaarsed kategooriad, siis ildisust
kitsendamata on ka neist moodustatud kahealuseline kategooria regulaarne (vt Jareldus
3.9). Eelnevale tuginedes saame kahealuselise kategooria kohta viita jargmist.
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Jareldus 1.14. Kahealuseline kategooria C =: [ A, B] on tugevalt sidus, regulaarne ja
inversne parajasti siis, kui A ja B on vastavalt tugevalt sidusad, regulaarsed ja inverssed.

Toestus. Lause[1.7] pdhjal A ~ [ A, B] ~ B. Samaviirsused kehtivad lause vasta-
valt esimese, teise ja kolmanda punkti p&hjal. =

Jargmiseks tahame niidata, kuidas vaikse kategooria morfismide hulga saab muuta pool-
riihmaks. Selleks on meil vaja konsolidatsiooni mdistet. Meenutame, et kategooria C kdigi
morfismide klassi tdhistatakse siimboliga C;.

Definitsioon 1.15. Olgu C tugevalt sidus kategooria. Eeskirja o : Cy x Cy — C
nimetatatakse konsolidatsiooniks, kui mistahes C, D € D, korral a(C, D) € C(C, D)
jaiga C € Cy korral a(C,C) = 1¢.

Jargnevas ndites vaadeldav kategooria on vGetud Spikust [I] (naited 3.3).

Naide 1.16. Olgu kategooria C objektide hulk N. Fikseeritud m,n € N korral olgu
morfismid m — n maatriksid A € Mat,, ,,(R). Morfismide

A B
m-——n—-—>p
korrutamine on antud hariliku maatriksite korrutamise kaudu st see korrutis on maatriks

AB € Mat,, ,(R). Iga objekti m € N iihikmorfism on iihikmaatriks I,,,. Kategooria C on
tugevalt sidus. Kujutus

a:CyxCy—Ci, (m,n)— 1< (I,10), m<n,

on konsolidatsioon kategoorial C.

Olgu C = [ A, B] kahealuseline kategooria, kus « ja 5 on konsolidatsioonid vastavalt
kategooriatel A ja B. Fikseerime A € A, siis leidub isomorfism h : A — B, kus
B € By. Defineerime konsolidatsiooni « kategoorial C jargmiselt:

a(X,Y), X,Y € A
XY XY
’}/(X,Y) _ ﬂ( ) )7 ) EBO .
B(B,Y)ha(X,A), X €AY eBy
A Y) R B(X,B), X €Bo,Y € A

Definitsioon 1.17. Konsolidatsiooni v nimetatakse konsolidatsioonide « ja 5 loomu-
likuks laiendiks kategooriale C isomorfismi h kaudu.

Loomuliku laiendi kaitumist eri komponentide vahel illustreerib jargmine diagramm:
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Meenutame, et kategooriat nimetatakse vaikseks, kui tema morfismide klass on hulk.
Olgu A viike tugevalt sidus kategooria ja o : Ay x Ag — A; konsolidatsioon. Definee-
rime korrutamise morfismide hulgal A; jargmiselt. Mistahes morfismide f € A(A, B) ja
g € A(C, D) korral
fog:=fa(D,A)g.

Kuna eelnev korrutamine on defineeritud kategooria A morfismide korrutamise kaudu,
siis on tegemist assotsiatiivse tehtega. Saadud poolriihma tihistame A®. Kui kasutame
tehet o, siis tahendab, et korrutamine toimub poolriihmas A*.

Olgu morfismid g : A — B ja f : C — A poolriihmas A®. Paneme tahele, et kui
dom(g) = codom(f), siis

gof=yga(AA)f=gf
st vdime korrutamise o asendada tavalise morfismide korrutamisega selles kategoorias.
lllustreeritult

C nla B

A

Olgu C = [ A, B] kahealuseline kategooria. Olgu ~ konsolidatsioon kategoorial C. Ahendid
YA = Y |aoxdo J@ VB = 7 |BoxB, on konsolidatsioonid vastavalt kategooriatel .4
ja B. Jarelikult A7 < C7 ja B2 < C7 st nii A4 kui ka B"2 on poolrithma C”
alampoolriihmad. Edaspidises tahistame lihtsalt

A=A ja B := B
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2 Poolriihmade iihine laiend

K3esolevas alajaotuses eeldame, et lugeja on tuttav poolriihmateooria pdhimdistetega.
Muuhulgas ei hakka me defineerima mdisteid poolriihm, alampoolriihm, homomorfism,
ideaal ja kongruents.

Tutvume teatud poolriihmade klassidega ning naditame, kuidas eelmises alajaotuses kir-
jeldatud kategooria omadused kanduvad iile konsolidatsiooniga tekitatud poolriihmale.
Anname piisava tingimuse poolriihmade iihise laiendi olemasoluks ning nditame dra mé-
ned omadused, mis poolriihmadelt kanduvad iile iihisele laiendile.

Edaspidises eeldame, et vaadeldavad poolriihmad on mittetiihjad. Olgu S poolriihm.
Element e € S on idempotent, kui kehtib vdrdus ee = e ja nende hulka tahistatakse
kirjutisega F(S). Kui U,V C S, siis tahistatakse

UV :={uw |ueUwveV}.
Uheelemendilise alamhulga {a} C S korral kirjutatakse liihidalt a5 := {a} S.

Definitsioon 2.1. Olgu R poolriihma S alampoolriihm. Oeldakse, et .S on poolriihma
R laiend, kui kehtivad vérdused R = RSR ja S = SRS. Asjaolu, et S on R laiend
tihistame R < S.

Lause 2.2 ([13] Lause 2.2). Kehtivad jargmised viited.

1. Olgu ¢ : S — T siirjektiivne poolriihmade homomorfism ja R < S. Kui R <X S,
siis p(R) < T.

2. Olgu R < S < T poolriihmad. Kui R XS <XT, siis R<T.

Toestus. Tdestame esimese viite. Vérduste R = RSR ja S = SRS pdhjal

¢(R) = p(RSR) _ T = ¢(S) = p(SRS)
= (R)¢(S)¢(R) 12 = o(S)(R)p(S)
= p(R)Tp(R) =Tp(R)T.

Jarelikult on T" alampoolriihma ¢(R) laiend.

Tdestame teise vaite. Eelduse kohaselt kehtivad vérdused T'=T'ST, S = ST'S = SRS
ja R = RSR. Naitame, et kehtivad vordused T'=TRT ja R = RTR.
Tdestame esimese vdrduse. Sisalduvus TRT C T kehtib alati. Teisalt,

T = TST = (TS)R(ST) C TRT.
Toestame teise vorduse. Esiteks, R = RSR C RTR. Teiseks,
RTR = (RSR)T(RSR) = R(SR)T(RS)R C R(STS)R = RSR = R.

Seega on T alampoolrihma R laiend. =

Definitsioon 2.3. Olgu R’, S’ ja T poolriihmad. Oeldakse, et poolriihm 7" on poolriih-
made R’ ja S’ iihine laiend, kui leiduvad alampoolriihmad R < T ja S < T nii, et
R=ER,S2SningR=TjaS<T.
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Definitsioon 2.4. Qeldakse, et poolrithm S on regulaarne, kui iga s € S korral leidub
z € S nii, et s = sxs ja x = xsz. Oeldakse veel, et 2 on elemendi s inversne element.

Ménes allikas on poolriihma regulaarsus defineeritud nii, et iga s € S korral leidub
x € S, mille korral s = sxs, kus elementi x nimetatakse elemendi s pseudoinversseks
elemendiks. Vorduste

(xsz)s(xsz) = x(sxs)(zsx) = x(sxs)x = rsx
tottu on mdlemad regulaarsuse kirjeldused samavaarsed. Iga rithm on regulaarne pool-

rihm. Jargnev niide on ildtuntud ja leitav raamatu [5] teoreemist 1.1.3.

Naide 2.5. Olgu L ja R mingid mittetiihjad hulgad. Siis hulk L x R, kus korrutamine
defineeritakse vdrdusega

(L), r"y = (1, r"),
on regulaarne poolriithm, mis ei ole riihm, kui |L| > 1 v&i |R| > 1. Selliselt esituvaid
poolrithmi nimetatakse ristkiilikpoolrithmadeks.

Kui e on poolriihma S idempotent, siis alamhulk eSe on poolriithma S alampoolriihm,
mis on iihtlasi ka monoid, mille iihikelement on e. Alampoolriihma eSe nimetatakse
poolriihma S lokaalseks alammonoidiks.

Lause 2.6. Olgu S poolriihm, milles leidub idempotent, ja olgu e € E(S). Kui kehtib
vordus SeS = S, siis S on oma lokaalse alammonoidi eSe laiend.
Toestus. Kehtivad vdrdused
(eSe)S(eSe) = e(SeSeS)e =eSe ja S(eSe)S = SeS=S5.
Jarelikult kehtib eSe < S. =

Naiteid regulaarsetest poolrithmadest, mille korral kehtib vérdus S = SeS, on toodud
hulgaliselt artikli [12] teises alajaotuses. Toome siinkohal vilja jargmise.

Naide 2.7. Olgu S regulaarne poolriithm, milles leidub idempotent e € E(S) nii, et iga
x,y € S korral zy = xey. Siis kehtib ka vérdus SeS = S.

Definitsioon 2.8. Olgu S poolriihm ja s € S. Oeldakse, et alamhulk sS* C S on
elemendi s poolt tekitatud parempoolne peaideaal poolriihmas S.

Analoogiliselt defineeritakse poolriihma mingi elemendi poolt tekitatud vasakpoolne pea-
ideaal. Poolriihma ideaalid on alampoolriihmad.

Definitsioon 2.9. Olgu S poolriihm ja s, € S. Greeni seosed .Z, # ja & poolriihmal
S on defineeritud jargmiselt:

s.Lt e S's = S't,

sHt < sS' =157,

sPt < (Juel) (sZuLt).
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Réaagitakse veel Greeni seostest # ja J#, kuid selles t66s me neid ei kasuta. K&ik Greeni
seosed on ekvivalentsusseosed. Eelnevalt mainitud artikli [I2] ndidete hulgast toome veel
valja jargmise.

Naide 2.10. On teada, et regulaarse poolriihma T' iga Z-klass sisaldab idempotente.
Valime igast Z-klassist iihe idempotendi. Olgu nende hulk D C T'. Tahistame
S ::U{eTf |e,f €D}y =DTD.

Niitame, et S on alampoolriihm. Olgu ety f, e'tof’ € S, kus e, f, €', f' € Djaty,ta € T,
siis

(et1 f)(e'taf') = e(tife'ty) f € eT'f C S.
Analoogiliselt saab veenduda vorduste T'= T'ST ja S = ST'S kehtivuses. Kokkuv&ttes
S<T.

Toome ristkiilikpoolrithmade abil veel naite iihisest laiendist.

Naide 2.11. Olgu Ay, Ay, By ja Bs |6plikud mittetiihjad hulgad. Moodustame ristkii-
likpoolrihmad A; x Bj ja Ay X Bsy. Kehtigu néaiteks |A;| < |As| ja |Ba| < | By, seega
hulk A; (B,) on isomorfne mingi hulga Ay (B;) alamhulgaga. Uldisust kitsendamata
kehtigu Ay C Ay ja By C By. Nii Ay x B; kui ka Ay x By on ristkiilikpoolriihma
Ay x By alampoolriihmad. Kuna ristkiilikpoolriihmas tehte tulemuse maaravad darmised
komponendid, siis kehtivad vérdused

(A1 X B1)(Ay x B1)(A; x B)) = A1 x By ja

(As X B1)(A; x By)(Ay x By) = Ay X By.
Jarelikult on A5 x By poolriihma A; x Bj laiend. Analoogiliselt on ta poolrithma Ay x B,
laiend, seega on tegemist nende poolriihmade iihise laiendiga.

Definitsioon 2.12. Oeldakse, et poolriithmal S on lokaalsed iihikelemendid, kui iga
s € S korral leiduvad idempotendid e, f € E(S) nii, et es = s = sf.

Samavairselt vdime elda, et eelneva definitsiooni tingimuses kehtib vérdus s = esf.

Definitsioon 2.13. Oeldakse, et poolriihm S on faktoriseeruv, kui iga s € S korral
leiduvad u,v € S nii, et s = uw.

Olgu S regulaarne poolriihm ja s,z € S, mille korral s = sxs. Kehtivad
(sx)(sx) = (sxs)r = sz ja (xs)(xs)=x(szs) = zs,

kusjuures (sz)s = s = s(xs), seega on poolriithmal S lokaalsed iihikelemendid. Iga
lokaalsete iihikelementidega poolriihm on faktoriseeruv. Uldiselt ei kehti vastupidised
vaited.

Olgu R < S, mille korral R < S. Vorduse S = S(RS) téttu S C S5, seega on
mistahes laiend faktoriseeruv poolriihm. Poolriihm on iseenda laiend parajasti siis, kui ta
on faktoriseeruv.
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Definitsioon 2.14. Oeldakse, et regulaarne poolriihm S on inversne, kui igal elemendil
s € S on liheselt maaratud inversne element.

Inversse poolriihma S puhul piisab tingimusest s = sxs, sest vorduste
s(xsr)s = (srs)rs = sxs = s
ja inverssuse tdttu kehtib vdrdus xsx = x automaatselt. Iga riithm on inversne poolriithm.

Jargnev ndide on ildtuntud ja muuhulgas leitav monograafiast [6].

Naide 2.15. Bitsiiklilise poolriihma (p,q | pg = 1) fikseeritud element esitub iiheselt
kujul ¢™p", kus m,n € NU {0}, ja tema uiheselt maaratud inversne element on p™q¢".

Inversse elemendi iihese maaratuse otse kontrollimine vdib ménikord osutuda viaga kee-
ruliseks. Otstarbekas on kasutada jargmist kirjeldust.

Teoreem 2.16 ([5] Teoreem 5.1.1). Regulaarne poolriihm S on inversne parajasti siis,
kui tema idempotendid kommuteeruvad.

Toestus. Tarvilikkus. Olgu e, f € E(S) idempotendid ja x korrutise ef inversne ele-
ment. Kehtib ef = (ef)z(ef) = (ef)frxe(ef). Inverssuse téttu fre = x = zefx.
Paneme tihele, et = on idempotent. Tdepoolest, kehtib
zx = frefre = f(refr)e = fre = x.

Kehtivad vordused zzx = © = z(ef)x ja inverssuse tdttu z = ef ehk ef € E(S). Et
ef(fe)ef = ef, siis inverssuse téttu ef = fe.
Piisavus. Olgu s € S ja regulaarsuse pdhjal kehtigu sys = sxs = s, x = xsx jay = ysy
mingite x,y € S korral. Kuna sz, zs, sy,ys € FE(S) siis nende kommuteerumise tttu

ST = SYsr = SISy = Sy ja IS = TSYS = YSIrs = ys.

Eelneva pdhjal kehtib
T = IST = YsST = Ysy = v,
seega on S inversne poolrihm. =

Lemma 2.17 ([3] Lemma 7.34). Olgu S inversne poolriihm ja ¢ : S — T siirjektiivne
poolriihmade homomorfism. Iga f € FE(T) korral on ¢~ '(f) poolriihma S inversne
alampoolriihm.

Toestus. Olgu f € FE(T) idempotent. Olgu s,s" € o !(f) ehk

o(s) =op(s) = F.
Siis p(ss') = ff = f, seega " }(f) < S. Olgu s € p~(f) ja x € S tema inversne
element. Tahistame ¢ := ¢(x) ja nditame, et x € = 1(f).
Teoreemi pdhjal poolriihma S idempotendid kommuteeruvad, seega kehtib vardus
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sxxs = xssx. Kuna s = sxs ja x = zsx, siis f = ftf jat =tft ning

f=rtf=fQrOf=fQafr)f = fe(zssz)f
= fe(saxs) f
= fo(s)p(zz)e(s) f
= [folzz)ff
= folzx)f
= p(s)p(zw)p(s)
= @(sxxs)
= @(xssz)
=tfft=tft=t.

Et f =t siisx € o !(f) ja seega o !(f) on poolriihma S inversne alampoolrihm. =
Kuna inversses poolriihmas leidub idempotent, siis saame vahetult jargmise.

Jareldus 2.18. Olgu S inversne poolriihm ja ¢ : S — T siirjektiivne poolriihmade
homomorfism. Iga f € E(T) korral leidub e € E(S) nii, et p(e) = f.

Teoreem 2.19 ([5] Teoreem 5.1.4). Olgu ¢ : S — T siirjektiivne poolriihmade homo-
morfism. Kui S on regulaarne (inversne), siis T' on regulaarne (inversne).

Toestus. Olgu t € T'. Leidub s € S nii, et ¢(s) = t. Regulaarsuse tttu leidub = € S
nii, et s = sxs ning

to()t = p(s)p(x)p(s) = p(sws) = p(s) =t.
Seega on T regulaarne poolriihm.
Olgu niitid S inversne ja f, f' € E(T). Jarelduse [2.18| pshjal leiduvad e, ¢’ € E(S) nii,
et p(e) = f ja p(e') = f'. Teoreemi pdhjal poolriithma S idempotendid kommu-
teeruvad, seega

ff =wle)ple) = plee’) = p(e'e) = f'f.

Et ka poolriihma T idempotendid kommuteeruvad, siis teoreemi pdhjal on T in-
versne poolrihm. m

Osutub, et (viiksest tugevalt sidusast) kategooriast konsolidatsiooniga poolriihma moo-
dustamisel tekib alati lokaalsete {ihikelementidega poolriihm. Samuti kanduvad kategoo-
ria regulaarsus ja inverssus ile tekkinud poolriihmadele. Jargmine on artikli [11] lemma
3.5 p&hjal.

Lemma 2.20. Olgu A viike tugevalt sidus kategooria ja o konsolidatsioon sellel kate-
goorial. Kehtivad jargmised vaited.

1. Poolriihmal A% on lokaalsed (ihikelemendid.

2. Kui A on regulaarne (inversne) kategooria, siis poolriihm A% on regulaarne
(inversne).
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Toestus. Olgu f: A — B mingi morfism kategoorias A.
Esimese viite tdestuseks margime, et 15 ja 14 on idempotendid poolriihmas A® ja

1Bszle=f=f1A:folA.
Tdestame teise vaite. Leidub morfism g : B — A nii, et f = fgf. Kehtib vérdus
fogof=rfogf=1F
seega on A regulaarne poolrithm.

Olgu niitid A inversne kategooria ja ¢’ : B — A morfism, mille korral fog¢ o f = f.
Siis f¢'f = f ja inverssuse tdttu ¢ = g. Jarelikult on A“ inversne poolrihm. =

Alajaotuse |3puni eeldame, et vaadeldavad kategooriad on véiksed ja tugevalt sidusad.

Lause 2.21 ([11] Lemma 3.7). Olgu ~y konsolidatsioon kategoorial C = [A, B]. Pool-
riihm C7 on alampoolriihmade A" ja B" laiend.

Toestus. Esimese alajaotuse [6pus ndgime, et A” ja BY on C” alampoolriihmad. Na&i-
tame, et C” on poolriihma A" laiend. Teine vaide tdestatakse analoogiliselt. Tdestuseks
naitame, et kehtivad vérdused A7 = A7oC70 A7 jaC? =C7 0 A 0 C7.

Tdestame esimese vorduse. Sisalduvus A” C A70C? 0 A on lemma [2.20| esimese punkti
pShjal vahetu. Olgu goho f € AYo(C7 o A7. Kuna A on C tiielik alamkategooria, siis
gohofe AV

T&estame teise vérduse. Sisalduvus C7 o AY o C7 C C7 kehtib alati. Olgu ¢ € C(C}, Cy)
ja nditame, et ¢ € C7 o A” o C7. Vaatame nelja erinevat vdimalust.
1. Olgu ¢ € A7, siis lemma esimese punkti pdhjal ¢ = 1¢, o co 1¢,.

2. Olgu ¢ € B7. Leiduvad isomorfismid hy : C; — A; ja hy : Cy — Aj, kus
Ay, Ay € Ay. Alamkategooria A tiielikkusest hoch;' € A(A;, As) ning

c=hy'ohychi*oh; €C 0 A0 (.

3. Olgu Ci € A ja Cy € By. Siisc=co 1, o 1¢y.
4. Olgu C1 € By ja Csy € Aq. Siis ¢ = le, 0lg, 0c.

Rohkem vdimalusi ei ole. Lause on tdestatud. m

V3ib ka 6elda, et C” on poolriihmade A" ja B” iihine laiend.

Kehtigu veel jargmine, kui pole éeldud teisiti. Olgu C = [A, B] kahealuseline kategooria,
kus « ja (3 on konsolidatsioonid vastavalt kategooriatel A ja B. Olgu A € A,. Fikseerime
isomorfismi h : A — B, kus B € By. Olgu v konsolidatsioonide « ja 5 loomulik laiend
kategooriale C isomorfismi h kaudu.

Kategooria C morfismide alamhulka, mis tegutsevad komponendist A komponenti 1,
tahistame AB. Analoogiline tihendus olgu kirjutisel B.A.
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Lemma 2.22 ([1I] Lemma 3.10). Olgua € A7, b€ B, c € BA jad € AB. Kehtivad
jargmised vordused.

lL.cohohloa=coa. 3. aohtob=uaob.

2.aohohtod=aod. 4. bohoa="boa.

Toestus. Olgua: A" - A", b: B — B", ¢c: B, — A jad: Ay — Bs.

A A, Z B, B
/ /
A | o , B
a S~ b
h_l
A// Al - Bl B//

Tdestame esimese vorduse:
cohoh™loa=colgoa
= c¢y(B, B1)1py(A”, B)a
= c¢B(B, B1)v(A",B)a
= ¢f(B, B1)B(B, B)ha(A", A)a
= cB(B, By)ha(A”, A)a
=cy(A",By)a = coa.
Tdestame teise vérduse:
aohoh tod=aolgod
= ay(B, A")1pv(Bsy, B)d
= ay(B, A")B(Bsy, B)d
ac(A, AYh ' B(B, B)3(By, B)d
(4, A)h
(

~'B(Bs, B)d
ay(By, AYd =aod.

= ax

Tdestame kolmanda vdrduse:
aoh™tob=ay(A A v(B", B)b
= aa(A, AL 'B(B", B)b
=ay(B";A)b=aob.
Tdestame neljanda vdrduse:
bohoa=0by(B,B)hy(A", A)a
= bB(B, B )ha(A", A)a
=by(A", B Ya=boa.

Lemma on tdestatud. =
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Definitsioon 2.23. Olgu S poolriihm ja p € S x S. Alamhulga p poolt tekitatud
kongruents on sisalduvuse méttes vahim kongruents 7 poolriihmal S, mille korral p C 7.

Olgu S poolrihm ja p C S x S. Olgu s,t € S ja leidugu =, y,u,v € St nii, et s = zuy
jat = zvy, kus (u,v) € p vdi (v,u) € p. Siis itleme, et leidub p-siire elemendilt s
elemendile ¢. Lihidalt s — ¢. ([5])

Lause 2.24 ([5] Lause 1.5.9). Olgu S poolriihm ja m alamhulga p C S x S poolt
tekitatud kongruents poolriihmal S. Kehtib (a,b) € 7 parajasti siis, kui a = b véi
leiduvadn € N ja z1,...,z, € S nii, et

a=:21 —> 29— ... 2, =0,
kus z; — z;41 on p-siirded.
Toestus. Vaatleme alamhulka
p° = {(zuy, zvy) | 2,y € S*, (u,v) € pUp~'} C S xS,
Defineerime seose 7 poolriihmal S jargmiselt:
(a,b) eT<a=b vdi (a,b) € p°.

Seos 7 on refleksiivne, siimmeetriline ja kooskdlas korrutamisega. Tahistame
T = U T

Seos 7 on samuti refleksiivne, siimmeetriline ja kooskdlas korrutamisega. Niitame, et
7 =m.0Olgu a,b,c € S jam,n €N, mille korral (a,b) € 7 ja (b,c) € 7™, siis vahetult
(a,c) € 7™ C 7, seega on 7 transitiivne. Jarelikult on 7 kongruents poolriihmal S.
Kuna p C 7, siis kongruentsi = minimaalsuse tdttu = C 7. Teisalt, kuna 7 C , siis iga
n € N korral 7" C m, seega 7 C .

Tarvilikkus. Olgu (a,b) € 7 ja a # b. Leidub n € N nii, et (a,b) =: (21,2,) € T
Leidub 2, 1 € S nii, et (21, 2,-1) € 7" ja (2,_1,2,) € T, siis leidub 2, 5 € S nii, et
(21, 2n—2) € 7" 2 ja (2p_2,2,_1) € T jne. Kordame protsessi seni kuni kéik paarid on
seoses T ning saame tulemuseks p-siirete jada

DT N S S

Piisavus. Olgu a = 21 # 2z, = bjaolgu z; — 23 — ... — z, p-siirete jada. Kuna
(zj,2j:1) €T=m, j=1,...,n—1,

siis transitiivsuse téttu (a,b) = (21,2,) €. =

Jargnevat lauset kasutame t66 kolmandas osas, kus meil on vaja kontrollida teatud
kongruentside vdrdsust.

Lause 2.25 ([11] Lause 3.11). Olgu w4 kongruents poolriihmal A" ja wp kongruents
poolriihmal BY. Olgu 7 kongruents poolriihmal C, mis on tekitatud hulga m,Umpg poolt.
Vérdus

TN (A X A7) =7y
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kehtib parajasti siis, kui kehtivad tingimused

(i) mistahes morfismide a,a’ € A" korral (a,d') € 14 = (h™' oa,h ' od') € 74,
(ii) mistahes morfismide a,a’ € A" korral (a,a’) € ma = (aoh,a’ o h) € 7y,
(iii) mistahes morfismide b,/ € B", isomorfismi f € AB ja isomorfismi g € BA
korral kehtib (b,b') € m1p = (gobo f,gob o f) € ma.
Toestus. Tarvilikkus. Téestame (i) ja (ii). Olgu a,a’ € A" nii, et (a,d’) € T4 C .
Kuna A on tiielik alamkategooria, siis At oa,a o h € A”. Et m on kongruents, siis
(htoa,h " od'),(aoh,d oh)emN(A" x A7) = 74.

Tdestame (iii). Fikseerime b,0' € B nii, et (b,V') € mp. Olgu morfismid f € AB ja
g € BA. Kuna A on taielik alamkategooria, siis gobo f € AY. Et w on kongruents, siis

(gobo f,gobof)emn (A x A) =74

Piisavus. Sisalduvus 74 C 7N (A x A7) kehtib alati. Nditame, et kehtib sisalduvus
7N (A x A7) C m4. Olgu z,y € A", mille korral (x,y) € . Olgu = # vy, siis lause
pdhjal leidub 16plik 74 U 7p-siirete jada

T=121 2= ... > 2 =1.
Kehtigu 74 U mg-siirde kirjelduse pdhjal
2j=Tjoujo0y; Jja zjy1=xj0vj0y;, jJj=1,...,n—1,

kus x;,y; € (C")' ja (uj,v;) € ma Unp Véi (vj,u;) € 74 Unp. Kuna 74 ja 73
on siimmeetrilised, siis piisab vaadelda juhtu (u;,v;) € T4 Unp. Et 2y = 2 € A7,
siis dom(y;) € Ap ja codom(z;) € Ap. Alamkategooria A on téielik st z, € A7 ja
analoogiliselt jatkates ndeme, et iga z; € A. Vdite tdestuseks piisab 7,4 transitiivsuse
pohjal ndidata, et iga j € {1,...,n — 1} korral (2, zj41) € ma. Kuna kongruents on
kooskdlas korrutamisega, siis meil piisab ndidata, et saame paari (2, z;+1) komponendid
esitada sobivalt valitud tegurite kaudu. Vaatame kahte vdimalust.

Esiteks, olgu (u;j,v;) € ma. Morfismide z;, y; valikuks on neli vdimalust.

1. Olgu z;,y; € A”. Kuna 74 on A” kongruents, siis
(2 2i+1) = (j ou; 0y, T 0 v 0 y;) € Wa.

2. Olgu z; € BA ning y; € A”. Kehtib (ujoy;,v;oy;) € T4, sest T4 on
kongruents. Eelduse (i) pdhjal
(h_l o uj o yj, hto vj 0 yj) €Y.
Alamkategooria taielikkuse tottu z; 0 h € A7. Lemma esimese punkti pdhjal
(2j, zj41) = (zj 0 uj 0 yj, w5 0 vj 0 y5)

= (xjohohfloujoyj,xjohohflovjoyj) € TA.

3. Olgu z; € A” ning y; € AB. Kehtib (x;0uj,zj0v;) € 7y, sest T4 on
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kongruents. Eelduse (ii) pdhjal
(xjoujoh,xjovjoh) € ma.
Alamkategooria taielikkuse tdttu A~ o y; € A7. Lemma teise punkti pdhjal
(23, zj41) = (x5 0u; 0 yj, 25 0 vj © yj)
= (xjoujohoh_loyj,xjovjohoh_loyj) € Ty.
4. Olgu morfismid z; € BA ja y; € AB. Eeldusi (i) ja (ii) jarjest kasutades saame
(ujoh,vjoh)€ma ja (h'oujoh,h " ovjoh)€ ma.
Eelnevalt nagime, et z; 0 h,h~ ! oy; € A7, seega kongruentsi mdiste kohaselt
(2, 2j4+1) = (5 0 uj 0y, 25 0 v; 0 y;)
= (ijhOh_loujOhOh_loyj,ijhOh_loijhOh_loyj) € T4.
Teiseks, oletame, et (u;,v;) € mp. Taas on neli vdimalust.
1. Olgu z;,y; € A. Eelduse (iii) p&hjal
(h_l owujoh, h=to vj 0 h) € Ty
Lemma kolmanda ja neljanda punkti p&hjal kehtib
Zj0U; OY; ::I:joh_loujoyj :xjoh_loujohoyj.
Analoogiliselt kehtib vérdus
zjovjoy; =x;0h " ov;ohouy;.
Kuna 74 on kongruents, siis

(2, 2j11) = (T 0 uj 0 Yj, T 0 V; 0 Yj)

= (:Ejoh_loujohoyj,xjoh_lovjohoyj) € 4.
2.0lguy; € A jax; € BAnii, et z; : By — A;. Kahealuselise kategooria m&iste
kohaselt leidub isomorfism g : By — A’, kus A" € Ay. Eelduse (iii) pdhjal

(goujoh,gowv;joh) € my.
Kuna y; € A7, siis kongruentsi mdiste kohaselt
(goujohoyj,govjohoy;) € my.
Lemma neljanda punkti pdhjal kehtivad
goujohoy;=goujoy; ja gowjohoy;=gouv;oy;,
ning seega
(g oujoyj,govjoy;) € ma.
Veel kehtib z; 0 g7! € A7. Ndeme, et ;0 g ' o g = x;. Kuna w4 on kongruents,
siis eelneva pdhjal kehtib
(25, z+1) = (2 0 u; 0 yj, w5 0 vj 0 )

= (xjog_logoujoyj7xjog_1ogovjoyj> € my.
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3.0lguz; € A7 jay,; € AB nii, et y; : Ay — B,. Kahealuselise kategooria m&iste
kohaselt leidub isomorfism f: A” — By, kus A” € Ay. Eelduse (iii) pdhjal

(ff1 oujo f, h! owjo f) €Y.
Kuna z; € A7, siis
(a:johfloujof,xjohflovjof) € 4.
Lemma kolmanda punkti pdhjal kehtivad
J:joh_loujof:xjoujof ja Ijoh_lovjof:xjovjof
ning seega
(zjouj;o f,rjov;o f) € ma.

Veel kehtib f~' oy; € A7. Ndeme, et fo f~'oy; =y,. Kuna m4 on kongruents,
siis eelneva pdhjal kehtib

(2, 2zj+1) = (2j 0 u; 0 yj, w5 0 v; 0 ;)
= (gpjoujofof_loyjyxjovjofof_loyj) € Ty.
4. Olgu z; € BA ja y; € AB neile vastavate isomorfismidega g ja f nii nagu nad
on tahistatud eelnevas kahes punktis. Eelduse (iii) p&hjal
(goujof,govjof)€ma.

Kehtivad vdrdused

zjog log=ux; ja fof toy =uy;
Kuna z;0 g™, f~1 oy; € A7, siis kongruentsi mdiste kohaselt
(2j, zj+1) = (5 0 uj 0 y;, x5 0 v; 0 Y;)

= (xjogflogoujofoffloyj,xjogilogovjofoffloyj) € Y.

Rohkem vdimalusi ei ole. Lause on tdestatud. =

Analoogiliselt saame kirjeldada vérdust = N (BY x BY) = mp. Sonastame selle eraldi
lausena.

Lause 2.26 ([11] Lause 3.11). Olgu w4 kongruents poolriihmal A” ja wp kongruents
poolriihmal B". Olgu m kongruents poolriihmal C, mis on tekitatud hulga = 4Un g poolt.
Vérdus
7N (B x BY) =mp

kehtib parajasti siis, kui kehtivad tingimused

(i) mistahes morfismide b,b" € BY korral (b,V/) € mg = (hob,hol') € 7p,

(i) mistahes morfismide b,V € B korral (b,V') € 1g = (boh™', ¥/ o h™!) € 75,

(iii) mistahes morfismide a,a’ € A", isomorfismi f € AB ja isomorfismi g € BA

korral kehtib (a,a') € mqp = (foaog,fod og) € mp.

Alajaotuse |dpetame piisava tingimusega poolriihmade iihise laiendi olemasoluks, kus-
juures (ihine laiend parib teatud poolriithma omadusi nendelt poolriihmadelt, millest ta
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moodustatakse. Jargnevas teoreemis me ei vaja konsolidatsioonide laiendamist suuremale
kategooriale mingi fikseeritud isomorfismi kaudu.

Teoreem 2.27 ([11] Lause 3.12). Olgu S ja T poolriihmad ja C = [ A, B| kahealuseline
kategooria, millel on antud konsolidatsioon . Olgu 7y : AV — S ning 7, : BY — T
stirjektiivsed homomorfismid, mille tuumad on vastavalt wg ja mp. Olgu 7 hulga mg Uy
poolt tekitatud kongruents poolriihmal C7. Kui

TNA"x A =7ng ja 7N (B"xB)=mnr,

siis faktorpoolriihm CY /w on poolriihmade S ja T (ihine laiend. lllustreeritult

AY B

Kui kategooriad A ja B on regulaarsed (inverssed), siis C7/m on regulaarne (inversne)
poolriihm.

Toestus. Kuna 7N (AY x A7) = g, siis kujutus
LA g = CV/m, [x]rg > [ 2],

on injektiivne homomorfism. Jarelikult on A" /7 isomorfne poolriihma C? /7 mingi alam-
poolriihmaga. Samastame selle alampoolriihma poolriihmaga A" /7g.
Olgu p : C7 — C7 /7 loomulik projektsioon. See on siirjektiivne homomorfism. Siis

plar + AT — p(A7)
on ka siirjektiivne homomorfism, kusjuures tema tuum on 7w N (AY x A7) = 7g. Hasti
tuntud poolriihmade homomorfismiteoreemist jareldub, et
S=Arg = p(AY).

Lemma 2.21] phjal on C” alampoolriihma A7 laiend. Lause[2.2] esimese punkti p&hjal on
C7/m alampoolriihma p( A7) laiend. Kui eelnev arutelu 13bi viia poolriihma T jaoks, siis
saame analoogiliselt, et C?/7 on alampoolriihma p(B”) laiend, kusjuures p(B7) = T.
Seega on C7 /7 poolriihmade S ja T iihine laiend.

Olgu niiid A ja B regulaarsed (inverssed) kategooriad, siis jarelduse pdhjal on ka-
tegooria C regulaarne (inversne). Lemma teise punkti pdhjal on C7 regulaarne (in-
versne) poolriihm. Teoreemi pdhjal on C7/7 regulaarne (inversne) poolriihm. m
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3 Poolrithma Schiitzenberger’ kategooria

K3esolevas alajaotuses defineerime poolriihma Schiitzenberger' kategooria ning toome
artikli [4] pdhjal vélja mdned tema omadused. Esitame Lawsoni teoreemi implikatsiooni
2 = 3 tdestuse tuginedes eelnevates alajaotustes tehtule.

Definitsioon 3.1. Poolriihma S Schiitzenberger’ kategooria D(.S) objektide hulk
on S. Morfismid ¢t — s,s,t € S, on kolmikud (s,u,t), kus v € sS' N S't ning nende
korrutamine defineeritakse vordusega

(s,xt,t)(t, ty,r) == (s, xty,r).

Veendume, et tegemist on kategooriaga.
Morfismid on vdrdsed, kui kdik nende vastavad komponendid on vdrdsed, seega mor-
fismide hulgad on paarikaupa I&ikumatud. Vaatame niiiid kolmikuid

<p7 xr, 7“), (7’, 7"92,3) = (Ta 1’25,5) .ja (3,3y3,t)

ning naitame, et definitsioonis antud morfismide korrutamine on assotsiatiivne:

((p 21r, 1) (r,ry2, 8)) (5, 8Y3, t) = (p, 172, 5)(5, SY3, 1)
P, 1728, 5) (S, Y3, 1)
P, T1225Y3, 1)
s T1TY2Ys, t)
p, 17, 7) (7, TY2y3, t)
p, 217, 7) (1, T28Y3, t)
pyxar, ) ((r, 228, 5)(8, sys, t))
= (p,x17r,7) ((r, 792, 5)(8, sYs3, 1)) .
lga objekti s € S iihikmorfism on (s, s,s). Téepoolest, olgu (s, sy,t) = (s, xt,t) mingi

=
=(p
=
= (
=
=

morfism, siis

(s,s,5)(s,sy,t) =

s,xt, t)(t,t1,1)

L)L, L),
Mistahes s,t € S korral on (s, st,t) morfism t — s, seega on kategooria D(.S) tugevalt
sidus.
Kategooriaga DD(.S) paralleelselt saame radkida kategooriast I(.S), mille objektid on pa-
rempoolsed peaideaalid sS1,s € S. Morfism ¢ : tS? — sS!, kus s,t € S, on selline

kujutus, mille korral leidub u € S* nii, et iga z € S! korral p(tz) = utz. Artiklis [4]
nimetatakse sellist kujutust sisemorfismiks. Olgu

tst 25 st L st
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sisemorfismid. Leiduvad u,v € S* nii, et iga z € S! korral p(tz) = utz ja Y(sz) = vs.
Véttes v = 1 saame () = ut € sS'. Olgu v’ € S! selline, et ut = su’. Iga x € S!
korral

(o) (tz) = Y(utz) = P(su'z) = vsu'z = (vu)tz,
seega sisemorfismide kompositsioon on samuti sisemorfism. Kuna komponeerimine on
harilik kujutuste komponeerimine, siis on see assotsiatiivne tehe. Samuti, iga objekti sS*
ihikmorfism on kujutus sx — sx.
Osutub, et kategooriad ID(S) ja I(S) on ekvivalentsed. Jargnevat teoreemi kasutame t66
neljandas osas.

Teoreem 3.2 ([4] Teoreem 3.3). Olgu S suvaline poolriihm. Siis kategooria D(S) on
ekvivalentne kategooriaga 1(S).

Toestus. Defineerime F': D(S) — I(.5) nii, et

t——— 5!
(s,ut,t) Tut

S F——— gG1!

kus ut = sw ja 7, : tS* — sS1 on defineeritud vérdusega
Tu(tz) = utz, x¢€ S
st ta on tdepoolest sisemorfism. Selline eeskiri F' on korrektselt defineeritud, sest kui
leiduvad u,v € S nii, et ut = vt € sS?, siis iga x € S* korral
Tut(tT) = utz = vtr = Ty, (tx) (1)
ja seega 7,; = T, Konrollime funktoriaalsust. Olgu (s, ut,t) = (s,sw,t) ja (r,vs,s)
morfismid kategoorias D(S). Olgu = € S* fikseeritud, siis
F((r,vs,s)(s,sw,t)) (tx) = F ((r,vsw, t)) (tx)
= F ((r,vut,t)) (tz)
= Tyut(tT)
= vutx.
Samuti kehtib
F((r,vs,s))F((s,sw,t))(tx) = F((r,vs, s))F((s,ut,t))(tx)
= TysTut (tT)
= Tys(utz)
= Tys(sWIT)
= vswx

= vutx.
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Kategooria D(.S) iga tihikmorfismi (s, s,s) = (s, 1s, s) korral kehtib

F((s,1s,5))(sx) = ms(sx) = lsx = sz,
seega F' sailitab tihikmorfismid. N&itame veel, et F' on kategooriate ekvivalents. Kuna F
on objektidel siirjektiivne, siis ta on ka tihe. Funktor F' on tdpne, sest (1) pdhjal ndgime,
et vordusest 7,; = T, jareldub ut = vt. Kui ¢ : tS* — 55! on sisemorfism, siis leidub
u € S* nii, et iga x € S korral ¢(tx) = utxr, muuhulgas p(t) = ut € sS' N S't.
Jarelikult

F((s,ut,t)) = Ty = ¢

ja oleme ndidanud, et F' on tdielik. =

Jatkame niiiid Schiitzenberger’ kategooriatega. Jargnev lemma annab muuhulgas hea
mooduse kategooria ID(.S) toese fikseerimiseks.

Lemma 3.3 ([4] Lemma 3.4). Olgu S poolriihm. Kategooria D(S) objektid s,t € S on
isomorfsed parajasti siis, kui s Z't.

Toestus. Tarvilikkus. Olgu (s, u,t) isomorfism kategoorias ID(S), kus u = xt =
sy, x,y € S1. Leidub morfism (¢,v,s), kus v =tz = ws, z,w € S, nii, et
(s,8,8) = (s,xt,t)(t, tz,s) ja (t,t,t) = (t,ws,s)(s, sy,t)
= (s,2t2,5) = (t,wsy,1).

Vorduste s = vtz = uz ja u = sy pdhjal sZu. Analoogiliselt, vorduste t = wsy = wu
ja u = xt pohjal, uZt. Seega kehtib s 7 t.
Piisavus. Leidugu u € S nii, et sZu.£t. Leiduvad z,y, 2z, w € S*, mille korral

u=sy=uat, s=uz ja t=wu.

Kehtib v := tz = wuz = ws € tS1 N Sts, mille p&hjal

(s,u,t)(t,v,s) = (s,at,t)(t, tz,s) (t,v,s)(s,u,t) = (t,ws,s)(s, sy,t)
= (s,xtz,s) ja = (t,wsy,t)
= (s,uz,s) = (t,wu,t)
=(s,5,5) = (t,t,1)

Jarelikult on objektid s ja t isomorfsed. m

Olgu (e, s, f), e, f € E(S), morfism kategoorias D(S), siis s = ex = yf, kus z,y € S,
ning kehtib vordus

esf=cexf=cxf=yff=yf=s.
Definitsioon 3.4. Poolriihma S Cauchy taieldiks nimetatakse kategooria D(.S) téie-
likku alamkategooriat C'(.S), mille morfismid on kolmikud (e, s, f), kus e, f € E(S) =
C(S)o ja s € S, mille korral esf = s.

Artiklis [4] 6eldakse kategooria C'(.S) kohta ka Karoubi iimbrik ja seda tahistatakse K(.5).
Leidub poolriihmi, milles pole idempotente. Sellisel juhul on nende Cauchy taieldid tiihjad
kategooriad. Mittetiihja poolrithma Schiitzenberger’ kategooria on mittetiihi.
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Teoreemiga [3.2 analoogiliselt saame tdestada jargmise.

Teoreem 3.5 ([4] Teoreem 3.6). Kategooria C(S) on ekvivalentne kategooria 1(.S)
tieliku alamkategooriaga, mille moodustavad parempoolsed peaideaalid eS*, e € E(S),
koos nendevaheliste sisemorfismidega.

Lemma abil saame piisava tingimuse kategooriate C'(.S) ja D(S) ekvivalentsuseks.
Asjakohane pdgus kommentaar on ka artiklis [4].

Jareldus 3.6. Olgu S poolriihm. Sisestusfunktor I : C(S) — D(S) on tihe parajasti
siis, kui S on regulaarne poolriihm.

Toestus. Tarvilikkus. Olgu s € S. Funktori I tiheduse téttu leidub e € E(S) nii, et
s = e kategoorias D(S). Lemma pdhjal s Ze. Olgu u € S, mille korral sZuZe.
Niisiis, olgu v, ¥y, z,w € S* valitud nii, et
S=uv, U=SYy==z€e ja €= wu.
Naitame, et elemendi s pseudoinversne element on = := yw. Kehtib
srs = (sy)ws = uws = vw(uv) = u(wu)v = uev
= (ze)ev
= (ze)v
= uv = S.
Jarelikult on S regulaarne poolrithm.

Piisavus. Olgu s € S. Regulaarsuse téttu leidub = € S nii, et s = sxs, kusjuures
st € E(S). Seega s#Zsx ¥ sz ehk s P sx. Lemma [3.3| pdhjal s 2 sx kategoorias D(S),
seega on funktor [ tihe. =

Kuna sisestusfunktor on tdpne ja taielik, siis on meil regulaarse poolriihma S korral
tegemist kategooriate C'(S) ja D(.S) ekvivalentsiga.

Jareldus 3.7. Olgu S regulaarne poolriihm. Siis kategooriad C(S) ja D(S) on ekviva-
lentsed.

Lawsoni teoreemi tdestuse kaigus, artiklis [11], mainitakse, et regulaarsete poolriihmade
Cauchy téieldite ekvivalentsusest jareldub, et neil on ka olemas regulaarne iihine laiend.
Antud asjaolu séltub sellest, kas poolriihma regulaarsus kandub iile Cauchy taieldile. See
on téepoolest nii.

Lause 3.8. Olgu S regulaarne (inversne) poolriihm, siis kategooria C'(S) on regulaarne
(inversne).

Toestus. Regulaarsuse t&ttu on poolrithmal S lokaalsed iihikelemendid. Olgu morfism
(e, s, f) fikseeritud, kus e, f € E(S),s € S ja s =esf. Siis es = s = sf. Regulaarsuse
tottu leidub = € S nii, et s = sxs. Vorduse ffree = fxe tdttu (f, fre,e) on morfism
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kategoorias C'(.S) ning

seega on kategooria C'(S) regulaarne.
Olgu niiiid S inversne poolriihm ja morfism (f,y,e), kus y = fye, selline, et

(e,5,f) = (e.s, [)(f.y.e)(e; s, [) = (e, sys, f).
Kuna sys = s, siis inverssuse tottu y = x. Kuna fze = fye =y, siis
(f.y.e) = (f, fre,e€)

ja seega on C(S) inversne kategooria. =
On loomulik kiisida, kas analoogiline vdide kehtib ka kategooria D(.S) puhul.

Jareldus 3.9. Olgu S regulaarne (inversne) poolriihm, siis kategooria D(S) on regu-
laarne (inversne).

Toestus. Lause pdhjal on C(S) regulaarne (inversne) kategooria. Jarelduse
pShjal on kategooriad C'(S) ja D(S) ekvivalentsed. Lause teise (kolmanda) punkti
pdhjal on ID(S) regulaarne (inversne) kategooria. m

Esitame niiiid Lawsoni teoreemi implikatsiooni 2 = 3 tdestuse. Taienduseks nditame
ara veel mdned omadused, mis kanduvad iile iihisele laiendile ning 1&plike poolriihmade
korral anname selle iihise laiendi elementide arvule iilemise tdkke. Teoreemi pdhiosa
tdestus tugineb artikli [11] teoreemi 3.13 tdestuse skeemile.

Teoreem 3.10. Olgu S ja T lokaalsete iihikelementidega poolriihmad. Kui kategooriad
C(S) ja C(T) on ekvivalentsed, siis poolriihmadel S ja T' on olemas (ihine laiend. Veel
kehtivad jargmised vaited.

1. Kui S ja T on regulaarsed (inverssed) poolriihmad, siis on neil olemas regulaarne
(inversne) iihine laiend.
2. Kui S ja'T on Iplikud poolriihmad, siis on neil olemas I6plik iihine laiend, milles
on dlimalt 4n® elementi, kus n := max {|S|, |T|}.
Tdestus. Uldisust kitsendamata olgu kategooriad C(S) ja C(T') Isikumatud. Teoreemi
p&hjal leidub kahealuseline kategooria
C:=[C(5),C(T)].

Fikseerime ¢y € E(S), siis leidub isomorfism h : eg — fo, kus fo € E(T). Defineerime
konsolidatsioonid « ja (3 vastavalt kategooriatel C(S) ja C(T') vdrdustega

afer, ez) == (ez,e2e1,e1) ja  B(f1, f2) = (fo, fof1, f1)-
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Olgu ~ konsolidatsioonide « ja [ loomulik laiend kategooriale C isomorfismi A kaudu.
Defineerime kujutused
7ng : C(S>7 — S, (62, 8,61) — S, ja W&w : C(T)’Y — T, (fg,t,fl) — L.

N&itame, et 75 on siirjektiivne homomorfism. Kujutuse 77 korral on p&hjendus analoo-
! !

giline. Olgu morfismid (e2, s,€1), (e, s, €}) € C(S)7 fikseeritud. Vérduste e)s’'e] = s
ja exse; = s pdhjal
s((eh, 8, el )ales, e))(ea, s, e1))

/s €9, 5/7 6/1)(6/17 6/162, 62)(627 S, 61))

7T,,5'((€/2’ 5/76,1) © (627 3761)) =

= ng((eéﬂ s, 6/1))7Tig((62, S, 61))'
Kuna poolrithmal S on lokaalsed iihikelemendid, siis iga s € .S korral leiduvad idempo-
tendid ey, ea € E(S) nii, et s = eysey, seega mg((ea, s,€1)) = s ehk 75 on siirjektiivne.
Olgu 7g ja mr vastavalt homomorfismide 7 ja 77, tuumad. Olgu 7 hulga 7s Uy poolt
tekitatud kongruents poolriihmal C7. Kontrollime lause tingimuste (i), (ii) ja (iii)
taidetust kongruentsi g jaoks.

1. Olgu (e, s, e1)ms(€), s,€}). Kuna eys = s, siis
h™t o (eg,s,e1) = h™ (e, fo) (€2, s,e1) = h™' B(fo, fo) h (e, €g) (€2, 5, 1)
== 05(62, 60) (627 S, 61)
= (eo, €gea; €2) (€2, 5, €1)
= (eo, €oe25, €1)
= (eo, €p$, €1).
Analoogiliselt saame h™! o (e}, s, ¢€}) = (e, eos, ;). Jarelikult kehtib
ms((€o, 08, €1)) = €os = mg((eo, €os, €1))
jaseega h™'o(ey,8,61)Tsh™ o (e, s,¢€)).
2. Olgu (ea, s,e1)ms(€h, s, €]). Vorduse se; = s pdhjal
(e2,8,e1) o h = (e, 5,e1)y(fo,€1) h e2,5,e1) aleg, e1) h™ 5(f0, fo) h
€2,58 61) (60761)

= (
= (
= (eq, s,€1) (e1, e1€0, €)
= (e2,
= (
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Kehtib ka (€}, s,¢e}) o h = (e}, seg, ep) ja seega (e2,s,€1) o hmg (€, s,¢€)) o h.
3. Olgu (fa,t, f1) mr (f5,t, f1). Olgu g : e — f ja k: f' — ¢ suvalised isomorfis-
mid kategoorias C, kus e, ¢’ € E(S) ja f, f' € E(T). Siis
ko (f27t7 fl) cg = kf}/(f27fl> <f27t7 f1>7<f7f1)g
= kﬁ(f?vf,) (f?)tafl)ﬁ(fvfl)g'

Olukorda illustreerib jargmine diagramm

o(s) ) o(T)
Iy,
1
f2
¢ —T f! ?

Leiame morfismi, mis jadb k ja g vahele:

B(fa, ) (fas ts f1) BU 1) = (F's F far o) (fas b, f1)(Fr, fuf )
= (f', f'fat, f1)(fr, oS, f)
= (f, [ fath [, f)
= ([, f'tf, ).

Nahtavasti ei s6ltu tulemus fi, fo € E(T) valikust. Refleksiivsuse t&ttu kehtib
(ko (fat, fi)og) ms (ko (fs,t, f1)og).

Lause pdhjal 7N (C(S)Y x C(S)7) = mg. Eelneva kontrolli saab analoogiliselt |3bi
viia kongruentsi 71 korral, seega lause pShjal 7N (C(T)Y x C(T')Y) = mr. Teoreemi
pdhjal on C7 /7 poolriithmade S ja T iihine laiend.

Kui poolriihmad S ja T on regulaarsed (inverssed), siis lause pdhjal on kategoo-
riad C'(S) ja C(T) regulaarsed (inverssed). Teoreemi pdhjal on C7/m regulaarne
(inversne) poolrithm.

Olgu S ja T Iplikud poolriihmad ja ildisust kitsendamata m := |S| < |T'| =: n. Siis
kategooriad C(S) ja C(T) on I5plikud. Kategooria C morfisme on nelja tiiiipi.

1. Mistahes kahe idempotendi e, f € E(S) (v8ib ka olla e = f) korral vastab
neile Glimalt m morfismi kategoorias C(S), seega on kategoorias C'(.S) iilimalt m?
morfismi. Analoogiliselt on kategoorias C/(T') iilimalt n® morfismi.

2. Morfismide hulga C'(S)C(T") elemendid moodustatakse objektide F(.S), E(T)
ja kategooria C(T") morfismide abil. Fikseeritud objektide e € E(S) ja f € E(T)
korral leidub Glimalt n morfismi e — f. Lastes objektil f muutuda, on morfisme
iilimalt n2, seega kokku on selliseid morfisme iilimalt mn?. Samamoodi on ka
hulgas C(T)C(S) ilimalt mn? morfismi.

35



Me ei oska hinnata, kuidas hulga C; faktoriseerimisel kongruentsi 7 jargi muutub elemen-
tide arv. Kiill aga ei saa neid olla rohkem kui esialgses poolriihmas. Samuti, vordsusseose
jargi faktoriseerides saame esialgse poolriilhmaga isomorfse poolriihma. Uhises laiendis
on iilimalt 4n® elementi. m

Kui S ja T on regulaarsed poolriihmad, siis eeldusel, et nende poolriihmade Schiitzenber-
ger' kategooriad on ekvivalentsed, saame jirelduse [3.7] pshjal

C(S) ~ D(S) ~ D(T) ~ C(T).

Seega regulaarsete poolriihmade Schiitzenberger' kategooriate ekvivalentsusest jareldub
nende poolriihmade iihise laiendi olemasolu. Artikli [4] p&hjal kehtib jargmine.

Teoreem 3.11 ([4] Jareldus 4.6). Olgu S ja T lokaalsete iihikelementidega poolriihmad.
Kui kategooriad C'(S) ja C(T') on ekvivalentsed, siis ka kategooriad D(S) ja D(T) on
ekvivalentsed.

Jareldus 3.12. Olgu S ja T regulaarsed poolriihmad. Kategooriad C(S) ja C(T) on
ekvivalentsed parajasti siis, kui kategooriad D(S) ja D(T) on ekvivalentsed.

Vaib kiisida, et milliste poolriihmade korral teoreemi implikatsioon veel kehtib.
Tuleb vélja, et see ei kehti naiteks ei 16plikul ega kommutatiivsel juhul. Jargnev naide on
raamatu [5] alajaotuse 1.2 pdhjal.

Niide 3.13. Olgu S = (s) 18plik monogeenne poolriihm. Fikseeritud z € N korral
leidub I3plikuse tdttu y € N nii, et  # y ja s* = s¥. Olgu m vahim sellise omadusega
naturaalarv, mille kohta Geldakse poolriithma (s) indeks.

Kui iga k& € N korral s™ = s™** siis deldakse, et poolriihm (s) on aperioodiline.
Alternatiivselt, leidub vahim naturaalarv » > 1, mille korral s™ = s™*", mille kohta
deldakse poolrihma (s) periood. Alamhulk G := {s™, s™*1 ... s™t"~1} on tsiiklili-
ne alamriihm, mis on isomorfne riihmaga (Z,, +). Oeldakse, et see on poolriihma (s)
riihmaosa. Paneme veel tihele, et G on poolriihma (s) ideaal.

Sm+1
\
/ Sm+2
S 52 J— Sm—l — gMm a
\ /
Serrfl Sm+3
Kui (s) ei ole riihm, siis rihmaossa mittekuuluvad elemendid {s, s?, ..., s™ '} moodus-

tavad poolriihma (s) saba. Kuna (s) on kommutatiivne poolriihm, siis ¥ = Z. Uhelt
poolt ¥ = L. C Z. Alati kehtib & C &, seega praeguses olukorras & = % = 9.
Niisiis moodustavad saba elemendid igaiiks eraldi Z-klassi, sest nende tekitatud pea-
ideaalid on erinevad.

Olgu S I8plik monogeenne poolriithm, mis ei ole rithm ja sisaldab mittetriviaalset alam-
rihma. Poolriihm S sisaldab tapselt iihte idempotenti ¢, see on riihma G iihikelement.
K&ik morfismid kategoorias C'(S) on kujul (e, s,e), kus s = ese, millest jareldub, et
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s € G, sest GG on ideaal. Seega C(S) = C(G). Rithm G on parajasti iiks Z-klass pool-
riihmas S. Saba elementidest tekib aga vihemalt iiks Z-klass veel. Kategooriatel ID(S)
ja D(G) ei saa sellisel juhul olla isomorfseid toeseid, seega pole tegemist ekvivalentsete
kategooriatega.

Ka implikatsioon

D(S) = D(T) = C(S) = C(T)
ei kehti ei 16plikul ega kommutatiivsel juhul. Jargnev ndide samuti demonstreerib, et
Schiitzenberger' kategooriate isomorfsusest ei jareldu vastavate poolrithmade isomorfsus.

Naide 3.14. Olgu S := (Z,,-) ja T := {t,0}, kus tt = t0 = 0t = 00 = 0. Kategooriad
D(S) ja D(T) (ilma thikmorfismideta) ndevad vilja jargmiselt:

(1,0,0) (£,0,0)
OC 1@ (1,0,1) oCtQ (t,0,1)
(0,0,1) (0,0,1)

M&lemas poolriihmas on kaks Z-klassi, kusjuures kategooriad D(.S) ja D(7") on isomorf-
sed. Et nendel poolriihmadel on erinev arv idempotente, siis kategooriatel C'(.S) ja C(T)
ei ole isomorfseid toeseid.

Teoreemi vastupidise implikatsiooni kehtivus lokaalsete iihikelementidega juhul pole
teada.
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4 Poolriihmade (tugev) Morita ekvivalentsus

Morita ekvivalentsus poolriithmade korral defineeritakse nendele poolriihmadele vastavate
teatava omadusega parempoolsete poliigoonide alamkategooriate ekvivalentsuse kaudu.
Sellist tingimust on (ldiselt vaga tiilikas kontrollida. Oluliselt mugavam on opereerida nn
Morita kontekstidega, mille abil defineeritakse tugev Morita ekvivalentsus.

Naitame, et faktoriseeruv poolriihm on tugevalt Morita ekvivalentne oma mistahes laien-
diga. Tapsustuseks artikli [7] kirjeldusele anname kirjelduse fikseeritud monoidiga tuge-
valt Morita ekvivalentsetele poolrilhmadele. Testame ka Lawsoni teoreemi implikatsioo-
ni 3 = 4 faktoriseeruvate poolriihmade korral.

Definitsioon 4.1. Olgu S poolriihm ja P mittetiihi hulk. Oeldakse, et hulk P on
parempoolne S-poliigoon, kui on defineeritud kujutus - : P x S — P nii, et iga
p € Pjas,s €8S korral

(prs)-s'=p-(ss).
Kujutust - nimetatakse poolriihma S toimeks hulgale P. Asjaolu, et P on parempoolne
S-poliigoon, rdhutatakse kirjutades Ps.

Kui S on monoid iihikelemendiga 1, siis ndutakse lisaks, et iga p € P korral

p-1=np.
Analoogiliselt defineeritakse vasakpoolsed S-poliigoonid. Kui kontekstist on selge, et

tegemist on parempoolse (vasakpoolse) S-poliigooniga, siis kirjutame harilikult Ps (s P)
asemel lihtsalt P. Samuti kirjutame liihidalt ps :=p - s (sp := s - p).

Definitsioon 4.2. Olgu S ja T poolriihmad ning P mittetiihi hulk. Oeldakse, et gPr
on (S, T)-bipoliigoon, kui ta on vasakpoolne S-poliigoon, parempoolne T-poliigoon ja
mistahes p € P,s € S jat € T korral

(sp)t = s(pt).

lga poolriihm S on loomulikul viisil vaadeldav vasak- ja parempoolse S-poliigoonina ja
ka (S, .5)-bipoliigoonina.

Definitsioon 4.3. Olgu S poolriihm ning Ps ja Qg parempoolsed S-poliigoonid. Oel-
dakse, et kujutus ¢ : Ps — Qg on S-homomorfism, kui iga p € P ja s € S korral

p(ps) = ¢(p)s.
Vasakpoolsel juhul defineeritakse S-homomorfismid analoogiliselt.

Definitsioon 4.4. Olgu S ja T poolriihmad ning sPr ja sQr (5, T)-bipoliigoonid.
Oeldakse, et kujutus ¢ : gPr — sQr on bipoliigoonide homomorfism, kui iga
p € P,se€ SjateT korral kehtivad vérdused

o(sp) = sp(p) ja @) =@t

38



Olgu S poolrithm, Pg parempoolne S-poliigoon ja @) vasakpoolne S-poliigoon. Olgu
p° ekvivalentsusseos hulgal P x ), mis on tekitatud jargmise hulga poolt:

p=1{(ps.q),(p.sq)) | p€ PgeQ,seS}.

Tahistame faktorhulka (P xQ)/p® = P®sQ =: P®Q) ning vastavaid ekvivalentsiklasse
kirjutisega p ® ¢, kusjuures ps R ¢=p®sq, pe P,ge Q,s € S.

Definitsioon 4.5. Oeldakse, et hulk P ® @ on S-poliigoonide P ja () tensorkorrutis.
Veel deldakse, et ekvivalentsiklass p ® ¢ on elementide p € P ja ¢ € (Q tensorkorrutis.

Faktorhulgal defineeritud kujutuse korrektselt defineerituseks tuleb kontrollida, et tule-
mus ei sdltuks ekvivalentsiklassi esindaja valikust. Kasutame selleks jargmist kirjeldust.

Lemma 4.6 ([6] Lemma 11.5.5). Olgu Ps ja s@Q S-poliigoonid ja P ® () nende tensor-
korrutis. Mistahes p,p’ € P ja q,q' € Q korral kehtib p ® q = p' ® ¢’ parajasti siis, kui
leiduvadn € N, ri, ..., 1, 81,...,5, €SY p1,....pne1 EP jaqu,...,qn € Q nii, et

pri = D151 Mg =¢

P12 = P2S2 242 = S141

Pa2T3 = P3S3 3q3 = S242

Pn—-1Tn = p,Sn 'ndn = Sn—1Gn—1
¢ = Snln.

Olgu P ja @ vastavalt (R, S)- ja (S,T)-bipoliigoonid. Siis tensorkorrutis P ®g () on
(R, T)-bipoliigoon loomulikul viisil defineeritud toimete suhtes:

rp®q):=rpRq ja (pRt:=pRqt, pePqgeQ,reRteT.

Definitsioon 4.7. Oeldakse, et parempoolne (vasakpoolne) S-poliigoon Ps (sP) on

unitaarne, kui kehtib vérdus PS = P (SP = P). (S, T)-bipoliigoon sPr on unitaar-

ne, kui kehtivad vérdused SP = P ja PT = P.

Definitsioon 4.8. Oeldakse, et parempoolne S-poliigoon Pg on piisiv, kui kujutus
pp: P®RsS — P, p®s+ps,

on bijektiivne. Oeldakse, et poolriihm S on piisiv, kui S-poliigoon Sg on piisiv.

Veendume, et see definitsioon on korrektne. Selleks nditame, et kujutus pp on korrektselt

defineeritud. Olgu p® s = p' ® ¢, kus p,p’ € P, 5,5 € S. Lemma pdhjal leiduvad
ne€NnNg ri,....7",51,...,5, €S, pi,.. . a1 € Pjaq,...,q, € S sellised, et
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kehtivad vérdused

pri = D151 g =S

P12 = P2S2 T2q2 = S1q1

p2rs = P3S3 T3q3 = S242

Pn—-1Tn = p,Sn T'nQn = Spn—14n—1
s = 5,qn.

Eelneva pdhjal kehtib
pp(p®s) =ps =priqp = pisiq1 = P1ra2q>
= . = PpaTnGn = P'SnGn =p's' = pp(p' @ §). (2)
Naide 4.9. Artikli [9] lause 2.4 p&hjal on iga lokaalsete iihikelementidega (naiteks, regu-

laarne) poolriihm piisiv. Veelgi enam, selle lause p&hjal piisab poolriihma S piisivuseks,
kui iga s € S korral leiduvad u,v € S nii, et us = s = sv.

Pisivate (parempoolsete) S-poliigoonide kategooriat koos nendevaheliste S-
homomorfismidega tahistatakse kirjutisega FActg. Poolriihm on piisiv ainult siis,
kui ta on faktoriseeruv. Vastupidine ei kehti (vt [9] ndide 2.3).

Definitsioon 4.10. Oeldakse, et poolriihmad S ja 7' on Morita ekvivalentsed, kui
kategooriad FActs ja FActy on ekvivalentsed.

Et Morita ekvivalentsus on defineeritud kategooriate ekvivalentsuse kaudu, siis on tege-
mist ekvivalentsusseosega kdigi poolriihmade klassil.

Definitsioon 4.11. Olgu S, T poolriihmad, sPr ja +Qg vastavalt (S,T)- ja (T, S)-
bipoliigoonid ning olgu
0:5(P®Q)s — 359 ja ¢:70(Q®P)r— T
bipoliigoonide homomorfismid. Oeldakse, et kuuik (S,T,sPr,7Qs,0,¢) on Morita
kontekst, kui iga p,p’ € P ja q,q¢' € Q korral
Op@qp =pdla®p) ja ¢dp®q)=dlg@p)d.
Veel Geldakse, et Morita kontekst (S, T, s Pr,7Qs, 0, ¢) on

(a) unitaarne, kui ¢Pr ja 7Qs on unitaarsed bipoliigoonid;

(b) siirjektiivne, kui homomorfismid 6 ja ¢ on siirjektiivsed.

Definitsioon 4.12. Oeldakse, et poolriihmad S ja T on tugevalt Morita ekviva-
lentsed, kui leidub unitaarne siirjektiivne Morita kontekst (S, T, s Pr, 7Qs, 0, ®).

Tugev Morita ekvivalentsus on (faktoriseeruvate poolriithmade korral) ndrgem isomorf-
susest. Artikli [7] teoreemi 3.16 p&hjal on mistahes ristkiilikpoolriihm tugevalt Morita
ekvivalentne iiheelemendilise poolriihmaga. Osutub, et tugevast Morita ekvivalentsusest
on vdimalik radkida ainult faktoriseeruvate poolriihmade korral.
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Lause 4.13 ([7] Lemma 3.7). Olgu poolriihmad S ja T' tugevalt Morita ekvivalentsed.
Siis S ja T on faktoriseeruvad poolriihmad.

Toestus. Olgu (S, T, s Pr,rQs, 0, ®) unitaarne siirjektiivne Morita kontekst. N&itame,
et S on faktoriseeruv poolriithm. Poolrithma T faktoriseeruvus tdestatakse analoogiliselt.
Olgu s € S. Leidubp® ¢ € P® Q nii, et s = 0 (p® q). Kuna sP on unitaarne, siis
leiduvad p’ € P ja s’ € S nii, et p = s'p/, mille pdhjal saame

s=0(pRq =0(sP®q) =500 ®4q).

Seega on S faktoriseeruv poolrihm. =

Poolriihmade Morita teooria iiks lilesanne on vilja selgitada, milliste poolrithmade korral
Morita ekvivalentsus ja tugev Morita ekvivalentsus iihtivad. Eelmise lause p&hjal on
faktoriseeruvate poolriihmade klass suurim véimalik. Lawsoni teoreemi kohaselt kehtib
see ka nende poolrithmade korral, millel on lokaalsed iihikelemendid. Aastal 2018 on
tdestatud jargmine teoreem.

Teoreem 4.14 ([10] Teoreem 4.11). Faktoriseeruvad poolriihmad on tugevalt Morita
ekvivalentsed parajasti siis, kui nad on Morita ekvivalentsed.

Muuhulgas on tugev Morita ekvivalentsus ekvivalentsusseos faktoriseeruvate poolriihma-
de klassil. See asjaolu on ka otse tdestatud artiklis [7].

Lawsoni teoreemi lldistamiseks faktoriseeruvale juhule on loomulik tingimuses 2 kaaluda
kategooria C'(S) asendamist kategooriaga ID(S) kuna me ei vaja viimase konstrueeri-
miseks idempotente.

Olgu S suvaline poolriihm ja e, f € E(S). Iga parempoolsete S-poliigoonide homomor-
fism ¢ : eSt — fS' on sisemorfism, sest kui p(e) = fs, siis iga x € S* korral

p(ex) = p(eex) = p(e)ex = (fs)(ex).
Lisaks sellele on poliigoon eS! piisiv, sest kujutus
p:eS'® S — eSSt ex® s exs,

on bijektiivne. See tdhendab, et (ekvivalentsi tapsuseni) vdime kategooriat C'(S) vaa-
delda nii kategooria FActg tdieliku alamkategooriana kui ka kategooria I(S) taieliku
alamkategooriana. Osutub, et kategooria ID(S) ei pruugi iildiselt olla ekvivalentne FActg
taieliku alamkategooriaga.

Teoreemi pdhjal on kategooriad D(S) ja I(S) ekvivalentsed. Kas faktoriseeruva pool-
riilhma peaideaalid on piisivad poliigoonid? Jirgnev kontraniide on tinu Ulo Reimaale.

N&ide 4.15. Vaatleme poolriihma S = {0,a,b,c}, kus korrutamine on defineeritud
jargmiselt:

0 a b c
0{0 0 0O
al0 0 a a
b0 a b c
cl0 a b c




Poolriihmal S on lokaalsed iihikelemendid. Niitame, et peaideaal aS' = {0,a} ei ole
piisiv poliigoon. Vastav tensorkorrutis on jargmine:

aS' ® 8 = {{(0,0),(0,a),(0,b),(0,¢), (a,0), (a,a)} ,{(a,b)} , {(a, )} }

Paneme tahele, et
Hast(a ® ¢) = ac =a = ab = 51 (a @ D).
Teisalt, a ® b # a ® ¢, seega pole kujutus .51 injektiivne.

Automaatselt pole vilistatud kategooria D(S) kasutatavus Morita ekvivalentsuse kirjel-
damiseks faktoriseeruvate poolrithmade korral, kuid selle kategooria sobilikkus on eelneva
kontranaite tottu vahetdendone.

Keskendume niilid poolrithmade laienditele ning uurime nende seost Morita teooriaga
faktoriseeruvate poolriihmade korral. Osutub, et faktoriseeruv poolriihm ja tema mistahes
laiend on tugevalt Morita ekvivalentsed. Jargnev pdhineb pdgusal kommentaaril artikli
[13] teise alajaotuse algusest.

Lause 4.16. Olgu poolriihm T alampoolriihma S laiend. Kui S on faktoriseeruv pool-
riihm, siis S ja T on tugevalt Morita ekvivalentsed.

Toestus. Naitame, et leidub unitaarne siirjektiivne Morita kontekst, mis sisaldab pool-
riihmi S ja T'. Vaatleme poolriihma 7" alampoolriihma ST kui (.S, T')-bipoliigooni ning
alampoolrithma T'S kui (T, S)-bipoliigooni. Defineerime kujutused

0:8T@RrTS — S, stxts —stt's’, ja

TSR ST =T, ts®s't —tss't.
Kujutuste 6 ja ¢ korrektselt defineerituses saame veenduda lemma abil. Téestused
on tahistuste tdpsuseni samad nagu kujutuse up korral (vt (2)).
Kuna S ja T on faktoriseeruvad, siis bipoliigoonid ST ja T'S on unitaarsed. Naitame,

et kujutus @ on siirjektiivne bipoliigoonide homomorfism. Sama vaide kujutuse ¢ korral
tSestatakse analoogiliselt. Olgu p ® g € ST ®¢ T'S ja s € S, siis

0(s(p®q)=10(sp®q) _ 0((r®q)s)=10(peqgs)
= 5(pq) ) = (pa)s
=s0(p®q). =0(p®@q)s.

Olgu u € S. Kehtib vordus S = ST'S = (ST)(T'S). Leiduvad s,s" € S ja t,t' € T nii,
et u = stt’s’ ja seega u =0 (st @t's).
Naitame, et 0 ja ¢ on kooskdlas. Olgu p,p’ € ST ja q,q' € T'S, siis

0(p®q)p = (pa)p . 90 (p©q) =alpd)
= plap) ) = (ap)d
=p(q@p) =¢(g@p)d.

Kuuik (S, T, ST, TS, 0, ) on unitaarne siirjektiivne Morita kontekst. m
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Teineteisest séltumatult andsid Knauer ja Banaschewski 1970ndatel kirjelduse Morita
ekvivalentsetele monoididele, mis on muuhulgas esitatud ka monograafias [6]. Seal de-
fineeritakse Morita ekvivalentsus monoidide M ja N vahel kategooriate Acty, ja Acty
ekvivalentsuse kaudu. Monoidi M korral Acty; = FAct,;, seega kaks monoidi on Mo-
rita ekvivalentsed monoiditeooria mdttes parajasti siis, kui nad on Morita ekvivalentsed
poolriihmateooria mdttes.

Teoreem 4.17 ([6] Teoreem V.3.13). Monoidide M ja N korral on jargmised vaited
samavaarsed.

1. Monoidid M ja N on Morita ekvivalentsed.

2. Leidub e € E(M) nii, et MeM = M jaeMe = N.
Kui M = MeM, siis lause pohjal eMe < M. Kuna eelnevas teoreemis esitatud
vaide on siimmeetriline, siis kaks monoidi on tugevalt Morita ekvivalentsed parajasti siis,

kui nad on (isomorfismi tiapsuseni) teineteise laiendid. Ldplike monoidide korral taandub
Morita ekvivalentsus isomorfsuseks.

Jareldus 4.18. Olgu M ja N I6plikud monoidid. Kui M ja N on Morita ekvivalentsed,
siis nad on isomorfsed monoidid.

Toestus. Olgu teoreemi pdhjal e € E(M) ja € € E(N) sellised, et
eMe=N ja ¢Ne =M.
Olgu ¢ : N — eMe jap: M — e Ne' isomorfismid, siis on olukord jargmine:
N s eMe 2 M MY ¢Ne' Y5 N,

kus homomorfismid ¢; ja ¢ty on sisestused. Ndeme, et hulkadena on M ja N isomorfsed.
Lplikuse t&ttu on need sisestused samasusteisendused. Jarelikult M = N. m

Poolriihmade ja monoidide erinevust Morita teooria seisukohalt illustreerib naiteks asja-
olu, et Morita ekvivalentsed poolriihmad ei tarvitse olla teineteise laiendid.

Naide 4.19. Nagime, et mistahes ristkiilikpoolriihmad on tugevalt Morita ekvivalentsed.
Téahistame n-elemendilist hulka siimboliga X,,. Siis saame vaadelda ristkiilikpoolriithmi

X2 X X2 ja X1 X Xg.

Kumbki pole (isomorfismi tapsuseni) teise alampoolriihm.

Artikli [7] teoreemist 3.9 inspireeritult uurime fikseeritud monoidiga tugevalt Morita ek-
vivalentseid poolriihmi. Eelnimetatud teoreemi saame tapsustada jargmiselt.

Teoreem 4.20. Olgu M monoid. Jargmised vdited on samavdaarsed.
1. Monoid M on tugevalt Morita ekvivalentne poolriihmaga S.

2. Leidub e € E(S) nii, et eSe < S ning monoidid M ja eSe on isomorfsed.
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Toestus. (2= 1). Olgu e € E(S), mille korral eSe < S ja eSe = M monoididena.
Kuna eSe on monoid, siis ta on faktoriseeruv ning lause[4.16] pshjal on S ja eSe tugevalt
Morita ekvivalentsed. Jarelikult on S ja M tugevalt Morita ekvivalentsed.

(1 = 2). Realiseerigu ekvivalentsust Morita kontekst

(Sa M7SPM7MQSa97 ¢) .
Leidub ¢; ® p; € Q ® P, mille korral ¢(¢1 ® p1) = 1, kus 1 on monoidi M ihikelement.
Tahistame e := 0(p; ® ¢1) € S. Kuna Py ja pQ on unitaarsed, siisigap € Pjag € Q
korral p1 = p ja 1¢ = q. Kehtivad vdrdused
ee=0p1 @q)0pr@q) =001 ®@q)p @ aqr)
=0 @p)@q) =0mleoq)=0p1®q)=c,

st e on idempotent. Naitame, et kehtib vérdus SeS = S. Peame niditama, et S C SeS.
Lause pdhjal on S faktoriseeruv. Olgu s € S fikseeritud ja olgu s = §'s”, kus

s, 8" € S. Kehtigu vdrdused
s'=0(p'®qd) ja s"=00p"®q").
Eelneva pdhjal saame
s=45s"=0(p®q)00p" ®")
=0 ®2d00" ®d"))
00 @ o(d ®p")q")
=0 (p @ o(d @p")1%¢")
(P ® ¢(q ®p'/ )(¢(q1 @ p1))° ”)
(P @ 00" @ (¢(gr @ p1))*q"))
P @d00" @b @p1)ad(pr ®q")))
(P @¢00" @ qb(p @ ¢1)0(p1 ®4")))
=0(p'®@¢)0(p" @ q1)0(p1 @ ¢1)0(p1 @ ¢") € SeS.
Lause pdhjal on poolriihm S lokaalse alammonoidi eSe laiend. Nditame, et eSe ja
M on monoididena isomorfsed. Paneme tihele, et iga s € S korral
q1 ® (ese)pr = q1 ® 0(p1 ® q1)s0(p1 @ q1)p1
=q0(p1 ® ¢1) ® s9(p1 @ q1)p1
= (1 @ p1)q1 ® spr1d(qr @ pr)
=1lg; ® sp;1
= q1 @ sp1.
Seega kujutus

T:eSe — M, ese— ¢(q1 ® sp1),
on korrektselt defineeritud.
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Naitame, et 7 on monoidide homomorfism. Olgu s, s’ € S, siis

7((ese)(es’e)) = 7(e(ses’)e) = ¢p(q1 ® ses'py)
= ¢(q1 ® s0(p1 ® ¢1)s'p1)
= o(q1 @ sprod(q1 @ s'pr))
= ¢(q1 ® sp1)o(q @ s'p1)

= 7(ese)T(es’e).

Uhikelemendi e € eSe korral

7(e) = T(eee) = ¢(q1 ® epy)
1 @ 0(p1 ® q1)p1)
@1 @ p1o(q1 @ p1))
®@p1)=1¢€ M.

I
%@%

(@
(
(
(@

Naitame, et 7 on injektiivne. Olgu s,s" € S sellised, et ¢(q1 ® sp1) = ¢(q1 @ s'py). Siis
saame iilalt alla jarelduste ahela

mod(q @ spr) = prd(qr @ s'pr)

0(p1 ® q1)sp1 = 0(p1 ® q1)s'ps

esp1 = es'py
espr @ q1 = es'p1 @ @
O(esp1 @ q1) = O(es'pr ® q1)
ese = es'e

st vordusest 7(ese) = 7(es’e) jareldub ese = es’e.

N&itame veel, et 7 on siirjektiivne. Olgu m € M, siis m = ¢(¢y ® pp). Tahistame

s :=0(p1 @ ¢m)0(Pm ® q1).

Kdigepealt nditame, et ese = s:

ese = 0(p1 @ 1)0(P1 @ ¢m)0(Pm @ ©1)0(p1 @ q1)
0(p1 ® @10(p1 @ ¢m))0(0(Pm © 1)1 @ 1)
0(p1 ® ¢(q1 @ P1)Gm)0(Pm@ (@1 @ p1) @ q1)
0(p1 ® 1g;n)0(pml @ q1)
= 0(p1 ® @m)0(Pm @ 1) =

Rakendades kujutust 7 saame

7(s) = 1(ese) = d(q1 @ sp1) = (@1 ® O(P1 @ Gn)0 (P ® q1)p1)
GH10(p1 ® Gm) @ 0(pm @ q1)p1)
¢ ® pl)Qm ® pm(q1 @ p1))

Kokkuvdttes on monoidid eSe ja M isomorfsed. m
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Niisiis on monoid endaga tugevalt Morita ekvivalentsete poolrithmade klassis véimsuse
poolest vahim.

Jareldus 4.21. Olgu poolriihm S ja monoid M tugevalt Morita ekvivalentsed. Siis
|M| < [S].

Artikli [10] markuses 5.10 on pistitatud jargmine kiisimus. Kui R ja S on I8plikud
faktoriseeruvad poolriihmad, mis on tugevalt Morita ekvivalentsed, siis mis suurusjargus
on vastavate bipoliigoonide elementide arvud? Lause [4.16]ja teoreemi pdhjal saame
anda mingi hinnangu. Kaigepealt margime artikli [1I] p&hjal jargmist.

Lause 4.22 ([11] Lause 3.14). Olgu R ja S lokaalsete iihikelementidega poolriihmad,
millel on olemas iihine laiend T'. Siis R ja S on tugevalt Morita ekvivalentsed, kusjuures
vastav Morita kontekst esitub kujul

(R, S, rRRTSs,sSTRR,0,9) . (3)

Lawsoni teoreemi pdhjal on lokaalsete iihikelementidega poolriihmade S ja T tugev
Morita ekvivalentsus samavairne kategooriate C'(S) ja C(T') ekvivalentsusega. Kuna
Morita kontekstis (3) kasutatakse iihist laiendit 7" ning RT'S C T ja STR C T, siis
teoreemi pdhjal saame vahetult jargmise.

Jareldus 4.23. Olgu R ja S lokaalsete iihikelementidega I6plikud poolriihmad, mis on
tugevalt Morita ekvivalentsed. Olgu m := |R| ja n := |S| ning m < n. Siis vastava
Morita konteksti bipoliigoonide elementide arv on iilimalt 4n3.

Vastame niiiid kiisimusele ka faktoriseeruval juhul.

Definitsioon 4.24. Qeldakse, et poolriihm S on sidndvitspoolriihm, kui kehtib vérdus
S =SES, kus £ := E(S).

Artikli [10] jarelduse 5.8 p&hjal on kdik 18plikud poolriithmad sandvitspoolriihmad.

Jareldus 4.25. Olgu R ja S I6plikud faktoriseeruvad poolriihmad, mis on tugevalt
Morita ekvivalentsed. Olgu m := |R|, n := |S| ning m < n. Siis vastavas Morita
kontekstis on kummagi bipoliigooni elementide arv iilimalt 4mn*.

Toestus. Poolriihmad R ja S on sandvitSpoolriihmad. Tahistame
E:=FE(R) ja F:=E(9).

Vorduse RER = R tottu FRE < R. Lause pohjal on R ja ERE tugevalt Morita
ekvivalentsed. Analoogiliselt on ka poolriihmad S ja F'SF tugevalt Morita ekvivalentsed.
Siiska ERFE ja F'SF on tugevalt Morita ekvivalentsed, seejuures on nendel poolriihmadel
lokaalsed iihikelemendid. Paneme t3hele, et

I[ERE|<m ja |FSF|<n.
Jarelduse pdhjal on nende poolriihmade iihises laiendis iilimalt 4n3 elementi.
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Lause pdhjal on ekvivalentsust realiseeriva Morita konteksti bipoliigoonide elemen-
tide arv iilalt tokestatud laiendi elementide arvuga. Olukord on jargmine:

R-" ERE ™, psp " 5, (4)

kus kahe poolriihma vahele on mérgitud vastava Morita konteksti bipoliigoonide elemen-
tide arvu iilemine toke.

Uurime, mis viisil muutub transitiivsust kasutades bipoliigoonide elementide arv. Olgu
A ja B ning B ja C tugevalt Morita ekvivalentsed poolriihmad. Olgu vastavad Morita
kontekstid jargmised:

(AaBuAMBuBNA7'7') ja (B7C7BP07CQ37'7'>7

kus hetkel homomorfismid pole olulised. Artiklis [7] lause 2.4 tBestuses transitiivsuse
naitamiseks konstrueeritakse poolriihmadele A ja C' Morita kontekst, mis ndeb vilja
jargmine:

(A7 CvA(M Xp P)CaC(Q QB N)Aa "y ) .
Tensorkorrutise elementide arvu saame ilalt hinnata otsekorrutise vdimsusega. Tulles
tagasi diagrammi (4) juurde saame seega poolriihmadele R ja S konstrueerida ekvi-

valentsust realiseeriva Morita konteksti, milles bipoliigoonide elementide arv on iilimalt
4mn* € O(n°). =

Ldpetuseks nditame, et Lawsoni teoreemis kehtib implikatsioon 3 = 4 ka faktoriseeruvate
poolriihmade korral. Artiklis [11] on seda tehtud lokaalsete iihikelementidega poolriih-
made jaoks.

Teoreem 4.26. Olgu poolriihm T faktoriseeruvate poolriihmade R’ ja S’ iihine laiend.
Siis poolriihmad R’ ja S" on tugevalt Morita ekvivalentsed.

Toestus. Leiduvad poolrihmad R < T ja S < T nii,et R<T,S T ning R R
ja § = 5. Isomorfsed (faktoriseeruvad) poolriithmad on tugevalt Morita ekvivalentsed.
Lause pdhjal on poolriihmad T ja R ning T ja S tugevalt Morita ekvivalentsed.
Téahistame ajutiselt tugevat Morita ekvivalentsust seosena siimboliga ~, siis kehtib

R~R~T~S~FS.

Transitiivsuse pdhjal on poolriihmad R’ ja S’ tugevalt Morita ekvivalentsed. =

47



Kokkuvote

Poolriihmade Morita ekvivalentsust on lokaalsete iihikelementidega juhul Lawson kirjel-
danud nelja samavaarse tingimuse abil. Lawsoni teoreemi iildistamiseks faktoriseeruvale
juhule on sammu teinud Laan ja Reimaa t&estades tingimuste 1 ja 4 samavaarsuse. Selles
t60s esitasime muuhulgas Lawsoni teoreemi implikatsiooni 2 = 3 detailse tdestuse. T66
kdigus jaid lahtisteks mitmed probleemid, mille uurimisega v&iks tegeleda edaspidi.

1. Milliseid omadusi saame kirjeldada kategooriate puhul nii, et need kanduvad iile
(mistahes) konsolidatsiooniga tekitatud poolriihmale?

Me teame, et kategooriate regulaarsus ja inverssus kanduvad, aga kas on veel
selliseid?

2. Kas suvalise mittetiihja poolriihma korral on véimalik talle konstrueerida (mingil
loomulikul viisil) laiend?

Faktoriseeruva poolriihma korral oleme loomulikult huvitatud périslaiendi ole-
masolust.

3. Kirjeldada poolriihma omadusi, mis on ka olemas selle poolriihma mingil laiendil.
Millised omadused kanduvad iile iihisele laiendile, kui see eksisteerib?

4. Kirjeldada poolriihmad S, mille korral kategooriad C(S) ja D(S) on ekvivalent-
sed.

Jarelduse pdhjal teame, et regulaarsusest piisab. Kas regulaarsus on tarvilik?
5. Kas lokaalsete iihikelementidega poolriihma S korral kehtib
C(S)~C(T) = D(S)~D(T)?

Teoreemi pdhjal kehtib (mdnevdrra iillataval kombel) implikatsioon vasakult
paremale. Regulaarsete poolriihmade korral kehtib implikatsioon mdlemas suunas.
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