TARTU ULIKOOL
MATEMAATIKA-INFORMAATIKATEADUSKOND

Matemaatilise statistika instituut

Madli R66p

Mitmemootmelise asummeetrilise

normaaljaotuse parametriseerimisest

Magistritoo
matemaatilise statistika erialal (30 EAP)

Juhendaja: Meelis Kaarik, PhD

TARTU 2015



Mitmemootmelise asiimmeetrilise normaaljaotuse
parametriseerimisest

Kaesoleva magistrit66 eesmérk on uurida ja vorrelda mitmemootmelise asiim-
meetrilise normaaljaotuse parametrisatsioone ja parameetrite omadusi. Selgi-
tatakse millistel tingimustel on alternatiivsed parametrisatsioonid ekvivalent-
sed lldtuntud parametrisatsioonidega ja tuuakse vélja parametrisatsioonide
puudused ja eelised. Lisaks uuritakse parameetrite geomeetrilist tolgendust
ja visualiseeritakse k-mootmelise asiimmeetrilise normaaljaotuse moodustu-
mist k+1-modtmelises ruumis. Aluseks on voetud Azzalini ja Dalla Valle
poolt 1996. aastal esitatud mitmemootmelise asiimmeetriline normaaljaotu-
se definitsioon, samuti K&érik jt (2015) poolt artiklis ,On parametrization of
multivariate skew-normal distribution” esitatud tulemused.

Marksonad: mitmemootmeline astimmeetriline normaaljaotus, astimmeet-

rilise normaaljaotuse parametrisatsioon, geomeetriline interpretatsioon

On Parametrization of Multivariate Skew-Normal
Distribution

The aim of this master’s thesis is to study and compare parametrizations
for multivariate skew-normal distribution and the properties of those para-
meters. The restrictions, under which the alternative parametrizations are
equivalent to well-known parametrizations, are explained along with the ad-
vantages and disadvantages of each parametrization. The visualization of
construction of k-variate skew-normal distribution in k+1-dimensional space
and geometrical interpretation of parameters is also given. In this thesis we
refer to the multivariate skew-normal distribution defined by Azzalini and
Dalla Valle (1996) and the results introduced by Kéérik et al. (2015) in "On
parametrization of multivariate skew-normal distribution”.
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Sissejuhatus

Astimmeetriline normaaljaotus on normaaljaotuse iildistus, kus jaotuse astim-
meetriat reguleerib lisaparameeter, mida nimetatakse kujuparameetriks (ka
astimmeetriaparameetriks). Mitmemd&otmelise asiimmeetrilise normaaljaotu-
se defineerisid Azzalini ja Dalla Valle (1996). Kuigi antud definitsioon esitati
{W, A}-parametriseeringus, kasutatakse rohkem {€2, a}-parametriseeringut.
Nimelt, on ¥ ja A parameetrite € ja a funktsioonid ning Azzalini ja Capi-
tanio (1999) néitasid, et need parametrisatsioonid on ekvivalentsed. {£2, a}-
parametrisatsiooni kasuks raagib see, et asiimmeetrilise normaaljaotuse tihe-
dusfunktsioon on esitatud otseselt €2 ja a, mitte ¥ ja X kaudu. Sel paramet-

risatsioonil on veel teisigi eeliseid.

Peale {2, a}-parametrisatsiooni voiks kaaluda ka {€2,  }- ja {2, A}-paramet-
risatsiooni. Kéarik jt (2015) néitasid, et teatud tingimustel on need paramet-
risatsioonid ekvivalentsed {Q, a}- ja {¥, A}-parametrisatsiooniga. Paraku
ei ole ithest vastust, milline parametrisatsioon on koige parem. Selle vali-
kul tuleks pigem ldhtuda konkreetsest probleemist. Kéesoleva magistritoo
eesmargiks on vorrelda erinevate parametrisatsioonide omadusi ja uurida pa-

rameetritevahelisi seoseid.

Magistritoo on jagatud neljaks peatiikiks. Esimeses peatiikis tutvustatak-
se lihemootmelist asiimmeetrilist normaaljaotust ja selle mitmemootmelist
tildistust, mille defineerisid Azzalini ja Dalla Valle (1996). Teises peatii-
kis kirjeldatakse pikemalt parameetreid d, A, A, «, @ ja ¥ ning tule-
tatakse nende parameetrite vahel koik olulised seosed, mille esitasid Ké&a-
rik jt (2015). Kolmandas peatiikis toestatakse moned positiivselt méadratud

maatriksi omadused ja hiljem niidatakse nende abil, et {Q,d}- ja {2, A}-



parametrisatsioonid on teatud tingimustel ekvivalentsed {¥, A}- ja {Q, a}-
parametrisatsioonidega. Lisaks tuuakse vilja {Q,a}-, {2,0}- ja {Q,A}-
parametrisatsioonide eelised ja puudused. Neljandas peatiikis tutvustatakse
mitmemootmelise astimmeetrilise normaaljaotusega juhusliku suuruse iihte
tinglikku esitust mitmemootmelise normaaljaotuse kaudu ja piiiitakse sel-
le abil parameetreid geomeetriliselt interpreteerida. Sellest esitusest lahtu-
valt nédidatakse, milline sirge, tasand voi hiipertasand maérab vastavalt ka-
hemootmelises, kolmemootmelises voi k+1-mootmelises ruumis vastavalt 1-

mootmelise, 2-mootmelise voi k-mootmelise asiimmeetrilise normaaljaotuse.

Magistritoos esitatud illustratsioonide tegemiseks on kasutatud statistika-
tarkvara R. Lisamooduli "sn” rakendamiseks on kasutatud R versiooni 2.14.2,
sest uuemate versioonide puhul ilmnes probleeme. T66 on vormistatud teks-

titootlusprogrammiga IXTEX. Toestuse loppu téhistatakse siin stimboliga [.

Autor tdnab juhendajat Meelis Kéarikut asjatundlikke nouannete ja sujuva

koostoo eest.



1 Mitmemootmeline asummeetriline nor-

maaljaotus

Asiimmeetriline normaaljaotus on normaaljaotuse iildistus, kus jaotuse astim-
meetriat reguleerib lisaparameeter, mida kutsutakse kujuparameetriks (shape
parameter) ja ka asiimmeetriaparameetriks (skewness parameter). Kuigi iithe-
ja mitmemootmeliste asiimmeetriliste jaotuste definitsioone on mitmeid, vaa-
tame antud t66s Azzalini (1985) poolt sonastatud ithemootmelist asiimmeet-
rilist normaaljaotust ja selle mitmemootmelist iildistust, mille formuleerisid

Azzalini ja Dalla Valle (1996).

Azzalini (1985) defineeris ithem&otmelise asiimmeetrilise normaaljaotuse jéarg-

miselt.

Definitsioon 1.1 (Azzalini (1985)). Me dtleme, et juhuslik suurus Z on
(iihemaootmelise) asiimmeetrilise normaaljaotusega parameetriga A ja kirjuta-

me Z ~ SN(X), kui ta tihedusfunktsioon avaldub kujul
F(2:0) = 20(:)B(\2), 2 € R, (11)

kus ¢ on standardse normaaljaotuse tihedusfunktsioon ja ® standardse nor-

maaljaotuse jaotusfunktsioon.

Parameetrit A\ nimetatakse asiimmeetriaparameetriks. Kui A > 0 on jaotus

paremale kaldu, kui A < 0 on jaotus vasakule kaldu (vaata joonist 1.1).
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Joonis 1.1: Uhemootmelise astimmeetrilise normaaljaotuse tihedusfunktsioon
erinevate asiimmeetriaparameetri vaartuste korral

Mida suurem on A absoluutvéartus, seda ebastimmeetrilisem on tihedusfunkt-
sioon. Kui A = 0, siis tihedus (1.1) taandub standardse normaaljaotuse tihe-

dusfunktsiooni kujule:

1 22

f(z) = mexp(——

2 )
Kui A = 1, siis tihedus (1.1) taandub kujule

f(2) = 26(2)®(2) = [2*(2)]',

mis on sama, mis juhusliku suuruse M = max(X;, X5) tihedusfunktsioon,

kus X; ja X, on standardse normaaljaotusega juhuslikud suurused. Ja kui



A = —1, siis tiheduse (1.1) vo6ib kirjutada kujul

F(2) = 26(:)B(=2) = 20(2)(1 — B(2)) = 26(2) — 26(=)(2) = 26(2) — [3%(2)]"

Erijuhul, kui A — oo, saame nn pool-normaalse jaotuse: | X | on pool-normaalse

jaotusega, kui X ~ N(0,0%) (meil o = 1).

1.1 {Q, a}-parametrisatsioon

Azzalini (1985) laiendas definitsiooni 1.1 ka mitmemootmelisele jaotusele,
kuid sellel polnud erilist otstarvet, kuna marginaalid jéid siimmeetriliseks.
Et huvi pakkus just astimmeetriliste marginaalidega mitmemootmeline astim-
meetriline normaaljaotus, formuleerisid Azzalini ja Dalla Valle (1996) astim-
meetriliste marginaalidega mitmemootmelise astimmeetrilise normaaljaotuse

jargmiselt.

Definitsioon 1.2 (Azzalini ja Dalla Valle (1996)). Me dtleme, et juhuslik
vektor Z = (Z,. .., Zk)T on k-mootmelise asimmeetrilise normaaljaotusega

ja kirjutame Z ~ SN (W, X), kui ta tihedusfunktsioon avaldub kujul
f(z W, ) =20,(z,Q)0(a’ 2), z € RF, (1.2)

kus

e ¢ on k-mootmelise standardsete marginaalidega ja korrelatsioonimaat-
riksiga €2 normaaljaotuse tihedusfunktsioon ning ® on tihemaootmelise

standardse normaaljaotuse jaotusfunktsioon;

o A= ()\y,..., \p)Ton marginaalsete asiimmeetriaparameetrite vektor ja



—1gy—1\T . . .
e a=-2F A,y samuti teatav astummeetriaparameeter,
VIEAT TN

kus

A =diag(\/1 —0%,...,/1 = 8%) on abimaatriks, mis seob asiim-

meetriaparameetreid X ja & = (0y,...,0)7,
Q= AP + A\T)A on teatud korrelatsioonimaatriks ja

5i_ ,—1+/\12,7J— 1, ,]f.

Kuigi Azzalini ja Dalla Valla poolt defineeritud jaotust tuvastatakse para-
meetrite ¥ ja A jargi, on molemad parameetrid tegelikult o ja €2 funktsioo-
nid. Azzalini ja Capitanio (1999) néitasid, et {€2, a} ja {¥, A} parametrisat-
sioonid on ekvivalentsed. Kuna tihedus (1.2) on esitatud otse Q ja a kaudu,
eelistatakse sageli pigem {2, a}-parametrisatsiooni. Sel parametrisatsioonil
on teisigi eeliseid, néiteks on €2 ja a suurima toepéra hinnangud kergesti

leitavad.

Et pisut paremini moista definitsioonis 1.2 esitatud parameetrite tdhendust,
tasub teada, kuidas sellise kujuni {ildse jouti. Azzalini ja Dalla Valle (1996)
konstrueerisid mitmemootmelise astimmeetrilise normaaljaotusega juhusliku

suuruse Z = (Zy,...,Z;)" marginaalide

abil, kus juhuslikud suurused X, ~ N(0,1) ja Xg = (Xi,...,Xp)? ~
N(0,¥) on soltumatud ja (d1,...,0d) kuuluvad vahemikku (—1,1). Edasist
arvutuskiiku, kuidas jouda vektori Z = (Z, ..., Z;)" jaotuse tiheduse esitu-
seni kujul (1.2), me siin 14bi ei vaata. Lugeja voib selle leida Azzalini ja Dalla
Valle (1996) artikli lisast. Antud konstruktsiooni pohjal voime aga telda, et

parameetrid ¥ ja § on otseselt seotud mitmemodtmelise asiimmeetrilise nor-



maaljaotuse tekkemehhanismiga.

Ka korrelatsioonimaatriksi €2 ndol on tegu astimmeetrilist normaaljaotust
genereeriva jaotuse korrelatsioonimaatriksiga. Azzalini ja Dalla Valle (1996)
mérkisid, et kui meil on A-modtmeline juhuslik suurus X ~ N(0, Q) ja tihe-
mootmeline juhuslik suurus X ~ N(0,1) ja nendevaheliste korrelatsioonide

vektor & = (8y,...,0;)7 selline, et kehtib
T < 1,
siis juhuslik suurus
Z=X|X,>0 (1.4)

on aslimmeetrilise normaaljaotusega Z ~ SN(€2,d). Lisaks ndeme, et vekto-
rit & voib tolgendada ka kui korrelatsioonivektorit. Antud t66 hilisemas osas
vaatame veel iht astimmeetrilise normaaljaotusega juhusliku suuruse tinglik-

ku esitust normaaljaotusega juhusliku suuruse kaudu (vaata peatiikk 4, lause

4.1 valem (4.1)).

Niisiis, definitsioonist 1.2 tulenevalt pakuvad meile kdesolevas t66s huvi kolm
astimmeetriaparameetrit — X, a ja 9, ja kaks korrelatsioonimaatriksit — €2 ja
V. Kolmest asiimmeetriaparameetrist koige selgemini moistetav on asiim-

meetriaparameeter A, mille komponentideks on marginaalsed astimmeetria-

kordajad A, ..., \g. Asiimmeetriaparameeter § = (dy,...,0,)7, kus §; =
i . . . . . o
Wiesel 1=1,..., kon tegelikult samuti puhtalt marginaalsete asiimmeetria

vektorite kaudu leitav. Kolmas kujuparameeter, millega voiks mitmemoot-
melise asiimmeetrilise normaaljaotuse asiimmeetriat kirjeldada, on vektor

a = (ai,...,a,)T. Paraku ei soltu a vaid marginaalsetest asiimmeetriakor-

10



dajatest vaid ka korrelatsioonimaatriksist €2, mis teeb a tdhenduse moistmise

usna keerukaks.

Korrelatsioonimaatriksid €2 ja W ei ole kiill Z jaotuse korrelatsioonimaat-
riks, kuid struktuurilt siiski korrelatsioonimaatriksid. Molemad on seotud
astimmeetrilise normaaljaotuse tekkemehhanismiga. Kiill aga on vektori Z
korrelatsioonimaatriks R avaldatav vektori d ja maatriksi ¥ voi €2 kaudu

jargmiselt (Azzalini ja Dalla Valle, 1996):

Yy /(1= )1 = 83) +8,8,(1 - 2) iy — B

() T

Pij \/(l_ﬁ)(l_ﬁ) \/(1—¥)(1—2i_?)

)

kus

® Dij = COTT(Zia Zj)7i = 17 SR k?] = 17 ce k on Z; ja Zj veheline korre-
latsioon, R = (pij);

o U= (vy);
o Q= (wy);
e 0;,i=1,..., k on vektori § 7. komponent;

e 7 on Archimedese konstant, m ~ 3.14159.
Kéaesolevas to0s korrelatsioonimaatriksit R lahemalt ei vaadelda.

Jargmises peatiikis uurime ldhemalt parameetreid A, d, a, ¥, € ja nende-
vahelisi seoseid. Kuigi maatriksit A ei saa iiheski astimmeetrilise normaal-
jaotuse parametrisatsioonis kasutada, uurime ka selle maatriksi omadusi ja
seoseid teiste parameetritega, sest see abimaatriks voimaldab meil lihtsalt ile

minna parameetrilt A parameetrile § ja vastupidi.

11



1.2 Kahemootmelise asummeetrilise normaal-

jaotuse naited

Kahemootmelisel juhul ei ole jaotuse ebasiimmeetria nii kergesti moistetav,
kui ithemootmelisel juhul. Sest lisaks asiimmeetriaparameetrile muudab {ihis-
jaotuse kuju ka korrelatsioonimaatriks. Vaatame esmalt, kuidas muutub ka-
hemootmelise astimmeetrilise normaaljaotuse tihedus parameetrite vaartuste
muutudes { ¥, A}-parametrisatsiooni korral ja seejérel {€2, a}-parametrisat-

siooni korral.

Joonisel 1.2 on kujutatud kahemootmelise asiimmeetrilise normaaljaotuse ti-
heduse samakorgusjooned juhtudel, kui ¥ peadiagonaalivilise elemendi )
vaartus on kas 0.8, 0.4, 0, -0.4 voi -0.8 ja marginaalsete astimmeetriapa-
rameetrite \; ja Ay védrtused on nullid. Ehk me vaatame kahemootmeli-
se astimmeetrilise normaaljaotuse erijuhtu - kahemootmelist normaaljaotust.
Kui ¢ = 0, on tegu standardse kahemootmelise normaaljaotusega. Nagu joo-
niselt ndha voib, muudab v vadrtus kahemootmelist iihisjaotust nii nagu
lineaarne korrelatsioon ikka - korrelatsiooni tugevuse kasvades venitatakse

ithisjaotuse tihedust ldhemale kas tousvale voi langevale joonele.

12



Y=08A=0,A=0 Y=04,7=01=0 Y=0,A=0,A,=0

-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

Joonis 1.2: Kahemodotmelise normaaljaotuse tihedusfunktsioonide néited eri-
neva 1 vaartuse korral korral

Marginaalsete astimmeetriaparameetrite A\; ja Ao moju iihisjaotuse kujule eri-
neb 1) omast (vaata joonist 1.3). Kui ¢ tugevuse kasvades liigub tihisjaotuse
tihedus lahemale kas tousvale voi langevale joonele, siis marginaalsed astim-
meetriaparameetrid A\; ja Ao liikkkavad tihedust kas iihele voi teisele poole

kaldu (vertikaalselt ja/voi horisontaalselt).

13



l.IJ=0,)\1=-2,)\2=O

-1
-1

-2
-2

-1

-2

-1

-2

Joonis 1.3: Kahemootmelise asiimmeetrilise normaaljaotuse tihedusfunkt-
sioonide naited, kui ©» = 0, aga marginaalsete asiimmeetriaparameetrite \;
ja A9 vaartused muutuvad

Vaatame niiiid, kuidas kéitub kahemootmelise astimmeetriline normaaljaotu-
se tihedusfunktsioon parameetrite muutudes {€2, a}-parametrisatsiooni kor-
ral. Joonisel 1.4 iihisjaotuse tihedusfunktsioon erinevate korrelatsioonimaat-
riksite €2 korral, kui asiimmeetriaparameeter o« = 0, st a; = 0 ja as = 0.
Néeme, et 2 muudab samuti {ihisjaotuse tihedust nagu tavaline lineaarne

korrelatsioonimaatriks.

14



w=0.8,0;,=0,0,=0 w=04,0;,=0,0,=0

-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

Joonis 1.4: Kahemootmelise asiimmeetrilise normaaljaotuse tihedusfunkt-
sioonide naited erinevate w vaartuste korral, kui a = 0

Joonisel 1.5 on toodud tihedusfunktsiooni samakorgusjooned erinevate «; ja
ap vaartuste korral, kui w = 0. Téahelepanu véarib see, et vektori e kompo-
nentide vadrtused mojutavad tihedusfunktsiooni kuju erinevalt, kui A kom-

ponentide véédrtused (vordle omavahel jooniseid 1.3 ja 1.5).

15



-1

-2

Joonis 1.5: Kahemootmelise asiimmeetrilise normaaljaotuse tihedusfunkt-
sioonide naited erinevate a vaartuste korral, kui w =0

Parema ettekujutuse asiimmeetrilise normaaljaotuse tiheduse muutumisest
parameetrite vadrtuste muutudes saab, kui kasutada Lisas A toodud statisti-
katarkvara R koode. Sealt leiab kahemootmelise astimmeetrilise normaaljao-
tuse tiheduse (animeeritava) kontuurgraafiku koodi nii {¥, A}- ja {2, a}-
parametrisatsioonide korral, kui ka peatiikis 3 esitatud {€2,d}- ja {Q, a}-

parametrisatsioonide korral.

16



2 Parameetrite vahelised seosed

Kéesolevas peatiikis vaatleme ldhemalt definitsiooni 1.2 juures esitatud para-
meetreid &, X\, A, a, Q2 ja W. Tuletame koik parameetrite vahelised seosed,

mille esitasid Kéérik jt (2015).

2.1 Vektor 6

Vektor & on iiks voimalikest parameetritest, mis voiks sobida kirjeldama eba-
stimmeetriat Azzalini ja Dalla Valle (1996) mitmemdodotmelise astimmeetrilise
normaaljaotuses. Selle asiimmeetriaparameetri d iiheks heaks omaduseks on
see, et ta on otseselt seotud marginaalsete asiimmeetriaparameetritega. Ni-

melt, definitsiooni 1.2 jargi

0 NSESY

Paneme tahele, et V¢ =1,...,k korral

7 JR— —

V14 A2 Y142 1+ X2 1+ X2

Kuna Vi=1,...,k korral

1+>\2§1’

)

17



siis

1
0§5?:1—+—<1, (2.1)

millest

—1<9; <1

Seega vektori d komponendid jaavad -1 ja 1 vahele. Mis tdhendab, et ei teki
vastuolu, varem esitatud véitega, et vektorit § voib tolgendada kui korrelat-
sioonivektorit (vaata alapeatiikis 1.1 esitatud juhusliku suuruse Z tingliku

esitust (1.4)).

Vektori d voib kirja panna kui A ja A funktsiooni:
0 = A (2.2)

Antud seos tuleneb definitsioonist 1.2:

1
L \/ 1422 0 0 At
\/1+>‘% 0 1 .. 0 A
5 — : — V1T =
Ak : : .. : .

\/1—|->\,2ﬂ 0 0 1 )\k

1— 0 0
— e A\
)\2
_ 0 - 2% 0 |
2
0 0 L5\

18



— = AX
0 0 s /1 =07 Ak
Lisaks avaldub d maatriksi 2 ja vektori a kaudu jargmiselt:
Qo
0= ——— 2.3
V1+alQa (23)

Vaatame, miks see nii on. Esiteks definitsiooni 1.2 pohjal

AW+ AMT)AATTTIN  ATTIA+ AMTEIN

Qo =

V1I4+ATE1I\ VI4+ATw1I)
Txty—1
_ANENTTN T AT (2.4)
V1I4+ATWw—1)

Seega viimase tulemuse ja definitsiooni 1.2 pohjal

ATUIATTAANVT + ATO 1)

a'Qa = =ATw 1) (2.5)
V14 AT
Kokkuvottes saame (2.4), (2.5) ja (2.2) jargi, et
\/ﬁ
Qo AXNVI+ AT A:A)\:d.

VitalQa V1L AT

2.2 Maatriks A

Maatriksi A néol on tegu abimaatriksiga, mis seob parameetreid & ja A

(vaata seos (2.2)), voimaldades lihtsalt {€2, § }-parametrisatsioonilt iile minna
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{Q, A}-parametrisatsioonile ja vastupidi. Definitsiooni 1.2 jérgi teame, et

Ji—=2 0 .- 0
0 1= - 0

A —
0 0 o JI—0
Eelnevalt néitasime (vaata valemit 2.1), et Vi =1,---  k korral

0<6<1.
Seega Vi=1,---,k korral
0<1-6<1

ja
\/1—=02€[-1,0)n(0,1]

Jarelikult on A selline diagonaalmaatriks, mille peadiagonaalil olevad ele-

mendid jadvad -1 ja 1 vahele, kuid pole vordsed nulliga.
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=1,--- k, siis
A
1 1+A3 0
A3
0 - 3%
0 0
1+22-)2 0
1+A2
0 1+A2-)32
1+A32
0 0
1

1
O -
V1+ A3

0 0
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Ai

Lisaks, kuna ; = ———,7 =1,..., k, siis viimasest jareldub, et
V1+ N
A
S S 0 e 0
V1+H AN
A
0 = 0

A= VITAZ - _

0 0 —
V3I+HA N
01
— 0 0
A 5
0 = 0
O
0 0 —
Ak

Ja A poéordmaatriks

VIZX 0 0 5 0o 0
0 JItA - 0 0 £ 0
= 2

2.3 Vektor A

Teine vektor, millega Azzalini ja Dalla Valle (1996) poolt defineeritud mitme-
mootmelise astimmeetrilise normaaljaotuse ebastimmeetriat kirjeldada voiks,
on vektor A. Vektor A on astimmeetriaparameetritest koige otsesemalt seotud

marginaalsete parameetritega. Nimelt, vektori A moodustavadki komponen-
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did A1, ..., A\x € R, mis on marginaalsed astimmeetriaparameetrid. Kusjuures
definitsioonist 1.2 jéreldub, et iga A komponendi \;,7 = 1,...,k saab aval-

dada vektori § vastava komponendi ¢; kaudu:

Ai A (1+X) -1
VIFA T 1A 14+ X7 ' 1+ A7
1 1—1+446? 5
SR | AN, [T - M= e\ = —
REEDE R S5

Kehtib seos A ja parameetrite § ja A vahel:
A=A14,
mis jareldub vahetult seosest (2.2):
d=AXx= A=A

Viimasest tulemusest ja seosest (2.3) saame:

A 1Qa

A=A"1f= — "
V1+ aTQa

Seega on A kirja pandav A, € ja o abil:

A 1Qa

Ao e
V1+aTQa

2.4 Vektor

Kolmas asiimmeetriaparameeter, mida voiks mitmemodotmelise asiimmeet-

rilise normaaljaotuse parametriseerimisel kasutada, on vektor a. Erinevalt
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vektoritest d ja A ei soltu ¢ vaid marginaalsetest parameetritest, vaid ka

korrelatsioonimaatriksist ¥, mistottu on a olemust raske interpreteerida.

Definitsiooni 1.2 pohjal

r ATTIA-!

o = ,
V14+ATE1IN
seega
A7)
o =

VI+ATE X
Lisaks avaldub a maatriksi €2 ja vektori § kaudu jargmiselt:

Q15
= T sTa s (26)

Antud seose tuletamiseks kasutame binomiaalset poordteoreemi (Piziak ja

Odell (2007), 1k 27-28).

Teoreem 2.1 (Binomiaalne péordteoreem). Olgu jargnevas vorduses maat-
riksid A, B, C ja D sobivate dimensioonidega ja eksisteerigu seal esinevad

poordmaatriksid. Siis

(A+BCD)'=A"'-A'B(IDA'B+C HDA™
Paneme niitid téhele, et kuna (seos (2.3))

Qo
= —x—— siisa=0"1V1+ aTQa.
V1+ aTQa
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Eelnevalt néitasime (vaata valem (2.5)), et
a’Qo = ATw A
Seosest (2.2)
d=Axe A=A =6TA"1

seega

aTQa =6TA T 1AL,

Kasutades poordmaatriksi omadusi, saame
a'Qa =67 (ATA)1S.
Definitsiooni 1.2 pohjal aga:

Q=AT +2\A &
S OQO=ATA — AAM\TA = ATVA — 6T =
= AUA =Q —§67.

Niiiid voime maatriksi AW A poordmaatriksi (AWA)~! avaldada binomiaal-
se poordteoreemi abil

Q-166TQ!

ATA)! =14 00 S
(ATA) 1015
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Seega

aTQa = &7 (Q—l 4 —‘ffg;?;‘}; ; > 5= 8T+ ‘5?__;‘;‘52;5 _
TQ—I TQ—I
=otae (1 7 f 6TQ—515) 1 f 6TQ—515
ja
L+ a0 = = 51;9—_;55—(329_15 1o 511’9—15'
Kokkuvottes
Q-1

V1-—6TQ 1§

2.5 Maatriks 2

Maatriks € néol ei ole tegu juhusliku suuruse Z jaotuse lineaarse korre-
latsioonimaatriksiga, vaid mitmemootmelist asiimmeetrilist normaaljaotust
genereeriva mitmemootmelise (stimmeetrilise) normaaljaotuse korrelatsioo-
nimaatriksiga (vaata alapeatiikis 1.1 toodud juhusliku suuruse Z tinglikku

esitust (1.4)).

Definitsiooni 1.2 jargi:

Q= AT+ AAT)A.

Sisuliselt on 2 parameetrite ¥ ja A funktsioon, sest A koosneb elementidest,

mis on A komponentide funktsioonid. Lisaks vGime esitada €2 ka A, ¥ ja &
kaudu:
Q=AUA +4§5".
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Viimane jéreldub vahetult definitsioonist 1.2 ja seosest (2.2):

Q=AT +A\T)A = ATA + AMTA = ATA 4§57

2.6 Maatriks &

Ka W pole juhusliku suuruse Z komponentide 71, ..., Z; vaheline lineaarne
korrelatsioonimaatriks. Korrelatsioonimaatriks W oli korrelatsioonimaatriks,
mida Azzalini ja Dalla Valle (1996) kasutasid mitmemootmelise astimmeetri-
lise normaaljaotuse konstrueerimiseks (vaata valemit (1.3)). Definitsiooni 1.2
pohjal

Q=AT+21)A,

seega

¥ =AT10A" - AT

Viimase ja seose (2.2) pohjal:
T=AT0ATT AT = ATI0AT AT AT = ATHQ-66T) AT

Seega,
U=A1Q-6T)A

Kuigi Azzalini ja Dalla Valle (1996) kasutasid mitmemootmelise astimmeet-
rilise normaaljaotuse defineerimisel {W¥, A}-parametriseeringut, kasutatakse
korrelatsioonimaatriksi ¥ asemel sageli pigem korrelatsioonimaatriksit €2,

sest W olemus jadb tihedusfunktsiooni valemis 1.2 varjatuks.
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2.7 Uleminek korrelatsioonimaatriksilt 2 maat-

riksile W

Azzalini ja Dalla Valle (1996) defineerisid mitmemdootmelise asiimmeetrilise
normaaljaotuse { W, A}-parametriseeringus, kus ¥ on korrelatsioonimaatriks,
st ¥ on siimmeetriline ja tema peadiagonaalil asuvad elemendid on iihed ja
peadiagonaalivilised elemendid on absoluutvairtuselt viaiksemad iihest. Soo-
vides kasutada mitmemootmelise asiimmeetrilise normaaljaotuse parametri-
seerimisel korrelatsioonimaatriksi ¥ asemel maatriksit €2, on iiheks huvipak-
kuvaks kiisimuseks see, et kui me teeme teatavad eeldused €2 kohta, siis kas
W siilitab oma omadused. Teeme siin eelduse, et €2 on korrelatsioonimaatriks

ja vaatame, mis omadused on sel juhul maatriksil W.

Olgu vektor A = (Mg, Aa, ..., A\x)? ja olgu

I wio Wik
W21 1 Wok
Q= ,
W1 w2 oo 1

kusVi=1,....k j=1,...,k; i # j korral |w;;| < 1.
Paneme téhele, et kuna Q = A(¥ + AX)A, siis ¥ = A7'QA — ANT.

Varasemalt néitasime, et



Seega A™'Q avaldub jargmiselt:

V1+ M 0

0 I wio Wik
A_lﬂ— 0 \/1‘}‘)\% 0 W21 1 Wal B
0 0 \/1—|—)\i Wr1 Wk2 1
\/1—|—)\% \/1—1—)\%(,012 . 1+>\%W1k
. \/1“1‘)\%0)21 1+>\% \/1+)\%w2k
VI Nwn 1+ Nwe - L+ A7
Ja
VIHAN  VIT+Nwn o T+ Xwy ) (V14X 0 0
ATOA! \/1"!‘)\%&)21 \/1+)\% \/1+)\§ka 0 \/1+)\% 0
VI+XNwn 1+ Nwg - 1+ A 0 0 142
1+ A2 VI+EAXDT+ A )wi - /T AD (1 + A)wik
_ V23 (14 AP )wa 1+ A3 o (A Awar
VA 1+ M) w0+ A2) (14 A)wpe -+ 1+ A7

29



Kuna

A /\% A1 A2

AT = |

()\1 N )\k>_ )\2./\1 )\3

Ak MM AkAg

siis saame W vilja kirjutada jargmiselt:

1 \/ (1+)\§)(1+)\§)w12—)\1/\2
vV (1+ A3 (1 + A)war — Aoy 1

A+ A1+ Mwi — vt VO A0+ A wkz — Medy -+

M Ak
A2 Ak

\/ (1 + )\%)(1 + A%)wlk — M
\/ (1 + )\%)(1 + )\i)wgk - /\2)\k

1

Seega maatriksi ¥ elemendid 1);; avalduvad marginaalsete asiimmeetriapa-

rameetrite \; ja korrelatsioonimaatriksi €2 elementide w;; abil jargmiselt:

iy =
1

?

\/(1 FAD(1H ADwy — ANy, kuid#

kui i = j

Jarelikult, kui € on korrelatsioonimaatriks, siis ¥ peadiagonaalil on iihed. Ja

kunaVi=1,...,k, j=1,... k korral w;; = wj;, siiskaVi=1,... k, j=

1,...,k korral v;; = 1;; ehk maatriks ¥ on stimmeetriline. Hiljem naitame

(jareldus 3.1), et teatud tingimustel voime lisaks jareldada, et ¥ peadiago-

naalivilised elemendid on absoluutvaartuselt viiksemad iithest. Ehk teatud

kitsenduste korral voime Oelda, et kui €2 on korrelatsioonimaatriks, siis ka

W on korrelatsioonimaatriks. Selle tulemusega tutvume ldhemalt jérgmises

peatiikis.
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3 {Q,0}- ja {Q, A}-parametrisatsioon

Azzalini ja Capitanio niitasid(1999), et parametrisatsioonid { ¥, A} ja {2, a}
on ekvivalentsed. Néitame, et teatud kitsenduste korral on {€2,d} ja {2, A}
(molemad) ekvivalentsed {®, A}- ja {Q, a}-parametrisatsioonidega. Lisaks
esitame abilemma, mille abil seame kriteeriumi parametrisatsioonide ekviva-
lentsusele ja sobivusele. Kuid enne lemma esitamist tuletame meelde posi-
tiivselt méaratud maatriksi definitsiooni ja selle moned omadused, mida meil

vaja ldheb.

Alapeatiikkides 3.2 ja 3.3 toodud tulemused esitasid Kaarik jt (2015), toome

need siin koos samm-sammuliste toestustega.

3.1 Positiivselt maaratud maatriks

Definitsioon 3.1. Me fditleme, et siimmeetriline k x k maatriks A on po-

sitisvselt mddratud (positiivselt poolmddratud), kui iga mittenullilise vektori

x € R* korral T Ax > 0 (xTAx > 0) ja tihistame seda A >0 (A >0).

Positiivselt méaratud maatriksit defineeritakse sageli ka omavééartuste abil.
Tuletame meelde, et omavéartusiilesandes Av = A\v, kus v # 0, nimetatakse
maatriksi A omavédrtuseks arvu A ja (omavéértusele A vastavaks) omavek-

toriks vektorit v.

Kui siimmeetriline k£ x k maatriks A on definitsiooni 3.1 jérgi positiivselt

midratud, siis V x # 0 € R* korral

xTAx > 0.
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Vottes niitid x rolli omavektori v, saame
vTAv > 0.

millest

2wy > 0.

Kuna vTv > 0, siis selleks, et kehtiks AvTv > 0, peab A > 0.

Definitsioon 3.2. Simmeetriline maatriks on positiivselt madratud (posi-
tiwselt poolmdadratud), kui koik tema omavdidrtused on positiivsed (mittene-

gatiivsed).

Definitsioonid 3.2 ja 3.1 on ekvivalentsed.

Esitame moned positiivselt méaratud maatriksi omadused:
1. Kui A > 0, siis A on pooratav ja A~ > 0.
2. KuiA>0jaB>0,siis A+B > 0.
3. Kui A >0 jar > 0 on mingi reaalarv, siis rA > 0.

4. Olgu A ja B k x k mootmelised maatriksid. Kui A > 0 ja r(B) = k,
siis BAB > 0 (siin 7(B) tihistab maatriksi B astakut).
5. Kui maatriks A > 0, siisVi=1,---,k, j=1,--- k, i # j, korral

(0773 + Cij

lai;| < 5

, kus a;; on maatriksi A reas ¢ ja veerus j asuv element.

Need omadused on lineaaralgebras iildtuntud ja palju kasutatud, kuid toes-

tame need siin siiski ara.

Toestused.

1. Teame, et A on pooratav ehk regulaarne siis, kui ta determinant ei

vordu nulliga.
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Olgu A > 0. Definitsiooni 3.2 jdrgi on maatriksi A koik omavéar-
tused positiivsed. Kuna maatriksi determinant on vordne selle koigi
omavaartuste korrutisega, on maatriksi A determinant positiivne, mis
tahendab, et maatriks A on regulaarne ehk pooratav.

Kuna péordmaatriksi omavaartused on vordsed esialgse maatriksi oma-
viadrtuste poordviirtustega, on ka A~ omaviirtused positiivsed. Seega

definitsiooni 3.2 pohjal on ka A~" > 0. m

. Olgu A > 0 ja B > 0. Siis tulenevalt positiivselt médratud (poolmé&éa-

ratud) maatriksi definitsioonist
V x # 0 korral 2T Ax > 0 ja 2T Bx > 0.

Jarelikult
V & # 0 korral «TAx + 2"Bx > 0,

millest saame maatriksite liitmise omadusi kasutades, et

zT(A+B)x =xTAzxz + "Bz > 0.

Seega definitsiooni 3.1 pohjal A + B on positiivselt maaratud maatriks.

]

. Olgu A > 0 ja r > 0 mingi reaalarv. Positiivselt madratud maatriksi

definitsioonist jareldub, et

V x # 0 korral 2T Ax >0 .
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Maatriksi skalaariga korrutamise omaduse pohjal saame
V x # 0 korral ¥ (rA)z = reTAz >0 .

Seega definitsiooni 3.1 jargi on maatriks r A positiivselt maaratud. [

. Olgu maatriks A« positiivselt madratud ja olgu maatriks B.py. as-
takuga k. Jarelikult maatriksil B on k lineaarselt soltumatut veergu.

Seega iga vektori @ # 0 korral vektor Bx # 0. Niitid kuna A > 0, siis
Vz # 0 korral 27 (B"AB)z = (zB)" A(Bzx) > 0.

Seega definitsiooni 3.1 jérgi on BT AB positiivselt madratud. m

. Olgu maatriks A siimmeetriline ja positiivselt maaratud. Siis iga vek-
tori & # 0 korral T Ax > 0. Vottes x rolli vektori x*, mille 4. ja j.

komponendid on iihed ja iilejadnud nullid, saame

T

& ay; + Q5 > —2(12']'. (31)

Teisalt, vottes « rolli vektori **, mille 7. komponent on 1, j. komponent

-1 ja iilejaddnud komponendid nullid, saame

T
¥ Ax™t = Qi — Qg — Qg + j; = Qjj + j; — QCI,Z‘j >0

< aq + ajj > 2CLij. (32)
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Seega valemite (3.1) ja (3.2) pohjal

0. a; + Qjj
Y 2 o ay| < 2 + aj;
Qi + Qjj R 2 ’

3.2 Q ja W positiivsest maaratusest

Niiiid voime esitada ja toestada lemma, mis meile parametrisatsioonide ek-

vivalentsuse ja sobivuse naitamisel abiks on.

Lemma 3.1. Kui Q on positiivselt madratud k x k maatriks ja ka & on k-

mootmeline vektor, siis Q — 88" on positiivselt madratud, kui 67 Q18 < 1.

Antud lemma toestuse esitasid Kaarik jt (2015), kuid teeme selle siin detail-
semalt 14bi. Selleks kasutame binomiaalset péordteoreemi, positiivselt méa-

ratud maatriksi omadusi 1.-3. ja maatriksteisendusi.

Toestus. Olgu €2 positiivselt méaratud. Siis tulenevalt positiivselt maaratud
maatriksi 1. omadustest on ka Q7! positiivselt masratud. Sarnaselt, kui Q —
867 on positiivselt miiratud, peab leiduma ka poordmaatriks (Q — 867)~1,

mis on samuti positiivselt médratud.

Kasutame niitid binomiaalset poérdteoreemi (vaata Teoreemi 2.1) maatrik-
si (Q — 867)! lahti kirjutamiseks. Votame antud teoreemis A rolli k x k
maatriksi €2, maatriksi B rolli k-mootmelise vektori 6, C rolli skalaari 1, D

rolli transponeeritud k-modtmelise vektori 87 ja saame:
(Q-66")"' ="' -Q'5(6"Q 6 —1)'6TQ"
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Paneme tihele, et 67 Q716 — 1 puhul on tegu skalaariga, mootmetega 1 x 1,
seega voime kirjutada:

Q1567Q7!

Q-6") =0+ —f .
( ) 1 oeTa s

Néitame, et vorduse paremal poolel teise liidetava lugejas olev maatriks on

positiivselt poolméadratud. Téepoolest, Q71667 Q1 > 0, sest
V x € R¥ korral x'Q 71667 Q 'x = (67Q'x)T(6"Q 7 'x) > 0.

Tulenevalt eeldustest, teame, et esimene liidetav Q7' > 0. Seega selleks,
et (9 — 867)7! oleks positiivselt médratud, peab (positiivselt misratud
maatriksi omaduse 2 pohjal) teine liidetav olema vihemalt positiivselt pool-
méaaratud. Kuid selleks, et teine liidetav oleks positiivselt poolméaratud, st
Qlés Q! o .
> 0, peab positiivselt maaratud maatriksi omaduse 3 poh-

1-6"Q7'6
jal olema nimetajas positiivne reaalarv. Ehk 1 — 67 Q71§ > 0, teisisonu

oTQ s < 1.
Kokkuvottes oleme niidanud, et Q — 887 > 0, kui 6792716 < 1. O

Jareldus 3.1. Kui maatriks €@ on posititvselt mdadratud, siis maatriks

v=AT(Q-d66")A,
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kus

1
— 0 0
0 L 0
Al — 1-63 ’
0 0 1

\/1-62

on positiivselt mdadratud, kui 7 Q8 < 1. Lisaks, kui Q on korrelatsioonimaat-

riks, on seda ka maatriks W.

Téestus. Tulenevalt positiivselt midratud maatriksi omadusest 4, on A~ (22—
00")A™ > 0, kui 7(A™') = k ja Q — 867 > 0. Eelduste jargi 7(A™) =k
ning lemma 3.1 jirgi on Q — 887 > 0, kui 67QF < 1. Seega ¥ > 0, kui
0708 < 1.

Olgu niitid € lisaks ka korrelatsioonimaatriks. Eelneva pohjal teame, et
¥ > (. Seega positiivselt méaaratud maatriksi omaduse 5 pohjal V ¢ =
1,....k; g=1,...,k; i # 7 korral

Yii + 0y

ij| <
’w]l 2

kus ;; on maatriksi W ¢ reas ja j veerus asuv element. Ehk maatriksi ¥
iga peadiagonaali-véline element on absoluutvairtuselt viaiksem kui temaga
samas reas ja samas veerus asuvate peadiagonaali elementide summa jagatud
kahega. Alapeatiikis 2.7 naitasime kuidas ¥ avaldub €2 kaudu ja ndgime, et
kui €2 on korrelatsioonimaatriks, siis ¥ on siimmeetriline ja tema peadiago-

naalil on iihed. Seega kahe suvalise ¥ peadiagonaali elemendi summa on 2,
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stVi=1,....k j=1,...,k, korral
Vi + 55 = 2.
Mistottu positiivselt madratud maatriksi omaduse 5 pohjal
1
il < = -2=1,
‘w .7| 2

st iga W peadiagonaalist viljaspool asetseva elemendi absoluutviartus on

véiksem kui 1. Seega W on korrelatsioonimaatriks. O]

Need tulemused lubavad meil formuleerida jargmised laused.

3.3 Parametrisatsioonide ekvivalentsusest

Lause 3.1. Kui  on positiivselt mddaratud korrelatsioonimaatriks ja & on
vektor, mis rahuldab tingimust 6* Q'8 < 1, siis {2, 8}-parametrisatsioon

on ekvivalentne {¥, A}- ja {2, a}-parametrisatsiooniga.

Varasemalt néitasime (vaata valem 2.6), et

Q14
VI 6T Ts

Seega

aT _ 6TQ—1
V1-6TQ71S

Antud seos lubab mitmemootmelise asiimmeetrilise normaaljaotuse defineeri-

misel {€2, a}-parametrisatsioonilt lihtsalt iile minna {€2, § }-parametrisatsioonile.
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Defineerime mitmemootmelise asiimmeetrilise normaaljaotuse parameetrite

2 ja é abil jargmiselt.

Definitsioon 3.3. Olgu positiivselt mddratud k x k-mootmeline korrelat-
stoonimaatriks € ja k-maootmeline vektor § sellised, et rahuldatud on tin-
gimus 6TQ™16 < 1. Me iitleme, et juhuslik vektor Z = (Zy,...,Zx)" on
k-mootmelise asiimmeetrilise normaaljaotusega, astimmeetriaparameetriga &

ja tahistame seda Z ~ SN(Q,98), kui ta tihedusfunktsioon avaldub kujul

6TQ1Z
F(Z:9,68) = 20u(Z; Q) (m) ,Z €R, (3.3)

kus ¢ on k-mootmelise standardsete marginaalidega ja korrelatsioonimaat-
riksiga € normaaljaotuse tihedusfunktsioon ning ® on ihemootmelise stan-

dardse normaaljaotuse jaotusfunktsioon.

Mirkus 3.1. On loomulik, tihedusfunktsiooni valemis (3.3) on rahuldatud
tingimus 6TQ™16 < 1. Jérelduse 3.1 pohjal on see tingimus piisav, et para-
meetrid 2 ja & defineeriksid mitmemootmelise astimmeetrilise normaaljaotu-

Se.

Kuna é = A\ voime esitada lausele 3.1 analoogse lause.

Lause 3.2. Kui ATAQ7YAN < 1, siis {2, A}-parametrisatsioon on sobiv
mitmemaootmelise asiimmeetrilise normaaljaotuse defineerimiseks ja on ekvi-

valentne {W¥, A}- ja {Q, a}-parametrisatsiooniga.
Lisaks, kuna

VIFAZ 0 0
0 I+ .- 0

ATl =

0 0 NS EY:
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voime definitsioonidega 1.2 ja 3.3 ekvivalentselt defineerida mitmemaootmelise

astimmeetrilise normaaljaotuse €2 ja A kaudu jargmiselt.

Definitsioon 3.4. Olgu positiivselt mddaratud k x k-maootmeline korrelatsioo-

nimaatriks Q ja vektor X = (M\y,..., \)T sellised, et rahuldavad tingimust

MTAQTAN < 1, kus

1
_— 0
V1+ AN
1
0 - - ... 0
A = V1423
1
0 0 _—
VI+ A
Me iitleme, et juhuslik vektor Z = (Zy,...,Zy)T on k-mootmelise asiim-

meetrilise normaaljaotusega, asimmeetriaparameetriga X ja tdahistame seda

Z ~ SN(Q, ), kui ta tihedusfunktsioon avaldub kujul

(3.4)

[(Z:Q,2) = 204(2: )0 ( Aan 'z ) ZeRr

VI=-ATAQ 1A

kus ¢ on k-mootmelise standardsete marginaalidega ja korrelatsioonimaat-
riksiga €2 normaaljaotuse tihedusfunktsioon ning ® on tihemaootmelise stan-

dardse normaaljaotuse jaotusfunktsioon.

3.4 Parametrisatsioonide vordlus

Kui parametrisatsioone on mitu, tekib paratamatult kiisimus, et millist neist
siis eelistada. Paraku pole iihest vastust kiisimusele, et milline parametrisat-

sioon on parim. Sobivaim parametrisatsioon tuleks valida lahtuvalt konkreet-
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sest probleemist.

{Q, A}-parametrisatsiooni tiheks suureks eeliseks on, et sel on otsene seos
marginaalsete parameetritega. Seega jadvad ka dimensiooni muutudes para-
meetrite komponentide vaartused samaks. Naiteks olgu meil juhuslik suurus
Zy = (Zi,...,Z)", mis on k-mootmelise asiimmeetrilise normaaljaotuse-
ga, Zp ~ SN(Qk, Ax),k > 2. Ja olgu meil teine juhuslik suurus Z;_,, =
(Zy, .. Zi—p)Tom < k. Siis Zj_p, ~ SN(Q—n, Xe—n), kus Q_,, koosneb sa-
madest elementidest, mis €2, jattes dra n viimast rida ja veergu ning Ap_,
koosneb Ay esimesest k& — n komponendist. See tdhendab, et osa marginaale
vélja jattes, pole vaja parameetreid uuesti vélja arvutada. Kiill aga voime
ndha, et SN(Q, A) defineeriva tiheduse valemis (3.4) on kasutatud lisapara-
meetrit A, mis nouab lisaarvutusi ja teeb {€2, A}-parametrisatsiooni kasuta-

mise lsna tilikaks.

Ka {€2, § }-parametrisatsiooni tasub eelistada juhul, kui oluline on otsene seos
marginaalsete parameetritega. Ka {€2, § }-parametrisatsiooni puhul ei too di-
mensiooni vihenemine kaasa parameetrite viartuste muutust, kuid erinevalt
{Q, A}-parametrisatsioonist ei ndua {2, d} kasutamine iihegi lisaparameetri

valja arvutamist.

Nii {€, A}- kui ka {€2, § }-parametrisatsiooni halb omadus on see, et para-
meetreid ei saa teineteisest soltumatult valida. Need parametrisatsioonid on
ekvivalentsed {W, A}-parametrisatsiooniga vaid juhul, kui kehtib (vastavalt)
0TQ76 < 1 voi ATAQTAM < 1. Parametrisastiooni {2, a} eelis on, et
tal sellist kitsendavat tingimust pole. {€2, a}-parametrisatsiooni puhul v6ib
parameetrid 2 ja a valida teineteisest téiesti soltumatult. Ainus eeldus on,

et Q on korrelatsioonimaatriks.

Sageli eelistatakse just {2, a}-parametrisatsiooni, sest Azzalini ja Dalla Val-
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le (1996) mitmemootmelise astimmeetrilise normaaljaotuse tihedusfunktsioon
on otseselt seotud just parameetritega 2 ja a. Sel parametrisatsioonil on
teisigi héid omadusi. Crocetta ja Loperfido (2009) soovisid suurima toepé-
ra meetodil hinnata maksimaalse hapnikutarbimise (MHT ehk VO, max)
ja 6-minutilise kdimistesti vahelist korrelatsiooni. Seejuures mérkisid nad, et

SN5(€2, A) jaotusega soltumatu juhusliku valimi téeparafunktsioon
i=1 ‘
on voimalik jagada kaheks faktoriks

L(Q) =2"[] 62(2:;Q) ja L(a) = [ 2(a" =),
i=1 i=1
mis soltuvad vastavalt vaid € voi a vidrtusest. Mistottu L(a, ©2) maksimi-
seerimiseks piisab kui maksimiseerida eraldi L(€2) ja L(a). See tahendab,
et suurima toepéra hinnanguid SN (2, a)-jaotusega soltumatule juhuslikule

valimile on véiga kerge leida.

Teisalt on {2, a}-parametrisatsiooni iitheks suureks puuduseks see, et a po-
le otseselt seotud marginaalsete parameetritega. See avaldab omakorda mo-
ju dimensiooni muutumisel. Nimelt, kui liikuda k-mootmelisest astimmeet-
rilisest normaaljaotusest parameetriga o k—1-mootmelisse asiimmeetrilisse
normaaljaotusesse parameetriga ay_1, siis oy, ja a1 komponendid erinevad

teineteisest téielikult (va monel tiksikul erijuhul).
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4 Geomeetriline interpretatsioon

Antud peatiikis piliiame mitmemdotmelise asiimmeetrilise normaaljaotuse
parameetreid geomeetriliselt interpreteerida. Selleks tutvume esmalt mitme-
mootmelise asiimmeetrilise normaaljaotusega juhusliku suuruse tihe tingliku
esitusega. Alapeatiikkides 4.2-4.4 toodud seosed esitasid Kéérik jt (2015),

toome need siin koos pikemate selgituste ja samm-sammuliste toestustega.

4.1 Tinglik esitus

Mitmemootmelise astimmeetrilise normaaljaotusega juhuslikku suurust voib
esitada normaaljaotusega juhuslike suuruste kaudu mitmel moel. Uhe sellise
esituse toime alapeatiikis 1.1 (vaata valem (1.4)). Toome siin dra teise voima-
luse, kuidas esitada SN (€2, §) jaotusega juhuslikku suurust mitmemdootmelise

stimmeetrilise normaaljaotusega juhusliku suuruse abil.

Lause 4.1 (Tinglik esitus). Olgu meil k-maootmeline juhuslik suurus X ~
N(0,2), ihemootmeline juhuslik suurus Xo ~ N(0,1) ja vektord = (d1,...,0k)
sellised, et kehtib 87 Q18 < 1. Siis véime esitada k-mootmelise asimmeetri-

lise normaaljaotusega juhusliku suuruse Z ~ SN (S, 8) jirgmiselt:

X, kui 6TQ7IX > V1 -8TQ716X,
Z = (4.1)
—-X, mugjal,

kut X ja Xy on soltumatud.

Selle tulemuse esitasid ja toestasid Dunajeva jt (2003). Kadrik jt (2015) esi-

tasid selle tingliku esituse ekvivalentsel kujul jargmiselt.
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Mairkus 4.1 (Kaarik jt, 2015). Olgu X, Xy, Q ja & defineeritud nii nagu
lauses 4.1. Siis k-mootmelise juhusliku suuruse Z ~ SN(§2,90) esitus kujul

(4.1) on ekvivalentne jargmise tingliku definitsiooniga:

Z = [X‘éTQ_lX >V1- 5TQ—15X0] . (4.2)

Mitmemootmelisest astimmeetrilisest normaaljaotusest juhuslike arvude ge-
nereerimisel eelistatakse kasutada valemit (4.1), sest sellisel juhul ei jaeta osa
genereeritud arve 16plikust valimist vélja. Valemi (4.2) eeliseks on aga selle

kerge interpreteeritavus (Kéérik jt, 2015).

Jargmises kolmes alapeatiikis naitame, kuidas sirge, tasand voi hiipertasand
defineerib vastavalt kahe-, kolme- voi k+1-mdotmelises ruumis vastavalt iihe-,

kahe- voi k-mootmelise astimmeetrilise normaaljaotusega valimi.

4.2 Uhemé66tmeline juht

Paneme téhele, et {ithemootmelisel juhul on asiimmeetriaparameetrid A, d ja

a ithemootmelised suurused (vastavalt) A, § ja a ning A = \/16—T = «. Lisaks,

korrelatsioonimaatriksid €2 ja ¥ on vordsed skalaariga 1.

Olgu Z iihemootmelise asiimmeetrilise normaaljaotusega juhuslik suurus, st
Z ~ SN (A). Siis mérkuse 4.1 abil voime ta esitada kahe soltumatu standardse

normaaljaotusega juhusliku suuruse Xy ja X7 abil jargmiselt:

ZL X, | 6X, > V1 - 82X,
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kus asiimmeetriaparameeter § on selline, et > < 1. Seega tinglik osa on

4]
NiEre

reerida valim kahemootmelisest standardsest normaaljaotusest, siis on selle

madratud loikava sirgega Xy = = AX;. See tdhendab, et kui gene-
pohjal voimalik saada valim {ihemootmelisest asiimmeetrilisest normaaljao-

tusest, jattes alles vaid punktid, mis rahuldavad tingimust X, < AX;.

Joonise 4.1 vasakpoolsel graafikul kujutatud punktid on kahemootmelise
standardse normaaljaotusega juhusliku suuruse (X, X7 ) realisatsioonid. Punk-
te lébiva (sinise) sirge vorrand on X, = AX;. Koik punktid (tumedamad),
mis jadvad sellest sirgest allapoole rahuldavad tingimust Xy < AX; ja neist

moodustub X, telje suhtes astimmeetriline normaaljaotus parameetriga \.

©
© —— SN(\) tihedusfunktsioon
- = SN(0) tihedusfunktsioon

<
o
N
o
o |
o

T T T T ]

-1 0 1 2 3

X1

Joonis 4.1: Uhemootmelise astimmeetrilise normaaljaotuse moodustamine

Joonise 4.1 parempoolsel graafikul on toodud tingimust X, < AX; rahuldava-

te punktide histogramm X; suhtes koos teoreetilise jaotuse SN () tihedusega
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(punane, katkematu joon). Juurde on lisatud kéigi simuleeritud punktide teo-

reetilise jaotuse SN (0) tihedus (sinine, katkendlik joon).

Olgu ithemootmelise astimmeetrilise normaaljaotuse méaérava sirge ja Xo-telje
vaheline nurk ~ (vaata joonist 4.2). Kujutame motteliselt selle sirge ja X va-
hel taisnurkse kolmnurga. Olgu selle kolmnurga kiiljed téhistatud vastavalt
joonisele a, b ja c ja olgu kiilje b pikkus 1 pikkusiihikut. Siis tulenevalt sir-
ge vorrandist Xy = AX; saame, et kiilje a pikkus on A pikkusiihikut. Ning

Pythagorase teoreemi jargi kiilje ¢ pikkus on

/ 52 1
2 2 p— f— 1 1 1
V12 + A 1+ 52 57 pikkusiihikut.

Kasutades taisnurkse kolmnurga nurkade trigonomeetrilisi omadusi, saame

tanvz%:/\:a,
A =0
Vitwe "

1
Cco8Y =——— =1 — 02
TV e

siny =
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X1

Joonis 4.2: Nurk asiimmeetrilise normaaljaotuse méédrava sirge ja X;i-telje
vahel

4.3 Kahemootmeline juht

Vaatame niiiid kahemootmelist juhuslikku suurust Z = (Z;, Z;)T. Eeldame
niiiid lihtsuse mottes, et see on standardse astimmeetrilise normaaljaotusega,
st Z ~ SN(£2,6) = SN(I, ) (seda téhistatakse ka SSN(4)). Kahemootme-
lisel juhul & = (&1, 82)7.

Niiiid, olgu meil kahemootmelisest standardsest normaaljaotusest juhuslik
suurus X = (X1, X2)T ~ N(0,9) = N(0,1I) ja iihemootmelisest standard-
sest normaaljaotusest juhuslik suurus Xy ~ N(0, 1), mis on soltumatu juhus-

likust suurusest X . Kuna tegime eelduse, et



77X = (5 4,) (1)(1) il — (5 ) ? = 5,.X) + 6,
2 2
ja
5715 = (5, 4) (1] (1] ? — (5 ) ? = 6% + 43,
2 2

Seega lause 4.1 ja mirkuse 4.1 pohjal voime juhusliku suuruse Z = (Zy, Zy)"

esitada kujul:

ZiX ‘ 51X1+52X2>\/1—5%—(5§X@.

Seega vastava kahemootmelise asiimmeetrilise normaaljaotuse méirava 10i-

ketasandi vorrand on

(Sle + 62X2 — 1/ 1 - (5% - (S%XO - O (43)

Joonise 4.3 vasakpoolsel graafikul kujutatud punktid on realisatsioonid kol-
memootmelise standardse normaaljaotusega juhuslikust suurusest (X, Xo, X3)7.
Tumedamad (punased) punktid on need, mis rahuldavad tingimust §; X; +
02 Xs > /1 — 07 — 02X, ja heledamad (sinised) punktid need, mis ei rahul-
da antud tingimust. Sama joonise parempoolsel graafikul on kujutatud vilja
valitud punktid kahemoo6tmelises ruumis koos vastava teoreetilise jaotuse (ka-

hemd&otmelise astimmeetrilise normaaljaotuse) tiheduse samakorgusjoontega.

Antud néite puhul oli 4; = 0.5, do = —0.5, genereeritud punktide arv 50 ja
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vélja valitud punktide arv 26.

Xo
0

Joonis 4.3: Kahemootmelise asiimmeetrilise normaaljaotuse moodustamine

Uurime ldhemalt 16iketasandi (4.3) ja telgede X,, X; ja Xs vahelisi nurki.
Tuletame meelde, et kui a, b, ¢ ja d on konstandid ja a, b ja ¢ pole koik kor-
raga nullid, siis tasandi ax + by + cz +d = 0 normaalvektor on m = (a, b, c)”
(Anton ja Rorres (2005), lk 156-157). Seega loiketasandi (4.3) normaalvek-
tor on n = (—y/1 — 0% —42,81,0,)7. Lisaks paneme téhele, et §? + 02 +
(—my = 1, seega meie poolt vaadeldava tasandi (4.3) vorran-
di koefitsiendid on normaliseeritud ja m néol on tegu iihiknormaalvektoriga.
Koordinaattelgede Xy, X; ja X, iithiknormaalvektorid on vastavalt ey, =

(1,0,0), ex, = (0,1,0) ja ex, = (0,0, 1).

Niitid, kasutame teadmist (Anton ja Rorres (2005), lk 137), et kui v =

(uy,uz,u3)? ja v = (vy,v9,v3)T on vektorid kolmemootmelises ruumis ja
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nendevaheline nurk on 3, siis

u-v

)

cos(B) =

Julllo]]
kus

e u -V = UV + Uty + uzvz on vektorite u ja v skalaarkorrutis;

o |ul| = V2 +ud+udja|v|| = /v? + 0%+ 02 on vastavalt vektorite

u ja v normid.

Seega vektori n ja vektori ey, vahelise nurga v, koosinus on

n-ex, —/1—=062-52+0+0
cos Y = = _
Inflllex, | /1 =062 =62 + 62+ 62v/1% + 02 + 02

/1= -3
- = —\/1- 62— &2
/—12 1 2

Vektori n ja vektori ey, vahelise nurga v; koosinus on

n-ex, 0+ 6140
In|llex,| /1 =062 =62 4 62 + 62v/0% + 12 4 02

cosy; =

Ja vektori n ja vektori ey, vahelise nurga v, koosinus on

o8y — n-ex, 0+0+4 9 _5
2 — — =
Inlllex,| /1 —062 =62 + 62 + 62v/0% + 02 + 12

Seega loiketasandi (4.3) voib defineerida vordusega

Xocosvyy+ Xjcosyr + Xocosy =0,
kus 7; on selle ldiketasandi iihiknormaalvektori m = (cos 7, cosv1,cosya)T

ja X;-telje vaheline nurk, : = 1,2, 3.
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Lisaks kehtib seos parameetri a ja nurga v, vahel:

T 6 + 63

ola=—2_—""2_ —tan? ,
1— 07— 42 7

kus a = (a, )T, Vaatame, miks see nii on. Nimelt kuna Q = I, siis

Q' )
o = = s
V1-6"Q s V1-6"6
millest saame, et
T ar| 2 %o B 67 + b3
ola= (o a) I R T R

Teisalt, kasutades tuntud trigonomeetriavalemit, saame

1
cos? 3

1+tan’g = & tan? 8 = 1

cos? 3 ’

mistottu

1 1 1—1+4 62+ 452 62 + 62
tan® o = 1= 1= To1+09 1t0;

o (I -gp  1-6-08  1-&-0

Kokkuvottes

T 07 + 03

afa=—21_"2_ —tan’~,.
1- 02— o2 o

Seega parameetri a = (ay, az)” ruut @’ a on vordne kahemdotmelise asiim-
meetrilise normaaljaotuse médrava tasandi ja abikoordinaattelje X, vahelise

nurga tangensi ruuduga. Antud tulemust on aga iipris raske interpreteerida.

Lisaks, paneme téhele, et (Xy, X;)-koordinaattasandi ja tasandi (4.3) 16i-

51



kesirge on

—\/1—(5%—(5§X0+(51X1 :O, (44>

mille voib teisel kujul kirjutada

o1

—_— X
J1-07 a2

Ning analoogselt ithem&otmelisele juhule a3 = tan . kus 7, on sirge (4.4)

XOZ 1 :Oéle.

ja Xj-telje vaheline nurk. Sarnaselt voib esitada (X, X;)-koordinaattasandi

ja tasandi (4.3) 1oikesirge

—\/1—(5%—(5%X0+52X2 :O (45)

teisel kujul

)
Xo = —2X2 = Xy

J1-07 a2

ja ag = tan Yo, kus e, on sirge (4.5) ja Xs-teje vaheline nurk.
4.4 k-mootmeline juht
Olgu meil niitid k-mootmeline juhuslik suurus Z standardse k-mootmelise

aslimmeetrilise normaaljaotusega, st Z ~ SN(I,d) = SSN(4). Siis selle

juhusliku suuruse voime tinglikult esitada (vaata valemit (4.2)):

z4 [X‘&TX > /11— aTaxo} ,
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kus k-modtmeline juhuslik suurus X ~ N(0,I) ja ithemootmeline juhuslik

suurus Xy ~ N(0,1) on soltumatud.

Niiiid saame k-mootmelise asiimmeetrilise normaaljaotuse méaérava hiiperta-

sandi kirja panna kui

X1+ .o 40Xk — (4.6)

Analoogselt kahemootmelisele juhule, saame selle tasandi iihiknormaalvekto-

riks
—J1 =38 2 oS Yo
01 COS Yo
n = =
Ok COS Vi

ja tasandi (4.6) vorrandi esitada kujul

Xopcosyg+ Xqjcosyp + ...+ Xpcosvy =0,

kus ~; on iihiknormaalvektori n ja X;-telje vaheline nurk, ¢ =1,... k.
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Kokkuvote

Kéesolevas magistritoos uuriti mitmemootmelise astimmeetrilise normaaljao-
tuse erinevaid parametrisatsioone ja parameetrite vahelisi seoseid. Selgus, et
teatud tingimustel sobib ekvivalentselt {®, A}-ja {2, a}-parametrisatsiooniga
mitmemodtmelist asiimmeetrilist normaaljaotust kirjeldama ka {Q,d}- ja

{Q, A}-parametrisatsioon.

Paraku pole iihest vastust kiisimusele, milline parametrisatsioon on koige
parem. Parametrisatsiooni valikul tuleks eelkoige lahtuda konkreetsest prob-
leemist. Kui uurija jaoks on oluline otsene seos marginaalsete parameetrite-
ga, tuleks eelistada {2, A}- voi {€2, § }-parametrisatsiooni. Kui ta seejuures
soovib end sédésta lisaparameetri A tiilikast arvutamisest, oleks sobilik valik
{Q, 6 }-parametrisatsioon. {€2,d}- ja {2, A}-parametrisatsiooni eeliseks on
ka see, et dimensiooni vihenemisega pole vaja parameetreid uuesti vilja ar-

vutada nagu {Q, a}-parametrisatsiooni puhul.

Samas, erinevalt {2, d}- ja {Q, A}-parametrisatsioonist voib {€2, a}-paramet-
risatsiooni korral parameetrid teineteisest soltumatult valida. Lisaks on para-
meetritel €2 ja a otsene seos asiimmeetrilise normaaljaotuse tihedusfunktsioo-
niga, mistottu on {€2, a}-parametrisatsiooni vaadeldavatest ka koige rohkem
kasutatud. Lisaks on SN(2, &) juhusliku valimi korral on suurima toepéra

hinnangud kergesti leitavad.
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A Animeeritavad tihedused R-is

A.1 SN(X\) tihedus

install.packages(’rpanel’) # Installime lisamooduli "rpanel",
# mis lubab joonisel parameetreid muuta (animeerida)

library(tcltk) # "rpanel" kasutab lisamoodulit "tcltk"
library(rpanel)

# Funktsioon ilhemddmelise asiimeetrilise normaaljaotuse
# tiheduse arvutamiseks:
skewnormal_pdf <- function(x,lambda){
phi <- dnorm(x)
Phi <- pnorm(lambda*x)
f <- 2xphi*Phi
return(f)
X
# Ma&rame akna laiuse, kuhu joonistama hakkame:
x11(width=8,height=8)
# Anname ette x vaartused:
x <- seq(-3,3,0.001)
joonis <- function(panel){
# Kasutame funktsiooni skewnormal_pdf ihemddtmelise
# aslmmeetrilise normaaljaotuse tiheduse joonistamiseks
plot(x,skewnormal_pdf (x,panel$lambda),ylim=c(0,0.9),
bty="n",type="1", col="red",lty=1, lwd=2,
ylab=expression(f (z,lambda)),
xlab=expression(z),
main = bquote(paste(lambda," = ",.(round(panel$lambda, 2)))))
panel
X
# Lisame paneeli ja méddrame lambda kontrolloleku (null):
panel <- rp.control(lambda = 0)
# Lisame lambda muutmiseks liuguri (vahemik -8st 8ni):
rp.slider(panel, lambda, -8, 8, joonis,showvalue = TRUE)
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# Joonis tekib aknasse kohe, kui liigutada lambda liugurit.

A.2 SN(¥,A) kahemootmeline tihedus

# Antud koodildik ei pruugi tootada (dsn2.plot funktsiooni ei saa
# kasutada) R3 versioonide puhul. Proovi varasemaid R versioone
# (mina kasutasin R 2.14.2-te)

install.packages(’rpanel’) # Installime lisamooduli "rpanel",

# mis lubab joonisel parameetreid muuta (animeerida)

library(tcltk)

library(rpanel)

install.packages(’sn’) # Installime lisamooduli "sn", mille abil
# saame 2-mddtmelise aslmmeetrilise normaaljaotuse tiheduse joonistada

install.packages (’mnormt’) # Installime ka abimooduli "mnormt",

# mida lisamoodul "sn" kasutab

library(mnormt)

library(sn)

# Ma&rame akna laiuse, kuhu joonistama hakkame:
x11(width=8,height=8)
# Anname ette x ja y vadartused:
x <- y <- seq(-3, 3, length=35)
joonis <- function(panel){
# dsn2.plot joonistab kahemddtmelise asiimmeetrilise
# normaaljaotuse tiheduse
# Marginaalsete aslmmeetriaparameetrite vektor:
lambda <-rbind(panel$lambdal,panel$lambda2)
Deltal <- 1/sqrt(1+(panel$lambdal)**2)
Delta2<-1/sqrt (1+(panel$lambda?2) **2)
# Abimaatriks Delta:
Delta <- diag(c(Deltal,Delta2),2,2)
# Korrelatsioonimaatriks Psi:
Psi <- matrix(c(1,panel$psi,panel$psi,1),2,2)
alpha_lugeja <- solve(Delta)%*%solve(Psi)%*}lambda
alpha_nimetaja <-sqrt(1l+t(lambda)’*%solve(Psi)%*%lambda)
# Aslmmeetriaparameeter alpha:
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alpha <- alpha_lugeja/alpha_nimetajal[1,1]

# Korrelatsioonimaatriks Omega

Omega <- Deltal*}(Psi+lambda’*’t(lambda))’%*%Delta
dsn2.plot(x, y, c(0,0), Omega=Omega, alpha=alpha,

col=2,main = bquote(paste(psi," = ",.(round(panel$psi, 2)),
", ", lambda[1], " = ",.(round(panel$lambdal, 2)),

", ", lambda[2], " = ",.(round(panel$lambda2, 2)))))

panel

}

# Mdidrame parameetritele kontrolloleku (kdik nullid):

panel <- rp.control(lambdal=0,lambda2=0, psi = 0)

# Lisame korrelatsioonikordaja muutmiseks liuguri,

# mille liikumisvahemik on -0.99st 0.99ni:

rp.slider(panel, psi, -0.99, 0.99, joonis,showvalue = TRUE)

# Lisame lambdal muutmiseks liuguri (vahemik -5st 5ni):
rp.slider(panel, lambdal, -5, 5, joonis,showvalue = TRUE)

# Lisame lambda2 muutmiseks liuguri (vahemik -5st 5ni):
rp.slider(panel, lambda2, -5, 5, joonis,showvalue = TRUE)

# Joonis tekib aknasse siis, kui liigutada iikskdik millist liugurit

A.3 SN(Q,a) kahemootmeline tihedus

# Antud koodildik ei pruugi tootada (dsn2.plot funktsiooni
# ei saa kasutada) R3 versioonide puhul. Proovi varasemaid
# R versioone (mina kasutasin R 2.14.2-te)

install.packages(’rpanel’) # Installime lisamooduli "rpanel",
# mis lubab joonisel parameetreid muuta (animeerida)

library(tcltk)

library(rpanel)

install.packages(’sn’) # Installime lisamooduli "sn", millega

# saame 2-mddmelise aslmmeetrilise normaaljaotuse tiheduse joonistada
install.packages (’mnormt’) # Installime ka abimooduli "mnormt",
# mida lisamoodul "sn" kasutab

library (mnormt)

library(sn)
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# Md&rame akna laiuse, kuhu joonistama hakkame:
x11(width=8,height=8)
# Anname ette x ja y vaartused
x <- y <- seq(-3, 3, length=35)
joonis <- function(panel){
# dsn2.plot joonistab kahemddmelise aslimmeetrilise
# normaaljaotuse tiheduse
dsn2.plot(x, y, c(0,0),
Omega=matrix(c(1,panel$omega, panel$omega,l),2,2),
alpha=c(panel$alphal,panel$alpha?),
col=2,main = bquote(paste(omega," = ",
. (round (panel$omega, 2)),", ",

alphal1], " = ",.(round(panel$alphal, 2)),", ",
alphal2], " = ",.(round(panel$alpha2, 2)))))
panel

}

# Ma&drame parameetritele kontrolloleku (k&ik nullid):

panel <- rp.control(alphal=0,alpha2=0, omega = 0)

# Lisame omega muutmiseks liuguri, liikumisvahemikuga -0.99st 0.99ni:
rp.slider(panel, omega, -0.99, 0.99, joonis,showvalue = TRUE)

# Lisame alphal muutmiseks liuguri (vahemik -5st 5ni):
rp.slider(panel, alphal, -5, 5, joonis,showvalue = TRUE)

# Lisame alpha2 muutmiseks liuguri (vahemik -5st 5ni):
rp.slider(panel, alpha2, -5, 5, joonis,showvalue = TRUE)

# Joonis tekib aknasse siis, kui liigutada ikskdéik millist liugurit.

A4 SN(Q,§) kahemootmeline tihedus

# Antud koodildik ei pruugi tootada (dsn2.plot funktsiooni
# ei saa kasutada) R3 versioonide puhul. Proovi varasemaid
# R versioone (mina kasutasin R 2.14.2-te)

install.packages(’rpanel’) # Installime lisamooduli "rpanel",
# mis lubab joonisel parameetreid muuta (animeerida)

library(tcltk)

library(rpanel)
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install.packages(’sn’) # Installime lisamooduli "sn", millega
# saame lihtsalt 2-mddtmelise asiimmeetrilise normaaljaotuse
# tiheduse joonistada

install.packages (’mnormt’) # Installime ka abimooduli "mnormt",
# mida lisamoodul "sn" kasutab

library(mnormt)

library(sn)

# Maarame akna laiuse, kuhu joonistama hakkame:
x11(width=8,height=8)
# Anname ette x ja y vaadrtused:
x <- y <- seq(-3, 3, length=35)
joonis <- function(panel){
# dsn2.plot joonistab kahemddtmelise asimmeetrilise
# normaaljaotuse tiheduse kontuurgraafiku
Omega <- matrix(c(1l,panel$omega,panel$omega,l),2,2)
# Asiimmeetriaparameeter delta:
delta <-rbind(panel$deltal,panel$delta2)
alpha_lugeja <- solve(Omega)%*%delta
alpha_nimetaja <-sqrt(1-t(delta)’*lsolve(Omega)’*jdelta)
# Aslmmeetriaparameeter alpha:
alpha <- alpha_lugeja/alpha_nimetajal[1,1]
if (t(delta)%x%solve (Omega)%*ldelta<i){ # Kui see kehtib,
# on Psi positiivselt m&&ratud
dsn2.plot(x, y, c(0,0), Omega=Omega, alpha=alpha, col=2,

main = bquote(paste(omega," = ",.(round(panel$omega, 2)),
", ", deltal1], " = ",.(round(panel$deltal, 2)),

", ", delta[2], " = ",.(round(panel$delta2, 2)))))}

# Kui Psi pole positiivselt ma&dratud, anname sellest marku
else{plot(-3:3, -3:3, type = "n", xlab =" ", ylab = "",

main = bquote(paste(omega," = ",

. (round (panel$omega, 2)),", ",

delta[1], " = ",.(round(panel$deltal, 2)),", ",
delta[2], " = ",.(round(panel$delta2, 2)))))
text (0, 0, bquote(paste("Tingimus L
delta"T,Omega~-1,delta,

" <1 pole tdidetud.")))}

panel
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+
# Madrame parameetritele kontrolloleku (k&ik nullid):
panel <- rp.control(deltal=0,delta2=0, omega = 0)
# Lisame omega muutmiseks liuguri, liikumisvahemikuga -0.99st 0.99ni:
rp.slider(panel, omega, -0.99, 0.99, joonis,showvalue = TRUE)
# Lisame deltal muutmiseks liuguri (vahemik -0-.99st 0.99ni):
rp.slider(panel, deltal, -0.99, 0.99, joonis,showvalue = TRUE)
# Lisame delta2 muutmiseks liuguri (vahemik -0.99st 0-99ni)
rp.slider(panel, delta2, -0.99, 0.99, joonis,showvalue = TRUE)

A5 SN(Q,\) kahemootmeline tihedus

# Antud koodildik ei pruugi tootada (dsn2.plot funktsiooni
# ei saa kasutada) R3 versioonide puhul. Proovi varasemaid
# R versioone (mina kasutasin R 2.14.2-te)

install.packages(’rpanel’) # Installime lisamooduli "rpanel",

# mis lubab joonisel parameetreid muuta (animeerida)

library(tcltk)

library(rpanel)

install.packages(’sn’) # Installime lisamooduli "sn", mille abil
# joonistame 2-mddmelise aslmmeetrilise normaaljaotuse kontuurgraafiku

install.packages (’mnormt’) # Installime ka abimooduli "mnormt",

# mida lisamoodul "sn" kasutab

library (mnormt)

library(sn)

# Madrame akna laiuse, kuhu joonistama hakkame:
x11(width=8,height=8)
x <- y <- seq(-3, 3, length=35) # Anname ette x ja y vaartused
joonis <- function(panel){
# dsn2.plot joonistab kahemddtmelise asimmeetrilise
# normaal jaotuse kontuurgraafiku
Omega <- matrix(c(1l,panel$omega,panel$omega,l),2,2)
# Marginaalsete aslimmeetriaparameetrite vektor:
lambda <-rbind(panel$lambdal,panel$lambdal)
Deltal <- 1/sqrt(1+(panel$lambdal)**2)
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Delta2<-1/sqrt (1+(panel$lambda2) **2)

Delta <- diag(c(Deltal,Delta2),2,2) # Abimaatriks Delta
delta <- Deltal*%lambda # Aslimmeetriaparameeter delta
alpha_lugeja <- solve(Omega)%*%delta

alpha_nimetaja <-sqrt(1-t(delta)%*%solve(Omega)%*/delta)

# Aslimmeetriaparameeter alpha:

alpha <- alpha_lugeja/alpha_nimetajal[1,1]

# Et Omega oleks positiivselt mddratud, peab kehtima:

if (t (lambda) %*%Deltal*%solve (Omega) %*%Deltal*%lambda<i){
dsn2.plot(x, y, c(0,0), Omega=Omega, alpha=alpha, col=2,

main = bquote(paste(omega," = ",.(round(panel$omega, 2)),", ",
lambda[1], " = ",.(round(panel$lambdal, 2)),", ",

lambda[2], " = ",.(round(panel$lambda2, 2)))))}

# Kui Psi pole positiivselt m&&dratud, anname sellest marku:
else{plot(-3:3, -3:3, type = "n", xlab =" ", ylab = "",

main = bquote(paste(omega," = ",.(round(panel$omega, 2)),", ",
lambda[1], " = ",.(round(panel$lambdal, 2)),", ",

lambda[2], " = ",.(round(panel$lambda2, 2)))))

text (0, 0, bquote(paste("Tingimus ",
lambda~T,Delta,Omega~-1,Delta,lambda," < 1 pole tdidetud.")))}
panel
}
# Madrame parameetritele kontrolloleku (k&ik nullid):
panel <- rp.control(lambdal=0,lambda2=0, omega = 0)
# Lisame liuguri omega muutmiseks, liikumisvahemikuga -0.99st 0.99ni:
rp.slider(panel, omega, -0.99, 0.99, joonis,showvalue = TRUE)
# Lisame lambdal muutmiseks liuguri (vahemik -3st 3ni):
rp.slider(panel, lambdal, -3, 3, joonis,showvalue = TRUE)
# Lisame lambda2 muutmiseks liuguri (vahemik -3st 3ni):
rp.slider(panel, lambda2, -3, 3, joonis,showvalue = TRUE)
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B Toos esitatud jooniste koodid R-is

B.1 Joonis 1.1

# Funktsioon, mis arvutab iihemddtmeline asiimmeetriline

# normaaljaotuse tiheduse:

skewnormal_pdf <- function(z,lambda){
phi <- dnorm(x)
Phi <- pnorm(lambda*x)
f <- 2%phi*Phi
return(f)

+

# Anneme ette x vaartused:

x <- seq(-2,2,0.001)

# Joonistame SN(1) tiheduse joone:

plot(x,skewnormal_pdf (x,1), bty="n",type="1",col="red",
ylim=c(0,0.6),1ty=2, lwd=2, # lambda = 1
# Lisame telgedele nimetused
ylab=expression(f(z,lambda)), xlab=expression(z))

# Lisame SN(O) tiheduse joone:

lines(x,skewnormal_pdf (x,0),col="green",lty=1,1lwd=2)

# Lisame SN(-1) tiheduse joone:

lines(x,skewnormal_pdf (x,-1),col="blue",1ty=3,1lwd=2)

# Lisame joonisele legendi:

legend(1.1,0.62, legend=c(expression(lambda==1),
expression(lambda==0) ,expression(lambda==-1)),
col=c("red","green","blue"),lwd=2, lty=c(2,1,3),bty="n"

B.2 Joonised 1.2 ja 1.3

install.packages("sn") # Lisamoodul, mille abil saame
# joonistada kahemddtmelise aslimmeetrilise normaaljaotuse tiheduse
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install.packages (’mnormt’)
library (mnormt)
library(sn)
Psilambda2dim=function(psi,lambdal,lambda2){
# Marginaalsete aslimmeetriaparameetrite vektor:
lambda <-rbind(lambdal,lambda2)
Deltal <- 1/sqrt(1+(lambdal)**2);Delta2<-1/sqrt(1+(lambda2)**2)
# Abimaatriks Delta:
Delta <- diag(c(Deltal,Delta2),2,2)
# Korrelatsioonimaatriks Psi:
Psi <- matrix(c(1l,psi,psi,1),2,2)
alpha_lugeja <- solve(Delta)%*%solve(Psi)%*’lambda
alpha_nimetaja <-sqrt(1+t(lambda)’*%solve(Psi)%*%lambda)
# Aslmmeetriaparameeter alpha:
alpha <- alpha_lugeja/alpha_nimetajal[1,1]
# Korrelatsioonimaatriks Omega:
Omega <- Deltal*}(Psi+lambda’*’t(lambda))’%*%Delta
# R-i enda funktsioon (Omega, alpha)-parameetritega:
dsn2.plot(x, y, c(0,0), cex.lab=1.5,0mega=Omega, alpha=alpha,
main = bquote(paste(psi," = ",.(round(psi, 2)),", ",
lambda[1], " = ",.(round(lambdal, 2)),", ",lambdal2], " =",
. (round (1ambda2, 2)))))
3
# Md&arame piirkonna, kuhu tihedus joonistada:
x <- y <- seq(-2.5, 2.5, length=35)
# Vaatame erinevaid psi, lambdal ja lambda2 kombinatsioone
## Kui lambdal=lambda2=0, aga korrelatsioon muutub:
par (mar=c(2,2,3,1))
# Maarame koos kujutatavate graafikute arvu:
op=par (mfrow=c(2,3) ,pty="m"
Psilambda2dim(0.8,0,0) ;Psilambda2dim(0.4,0,0) ;Psilambda2dim(0,0,0);
Psilambda2dim(-0.4,0,0) ;Psilambda2dim(-0.8,0,0)
## Kui psi=0, aga lambdal ja lambda2 muutuvad:
op=par (mfrow=c(3,3) ,pty="m"
Psilambda2dim(0,0,0) ;Psilambda2dim(0,2,0) ;Psilambda2dim(0,-2,0);
Psilambda2dim(0,0,2) ;Psilambda2dim(0,0,-2) ;Psilambda2dim(0,2,2);
Psilambda2dim(0,-2,-2) ;Psilambda2dim(0,2,-2) ;Psilambda2dim(0,-2,2)
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B.3 Joonised 1.4 ja 1.5

install.packages("sn" # Lisamoodul, mille abil saame
# joonistada kahemddtmelise asiimmeetrilise normaaljaotuse tiheduse
install.packages (’mnormt’)
library (mnormt)
library(sn)
Omegaalpha2dim=function(omega,alphal,alpha2){
# Aslmmeetriaparameeter alpha:
alpha <- rbind(alphal,alpha2)
# Korrelatsioonimaatriks Omega:
Omega <- matrix(c(1,omega,omega,l),2,2)
# R-i enda funktsioon (Omega, alpha)-parameetritega
dsn2.plot(x, y, c(0,0),cex.lab=1.5, Omega=Omega, alpha=alpha,
main = bquote(paste(omega," = ",.(round(omega, 2)),", ",
alphal1], " = ",.(round(alphal, 2)),", ",alphal[2], " = ",
. (round(alpha2, 2)))))
3
# Maarame piirkonna, kuhu tihedus joonistada:
x <- y <- seq(-2.5, 2.5, length=35)
# Vaatame erinevaid omega, alphal ja alpha2 kombinatsioone
## Kuli alphal=alpha2=0, aga korrelatsioon muutub:
# Maarame koos kujutatavate graafikute arvu:
op=par (mfrow=c(2,3) ,pty="m")
# par(mfrow=c(1,1)) # Graafikute arv taas iiheks
Omegaalpha2dim(0.8,0,0) ;Omegaalpha2dim(0.4,0,0) ; Omegaalpha2dim(0,0,0);
Omegaalpha2dim(-0.4,0,0) ;Omegaalpha2dim(-0.8,0,0)
## Kui omega=0, aga alphal ja alpha2 muutuvad:
op=par (mfrow=c(3,3) ,pty="m")
Omegaalpha2dim(0,0,0) ;Omegaalpha2dim(0,2,0) ;Omegaalpha2dim(0,-2,0);
Omegaalpha2dim(0,0,2) ;Omegaalpha2dim(0,0,-2) ;Omegaalpha2dim(0,2,2);
Omegaalpha2dim(0,-2,-2) ;0megaalpha2dim(0,2,-2) ;O0megaalpha2dim(0,-2,2)
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B.4 Joonised 4.1 ja 4.2

## Esimene joonis

# Teeme kaks graafikut ihte aknasse:

op <- par(mfrow = c(1, 2))

par (oma=c(1,0,0,0) ,mar=c(4,0.5,1,1.5))

# Genereerime andmed standardsest kahemddtmelisest normaaljaotusest:

# X_1 ja X_0 keskvaartuste vektor:

mU <- rbind(0,0)

# X_1 ja X_0 vaheline kovariatsioonimaatriks:

SigmA <- matrix(c(1,0,0,1),2,2)

library(MASS)

andmed <- mvrnorm(5000, mU, SigmA)

X_1 <- andmed[,1];X_0 <- andmedl[,2]

# Valime aslmmeetriaparameetri vaartuse:

lambda <- 2

# Seega 1ldikav sirge on X_0 = 2X_1.

# Punktid, mis v&dlja valiti:

andmed2 <- andmed[lambda*andmed[,1] > andmed[,2],]

# Punktid, mis ei sobinud:

andmed3 <- andmed[2*andmed[,1] <= andmed[,2],]

# Genereerime abiandmed laiema graafiku jaoks:

abiandmed <- mvrnorm(1000, rbind(0,0), matrix(c(3,0,0,3),2,2))

# Joonistame laiema graafiku:

plot(abiandmed[,1],abiandmed[,2],frame.plot=FALSE,
axes=FALSE,xlab=’’,ylab=’’, col="white")

# Joonistame teljed:

arrows (min(abiandmed[,1]), O, max(abiandmed[,1]), O,
length=0.15, angle=15)

arrows (0, min(abiandmed[,2]), O, max(abiandmed[,2]),
length=0.15, angle=15)

# Lisame telgedele nimetused:

text (max(abiandmed[,1]),0.3,expression(X[1]))

text (0.4 ,max(abiandmed[,2]) ,expression(X[0]))

# Lisame niid valimi punktid, mis ei vasta kriteeriumile:

points(andmed3[,1],andmed3[,2], col=rgb(0.5,1,0.5,alpha=0.6),
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cex=0.7)
# Lisame valja valitud punktid:
points(andmed2[,1],andmed2[,2],bg=rgb(0.25,0.75,0.25,alpha=1),
pch=21,col=rgb(0,0.33,0,alpha=1),cex=0.7)
# Lisame ldikava joone:
segments(-3,-6,3, 6,col="bluel’, lwd=2)
# Lisame sirge vdrrandi:
text(-2.35,-4,labels=bquote(paste(lambda,X[1],’> - ’,X[0],’ = 0?)),
srt=63.5)
# Teeme kdrvale iihemddtmelise jaotuse joonise valitud punktidest:
par(mar=c(4,1.5,1,0.5))
hist(andmed2[,1], prob=T, breaks=100, main=’’,
col=rgh(0.25,0.75,0.25,alpha=1) ,border=rgb(0,0.33,0,alpha=1),
xlab=expression(X[1]), ylab=’’)
skewnormal_pdf <- function(z,lambda){
phi <- dnorm(x)
Phi <- pnorm(lambda*x)
f <- 2%phi*Phi
return(f)
}
x <- seq(-3,4,0.001)
# Lisame valitud punktide teoreetilise tiheduse - SN(2) tiheduse:
lines(x,skewnormal_pdf (x,2),col=rgb(0.5,0,0,1),1ty=1,1lwd=2)
# Lisame kdigi punktide teoreetilise tiheduse - SN(0) tiheduse:
lines(x,skewnormal_pdf (x,0),col="blue",1ty=2,1lwd=2)
legend(1.15,0.6,
legend=bquote(paste(’SN(’,lambda,’) tihedusfunktsioon’)),
col=rgb(0.5,0,0,1),1wd=2,1ty=1,bty="n’, cex=0.88)
legend(1.15,0.55,1legend=bquote(paste(’SN(0) tihedusfunktsioon’)),
col="blue’,lwd=2,1ty=2,bty="n’, cex=0.88)
par (op)

## Teine joonis

# Joonistame laiema graafiku

op <- par(mfrow = c(1, 1))

par (oma=c(0,0,0,0) ,mar=c(1,0.5,1,0.5))
plot(abiandmed[,1],abiandmed[,2],frame.plot=FALSE,
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axes=FALSE,xlab=’’,ylab=’’, col="white")

# Joonistame teljed:

arrows (min(abiandmed[,1]), O, max(abiandmed[,1]), O,
length=0.15, angle=15)

arrows (0, min(abiandmed[,2]), O, max(abiandmed[,2]),
length=0.15, angle=15)

# Lisame telgedele nimetused:

text (max(abiandmed[,1]),0.3,expression(X[1]))

text (0.4 ,max(abiandmed[,2]) ,expression(X[0]))

# Lisame punktid, mis ei vasta krieteeriumile:

points(andmed3[,1],andmed3[,2], col=rgb(0.5,1,0.5,alpha=0.1),
cex=0.7)

# Lisame valja valitud punktid:

points(andmed2[,1],andmed2[,2] ,bg=rgb(0.25,0.75,0.25,alpha=0.1),
pch=21,col=rgb(0,0.33,0,alpha=0.1),cex=0.7)

# Lisame ldikava sirge:

segments(-3,-6,3, 6,col="bluel’, lwd=2)

# Lisame sirge vdrrandi:

text(1.65,4,labels=bquote(paste(lambda,X[1],’ - ’,X[0],> = 0’)),
srt=62.5)

# Kolmnurga joonistamine:

polygon(x=rbind(0,2,2,0), y=rbind(0,4,0,0),density=NULL, 1ty = 2,
lwd = 2, border = "black")

# Lisame nurgale kaare:

xx=seq(0.5,1,by=0.001)

yy=sqrt (1-xx~2)

lines(xx,yy,type=’1’, col=’black’)

# Lisame nurga t&hise gamma:

text(0.5,0.26, expression(bold(gamma)), col=’black’,cex=1.3)

# Lisame kolmnurga kiilgede téahised:

text(2.3,2, expression(a), col=’black’,srt=90, cex=1.4)

text(1,-0.4, expression(b), col=’black’, cex=1.4)

text(0.8,2.3, expression(c), col=’black’,srt=63, cex=1.4)
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B.5 Joonis 4.3

# Teeme kaks joonist iihte aknasse:

op <- par(mfrow = c(1, 2))

par (oma=c(0,0,0,0) ,cex.axis=0.7, cex.lab=0.7,xpd=NA)

library (MASS)

mu=rbind(0,0,0)

Sigma=matrix(c(1,0,0,0,1,0,0,0,1),3,3)

# Genereerime valimi kolmemddtmelisest standardsest normaal jaotusest:

andmed=mvrnorm(n = 50, mu, Sigma)

X1=andmed[,1] ;X2=andmed[,2] ; XO=andmed [, 3]

install.packages("scatterplot3d", dependencies = TRUE)

# Valime delta komponentide vaidrtused:

deltal=0.25; delta2=-0.16

# Punktid, mis rahuldavad tingimust:

andmedl=andmed [deltal*X1+delta2*X2>sqrt(1-deltal~2-delta2~2)*X0,]

# Punktid, mis ei rahulda tingimust:

andmed2=andmed [deltal*X1+delta2*X2<=sqrt(1-deltal~2-delta2~2)*X0,]

library(scatterplot3d)

# Margime tingimust rahuldavad punktid:

par (mar=c(3,0,0,0))

s3d <- scatterplot3d(andmedi[,1], andmedl[,2], andmedl[,3],
zlim=range (X0), xlim=range(X1), ylim=range(X2),
type='h’,color=’red’,col.axis="blue",col.grid="1lightblue",
pch=19, box=F, xlab=expression(X[1]),ylab=expression(X[2]),
zlab=expression(X[0]))

# Margime tingimust mitterahuldavad punktid:

s3d$points3d(andmed2[,1] ,andmed2[,2] ,andmed2[,3],type="h’,

pch=19,col=rgb(0,0,1,0.25))

# Tasandi m&&ravad kordajad:

kordajal=deltal/sqrt(1-deltal~2-delta2"2)

kordaja2=delta2/sqrt(1-deltal~2-delta2"2)

# Joonistame tasandi:

s3d$plane3d(Intercept=0,x.coef=kordajal,y.coef=kordaja2, 1lwd=0.7)

# Joonistame kdrvale valja valitud punktid 2-mddtmelises ruumis:

# Anname ette x ja y vaadrtused:
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x <- y <- seq(-3, 3, length=35)

Omega <- diag(2) # Korrelatsioonimaatriks Omega

delta <- rbind(deltal,delta2) # Aslimmeetriaparameeter delta
alpha_lugeja <- solve(Omega)%*%delta

alpha_nimetaja <-sqrt(1-t(delta)%*%solve(Omega)%*/delta)

# Aslimmeetriaparameeter alpha:

alpha <- alpha_lugeja/alpha_nimetajal[1,1]

install.packages(’sn’)

library(sn)

par (mar=c(5,2,5,5))

# Joonistame valitud punktide kahemddtmelise teoreetilise tiheduse:
dsn2.plot(x, y, c(0,0), Omega=Omega, alpha=alpha,col=2,
xlab=expression(X[1]),ylab=expression(X[2]) )

# Lisame valitud punktid:

points(andmed1[,1], andmedl[,2], col=’red’,pch=19)

par (op)
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