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1 Sissejuhatus

Uue fiitisika ndhtuste leidmine vajab Standardmudeli tdpseid teoreetilisi arvutusi. Seda saab
saavutada ainult siis, kui arvutusmudelitesse lisatakse korgema jargu kiirgusparandeid. Korge-
ma jargu liikmed ilmuvad kui reaalsed parandid, sidudes endas footonite ja gluuonite kiirgust
kui virtuaalseid osakesi, mis esinevad Feynmani diagrammides suletud silmuste néol. Téapseid
modtmisi, mis on tundlikud kiirgusparandite suhtes, voib vaadelda, kui elektrondrga teooria
testimist silmuselise parandi tasemel. Veelgi enam, kvantviljateooria (KVT) peab piisima en-
nustatavana ka siis, kui korgema jargu liikmeid lisatakse (nt peenstruktuurikonstant «/). Samas
kui avastatakse anomaalia, siis voib see tdhendada mainitud uue fiiiisika ilminguid (nt su-
persiimmeetria voi mitme Higgs-bosoni mudelid).

Uut osakestekiirendit Large Hadron Collider-it (LHC) CERNis (masskeskme energiaga 14
TeV) voib vaadelda kui suurt top-kvargi tehast ja seetottu voimaldab see tulevikus rohkes-
ti tdpsustavaid modtmisi top-kvargi fiiiisikas - nii tekke- kui ka lagunemisprotsessides. Top-
kvargid lagunevad rohkem kui 99.9%-lise toendosusega protsessi t — b + W [1,2,3] koha-
selt, kus W-bosoni polarisatsioon antud lagunemises on jaotunud u. 70% pikisuunaliseks ja u
30% poiki(miinus)suunaliseks. Seda saab vorrelda Drell-Yan protsessis W-bosoni tekitamisega,
kus W on 100% poikisuunaliselt polariseeritud. Seega pakub top-kvargi lagunemisel saadav W
unikaalse voimaluse testida pikisuunaliselt polariseeritud W-bosoni lagunemist, mis omakorda
voimaldab uurida elektrondrga siimmeetria rikkumise mehhanismi. W-bosoni polarisatsiooni
saab kasutada ka selleks, et tema tekkimisel paarsust rikkuvaid interaktsioone analiitisida. TV/-
boson on ennastanaliiiisiv, mis tdhendab seda, et saame modta W-bosoni polarisatsiooni, mootes
tema lagunemisproduktide nurkjaotust.

Et hinnata kiirgusparandite moju W-bosoni tekkimisel protsessis ¢ — b+ W™ on arvutatud
tihesilmuselised kvantkromodiinaamilised (KKD) ja elektronorgad parandid protsessile ¢ —
b+ W*(1) (ka protsessile b — ¢ + W*(1))[4,5,6,7,8]. Samuti on arvutatud iihesilmuselised
elektrondrgad parandid mittepolariseeritud W leptonlagunemisele W+ — [T + 1, [9]. Massitud
(st. korge energia korral) tihesilmuselised KKD parandid hadronlagunemisele W+ — Q+q (kus
() on up-tiiiipi kvark ja g on down-tiiiipi antikvark) saab arvutada [9] jargmise juhtiva jarguni
(NLO) tulemuste kaudu [10,11,12,13]. Kuid siiski ei ole senini arvutatud protsessi nii, et arvesse
oleks voetud erinevaid massiparameetreid.

Kéesoleva magistritéo eesmérk on analiiiitiliselt esitada esimese jargu kvantkromodiinaami-



lised kiirgusparandid polariseeritud W -bosoni hadronlagunemisel nii, et arvesse on voetud ka
lagunemisproduktide massiparameetrid. Selleks lahendame esmalt protsessi, kus polariseeritud
W*-boson laguneb kaheks kvargiks, seejirel lahendame verteksparandi protsessi ning 1opetu-
seks uurime protsessi, kus peale kahe kvargi kiirgub ka pehme gluuon (nn bremsstrahlung).

T606 esimene osa kujutab sissejuhatust teemasse. Seal anname iilevaate uuritava teema oluli-
susest. Samas tutvustame ka kasutatavat matemaatilist aparatuuri. T60 teises osas lahendame
analiiiitiliselt polariseeritud W*-bosoni lagunemise kaheks kvargiks ja leiame verteksparandid.
Verteksparandite peatiikis lahendame kujutegurite renormeerimise juures ka ultravioletthaju-
miste probleemi. Kolmandas peatiikis uurime protsessi, kus polariseeritud W*-bosoni lagune-
misel peale kvargi ja antikvargi kiirgub ka pehme gluuon. Neljandas peatiikis lahendame infra-
punaste hajuvuste probleemi ja esitame uuritava protsessi taistulemused, mis on t66 pohitule-
musteks. Lisaks esitame téistulemuste piirjuhud viikeste masside ja lave piirkonnas. Viiendas
osas esitame tulemused graafiliselt ning vordleme neid piirjuhtude vastustega. Magistrit6o lope-
tavad kokkuvdte, kasutatud kirjanduse loetelu ning lisad A, B, C ja D.

Antud t66s kasutame iildjuhul sama tdhistust nagu Peskin ja Schroeder [14], lisaks eel-
mainitule on uurimuses labivalt veel kasutatud raamatuid [15,16,17]. Uhikud on valitud nii, et

h = ¢ = 1. Diraci vorrandis ja adjungeeritud vorrandis

(275 - m)¢(p, S) = 07 &(p7 S)(Zj - m) = 07 &(pa 8) = W(p, 8)70 (1)

(kus on kasutatud tahistust y = p,y*) esinevad Diraci maatriksid v*, mis on neljadimensionaal-
sed algebralised elemendid, mille jaoks kehtivad erinevad esitused. Nende hulgas on osakeste—

antiosakeste esitus ja spiraalesitus. Antud t66s kasutame osakeste—antiosakeste esitust

0 ]12 0 i 0 g; (2)
V= ’ V= )
0 —]12 —0; 0

kus 1 on kahedimensionaalne tihikmaatriks ja o; (i = 1,2,3) on kahedimensionaalsed Pauli

N (0 i (10 ;
01_(1 0)’ Uz_(z’ 0)’ 03_(0 —1)' G)

Algebra on defineeritud kui

maatriksid

{7 =AY A =20 (4)
Veel esinevad elemendid

v_ b

2

v Z 12 v .
ot b= 5 (M =), v’ =iy 2 = . (5)



75 jaoks kehtib lisareegel
{15,7"} = 7" + 9" = 0. (6)

Diraci maatriksite ja maatriksi 5 jélg on null, tr(*) = tr(y5) = 0, neljadimensionaalse iihik-

maatriksi jilg on tr(1) = 4. Lisaks on veel reeglid
tr(y"y") = 4¢™, tr(0"") = 0,
tr(v#49""7) = 4(g"9” = g"9" + 9"9""),  tr(pyT) = 4,
tr(y#t -ty =0, tr(ysyt - yP) = 0, kui n on paaritu

tr(y# - ytn) = 4(9141112)“(7“3 ) N LI ne CCEV LIRS

+ ghtia (st L) e gt (R -7“"*1)). (7)

2 Kahe osakese protsess:
Borni diagramm ja silmusdiagramm.
Fermi kuldreegli jirgi saab W*-bosoni lagunemisiira kirja panna kui
(W X) = 27711W/dps" M2, (8)

kus ¢ = 2, 3 kirjeldab tekkivate osakeste arvu, X = @) + ¢ puhul ¢ = 2, X = @ 4+ ¢ + G puhul
i = 3. Me alustame selles peatiikis kaheosakeselise (pea)protsessiga, kolmeosakeseliste protsessi
kéasitleme peatiikis 3. dP.S; mérgib faasiruumi osa ning M on nn Feynmani amplituud, mis

kirjeldab lagunemisprotsessi.

2.1 Kahe osakese kinemaatika ja faasiruum

T#histame g-ga WT-bosoni impulsi, p;-ga kvargi @@ impulsi ja po-ga antikvargi ¢ impulsi. my
tdhistab algosakese ehk W-bosoni massi. Arvutame kahe osakese kinemaatika paigalsiisteemis.
Nelivektorites py = (E1;p1) ja pa = (E9; pa) on meil neli tundmatut suurust, aga samuti ka neli

jargnevat seosevorrandit

E? =P +m?,  EZ=p2+md E1+E2:\/?, 5+ pa = 0. (9)



Saame

Frmi = 4md=E = (i~ B’ = + B — 2B ¢ = @ +md + 5 — 2B,/ (10)
ehk
1
2E1\/¥:q2+m%—m§=(1+M1—M2)q2 A Elzg(l‘f'ﬂl_/“@)\/;2 (11)
ja vastavalt By = /¢? — By = £(1 — p1 + f12)v/¢? ning

1 1
ﬁ? = E12 — m% = 1(1 + [ — M2)2q2 - ,uqu = 1)\(17/147”2)(]27 (12)

kus

Mz, y, 2) = 2> + > + 22 — 20y — 222 — 2z (13)

on Kalléni funktsioon. Kui valime z-telje kvargi liikumise suunas, on meil

1
P o= 3 (1 + 1 — p2; 0,0, )\(1,M17/~L2>> ’
1
p2= g (1 — 1+ 23 0,0, — >\(17M1,M2>) : (14)

Kahe osakese faasiruum on niiiid esitatav valemiga

dPSy = (27)*6™W(p1 +p2 — q) 1:[ d4pz 8(p; —m?)0(p]) =
— (C;:)l (2#)5(}7 — m1)9<E1)5 ((q —p1) — m2) 9(q — E), (15)

milles asenduse ps = g — p; tegemiseks on kasutatud neljadimensionaalset deltafunktsiooni.

Kasutades vordust

d*p d*p

(271')4 (27?)(5(]92 - m2)9(E) = ma E = \/p? +m?2, (16)
dPS :d?’pla(< —p1)?—m3) 0(¢° — ) (17)
T (mpep, M TP TR T B

Samas on teada, et

1
(a=p)* —mh = ¢* = 2B/ + m} —md = —2\/¢? (E = g i —m§>) (18)

ja sellega saame leida

0 ((q —p1)2 - m%) =

2\}?5@1 2\/—((1 +my — m§)>- (19)
7



Lopuks voime kolmedimensionaalse integraaliméodu esitada polaarkoordinaatides ning dra ka-

sutada Ef = p; + mi = 2E,dE, = 2|py|d|pi],

d*p1 = |p1|d|pi|ded(cos §) = By B} — midE dpd(cos ). (20)

Kordaja E; taandub. Deltafunktsiooni dra kasutades kaotame integreerimise iile F;. Kuna ei
ole oodata, et tulemused soltuksid asimuutnurgast ¢-st, siis iile selle integreerimine annab

[ dp = 2m. Kokkuvotteks saame kirjutada, et

1 1 2 2 2 L
dPSQ = W(S (El — W(q —|—m1 — m2)> TE’l E12 — m%dEldQDd(COS 6) =

2 1
R W@ (42 +mi = m3)” —m d(cos0) —
1

= fora V@t md) d(cos). (21)

2.2 Borni diagrammi maatrikselementide arvutamine

Vaatleme jooniselt 1 nn Borni taseme Feynmani diagrammi. Feynmani reeglite jargi vastab

q

Q

Joonis 1: Borni taseme Feynmani diagramm protsessis W1 (1) — Q + ¢

sellele diagrammile avaldis

1-—
M= ﬂ(ply 51) <_1%V2 ’7/&2’}/5)) U(pg, 82)811((]’ )‘)7 (22)

kus u(p1, s1) on kvargi @ spiinor, v(ps, s2) antikvargi g spiinor ja e,(g, A) on W7 bosoni laine-
funktsioon. Nende vahel asub verteksfunktsioon
gw 1—7
— 1=V ) 23
75V (23)

kus gy on elektronork laeng, V;; on Kobayashi-Maskawa segumaatriksi element, ja v* ja ~s

on tuntud Diraci maatriksid. Et arvutada maatriksi absoluutvaéartuse ruutu, ldheb meil vaja

8



ka suurust M*. Diraci maatrikside algebrat meeles pidades ning seda, et u(p,s) = u'(p, s)7°,

Saalne

. * a]l_ *
M* = 0(p2, 52) <+Z% iy 2%> u(p1, $1)e,(q, A). (24)

Lopuks tuleb veel summeerida iile mittevaadeldavate lopposakeste spinnolekute. Selle jaoks
kasutame vorrandeid

Y ulp,s)alp,s) = (F+m), > wv(p,s)olp,s) = —m). (25)
Tulemuseks saame

M= 30 MM = TP (6 = ma)y™ (1= 35) (61 + ma)y (1= 35)) €5 (0. V(g D).

51,52

(26)
Vérrandi (26) jiljeosaks saame
trg” = Tr((Fr+m)y" (1 —3)(#2 —m2)y" (1 — %)) =
= 8(phiph + popi — (P1p2)g™” + i€ p1ppas) (27)

millest on néha, et massid taanduvad vélja. Vorrandis (25) oleme summeerinud iile kvarkide
spinnolekute, kuna neid protsessis ei vaadelda. Samas saame summeerida ka iile W-bosoni

polarisatsiooniolekute, kui neid ei vaadelda. Summeerimine annab

; en(@, Mes(@, N) = —Gap: (28)

Sellega saame

tro, = —trg‘ﬁgaﬁ = 16(p1p2). (29)

2.3 Borni taseme tulemused

Nagu sissejuhatuses mainitud, on W-boson iseanaliiiisiv. See tdhendab, et W-bosoni polari-
satsioon avaldub tema laguproduktide liikumissuundade anisotroopiana. Sellist anisotroopiat
saab kirjeldada nurksoltuvusena W -bosoni polarisatsiooni ja kvarkide litkumissuuna vahel. Sel-
lepérast ei summeerita enam iile WW-bosoni polarisatsiooni A, vaid analiiiisitakse erinevaid pola-
risatsiooni panuseid. Kinemaatiliselt 1dhtume taustsiisteemist, milles eelmise lagunemisprotsessi

t — W + b top-kvark on paigal ja W-boson liigub z-telje suunas. Kui vahetame taustsiisteemi



nii, et see liigub sama kiirusega kui W-boson z-telje suunas, siis on z-telg kui W-bosoni lii-
kumissuund ,,kinni kiilmutatud”, ilma et W-boson antud taustsiisteemis ise liiguks. Selle uue

z-telje suuna suhtes peame niiiid kvarkide liikumissuunda poérama. Siiani olid

1 1

P = 5\/;2(1—1—#1—;12;0,0, V), P2 = 5\/;2(1—#14‘#2;0707—&)- (30)

Need vordused kehtisid eeldusel, et kvark liigub z-telje positiivses suunas. Kui me aga kasutame
nn , kinni kiilmutatud” taustsiisteemi, kus z-teljel on W*-bosoni endine liikumise suund, siis
peame omakorda kvargi suunda nurga # vorra pocrama. Leppides kokku, et see poore toimub

iimber positiivse y-telje, saame impulsid kirjutada kujul

1 .
P o= 5\/q>2(1—}—1u1—Mg;\/XSlHQ,O,ﬁCOSQ),

1
P2 = 5\/q72(1+,u1 —ILLQ;—\/XSine,O,_\/XCOSG). (31)

Kui votame kvargid massituks, st. energiad on suured, siis jéljemaatriks on

tro” = 8(pipy + papi — (P1p2)g"” + 1€ p1ypag (32)
ja
. 1
D= 5\/(172(1;Sin€707COSQ)’ P2 = 5\/?(1;_Sin070a_0080)~ (33)

Kasutades vordust pips = ¢2(1 + sin® @ + cos? 0) /4 = ¢*/2, saame tulemuseks

0 0 0 0
(1) — 4 0 cos? f isinf —sinfcosf (34)
trh”) = 4q
’ 0 —icosf 1 1sin 6
0 —sinfcosf —isinf sin? 6
Polarisatsiooni nelivektoritega'
1
e(0) = (1;0,0,0),  e(£) = —=(0;%1,-i,0),  £(3) =(0;0,0,1) (35)
V2
vorrandit (34) ahendades saame niiiid vastavad jaotused:
tr) = e,(0)trg’e5(0) = 0,
cos?f  icosf —1
trg T = ca(H)trg el (+) = 2¢%(—1, —i) = 2¢*(1 + cos0)?,
—icosf 1 7

ITihti kasutatakse puhast z-suuna vektorit A = 0 ja esimene vektor jietakse vilja. Antud t66s arvutame aga

koik (ka ajalised) polarisatsioonid.

10



cos20 icos@ 1
try” = ea(—)trg’eh(—) = 2¢°(1, —i) = 2¢%(1 — cosh)?,

—jcosf 1 7

trg?’ = 5a(3)tr3652(3) = 4¢*sin? 6. (36)

See vastab kirjanduses avaldatud tulemusele [5], et kui ¢ — X, + W lagunemisele jirgneb

polariseeritud W*-bosoni lagunemine massituteks osakesteks, siis relatiivne lagunemisméér on

1 dr 3 3 3
Tdoosd — §(1 + cos) F, + g(l —cos0)’F_ + 1 sin® 0.F3. (37)

Poordudes niiiid tagasi mittekaduvate masside juurde, saame jiljemaatriksi (trh"”)/4¢* =

g+ pp — (g — p2)® (1 — p2)VAsin @ 0 (11 — p2) VA cos 6
(11 — p2)VAsin® 1 — g — pg — Asin®6 v/ Acosf —Asinf cos 6
- 0 —1vV Acost 1— g — o 1V Asin 6
(11 — p2)V/ A cos —\sin @ cos 6 —ivVAsin® 1 — g — ps — Acos?
(38)
ja vastavad projektsioonid
tr)’ = ea(0)trf’5(0) = 4¢? — (1 — pa2)?
1 = &a(0)trg"e(0) = 4q” (p1 + po — (p1 — p2)”)
trg " = ea(H)05ep(+) = 2¢* (—(m — p2)* + (14 VAcosh)?)
try” = ea(—)trg‘ﬁsg(—) = 2¢° (—(,u1 — 112)? 4+ (1 = VA cos 9)2) :
try = ea(3)trg’5(3) = 4¢? (,ul + pig — (1 — p12)* + Asin® 6) : (39)
Pannes tihele, et tri ™ + trg~ = trj! + tr22, saame niidata, et

—tr00 + tr T 4ty T+t =
= —4¢° (Ml + pg — (p1 — M2)2> + 24 <—(M1 — )+ (14 V) cos 0)2) +
+ 2¢* (—(/h )+ (1— \/Xcos9)2) 14 (m s — (i1 — p12)? + Asin? Q) _

= 4¢°\sin®6 — 4q2(u1 — u2)2 + 4q2(1 + X cos? 0) = 8q2(1 — p1 — p2) = 16(p1p2), (40)

mis on kooskolas valemiga (29).

2.4 Verteksparand
Kahe osakese protsessi tédistulemuseks on meil vaja arvutada ka verteksparand. Joonisest 2

11



Joonis 2: Verteksparandi Feynmani diagramm W™ (1) — @ + g protsessile

lahtudes saame Feynmani reegleid kasutades antud protsessi maatrikselemendiks jargneva aval-

dise
] rE i
M= ) [ g i T
W w7 J ia~BT )~ gas0ab _
X( VBT >_¢2+%—m2( 9 To) =g (P2 52)
2 D
o o APk 7+ m)r (= ) (e R+ ma),
_ SV T.T, , / ’ _
22 VT | o (G s R — (s — B ke

= —i TV a(pr, 51) AT 0(pa, 52). (41)

V2

Kui arvutaksime integraali neljadimensionaalses aegruumis, oleks integraal hajuv, mida ei ole
voimalik arvutada. Selleks, et integraali arvutada saaks, peame seda regulariseerima. Regu-
lariseerimine tdhendab lihtsustatult seda, et muudame integraalis monda parameetrit nii, et
integraal saab 1oplikuks. Endine hajuvus véljendub siis selle muudatuse kaudu ja on sellepérast
késitletav. Jargnevalt rddgime hajuvusest alati selle muudatuse mottes. On olemas erinevad
regulariseerimismeetodid. Puudiagrammide peatiikis kasutame néiteks seda, et valime gluuoni
massi mittekaduvaks, st massiregulariseerimist. Siin aga on see meetod sobimatu. Selle asemel
kasutame dimensionaalset regulariseerimist. See tdhendab, et me asendame integraalis nelja-
dimensionaalse integreerimise DD-dimensionaalse integreerimisega, kus D = 4 — 2¢ on neljast
ainult natuke erinev. Nagu hiljem nédeme, véljendub hajuvus siis panustega 1/e.

Aga jitkame integraaliga. Kuna integraali lugeja seisab kahe spinori vahel, siis saame lihtsus-

tamiseks kasutada Diraci vorrandeid
u(p1, s1)(Pr — m1) = 0 = (P2 + ma)v(p, 52). (42)
Me saame
u(py, s1)y* (P +m1) = 2p7a(py, s1) + u(py, s1)(=pr +ma )y = 2pia(py, s1),

12



(=2 + m2)Vav(P2; 52) = —2P20(P2, 52) + Va (P2 + Ma)v(p2, 52) = —2p2a0(p2, 52) (43)

ja sellega lugeja L jaoks

L = a(p,s)y*(pr + § +m)y" (1 —5)(=p2 + F + ma2)vav(p2, s2) =

= u(pr,s1) (Y +207)7" (1 = v5) (Ve — 2p2a)v(p2, 52) =

= u(p1, s1)7 FY (1 — 75)kvav(p2, s2) — 2u(p1, s1)paky" (1 — v5)v(p2, s2) +

+ 2a(p1, s1)7" (1 — 95) kp1v(p2, s2) — 4p1pati(pr, s1)7" (1 — 75)v(p2; S2)- (44)

Vaatame vorrandi (44) panuseid eraldi (neist viimane liige jadb samaks)

ay fy" (1= 5) kv =

ning

ja

—2upafy (1 — v =

207" (1 — s )kprv =

2k% " (1 — v5)v — @y fy" (1 = 5)v0fv =

2k% " (1 — v5)v — @y fy"va(l +y5)fv =

2k% ™ (1 — 75)v = 2ay" B (1 4 y5)fv + @y fyay (1 + ) fv =
2k (1 — y5)v — 2K2uy" (1 = y5)v + (2 = D)ufpry" k(1 — )0 =

(D — 2)(K2g" — 2k k" )iy, (1 — 75 )0 (45)

—4(p2k)un* (1 — v5)v + 2ufp2y" (1 — y5)v =
—4(pok)uy" (1 — v5)v + Aphuf (1 — y5)v — 2ufy"Pa(l — 5)v =
—4(pak)uy" (1 — v5)v + 4phuf (1 — v5)v — 2ufy" (1 + 75)pav =

—4(pak) U (1 — v5)v + Aphuf (1 — v5)v + 2mauf (1 — v5)7 v (46)

A(prk)uy™ (1 — v5)v = 2uy"(1 — ¥5)p1fv =

Aprk)ur*(1 = vs5)v = 2uy*Pr(1 + y5)fv =

Aprk)ur*(1 = vs5)v — 4pha(l — vs)kv + 2ug1y" (1 + 5 ) kv =
Aprk)an® (1 =5 )v — 4phak(l — 7s)v + 2y k(1 — ys)v,  (47)
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Arvesse vottes eelnevaid lihtsustusi saame, et
L = ((D —2)(K*g" — 2k"E") + 4((p1 — p2)k — p1p2) g™ — 4(p1 — pz)“k”) X
X U(p1, 51)% (1 — ¥5)v(pa, s2) +

+ 2my k" u(pr, s1)7 7 (1 — 75)v(p2, S2) + 2mak”u(py, $1)7, (1 — 5)7 v(p2, s2).  (48)

2.5 Verteksparandi arvutamine Feynmani parameetritega

Verteksparandi integraali arvutame kasutades Feynmani parameetreid. Kehtib valem

1 Dlog + ... 4 am) /1 ey - xom= g,
o (

- 1AL+ o g AT tam

= —-1), (4
A% Aam T(ay) - Do) o(z1 + + T ), (49)

kus I'(z) on Euleri gammafunktsioon ehk faktoriaali iildistus omadusega
(z) = / e tdt,  T(z+1)=I(z), TI(1)=1. (50)
0

Meil laheb vaja kolme parameetrit, mis on seotud vorrandi x; + x5 + x3 = 1 kaudu. Vorrandis
saab r3 asendada avaldisega 1 — z; — x5, jarajad on 0 < 2y < 1ja 0 < 29 <1 — 2. [lma
lugejata on meil
1
(o1 + )2 = m)((p2 — k)2 = md)k> ~

L) /1 dx /1361 dx !
r()3Jo o (kK2 + 2zpik + o (pF — m3) — 2a9psk + w2(p3 — m3))*

(51)

Kuna tegu on ainult esimese jargu protsessiga, saame oletada, et molemad tekkivad osakesed

on massi pinnal, st p? = m? ja p3 = m3. See lihtsustab arvutamist. Jitkame niiiid nimetajaga
3
N = (k* + 2z1p1k — 239pok)® = ((k + 1P — Xap2)? — (T1p1 — $2P2)2) . (52)

Lopuks saame iile k integreerimisel teha asenduse k — k—x1p;+x2p2, sest integreerimisrajad on
siin +o0. Sellega lihtsustub nimetaja N = (k? — (z1p; — 22p2)?)?, aga lugeja liheb keerulisemaks.
Lugeja rithmitame erinevate k astmete jérgi. Lugeja Lo = 1 jaoks ei muutu midagi. Lugeja
LY = k* on asendatud LY = k* — axp} + xoph ja lugeja LL” = k#kY avaldisega LL” = (k' —
1) + xoph ) (kY — x1p} + x9pY). Lopuks kaovad koik lineaarsed k-soltuvused, sest integraal on k

suhtes siimmeetriline. k*k” ei kao ainult siis, kui ;1 = v. Sellega on vastav integraal meetrikaga

14



g proportsionaalne, ja saame kontraktsiooni teel skalaarse panuse arvutada. Seega tuleb niiiid

arvutada kolm jargnevat integraali

D
1
]Oz—i/(dk _

2m)P (k2 + 2p1 k) (k2 — 2pok) k2

1

_ 'F(3)/1d /Hld / A7k
- o o 2 (2m)P (k% — (z1p1 — 29p2)?)?’

B / dPk ke B
v (27)D (k2 + 2p1 k) (k2 — 2pok)k2

, 1 1-z1 dPk —(21p1 — T2p2)*
= - / / / ’
1 (3) ) dxy 0 d$2 (27T)D (k’2 _ (331191 _ x2p2>2)3

i , / dPk krkY
= —1 =
2 (2m)P (k2 + 2p1 k) (k2 — 2pyk) k2

1 1z D _ wil _ v
= @) [ [ ey [T mp )
0 0

(2m)P (k2 — (x1p1 — 2p2)?)?

1

» B D
_ (3 1d /l md A7k
19 ( )/0 A xz/ (2m)P (k2 — (z1p1 — 22p2)?)?

+

1 11—z D . M . v
_ZT(?))/ dxl/ 1dx2/(d k(211 = 2ap)* (2191 — 22ps) '
0 0

2m)P (k2 — (z1p1 — w2p2)?)3

2.6 Verteksparandi pohiintegraal

Tuleb vélja, et iile k£ integreerimiseks on vaja arvutada

pohiintegraal
dPk 1
1.(D) = [ . 4
D) =] eop s mrien Y
Arvutamiseks eraldame esiteks aja ja (D — 1)-

dimensionaalse ruumi integreerimise. Lisaks kasutame
asjaolu, et integrandi poolused Feynmani propagaato-
ri jaoks ei ole reaalteljel, vaid natuke imaginaarsuunas

nihutatud. Nimetaja nullkohad kg suhtes on

ko = =+ <\//22 +m? — ie) = +(E —ie).  (55)

—E+ie

Im Kk,

(53)

Re k,

Kui me asendame integreerimistee [—o0o, +00] komplekstasandis oleva tee [ico, —ioo] kaudu

ja iithendame molemad teed veerandkaarte kaudu, siis ei sisalda suletud tee enam pooluseid.

Kaared voib éra kaotada, sest integrand kaob, kui k2 on piisavalt suur, nii et asendame Cauchy

teoreemi jérgi ithe integraalitee teisega. Lopuks kasutame ik, asemel uut suurust kg ja oleme
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sellega Eukleidilises piirkonnas 2. Sellega saame pohiintegraali esitada kujul

[ dPkg 1
(D) =i [ G Gt

kus véikest imaginaarosa enam ei ole, sest integreerimistee on niiiid poolustest kaugel. Niiiid saa-

(56)

me D-dimensionaalse integreerimise lébi viia, sest koik on radiaalsiimmeetriline. D-dimensionaalne

iihiselement on 272/2/T'(D/2). Me saame (x? = k?)

2i oo gD=ldk
I.(D) = / . 57
(D) (4m)P2T(D/2) Jo  (K? + m?)> (57)
Asendusega y = m2/(l-€2 + m?) on meil
2)prae D/2-1( D/2—1
(D / a=D/2-1gy,
. forPrn T DIt _ im)P T(a - D) 59
- (4m)PT(D/2) I(a) - (dmPe INCIA
kus me kasutasime Euleri betafunktsiooni
['(m)l'(n)
= — )"y = ——2. 59
/ v v= I'(m+n) (59)
Seda pohiintegraali kasutades on meil niitid
—T1(3—-D/2 1 11—z D/2—-3
Iy = W/ diﬁl/ dzs ((371291 —:B2p2)2) )
I'3—D/2) 1=z D/2-3
I = <(47TD/é/ dill'l/ dra(z1p1 — 2p2)* ((371]?1 — Taps) ) 3
y I'e—-n/2) ., 1=y D/2-2
LY = ;(4@,3529“ / dxl/ dzxy (@12?1 - $2P2)2> +
I'3—D/2) 1=21 D/2-3
- ((MD/Q/ d$1/ dza(z1p1 — Tap2)" (2191 — T2p2)” ((%Pl - 9021?2)2) )
D D
L = I}Yg, = <2—<2—2>)I’ = (D - 2)I;, kus
['(2—-D/2) 1=z D/2-2
I(/) = <<47TD/£/ dl’l/ dl‘z (($1p1 —ZL‘Zpg) ) (60)

Nende integraalide kaudu viljendades saame
AT} = g2Cr((D = 2)(Lg™ —218") + 4 ((pr — p2) g™ — (11 — p2)'I}) +

1— 1— 1—
- 4(]91]?2)]09””)% 2% +2Cp Ly <m17“% 275 + W 2757“7”2) . (61)

Tulemus sisaldab nii alguspérast struktuuri -, (1 — v5)/2 kui ka massist soltuvaid eristruktuure
(ei ilmu Borni tasemel), mis on oodatav, kuna massiline arvutamine viib meid segarenormeeri-

miseni. Kuid esmalt peame siiski arvutama integraalid Iy, I1" ja I,

2 Antud arvutusksik voetakse kokku terminiga Wicki poore
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2.7 Verteksfunktsioon

Alustame iildintegraaliga (56). Vottes abiks samamassilised arvutamised [10,11,12] esitame in-

tegranditekitaja niilid veidi teistmoodi

Mﬂg + Nlﬁ - (1 — M1 — M2)3311'2 = A+(\/M2$2 + \/M1$1)2 + Af(\//izlé - \/Mlxl)za (62)

kus 3

A+:_1—(\/u_1+\/@2’ 4 W vim) (63)
4/ 4y/ppiz

Kui me niiiid uued muutujad

VH2To — /H1T1
U = /2o + /1171, w = 64
H2Z2 H1T7 NN (64)

ning kiiruse v masskeskme-siisteemi suhtes

~ (Vi + i) .
~ (Vi — Vi)’

kasutusse votame, siis lihtsustub integranditekitaja

2 2

(@1p1 — ap)? = u? (w — ) 7. (66)

1 — 2

Integraalimoot muutub nagu 2./ uodrdrs = udu dw, rajade jaoks saame omakorda

1<w 2/Hfiz =: ug(w
st 0SS U T v )

Sellega saame integreerimise labi viia

INES 1 1—z1 o
Ioc(q2) = (47:)2)5/0 dffl/o ds ((951171 - $2P2)2) =
r 2\—« +1 2 _ .2\ 7¢ ug(w)
— (a)(q ) / w v dw/ 0 ul—Qadu —
2(4m)2= e J-1 \ 1 —0? 0

4(47)5(5%:1 —a) /+1 (’ui __,01; >_ up(w)*~**dw =

To ey o

Leiame niiiid need integraalid samas jirjekorras, nagu kirja panime.

3Kui me votta arvesse, et i ja us saavad ka negatiivsed olla (mittefiiiisikalises piirkonnas v > 1), on tiipsem

kirjutada avaldise /12 asemel |/i1/1t2-
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Integraal I)(¢?)

Integraali I)(¢?) puhul on @ = 2 — D/2 = ¢, nii et

yoon o —LI(e—1)(q +1 (2 — 2\ ¢ 2\/firfiz 2-2¢ .
]0(q> o (47T)2 B /—Mlll2 / (1_02 ) ((\/M_‘f‘\/_) (\//Tl—\/E)w> dw =
_ T +e), oo (dpipe) +1 VL flzdw
N (47T)2*5< ) lé‘(l—&‘) [ (Vi + Vi) + (Vi — viwE
+1 2. /Hrfradw - .
+/4 (Vi + Vi2) + (Vin — Vi) w)? In ((Vir + Vi2) + (Vin — /p2)w) +
_/+1 Jipzdw N (wz_f)] _
(Var + i) + (Vi — /pz)w)? -\ 1=
=t Ioo(q®) + L5 (a7) + Ton(d®), (69)

kus kasutasime valemit I'(1 +¢) = e(e — 1)I'(e — 1) ja 2° = 1 + ln 2. Singulaarne osa on

I (q2) — F(l + 6)( 2)—5 (4,u1,u2)_8 /+1 A 'UJLUde =
00 (dm)? < s(1—e) Ja (Vi + i) + (Vi — Viz)w)?

_ra +5)( 2y (dppo)™  pe  2VEdw'
 (4m)re e(l—e) m— iz oym w?

— F(l + 8) ( 2)—& (4:u1:u2)_6 \/m 1 _ 1 —
— (4m)2e e(l—e) ii— iz \2yiz 2]
_ I+ 6)< 2y-¢ (4puap2) ™ i (Via — /li2)

(4m)2-s e(l—2) 2/fufa(yin— Vi)
o F(l + 8) 2\ —¢ (4:u’1u2)_6 o F(l + 5) 2\ —¢ 1
= ) (¢°) -2 W(q ) (8 +1- ln(4M1M2)> ; (70)

kus me kasutasime vordust w' = (/i1 + v/fiz) + (/i1 — \/Hiz)w ja MS-skeemi. Kiisitavana voib
paista piirjuht p; = p9, sest me taandasime kordajad (/i1 — y/fi2). Sel juhul on integrand aga

w-st soltumatu ja integraal on

+1 ppdw 1 g+t 1
= dw=- 71
/_1 Qym)? 4)a. T (71)

nii et saame sama tulemuse. Iseloomustav on, et singulaarne osa ei soltu p;-st ega po-st. Jargmise

osa jaoks saame votta € = 0 ja kasutada sama asendust

1) = zm /+1 ln \/_+ Viz) + (VL — \//Tg)w>
" (Vi + Vi) + (Vi = iz)w)?
B 2@ /2r ',

dw =

T @ (i — i) by w? T
B AV _i nw Vi _
= G = v [ ),
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N ( — (L n@ym) - 5 1+ ln(2\/_))>

(P (Vi — Vi) \2y/7 T
1
= Vi (B — Vs (1 ) =
_ 1o L (YAt (VR
= e (14 3 0OVE) + 5 <\/_ f) <\//T> ()
Viimane vastus on piirjuhul p; = po ohutu, sest
(VB (VI ViBY | Vi i
n (V) =m (1) < "

ning poolus taandub jélle. Ka viimase osa jaoks saame eelnevat asendust kasutada. Kuna w =

(W' — /11 — \/l2)/ (/11 — \/H2) on logaritmi argument
w?—v? (W= = Vi)t = (Vi = )t () (' — ) (74)

1—v? (Vi = /p2)*(1 = v?) T (Vi — P — )
kus w) = (/o1 + /f2) £ (/i1 — /f12)v, siis kasutame niiiid avaldist
duw’ 1 1 1
| (! —uf) = (wi - w,) In(w’ - w}) = - Inw, (75)

et arvutada

B -1 g+ /i flzdw w? — v?
In(q”) = VPR 5 1n 2 =
) = T ] (VT + Vi) + (Vi = v/z)w) <1—” )

_ Hafi2 /Q\ﬁdw n( (w — wl)( )
P = i) oy w0 ™ (i = v = 2
= ey () =+ (G =l -

1 1 Vi
—w—lnw—w—lnw —|——ln((\/_ Vi2)? (1—7}2))] -
+ - 2y/n2
. —/ H1H2 B i (v —wl)(w —w)
- (47T)2(\/L71—\/M_2)[ w " <(\/_ Viz)? (1—7}2)>+
2T
+ —In(w' —w') + L, In(w —w'") — i, Inw' — i, In w’} . (76)
wly w' wly w' 2

Niid on meil

2/ —wh = —(Ji — V)1 £v), 2V - wh = (Vi - VE)(1F ), (77)

nii et esimene logaritm antud radades kaob ja teise/kolmanda logaritmi asemel saame

2B 1Fwv v—1
| g =1 <— >::i:1 < )
n(w — w) i n 1T o n — (78)
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See on koht, kus jatkame v > 1 jaoks, kuigi vaid v < 1 on fiiiisikaline piirkond. Saame

e = e v a0 ) g ) — (e ;

- (4@2(%\/@ ((101__;>1n(211)+<i+;>1n<\/\/%>> (79)

Arvutame niitid

whw' = (Vi Vi) = (Vi = Vi)t =

(Vi i) (1= (= )) = (A = i) (1 (Vi + yi))
1= (= )

ot Vi) — (Vin— yie) _ _ A/Eie (80)
L (Vi - VP = (i - Vi) |
nii et
2 (L LN AT 2)(1 — _ 2)
() = U R (- iV =VA 8

- (Ml - M2)‘

oy (11 ) ST T
(Vi - ﬂ( ! ) (= Wi = vi)) e e = = v

Sellega saame 1opuks viimase osa vastuseks

- s (95 (E228) o) o
Kokku vottes on

v+1

@) = gt (245 =) VA (1) =t (Y2 ). 89

Integraal Iy(¢?)

Integraal Iy(q?) on jille teiste (vektor- ja tensor-)integraalide allikas. Kasutame Z,(g?) juhul
a=3—D/2=1+c¢ jaleiame, et integraal on siiski divergentne, kusjuures integrandi kordajad

vahetavad oma iilesanded

Io(q%)

w2 — 2\ 0 2\/Hijiz —2 -
( m/ (1—v2> ((\/M+¢m)+u(/;m—\/m)w> dw =
P+ )(q )l 1—2° [(4111#2)_5 /*1 dw
(4m)2 4y/ppiz € -1 w? —v?

e (o) [ A i) - Vi) | =

-1 w? —? 1 w?
=: Ioo(qz) + 101(612) + 102(q2). (84)
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Taas mittefiiiisikalises piirkonnas jatkates arvutame

Ino(¢?) = —M(q2)*1*6 1—v® (dppe)~* /*1 dw
00 (471')2—5 4 —MIMQ - ) ,Ug_w2

_ _M o1 L—=v% (dpape)™® [ dw dw
B (4m)2—= (@) 8vy/Ii1fl2 5 /4 (U +w * v — w)
{ln(v +w) — In(v — w)ri =

I'(1+ 5)( 2)-1-e 1—v?  (dpps)*
Aoz S, e
P(l+e) 5 1e 102 (dpape)~ v—1
= @) N o (v n 1>

I e (5]

Jérgmine integraal Iy;(¢*) annab dilogaritmid ja logaritmide ruudud, sest
+1 dw v2 — w? 1 g+t dw dw v+ w v — W
! -0/ (i (S7) +m(5=7)) - o0
/—1 U2—w2n(v2—1) 2v J-1 <U+w+v—w> . v+1 o v—1 (86)
Lihtsamad osad on
+1 dw v+ w
[aram ()
-1 v+w v+1

+1 dw v —w
[ ()
1 v—w v—1

1 duw'’ 1 1 1 -1
/ Y ' = [ln2 w’] =——1n? (U ) ja
(v—1)/(v+1) W' 2 (v—1)/(v+1) 2 v+1

1 dw’ 1 1 1 1
—/ wlnw':—[lrﬂw' :1112(1)+ ),
(v+1)/(v—1) W’ 2 (v+1)/(v—1) 2 v—1

(87)
kus me tegime asenduse w' = (v + w)/(v &+ 1), keerulisemad aga
+1 dw v—w 1 dw'’ 20— (v+ 1w’
/ ln( ) :/ In =
-1 v+ w v—1 (v=1)/(v4+1) W' v—1
1
1 2
_ l—liQ (U; w'> +ln( Ul>lnw'] -
v v (v—1)/(v+1)
v—1 v+1 2v v—1
= Li — Li —1 1 '
12(21} ) 12(21}) n<v—1>n<v+1> 12
1 dw v+ w 1 dw'’ 20— (v—1)w
[ () = :
-1 v—w v+1 (v4+1)/(v—1) W’ v+1
1
-1 2
:—l—hz (UQ’LU/)—FIH( Ul)lnw’] =
v v+ (v+1)/(v—1)
v—1 v+1 2v v+1
= Li — Li 1 | . 88
12(21;) 12<2v)+n<v+1>n<v—1) (88)
Kokku vottes saame
+1 dw v? —w? v—1 v+1 402 v—1
2 / 1 — 2Li < )—2L' < )—1 1 < )::QL
U1v2—w2n<v2—1> 2\ "oy 2\ Ml )™ v+1 (v)
(89)
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ja sellega
(1—v?)L(v)

4(47)%q* v/ iz

Viimane osa Ip(¢?) jaguneb jille kaheks osaks, sest

In(q®) =

(90)

[ (i i) + (i Vi) =

1 w? —

- 1/“( o (I ). )

vJ-1 \w+wv w

Me arvutame

[ (i) + (Vi) = =w

/ivd lln (Vin + Vi2) F (Vin — Viz)v + (Vi — Vi)w') =
l —(Vim — ip)w
)(

1+v

(72 + Im) F (/7 f)v) tin{Vint Vi) F V- @”)1”“1_1;

< — (V1 — /i) (1 £ v) ) L —(VH1 — /l2) (=1 £ v) >+
(Vi + Vi) F (Vi — Vi) \ (Vi + Vi) F (Vi — i)y

= —Liy + Li
(Vi + Vi) F (Vi — ) ()

—1+0v/

[ LS (V) (V- Vi)

() (S ).
142

In (i + V) — (VI — ) n (gﬁ* D) + ey - ey
[ (i) + (i Ve

1 w—

— L12< Wi 2\/\/: ”_U) ( \/_ 1)>+ (94)
+In (Ve + Vi2) + (Vi — Vi2)v) In <\/\/;EU n 1;) - §1n2(2\/;71) — ;ln2(2\/u_2)

ja sellepérast

[ (G - 2 Y + Vi) + (V- Vi) =

_ ;’i;(?;\/_w 2\/\/:_1)(v+ >>—Li2<(ﬁ_2\/\/g(v_l>>+
S e /Tl V/LEV] GV WP (el CV/ TR/ ) | Gl
() e ()
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(S () - (1)

3 (95)

ta
NN

@

= L(v) — L'(p1, ptz) — In(1 — v*) In (v

ning

(1 —v?) L' (pa, pi2)
A(dm)?o/ipe

Kokku vottes saame ((1 — v?)/4v\/fiijiz = 1/v/X kasutades)

Ino(q°) =

i) = i [(5 =0 (v 0 = i) i (37) 2] 0m

Integraal I}'(¢?)

Kui lisame —/Iy(¢?) integrandile kordaja (z1p; — xap2)#, saame I1'(¢?). Kuna aga

(T1p1 — 2p2)" = ! (1\/_— 1 - 1\/+—w > (98)

siis saame lisakordaja w, mis muudab integraali mittesingulaarseks. Vorreldes vorrandiga (68)

on meil niid

If;(q2) - (i;foé)—a /1 d /1_:El dxo (($1p1 - $2p2)2)_a (xlp‘f — pr‘Q‘) =
_ F( +1 [ — v -« 1—w“ 14w " O(w)u2—2au:
- (me/ <1—v2> <\/_ N )d/ d
= F(Oé)(q2>_a B i L—w wo I+w P un ()3 2% dw =
= 4(4W)275m(3_2a) [1 < 1 — 2 ) ( N P \/M_2p2> o(w) d
I'(e)(¢*)~° /+1 <w2—v2> -
4(477)2_5\/M(3 —2a) J-1 1— 02

() (At )

mida saab kohe a = 1 jaoks arvutada. Saame

+1 1 —?

B(A2Y Ho2Y 1
I (q7) i(q”) A(47)2 @ i fia /1 w2 — 02 X (100)
2/Hafh )(1—w w1t w u) 17,2 2/ 2
— dw =: I -1 b
<< T+ ) + (Vi — Vi) T D1 s Do 1 (@) 1(q7)ph
Osade jaoks arvutame
+1 (1 —v?)(1 —w)dw

7)%¢? 11—11 ?) = -
24mPeintie) = [ (0 — %) (T + Fa) + (i — i)

23



_ _/+1< (1—v*)(1—v)dw N
20/ + 73) + (W = im)0) (0 — )

N (1—v*)(1+v)dw B 2( /111 — \/H2)/firdw ) _
20((Vin + Vh2) — (Vi — i)v) (v +w)  (Vir+ i2) + (Vi — iz)w
_ (1—2*)(1—w) ln<v—1>+
20 (VAT + Vi) + (Vi = yE2)v) - vt
(1 —v*)(1+v) (Y 9 In Vi)
20 (i + /) — (i — i) (57) +2vima (42)

_ (1—M1+M2)(1—02)1n(v+1>+2\/—ln<\/—> _

201z iz
_ 2(1—u1+u2)\/\/?1n<v;1)+2\/_1n<\/\/%> (101)

kus me kasutasime

e Sk O/ TR/ e ek O/ R/ N/ T (102)
202, /(1= (Vi + i) (1 — (Vi — v/in)?)

Samuti arvutame eraldi

S

2 9 T A (1—v*)(1 +w)dw =
204m)° "\ 2ly () = /_1< _02)((\/_—1—\/_) (Vi1 — \/M_Q)w> )

_ _/+1< (1—v*)(1—v)dw N
20((y/p1 + 2) — (Vi1 — /2)v) (v + w)
(1—=v*)(14v)dw N 2(\/1t1 — \/12)\/Hzdw )
2o+ i) + (Vi — =) T (i + i) + (Vs — i)
_ (1—2v?)(1—v) 1n<v—1)+
20 (Vi + Vi) = (Vi — ) - \v 1

(1= )1+ 0) . v\ _
20 (Vi + vitz) + (T/;Tl— JAz)) . (v+ 1) 2V <\/_1> B
_ 2(1+M1—M2)\/\/?ln (Z;i>+2\/u_gln <g> (103)
ja saame vastuseks
I v Cr
) e

Integraal 14" (q?)

Integraali 14" (q ) jaoks kasutame

,uz/
Ioz

1—x1 —a
- )2~ 5/ / dx? xlpl — Z3ps) ) (1p) — waph) (21p] — @2p) =

24



N (=N 2z ) .
(4m)2e8 /(4 — 2a) J-1 \ 1 —2? (Vi1 + y/l2) + (/1 — /H2)w

— 1 1—
" <1 w oy, +w u)( w o, 14w ”)dw. (105)

b1 — p P — p
VH1 ' vV 2 ? v H ! vV K2 2

Selle saab jélle otsekohe @ = 1 jaoks arvutada, et saada
() = 1 /+1 1 - ( 2/ iz )2 o
L 16(47)2q2 /a2 /-1 w — 02 \ (Vi + /i2) + (Vi — /fiz)w
. ltw “><l_wpll’—1+wp”>dw:

1—w
X P — p
<\/M1 ' v H2 ? Vv H1 v H2 ?

= L'pipy — L2 (pps + phpy) + I3°phps.

(106)

Me saame
(1 —v*)(1 —w)*dw B

4(4m )2/ I (¢ s = " s =
AN LAl N (v + i) + (i — i)
_ /+1 (_ (1 —v)%(1 —v?)dw 2 N
-1 2v ((\/m—i- Viz) + (i — \/E)v) (v —w)
B (1+0v)*(1 —v*)dw N
20 ((\/,u_l—i- Viz) — (Vi1 — \//Tg)v)z (v+w)
NN R
itz (Vi + i) + (Vin = Viw) (i + i) + (Vi — i
_ (1—v)*(1—?% n <v—1> N
20((Vin + y/i2) + (Vi = V/ie)v)? - \v+1
N (1+0v)*(1 —v?) I (U—l) N
20((/o1 + i2) — (Vi — Vi2)v)? \v+1

4,u1dw o

>w)2>

Viz) V= \2V 2V
= 1_1)1}2 (222+1>1n<211)+2%(1—u1+/~02)ln<%>+2\/\/% =
2% (1_2M1—t/(;1_ﬂ2>21n(z;1>+(1—/L1+M2)ln<\/\/%>+1>. (107)

Tulemuse 13%(¢*) jaoks saame vastavalt

(1= v3)(1 + w)dw B

W4 R VBIEAR) ViE = [ 2
)" a Vel (@) /i /*1 (w2—v2)((\/m+\/:u_2)+(\/m \/'M_Q)w)

VR (L =2+ —pe)® (v B /i
= 2\/M_1< 7 ln<v+1>+(1+u1 m)ln( >+1>, (108)

[\]

3
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mis on sama nagu enne, ainult p; ja g on dra vahetatud. Lopuks

sumpeii) = [ (Lo )0 :
T (w? = ?) (Vi + Vi) = (Vi - Vi)
sy (1 —v?)2dw
-/, ( 20((y/7in + /i) + (Vi — )P0 —w)
B (1 —v*)2dw
20((/7ix + i) — (Vi — i) w)
L 2= ) = ) N ) _
(Vi + i) + (Vi — e (Y7 + /i) + (i — y/m)w)?

_ 2(““”” _\/(X’“ —m) ) <v_1> +(u1—u2)1n<\/\/§> —1). (109)

v+1 2
Kokku vottes saame 157 (¢%) = I§(¢*)g" — It (¢?) voi

5 1 5 1
Iy (C]Q) = 5%(@2)9“ _WX

(e () s (5

fin + pa — (p — pa)? (U—1> Vi
- l o 1 _1 on. v on. v
( \/X n b1 + (/h ,Uz) n \/E (p1p2 +p2p1) +

N———

+ 1) pipy+

1—2p9 + (1 — p2)* . (v —1 V2 wool _
+< 7 1n(v+1)+(1+,u1—ﬂ2)1n<\/u—1>+1>p2p21 =
— S B (1 +3—In(y7m) +
v—1 \/lT1 2 v
+\/Xln(v+1) —(ul—m)ln(\//z))q g+
_ (1_2“1 1:/%’“ — 1)’ In <z;1) + (1 — 1 + p2) In (%) +1>p’pr+
i+ pe — (1 — po)? v—1 VL o v v
+ ( 5 ln(v+1> —i—(m—uz)ln(\/M_Q) —1> (Pipy + phpi) +
1 — 245 4 (1 — p1)? v—1 V2 1, v
_< 7 In <v+1)+(1+u1—u2)ln<m> +1> pm] (110)
ja
L(¢*) = 2(1-e)fi(q") =
(49 , (1 v-1 N
(111)
I';, arvutamise poole edasi minnes leiame niiiid
(D= 2) ()" =2 ()) = o)
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l(i—ln( N —i-\/_ln(

) =t (1) J

>+ 1—,ul+,u2)1n<%>+l>pp +
) — phe ln< >+1>(pr§+pSpT)+

1
11>+ (1+pm — Mz)m(%)‘Fl)ngZ]- (112)

Jr2((#1 2—2M1+1

(i
+2<(u1 2—u1 (
(3

M1 — —MQ
+2( )2 2+1

§

é

Arvutame veel

o = g = G ) <4(u1 ~e)In (jf;) N (j)) 2o, (13)

—4(p —p)"ly =

2 —1 A/
X 2( (1= gy + p2) In ( )—2111( Ml))])lltpll/—’—
A 2
2 -1 VA 241
+2 14 g — ln< )—21n Mol +
( A( 1 — o) . (@) Dy
2 —1 \ K2
+ 2 1-— + | < )—21n hpY +
( A( [+ o) (\/m))pzpl
2 —1 A/
+2<— (1+u1—u2)1n< )—21n< m))pé‘pél (114)
A 1 M1
ja
2(14+¢€), o 1 — g — po o
—4 gV = —_— 7 e~ ML ML I
(p1p2) 09g (471')2_5(]2 (q ) \/X q49g

X E —In (Vg (1= (Vi — viz)?) ) In (Z;D +L’1. (115)

Kui koik liikmed kokku votta, saame

(D —2) (L(q)g"™ — 218 (¢) +4 (01— p2) 11" — (01 — 2" I} — (pap2)Tog™) =

- \/zx(l — 1 — pi2) ((i —In (1 - (Vi — \/E)Q)) ln(

1
U+1)+L
+2<(1+”1_“\2/);_2“1_21n(21)—(1+M1—u2)1 (\/ﬁ:)

)
e +1>
2<( e t;l_’“_mln@;i)—@er fi2) In (%)Jrl)pﬁ‘pgﬂt
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- (2;1);_58) (\/mq )" [(i —3VAln (Z_T_i) +3(u1 — p2) In (\/\/Z:;> +

)q g" +
p

1Py +

+




1=y + o) +1— g — —1
+2<( 0 H2)\/X I M21n<z+1) (2 — puy + o) 111(\/\/:> >p’2‘p’1’—|—

+2<(1—u1+u\2/)x—2u2—21n(?;;1) (1= 1 + i) 1 < > >p2p2‘| (116)

Jargmine samm on ahendamine avaldisega @(p1)7, 3 (1 — 75)v(p2)

Pl () = A (),
pﬂ(pl)%l;%v( 2) = ﬂ(p1>2511_2%v( 9) = m1ﬂ(p1)1—2%v(p2)a
Phapity Polps) = alo) s () = —man(p) ). (17)

Sellega saame

A% — M(mq) [(—3\/_1 <U_1>+3(u1 uz)ln<*/m>+

(4m)?
2
_\/X(l—m—ﬂ2)<<—ln(1—(\/_ \/—))) ( ) >>
(1+ )2 —2py — 2 —1 1_
o & 1n<” )—(1+u1 (YR T
)\ v+1 NI
L+ = po)® + 11— — ( ) ( ) ) 1+75
(2 + +
o oo -

(1—pn 4 po)* +1—pug — (U_1> _%
( VA vl it pie)l vh +
p1 4 pi2)* — 249 — 2 <U—1> \/_ 1+75

1 1— v
( )\ n v+ 1 ( ,U/1+,U/2) \/_ p 5
(118)
Teine osa on
1— 1
AT, = 2g;Crl} (mw“% 2% + may Y z%> =
1— 1— 1
= 20.CrL; (lep'f 5 = miyt = mimyy z%’) +
1 1 1
+2g2Cr I} <2mzp’z‘+275 — mymay* 275 + may* 275 -
—2g2Cr [ + p2 — (1 — p2)” (v—1) i | —
(47)>2 < oY ey RAT DL Syrs § R s
4g°C _
n gsCry/ 12 ln<v 1)7u1+%+
(47r)2\/_ v4+1 2
4 gs My ,M1+M2 (U ) @ p/f 75_‘_
(47T) v—+1 o 2
- ﬂ“ (U ) Vi) s, (119)
(47)%q v+ 1 0 5
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Kokku on

oo g2 ['(1+¢) e| g VHIH2 (U—1> w175
Al = CF( JISERE (Vi taq®)” l I\ In vr1)) o +

1+ pp — (1 — )’ (v—1>_ (”—1> _ Vi
+<€ 2 v In (o 3v/AIn o) = pe)n =t

-t (- ) () )5

(T () e () )
1 — 1 — M2+(1+M1—M2)2 v—1 1+75
il 5 () e (V) + )
L— iy — po+ (1 — iy + p12)? v—1 Ve
( VA ln(v+1) (2=t ) hl(\/—) )
7

q2 (1_2““\/(_;“ )’ 1n(21>+(1+u1 u2)1n< ) )

2.8 Kujutegurid ja renormeerimine

Téistulemuse parandatud verteksi I'f = v#(1—~5)/24+ ATl jaoks saab kirjutada nn kujutegurite

kaudu,
5 I+ R 1+ 1—1s L+
I} = (1+AL)" + ARy —— + Bl —; RV + B — b
(121)

Esimene kujutegur

drp® \°
AL = %C’Fl—l—s <> X
g ortite) Vg
Lo+ pg — (= po)? <U—1> v—1 Vi
L 1 —3\/X1( ) Y
XL VA N v+1 N +1 (=)l V12 *
2

- = =) (2 = (1= (i = i) ) n (;})w)] (122

on ainus hajuv tegur. Renormeerimine on ilmnevate hajuvuste késitlemine. Renormeeritavate
teooriate (nagu Standardmudeli omad) hea omadus on see, et singulaarsusi saab 16puks kasuta-
da parameetrite, nagu massid ja laengud, iimber normeerimiseks (sellest tuleb nimi ,,renormeeri-
mine“). Renormeerimiseks on vaja hajuvuste raamatupidamist. Selleks saab hajuvused koguda
nn renormeerimisteguritesse, mis osaliselt omavahel taanduvad, nii et 16puks jadvad nad ainult
parameetrite kiilge. Seosed, mis néitavad, et renormeerimistegurid taanduvad, on Wardi ident-

sused ja nende sugulased, nt Slavnov—Taylori identsused. Need saab ka pragmaatiliselt esitada.
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Selleks, et teooria oleks renormeeritav, peavad renormeerimistegurid verteksites kokku lange-
ma laengu renormeerimisteguriga 7, 1. Kui Zy(my,ms) on parandatud kahe massiga osakese
ja W-bosoni vahelise verteksi renormeerimistegur ja Z(m) parandatud fermionpropagaatori

renormeerimistegur massiga m, siis kehtib nende jaoks seos

Z1(my,ma) =/ Zo(m1) Zo(ms). (123)

Renormeerimistegurit Z,(m) ennast me siin ei arvuta. Tulemus nn massipinna (OS) skeemis on

1 A7 2 1 A7 12
(5 ew(2) e () ) -
Euv m IR m
2 €
- e () (L4 2 (124)

Z2os(m) = 1- 70}?

s A2 \° [ 1 2
29 (my,mg) = 1 — 20 ( il ) < + = +4> = 1+ AZ%(my,my).  (125)
47 myms €UV €IR
Valemi Ap = A +AZ, arvutamisel taandub ultraviolett(UV)-hajuvus. Sellega on UV-renormeeritud
kujutegur
Qs Ay )E
A = ——Cpl'(14¢)| —— | x
- T ( ) (\/M1M2612

2 ot = (= ) (v—l) (v—l)_ _ Vi
X L—i—Q ey In — +3vVAIn — (1 — p2) In N/ +
v—1

bt (o (- - v () < ) v e

mis sisaldab ainult infrapunaseid(IR) hajuvusi. Teised kujutegurid on (¢ = 0 puhul)

Qg NIV U—l)
Arp = — 4 |
R 47TCFl VA n(v—i—l ]

s v 2my [1—=2p1 + (g — pi2)? v—1 V1
Bl o— % ] ( ) - 1 ]
L 47TCF l n o1 + (1 — 1+ p2) In i + 14,

g \/X 2
s L 2ma 1=y — 1 — 11p)? —1
B} :_OLCF 7’;2 1 — p2+ (1 + = po) o (U )—(2+M1—M2)1n Vi L ’
Ar " ¢ VA v+1 NI
s 4 2my [ 1= — po + (1 — pg + po)? v—1 V12
B — Yo P ] ( )— 2~y + )] 1,
L ar T VA n(oyg) ~@Gom “2>n\/,71
og . 2my [1—=2p5 + (py — p2)? , (v —1 N>
B =-—"C 1( )+ 1+ pg — po)l +1|. (127

Siiani arvutasime mitte-fiiiisikalises piirkonnas v > 1. Jatkamine annab

In (”_ 1) ~In (1_”) + i, (128)

v+1 1+v

30



Mis vajab veel tdhelepanu on L'. Saab néidata, et (vt vorrandit (95))

VI~ /lz Vi — /i
W(liv)ﬁl, N (1£v) <1 (129)

ning
(Vi + Vi) = (Vin = i)v (130)

(Vi1 + vi2) + (Vi — /B2)v
nii et L' — L on reaalne. Seepérast kehtib Re L' = (L' — L) + Re L ja Im L' = Im L, kus

. 2v . —2v , 1—o? 9
L(’U):L12(1+U>—L12(1_U>+Z7Tln <4U2>—7T . (131)

Kujutegurite reaalvadrtused on seepéarast

Red;, = —Z—;CFF(1+g) (\/i?lr_:iq?y X
y E_i_zlh-k,uz —\/(X,ul—lm)z 1n<1+ ) +3\/_1n(1+z> — (1 — p2) In <\/ZT;) +
+5X(1—u1—u2)<<—ln(1—(\/_ V) )) <1;z>+ReL')+4],
e = oY (1)
ReB! = chﬁ:;l [1 — 21 Ji/(’;l — )’ G J_FZ) + (1= g+ po) In (%) + 1],
Re Bl = —ZjCFQZZQ [1_’“ _“”f(;ﬂ” —1n)” mG:LZ) — (24 g — pi2) In (%) +1},
ReB? = —C 2;n1 [1 Mz MQ—:/(;_M—HQ)Q ln(ili) — (2= p1 + p2) In <%> +1],
ReB% = _Z;CFQZZQ ll — 2p0 ‘:/(X[Ll — )’y G ;z) + (14 1 — o) In (%) + 1}. (132)
2.9 Esimese jiargu silmuseliste parandite tulemused
Esimese jargu parandi méaramiseks arvutame vastavate maatrikselementide summa
q q
AN
M = w + oW g G (133)
0 0
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absoluutvéartuse ruudu, mille summeerime iile koikide mittevaadeldavate spinnolekute. Saame
neli panust, mis on esitatud alloleval skeemil.

q

P1 P2

P1 P2

Neist esimene on tavaline Borni taseme panus. Teised kaks on olulised panused, mida loetakse
esimese jargu silmuselisteks paranditeks. Viimase neist voime arvestamata jatta, sest tegu on

teise jargu panusega. Kasutades parandatud verteksi kaaskompleksvaartust

= * 1— V5 * 1+ V5
Tf = AT = (1+ A7)y + AR —— +
1+ 1— 1+ 1-
+ BEp = By 4 B+ BEph 275 (135)
saame arvutada
W = tr (DL (1 + ma) T (P2 — ma) ) (136)
ja ahendada koikide projektoritega g, , 8268*, 8:;83* ja 82:83:*. Tulemused on jargnevalt esitatud.
Tuleb tdhele panna, mis juhtub Diraci struktuuridega, kui arvutatakse kaaskompleksi
1495\" 144} 147 1F 7 147
ok (7“) P = =20 = PO = 2 =2, (137)
2 2 2 2 2
nii et A-struktuurid siiluvad, aga
O L+ L+ LF 7
7’ (pf2> V= =P T = (138)

ehk B-struktuurid muutuvad oma kéelisuse. Sellega aga tuleb jargnevates tulemustes vélja, et

vaja ldheb ainult kujutegurite reaalvéartusi.

Mittepolariseeritud panused

Kui me ahendame h, vorrandist (136) meetrilise tensori komponentidega —g¢*”, siis saame

téissumma panused h = —g" h,,,
h(Born) = 2(¢° —mi—m3),
h(loop) = 2(¢*> —m] —m3) (2 Re Ay, — my Re B} +msyRe Bé) +
+ 4dmims (4 Re Ag + m; Re By, — mo Re B%), (139)
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kus kasutasime kinemaatikat p? = m?, p3 = m3 ja pip2 = (¢* — m? —m3)/2.

Panused ajapolarisatsioonile

Lisatingimustega €(0)py = (¢*+m3—m3)/2,/q jae(0)p: = (¢°—mi+m3)/2,/q saame ahendades

e"(0)e*(0)-ga ajapolarisatsiooni puhul
hoo(Born) = ¢* —mi —m3 — ¢°\, (A= A1, g1, p2))

hoo(loop) = 2 (q2 —m? —m3 — q2)\> ReA; —4mimoRe Ap +

+ = (q4 — (m] — m§)2> (ml Re B} — my Re Bé) +

P
m m
— q—;(q2—|—mf —m3)? ReB}%—i—q—;(q2 —m? +m3)?Re B}. (140)

Panused pikipolarisatsioonile

Kasutades £(3)p1 = V@V cos0/2 ja £(3)py = —v/@®V/'A cos #/2 ning ahendades #(3)e"*(3)-ga

saame
hss(Born) = (¢ —m} —m3) — ¢*Acos? 0,
hss(loop) = 2(¢* —m? —m3)Re AL + 4mymy Re Ap +

— ¢*A(2Re Ay + my(Re B} — Re B}) + my(Re B}, — Re BY)) cos?6.  (141)

Panused poikpolarisatsioonile

Lopuks kasutades avaldisi £(+)®p; = F/@Vsin0/2v/2 ja e(£)Hpy = £/¢2VAsin6/2v/2
ning reeglit e(e(£), e(£)*, p1, p2) = +iv/A¢?/2 ja ahendades e#(%)e"*(£)-ga saame

1
hii(Born) = (¢ —mi—m3) — §q2)\(1 —cos?0) F ¢*V Acos,
his(loop) = 2(¢* —m2 —m3)ReAr — ¢*ARe Ap(1 — cos®6) +
+ 4myma Re Ar F 2>V ARe A cos 6 +

1
— 1A (m1(Re B}, — Re B}) + ma(Re By, — Re By)) (1 — cos”6).  (142)
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3 Puudiagrammid

Borni taseme diagramm koos silmuselise panusega moodustab kaheosakeselise protsessi. Voib
arvata, et sellega on koik vajalik arvutatud. Selgub aga, et silmuselisel parandil on IR-hajuvus.
Seda on uurinud juba Bloch ja Nordsieck [18] ning hiljem Lee ja Nauenberg [19]. Osutub, et
ilmnevaid IR-hajuvusi saab taandada, kui votta arvesse ka pehme gluuoniga kolmeosakeselist
protsessi W — Q) + ¢+ G. Niisugust protsessi ei saa eksperimendis kaheosakeselisest protsessist
eristada, kui gluuoni energia on piisavalt véike. Kuna aga tehniliselt on keeruline eraldada
pehmeid ja kalke gluuoneid, siis voetakse IR-hajuvuste taandamiseks terve kolmeosakeselise
protsessi panus arvesse. Sellega vaadeldakse sellest punktist alatest mitte puhast kaheosakeselist

protsessi, vaid kahe- ja kolmeosakeseliste protsesside segu.

3.1 Kolme osakese protsess

Kolme osakese protsessi Feynmani graafikud on esitatud joonisel 3. Kuna pehme gluuon véib

kiirguda nii kvargilt kui ka antikvagilt, koosneb protsess kahest liikmest. Vastavalt Feynmani

q q
000 G

w* w*
00~ G

Q Q

Joonis 3: Kolme osakese protsesi Feynmani graafikud

reeglitele saame amplituudi kirja panna jargmiselt:

MH = u(pLSl)(_i'YaTa)m <—i%‘@ 7“1_2%> v(p2, $2)e5(q, A) +
+1(p1, 1) (—if/vgviﬂul _275> 4 +;3 n m2(—i7aTa)U(p2,32)52(%/\). (143)
Amplituudi absoluutvéirtuse ruudu arvutamiseks ldheb meil vaja ka suurust M*
M = B(pa.50) (19" T,) S (zgjgv;;fwl ‘2%) ulpr, s1)2a(2.2) +
Folomsn) (15030 50 ) e T s, (140
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Kolme osakese lagunemisprotsessi amplituudi ruudu arvutamisel on meil neli diagrammi, mida

q q q q
P1tPs3 -P2-P3 P1t+P3 -P2-P3
p y -p p A [fp p y q@ -p p ¥ (fp
1 2 1 pagéé 7) 1 a&&\ 7 1 P3 7)

()
P’

S o
P1 Ds -P2 P1 QQQ -P2 P1 > NP2 P1 P2
Ya Ya Ya Ya
P1t+Ps P1t+P3 -P2-Ps3 -P2-Ps3
q q q q

Joonis 4: Kolme osakese protsesi matrikselemendi ruudud

tahistame jooniselt 4 vasakult paremale (vastavalt gluuoni alg- ja 16pp-punktile) ,,11% [ 12%

»,21% ja ,22%. Panuseks ,, 11 saame

iy = Te((h+m)(=i"T,)

i gw 1 —7s
— | ===V, " X
Pr+ps—m ( Vo )

W e 1= i :
X (2%2 - m2) (Z\/é‘/;lﬁy 9 5) ﬂl +¢3 —my (_Z")/aTa)> =
912/[/|V;I|2TaTa

= B+ pa) -l (145)

x Tr ((Pr +m)y*(P1 + P3 +ma) v (1 —35) (P2 — m2)7" (1 — ¥5) (P1 + P3 + m1)7a) -

Tulemuse saamiseks kasutame teisendusi?

1 P+ Ps+m 1  —Pa2 — Ps+my
P1+ Pz —m (p1+p3)? —m7 —p2 — P3 — My (p2 + p3)* —m3
Jargnevate elementide jaoks saame tulemuseks
2 V. 20
tr;l;é/ _ gW| le F X

8((p1 +p3)? —mi)((p2 + p3)? — m3)
x Tr (1 +m) Y (1 + Ps + m) 7y (1= 95) (P2 — ma2)Va(—P2 — P3 +ma2)7y (1 —5)) , (147)

o g Vit |’ Cr o
2 8((p2+ps)? —m3)((pr + ps)? —m?)
x Tr (1 +m)v" (1 =) (—p2 — Ps + m2)y" (Pa — m2)v" (1 — ) (1 + Ps + ma)7a) , (148)
912/V|V;]|QCF
8((p2 + p3)? — m3)?
XTr (1 +ma)y" (1 = 5) (P2 — Pa + m2)v* (P2 — ma)Va(—P2 — Ps + m2)7" (1 — 75)) (149)

AT, T, = Cp = (N2 —1)/2N,, kus N, on virvide arv. N. = 3 puhul on Cr = 4/3.

po
tryy =
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Tuleb tédhele panna, et

) f 1 m))T 90 +m m —1
70<¢_m> 40 = o (i(§ +m)) 0—_@'M——i¢+ = (150)

p2 —m? p2 —m?2 o pQ—mQ_ﬁ—m’
aga samal ajal ka °(—iv*)T70 = in0y%y% = i nii et need kaks mirki kompenseerivad teine-

teist.

3.2 Sobivad parameetrid

Faasiruumi integreerimiseks oleks sobiv, kui nimetajakordajad votaksid koige lihtsama kuju.

Selleparast defineerime dimensioonitud suurused y; ja vy

ng® = (1 +ps)®—mi = pi+2pips +p5 —mi = 2pips + 13,
Yog® = (p2+p3)® —m5 = p3+2pops+ps —ms = 2paps + ps, (151)
kus kvargid on massi pinnal, nii et p? = m? ja kirjutame need vastavalt

pi=mi=mq,  ps=mi=psq’,  p3=mi=Ag, (152)

kus oleme kasutanud IR-regulariseerimiseks véikest gluuoni massi v/Ag?. Puuduva skalaarkor-

rutise p;p, saame impulsi ¢ kaudu

¢ = (p1 +p2+p3)® = i+ 2p1p2 + 2p1ps + p3 + 2paps + 3. (153)

Kokku vottes saame kirjutada vélja koik vajalikud skalaarkorrutised

PP = ,ulq27

1
pp2 = (L= (p+y) = (+y) +4)¢,

1
pips = §(y1 - A)qQ,

o 2

P2p2 = Ha2q,

1
baps = 5(92 - A)q2>
psps = Ag”. (154)

3.3 Kolme osakese protsessi kinemaatika paigalsiisteemis

Kui me kasutame siisteemi, milles lagunev W "-boson on paigal, siis ¢ = (/¢ 6) Sellisel juhul

on meil lihtne osakeste energiad arvutada. Energia on nelivektori p; = (F;; p;) nullkomponent
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ja saame selle esitada skalaarkorrutise kaudu jargnevalt

1
B = pg/J@ = (0 +pipe +pips) /@R = 5 (14 1 — (p2 +12)) \/ @2,
1
Ey = pQQ/\/q2 = (p1p2 —l—pg +p2p3)/\/ CI2 = 5 (1 + po — (Ml + 91)) \V q27
1
E3 = PSQ/\/ * = (p1ps + paps +P§)/\/ > = 2 (v1+92) \/‘72 (155)

Lopuks saame arvutada ka kolmvektorite absoluutvasrtused. Kuna

1 1
o= EBi—mi = 2 (14— (pe+y2) —4m)d® = A1 pn,pe +12)¢%  (156)

4 4
saame
il = ;\/A(1>M17M2+92)\/q727
Bl = SV Lan+ g iy
ps| = ;\/(?/1 +y2)? — 4A\/¥- (157)

3.4 Kolme osakese faasiruum

Kolme osakese faasiruumi arvutamisel lahtume valemist (8), kuid tuleb tédhele panna, et olukord

on veidi teine, kui see oli kahe osakese protsessi puhul. Meil on niiiid

3 d4 ;
dPS; = (2m)* W (p1 +p2 +p3s — ) [] (2734(%)5(1)? —m?)0(py). (158)
i=1
Antud juhul eemaldame gluuoni impulsi p3 kasutades dra neljadimensionaalse deltafunktsiooni
omadust
aPSy — TP (00552 — m2)0(B) L2 (2m)6(02 — m2)0(E)(27)6 (2 — m2)0( Ey) —
(2m)4 ! ! (2m)4 2 2 3 3 P3=q—p1—p2
d*py d*py
= 2m)6 ((q —p1 — p2)* — A¢*) 0(¢" — By — E 159
(27T)32E1 (27T)32E2( ﬂ-) ((q b1 p2) q ) (q 1 2) Bi=r/P2—m2 ( )
Kolmedimensionaalsed integraalmoddud kirjutame jélle polaarkoordinaatides
d*p; = |ps|2d|p;|dpid(cos 0;) = Ei\J E? — m2dE;dg;d cos(6;). (160)

Niiiid ei kao integraal iille Fy ega F5, nagu kahe osakese faasiruumi korral. Energiate asemel

saame aga eelnevalt tutvustatud suurusi y; kasutada

1 1
E1:§(1+M1—(M2+y2))\/q72 = dElz_i\/fﬁd?/Z

1 1
Ey = 2 (L= (1 +y1) + po) \/QT2 = dE; = 5V ¢>dy, (161)
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ja saame

1
A%y = G0 (@=pip)’ = AC) O(d" = By = Bo)|_

1
X g\//\(]., W1, o + yg)q2dy2dg01d<COS 81) X

X

1
X g\/)\(l, 1+ Y1, po) > dyydipad(cos 0y). (162)

Lopuks séilitame nurgaintegraalide hulgast ainult integreerimise iile 6 := 61 ja ¢ := 1. Nurk 6,
on siis relatiivne nurk 7 ja p» vahel ja seda kasutame faasiruumi piiride médramiseks. Ulejaanud

deltafunktsioon kirjeldab faasiruumi piire. Argument
(g—p1—p2)° — A = ¢ —2qp1 — 2qps + pi + 2p1po + p3 — Ag® =
= ¢ — 2E1\/q72— 2E2\/q72—|— mf + m% — AG* +2pipy =
= (1= +m— (2 +y2) = (1= (pa+ 1) + p2) +p1+ p2 — A) ¢+ 2pipy =

= 2pipp— (L= (1 + 1) — (o +yo) + A) ¢ (163)

paistab triviaalselt kaduvat, sest skalaarkorrutis parameetritena vordub

(1= (pu + 1) = (2 +y2) + A) ¢, (164)

DO | —

Oletades aga, et me ei tea seda ning kirjutame teise lahutatava panuse asemel 2112¢2, siis saame
0 ((q —p1—p2)’ — qu) = 0(2pp2 — 2p12¢°) = 0 (2E1E2 — 2|pi|[pa] cos Oy — 2#12612) =

1 FEy — 2
= 0 ( 12 _{leq — cos 02> , (165)
2|101||1?2| |p1||p2|

ja seda voime iile d(cosfy) integreerida (ehk selle vastu taandada). Lisaks uuele tingimusele
taanduvad kordajad |pi||ps|. Vottes arvesse, et iilejadnud asimuutnurga ¢, integraal annab

kordaja 27, saame lopptulemuseks
2 2

q 4q
dPSs; = mdyldygdgad(cos 0) = mdyldygd(cos 0). (166)

3.5 Faasiruumi piirid

Tingimus

E\Ey — ,u12q2

—1 < cosby = TR
N ’ iz

< +1 & EVEy — p12q” £ |p1|72] (167)

38



kirjeldab faasiruumi piire. Kasutades parameetrilist esitust avaldame y; teiste muutujate funkt-

() = grs (1 (1= = (ot )+ A L= g+ (a4 ) +
£l A7~ gy WL ) = SEESEL (ags)
kus
Aly) = v (1= — (p2+y2) + A1 — p1 + (p2 + y2))
Byz) = /(g2 — A — 4hpuoy/ AL, pa, oo + 92)
Clw) = g (169)

Tingimus, et ruutjuured on mittenegatiivsed, méarab meile y, médramispiirkonna. Selleks
saame

Y2 = ya— = A+ 24/ Apo, Y2 <oy = (1= m)? = pa < 1, (170)

Ulemine piir ei kattu nii kaua alumise piiriga (st faasiruum kaob), kui VL /2 + VA < 1. See

aga tidhendab fiiiisikalistes suurustes, et m; + ma + ms < v/¢%, nii et W*-bosoni lagunemisest

tekkivad kolm reaalset (mittevirtuaalset) osakest.

3.6 Nurgasoltuvused kolme osakese faasiruumis

Kui tekivad kvark, antikvark ja gluuon, on meil veel {iks nurk, nimelt ¢, mis vastab antikvark—
gluuoni tasandi podramisele iimber kvargi liitkumise suuna. Kui me vaatame ainult kvargi nur-
gajaotisi, siis see nurgasoltuvus langeb vélja, aga peame seda ikka vahepeal arvesse votma.
Enne pooramise arvutamist tuleb aga esitada kvargisiisteemis olev kinemaatika. Meil on juba

teada, et

! I
By = \@ (L4 = (2 92) [l = S/ VAL o iz + o),

1 1
By = S (1= Gu+y) + ) 1l = S/ @YAL i+, ),

1 |
By = S\ +92) 1] = 5@ (g1 +92)? — 44 (171)

(panuse A voib jargnevates arvutamistes alati dra jatta). Lahtine on veel kiisimus, milline on

nurk 615 on p; ja ps vahel. Lahenduseks kasutame

1
ppe = BBy — Zqz\/A(LM,Mz + y2)A(L, 1 + Y, po) cos b =
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1
= 5612(1—(u1+y1)—(uz+y2)+/\)7

millest tulevad
Ay = A pe) — (L — p2) — e
\/)‘(17 pis pi2 4 y2) ML, g 4y p2)

2\/y1y2(1 —y1 — y2) — (w2 + pavn) (1 + 1)
\/)‘(17 pis pi2 + y2) ML, 4y )

cosfi, =

sin 912 =

(172)

(173)

(174)

(paneme téhele, et /2 < 015 < 7, sest on kokku lepitud, et antikvark kiiratakse z-telje suu-

nas). Kui me korrutame absoluutviirtusega |py|, saame nelivektori py z- ja x-komponendid

kvarksiisteemis

_ \f (1, g,y pi2) — g1 (1 — iy + o) — yo(1 + pi1 — pi2) — 132
D22 -5 )
\/>\ 17:“17:“2 +?/2)
’ \/qj\/?/lyz(l — 1 — Y2) — (Y2 + p2y1) (Y1 + y2)
2¢ = .
\/)\(Llulnu2 +y2)

Vastavalt saame

oS Bra  — ErE3 —pips Y1 (1 — pn + p2) — yo(1 4 11 — po) + yays + 43
13 — — =>0=7 - =
[Pl V(1 +12)? = AN 11 + 1, p12)
. V(1 —y1 — v2) — (e + sy (1 + v2)
sinfi3 = —2

V(@1 +12)? = AN 11 + 1, p12)

(m < 613 < 37/2), nii et

_ 1\/?91(1—/11—1‘/12) Yo (1 + p1 — Mz)‘i‘ylyz‘i‘yz
P3. = _5 q
\/)\ L, pa, p2 + y2)
Y1y2(1 — y1 — y2) — (Haya + pay1) (Y1 + 42)

\//\<17 fh1, po + 12)
3.7 Kvarksiisteemist polarisatsioonisiisteemi

Loomulikult saame sellest tulemusest po, + p3, = 0 ja

Dos + Pz = 1\/;2)‘ —2yo(1 + 1 — p2) + 43 _ \/> (L, pay, oo +12)
2z 3z — T 3 = —= =
2 \/A(l f1, p2 + Ya) \/A L, p1, pi2 + y2)

1
- _5\/‘172\/)‘(17/&7#2 +1y2) = —p1z = P12+ P2z +p3. = 0.
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Nagu juba mainitud, on meil niiiid vaja kaks pooramist labi viia. Esimene on nurga ¢ kaudu

iimber z-telje,

b1 = (El;ovoyplz) — (E1a0707p1z)
P2 = (F2; paz, 0,p2.) —  (E2; pag COS @, pa Sin ¢, pa)

p3 = (E3;P32,0,p3.) —  (E3; P30 COS D, P3SN @, 3. ), (180)
teine aga nurga 6 kaudu iimber y-telje, mille jaoks kehtib
P =pl cosf + p. siné, pl =1 cosh —pl sinf (181)
kus p, = pa, cos ¢, p, = pa. ja sellega

p1 = (Ei;p12sing, 0,p. cosh)
pe = (Fa;poscos@cosl + po,sin b, ps, sin @, pa, cos§ — po, cos ¢ sin )

ps = (F3;psecos@cosl + ps,sinb, ps, sin @, ps, cos — ps, cos psin b). (182)

Kuna impulsside skalaarkorrutised on poorete suhtes invariantsed, saame 1opuks arvutada ka
skalaarkorrutised impulsside ja polarisatsioonivektorite vahel. Tulemused £(0) ja £(3) jaoks on

ilmsed. ¢(£) puhul saame

1 )
e(£)pr = F—=pi.sinb,

-5

e(£)ps = ——=(F(p2.sinb + po, cos ¢ cos @) + ipy, sin @),

-5

e(£)ps = ——=(£(ps3.sinb + ps, cos ¢ cosB) + ips, sin @). (183)

I~

Sellisel juhul peame ka need korrutised arvutama, kus ilmub tensor e#*??. Me saame®

1 . .
e(e(X),p1,p2,p3) = \/E\/qizplzpzx(:F&ngbcosG%—zcosqﬁ) (184)

(£),p1,p2) = =Fi((p1.FEa — E1pa,)cos + E1ps, cosdsind) ,
e(e(x),e"(£),p1,p3) = =Fi((p1.Es — Eips.)cos + FEyps, cos ¢sinb)
“(£),p2,p3) = Fi((p2.E5 — Eops.) cosb + (Eaps, — pa, L) cos ¢sind) . (185)

Pe(e,p1, P2, P3) = €uupoc” PYPIDS

M
~
M
—~
H-
S~—
o

(+
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3.8 Integreerimine

Podrdume niitid peatiiki algusesse tagasi ja kirjutame maatrikselemendite absoluutvaartuste

ruudud y; ja ye kaudu. Siis saame kogusumma jaoks jéargmise avaldise

Su 8 S 8
SIMP = —ZF (= — o)+ — (L= g — pra) =~ (L= i — pi2) — — (L — i — pia)+
Spin Y1 n Y 2
8 dyr | Ayo
+—(1 = g — p2)® + — + -, 186
?/1312( S Y2 Y1 (186)

kusjuures saime lugejates A = 0 valida. Pohiintegrandid on seega

1 1 1 1 1
17 T 9 » o &7 %7 @7 %) e (187)
Y2 Y N Y2 Y2 BN Y2Y1

Esmalt integreerime iile y; ja siis iile yo. Integreerimine iile y; on formaalne ja esitatav jargnevalt

Y1t 1y, 2o\ 1 9 2 oAB
/yl_ ndyr = 2 <y1+ —?Jl—) ~ 902 ((A+B) —(A—-DB) ) = QFa (188)
Y1+ 1 B
[T = me—ne = G(AB) - (A-B) = 25, (189)
S (&) (%) - w(G5)
dy (e ) = 1 —m(2=P) 2 190
[ = ) i) = (F57 )~ (S5 0(G—p) (190)
vi+ dy, 1 1 C C 2CB
w9 - 4= + — . 191
/y1 y% Y1+ Y1— A—I—B A—-B 142—.82 ( )

Integreerimine iile yo kasutab (piirjuhul A — 0) alati asendusi

y2=1+m —Mz—\/u_l(i+2> 2(ya) = 2\}/71 (1+u1 —p2 — Y2 — \/A(l,uwﬁya))
dyy = \/m(; _ 1) dz ML s pin + ) = \/u_l(i—z) (192)
Sellega on
we) = Yoo s g (e = mt Lm).
() = (Vi (5 +2) = 2m) (o)
Bla2) = Vi (5 - #)nl),
Cln) = 2(:-vim) (5 - Vi), (19)

Oluline on ka seos A(y2(2))? + B(y2(2))? = 2u1y2(2)*C(y2(2)). Rajad on

2(0) = 2_ =z, z ((1 — V) — M2) =1 (194)
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Ainus erand on IR-hajuvad integraalid, aga nende jaoks on divergentsed osad samuti univer-

saalsed. Ilmnevad integraalid saab klassifitseerida y; ja y, astmete jargi. Lisaks ilmuvad polari-

seeritud panuste puhul erinevad \/ AL, g1, po + y2) astmed vastavalt diilnaamikale (vt. pt. 3.6).

Sellega defineerime neli erinevat integraalitiiiipi

I(ny,ny) = /\/)\(1,”1,/@—|—y2)y’fly§‘2dy1dy2,

S(ny,ne) = /y1 Y2 diyrdys,

ni, ng

B Y1 Yo" dy1dys
J(nl,n2) =
\/)\ L, pr, pho +yz)

52 dyrd
T(nl,TLQ) — yl y2 Y1aYs (195)

AL, g, p2 + y2)

3.9 Integreerimispohimotted

Enne, kui alustada iildise integreerimisega peame eraldama divergentsed osad. Divergentsed
integraalid on iildiselt need, kus valemites (195) (ny,ng) = (—2,0), (=1, —1) ja (0, —2). Tuleb

vilja, et hajuvuse korral saame kasutada asendust

1 1 1
\/)‘<1a,u171u2 + y2) - \/Xa ) - SD(_270)7 — = SD(_L _1>a ) — SD(Oa _2)a
Y1 Y1Y2 Y2
(196)

kus VA 1= \/A(1, ju1, p12). Esimese asenduse jirgi saab integraali kordaja \/A(l,ul,,ug + Yo)
integraalides (195) kordajana v/ ette votta. Sellega jadvad koik sama (ny,ns)-ga integraalid

samaks, mis viljendab mainitud universaalsust ja mis viib teistele asendustele vorrandis (196).

Arvutamise kéigus, mis ei ole siin lahti seletatud, ilmub hajuva panuse liikmena kordaja

1n<<1_%_“2>. (197)

Kasulikuks osutuvad divergentsed avaldised, mis on py > s suhtes stimmeetrilised. S(—2,0)

ja S(0,—2) korral saab kasutada kuju

kus me kasutasime ((1 — \/1)? — p2)((1 + /f1)? — p2) = A. Selleks puuduv teine panus tuleb

L/ —-2d d
/ ( i —|—Z> = {—21n(z+—z)+lnz}1 =
zZ_ Z—Z+ z zZ_
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= 2In <Z+_Z_> —Inz. = 2In(1+2.)—Inz_ =
Z+—1

- 1n<(1+\/\’;_;7)12_“2>. (199)

Kui lisame selle integraali divergentsetele osadele (ja vastavalt konvergentsetest osadest taan-

dame), siis lihtsustuvad divergentsed integraalid veelgi ja saame teha asenduse(196)

\/A(l,m,uz+y2) = AL i, ) = VA,

: o (o () )

S 5 (=20 = X (2 -1,

y? p(=2,0) {11 N

L s(-1,-1) 1( A >1 + 0 —ay) -t —a))
— —1,-1) = In| —=———=|Ina; + zLis(1 —a;) — zLiy(1 — a_),
Y1Y2 b VAL o T * 27

1 vV A

S 80,-2) = Y2 (I —1), 200
Y3 p(0,=2) m( (\/AM1M2> ) (200

kus
1— g — A\
a, =M pot VA (201)

S 1- M1 — M2 — VA
3.10 IR-hajuvate integraalide konvergentsed osad

Enne eelmainitud parandust olid divergentsed integraalid piirjuhul A — 0

Al d d d
SD<_270) £ ( : + : - Z) )
1 Jeo \z—z.  z—2zy 2z
1
Sp(—1,-1) — 1na+/ ( dz + dz dz) ’
i \Z—z_ z—zy @z
Al d d d
Sp(0, —2) VA ( SR R Z) . (202)
po Joo \z—z2.  z—2zy oz

Lisades veel panuse (199) koos vastava kordajaga saame aga

1
SL(=2,0) — VA ( d= )
p1 S \z—z2_ 2 — 24
1 dz dz
S (=1, —1 ] / - ,
nl ) = Inoy P (z—z_ z—z+>
NN dz dz
S7(0, =2 — — . 203
D(7 ) — po Joo \z— 2 z— 24 ( )

Integraalid S(—2,0), S(—1, —1) ja S(0, —2) ja teiste tiitipide (1, J, T') vastavad integraalid saab

niiiid arvutada, kuna vastupanused taandavad S(—2,0) ja S(0, —2) hajuva panuse (z — z_)~*
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ning S(—1, —1) korral pehmendavad panust nii, et hajuvust enam ei teki. To6 edasises kdigus

teeme asendused

\/)\(LM,M +y2) — v,
1

— —=55(-2,0),
y% D( )
1 — =Sp(—1,-1)
y1y2 D ) )
1
? — =550, -2) (204)
2

ja sdilitame tulemuse vastupanuseks.

3.11 Logaritmilised singulaarpanused

Logaritmilised panused tulevad astmest y; !, sest esimene integraal annab

1+(y2) A+ B 1-—
/“y d?h:ln( * ):m (\/“_12> = L(2). (205)
vi-(y2) Y1 A-B z(z — \/M_l)

Ulemise raja z = 1 juures on L(1) = 0, alumise raja z = z_ juures aga

L(z_)=1In <21(;\/_“_12\//;_1)> ~In (j*:\/@) ~In (1 - Zi - //Z J_r g) —Ina,. (206)

See on aga just vastupanuse kordaja. Defineerime sellepérast integraalid

R R |

z—2-  zZ—2z4

SH0) = /: <L(z) (Z i_ +- f; - d;) — L(z) (Z fzz_ - - EZA)) . (207)

Kordaja (L(z)—L(z_)) pehmendab hajuvust ja voimaldab sellega arvutada integraali. Integraal

I¢(0) erineb integraalist v AJo(—1, —1) kordaja L(z_) x (199) poolest nii, et tulemus lihtsustub
vorreldes vV AJo(—1, —1)-ga,

I(0) = Lip(—2.) — Lis(—2_) + Li (;ﬂ) — Li (%) . (208)

Teine integraal S(0) osutub keerulisemaks,

—21_> +Ina;lnz. =

S0) = Se(—1,-1) —2Ina,In <Z+

2y —
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ﬁ
3
Ry — R- Zy — R
- 21 1 —21 In{———= 21 In{———=| =
noylnzy nog n(z — +2nzy n( >

H1 - T H1

1
% — ;a4 n(a_z?) +

2+ T/ A+ T/
2
™

1
= Lig(a_) + Liz(a_27) + Liy(2?) — 5 3 In*a_ +Iny/pyIn(a_z2) +

1
= Lip(a_) + Liz(a—23) — Lig(1 — 22) — —51n2a_—|—1n\/u_11n(a_zi)+

2
= Lig(a_) + Liz(a_2z7) — Lip(1 — 22) —

Z+—Z_ Z+—Z_ 2
—2lna.In| ———— |+ 2Inz.In| ————— | +2Inz_In(1l — 27) =
’ <Z+ - \//h) " <Z+ - \/Ml) | )

7T2

1
= Lig(a_) + Lis(a_27) + Liy(2?) — 5 5 In* o+ In /oy In(a_z3) +

2y — R— 24
—2lhaoyIn| —— | +2lnzyIn | ———— |, 209
! <Z+—\/N1> ! <Z+_\/“1> 209

mille leidmiseks oleme kasutanud teisendusi

(L= o = VAL + g — pa+VA) = 4,

(L= p1—po = VA1 = s — o+ VA) = 4o, (210)

Kasutades veel

1—pr—pa— VA - (1= +pa— VA 1+ p1— p2 — VA
In =In + In ,
1— 1 — pa + VA 1— 1+ po + VA 1+ p1— po + VA

saame uuritavale avaldisele anda kuju

11—y — e — VA 1-— — VA 1 A
Sﬁ(O) _ Liz( M1 — 2 \/_> +Li2< U1+ e \/_> —|—Lig< + 1 — o — \/_>
L —puy — pig + VA 1= pg 4 piz + VX L+ — p2 + VA

201 (1= — o — 1- -
_”_mz( j = fio ﬁ)—kln( m)ln< p1 + pa \/X>+
2 2 1=y — pia + VA 1— g+ pe + VA

1-— M1 — Mo — \/X 2\/X 1+M1—M2+\/X -
+ 21n +2lnz;In =
1— g — u2+\/_ 1—u1—u2+\/X 1— g — pg + VX

_ L12< — 1 — \/X> Lis (1_M1+M2_\/X>+L12<1+M1 H2 — \/X>
o
2

(211)

—ul ﬂ2+\/_ 1— i+ p2 + VA L4 — g+ VA
1 — 1 — g — 1 -
1. 2( i — o \/X>+1n(\/;71)ln< 2 \/X>+
2 1= — p2+ VA 1— i+ p2 + VA
1 — g — iy — 1— i1 — g —
+ln( A >ln< 1 \/X>+ln2< e ﬁ)—lnuglnzur%—
fi1pt2 1— i — p2+ VA 1— 1 — g + VX
11n2<1+“1_“2_\/x>_11n<1_“1_“2_‘/X>1n<1“‘1_“2_\/x> _
2 14— pa+ VA 1— iy — po + VA 14— p2 + VA

2
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— 1 — 2 — VA 1-— — VA 1 — 2 — VA
~ L, M1 — o \/_>+L12< H1+ e \/—>+L12< + 1 — Ho \/_>+
—p1 — 2+ VA 1— 1+ p2 + VA 1+ iy — p2 + VA
7T2+11n2<1—/h—/12—\/x>+11n2<1+/i1—u2—\/x>+
2 2 1= —pp+ VA, 2 1+ p1 — p2 + VA
1 1— i — pis — VA 1+ — pa — VA A 1—p1— pio — VA
——1In In + In In +
1—M1—M2+\/X 1+M1—M2+\/X Hip2 1—#1—#2+\/X
1—M1+M2—\/X 1+M1—N2—\/X> _
1 — i+ p2 + VA 14— p + VA

+ In(y/fi) In ( ) +1n(y/i2) In (

1— g — prg — 1— - 14 g — prg —
_ L12< e \/X>+L12< bt 2 \/X>+Lig< R \/X>+
1— 1 — piz + VA 1— i+ p2 + VA 1+ p1— po + VA
_7T2+11n2<1—ﬁ01+/i2—\/x>+11n2<1+M1—M2—\/X>+
2 2 1 — g+ g + VA 2 1+ p1— p2 + VA
1. (1- RV 14 1 — pto — VA A 1— 1 — s — VN
—i—ln( t Tt p \/_>ln< T b \/_>+ln< )ln( - \/_>—|—
20 \1 =+ p2+ VA 1+ gy — pa + VA 24112 1— 1 — p2 + VA
— 1+ 2 — VA 1+u1—u2—\/X> _

+1In(2y/p1) In (1 ) + In(24/p2) In (

— p1 + pa + VA 1+ p1— p2 + VA

1— g — o — 1-— — 1 — by —
_ Liz( M1 — [ \/X>—|—Lig< M1+ o \/X>+L12< + 1 — [l \/X>+
1= — pa+ VA 1— i+ p2 + VA 14— p2 + VA
2 _ _ _ _ _ _
_7T+11n2<1 H1 — fh2 \/X>+ln< A )111(1 P — o \/X>+
2 2 1— g1 — pig + VA 20 pho 1— i — p2 + VX
1
—§ln(1—u1+u2—\/X)ln(l—i-,ul—,ug—\/X)—l—

+;ln(l—ul—i—uz—ﬁ)ln(l—i—m—uz—l—\/X)—i-
+;ln(1—u1+u2+ﬁ)1n(1+u1—ug—x/X)Jr
—;ln(l—m%—uz—!—ﬁ)ln(l—l—ul—,ug—i-\/X)—l-
+;ln(1—u1—|—,u2—\/X)ln(l—k,ul—,ug—\/X)-i—
—i—;ln(l—ul—l—uz—\/X)ln(l—i—,ul—ug—l—\/X)-i-
—;1n(1—u1+u2+\/X)ln(1+u1—u2—JX)+
—;ln(l—u1+u2+\/X)ln(l—l—,ul—,ug—l—\/X)—i-
+;ln(1—,u1+,ug—\/X)ln(l—l—ul—ug—\/X)—i-
—;ln(l—u1+uz—ﬁ)ln(l+u1—u2+\/X)—f—

1
+§1n(1—u1+u2+\/X)ln(1+u1—uz—\/X)+
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1
—§ln(1—u1+,u2+\/X)ln(1+u1—,ug—i—\/X) —

1— pi — g — 1 - 1+ pn — i —
_ Liz( M1 — [ ﬁ)—FLig( M1+ o \/X>+L12< + 1 — [l \/X>+
1— 1 — pip + VA 1— 1+ po + VA 1+ p1— po + VA

w1y (L= = — VA A 1= — g — VA
——+=In +In{——|In +
2 2 1— g1 — pig + VA 201 pz 1— i — p2 + VX

+2In(2y/1) In(2/12) — 2In(1 — iy + pg + VA) In(1 + gy — pig + V). (212)

3.12 Teised logaritmilised panused

Kui singulaarsused on logaritmilistest panustest eraldatud, siis jaddvad veel mittehajuvad osad.
Koige lihtsam panus on

1°(0) = /Zl deL = Lig(y/p12s ) + Lia (/i 2—) — 2Lis (/1) + In® 2_ = SY(0). (213)

Sellele jargnevad teised ,taasilmuvad integraalid “
() = m/l (212+1) In (;;%) dz =

= () e () v )
I2) = 2m /z1 (zlg + Z) In (%) dz =

= - i (AR gy (B

~ A=) (- i) - ),

I(3) = Sul\/m/: <Z14 +z2> In <Zl(2_—%> dz =

_ <A+3m>mn<1:z:zzfg>_(1_@1 <<1—M¢2m>2>+
_(14‘#1_#2);_((1—@)2—/@)?+(1—u1);\+(1_ui)((1_\//Tl>2_u2)



_ 1= — po — VA 1+ p1— po — VA
= Iu2h’1 —lIl —\/X,
1= — p2 + VA 14— p2 + VA

SH2) = 2 /Zl <213 — z) In (M) dz =

1— g — pis — VA
= u2(2—u2+2u1)ln<
1—py — u2+\/_

L4 pg — po — \/X> 1
—In 1+ 3u1) VA,
<1+u1 s 51+ 2 =3

S43) = 3#1\/_/ (—Z )m( 1(?—%))

= (34 p + 3pF — 3pg + 3p1 — 3pgp) In (

<1+M1 fta — VA
—In
1+ iy — g2 + VA

I e ﬁ)
1— 1 — pio + VA

) (7 25 — 11p2 + pig — 24y + 7u2u1)\/X.
(215)

Lopuks on jérele jadnud veel kaks logaritmilist integraali

/:L<zd—z1_ dz ) — 2/ImT(~1,0) =

‘
51(0) z+1

) ) 72 11—z
= Lig(z_) — Lig(—2_) — T +Inz_ In <1 n ) +

Z_

o (AR V)G =) A V) (L 2) N
LQ((l—\/M)(Hz_))HQ( (1—m)(1+z_>> J (216)
10) = /:L

Li

dz dz dz
z—1 z+1 z

+ — ) = T(=1,-1) = (14 p1 — p2)T(~1,0) =

2

2(p1) — Lis(y/p124) — ngw—z)_l+
;Li <(<2_ W71)2>+ “Lig(2?) — 2L12<W_1(\/M—Z—)>+

+

1= iz )? 1 — iz
+1n<1::>1 <1Z_\/ﬁz_>+lnz In(zy — 2.). (217)

Tuleb vilja, et voimalik singulaarsus raja z = 1 ldhedal ei héairi tulemust, vaid taandub vilja.
Seega on voimalik koik logaritmilised panused asendada eelnevalt leitud integraalidega S%(0),

S5(0), S4(n), I4(0), 15(0) ja If(n) (n =0,1,2,3).
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3.13 Mittelogaritmilised singulaarpanused

Ainus mittelogaritmiline singulaarpanus on

s [ (Z5-5) - (FE) oo e

Selleks, et seda ndha, vaatame koiki mittelogaritmilisi singulaarseid integraale

1(_2,0):A< L, ! —1>+... 1(0,—2):A< Lo, 1 >+

H1 \z2—2_- zZz—24y Z Ho \Z —2_ Z— 24
A 1 1 A 1 1
S(—2,0):\/_< — >+ S(O,—z):‘/_< — >+
M1 \ 2z — z_ Z—Zy Mo \ 2 — z_ Z— zZ4
1 1 1 1 1 1 1
J(—=2,0) = < + —) J(0,-2) = ( + ) (219)
M1 \ 2 — 2= Z—2zy Z Mo \ 2 — 2= Z—ZzZy

1 1 1 1 1 1
T(=2,0) = _ Y. T(0,-2) = — ¥
( ) RYaN (z—z_ z—z+> ( ) LoV A (z—z_ z—z+>

kus punktid téhistavad teisi, zi-st mittesoltuvaid panuseid. Kui lahutame vastupanused (203)
koos vastavate kordajatega, saame integraalide I(—2,0) ja J(—2,0) puhul just 1,(0), integraa-
lide S(—2,0), S(0,—2), T'(—2,0) ja T'(0, —2) puhul aga S.(0). Integraalide I(0,—2) ja J(0, —2)
puhul ei vii taandumine tépselt panusele I,(0), aga vahet 1/z suhtes saab jirgnevalt mainitud

panustega kokku votta.

3.14 Teised mittelogaritmilised panused

Logaritme mitte sisaldavad teised panused on

1+M1—#2+\/X>
L+ —pa—VA)'
1 1

S (1) = m/l Lﬁ@dz _ \/;Tl[z—ﬂ = V(e —2) = VA,

zZ—

1d 1
S.(0) = e 2ln(

z— 2

1r1 17t
5.2 = 2m [ |G+elds = w2 5] = mE-2) = (e p— VA

1 1 1 1
Si(3) = 3#1\/l71/z [244—22] dz = le\/;Tl{z?’_Zg} _

= myvm(zl —22) = (A +3u)V,

s = [ [ e - () n] -

' :ln<1—¢mz_> :ln<1—u1+u2+ﬁ>
1 — izt L— g +po— V)

o)

z_

20



ja

) o m
ML_\/M 1_\//712—’_1] M[z— 251 Z+_\/M_1

9 1 51 \/m \/’u_l z =
245 /Z, l(z — V)? A SRS R Mlz)zl !
[~ e o, -

le—-vm)? (I—ymz)? 1-mz]

2 [ H1 o 1 — 2 +1| =
o yme U-vme R T-yme Tl =

2 H i Rt
.z [(z_ - \/E)Zl = (11— — p2)VA (220)

bz Lo (T —pp+ VA
— = —Inz_. = —-In :
: 2 1+ iy — g — VA
1 1 1 1
Vi [ (G-1)ds = ~VE|[s+-] = VA4 -2,
1 2 17 2 2
2#1/ <3— dz = —u {z —I-ZQ} [ (z+_|_z 2)

/i (z—l\/u—l_ 1_%2_i> dz = [In((z = vm)(1 = Vuz) = 2]} =

(1= V)1 = V) = (o = VA1 = V=) +Ins -
2In(1 — /1) —In(pez_) +Inz_ = In ((1—\/,u_1)> ,

2

' Vi V1 B N/ 1 1 B
I <<Z‘5E)2_(1—jmz)2>dz - _[z—/j/mﬂ—\/mz]z_ -
[ —(1— )z r _ 11— B 1— 1 _

(z—\/E)(l—\/;le) . (Z*_\/E)(Z+—\/,u_1) (1—\/M)2

1 —m I —m A 1 ,
IUQM _(1_\/11,:_1)2 B (1—/11)“2_1_”1 ((1_\//71) _MQ)- (221)
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3.15 Puudiagrammide tulemuste kokkuvote

Lisades A-D kirjutame integraalide I(ny,n2), S(ni,n2), J(ni,ne) ja T(ny, ny) ilmnevad kujud

pohiintegraalide suhtes lahti. Tulemused soltuvad siis panustest

A A 1 1
D:=n|—| -1, D i=In| ——— | Ina, + ~Liy(1 —a.) — =Lis(1 — ar_ , (222
(VAM1M2> (VAHLW) T2 2< +) 2 2( ) ( )

dilogaritmilistest panustest S.(0), 1.(0), S¢(0), I(0), S¥(0) ja I{(0), logaritmilistest panustest

L+ — o + VA 1=+ p2 + VA
{; =1In s Uy =1In ’
14y — pa — VA 1— py + p2 — VA

lo=1n (W) 54:1n<(1+%2_“2> (223)

ja l3 = Inay = {1 + 5 ning v/ \-st. Lopptulemuses defineerime koige olulisema osana divergent-

sestest panustest séltuvad suurused

Ds = (1—p —p2) (D' +8.(0)) —2VAD + i (1 = i)+ (1= + p2)la + VA
D = (11— —p) (D' + 1.(0)) — 2VAD + i (L4 = p2)lr + (1= iy + p2) o+ VA)
(224)

Tulemused on (N = a,Crg®/47V/N)

htree) = N[S(1 = = p2) Ds + 4 (1 + )+ dpa(1 + po)le = (i + p)VA|, - (225)
hoo(tree) = N[ —4 (Ml + p2 — (1 — M2)2> Dy — 2p1(—p1 — 3pip + p3 + papin + 43) 6 +

— 2p(=3pn — 2 + 43 + papin + p3)lo + 21 — 2 + 413 — Spapiz + 13) VA (226)
Wy (tree) = N{A(1 = iy — p12) Ds — 4 (1 + Tpa — p2) 11 (0) +

— 21 (1 = 121 — 2415 — 55 + Apia o + 113)S5(0) +

— 24 (6 + 4y — Tpo) by + 2p2(2 + 1) s — 2(1 = 1 + p2) VA +

— cos” 0{4NDg — 1201 (1 + Tpy — p2) I{(0) +

— 63/ (1 — 12001 — 2412 — 5y + Apa i + 113) S5(0) +

— 21(20 + 1301 — 24pp + pif + papo + 4p3) 01 +
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+ 200(4 + 1201 — pip — 43 — ppin — 113)02 +

— 2(3 = 36 — 1} + 8papz — p3)VA, (227)
Wyy(tree) = N[2(1 = py + po)(1+ g — p12) D + 21 (1 + Ty — pi2) I7(0) +

+ Vir (1= 12y — 20 — 53 + g i + 113)51(0) +

+ 111 (8 4 5y — 104 + pf + papio + 43y +

+ pip( =6y + pg + Ap + papio + p3)ls +

+ (1 — 1py — 240 — 11§ + Spi iz — p3) VA +

— cos? 9{ — 2\Dg + 611 (1 + Ty — p2) I1(0) +

+ 3/ (1 = 1201 — 29 — 53 + dpapig + 113) S5 (0) +

+ 11(20 + 13y — 24ps + pif + papo + 4p3) 00 +

— po(4 4 1201 — po — A — pape — p3)la +

+ (3= 361 — pf + Spupra — p3)VA} +

F cos 9{4\/XD1 — 4(1 = 3py — 2 — i + p2)I°(0) +

+2(2 — pay + o — 2+ puain)lo + 8Nl +

— AV 4 201 — pra)ly — 2V N2+ iy + o)y +

— (3+ 14y — 3+ 3p2) (1 = vimn)® — p2) }. (228)

Osa tulemustest on antud primmiga, kuna nad on leitud algosakeste siisteemis, kus kombinee-
ruvad protsessid ¢(1) — W (1) + b kujuteguritega H, ., H__, Hs3 [5,6] ja W (1) = Q + ¢

kujuteguritega h’__, b’

', h__, his lagunemistoendosuseks W (6) summana

W(@) ~ H++hq_+ + H__h/__ + H33hio)3. (229)
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Standardne esitus on aga see, kus igat kéelisust moodetakse 16pposakeste siisteemis. Seal on

lagunemistoendosus

W) ~ > Hundyy (0)dh s () gy =

m,m’'=+,3

3 3
= §(1 +cosO)*(Hy hiy +H _h )+ §(1 —cosO)*(Hy h -+ H _hyy)+

3 . 3
T sin® O(H 4 hss + Hsshoy + H__hss + Hysh__) + 3 cos” 0 Hashss. (230)

Vorreldes vorrandit (230) vorrandiga (229) ja vottes arvesse sobivat normeerimist, saame (kus

relatiivne normeerimine on valitud nii, et hqy +h__ + hsg = b/ + h"__ + hi)

2h’++ = 2(1 +cos0)*hyy + :(1 —cos0)*h__ + isin2 Ohss,

§ ! — § 2 § _ 2 § 2

. = —(1+cost)*h__ + =(1 —cosB)*h,y + — sin” Ohss,

2 8 8 4

2%3 = i sin®@(hyy +h__)+ Z) cos® Ohss. (231)

Kirjutades lahti erinevad nurgasoltuvused saame

2h’++ = 2(h++ +h__ + 2h33) + Zcos O(hyy —h__)+ : cos? O(hyy + h__ — 2ha3),

2h’ = :(h++ +h__ +2h33) — icos O(hyy —h__)+ zcos2 O(hyy +h__ —2hs3),

2hgg = i(h++ +h__)— 20082 O(hyy + h__ — 2hs3) (232)
(paneme téhele, et hyy + h__ — 2hs3 ilmuvad kahes erinevas kohas, mis on meie tulemustega

kooskolas). Vordlemine annab meile
1
§(h++ + h__> = N[4(1 — U1 — ,LLQ)DS - 4:,ul(]- + 7,[,61 - M?)If(o) +
— 2/mn (1 — 1201 — 2413 — 52 + 4gir iz + p2) S (0) +

—201(6 + 4puy — Tpo)ly + 29(2 + 3p )l — 2(1 — 11py + NQ)\/XL

(233)
;(h++ —h_ ) = N[ — AVAD; 4 4(1 = 3py — 29 — 12 + p2)TH0) +
— 2(2 = iy + 2 — 417+ papiz)lo — A +
AV + 201 — pi2)ly + 2VA(2 + iy + p2)lo +
+ (34 14/ — 3+ 3p2) (1= /) — p2) |, (234)
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;(h++ S =) = N[AADg —12p0(1+ Ty — ) IL(0) +
— 6/p1(1 — 121 — 2415 — 55 + dpia o + 113)S5(0) +
— 211/(20 + 13y — 24pip + 113 + pape + 413) 01 +
+ 20(4 + 12001 — pig — A} — papiz — 113)C2 +
—2(3 = 36p1 — 1 + Bpapiz — p3) V| (235)
ja hiy + h__ + 2hs3. Veel lihtsam tulemus (peale hyy +=h__) on
his+hooths = N[4(2—pm— 2~ (1 — p2)*) Ds +
+201(2 + pn — Bpa + 1 + pap + 4p3)ls +

+ 209(2 — 3py + o + ApT + papn + p3)le +

— 2(3p1 + 3z + i — Spape + Mg)\/ﬂ (236)

Eraldi ei ole vaja hiy, h__ ja hss vélja tuua, sest panused on oluliselt erinevad. Ulemises
siisteemis piisab kolmest suvalist panusest. P6himdtteliselt oleme sellega 16pposakeste siisteemis

arvutanud W-bosoni kiraalsuse komponendid, mis ei soltu nurkadest.

4 Silmuselised panused ja tiistulemus

Selles peatiikis esitame tulemuste loetelu ja lildame vastavad panused. Selle kéigus taandu-
vad allesjadnud IR-hajuvused silmuseliste ja puupanuste vahel. Selleks on aga vaja asendada

massiregulariseerimise dimensionaalse regulariseerimisega vastava seosvalemi abil

A 1
In (H) © - e + In(47), (237)

kus p on renormeerimisskaala MS-skeemis. Alguses aga taasesitame Borni taseme ja silmuselised

panused ning leiame vajalikud kujutegurid.

4.1 Infrapunaste hajumiste taandumine
Peale Borni taseme panuste
h(Born) = 2¢*(1 — uy — o),
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hoo(Born) = —q*(1 — 1 — pia — N),
hys(Born) = ¢*(1 — pu — pa) — ¢*Acos® 0,
Ry (Born) = ¢*(1 —p1 — pa) — ;qz)\(l —cos’0) F ¢*VAcosf (238)
on meil ka silmuselised panused
h(loop) = 2¢*(1 — p1 — p2)(2Re A, — my Re B} 4+ my Re B3) +
+4¢* /i p2(4Re A + my Re By — my Re B}),
hoo(loop) = —2¢*(1 — g — pg — N) Re Ap, + 4¢° /2 Re Ag +
— ¢ <1 — (g — u2)2> (my Re B} — myRe B}) +
+ (1 + 1 — p2)?my Re By, — ¢*(1 — puy + p2)?my Re B2,
Rys(loop) = 2¢*(1 — py — po) Re Ap, + 4¢% /i Re A +
—¢°A(2Re Ay + my (Re B — Re B}) + my(Re Bj, — Re BR)) cos™ 6,
W,y (loop) = 2¢°(1 —py — pz) Re Ap — ¢*ARe AL (1 — cos? 0) +
+ 4¢*\/jinpiz Re Ag F 2¢°VARe Af, cos 0 +
- ;q2/\ (m1(Re B} — Re B}) + ma(Re B}, — Re B})) (1 — cos*6).  (239)
Need panused saab samuti nurgast séltumatule kujule viia
;(h++ +h__ +2hz3) = 4¢°(1 — 1 — p2) Re Ap — 2¢° A Re Ap, + 8¢°\/pipiz Re Ag +
— ¢*A(m1(Re B} — Re B}) + my(Re B}, — Re BY))

1
o hs Hhee = 2hs) = 20°ARe Ay + ) (m1(Re B}, — Re B}) + ma(Re B}, — Re BY)),

1

§(h++ +h__) = 2¢°(1 — py — pp) Re Ay + 4¢*\ /1112 Re Ag,

1

s —h) = —2¢*VARe Ay, (240)
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Enne kui me koik puupanused liidame, lihtsustame ilmnevaid liikmeid. Eelnevalt on leitud

tulemus
Qg NIGIT: <1 — U) a,Cp
RedAr = —Cr|4 In = -2 \/ {3, 241
R I F[ \/X 1+o 47r\/X K1 fpe2ts ( )

kus oleme kasutanud

o (i57) = 2 (i) = w(E0) = m(irete) -
_ 111(1_(@—\/@2+1—(W—l+m)2+2¢1—(m+\/;72)2¢1_(\/m_\/ﬂ—)2) _

L= (Vi1 — ) + 1= (Vi + i)® = 21— (Vi + i2)? /1 — (Vi — i)?
B hl(2—2u1—2u2+2\/1—2u1—2u2+(u1—uz)z)
o \2 2w 2 - 21— 20— 200+ (1 — ppo)?

[\

[\

1— 1y —
— I < Bl ey ﬂ) _— (242)
1— i — pis — VA
Kujutegurid B}, B?, B} ja B% ilmuvad ainult iihel kindlal kujul
my(Re B} — Re B}) + my(Re By, — Re B%) =
_ ZCYsCF,ul 1—2p1 + (1 — pr2)® = 1+ iy + pig — (1 — g + pio)? hl(l—?}) n
AT VA 140
+ (1= pa 4 po — 2+ py — p2) In <%>> +
gl L—pu — o+ (L + pa — p2)® — 1+ 209 — (11 — po)? ln(l—v> N
Am VA 1+
- (2+M1—M2—1—M1+M2)1ﬂ<\/\/g>> =
1 _ 1—
= ZOéSCF/Jl _'_’ul Ha ln( U) —In 7\/[71 +
AT VA 1+w V2
_QaSCFMQ 1+M_u2ln(1_v>—ln Vi =
Am VA 1+o VH2
1— 1 — 1
_ ZOCSCF o ( p1 + po) + po(l 4 g — po) 1n< +v)—(ﬂl—ﬂ2)ln VL _
ir V5N - N
OéSCF 2
= (11 + 2 = (2 = 12)?) £ — (1 — pi2) VAL (243)
(g :=In(p1/pe)). Viimane samm on IR hajuvuste taandumine tulemustes
2NDg + ¢*Re A =: 2N Ag, OIND;+¢*Re A, =: 2N A;. (244)

Selleks vaatame

g drp® \°©
Red, = —CpI(1 Sl
e e +€)<\/u1uzq2> )
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Xl§+2u1+uz—\/(xu1—/i2)2hl(1; )_|_3\/_ln( +z> (1 — M2)1n<\/\/g>+
2

+\/X(1—M1—M2)(<1—1ﬂ<1— (Vi1 — Vi2)? ) <
_ Z‘W\C/Yi[2f<—7E+ln<47;“2>—1n\/m>+
— (s 12— 1 = ) fa = At — 1—u2>ﬁln<m> n

N
— (1= g — o) (i—vEJrln <4q 2) In \/f1 iz — 1n(1—(\/m—\/@2)>eg+

21— i1 — ) Re L (i, i) + M],

)+ReL') +41 -

(245)
kus
. ((W 2Q<v+1>> ((\/_ 2@<v—1>>+
_L12< (/A 2¢f—><v—1>>+h2< (/I 2j£><v+n>+
(LA () i
ja

[ v 2v , 1—v? )
L(v)—L12(1+U> L12<1_U)—|—z7rln< 10 )—7? (247)

ning saame

2
QAS = 2DS+qNReAL =

= (1 —p1 — p2) ( _ (i — g +1n (47régﬂ2>> 03+ Lis(1 —ay) — Lis(1 —a_) + 25;(())) +

1 4 1 A 142
+2\/X(€_'7E+1Il< 7”;21“2>+2> —2\/X<€—VE+IH< 7;5 ) —ln\/,u1,u2>+

3
+ (llq + po — (1 — IL2)2> (3 + §>\£3 + (1 — ,ug)\/Xln (\/ﬁTl> +

(= =) [ 2= dmi7y - \/M_i — Vi)
m u2)<€ ’yE—i-ln( q2> In /faafiz — In (1 = (/i \/,72))>£3+

3
2(1 — py — pa) Re L' (1, i) — 4V X + 3 ((1 + g1 — p2) b+ (1 — py + o)l + \/X) =
2,,2

= (1—u1—u2)<<m< q’; ) —31n\/m—1n(1—(\/m—m)2)>£3+

+ ng(l — Oé+) — L12(1 — Oé,) — 2Re L/(/,Ll, ,LLQ) + QSZ«(O)) +
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A2 12 3
— 2V <ln ( '[; ) —3In \/M1M2> + (Ml + g — (1 — M2)2) 3 + 5)\63 +

q

+ (i — p2)VAIn (%) + z (L4 = )y + (1= + g2l + V) =

1
= (1= — pi2)(ta +25.(0)) — 2V M + (1 — i — g + 2A> l3+

+ ;(/ﬂ — ,Mg)\/XKB + 2 ((1 + u1 — ,ug)fl + (1 — U1+ [/JQ)EQ + \/X) (248)

ja 2A; on seesama, kus S,(0) on vaid asendatud 7,(0)-ga. Hajuvused seega taanduvad.

4.2 Taistulemus
Me saame liitmise abil avaldada hy := (hyy + h__ + 2h33)/2 = hy — h3/2,
hy = ;(h++ +ho_ —2hg) = N{‘D\AS — 124 (1 + Tpa — M2)[f(0> +
— 6/pi (1 = 1211 — 5T — 2415 + g i + 13)57(0) +
= 201(20 + 13y + pF — 24410 + gt + 43) 00 +
+ 2p0(4 4 120y — 415 — pig — papie — piz)la +
+ A (M + g — (1 — M2)2) U3 — (1 — p2)AVAp +
—2(3 = 361 — 1 + Bz — p3) VA, (249)
hy = ;(h++ —ho_) = N| =4V +4(1 = 3 — pf — 22 + p3)1°(0) +
—2(2 — g — p A po + prapo)lo — 8ALy +
+ AV + 21 — o)l + 2VN2 + iy + p12)ls +
+ 3+ 14/l — 3p1 + 3p2) ((1 — ) - M2) ]7 (250)
hy = ;<h++ +ho) = N[4(1 — i = p2) A — 4 (1 + Ty — o) 11(0) +
— 2/pa (1 = 12py — 5pF — 2p + 4papi + 3)S7(0) +
— 201 (6 + 4pg — Tuo)ly + 2u2(2 + 3u1)le +

— 8 pials — 2(1 — 1y + ) V| (251)
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ja lopuks ka
ho == hgy = N{—4(M1+M2—(M1 —M2)2)As+
— ((5p1 = Bpz + 31 — 2)) X = Syaa + L4gs} + 2y oo + 181312 — 6523 € +
- (<5H2 — 31+ 3(p — M2)2) X — 8yt + 14415 + 24 pig + 1813 — 6#3) by +
— 61 + 2 — 1 + Apaps — 13V — 3(p — p2) M. (252)

Tulemused hg kuni h4 on antud t66 pohitulemused. Need moodustavad parandid, mis paranda-
vad Borni taseme tulemusi. Analiiiisis nimetame neid jargmise juhtiva jirgu (NLO) panusteks

ja nendega parandatud tulemused nimetame O(ay) tulemusteks.

4.3 Viikeste masside piirjuht

Arvutame siin piirjuhu, kus p; ja ps ldhenevad séltumatult nullile. Selleks vaatame esiteks 1abi

koik need panused, mis on kokku pandud. Alustades arendamisest

V= \/1+M%+M% — 241 — 2t — 2papip = 1 — py — po — papin + O(p17) (253)

saame
60 — _ln,u%
2
b — ln( > = —1Inpyy,
L4 pg —po — 14 pg + o
2
by — ln( ) = —In o,
L=+ pe— 14 p1 + pio
63 = El—f—gg — —lnpl—lan,
by — 1 ! 11 (254)
n— = ——Inpy.
4 T 5 H1
Kasutades
L+ —po+1l—pp—pp 1
Z4 — = ,
2/ Vv H1
T4+pg —pr — 1+ g + o
Z_ — =/ 255
2\”71 H1 (255)
saame

SY0) = Liz (Vir/vim) + Liz (Viy/in) — 2Lz (Vi) + In® (Vi) =
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2

1 1
- mxn+mmm—m@@mn+zmmla3%+§wmlezﬁm

S.(0) — Lin(0) — Lis(1) + Lia(0) — Lia(1) + Lis(0) — Lin(1) + = In®(ju1 p12) +

2
1
*m@uu>mmmmnm@wmm@wm—2wQ=
142
|
— _?-1— “(Inpg +Inpo)® — (In2 4 Inpey + Inpag) (In oy + In ) +

1 1
+2(ln2—|—21nu1) <ln2+21n,u2> —2In*2 =
2

T 1 1
=~ g s 4 S0y = 2(In o+ In o) = In* gy +

1
—2In gy In g — In? g 4+ 210% 2 4+ In 2(In gy + In pa) +§1nullnu2 —2In%2 =

7T2

1 1
= -5 §1n2 M1 — §1HM1 In gy — §1Tl2 2. (256)

Integraali 1,(0) arendamiseks on vaja ka z, tdpsemalt arendada. Saame avaldada /12y =~

1 — pe. Lisaks kasutades

i = —Liy(— —— ——-In ~ ————1In
2 i 2 H1 6 9 H1 6 g HL
_ -1 1—
Lis (Mm) — L12<<\/“_1) “1> = Li, (“1 ) —
Vize —1 1—ps—1 —/H1li2
L ( ! ) i n® (v/Hpe)
~ 1 N —— — 3 =
? NI 6 2 fr
| 1 1
= —5 - gln2 [y — §1HN1 In juy — 51n2 i (257)

ning sellega kokkuvottes on meil

0 1 2] 1 (D) ()

-1 /1) — / 21
~ Li, () + Li, <( /i) ,u1> — —W——flnz,ul—flnplln,ug—flrf,ug.
VI Vitzy — 1 3 4 2 2
(258)

Arendusi jiatkates saame veel

: : 1 > (v - i)
S0) ~ Lia (Vi) ~ Lia (~vim) =~ L ({0 TV )

4
\/\/:)> —Hn(\/u_l)lnﬂ =

(0t ym)
*“(u—fW+ ) T
i 6 12 ?
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Liz (i) — Liz (i /i) = Lie (Vinvm) = & +
() - ()
+1In 1:2 In (1\/_’71\/__1%> +1In (i) In (\/1#_1 - m) -
~Lia(1) = T4 I () (L — ) — I () =~ — St (250
damist v(p1, p2) = 1 — 2/fijiz + O(p?) kasutades saam
() i () o () () -
) ) o) -
() (el )
— Li, ng) —In (%) In <1 — @) + In? (@) : (260)
— 7;2 + ; In’ (-%) —In (f) In (m\/;_l*/“_> +
()l ) () -
= 7;24—;1112 (\/\/g) +irln <%> - 7;2 —ln<\/\/g> 1n<\/“__u1*/“_2> -
() () (o) )
- () () ().
() ()
= ;m? ({/%) = ;(ln 1 — In pip)” . (261)

B 20( 11, o) [ —2v(p, p2) 5
L(v(p,p2)) = L <1+ (i1, 1) — Lis (1— (p1, )) -
— L (1)—L12<\/% -7 =



(In gy + In 1)° (262)

ja sellega

L'(pr,p2) = L(v(p, p2)) — Lo(p, po) =

22 1 1
= =t (I )’ — < (I — Inp)® =
3 8 8
22 1
= —%—i—ilnullnug. (263)

Viimaks kasutame

1 1 2 1 1
Lis(1—a)) — L12<1_ ) _ _L12< )N_ln(l_ )1( ) _
525 1t 6 12 1o

71'2

1 -1 1 1
= Lig(u1u2)++ln2< >—ln<1— )111( > =
3 2 [ 2 fo1 2 fo1 2
T 1 1 1 2
= Li + 4+ +imln - —+
2(Hp2) + 5+ 5 (mm) <M1M2> 5

. 1 L — pape 1 B
—mln —1In In =
M1 M2 1 f42

) T 1
= Liy(pnpe) — 5 3
)

In® (g o) — 10* (papaz) + (1 — papz) In(puapz) =

2

1
- _% - ilnz(ﬂllﬁz Ja

L12(1 — C(,) — L12(1 — ,ul,ug) — (264)

o3,

panuse t4 arvutamiseks.

ta — {Lal3+ Lisg (1—
Hfho

) — Lig(1 = papie) + L'(papio) =

71_2

1

= lals — 373 (Inpy +1n ,u2)2 — 2L (p1, o) =
3 w1 w2

) (In g + lnu2)2 T~ 3 735 (In 4y +1nM2)2 + 3 Inpnpy =

= (1n,u1+1nu2)2—|—7r2—1n,u11nu2 =

= 72+ 10 py + In g In g + In? po. (265)

Selleks on vaja veel
2

)\2/12 1 3
ly = In 5 —3In (/u1p2) — In q—2 —i(lnul—klnug),

q

(g = In (’“) = Iy — Inp. (266)
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Panuseid kasutades saame, et piirjuhul, kui py ja puo ldhevad soltumatult nullile on hy — 1+ N,

hy — —1 ja h3 — 1 — 3N ning sellega
hyr — 0+ N, ho_ —2¢°+ N ja hsy— 0+4N. (267)

See on kooskolas artikli [5] tulemustega, kuna piirjuhul téepoolest h__ ~ 1 + «, /67, hyy ~

a5 /67 ja hsg ~ 2as/3m. Borni tasemel normeerimiseks votame arvesse, et iildiselt kehtib
h++ - hl + hg, h,, == hl - hg, h33 == hl - hg, (268)
millest tuleb

hie=¢ (L= —p FVA) = C(1F1),  hgg = (1= —pa = A) = 0. (269)

4.4 Tulemus livel /uy + /2 =1

Teine piirjuht on tekkeldvel, kui W*-boson oma paigalsiisteemis laguneb kaheks kvargiks. See
lavi on méadratud tingimusega /i1 + /2 = 1. Tingimust kasutades selgub, et paljud panused

lihtsustuvad otsekohe, ilma et neid peaks arvutama. Saame

VAL 1, (1= an)2) = 1+ + (1= /i)' — 21 — 201 — )2 — 24 (1 — /m)? = 0
(270)
ja selleparast £o — 0, £1 — 0, £5 — 0 ja f3 — 0. £4 jaoks saame
1 21— 2
64:ln<( R/l Gl V/TY ) =In4. (271)
VT

Edasi saame 21 = 1 ja sellega S*(0) = 0 = I*(0). S.(0)-i tuleb natuke detailsemalt uurida

21 A
—W+21n21+1n<2

S:(0) = Lia(1) + Lin(1) + Lip(1) — 5 it

) 05+ (272)

+2In(2y/7im) (2 = 2¢/1) — 21 (1= gy + (1= /)*) In (14 — (1= v/m)?) -

Panuses taanduvad nii esimesed poliilogaritmid —3Liy(1) = —7?/2 vastu kui ka viimase rea
kaksiklogaritmid. Ainus kriitiline osa on esimese rea viimane panus. Selleks on vaja arendada

V) live lihedal. Saame

VAL, 1, (1= /)2 — €2) = 2 /e + O(E%) (273)
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ja

b hl(l_w_( \é:) +2V—5> (W Ml-i-\/_a)

1= —(1 )? —23/e VL= 1 — /e
L Mme N (e \ _ 2V
= 1 <1+\//T1—M1> 1 (1 \/’u_l_m> \/,u_1—,u1' (274)
Piirjuhul 0 saame
R In(\)fs ~ In(dyfe?) Y g (275)
VHL — Ml

Kokku saame siis nii S,(0) = 0 kui ka 7,(0) = 0. Jirgmiste panuste arvutamiseks kasutame

ay — 1. Sellega leiame

2 1-1
SY0) = Liy(1) — Liy(—1) — % +Inlln (1+1> — Lis(0) + Li(0) =
7T2 72 7T2
S st 10 (276)
. . 7 1, 1. .
[f(O) = LlQ(,LLl) — 2L12<w/[1,1) — E -+ §L12(1) + §L12(1) — 2L12(—\/,u1) -+

1-1
+ln< )lnl—l—lnlln(l—l) =
L=

= Lis(p) = 2Lia(y/pn) — 2Lia(—y/pa) = Lia(p) — Lia(pa) = 0, (277)

kus kasutasime Liy(2?) = 2Liy(2) + 2Lig(—2) tagurpidi. Jirgmiste arvutamiste jaoks kasutme

v — 0 ja saame sellega
Re L(v = 0) = Liy(0) — Liy(0) — 7> = —7%, (278)
mis koos tulemusega Lo (u1, (1 — /p1)?) = 0 annab

L (a1, (1= v/im)*) = L(0) = L (o, (1 = v/jm)?) = =7 (279)

See panus on téhtis ¢4 arvutamiseks. ¢4 sisaldab ka (ainukesena) f4-d, mis on hajuv tegur.

Aga sellega ei ole probleemi, sest see esineb alati koos ¢3-ga ja kaob samal pohjusel, miks enne
In(A)¢5 kadus. Seega saame

)\2 2

ta = (la—In (1 — (Vo1 — (1= \/LT1))2> (3 + <€A =In < q‘; ) — 31n(\/M)>

+ Lig(1 — ay) — Lip(1 — o) — 2L (m, (1 — jm)?) = 27°. (280)

Teine silmuliselisest parandist tulev logaritmiline panus on

(g =In ((1—/3@2) . (281)
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Seega

. 1
Ag = 2(1—/~01—/vbz)(tA“‘253(0))_2\/X€A+(1_/11_#24—2)\)53+

—~

+ = (1 — p2) VA + ;’ (14 1 = p2)ls + (1= iy + p2)la + V) ) =

= 2’ (1—m — (1—ym)?) = 2n°/m(l— Vi) = A, (282)

N | —

Arvesse vottes koiki vajaminevaid piirjuhte saame parandite jaoks uuritaval ldvel tulemuseks
ho = =167 11 po N, hi = +167° 12N, ho =0 = hs (283)

ja koos Borni taseme panusega

hoo = —2/piag® — 167y pa N,
hss = 2y/pipaq’ + 160N = hyy = h__, (284)

mis on kooskolas kirjanduses avaldatud tulemustega, et ldvel |/uy + (/12 = 1 kehtib hzz =
h++ - h__.

5 Joonised

Antud peatiikis esitame oma tulemused graafiliselt. Selleks kasutame masside jaoks véartusi,
mis on antud Particle Data Group’i poolt [20]. Lisaks peame arvesse votma, et seosekonstant

o renomeerimise teooria raames ei ole enam konstant, vaid soltub masskeskmeenergiast [21].
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5.1 Polarisatsiooni tulemuste energiasoltuvused

Oletades, et W-boson voib vaheprotsessides mitte olla massipinnal, voime vaadelda protsessi
energiasoltuvust. Sobilik energiavahemik on selleks piiratud altpoolt tekkeenergiaga E; = m; +
m. ja iilevalt poolt maksimaalse energiaga Fy = m; — my. Jargnevalt kasutame m; = 171.3 &+
1.2GeV, my = 4.20 £ 0.17GeV, m. = 1.27 £ 0.11GeV ja my = 80.398 £ 0.025GeV.

Jooniselt 5, kus on esitatud hgz(a)/hn,(Born) tulemus ndeme, et madala energia piirjuhul on
Borni taseme tulemus 1/3, samal ajal 1. jargu parandatud tulemus ldheb l6pmatusse, mis on
seletatav sellega, et héiritusarvutused madalate energiate puhul ei kehti (nn. Columbi singu-
laarsus). Korgete energiate piirjuhul ldheb Borni tulemus nulliks, samas ndeme, et parandatud

tulemus jaab 0.02 juurde. See on kooskolas valemiga (267) (2a,/3m —0.02, kus a; —0.1).

0,4—IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII

------- Born term

0.3 O(ats) 7

0.2 =

Nss(0t)/hop(Born)

0.7 =

O I | I\T\I“I“I“1-I-—I——I——I—L_L_I__I_J._L_l_J 1L J N N | l N |

O 20 o0 /5 100 125 150 1/5
Vq’ [GeV]

Joonis 5: hsz(as) panus
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Joonisel 6 on kujutatud A (as)/hnp(Born) energia soltuvus. Antud juhul ndeme, et Borni
taseme tulemus ldheneb korge energia piirjuhul nullile. Parandatud tulemus O(as) on 0.005 ja

see on valmeiga (267) kooskolas («;/6m —0.005, kus oy —0.1).

0,04—|||||||II|I||||||II|IIII|IIII|IIII
------- Born term _

0.03 F — O(a,) N

0.02 —

”’)++<O(S>/hnp<BO|’ﬂ>

0.01 = —

\
r \
Q II\I‘~I<JJ_LIJ1LIJ1LIJ1L|J1LIJ1LIIlLIII

O 20 o0 /5 100 125 150 1/5
Vq’ [GeV]

Joonis 6: h(as) panus
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Jooniselt 7 ndeme, et korgete energiate korral ldheneb Borni taseme tulemus iihele. Esimese
jargu parandi tulemus peaks olema 1.005, mis antud jooniselt pole veel ndhtav. Seetottu me

néitame eraldi ka parandite energiaséltuvusi.

/],2 IIII|IIII|IIII|IIIIIIII|IIII|IIII

------- Born term -

1.7

h__(e,)/hep(Born)

0.9 = -

0 25 50 /5 100 125 150 1/5
Vq’ [GeV]

Joonis 7: h__(as) panus
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5.2 Parandit

Joonisel 8 on esitatud parandite energiasoltuvused, kusjuures tulemused on normeeritud mitte-
polariseeritud parandi h,,,(NLO) = hs3(NLO)+h;(NLO)+h__(NLO) peale. Ténu normee-
rimisele singulaarsused taanduvad ja ndeme, et ldvel on tulemuseks 1/3, mis on heas kooskolas

valemiga (284). Korge energia piirjuhul h,,(NLO) — 6N ja vastavalt hs3(NLO) — 4/6,

e energiasoltuvus

hit(NLO) = 1/6 ja h__(NLO) — 1/6, mis jéllegi on vastavuses valemiga (284).

1

0.8

0.6

0.4

n,(NLO),/h,,(NLO)

0.2

9

—0.2

O

29 o0 /5 100 120 150 175

Vq’ [GeV]

Joonis 8: Parandite energiasoltuvus
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5.3 Polarisatsiooni tulemuste nurgasoltuvused

Joonistel 9, 10 ja 11 on esitatud polarisatsiooni nurgasoltuvuste tulemused. Taustsiisteem on
valitud nii, et see liigub sama kiirusega kui W-boson z-telje suunas, siis on z-telg kui W-bosoni
litkumissuund , kinni kiitlmutatud”, ilma et W-boson antud taustsiisteemis ise liiguks (vaadeldav
2-telg algab 0-punktist ja liigub sirgelt paremale). Ndeme, et hgs(a;) korral on panus péikisuunas
domineeriv. hy(as) ja h—_(as) puhul on panus esimesel juhul ,maha jadnud“ ja teisel juhul

»ette ldainud “.

/‘ I I I I I I I I I I I I | I I I I

2

\ES/ - — \/q2 = Mmy+m. A
g - ---- Vq® =7 GeV .

L 2

N 5 --- Vg- =10 0CeV  ~

/g e va© = my .

i 0.0 - B

_"C L —

05 |

Joonis 9: hy,(a,) nurgassltuvus radiaalesituses
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(o) /Dol ets)

0.5

0.5

= Mm,+m.
=/ GeV
= 10 GeV

Joonis 10: h (o) nurgasdltuvus radiaalesituses
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(o) /hula)

0.5

0.5

— \/q2 = Mmy,+tm. -

---- Vg'=7CeV -
---- Vq* =10 GeV -
....... \/q2: My i

Joonis 11: h__(«ay) nurgasdltuvus radiaalesituses
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Joonisel 12 vaatleme t-kvargi lagunemisprotsessi tulemusena tekkinud WW-bosoni lagunemist
kvarkideks ja analiiiisime selle koondprotsessi nurgasoltuvust. Selleks on kasutatud tulemusi
viidetest [5,6] ja t66 originaaltulemusi (229), et esitada W (0) (kasutades radiaalesitust). Tosta-
me esile, et niiteks 6 = 7 juures on parandus 6% Borni tulemusest, mis on eksperimendis juba

moodetatav suurus.

_I I | I I I I | I I I I I I I I I I I I I I
- --—-—- Born term .
2 — O<O<s>

W [10°]

W [10°]

Joonis 12: Téisprotsessi t — b+ W (— ¢+ b) lagunemismiir W (#) radiaalesituses
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6 Kokkuvote

Kéesolevas magistritoos on uuritud esimese jargu kvantkromodiinaamilisi kiirgusparandeid po-
lariseeritud W*-bosoni hadronlagunemisel. Sissejuhatuses on tutvustatud uuritava teema olu-
lisust. Lisaks on antud liihike iilevaade kasutatud matemaatilisest aparatuurist. T60 teises osas
leidsime polariseeritud W *-bosoni Borni taseme tulemused ja samuti kaheosakese protsessi alla
kuuluva verteksparandi. Verteksparandi osas on kujutegurite renormeerimise juures lahendatud
ka ultravioletsete hajumiste probleem. Magistritéo kolmandas osas on uuritud protsessi, kus
peale kahe kvargi kiirgub ka pehme gluuon (nn bremsstrahlung). Neljandas peatiikis on lahen-
datud infrapunaste hajuvuste probleem ja esitatud uuritava protsessi taistulemused. Need moo-
dustavad antud magistritéo pohitulemused, mis on plaanis ka publitseerida. Lisaks on esitatud
taistulemuste piirjuhud véiikeste masside ja protsessi ldve piirkonnas. Lopetuseks on t66 viien-
das peatiikis esitatud tulemuste graafilised lahendused. Lisaks on neid vorreldud piirjuhtude
vastustega.

T66 autor tédnab siidamest juhendajat Stefan Grootet, kes on alati pithendunult ja abivalmilt

toeks olnud kaesoleva uurimuse valmimisel.
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7 Summary

First-order quantum chromodynamical radiative correction
to the polarized W*-boson hadronic decay

In this work we study first-order quantum chromodynamical radiative corrections to the po-
larized W-boson hadronic decay W*(1) — @ + ¢ where @ is an up-type quark and § is a
down-type anti-quark. The introduction describes the relevance of the thesis’ subject. In the
second chapter as the beginning of the original work we consider the Born level process where
the W (1)-boson decays into a pair of quark and anti-quark. In the same chapter we calculate
the vertex correction and eliminate the ultra-violet divergences. In the third chapter we exami-
ne the three particle process, where in addition to the quark and anti-quark pair a soft gluon is
emitted. In the fourth chapter infra-red divergences are canceled and the total results for the
process studied in this work is presented. In the fifth chapter we present our results graphically

and compare these results with the results in the border limits.
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