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ESIMESE TRUKI SAATEKS

Kéesolev iilesannetekogu on moeldud kasutamiseks peamiselt
nendes Eesti NSV korgemates oppeasutustes, kus matemaatikat
ei opita pohiainena. Ulesannete valik vastab 350—450-tunnilisele
korgema matemaatika kursusele. Erinevalt varemilmunud f{iles-
annetekogudest on selles kogus pearohk asetatud niiteiilesanne-
tele ja nende iiksikasjalistele lahendustele. Ndiiteiilesannete valik
ja seletused lahenduste juurde on piiiitud koostada nii, et ise-
oppija oleks suuteline, parast iihe paragrahvi nédidete 1dbitéota-
mist ilma tdiendavate nouanneteta lahendama koiki selle para-
grahvi iilesandeid. Kogu kasutamise holbustamiseks on iga
paragrahvi alguses lithidalt esitatud vastav teoreetiline materjal.
Kogust on peaaegu tédiesti vilja jédetud numbrilised meetodid,
sest vastavad iilesannete tiiiibid ja nende lahendamise metoodika
ei ole veel kiillaldaselt vélja kujunenud ja iihtlustunud.

Kogemused nditavad, et kaugdppe ja Ghtuste osakondade iili-
opilastel on korgema matemaatika oppimisel peamiseks raskuseks
iilesannete lahendamise oskuse omandamine. Ilma selleta aga
jddvad ka teoreetilised teadmised pealiskaudseiks ja formaalseiks.
Autorid loodavad, et kdesolev {ilesannetekogu aitab isedppijail
kergemini ja pohjalikumalt omandada matemaatika kursust.

Kogu I osa, vdlja arvatud § 12, ning II osa § 16 on kirjuta-
nud I. Petersen ning § 12 ja II osa peale § 16 on kirjutanud
H. Roos.

Autorid on tdnulikud koigi paranduste ja mairkuste eest, mis
voiksid iilesannetekogu tdiustada.

Autorid



ANALUUTILINE GEOMEETRIA
§ 1. KOORDINAADISTIK TASAPINNAL

Olgu sirgel s valitud mingi punkt O koordinaatide algus-
punktiks, loetud iiks kahest voimalikust suunast positiivseks ja
madratud pikkusiihik. Sirge s mistahes punkti P koordinaa-
diks nimetatakse 16igu OP pikkust, kui punkt P asetseb punk-

0 P (x)

il

l

—

Joon. 1

tist O positiivses suunas, ja pikkuse —I-kordset, kui P asetseb
punktist O negatiivses suunas. Asjaolu, et punkti P koordinaat
on x, tdhistatakse P (x).

Kui sirgel s on antud kaks punkti oma koordinaatidega
Py(x;) ja Py(xs), siis on nende punktide vahelise 16igu PP, pik-
kus

|P1Pa| = [x3 — 4.
Vahet

PPy = x,— x4,
mis vordub 16igu PP, pikkusega, kui suund punktist P, punkti
P, iihtib sirge s positiivse suunaga, ja selle pikkuse —I-kordsega

vastupidisel juhul, nimetatakse suunatud sirgloigu PPy suu-
ruseks.

Loigu alguse ja l1opu vahetamisel tema suurus muudab marki:
PPy = —P,P;.

Iga kolme punkti Py, P, ja P; puhul on l6igu PPz suurus vordne
1oikude P,P; ja P,P; suuruste summaga:

PiP; = P1Py + PP,




Kui sirgel s antud kolme punkti P;(xy), Pa2(x2) ja P(x) puhul
suunatud sirgloikude P,P ja PP, suuruste suhe on 4, s. t.

PP

PP,

]

siis Oeldakse, et punkt P jaotab 16igu PP, suhtes 2.
Kui P asetseb P; ja P, vahel, siis on 4 >0, kui P, asetseb P; ja_
. P vahel, siis 4 <—1, ja kui P, asetseb P ja P, vahel, siis
—1 <4 <0. Loiku P,P, suhtes 4 jaotava punkti P koordinaat
avaldub kujul

Xy 4 A%,

144

Loigu keskpunkti koordinaat (A=1) on vordne otspunktide
koordinaatide poolsummaga.

Cartesiuse ristkoordinaadistik tasapinnal
koosneb kahest ristuvast sirgest, milledel on valitud postiivsed
suunad ja milledest iihte nimetatakse x- ehk abstsissteljeks ja
teist y- ehk ordinaatteljeks, ning pikkusiihikust. Koordmaattel-
gede loikepunkti O nimetatakse koordinaatide alguspunktiks.
Tasapinna mistahes punkti P abstsissiks x nimetatakse suu-

natud sirgloigu OQ suurust, x=O—Q, ja ordinaadiks suu-

natud sirgloigu OR suurust, y = OR, kus Q ja R on punkti P pro-
jektsioonid vastavalt x- ja y-teljel (joon. 2). Asjaolu, et punkti P
abstsiss on x ja ordinaat y, tdhistatakse P(x; y).

Punktide P;(x1; y1) ja Pa(xs; y2) vaheline kaugus d avaldub
kujul

d =7V (x2— x1)2+ (Y2 — y1)2 (1)

Sirgloéigu PP, suunanurgaks e« nimetatakse vastu
kellaosuti liikumise suunda moddetud nurka x-telje positiivsest
suunast kuni suunani PP, (joon. 3).

P

Joon. 2 Joon. 3



Valemid

yz_yl
Al =—r——
Xog — X1
: Ya— Y1
S =t e P (2)
V (%2 — %1)2 4 (Y2 — y1)?
Xo — X

Cosa =

V (xg — X1)2 4 (Y2 — 1) ?

avaldavad 16igu PP, suunanurga « trigonomeetrilised funktsioo-
nid selle 16igu otspunktide koordinaatide kaudu.

Kui punkt P(x; y) jaotab punktist P, (x1; y1) punkti Py(xs; y2)
suunduva 16igu suhtes 4, siis '

o Xy A%y s Y1+ Y2 3)
ot 142 ° ¥ =5 72 (

Sirgloigu keskpunkti koordinaatideks on otspunktide vastavate
koordinaatide poolsummad. ‘

Kui kolmnurga tipud on Pj(xi; y1), P2(x2; y2) ja Ps(xs; ys),
siis avaldub tema pindala S kujul

Xp— X yz—yxl
. gl T [ R '/ "
Xe—X) Yot

X3— X1 Ys— Y

1
S=| (4)

kusjuures determinant I on positiivne, kui lii-
kumisel punktist P; punkti P, kolmnurk asetseb vasakul, nega-
tiilvne vastupidisel juhul ja vordne nulliga, kui punktid P,, P, ja
. P3 asetsevad iihel sirgel.

Cartesiuse ristkoordinaadistiku teisendust, mille puhul uue
koordinaadistiku: O’x’y’ teljed on vana teljestiku Oxy telgedega
paralleelsed ja samasuunalised (joon. 4), nimetatakse paral-
leelliikkeks. Kui uue ja vana teljestiku alguspunktid lange-
vad iihte (joon. 5), siis nimetatakse teisendust teljestiku

| % A ¢

ot o /
L o

Joon. 4 Joon. 5




pooramiseks. Uldise koordinaaditeisenduse puhul (joon. 6)
on uuel ja vanal teljestikul nii alguspunktid kui ka telgede sihid
erinevad. Tasapinna mistahes punkti P koordinaadid x, y vana
teljestiku suhtes avalduvad sama punkti koordinaatide x’, z’
kaudu uue teljestiku suhtes paralleelliikke puhul valemitega

x=x"4+x%, Y=y + v, (5)

kus xo ja yo on uue koordinaatide alguspunkti O’ koordinaadid-
vanas teljestikus; teljestiku péoramise puhul nurga a vorra vastu
kellaosuti liikumise suunda valemitega

x=1x"cosa—y sina, (6)
y=x'sina -+ y’ cos a;

iildise koordinaaditeisenduse puhul, kui uue alguspunkti-koordi-
naadid vanas teljestikus on xo, yo ja nurk vanast abstsissteljest
uueni on a, valemitega %

x=x"cos @ — y’ sin & + xo,
y=1x"sin a4 y’ cos a -+ yo.

Tasapinna polaarkoordinaadistik on madratud
punktiga O, mida nimetatakse pooluseks, sellest punktist viljuva
kiirega, mida nimetatakse polaarteljeks, ja pikkusiithikuga. Tasa--
pinna punkti P polaarkauguseks o nimetatakse 1oigu OP
pikkust ja polaarnurgaks O nurka polaarteljest vastu
kellaosuti liikumise suunda suunani OP (joon. 7).

Joon. 6 Joonv. v

Kui polaarkoordinaadistiku pooluseks on Cartesiuse ristkoordi-
naadistiku alguspunkt ja polaarteljeks x-telg, siis on punkti P
Cartesiuse koordinaadid x, y ning polaarkoordinaadid o, © seo-
tud valemitega

Q)

x=gcos®, o=TV2+¢
Lt

hie=psin @, tan @ =

__x.



Naiteid

I. Leida koordinaattelgede' positiivsete suundade vahelise
nurga poolitajal punkt, mis asetseb punktidest A(—1; 5) ja
B\(2; —3) vordsel kaugusel.

Lahendus. Olgu otsitav punkt P(x; y). Et P asetseb
koordinaattelgede positiivsete suundade vahelise nurga poolitajal,
siis

=ik
Tingimusest AP = BP jareldub loigu pikkuse valemi (1) jargi
VE+ D2+ —5)2=7(x—2)2+ @ +3)%

Asendades siin y=wx, tostes ruutu ja lihtsustades, saame
10x = 13, millest x=1,3 ja seega ka y=1,3. Otsitav punkt on
jarelikult P(1,3; 1,3).

1I. Kolmnurga mediaanide loikepunkt on M(0; 3), iiks tipp
A(3; —4) ja selle tipu lahiskilje AB keskpunkt K(—1; 1). Leida
tipud B ja C (joon. 8).

Labhendus. Et K on
kiilje AB keskpunkt, siis jaotab 7
punkt B loigu AK suhtes 2=
= —2 (|AB|=2|BK|, AB ja BK ! 3
on vastupidi suunatud). Seega
avalduvad tipu B koordinaadid
valemite (3) jargi:

8- 2:+(==1)

Repeict b R b ARl i

1—2

ja A
e D41 P h + r

i o ke

Tipu C leidmiseks kasutame
asjaolu, et kolmnurga mediaa- ] A

; nide 16ikepunkt asetseb o T

mediaani pikkuse kaugusel vastava kiilje keskpunktist (|[KM|=

1
=?]KC[). Tipp C jaotab jarelikult 16igu KM suhtes 2 = —-7,

nii et C koordinaadid on valemite (3) jargi

3 3
bl i 1 ——-3
2 A : f/
X Iy (et e a O e s st - ol
3 AT 4 3
l —— | LAY
2 2

Otsitavad kolmnurga tipud on seega B(—5; 6) ja C(2; 7).
9



I11. Kolmnurga kaks tippu on A(2 —1) ja B(5; 2). Madrata
kolmas tipp C, mis asetseb koordinaatide alguspunktist kaugusel

Y17, nii et kolmnurga pindala oleks 9.
Lahendus. Olgu tipu C koordinaadid (x; y). Et C asetseb

koordinaatide alguspunktlst (0;0) kaugusel V17, siis

Y =T, (*)
Tingimusest kolmnurga ABC pindala kohta jadreldub valemi (4) .
pohjal, et
ll 5—2 2— |]—9
2 e el
ehk Bt Tt ( )
|—3x + 3y + 9| =
mis on rahuldatud, kui
3 —3x+3y+9=18 ehk x—y-4+3=0 g )
vOi
—3x+3y+9=—18 ehk x—y—9=0. (N

Vorranditest (*) ja (**) koosnevast siisteemist saame kaks’

punkti, mis rahuldavad iilesande tingimusi: C;(1; 4) ja
Cy(—4; —1). Vorranditest (*) ja (***) koosneval siisteemil ei
ole reaalseid lahendeid.

Mirkus. Vorrandit (*) rahuldavad tasapinna kodigi nende punktide koordi-
naadid, mille kaugus koordinaatide alguspunktlst on V 17, seega ringjoone, mille

keskpunktiks on koordinaatide alguspunkt ja raadiuseks V17, punktid. Vorrand
(**) voi (***) on rahuldatud, kui punkt C(x; y) asetseb sirgest AB niisugu-

yh

A S

Joon. 9

- 10

.



18 18

. L
sel kaugusel 4, et ?IABlh=9', Bt he= = =

|ABl  V(BE—22+[2—(—D) ]

=—————3\/2 Seega tdhendab noue, et C rahuldaks vorrandit (**)
V18

voi vorrandit (#**), et C peab asetsema iihel sirgega AB paralleelseist sirgeist,

mille kaugus sirgest AB on 3 V 2. Leitud punktid C, ja C, on jirelikult kirjel-
datud ringjoone ja paralleelsete sirgete paari 16ikepunktid (joon. 9).

Koordinaadid sirgel '

1
1. Konstrueerida punktid A(4), B(—3), C(—), D(0),

2
E(—72), F(¥5—1).
2. Kuidas asetsevad punktid, mille koordinaadid rahuldavad
vorratust
—1

R - 3) x+3>0;
2) x+4<0; 4) x2—x—6<<O.
3. Leida 16igu MN suurus ja pikkus, kui
1) M(2), N(7); 3) M(1), N(—3);
2) M(7), N(2); 4) M(—2), N(—11).

4. Arvutada punkti Q koordinaat, kui

1) P(2), PQ=3; 3) P(—5), PQ = —T,;
2) P(2), QP =3; 4) P(1), |PQ| =5.

5. Leida suhe, milles punkt M jaotab 16igu KL, kui

1) K(—1), L(5) ja M(3); 3) K(4), L(—2) ja M(—T); _
2) K(1), L(13) ja M(5); 4) K(V/2),L(—V 2) jaM(V 3).

6. Leida punktid, mis jaotavad punktide A(7) ja B(—5) vahe-
lise 16igu kaheksaks vordseks osaks.
7. Leida punkt B, kui punkt C(—4) jaotab punktide A(2) ja
B vahelise 16igu suhtes —3.
8. Leida punktiga A(2) siimmeetriline punkt C punkti
B(—3) subhtes.
9. Punkt C jaotab ldigu AB suhtes A. Missuguses suhtes
jaotab
1) punkt C loigu BA?
2) punkt A ldigu BC?
3) punkt B loigu CA?

11



Cartesiuse ristkoordinaadid tasapinnal

10. Konstrueerida punktid A(4; 2), B(—1; 3), C(—2; 5),

1 ALS £
D(——Q; 0 ), E(0; —V2), F(Y2; —V5).
11. Leida punkti M(—2; 3) projektsioonid koordinaattelge-
del.

12. Leida punktiga A(—7; 3) siimmeetrilised punktid x-telje,
y-telje ja koordinaatide alguspunkti suhtes.

13. Mis tingimust rahuldavad punkti P(x; y) koordinaadid,
kui P asetseb

1) x-teljel?> 2) y-teljel? 3) koordinaattelgede positiivsete
suundade vahelise nurga poolitajal? 4) y-teljest vasakul?
5) tasapinna veerandis x-telje positiivse ja y-telje negatiivse suuna
vahel?

14. Leida korrapdrase kuusnurga ABCDEF tippude koordi-
naadid, kui koordinaatide alguspunktiks on tipp A, x-telg suun-
dub 1abi tipu B ja y-telg 1dbi tipu E ning kuusnurga kiilje pik-
kus on 2. ,

Sirgloigu pikkus ja suunanurk
15. Arvutada punktide A ja B vaheline kaugus, kui
1) A(0; 0), B(4; 3);

2) A(4; 5), B(9; —7);
3) A(—4; 2), B(1; —3).

16. Kolmnurga tipud on A(6; 11), B(—2; 3), C(1; —1). Leida
kolmnurga {imbermoot.

17. Leida x-teljel punkt, mis asetseb vordsel kaugusel punk-
tidest (3; 7) ja (1; 1).

18. Leida y-teljel punkt, mis asetseb koordinaatide alguspunk-
tist niisama kaugel kui punktist (4; 3).

19. Leida punkti (2; —4) ldbiva ringjoone keskpunkt, kui see
ringjoon puudutab y-telge punktis (0; 2).

20. Ringjoon ldbib punkti (—4; 2) ja puudutab molemat koordi-
naattelge. Leida ringjoone keskpunkt ja raadius.

21. Arvutada 10igu AB suunanurga trigonomeetriliste funkt-
sioonide vadartused, kui

1) A(8; 2), B(7; 5);
2) A(—1; 4), B(2; —5);

3) A(—%—; l;) , B(—2:0).

12



22. Leida 16igu MN suunanurk, kui

1) M(—2; 1), N(1; 4);
2) M(0; 7), N(—/3; 6);
3) M(3; —2), N(5; —4).

23. Kolmnurga tipud on A(—1; 2), B(3; 0) ja C(2; 5). Arvu-
tada selle kolmnurga sisenurkade tangensid.

Sirgloigu jaotamine antud suhtes

2k4t. Leida punktide A(—7; 6) ja B(5; 4) vahelise 16igu kesk-
punkt. 5
25. Leida punktiga (5; —2) siimmeetriline punkt punkti
(3; 6) suhtes.

26. Leida punktid, mis jaotavad punktide (3; 4) ja (—3; 1)
vahelise 16igu kolmeks vordseks osaks.

27. Roopkiiliku kolm tippu on A (7; —5), B(4; 3) ja C(2; —4).
Leida neljas tipp, teades, et ta asetseb A vastas.

28. Kolmnurga tipud on (—4; 0) (2; 4) ja (—1; —1). Leida
mediaanide 16ikepunkt.

29. Kolmnurga kaks tippu on A(l; 2) ja B(—3; 4) ning
mediaanide 16ikepunkt M (1; 3). Leida kolmas tipp.

30. Missuguses suhtes jaotab punkte P(—2; 7) ja Q(3; 1)
ldbiva sirge ning y-telje loikepunkt 16igu PQ?

31. Mitmekordseks tuleb pikendada 16ik, mille algus on (5; 7)
ja lopp (—1; 4), et ta ulatuks x-teljeni?

32. Roopkiiliku iihe kiilje otspunktid on (1; —3) ja (—2; 1)
ning selle kiilje vastaskiilje keskpunkt on (2; 4). Leida diagonaa-
lide pikkused.

33. Kolmnurga tipud on A(—2; 1), B(l; 5) ja C(—7; 11).
Arvutada tipust B tommatud nurgapoolitaja pikkus.

Kolmnurga pindala

34. Arvutada kolmnurga pindala, kui kolmnurga tipud on

1) A(2; —3), B(—3; 4) ja C(—4; --5);
2) K(3; —2), L(—5; 2) ja M(—1; —3);
3) Pi(—S8; 6), P2(2; 1) ja P3s(—2; —2).

35. Arvutada kolmnurga pindala, kui kolmnurga kaks tippu
on A(4; —3) ja B(2; 5) ning kolmandaks tipuks on punkti A pro-
jektsioon x-teljel.

36. Arvutada nelinurga pindala, kui tema tipud on (3; —1),
(2; 3), (—5; 2) ja (—1; —4).

13



37. Arvutada punkti (—1; 2) kaugus punkte (3; —1) ja (6; 3)
lédbivast sirgest.

38. Kolmnurga kaks tippu on (4; 1) ja (—3; 2). Leida kol-
masléipp, kui see asetseb ordinaatteljel ja kui kolmnurga pindala
on 12.

39. Kolmnurga kaks tippu on A(—3; 1) ja B(—1; —3). Leida
kolmas tipp, teades, et kolmnurga pindala on 3 ja mediaanide
16ikepunkt asetseb x-teljel.

40. - Kolmnurga kaks tippu on A(—1; 7) ja B(—3; 0) ning
mediaanide 16ikepunkt K(—1; 3). Arvutada selle kolmnurga pind-
ala.

Cartesiuse koordinaatide teisendamine

41. Koostada koordinaatide teisendamise valemid paralleel-
.+ liikke jaoks, kui uueks alguspunktiks on (—2; 7).

42. Leida punktide A(—1; 3), B(5; —2) ja C(—3; —4) uued
koordinaadid pédrast alguspunkti viimist paralleelliikkega punkti
(2; —1).

43. Koostada koordinaatide teisendamise valemid, kui telgi

i
on pébratud fimber alguspunkti 1) 45°, 2) —, 3) 300°, 4) —90°

vorra.

44. Punkti A koordinaadid on pérast telgede podramist iimber
alguspunkti nurga 60° vorra (2v/ 3; —4). Arvutada punkti A
koordinaadid vanas koordinaadistikus.

45. Arvutada punktide M(—1; \/ 3) ja N(2; 0) koordinaadid
uues koordinaadistikus, mis on saadud vanast teljestiku poora-
misega iimber alguspunkti 240° vorra.

46. Leida uue alguspunkti vanad koordinaadid ja nurk e,
mille vorra on pooratud telgi, kui koordinaatide teisendamise
valemid on

xl+y/ _xl+yl+4
) bty Y=
V2 2
2) x=—x"+3, y=—y —2.

47. Koostada koordinaatide teisendamise valemid, kui uueks
alguspunktiks on punkt A (8; —4) ja uus x-telg suundub 1dbi vanas
teljestikus antud punkti B(—7; 4). ,

48. Missugused on punkti (7; 1) koordinaadid pérast koordi-
naatide alguspunkti viimist punkti (2; 3) ja teljestiku p6oramist
45° vorra?

49. Leida punkt, mille uued ja vanad koordinaadid on vord-
sed, kui uueks alguspunktiks on (—2; 1) ja uued teljed moodus-

4

tavad vanadega teravnurga @, mille tangens on 3

14



Polaarkoordinaaaistik

50. Konstrueerida punktid, mis on antud oma polaarkoordi-
T

7 57
naatidega: 4(2:3), B(30), ¢(1.5), D(5—F)

7
51. Leida punktidega M( 2;%) ja N( S;E-n) siimmeetrilised

punktid M;, N, pooluse suhtes ja siimmeetrilised punktid Ms, N,
polaartelje suhtes.

52. Leida sirgloigu keskpunkti polaarkoordinaadid, kui ots-
punktid on 3

1) A(S;%) ja B(Q;——:-n);
2) A (3;%) ja B (3§n)

53. Arvutada punktide A(S;%) ja B( 12;—%) véheline
kaugus.
- 54. Arvutada kolmnurga pindala, kui kolmnurga iiheks tipuks

57 F 1
on poolus ja kaks teist tippu on (S;Té-) ja (8;3).

~ £’

55. Arvutada punktide A( 4;—315), B( ]/8;':1‘.7'5) ja C( 1;—%)'
Cartesiuse koordinaadid, vottes pooluse alguspunktiks ja polaar-
telje x-teljeks.

56. Leida Cartesiuse koordinaadistikus antud punktide
A(0; —3), B(v/ 3; 1) ja C(—3+/ 2; —3/ 2) polaarkoordinaadid,
vottes pooluseks Cartesiuse koordinaatide alguspunkti ja polaar-
teljeks x-telje.

57. Leida punkti Cartesiuse koordinaadid, kui selle punkti
;—Z), kusjuures poolus asetseb Carte-
siuse koordinaadistiku punktis (—3; 5) ja polaartelg on paralleelne
y-teljega, kuid vastupidi suunatud.

polaarkoordinaadid on ( g



§ 2. SIRGJOON JA RINGJOON TASAPINNAL

Joone vorrandiks (mingis koordinaadistikus) nimeta-
takse kahte muutujat sisaldavat vorrandit, mida rahuldavad
joone iga punkti koordinaadid ja ainult need. Joone vorrandis esi-
nevaid muutujaid nimetatakse joone jooksva punkti
koordinaatideks.

Sirge tousuks mnimetatakse x-telje ja sirge vahelise
nurga tangensit. Kui sirge 1dbib punkti P, (x;; y;) ja ta tous on &,
siis on sirge vorrand ‘

Y=y + k(x—x). (1)

Sirge ja y-telje 16ikepunkti ordinaati nimetatakse sirge algor-
dinaadiks. Kui sirge tous on % ja algordinaat b, siis on ta

vorrand
y=~kx -+ b. (2)
Punkte P,(xi; y1) ja Ps(x2; y2) ldbiva sirge vorrand on
X — Xy Xo — X1 3
Yy—uy o Ya—y )

Kui sirge 16ikab koordinaattelgi vastavalt punktides (a; 0) ja
(0; b), siis on sirge vorrand
X y )
—+5 =1 (4)
kusjuures arve a ja b nimetatakse sirge telgloikudeks.
Sirge vorrandit :
xcosa—+ysinae—p=0, (5)

kus sirge asendit méddravaiks andmeiks on sirge kaugus koordi-
naatide alguspunktist p ja seda kaugust mootva 16igu suunanurk «,
nimetatakse sirge normaalvorrandiks.

Uldist kahe muutujaga lineaarvorrandit

ax-+by-+c=0,

mis esitab alati (kui a ja b pole korraga nullid) sirget, nimeta-
takse sirge fildvorrandiks.
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Sirge iildvorrandi teisendamiseks normaalkujule tuleb teda kor-
rutada normeeriva teguriga
s |

CET N

mille margiks on {ildvorrandi vabaliikme ¢ margi vastandmark.

Kui sirge s tous on %; ja sirge ¢ tous ks, ning nurk sirgest s
sirgeni ¢ on ¢, siis

tanp = g yen g (6)
Sirged s ja ¢ on paralleelsed, kui k= ks, ja risti, kui &ky= —1.
Uldvorranditega ajx 4 b1y -+ ¢1=10 ja ax + boy -+ co =0 antud
sirgete vahelise nurga tangens avaldub kujul
albz——agbl

tane = Tt .

Need sirged on paralleelsed, kui a;b;—asb;=0, ja risti, kui
aQs —l— b1b2 =0

Punkti Py(x1; y1) kaugus d normaalvorrandiga antud sirgest
X cosa—+ ysina — p=0 on vordne selle normaalvorrandi vasaku
poole. absoluutvaartusega kui seal jooksva punkti koordinaadid
asendada P, vastavate koordinaatidega:

d==|x;cosa-+y sina— p|

Kui sirge normaalvorrandi vasakus pooles x ja y asendamisel
Py koordinaatidega tulemus osutub negatiivseks, siis asetsevad
koordinaatide alguspunkt ja P, samal pool antud sirget, kui aga
positiivseks, siis teine teisel pool.
Punkti P,(x;; y1) kaugus iildvorrandiga ax -+ by -+ ¢ = 0 antud
sirgest on
‘\\-\ lax, + by, 4 q
A e e e (8)
v az+ b'_’ £
Sirgete ajx+-biy+c,=0 ja axx- byy-+ ca=0 vaheliste
nurkade poolitussirgete vorrandid on

ax + by + ¢ azx -+ boy -+ o
SRR L (9)
Va?+ b’ Vag®+ by?

Tasapinna iihes punktis loikuvate sirgete kogu nimetatakse
sirgete kimbuks, nende sirgete iihist punkti kimbu keskpunk-
tiks. Kui ax “+ b1y -+ ¢ =0 ja asx -+ boy + co=0 on kaks loiku-
vat sirget, siis e51tab vorrand

ax+ by c+A(ax+ by +c) =0 . (10)

iga 4 puhul nende kahe sirge loikepunkti ldbivat sirget. Vastu-
pidi, vorrandiga (10) on sobival A valikul esitatav iga antud
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kahe sirge l6ikepunkti ldbiv sirge peale teise antud sirge. Vor-
randit (10) nimetatakse seetottu sirgete kimbu vorrandiks.

Kui ringjoone keskpunkt on K(xo; yo) ja raadius r, siis
on ringjoone vorrand

(x —X0)2+ (¥ — yo)2 =12 (11)
Kui vorrandi
kx? 4 ky? + 2lx+ 2my+n=0 (k=£0) (12)
teisendamisel kujule
(x—p)*+ (4—q)?=u (13)

tuleb u >0, siis esitab vorrand (12) ringjoont, mille keskpunkt

on (p;q) ja raadius yu; kui tuleb u = 0, siis esitab (12) punkti
(p; q); kui tuleb u <0, siis esitab (12) kujunditut joont (iithegi
reaalse punkti koordinaadid ei rahulda vorrandit).

Niiteid

I. Koostada wvorrand joonele, mille iga punkti P kauguste’
ruutude summa punktideni A(—2; 1) ja B(3! —2) vdrdub punkti P
kauguse ruuduga punktini C(1; 3).

Lahendus. Punkt P(x; y) asetseb iilesandes antud joonel
tapselt siis, kui |AP|2 4 |BP[> =|CPJ? ehk kui

(x+2)2+ (1 — )2+ (r—3)24 (y+2)° =
= (x—12+ (1—3)%,

mida lihtsustades saamegi noutud vorrandi
X2 y2 -+ 8y + 8=0.

I1. Sirgloik pikkusega 2a liigub nii, et ta iiks otspunkt asetseb
kogu aeg polaarteljel ja teine otspunkt polaarteljele poolusest tom-
matud ristsirgel. Koostada polaarkoordinaadistikus vorrand joo-
nele, mille kirjeldab pooluse projektsioon sellel sirgloigul. Teisen-
dada saadud vérrand Cartesiuse koordinaadistikku, vottes algus-
punktiks pooluse ja x-teljeks polaartelje.

Lahendus. Olgu P(p; ©) vaadeldava joone mingi punkt.
Siis (joon. 10) Sy

4 4
IOQ‘ R [cos 6\ - ’ORI s ]sin 9\ )
mida ruutu tostes ja liites saame
1 1 0?
008+ [0R? = ¢* (5 + 55 ) =

sin? @ cos? @

18



Y
R
p
3N
4
Q@ ~
Joon. 10

Et aga soltumatult P asukohast joonel
|OQP?+|OR|*=|QR[* = 4a?,
02
sin? @ cos? @
ehk g?>=a?(2sin O cos ©)? ehk
o=a|sin26),

siis

402 =

- mis ongi ndutud vorrand polaarkoordinaadistikus. Saadud vor-
randi feisendamiseks Cartesiuse koordinaadistikku asendame

temas [§ 1, valemite (7) jéargi] eo=VYx*+4 4% sin20 =

X y x 2xy
=251n8c059=2?—0=—;2+y2 - Saame
F g O
Vx +Y _ax2_|..y2 2
millest

II1. Leida punktide A(1; —4) ja B(3; 8) vahelise loigu kesk-
ristsirge.

Lahendus. Loigu AB suunanurga tangens (sirge AB tous)
8 — (—4)

on § 1, valemi (2) pohjal &= 2w

= 6. Otsitava ristsirge

tous on siis niisugune arv ki, et kky = —1, millest &y = ST

o ; 19
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2

Loigu AB keskpunkti K koordinaadid on x3=

e,
= ;_ = 2. Asetades punkti ja tousuga madratud sirge

vorrandisse (1) otsitava sirge leitud tousu ja leitud punkti koor-
1

== i

dinaadid, saame y = 2———6— (x —2), millest

x4+ 6y —14=0,

mis ongi 16igu AB keskristsirge vorrand.

Teine lahendusviis. Et l6igu keskristsirge punktid
ja ainult need asetsevad loigu otspunktidest vordsel kaugusel,
siis on P(x; y) loigu AB keskristsirge punkt tédpselt siis, kui
|AP|=|BP| ehk |AP|?=|BPJ?, millest sirgloigu pikkuse valemit
rakendades saame

(x—124 (y+4)?=(x—3)*+ (y—8)2

ehk lihtsustatult
x4+ 6y —14=0.

IV. Leida sirgel 2x —3y—5=0 (s) punktid, mis asetsevad
sirgest x +2y— 11 =0 (t) kaugusel ';/E.

Lahendus. Koik punktid, mis asetsevad sirgest ¢ kaugu-

sel 75, moodustavad paralleelsete sirgete paari. Kui P(x;y)
on selle sirgete paari mingi punkt, siis valemi (8) jérgi

|x 42y — 11 £ }/—
VIEF®E
ehk
|+ 2y —11|=5
ehk

x+2y—11=-45.

Sirgega t paralleelsed ja temast kaugusel 1/3 asetsevad sirged
on seega

x+2y—16=0 (u) jax+2y—6=0 (v).

Otsitavad punktid on sirgete s ja u ning s ja v loikepunktid,
mille koordinaadid leiame nende sirgete vorrandeist koosnevate
siisteemide lahendamisel. Sirgete s ja u loikepunktiks osutub
( b8 2y

£ees 7) ning sirgete s ja v loikepunktiks (4;1).
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V. Koostada sirge 6x--2y—13=0 (s) nende ristsirgete
vorrandid, mille kaugus punktist A(4;5) on ¥ 10.

Lahendus. Uldvorrandiga antud sirgete ristumise tingi-
muse jargi on sirge s iga ristsirge vabaliikme ¢ sobival valikul
esitatav vorrandiga

x—3y +c=0. {*})

Kéesoleva iilesande kohaselt peab vorrandis (*) ¢ olema niisugune,
et [valemi (8) jérgi] .

$ 3.5 511,
I 4 ¢| |

VIEE (—3)7

milest 'c— I'l=-10,"'s. t . cr=21," 6o =A. Jarelikul " oniiiles:
andes noutud sirgete vorrandid x—3y-+-21=0 ja x—3y-

S0

VI. Leida sirgete 2x - 3y —4=0 (s) ja x—4y—'—2—0 (2)
loikepunkti ldabiv sirge, mis moodustab sirgega 2x+y—7 =
=0 (u) nurga, mille tangens on 2.

Lahendus. Etotsitav sirge 14dbib s ja ¢ 16ikepunkti, siis kuu-
lub ta sirgetega s ja f mdidratud kimpu ja on jirelikult esitatav
vorrandiga

2x+3y —4+A(x—4y+2) =0

(valja arvatud juhtum, kus otsitavaks osutub sirge ¢) ehk

(2+24)x+ (3—44)y—4-+-24=0. (*)

Ulesande tingimuste kohaselt nouame, et sirgete u ja (*) vahelise
nurga tangens oleks 2. Et sirgete jérjekord seejuures ei ole maa-
ratud ja sirgest u sirgeni (*) moodetud nurga tangens erineb
sirgest (*) sirgeni # moodetud nurga tangensist ainult mérgi
poolest, siis saame valemi (7) pohjal 4 madramiseks vorrandid

2 (8 i A) e B LD o )

2@t 1l Gy — 2
ehk
49 i 4F 14 18
T = +2, millest Z,=?:;4—, M=—2, la=—3 TR
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Asetades need A védartused vorrandisse (*), saame iilesandele kaks
vastust:

1ly —8=0 ja 44x — 33y — 16 = 0.

VII. Kolmnurga iiks kilg on 5x -+ 4y — 17 =0 (r) ning kaks
korgust 4x +y—18=0 (u) ja 2x —y-+ 1=0 (v). Leida antud
kiilje vastastipp.

Lahendus. Kolmnurga antud kiilg r ei ole risti korgu-
sega u (sest 5-4-4+4-1=0)
ega korgusega v [sest 524
+4.(—1)==0]. Jédrelikult on
r ja u loikepunkt A ning r ja v
16ikepunkt B kolmnurga tipud
(joon. 11). Punkti A Ilabiv
korguse v ristsirge s ja punkti
B 1abiv korguse u ristsirge ¢ on
kolmnurga kiiljed. Otsitav kiil-
je r vastastipp on kiilgede s ja
t 16ikepunkt C.

Sirge s vorrandi leidmiseks
koostame sirgetega r ja u maéa-
ratud kimbu vorrandi

x4y — 17+ A(dx—+y—18) =0

ning médrame 4 sirgete s ja v ristumise tingimusest (54 44) -2+~

Joon. 11

+ (44 24) (—1) =0, millest 4 = ~F ja sirge s vorrand on

x+2y—1=0. (s)
Analoogiliselt leiame sirgetega r ja v méidratud kimbu vorrandis
5x+4y — 174+ u2x—y-41) =0

parameetri p tingimusest, et vastav sirge oleks risti sirgega u.

24

Saame y = =1 nii et sirge ¢ vorrand on

x—4y-+ 11=0. (%)

Ulesandes noutud kolmnurga tipu koordinaatideks saame vorran-
deist (s) ja (#) koosneva siisteemi lahendamisel C(—3; 2).
Arvutuste kontrollimiseks leiame kolmnurga ABC kolmanda
korguse w kui antud kiilje r ristsirge, mis ldbib antud koérguste
u ja v 1oikepunkti K, ning veendume, et C asetseb sellel korgusel.
Sirge w vorrand tuleb 4x — 5y-}22=0 ning C koordinaatide

g2



asendamine annab 4:(—3) —5:2422=—12—10-}-22=0,
nagu peabki olema.

VIII. Nurga iiks haar on 3x-+ 4y —1=0 (s) ning nurga-
poolitaja 14x—8y—3=0 (?).
Leida teine haar.

Lahendus. Votame sirgel s
vabalt punkti A (mis ei ole s
ja t loikepunkt), leiame punkti A
ristprojektsiooni B sirgel ¢ ja
nende kahe punkti abil kolmanda
punkti C, mis on punktiga A siim-
meetriline sirge ¢ suhtes. Otsitav
nurga teine haar ldbib s ja ¢ 16i-
kepunkti K ning punkti C Jook 19
(joon. 12).

Sirgel s asetseb nditeks punkt A(—1; 1) [sest 3. (—1) +
+4-1—1=0]. Kirjutades sirge ¢ vorrandi {imber Kkujul

T 3

S S ndeme, et ¢ tous on &4 i Tema ristsirge u tous
4 4
on siis ky = vy ja u vorrand y = 1-—7 (x+ 1) ehk
4x 4+ 7Ty — 3=0. (u)

Lahendades sirgete ¢ ja u vorrandeist koosneva siisteemi, saame

AT
nende sirgete l0ikepunktiks B (%;1—3). Punktiga A sirge ¢ suh-

tes siimmeetriline punkt C jaotab 16igu AB suhtes 1 = —2. Jére-
likult on C koordinaadid

9 3
Y 15 T Tl
2 22 13 7
M TUREET e TR T Ry

Sirgetega s ja f méddratud kimbu vorrand on
3x+4y — 1 + u(14x — 8y — 3) =0. (%

Asetades sellesse vorrandisse jooksva punkti koordinaatide ase-

mele C koordinaadid, saame 25+ 325y = 0, millest u = TR

mis asetatuna kimbu vorrandisse (*) annab nurga haara v
vorrandiks

5x - 12y — 2=0.
23



IX. Leida sirge, mille loik sirgete x—2y—+9=0 (s) ia
© 3x 4+ 5y -+ 4=0 (t) vahel poolitub punktis M(1; 4).

Lahendus. Et otsitav sirge 1dbib punkti M, siis on ta vor-
rand esitatav kujul

y—4+k@Ex—1) - (*)

(vilja arvatud juhtum, kus sirge on paralleelne y-teljega).
Tousu k méaidramiseks leiame sirgete (*) ja s ning (*) ja ¢ loike-
punktide abstsissid ja nouame, et nende aritmeetiliseks keskmi-
seks oleks punkti M abstsiss (sest siis on M l6ikepunktide-vahelise
16igu keskpunkt). Vorrandisiisteemist

kx —y-+4—k=0,

x—2y+9=0
i , TN
saame sirgete (*) ja s loikepunkti abstsissiks x4 = i o N
siisteemist
kx —y—+4—k=0,
3x+5y+4=0
5k — 24 =
sirgete (*) ja t loikepunkti abstsissiks X2 = T3 Nou-
X+ %2 3 &5 . >
dest 3 =1 saame & =7, ali et otsitav sirge on y =4+

3
-|—Z(x—1) ehk 3x—4y -+ 13=0.

X. Koostada ringjoone vorrand, kui ringjoon ldbib punkti
A(—3; 1) ja puudutab sirget 2x — y-+3=0 (s) punktis B(1; 5).
Lahendus. Ringjoone vorrandi koostamiseks on vaja teada
ta keskpunkti ja raadiust. Koigil ringjoontel, mis puudutavad
sirget s punktis B, asetsevad
keskpunktid punktis B sirgele s
tommatud ristsirgel ¢ Koigil
kahte punkti A ja B lédbivatel
ringjoontel asetsevad keskpunk-
tid Idigu AB keskristsirgel :.
Jarelikult on kéesoleva iiles-
ande tingimusi rahuldava ring-
joone keskpunktiks sirgete ¢ ja
u 16ikepunkt K.
TeoE 19 Sirge s iga ristsirge on esi-
tatav vorrandiga x 4+ 2y 4 C=
= 0. Selleks, et ta ldbiks punkti B, peab vabaliige C rahuldama
tingimust 1+ 2.5+ C=0, millest C= —11. Seega on sirge ¢
vorrand

x+4+2y—11=0. (?)
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Loigu AB keskristsirgeks saame niites IIT kirjeldatud viisil
x+y—2=0. (u)

Vorrandeist (f) ja (u) koosnevast siisteemist leiame K(—7; 9).
Ringjoone raadiuse r voime leida kas kui loigu KA voi

KB pikkuse voi kui punkti K kauguse sirgest s. Nditeks viimasel

viisil:

T, Tl A 20 S

by 3 RS

V5

e

V2 (—1)2

Asetades keskpunkti koordinaadid ja raadiuse vorrandisse (11),
saame f{ilesande vastuseks

(x+7)2+(y — 9)* =80
22 y2-L 14x — 18y -+ 50 = 0.

ehk

XI. Leida ringjoon, mis libib punkti A(—1; 5) ning puudu-
tab sirgeid

3x+4y—35=0 (s) ja 4x-+3y—+ 14=0 (¢).

Lahendus. Kui ringjoon puudutab sirgeid s ja ¢, siis aset-
seb ringjoone keskpunkt K neist sirgeist vordsel kaugusel. Jéreli-
kult (sest s ja ¢ loikuvad) asetseb K sirgete s ja ¢ vaheliste nur-
kade poolitajate paaril. Nende nurgapoolitajate vorrandite koos-
tamiseks nouame, et punkt P(x; y) asetseks sirgest s niisama
kaugel kui sirgest . Valemi (8) kohaselt saab see tingimus kuju

3x+4y—35  |ax 43y + 14

V9-+16 V16+9
ehk
3x + 4y — 35= -+ (4x + 3y -+ 14),
millest
x—y-+49=0, (u)
x+y—3=0, (v)

mis ongi sirgete s ja ¢ vaheliste nurkade poolitussirgete vor-
randid.

Edasi asetseb iilesande tingimuste kohaselt otsitava ringjoone
keskpunkt K punktist A ja sirgest s (voi £) vordsel kaugusel. Kui
punkti kaugused punktist A ja sirgest s on vordsed, siis rahulda-
vad ta koordinaadid x ja y tingimust

[3x + 4y — 35

 ae e (*)
VIFI16 .

Y+ 1)+ h—5)7 =
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Vorrandeist (#) ja (*) ning (v) ja (*) koosnevate siisteemide
iga reaallahend on meie {ilesandes noutava ringjoone keskpunkti
koordinaadipaariks. Asetades vorrandist (¢) avaldatud y= x - 49
vorrandisse (*) ning lihtsustades, saame x médramiseks vor-
randi x2--46x -+ 24729=0, millel ei ole reaalseid lahendeid.
Vorrandist (v) avaldatud y=3 —x asetamisel vorrandisse (*)

202
saame 49x2 -+ 104x — 404 = 0, millest x4 =2, X3 = ——— ning

349
seose y = 3 —x jargi vastavalt y; =1, ' pad Jarelikult on

iilesandes noutavaid ringjooni kaks. Uhel on keskpunktiks
Ry 202 349 ;

Ki(2;1) ja teisel Kz(——49—,4—9

sirgloigu pikkuse valemist:

r=AK| = Y&+ 7+ (1B =5,
e (= oy

Otsitavad ringjooned on seega

). Vastavad raadiused saame

XII. Leida ringjoone x®- y?—6x—2y—6=0 puutujad,
mis labivad punkti A(—2; 1).

Lahendus. Koigepealt leiame antud ringjoone keskpunkti
ja raadiuse. Selleks teisendame antud vorrandi kujule (13):

x2—6x+y>?—2y—6=0,
x2—6x+9—9+4y2—2y+1—1—6=0,
(x2 — 6x+9)+ (2 — 2y + 1)=9+ 16,

(x—3)7+(y—1)*=16.

Vorreldes viimast vorrandit vorrandiga (11), nédeme, et antud
ringjoone keskpunkt on K(3; 1) ja raadius r=4.

Ulesandes noutavaid punkti A ldbivaid ringjoone puutujaid
saab niiiid leida kui punkti A ldbivaid sirgeid, mille kaugus
punktist K on 4. Iga punkti A labiv sirge (vélja arvatud y-teljega
paralleelne sirge) on esitatav vorrandiga y=1- k(x+2) ehk

kx—y-+1-42k=0. (*)

Koostame tingimuse, et punkt K(3; 1) asetseks sirgest (¥*)
kaugusel 4: :

fo3—1+1+2%
VEFT '
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4
Asetades sellest tingimusest leitud k=i§- vorrandisse (*),
saame otsitavate puutujate vorranditeks

4x —3y+11=0 ja 4x-+43y-+5=0.

XIII. Leida ringjoonte x*-+4y?—6x+y—4=0 (I) ja
X2+ y?—28x—3y— 11=0 (m) [oikepunkti ldbiv ringjoon,
mille keskpunkt asetseb sirgel 4x — 2y +7=20 (s).

Lahendus. Otsitava ringjoone keskpunkti voib leida antud
ringjoonte 16ikepunktide vahelise 16igu keskristsirge (antud ring-
joonte keskpunkte ldbiva sirge) ja sirge s loikepunktina ning
raadiuse keskpunkti kaugusena iihest antud ringjoonte Ioike-
punktist. Arvutust6é seisukohalt on lihtsam kasutada jargmist,
kimbu vottel pohinevat lahendusviisi.

Koostame vorrandi

24y —bx+y—4+a(x*+ 2 —28x—3y—11)=0 (%)

—6—282; 1—34 —4 — 114 :

ehk

Kui antud ringjooned [ ja m Ioikuvad, siis esitab vorrand (*)
iga A puhul joont, mis ldbib [ ja m loikepunkte, sest nende
punktide koordinaatide asetamisel vorrandisse (*) saab viimane
kuju 04+ 24:0=0. Kui 4= —1, siis saab vorrandile (*) anda
kuju (*#), millest ndhtub [vt. (12)], et (*) esitab kas ringjoont,
punkti voi kujunditut joont. Joonte [ ja m loikumisel kahes erine-
vas punktis langevad kaks viimast voimalust dra. Jarelikult, kui
ringjooned [/ ja m loikuvad, siis esitab vorrand (*) iga 43=¢—1
puhul nende 16ikepunkte ldbivat ringjoont. Sobival 4 valikul saab
vorrandiga (*) esitada iga [ ja m loikepunkti ldbivat ringjoont,
vélja arvatud ringjoon m.

Meie iilesandes otsitavale ringjoonele vastava 4 leidmiseks
3+ 144

nouame, et ringjoone (**) keskpunkti koordinaadid (

R
# 3 e : 3 5
T ) rahuldaksid sirge s vorrandit:
3+ 142 —143 .
14+4 g 293 + = O,
1
millest 4 = e Asetades leitud A vorrandisse (*) saame iiles-

ande vastuseks

2x%2 + 2y?2 -+ 10x + 6y — 1 = 0.
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Joone vorrandi moiste

58. Missugused punktidest A(l; —4) B(—3; 6); C(0; 0),
D (2; —5); E(5; —10) asetsevad joonel 2x 4 y = 0?
59. Leida joonel x2 —2x + y — 1 =0 punktid,

1) mille abstsiss on —1; 4) mis asetsevad x-teljel;
2) mille ordinaat on —14; 5) mille kaugus y-teljest on 2.
3) mis asetsevad y-teljel;

60. Leida kahe joone loikepunktid:

1) 3x+y—1=0, 2x +y—3=0;
2) x2—x—2y-+1=0, x—y—2=0;
3) 2+ y2—18=0, xX+y=0;

4) 4x2 —3y2 —13=0, x2+2y2 —6=0.

61. Skitseerida jargmised jooned, leides neil kiillaldasel arvul
punkte:

1) x4+y=0; 4) 4 y?—4=0;
2) 2x — 3y -+ 12=0; 5) xy —2x-+4=0.
3) x24+2x—y=0;
62. Koostada joone vorrand, kui joone iga punkt asetseb
punktidest A(2; —3) ja B(l; 4) vordsel kaugusel.
63. Koostada joone vorrand, kui joone iga punkt asetseb
punktist A(0; 1) kaks korda kaugemal kui punktist B(0; 4).
64. Koostada joone vorrand, kui joone iga punkti kauguste
ruutude vahe punktidest A (2; 0) ja B(—2; 0) on 6.
65. Koostada joone vorrand, kui joone iga punkti kauguste
ruutude summa punktidest (1; 0) ja (0; 1) on 2.
66. Missugused polaarkoordinaadistikus antud punktidest

A1 (252). p(8:57). E(23) asetsevad
. 'Z)’ B(4;x), C _2,—Zn s (3 37 2,2 asetseva
joonel p =4 sin? 6?
2
67. Leida joonel e punktid, mille polaarnurgad on
5

1) =12 0;9) ==

68. Skitseerida jargmised jooned, leides neil kiillaldasel arvul
punkte:

e

6 x 2
1) e=+-;2 0=7:3) e=27; 4) g=a(l—cos6);

5) o=asin36; 6) e?>=a?sin26.

69. Leida joone p?— 16g cos (6@ — 30°)-} 45=0 Ioikepunktid
polaarteljega.

70. Kui kaugel polaarteljest asetseb joone o=10(1-- cos 0)
punkt, mille kaugus poolusest on 16?
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71. Koostada ringjoone vorrand polaarkoordinaadistikus, kui

selle ringjoone keskpunkti polaarkoordinaadid on (3;%) ning

raadius on 2.
72. Koostada sirgjoone vorrand polaarkoordinaadistikus, kui
selle sirgjoone kaugus poolusest on 5 ning polaartelje ja poolu-

sest sellele sirgele tommatud ristsirge vaheline nurk on =

73. Koostada joone vorrand polaarkoordinaadistikus, kui
joone iga punkti kauguste korrutis punktidest A(2; 0) ja B(2; «)
on 5. -

74. Koostada joone vorrand polaarkoordinaadistikus, kui
joone iga punkti kauguste summa poolusest ja punktist (6; 0)
on 8.

75. Teisendada jargmised Cartesiuse koordinaadistikus antud
joonte vorrandid polaarkoordinaadistikku:

1) x2-1 12 =a?; 3) xcosa+ysina—p=0;
2) ¥—yr=a%  4) (2t y)P=a(2—).

76. Teisendada jargmised polaarkoordinaadistikus antud
joonte vorrandid Cartesiuse koordinaadistikku:

1) osin @ =a; 3) ©%sin26 = 6;
3

2) p=2acos6; 4) o

Punkti ja tousuga, tousu ja algordinaadiga ning kahe punktiga
mddratud sirge vorrandid

77. Koostada sirge vorrand, kui

1) sirge tous on 3 ja ta ldbib punkti (—1; 2);

2) sirge 1dbib koordinaatide alguspunkti ja moodustab x-telje
positiivse suunaga nurga 60°;

3) sirge tous on —2 ja algordinaat 6;

4) sirge labib punkte (—2; 1) ja (3; 6);

5) sirge telgloigud on 4 ja 6.

78. Leida sirge tous ja algordinaat, kui sirge vorrand on
1) 6x —3y —8=0; 3) y—5=0;
2) x+y=0; 4) 2x 4Ty — 21 =0.

79. Skitseerida jargmised sirged:

1) 2x—3y—12=0; 4) y+2=0;
2) 4x+5y+20=0; 5) 2x+ y=0;
3) x—6=0; 6) 8x+ 12y — 1 =0.
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80. Koostada punkti (3; —7) paralleelselt koordinaattelge-
dega ldbivate sirgete vorrandid. s

81. Leida sirgel, mis ldbib punkte (2; —1) ja (3; 5), punktid,
mille abstsissid on 1 ja 4.

82. Leida punkte (2; —6) ja (4; —1) labiva sirge telgloigud
ja tous. o ;

83. Kui suure pindalaga kolmnurga moodustab sirge
2x -+ 3y — 12 =0 koos koordinaattelgedega?

84. Kolmnurga tipud on A(—2; 7), B (4; —11) ja C(—6; 5). -
Koostada tippu A ldbiva mediaani vorrand.

85. Leida kahe sirge 16ikepunkt:

1) 5x+ 2y+19=0, 4x—3y—+29=0;
2) 6x-+ 12y —21=0, 4x-+8y—14=0;
3) 4x— 6y-+ 5=0, 2x—3y+ 1=0;
4) 3x+ 8y+34=0, 2x— y— 9=0.

Nurk kahe sirge vahel, sirgete ristumise ja paralleelsuse
tingimused

86. Missugused antud vorrandipaaridest esitavad paralleel-
seid ja missugused ristuvaid sirgeid:

: 1
) y=2¢+3 ja y=—5x+1;
1
2) y=0x~—1 " ja y:?x—Q;

3) 2x—y-+5=0 ja 4x—2y+3=0;
4) 3x+T7y—2=0 ja 3x—Ty+1=0;
5) 2x+4y—1=0 ja 2x—y=0.

87. Missuguse parameetri £ vdédrtuse puhul on sirged
2x -+ 3ky —5=0 ja 6x — 7y -+ 1 =0 paralleelsed? Risti?
88. Koostada punkti (—3; 2) ldbiva ja sirgega 4x—7y -
- 3 =0 paralleelse sirge vorrand. _
89. Leida sirge, mis 14dbib punkti (5; —8) ja on risti sirgega
4x —6y -+ 3=0.
90. Koostada punkti (3; —4) labiva sirge vorrand, kui sirge
on
1) paralleelne sirgega 2x — 5y 4 7=0;
2) risti sirgega x -+ 3y —2=0;
3) paralleelne punkte (2; —1) ja (5; 2) lébiva sirgega;
4) risti punkte (1; 3) ja (—5; 4) ldbiva sirgega.

91. Leida punkti (—9; —5) ristprojektsioon sirgel 12x -
-+ 7y — 50 = 0. ;

92. Leida punktiga (—1; 7) siimmeetriline punkt sirge
3x — by + 4 =0 suhtes.
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93. Leida teravnurk sirgete vahel:

2
) y=5x—1, y=7x+4
2) 3x+42y=0,6x+4y —5=0;

3) 2—9Y3)x+y+V¥5=0, x—y=0;
4) 5x —3y+7=0, 3x+ 5y + 1=0.
94. Koostada vorrandid punkti (1; —2) lédbivatele sirgetele,
mis moodustavad sirgega 3x — 2y -4 =0 nurga 45°.
95. Leida sirged, mis ldbivad punkti (1; —2) ja moodusta-
vad sirgega 2x — 5y - 7= 0 nurga, mille tangens on 3. 2
96. Arvutada kolmnurga sisenurkade tangensid, kui kolm-
nurga kiiljed on 2x —5y+2=0, x+3y—1=0 ja 4x —2y -}
+7=0. :

Sirge normaalvérrand ja punkti kaugus sirgest

97. Missugused jdrgmistest vorranditest on sirge normaal-
vorrandid:

B 3

1) sx——y—2=0; 4) y+3=0;
5 12 . AR
2) — 3 *t+tEY+3=0 5 —x—1=0;
12 5
3) x+y—2=0; 6) —m*r—jy—2=0.

98. Normeerida antud sirgete vorrandid:
1) 3x+4y— 5=0; 3) x4+5=0:
2) 12x—5y+26=0; 4) 3x—y—7J10=0,

99. Leida sirge kaugus koordinaatide alguspunktist ja seda
kaugust moGtva 16igu suunanurk, kui sirge vorrand on

1) x+y—2=0; 3) x+5=0;
2) x—Y3y+4=0;, 4) y—3=0.
100. Arvutada antud punkti kaugus antud sirgest:

1) (0; 1), 4x — 3y + 8 =0;
2) (—10; 2), 8x—6y-+5=0;
3) (3; —4), x—+2y=0;

4) (1;7), 5x 4 12y — 11 =,

101. Leida punkti (2; —5) kaugus punkti (—2; 4) ldbivast
sirgest, mis on paralleelne sirgega 6x - 8y 4 5= 0.

102. Leida punkti (1; 4) kaugus sirgest, mis ldbib punkte
(3; 1) ja (4; —3).

103. Arvutada ristkiiliku pindala, kui ristkiiliku iiks tipp on
(I; —2) ning kaks kiilge on 3x+ 2y -+ 7=0 ja 2x — 3y + 5=0.
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104. Missugused sirgetest
1) x4+ y— 2=0,
2) 5x — y—12=0,
3) 3x+4y+ 5=0
loikavad punktide A(2; —3) ja B(4; 1) vahelist sirgloiku?
105. Arvutada antud paralleelsete sirgete vaheline kaugus:

1) bx+4 12y —13=0, 10x 4 24y + 39 = 0;

2) 12x — b5y — 26 =0, 12x — 5y -+ 13=0;

3) 4x— 3y-+15=0, 8x — 6y -+ 25=0.
106. Leida antud sirgete vaheliste nurkade poolitussirged:

1) x—3y-+5=0, 3x— y—2=0;

2) 2x — 3y -+ 8 =0, 6x +4y —3=0;

3) 2x+3y—2=0, x+2 =0.

107. Leida x-teljel punkt, mis asetseb vordsel kaugusel sir-
geist3x —4y —2=0 ja4x—3y+3=0.

108. Leida sirgega 2x -+ 3y=0 paralleelne sirge, mis aset-
seb temast kaugusel 2}13. ;
109. Leida sirged, mis on paralleelsed sirgega 3x +4y — 7 =0
ja asetsevad punktist (1; —2) kaugusel 3. '

Sirgete kimp

Jdargmised {ilesanded lahendada ilma antud sirgete Ioike-
punkti leidmata.

110. Leida sirgete 5x+ 3y — 1 =0 ja 7x -+ 4y — 4 =0 loike-
punkti 1dbiv sirge, mis on paralleelne sirgega 18x -+ 10y —3=0.

111. Koostada sirgete 5x+3y —4=0 ja x—7y—3=0
16ikepunkti ning punkti (—1; 2) ldbiva sirge vorrand.

112. Leida sirgete 5x + 2y —4=0 ja 3x —y — 9 =0 loike-
punkti 1dbiv sirge, mis on risti sirgega 4x + y = 0.

113. Leida sirgete x —2y — 1 =0 ja 2x + 3y + 19=0 loike-
punkti projektsioon sirgel 2x +- 3y — 7 =0.

114. Leida sirgete x+y—6=0 ja 2x+ y— 13=0 Ioike-
punkti ldbiv sirge, mille telgloigud on vordsed.

115. Leida sirgete 5x—7y+3=0 ja 2x4+8y—1=0
loikepunkti 1dbiv sirge, mille

1) tous on 2;
2) algordinaat on —1.

116. Koostada sirgete 3x+2y—9=0 ja x4+ y—4=0
16ikepunkti 14dbiva sirge vorrand, kui see sirge moodustab esimese
antud sirgega nurga 45°. :

117. Leida sirgete 5x+4y+6=0 ja x-+3y-+10=0
16ikepunkti 1abiv sirge, mille kaugus koordinaatide alguspunktist
on 4.
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Mitmesuguseid iilesandeid sirge kohta

118. Kolmnurga tipud on A (4; 6), B(—4; 2) ja C(0; 3). Leida
kolmnurga pindala ja tipust A tommatud kérguse vorrand.

119. Nelinurga tipud on A(—9; 0), B(—3; 6), C(3; 4) ja
D (6; —3). Leida diagonaalide 16ikepunkt ja nurk nende vahel.

120. Kolmnurga kaks kiilge on

3x—y—3=0 ja 6x—y—3=0

ning iitks mediaan 3x — 2y - 3 = 0. Leida kolmas kiilg. :

121. Kolmnurga kaks tippu on A(2; 1) ja B(—2; 5) ning
mediaanide 16ikepunkt on (—1; —1). Koostada tippu B lédbiva
korguse vorrand. .

122. Kolmnurga kaks tippu on (5; 4) ja (3; —4) ning
korguste 16ikepunkt (3; 3). Leida kolmas tipp.

123. Koostada punkti (5; 3) ldbiva ning punktidest (3; —7)
ja (—15; 11) vordsel kaugusel asetseva sirge vorrand. ;

124. Arvutada punkti (2; 1) kaugus sirgest, mis ldbib punkdi
(1; 3) ja on risti sirgega 3x —4y |+ 2=0. :

125. Leida sirgel 3x -+ 2y — 3 =0 punkt, mis asetseb punkti-
dest (2; 1) ja (3; —1) vordsel kaugusel. '
" 126. Leida sirgel x + 2y — 12=0 punkt, mis asetseb sirgeist
x+y—5=0 ja7x —y-}+ 11 =0 vordsel-kaugusel.

127. Leida joon, mille iga punkt on sirgest x+y —2=0
kolm korda kaugemal kui sirgest 7x — y - 3 =0.

128. Leida sirgel 3x — y — 13 =0 punktid, mille kaugus sir-
gest 2x+y+3=0 on V5. ;

129. Leida sirgel x-+y—8=0 punktid, mis asetsevad
punktist (2; 8) ja sirgest x — 3y + 2 =0 vordsel kaugusel.

130. Koostada vordhaarse kolmnurga aluse vorrand, kui haa-
rad on g

2x+3y—12=0 ja 3x+2y —12=0

ning alus 1dbib punkti (5; —1);

131. Leida punkt, mis asetseb vordsel kaugusel punktidest
(2;3), (—2; 1) ja (1; 5).

132. Koostada niisuguse sirge vorrand, mille 16ik sirgete

x4+y—10=0 ja x+y—3=0

vahel on 5 ja mis asetseb punktidest (1; 3) ja (5; 2) vordsel
kaugusel.

133. Leida sirge, mille 16ik sirgete x —3y--10=0 ja
2x 4 y — 8 = 0 vahel poolitub punktis (0; 1).

134. Leida punkti (6; 1) 1dbiv sirge, mille kaugus punktist
(—1; 2) on 5.
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135. Kolmnurga iiks tipp on (2; 9) ning kaks korgust
5x —8y—3=0 ja 3x- 10y —31=0. Koostada selle kolm-
nurga antud tipu vastaskiilje vorrand.

136. Kolmnurga ABC kiilje AB vorrand on 4x-3y —3=20
ning tippude A ja B sisenurkade poolitajate vorrandid

7x+4y+1=0 ja y-+43=0.
Leida kiiljed AC ja BC.

Ringjoon

137. Koostada ringjoone vorrand, kui

1) ringjoone keskpunkt on koordinaatide alguspunkt ja raa-
dius on 5; - 2

2) ringjoone keskpunkt on (2; —3) ja raadius on 4;

3) ringjoone keskpunkt on (3; —4) ja ringjoon ldbib koordi-
naatide alguspunkti;

4) punktid A(1; 8) ja B(—5; 2) on ringjoone iihe diameetri
otspunktid. ,

138. Koostada ringjoone vorrand, kui ringjoone keskpunkt en
(2; —8) ja iiks puutuja 4x 4 3y — 4=0.

139. Koostada ringjoone vorrand, kui ringjoon puudutai
x-telge punktis, mille abstsiss on 5, ja labib punkti (2; —3).

140. Koostada ringjoone vérrand, kui ringjoon ldbib punkti
(2;'1) ja puudutab sirget x 42y — 3 =0 punktis, mille abstsiss
on —1.

141. Ringjoon puudutab koordinaattelgi ja ldbib punkti
(—8; 4). Koostada selle ringjoone vorrand.

142. Koostada ringjoone vérrand, kui ringjoone keskpunkt
asetseb sirgel x-3y=0 ja ringjoon puudutab sirget
2x — y + 5==0 punktis (—1; 3).

143. Leida ringjoon, mis labib punkte (—1; 7) ja (4; 1) ning
mille keskpunkt on y-teljel.

144. - Koostada ringjoone vorrand, kui ringjoon labib punkte
A(3; 1) ja B(—1; 3) ning ta keskpunkt asetseb sirgel
3x —y—2=0.

145. Koostada punkte (7; 7), (0; 8) ja (—2; 4) ldbiva ring-
joone vorrand.

146. Ringjoone raadius on Y41 ning ta ldbib punkte (1;4)
ja (2; —5). Koostada selle ringjoone vorrand.
147. Leida ringjoon, mille keskpunkt asetseb sirgel

x+38y—1 =0, kui ringjoone raadius on Y13 ja ta puudutab
sirget 2x — 3y — 1 =0.
148. Leida ringjoon, mille kaks puutujat on

x4+2y—1=0. ja 2x+y+7=0
ning mille keskpunkt asetseb sirgel 3x — 2y 1=0.
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149. Leida ringjoon, mille keskpunkt asetseb sirgel
5x + 7y +*2 =0 ning mis puudutab sirgeid x-}y--3=0" ja
x+y—2=0.

150. Koostada ringjoone vorrand, kui ringjoon puudutab sir-

geid
x—Ty+5=0 ja x+4+y+13=0,

seejuures esimest punktis, mille abstsiss on 2.
151. Leida ringjoon, mille kaks puutujat on

4x — 3y +20=0 ja. 3x+4y—60=0

ning mille raadius on 5.

152. Leida . ringjoon, mille keskpunkt asetseb sirgel
x -+ y—8=0, kui ringjoon 1dbib punkti (2; 8) ja puudutab sir-
get x—3y 4+ 2=0.

153. Missugused jargmistest vorranditest esitavad ringjooni?
- Leida keskpunktid ja raadiused.

1) 24 y246y=0;

2) + P—4x+2y+5=0;

3) 3x213y2 —4x+6y —1=0;

4) 2x2 422+ 3x— y+2=0;

5) x24 y?—8x-44y=0.

154. Kuidas asetsevad ringjoone x2- y?2—2x-4 4y -+ 4=0
1 3
suhtes punktid A(1;—3), B(2;—1) ja c(g; _—)?

2
155. Leida joone 2x% - 2y%2 4 x =0 pikkus.
156. Leida ringjoone

R+y?—2x—8y—1=0

sisse joonestatud ruudu tipud, kui ruudu kiiljed on paralleelsed
koordinaattelgedega. '

157. Leida ringjoone (x —3)2-+(y —4)2=25 sirgel 2x—
— y -+ 8 =0 asetseva koolu pikkus.

158. Arvutada ringjoonele

2Ly 9% —6y+2=0

punktist (4; -—5) tommatud puutujaloigu pikkus.
159. Leida ringjoonega

3x243y*—2x+T7y —15=0

kontsentriline ringjoon, mis ldbib punkti (1; 2).
160. Leida ringjoone

24y —4x 42 —5=0
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keskpunkti ristprojektsioon sirgel x —2y - 1=0.
161. Leida antud sirge ja ringjoone 16ikepunktid: ~

1) x+2y— 3=0, x2+y2—6x— 10y+ 9=0;
2) 4x -+ 3y —35=0, X2+ y*?—2x — 4y —20=0;
3) 5x-+ 4y —20=0, x2 4 y?2 4 8x=0;
4) x+ y— 5=0, (x—1)>+ (y+3)?=25.
162. Koostada ringjoonte
X2+ y2+4x—2y —11=0,
(x—1)24 (y+3)2=9

16ikepunkte ldbiva sirge vorrand.
163. Leida ringjoonte

2+y 4+ 2x— 6y— 40=0,
x24+y2 — 10x—-+ 26y -+ 144 =0
16ikepunktide vahelise 16igu keskpunkt.
164. Leida ringjoonel x2 - y? 4 2x — 8y =0 punkt, mis aset-
seb koordinaatide alguspunktist koige kaugemal.
165. Leida ringjoon, mis 1dbib ringjoonte
24+ y2—8x—8y— 4=0,
x2+y? —2x—4y—20=0

16ikepunkte ja punkti (1; 3).
166. Leida ringjoonte

2+ y? 4 4x =0,
2+ y2—2x+46y-+2=0
16ikepunkte ldbiv ringjoon,
1) mille keskpunkti ordinaat on 2;

2) mille keskpunkt asetseb sirgel x4 2y — 1= 0;
3) mis labib esimese antud ringjoone keskpunkti.

167. Koostada ringjoone
x+y2—T7x+6y+4 12=0

nende puutujate vorrandid, mille puutepunktid asetsevad x-teljel.
* 168. Leida ringjoone :

2+y2+2x—4y—20=0

puutujad, mis on paralleelsed sirgega 3x —4y = 0.

169. Leida ringjoone x2-+ y2—10x-}16=0 puutujad, mis
l4dbivad koordinaatide alguspunkti.

170. Kui suure nurga all paistab ringjoon x?--y2--2x —
— 19 = 0 punktist (1; 6)?

171. Leida joon, mille iga punkt asetseb punktist (0; —3)
kaks korda kaugemal kui punktist (0; 3).

172. Leida joon, mille iga punkti kauguse ruut punktist (2; 7)
on 10 korda suurem kui kaugus sirgest 3x -4y -4 =0.



§ 3. TEIST JARKU JOONED

Ellipsiks nimetatakse tasapinnalist joont, mille iga
punkti kauguste summa kahest tasapinna kindlast punktist, ellipsi
fookustest, on konstantne suurus. Seda konstantset suurust tahis-
tatakse 2a ja fookustevahelist kaugust 2c. Vottes x-telje labi
fookuste ning koordinaatide alguspunktiks fookustevahelise 16igu
keskpunkti (joon. 14), saame ellipsi vorrandi lihtsaimal, nn. ka -
noonilisel kujul:

kel (1)
kus
b2 = a? — 2. (2)

Koordiﬁaadistiku kirjeldatud valiku puhul on ellips siimmeet-
riline koordinaattelgede ja koordinaatide alguspunkti suhtes.
Ellipsi siimmeetriatelgi nimetatakse ka lihtsalt ellipsi telge-

b

Joon. 14
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deks ja siimmeetriakeskpunkti ellipsi keskpunktiks.
Kanoonilise vorrandi puhul on ellipsi fookuste koordinaadid
Fi(—c; 0) ja Fo(c; 0). Ellipsi 16ikepunkte oma siimmeetriatelge-
dega nimetatakse ellipsi haripunktideks. Haripunktide
koordinaadid on A,(—a; 0), Aqz(a; 0), B,(0; —b) ja By(0; b).
Haripunktidevahelist 16iku A;4,, mille pikkus on 2a, nimetatakse
ellipsi pikemaks teljeks (ehk fokaalteljeks) ja I6iku
B)B,, mille pikkus on 2b, lithemaks teljeks. Kanoonili-
ses vorrandis (1) esinevad suurused a ja b on seega ellipsi pool-
telgede pikkused.

c
Ellipsi ekstsentrilisuseks nimetatakse suhet ¢=-_.

Ellipsi ekstsentrilisus on vdiksem kui 1.
Fokaaltelje ristsirgeid {; ja l;, mis asetsevad ellipsi keskpunk-
s ]

tist kaugusel -‘:— (joon. 14), nimetatakse ellipsi juhtjoon-

te ks. Kanoonilisele vorrandile vastava koordinaadistiku puhul
on juhtjoonte vorrandid

b i — P v S
c

Ellipsi iga punkti kaugus fookusest, jagatud sama punkti
kaugusega sellele fookusele ldhemast juhtjoonest, on konstantne
suurus, mis vordub ellipsi ekstsentrilisusega:

L8} £
- =, &

& g

Kui ellips on siimmeetriline koordinaattelgede suhtes, kuid
ta fookused asetsevad y-teljel, siis on ellipsi vorrand
x2 42

+ =1,

b? a?

kus suurustel a ja b on endine tdhendus. Fookuste koordinaadid
on sel jzuhul Fi(0; —c) ja F2(0; c¢) ning juhtjoonte vorrandid
a .

o=

Hiperbooliks nimetatakse tasapinnalist joont, mille
iga punkti kauguste vahe tasapinna kahest kindlast punktist,
hiiperbooli fookustest, on konstantne suurus. Kui tdhistada hiiper-
booli fookuste vahelist kaugust 2¢ ja definitsioonis esinevat kons-
tantset vahet 2a ning votta x-telg 1dbi fookuste ja koordinaatide
alguspunktiks fookustevahelise 16igu keskpunkt (joon. 15), siis on
hiiperbooli vorrandiks :

X

y? ;
Sk (3)
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32
MT

! A/

=

Joon. 15

kus
b? = c2— q2. (4)

Vorrandit™ (3) nimetatakse thiiperbooli kanooniliseks vorrandiks.
Kanoonilise vorrandi puhul on hiiperbool siimmeetriline koordi-
naattelgede ja koordinaatide alguspunkti (hiiperbooli keskpunkti)
suhtes; fookuste koordinaadid on Fy(—c; 0), Fa(c; 0) (joon. 15).
Siimmeetriatelgedest 16ikab hiiperbool ainult fokaaltelge. Vasta-
vate loikepunktide, s. o. hiiperbooli haripunktide koordinaadid on
Ai(—a; 0) ja As(a; 0). Hiiperbooli fokaaltelge nimetatakse ka
reaalteljeks ja teist siimmeetriatelge [vorrandi (3) puhul
y-telge] imaginaarteljeks. Suurusi a ja b hiiperbooli
kanoonilises vorrandis (3) nimetatakse vastavalt reaalse ja ima-
ginaarse pooltelje pikkusteks.

Oma kaugetes osades ldheneb hiiperbool tokestamatult sirge-
tele

b
¥ iy = (5)

mida nimetatakse hiiperbooli asiimptootideks.

Suhet ¢ = -2 nimetatakse hiiperbooli ekstsentrilisuseks. Hiiper-
boolil on ¢ > 1.
a?

Hiiperbooli keskpunktist kaugusel i asetsevaid fokaaltelje
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ristsirgeid nimetatakse hiiperbooli juhtjoonteks. Kanoonilise vor-
randi puhul on hiiperbooli juhtjoonte vorrandid

x=i7.

Hiiperbooli iga punkti kaugus fookusest, jagatud sama punkti kau-
gusega sellele fookusele ldhemast juhtjoonest, on konstantne suu-
rus, mis vordub hiiperbooli ekstsentrilisusega.

Vorrand

S T el et (6)

esitab koordinaattelgede suhtes siimmeetrilist hiiperbooli, mille

fookused asetsevad y-teljel. Selle hiiperbooli fookused on

F1(0; —c¢) ja F2(0; ¢) (kusjuures endiselt b2 = c? — a?), asiimp-
a : a?

toodid y = + — X ning juhtjooned y = &+ —.

Vordsete pooltelgedega hiiperbooli x? — y? = a® nimetatakse
vordhaarseks hiiperbooliks ehk risthiiperboo- -
liks. Vordhaarse hiiperbooli asiimptoodid on risti. ;

Parabooliks nimetatakse tasapinnalist joont, mille iga
punkt asetseb tasapinna iihest kindlast punktist, parabooli fooku-
sest, ja kindlast sirgest, parabooli juhtjoonest, vordsel kaugusel.
Parabooli kanooniliseks vorrandiks on

y? = 2px, e (v

kus p on fookuse kaugus juhtjoonest. Kanoonilise vorrandi puhul
on x-telg suunatud risti juhtjoonega ldbi fookuse ning y-telg aset-
seb vordsel kaugusel juhtjoonest ja fookusest. Juhtjoone vorran-

: P
diks on seega x=—§ ja fookuse koordinaatideks F(?;O),

Parabool (7) on siimmeetriline x-telje suhtes ja ta haripunktiks on
koordinaatide alguspunkt (joon. 16), Kordajat 2p parabooli vor-
randis nimetatakse parabooli fokaallaiuseks, sest ta on vordne
parabooli selle kdolu pikkusega, mis labib fookust ja on risti
parabooli teljega.

Vorrand y2= —2px (p > 0) esitab parabooli, mille teljeks on
x-telg ja haripunktiks koordinaatide alguspunkt, kuid mis avaned
x-telje negatiivses suunas! Vorrandite x?=2py ja x*=
— —2py (p >0) puhul on tegemist parabooliga, mille teljeks on
y-telg ja haripunktiks koordinaatide alguspunkt ning mis esime-
sel juhul avaneb y-telje positiivses suunas, teisel juhul y-telje
negatiivses suunas.

Vorrand

y=ax?+ bx-+c, (8)

kus a =0, esitab parabooli, mille telg on paralleelne y-teljega
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W F(g;l])

Joon. 16

ning mis avaneb y-telje positiivses suunas, kui a >0, ja nega-
tiivses suunas, kui a < 0. ‘
Kui teist jarku joone {ildvorrandis

ax? - 2bxy + cy? - 2dx + 2ey + [ =0 (9)

on b =0, siis on alati voimalik koordinaadistikku poorata iimber
alguspunkti niisuguse teravnurga a vorra, et teisendatud koordi-
naadistikus puudub selle joone vorrandis liige jooksva punkti
koordinaatide korrutisega. Vastav tan e on ruutvorrandi

btan?aq-+ (a—c) tana — b =0 (10)

positiivne lahend.
Teise astme vorrand

Ax2 4 Cy? + 2Dx + 2Ey + F =0, (11)

milles A==0 ja C==0, on teisendatav kujule

D \2 E \2 D? E2
a(s+g) +efv+) =5+7-F 02
D? 52
Kui siin 7—!——C—F=0, siis esitab vorrand kas punkti
D E

(—-7;—?) voi selles punktis 10ikuvate sirgete

paari olenevalt sellest, kas A ja C on samamargilised (AC >
> 0) voi vastandmargilised (AC <0).
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D E ‘
Kui —;+—C———F=i=0 ja AC <0, siis esitab vorrand (11}

hiiper bzo oli, mille teljed on paralleelsed koordinaattelgedega.
2

Kui 7+—E—F=i=0 ja AC > 0 siis esitab vorrand (11) kas

ellipsit voi kujunditut joont olenevalt sellest, kas

b ) i
7+_5—F on sama margiga mis A ja C voi vastupidise mar-

giga. :

Kui vorrandis (11) C=0, kuid A==0 ja E =0, siis taandub
see vorrand kujule (8) ning esitab seega parabooli, mille
telg on paralleelne y-teljega. L

Kui C=0, A==0 ja E=0, siis taandub vorrand (11) kujule

Ax? 1 2Dx+ F=0

ja esitab kas y-teljega paralleelsete sirgete paari,
y-teljega paralleelset kahekordset sirget voi kujun-
ditut joont vastavalt sellele, kas avaldis D*— AF on posi-
tiivne, null voi negatiivne.

Kui A=0, C3=0, D=0, siis esitab vorrand parabooli, mille -
telg on paralleelne x-teljega, ja kui A=0, C=0, D=0, siis
x-teljega paralleelsete sirgete paari, x-teljega paralleelset kahe-
kordset sirget voi kujunditut joont.

Niiteid

1. Koostada ellipsi kanooniline vorrand, kui ellipsi juhtjoonte
vaheline kaugus on 9 ja fookuse kaugus ldhimast haripunktist
on l.

Lahendus. Ulesande tingimustest jirelduvad vorrandid

3
2-ac——=9 jariiig—— b=
3 1
millest 2a¢2—9a+9=0, a;=3, G =i ja c1=2, ca= e

Valemi (2) pohjal b2=a2—c2=9—4:=75, bl=a— =
9 1

= 2. Seega on iilesandel kaks lahendit:
X2 ¥ ; 4 4x2 y?
o 5o pa B KIS Ry L i

eyl !

x2 2

11. Leida ellipsi —16——}——5—;—-:1 fookuste vaheline kaugus ja

ekstsentrilisus.

Lahendus. Antud ellipsi vorrandist jareldub, et a?=16
ja b2=7. Siis 2=0a?2—b2=16—7=9. Seega 2c=2-3=6
p c 3
Ja e= _a == —‘; >
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111. Arvutada ellipsi ekstsentrilisus, kui ellipsi pikem telg
paistab lihema telje otspunklist 120-kraadise nurga all.
Lahendus. Tdisnurksest kolmnurgast, mille kaatetiteks on

a pra e
ellipsi poolteljed, saame ;:tan 60° = y3. Siit koos seosega

= 2
b*=a? — ¢? jareldub a® = 3a® — 3¢* ehk 3¢* = 2a?, millest - 7 =

3
: c VT
o e 3"

1V. Ellipsi punkti A kaugus iihest juhtjoonest on 5 korda
suurem kui ta kaugus sellele juhtjoonele lidhemast fookusest.
Arvutada samal ellipsil asetseva punkti B kaugus fookusest, kui
B kaugus sellele fookusele lihemast juhtjoonest on 3.

Lahendus. Et ellipsi iga punkti kaugus fookusest, jagatud
sama punkti kaugusega sellele fookusele ldhemast juhtjoonest,
on konstantne ja et kaesolevas iilesandes see jagatis on punkti A

1
puhul T siis on ka punkti B kaugus fookusest 2 B kaugusest
3
juhtjoonest, seega -

V. Koostada ellipsi juhtjoonte vérrandid, kui ellips on siim-
meetriline koordinaattelgede suhtes ja ldbib punkte A(3;272)
ja B(}3;—4).

Lahendus. Koordinaattelgede suhtes siimmeetrilise ellipsi
vorrandit otsime kujul

kx24 U= 1.
Punktid A ja B asetsevad sellel ellipsil, kui
k-341-(272)2 =1,
k-(Y3)241-(—4)2=1.

1
Lahendades selle lineaarvorrandisiisteemi, saame & = jad=s
1 e 2] >
o= Ellipsi vorrand on seega 1—5«}-50———_ 1. Et selles vorrandis

on y? jagaja suurem x? jagajast, siis on ellipsi fokaalteljeks y-telg
ja a2=20, b2=15. Jarelikult ¢=7)a>—b2=7Y20—15=7Y5
% 20 — Lk
ja (CI— = —— = 475. Ellipsi juhtjooned on seega y = +47 5.
V5
VI. Leida ellipsi
5x2+ 9y2 — 40x + 18y + 44 =0

poolteljed ja fookused.
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Lahendus. Teisendame antud vorrandit jargmiselt:

5(x2 — 8x) +9(y*+ 2y) + 44=0,
5(x? —8x 16— 16) +-9(y2+2y+ 1 —1) - 44 =0,
5(x?—8x-- 16) — 80+ 9(y2+ 2y -+ 1) — 9+ 44 =0,
5(x—4)2+9(y+ 1)2 =45,
(e=di e, BERE
9 5 ;

Vottes viimases vorrandis x —4=x’ ja y-+ 1=y’ ehk x=x"+
-+ 4 jay=y — 1, s. t. viies paralleellitkkega koordinaatide algus-
punkti punkti O’(4; —1), saame uutes koordinaatides vorrandile
kuju ;

x2 2
S, f—:l, .

9 5
millest ndhtub, et vaadeldav joon on ellips, mille keskpunktiks
on O’x’y’-teljestiku alguspunkt, fokaalteljeks x’-telg ja pooltelge-
deks a=79=23, b=75. Fookuste leidmiseks arvutame ¢ =

=7a*—b2=79—5=2. Vaadeldava ellipsi fookused on seega
punktid, mis asetsevad ellipsi keskpunktist O’(4; —1) kaugusel

2 punkti O’ lidbival x-telje paralleelil. Fookused on jarelikult =~

Fi(2; —1) ja F2(6; —1).
VII. Koostada hiiperbooli vérrand, kui hiiperbooli asiimptoo-
did on 2x + 3y = 0 ja fookustevaheline kaugus on 26.

Lahendus. Ulesandes antud asiimptoodipaar on siimmeet-
riline koordinaatteljestiku suhtes. Jarelikult on otsitava hiiperbooli
vorrandiks kas

x2

y2 x2 y2
——'Z;=l voi — e

b? a?

=ah.

a?
- - . . . -~ b . -
Esimese vorrandi puhul on asiimptootide téusud = —-, teise vor-

randi puhul i—:—. Seega rahuldavad otsitava hiiperbooli a, b ja ¢
tingimusi e

2 3
=ty 2c =26, b2=—=c2—a?

2|s

vOi

2
75 2c =26, b2=c2—a?

| =

millest esimesel juhul a?= 117, b2=152 ja teisel juhul a®>=>52,
X2 y? ;
b2 =117, nii et hiiperbooli vorrand on Kkas _1_1_7__32—=1 vOi

x2 42

g,
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VIII. Koostada hiiperbooli vérrand, kui hiiperbooli fookusteks
on koordinaatide alguspunkt ja punkt F(4; 4) ning hiiperbool liabib
punkti A(0; 1).

Lahendus. Punkti A kaugused fookustest on |OA|=1

ja [FAl|=74+4 (4—1)2=05. Punkti A kauguste vahe fookus-
test on seega 2a =15 — 1 = 4. Hiiperbooli mistahes punkti P (x; y)
puhul on siis kauguste vahe fookustest samuti 4: + |OP| = |[FP| =
=4, millest

- o 3k o B koo ok A R '
ehk

FIE—42+ -2 =4FV e+

mida ruutu tostes saame

2—8x+16+4y2—8y+16=16F8Yx2+ y2 4 x2+ 12
ehk

—x—y+2=Vx+4"
2+yr 442y —x—4y=x>+y°

millest

ehk :
xy—2x—2y-+2=0,

mis engi noutud hiiperbooli vorrand.

IX. Veenduda, et vorrand
9x2 —4y? -+ 54x -+ 16y 4+ 101 =0

esitab hiiperbooli, ja leida selle hiiperbooli asiimptoodid.

Lahendus. Teisendades antud vorrandit samuti nagu néi-
tes VI, saame

(x+3)? (y—2)? i

4 9

millest nahtub, et antud vorrand esitab hiiperbooli, mille kesk-

punkt on (—3; 2), teljed on paralleelsed koordinaattelgedega,

kusjuures fokaaltelg on paralleelne y-teljega, ja poolteljed on

a=23, b=2. Selle hiiperbooli asiimptoodid on jarelikult sirg%d,
a

mis ldbivad punkti (—3;2) ja mille tousud on sk 5 = kg

¢ 3
Asiimptootide vorrandid on seega y =2+ ®- (x+3) ehk 3x—
—2y+13=0ja3x+2y+45=0.
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X. Leida parabooli fookus, kui parabooli haripunktiks on
koordinaatide alguspunkt ja teljeks x-telg ning parabool ldbib
punkti A (3; —6). ot

Lahendus. Ulesande tingimustega méédratud parabooli
_vorrandi kuju on y?>=2px. Et parabool 1dbib punkti A,
_siis  (—6)2=2p-3, millest p=6. Parabooli y?= 2px fookuse

koordinaadid on (%;0), meie juhul seega (3;0).

XI. Koostada parabooli x*—6x-4y-+29=0 juhtjoone
vorrand.

Lahendus. Teisendades antud vorrandi kujule (x —3)% =
— —4(y +5), jareldame nagu ndite VI puhul, et vorrand esi-
tab parabooli, mille haripunkt on (3; —5) ja fokaallaius 2p =4,
kusjuures selle parabooli telg on paralleelne y-teljega ning para-
bool avaneb y-telje negatiivses suunas. Selle parabooli juhtjoo-
neks on jarelikult x-teljega paralleelne sirge, mille punktide

ordinaadid on g—: 1 vorra suuremad haripunkti ordinaadist —5.
~Juhtjoone vorrand on seega y +- 4 = 0.
XII. Uurida, missuguseid jooni esitab vorrand
kx2 4 y? -+ 4kx — 6y — 16 =0

olenevalt parameetrist k.

Lahendus. K#i antud vorrandis k=0, s. t. vorrand
on y? — 6y — 16 =0, siis teisendub ta kujule (y —8) (y+2)=0.
Sellest jareldub, et k==0 puhul esitab antud vorrand x-teljega
paralleelsete sirgete paari.

Kui 2 == 0, siis saab vorrandi teisendada kujule

k(x+2)%-+ (y —3)2=4k+ 25. b
25 25
Kui 4% 4+ 26=0, s. t. k= TR siis saab (*) kuju —T(x+

5 5
+2r 4 —3r=0 etk [S+2+ w3 |[3e+a—
—(y—3)1=0 ehk (5x4 2y 4)(5x— 2y + 16) =0. Seega

5
O e puhul esitab antud vorrand loikuvate sirgete paari.
Kui 4k - 25 == 0, siis saab vorrandi (*) iimber kirjutada kujul
(x+2)? A e
25 4k+25 % ' *9

5=t

25
Kui vorrandis (**) 4+T>0 ja 4k 4+25>0, s. t. kui k>0,
siis esitab (**) ja seega ka antud vorrand ellipsit, kui 4k -

25
-+ 25> 0, aga 4 —I——k— <1, 8l o < k < 0, siis esitab antud
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vorrand hﬁperbobli (mille fokaaltelg on paralleelne y-teljega), ja
25

kui 42425<0, s. t. k<——4-, siis samuti hiiperbooli (kuid

niiiid on hiiperbooli fokaaltelg paralleelne x-teljega). Sellega on
selgitatud antud vorrandi geomeetriline tidhendus kdigi k véar-
tuste jaoks.

XIII. Veenduda, et vorrand
4xy -+ 3y + 16x 4 12y — 36 =0

esitab hiiperbooli, ning leida selle hiiperbooli teljed, fookused ja
juhtjooned. :

Lahendus. Ruutvorrandist (10) leiame niisuguse nurga
tangensi, mille vorra tuleb teljestikku fimber alguspunkti p66-
rata, et antud joone vorrandist kaoks liige jooksva punkti koor-
dinaatide korrutisega: :

2tan?a—3tana—2 =0, tana=

4 4
Seega voime votta tana=2 ja jarelikult
1 1 2 tan a 2
BOS s ael e b Sl e ey |
V1-}tan’a V5 V14 tane V5
Teljestiku pooramise valemid saavad kuju
x —2y 2 4y
X = o Y e *)

V5 V5
Asetades need x ja y avaldised antud joone vorrandisse, saame
joone vorrandiks Ox’y’-koordinaadistikus
4x? —y2+ 8751 —4Y5y —36 =0.
Edasi teisendame saadud vorrandi kujule
(“+VE)!  +2vE)?
9 i 36 & L5

Sellest vorrandist néhtub, et vaadeldav joon on toepoolest hiiper-
bool ning et selle hiiperbooli keskpunkti K koordinaadid

-Ox’y’-teljestiku suhtes on x'g = — V5, ¥k =—2 V5, reaaltelg
y +2yY5=0, imaginaartelg x4+ y5=0, pooltelgede pikku-

sed a=3, b==6 ja jarelikult ¢=7Va?2+4 b>=3Yy5. Hiiper-
booli fookused asetsevad x’-teljega paralleelsel sirgel, mis labib

hiiperbooli keskpunkti, viimasest kaigusel c=23Y5. Seega on
fookuste koordinaadid Ox’y’-koordinaadistikus x'p, = X'k — ¢ =

47



=—4Y5, «n=xk+c=275 yFl—yF2_‘yK=—2v—5—
Hiiperbooli juhtjooned on y- teljega paralleelsed 31rged mis aset-

sevad punktist K kaugusel —Z—————VS g0t Al VS—O ]a
x4 — 1/5——0

Fookuste koordinaadid ldhtekoordinaadistikus saame vale-
mist (*), asetades sinna fookuste koordinaadid Oxy’-teljestikus:

R OV 2x’ |+yl ,
xFlz_xﬂ__—yi_____O‘ yF1=—-F—:L=—10
V5 V5
ja analoogiliselt x =6, y, = 2. Antud hiiperbooli fookused on
seega F;(0; —10) ]a F2(6 2)%:

L

Joon. 17
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Selleks et teisendada hiiperbooli telgede ja juhtjoonte vor-
randid ldhtekoordinaadistikku, avaldame valemist (*) uued koor-
dinaadid vanade kaudu:

i x4+ 2y y,_—-2x+y_'

VS V5
ning asetame need eespool saadud telgede ja juhtjoonte vorran-
deisse:

—2x+y x 2y

—— 1 275=0, ~—4+7Y5=0,

“N-B V5

x -2y o x4 2y g '
— 4 —¥Y5=0, ——p —¥:5==0.

V5 5 V5 5

Antud hiiperbooli reaaltelg on seega 2x —y —10=0, ‘irrllagi-
naartelg x + 2y + 5=0 ning juhtjooned x+ 2y 4 8=0 ja x|
-+ 2y + 2 =20 (joon. 17).

Ellips

173. Koostada ellipsi kanooniline vorrand, kui ellipsi
1) lihem pooltelg on 4 ja pikem pooltelg 6;

2) pikem telg on 26 ja fookuste vaheline kaugus 10;
3) lithem pooltelg on 4 ja fookuste vaheline kaugus 6;

3
4) fookuste vaheline kaugus on 12 ja ekstsentrilisus =

1
5) pikem telg on 16 ja ekstsentrilisus rL

174. Koostada ellipsi kanooniline vorrand, kui ellipsi
3
1) ekstsentrilisus on e ja lithem telg 14;

2) juhtjoonte vaheline, kaugus on 8 ja fookuste vaheline
kaugus 6;

3) pikem pooltelg on Y13 ja juhtjoonte vaheline kaugus 13;

2
4) juhtjoonte vaheline kaugus on 18 ja ekstsentrilisus —;

5) juhtjoone kaugus keskpunktist on 6 ja lithem telg 27 5.

175. Koostada ellipsi vorrand, kui ellipsi fookused asetse-
vad x-teljel siimmeetriliselt alguspunkti suhtes ning

1) ellipsi juhtjoone kaugus ldhimast haripunktist on 1 ja
kaugeimast 9;

2) ellipsi pikemal teljel asetseva haripunkti kaugus lithemal
teljel asetsevast haripunktist on 17 ja ldhimast fookusest 6;

3) ellips 1abib punkte (3; —5) ja (6; 4);

4) ellips 1abib punkti (—3; 1) ja ta fookuste vaheline kaugus
on §;
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5) ellips labib punkti (—276; 3) ja ta juhtjoonte vaheline
kaugus on 24. ;
176. Leida ellipsi

X2 y? x2 42

D) F+=1 2Digtp=1 3+ —45=0

poolteljed, fookused ja juhtjooned.

177. Arvutada ellipsi ekstsentrilisus, kui ellipsi

1) lihem pooltelg on vordne fookuse kaugusega keskpunktist;

2) lithem telg paistab fookusest 60-kraadise nurga all;

3) fookuste vaheline kaugus on telgede pikkuste aritmeetiline
keskmine;

4) juhtjoonte vaheline kaugus on 5 korda suurem fookuste
vahelisest kaugusest.

178. Koostada ellipsi vorrand, kui ellipsi fookused on F,(0; 0)
ja Fz(4; 0) ning ellipsi pikem telg on 6.

179. Koostada ellipsi vorrand, kui ellipsi fookused on F(0; 1)
ja F2(1; 0) ning ellips 1dbib koordinaatide alguspunkti.

180. Kui kaugel asetseb ellipsi x? - 2y?> —4 = 0 iihest fooku-
sest punkt, mille kaugus teisest fookusest on 1,5?

181. Ellipsil 2x2 4 3y? — 72=0 asetseva punkti M kaugus
ithest ellipsi fookusest on 3 korda suurem kui teisest. Leida
punkti M kaugus kummastki fookusest.

182. Leida ellipsi punkti M kaugus fookusest, kui M kaugus
sellele fookusele lahemast juhtjoonest on 8 ning ellipsi ekstsent-

3
rilisus on %

183. Koostada ellipsi vorrand, kui ellipsi ekstsentrilisus

l 4
on —, iiks fookus (—3;0) ja sellele fookusele ldhem juhtjoon
x—y-+1=0.

184. Koostada ellipsi vorrand, kui ellipsi fookused asetse-
vad y-teljel siimmeetriliselt alguspunkti suhtes ning

1) ellipsi poolteljed on 6 ja 2; ‘
2) ellipsi lithem pooltelg on 6 ja ekstsentrilisus —;
3) ellipsi pooltelgede summa on 8 ja fookuste vaheline kaugus
on samuti &;
V3
4) ellips labib punkti (4;6) ja ta ekstsentrilisus on ——;

1
5) ellipsi juhtjoonte vaheline kaugus on 32 ja ekstsentrilisus = .

185. Leida ellipsi fookused ja juhtjooned, kui ellipsi vor-
rand on
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2

y

) 24+—7=1L 3) 9x24 2542 = I,

2) 2224 y2—8 = 0; 4) 25x2 4+ 9y2— 225 =0.
186. Leida antud kahe joone l6ikepunktid:

1) 2x + y— 7=0, 4x24 y2=25;

2) x*44y*—20=0, x+ y +5=0;

3) 2x24+32—35=0, 5x2+42y2—38=0;

2 2

9 TH+5=1, X—2y4+10=0.
187. Missugustel & védartustel sirge 2x —y + k=10
1) loikab ellipsit x2 4 3y? — 12 =0,
2) puudutab seda ellipsit,
3) ei oma selle ellipsiga tihiseid punkte?

188. Leida ellipsi
3x2+4y?—12x+8y+4=0

keskpunkt, poolteljed ja fookused.
189. Leida ellipsi

9x2 -1 52 + 54x — 20y - 56 = 0

juhtjooned ja ekstsentrilisus.
190. Leida ellipsi

9x2 + 16y% + 27x — 16y — 119,75 =10

keskpunkt, haripunk’[id ja juhtjooned.
191. Leida ellipsi

9x2 + 8y2 —72x + 80y -+ 272 =10

fookused ja arvutada ta juhtjoone kaugus ldhimast hari-
punktist. :
192. Koostada ellipsi vorrand, kui ellipsi fookused on
F,(—3; 4) ja F3(1; 4) ning lithem pooltelg on 6.
193. Ellipsi kaks haripunkti on (2; —6) ja (2; —2) ning fiks
juhtjoon on y -+ 7 = 0. Koostada ellipsi vorrand.

Hiiperbool

194. Koostada hiiperbooli kanooniline vorrand, kui hiiperbooli

1) reaalne pooltelg on 5 ja imaginaarne pooltelg 3; .
2) haripunktide vaheline kaugus on 8 ja fookuste vaheline
kaugus 12;

- : TaRTu LikooLl o
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5
3) reaaltelje pikkus on 6 ja ekstsentrilisus 3

- . . 4
4) imaginaarne pooltelg on 7 ja ekstsentrilisus 3

195. Koostada hiiperbooli vorrand, kui hiiperbooli fookused
asetlsevad x-teljel siimmeetriliselt alguspunkti suhtes ning hiiper-
booli

2
1) asiimptoodid on y==+-x ja fookuste vaheline kaugus
252;

4
2) juhtjoonte vaheline kaugus on 18 ja ekstsentrilisus 3

4
3) juhtjoonte vaheline kaugus on 123- ja asiimptoodid

3x+4y=0;

4) haripunktide vaheline kaugus on 24 ja asiimptootide vahe-
line juhtjoone loik on 8.

196. Leida hiiperbool, mille telgedeks on koordinaatteljed,
kui hiiperbool ldbib punkte .

1) (—6; 4) ja (3Y6; 2V7);
2) (3; 7) ja (—6; ¥70).

197. Arvutada hiiperbooli ekstsentrilisus, kui hiiperbooli

1) haripunkt on iihest fookusest 4 korda kaugemal kui teisesl;

2) asiimptoot moodustab fokaalteljega nurga 30°% :

3) juhtjoonte vaheline kaugus vordub fookuse kaugusega
ldhemast haripunktist.

198. Hiiperbooli punkti A kaugus fookusést on 3 korda suu-
rem kui punkti A kaugus sellele fookusele lahemast juhtjoonest.
Arvutada samal hiiperboolil asetseva punkti B kaugus juhtjoo-
nest, kui B kaugus juhtjoonele ldhemast fookusest on 5.

199. Leida joone [6x2—9y* =144 fookused, juhtjooned ja
ekstsentrilisus. :

200. Leida joone 3x2—2y>—6=0 juhtjoonte ja asiimptoo-
tide I6ikepunktid. ;

201. Hiiperbool, mille telgedeks on koordinaatteljed, labib
punkte (6; —2) ja (—5; ¥1,25). Koostada selle hiiperbooli juht-
joonte ja asiimptootide vorrandid.

- 202. Arvutada hiiperbooli fookuste vaheline kaugus, kui
hiiperbool libib punkti (6; 4) ja ta asiimptoodid on
4x 4+ 3y =0.

203. Arvutada hiiperbooli 9x2 — 164> — 144 = 0 fookuse kau-
gus asiimptoodist. '

204. Leida hiiperbool, mille fookusteks on ellipsi 5x% -
-+ 642 —30=0 haripunktid ja haripunktideks selle ellipsi
fookused. e :
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205. Koostada hiiperbooli vorrand, kui hiiperbooli fookused
asetsevad y-teljel siimmeetriliselt alguspunkti suhtes ning hiiper-
booli

. -
1) fookuste vaheline kaugus on 20 ja ekstsentrilisus —;
2) haripunkti kaugus keskpunktist on 24 ja asiimptoodid om
12X - 5-=0;
3) ekstsentrilisus on ¥ 2 ja hiiperbool libib punkti (—3; 5);
4) juhtjooned on 3y-+4=0 ja hiiperbool 1dbib punkti
(2,5; 3). .
206. Leida hiiperbooli 9x2 — 16y%>-} 144=0 1) poolteljed,
2) fookused, 3) ekstsentrilisus, 4) asiimptoodid ja 5) juhtjooned.

207. Leida hiiperbool, mille haripunktideks on ellipsi 3x% -
+2y2—24 =0 fookused ja mille fookused asetsevad antud
_ellipsi juhtjoontel.

208. Leida antud joonte 16ikepunktid:

, 52 r
1) 3x—4y+ 16 =0, T '2—5‘=l;
2) x—2y— 1=0, 9x2 — 4y%2 + 36 = 0;
3) 2x— y—10=0, x2—4y22—20=0;
o Yy :
4) x4+ 4y2—20=0, -1—2'—T=1,
¥2 I 2
Dwmae T Aot

209. Koostada hiiperbooli vorrand, kui hiiperbooli fookused
on F,(3; 4) ja Fo(—3; —4) ning haripunktide vaheline kaugus
on 6.

210. Koostada hiiperbooli vorrand, kui hiiperbooli fookused
on Fi(2; —2) ja F2(—4; 4) ning ekstsentrilisus on 2.

211. Veenduda, et antud vorrand esitab hiiperbooli, mille teljed
on paralleelsed koordinaattelgedega; leida selle hiiperbooli kesk-
punkt K, fookused F, ja F», juhtjooned ja asiimptoodid:

1) 16x%2 — 9y% -+ 32x 4 54y — 209 = 0;
2) 4x*—y?—6y —5=0;
3) 25x2 — 144y*> — 50x — 576y -+ 3049 = 0.

212. Koostada hiiperbooli vorrand, kui hiiperbooli asiimptoo-
did on 4x 3y + 14 =0 ja 4x — 3y + 26 = 0 ning {iks fookus orn
F(5;2). ;

213. Koostada hiiperbooli vorrand, kui hiiperbooli keskpunkt

5
on K(2; —1), ekstsentrilisus £ = — ja iiks juhtjoon 5y — 11 = 0.
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Parabool

214. Koostada parabooli vorrand, kui parabooli haripunktiks
on koordinaatide alguspunkt, parabooli teljeks on x-telg, parabool
.avaneb x-telje positiivses suunas ning

1) parabooli fokaallaius on 6;

2) parabool ldbib punkti (2; —3);

3) parabooli fookuse kaugus juhtjoonest on 7;
4) parabooli fookus on F(2,5; 0);

5) parabooli juhtjoon on 6x - 7=0.

215. Koostada parabooli vorrand, kui parabooli haripunktiks
on koordinaatide alguspunkt ning parabooli
1) fookus on F(—2; 0);
2) juhtjoon on 4y -+ 3=0;
3) teljeks on y-telg ja parabool ldbib punkti (6; —3);
4) fookuse kaugus juhtjoonest on 3 ja parabool avaneb y-telje
positiivses suunas.”
216. Leida antud parabooli fookus ja juhtjoon:
1) 42— 12x=0; 3) y=2%
2) 242 3x=0; 4) x2+ 20y =0.

217. Arvutada parabooli y? = 24x punkti M kaugus parabooli
fookusest, kui punkti M abstsiss on 3.
218. Arvutada parabooli x2 -+ 18y =0 punkti N kaugus para-
booli fookusest, kui punkti N abstsiss on 6.
219. Leida paraboolil y2 - 12x = 0 punkt, mille kaugus fooku-
sest on 9.
220. Leida parabooli y? = 3x loikepunktid sirgetega
1) 3x —2y —15=0;
2) 3x — 8y + 16 =0;
3) 9x—2y+ 1=0.

221. Leida parabooli haripunkt, fookus ja juhtjoon, kui para-
booli vorrand on

1) y=x2—2x—1; 3) y*+6x— 12y +-42=0;
2) x2—6x+2y—2=0; 4) 4y>—x—8y+7=0.
222. Parabooli juhtjoon on 3x—5y- 1= ja fookus

F(9; —8). Leida haripunkt.

223. Koostada parabooli juhtjoone vorrand, kui parabooli hari-
punkt on H(2; —1) ja fookus F(6; —5). Kui suur on selle para-
booli fokaallaius?

224. Koostada parabooli vorrand, kui parabooli fookus on
F(3; —3) ja juhtjoon x —y+41=0.

225. Koostada parabooli vorrand, kui parabooli fookus on
F(3; 4) ja haripunkt asetseb koordinaatide alguspunktis.
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Teist jarku joone iildvorrand

226. Mis liiki jooni esitavad vorrandid
1) x24 242 —2x+ 12y + 11 =0;
2) 322 —y2 4 30x+ 4y -+ 71 =0;
3) 2x2+ 3y?+4x — 12y + 14 =0;
4) 5x2 +7y2+ 14y} 8=0;

5) 2 —6x+ 5=0;

6) 4y — 12y +9=0;

7) 4x2 —3y? —24x + 37 =0;
8) 3x2-4 12x — 4y +20=0;
9) 3y>+8y+6=0;

10) 4x2 4 3y? -} 8x — 12y =0;

227. Veenduda, et vorrand 4x>—9y2 —24x— 18y +427=0
esitab loikuvate sirgete paari, ja leida need sirged.

228. Maadrata vorrandis 2x2 -4 6y2 —8x+ 3y -+ f=0 vaba-
liige f nii, et vorrand esitaks iihte punkti.

229. Uurida, missuguseid jooni esitab vorrand x2?- 3y?—
— 2kx -+ 6y -} 7 =0 olenevalt parameetrist 4.

230. Uurida, missuguseid jooni esitab vorrand 3x2 - ky? —
— 12x + 4y 4+ 13=0 olenevalt parameetrist k.

231. Koostada paralleelliikke valemid, mis kaotavad antud
vorrandist liikmed, milles jooksva punkti koordinaadid esinevad:
ainult esimeses astmes:

1) 2x® 4 5xy + 24> — 6x — 3y + 5=0;
2) 5x2-+8xy -+ 5y% — 18x — 18y 4 11 =0;
3) 4x*+4xy+ y*+ 8x —5=0.

232. Leida teravnurk, mille vorra tuleb koordinaattelgi {imber
alguspunkti poorata, et antud vorrandist kaoks liige jooksva punkti
koordinaatide korrutisega:

1) 7x24+8xy +7y>2— 12y + 1 = 0;

2) 4x2 4 Y3xy + 542 + 2x = 0;
3) 2x2—4xy—y2+6x—8y+5=0.

233. Koostada niisuguse koordinaaditeisenduse valemid, mille
tagajérjel vorrandist x2 -+ 6xy + 9y*> — 6x =0 kaob liige jooksva
punkti koordinaatide korrutisega.

234. Kaotada teljestiku péoramisega sobiva nurga vorra antud
vorrandist liige jooksva punkti koordinaatide korrutisega:

1) 5x2 —6xy + 5y2 — 32 =0;
2) 5x%2 4 24xy — 5y?=0;
3) 2xy+x+y—5=0.

235. Maiidrata antud joone liik ja asend teljestiku suhtes, koos-
tada selle joone kanooniline vorrand ning skitseerida joon ldhte-
teljestikus:
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1) 6xy -+ 8y2 — 12x — 26y |11 =0;
2) 5x% 4 4xy -+ 8y> — 32x — 56y - 80 = 0;
3) 24 2xy+y*—8x+4=0.

236. Miirata antud teist jarku joone liik ja asend teljestiku
suhtes:
1) 4x2 — 12xy + 94> — 2x + 3y — 2.=0;
2) 17x2 — 12xy -+ 8y =0;
3) x2—6xy —Ty? — 12x — 28y — 28 = 0;
4) 5x2 —2xy -+ 5y? —4x -} 20y - 20=0;
5) 19x2 4 6xy + 1142+ 38x + 6y 29 = 0;
6) 9x2 = 12xy +4y>—6x-+4y+ 1=0.

237. Teades, et antud vorrand esitab sirgete paari, leida need
sirged, lahutades antud vorrandi vasaku poole lineaartegurite kor-
rutiseks: \

1) 2x2 — 13xy -+ 1542+ x — 5y = 0;
2) 4x2 4 12xy + 9y? — 16x — 24y 4 16 =0;
3) 242 — 12xy—+ 18y> — x4 3y —10=0.

238. Miirata joone Yx+7Vy=7a kuju ja asend. ,

239. Leida joone 6xy - 8y — 12x — 26y - 11 =10 fookused ja .
juhtjooned.

240. Leida parabooli x2 — 4xy | 44>+ 4x — 3y —7=0 fokaal-
laius, fookus ja juhtjoon. '

241. Leida joone 5x2 - 4xy -+ 2y> — 24x — 12y + 18 =0 tel-
gede vorrandid, ekstsentrilisus ja fookused.

242, Veenduda, et vorrand 5x2- 12xy — 22x — 12y — 19=10
vesit;l:i hiiperbooli, ning leida selle hiiperbooli fokaaltelg ja astimp-
toodid.

243. Veenduda, et vorrand x2 - 2xy + y? — 8x -+ 4 =0 esitab
;pare;{t;ooli, ning leida selle parabooli fokaallaius, telg ja hari-
punkt.



§ 4. DETERMINANDID JA LINEAARVORRANDISUSTEEMID:

Neljast arvust ay, as, by, b2 koosnevale tabelile
a b]
Qg b2

vastavaks kaherealiseks determinandiks nimeta-
takse avaldist a;bs — asb;. Kaherealist determinanti tdhistatakse

= : a 0

siimboliga Ia2 by Seega
it by— asb
PR X = Q102 — Q204.

Kolmerealine determinant on defineeritud avaldisena

ay b] C
’ = a,byc3 -+ agbscy - ash s — azbyc; — ash 03 — aibsc,.

a by ¢
|as bs cs

Kolmerealise determinandi avaldis koosneb kuuest liikmest, kus-
juures iga. liige on determinandi siimbolis esineva kolme arvu
korrutis voetuna kas mérgiga -+ voi —. Jargmistel skeemidel on
erinevate punktiirjoontega ithendatud arvukolmikud, mille korru-
tised on kolmerealise determinandi litkmeiks:

b ]
8 b, s &l st .
A A ey gt S U W
= T e, 3 pSfer g o
A A, \' AN e
a b &N 7N b PRy i 4
?‘.’/ A ’,cz ...\ - 3 ¢
% ; k//,'x"\ -:% ...... Loy
o NP A i N e &
a3 b3 Ca a3 b, c.?
- mirgiga liikmed — margiga liikmed



Mingi n erineva elemendi iga kindlat jarjestust nimetatakse
nende elementide permutatsiooniks. Erinevaid permutat-
sioone saab n elemendist moodustada 1-2.....n=nl. Kui n ele-
mendi permutatsioonide hulgast on iiks kindel permutatsioon vali-
tud algpermutatsiooniks, siis on nende n elemendi mingi teise
permutatsiooni iga kahe elemendi puhul kaks voimalust — nad
esinevad permutatsioonis kas vastupidises jdrjekorras kui algper-
mutatsioonis voi samas jdrjekorras. Esimesel juhul Geldakse, et
need kaks elementi moodustavad inversiooni, ja teisel juhul,
et nad ei moodusta inversiooni algpermutatsiooni suhtes. Iga per-
mutatsiooniga on iiheselt méddratud ta koigi elementide inver-
sioonide arv algpermutatsiooni suhtes.

n? arvust koosnevale n-realisele ja n-veerulisele tabelile

a, b] poarely i)
a; b U2
a, by Up

vastavaks n-realiseks determinandiks nimetatakse n! liikkmest koos-
nevat summat, mille iga liige omab kuju

(—1)°a,-1b,-2. Ui,

kus iy, iy, ..., i on mingi permutatsioon arvudest 1, 2, ..., n
ja ¢ on inversioonide arv selles permutatsioonis loomuliku jar-
jestuse 1, 2, ..., n suhtes, kusjuures summa igal liikmel on indek-
site permutatsioon iy, iy, ..., i, erinev. n-realist determinanti tahis-
tatakse siimboliga

T T N,

ay bg sies U

'an ‘ b, v,

Determinantide omadused. I. Determinandi vaar-
tus ei muutu, kui ta read ja veerud omavahel iimber paigu-
tada.

II. Kui determinandis kaks rida (v0i veergu) omavahel
iimber paigutada, siis muutub determinandi mérk vastupidiseks.

III. Kui determinandi mingi kahe rea (voi veeru) elemendid
on vastavalt vordsed, siis on determinant vordne nulliga.

n-realise determinandi mingi elemendi miinoriks nimeta-
takse sellist (n— 1)-realist determinanti, mis tekib, kui antud
determinandis kustutada rida ja veerg, milles asetseb vaadeldav
element. Determinandi mingi elemendi alamdeterminan-
diks nimetatakse selle elemendi miinorit voetuna kas margiga -
voi — olenevalt sellest, kas vaadeldava elemendi rea ja veeru jérje-
korranumbrite summa on paarisarv voi paaritu arv.
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IV. Determinandi mingi rea (voi veeru) elementide ja nende:
alamdeterminantide korrutiste summa on vordne determinandi
endaga.

V. Determinandi mingi ithe rea (voi veeru) elementide ning
mingi teise rea (veeru) elementide alamdeterminantide korrutiste
summa on vordne nulliga.

VI. Determinandi mingi rea (voi veeru) koigi elementide
korrutamisel iithe ja sama teguriga korrutub determinant selle:
teguriga. -

VII. Kui determinandi mingi rea (voi veeru) elemendid on
kahe liidetava summad, siis avaldub determinant kahe determi-
nandi summana, milledest esimesel on vaadeldava rea (veeru)
elementideks esimesed ja teisel teised liidetavad, kuna iilejddnud
read (veerud) on molemal determinandil samad mis ldhtedetermi-
nandil.

VIII. Determinandi védartus ei muutu, kui determinandi {ihe
rea (voi veeru) elementidele liita mingi teise rea (veeru) iihe ja
sama arvu kordsed elemendid.

Crameri teoreem. Kui vordse otsitavate ja vorrandite
arvuga lineaarvérrandisiisteemi otsitavate kordajaist moodustatud
determinant, nn. sisteemi determinant, on nullist erinev, siis on
siisteem iiheselt lahenduv, kusjuures iga otsitav avaldub murruna,
mille nimetajaks on sisteemi determinant ja lugejaks determinant,
mis on saadud eelmisest avaldatava otsitava kordajate asendamisel’
vabaliikmetega.

n vorrandist koosneva m otsitavaga lineaarvorrandisiisteemi

ax; + bixa+ ...+ vix, = ky,
ale—!—bzxz—}—...—{»—vzxm:kz, (1)4
anpX) +.bnx2+ v + UpXm = kn

kordajaist moodustatud tabeleid

“a, b] S ) 'al bl i wts s kl
b be U2 ja A’ = a; by ... vy ky
an bll Un an bn un klll

nimetatakse vastavalt siisteemi (1) maatriksiks ja siisteemi
(1) laiendatud maatriksiks.

Arvu r nimetatakse maatriksi astakuks, kui maatriksi
ridade ja veergude kustutamise teel maatriksi elementidest
moodustatud r-realiste determinantide hulgas on vidhemalt iiks.
nullist erinev, kdik sel viisil moodustatud (r - 1)-realised
determinandid aga on nulid (voi neid ei saagi moodustada).
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Maatriksi astak ei muutu, kui maatriksile rakendada jérgmisi
teisendusi:

1° maatriksi kahe rea (voi veeru) iimberpaigutamine,

2° maatriksi iihe rea (voi veeru) koigi elementide korrutamine
ithe ja sama nullist erineva arvuga,

3° maatriksi iihe rea (voi veeru) elementidele teise rea (veeru)
ifihe ja sama arvu kordsete elementide liitmine.

Kroneckeri teoreem. Lineaarvorrandisiisteem on lahen-
duv siis ja ainult siis, kui sisteemi maatriksi astak on vordne
laiendatud maatriksi astakuga.

Kui siisteemis on n otsitavat ning siisteemi maatriksi ja laien-
datud maatriksi astakud on molemad r, siis saab need r otsi-
tavat, mille kordajaist moodustatud r-realine determinant erineb
nullist, avaldada Crameri teoreemi pohjal iiheselt iilejadnud n—r
otsitava kaudu. Tihistades viimased n—r otsitavat meelevald-
sete konstantidega C;, Cs, ..., C,, saame koik otsitavad aval-
dada nende konstantide kaudu. Saadud avaldiste siisteemi nime-
tatakse antud vorrandisiisteemi iildlahendiks, sest ta annab
igal konstantide valikul iihe lahendi ja, vastupidi, vaadeldava siis-
teemi iga lahend on saadav neist avaldistest sobival konstantide
C,, Cs, ..., C,—, vidrtuste valikul.

Lineaarvorrandisiisteemi, mille koik vabaliikmed on vordsed
nulliga, nimetatakse homogeenseks siisteemiks. Homo-
geenne siisteem on alati lahenduv, omades lahendit, milles koigi
otsitavate viirtused on nullid. Seda lahendit nimetatakse null-
lahendiks ehk triviaalseks lahendiks.

Vordse otsitavate ja vérrandite arvuga homogeensel siisteemil
on mittetriviaalseid lahendeid siis ja ainult siis, kui sisteemi deter-
minant on null.

Niiteid
1. Lahendada lineaarvorrandisiisteem

x+2y4+22= 3,
3x+7y+4z= 3,
2x -+ 3y + 5z = 10.

Lahendus. Antud siisteemi determinant on

ll 29

D=|3 7 4

21305

e T B 50 0.8.40,7.9.3.2:5=
A IR
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- Et D==0, siis on siisteem Crameri teoreemi jdrgi iiheselt lahen-
duv. Otsitavate leidmiseks arvutame veel determinandid

3 2

Do—| 37 4= 105418480 140 30 — 36— 3
10 3 5|
5 352

D, =33 4’:15+60+24—12—45—4O=2,

7 2.4 B
§ BEOS

D,—|3 7 3{M7o 97k 12 42 - 60— BB
9. 1) :

Siisteemi lahend on seega

Arvutuste kontrolliks asetame otsitavate leitud vaartused antud
siisteemi vorranditesse ja veendume, et koik vorrandid on rahul-
datud:

34-2.(—2)F2.2= 3,
3:34+7-(—2)+4-2= 3
2.-34+3-(—2)+5-2=10.

11. Leida determinandi
lo SIS ARE T |
AR e e
D=0 .0.0 0. 5
& e g sl e ¥
|0 01 —4 0

vddrtus vahetult determinandi definitsiooni jirgi.

Lahendus. Determinandi definitsiooni kohaselt on determi-
nandi iga liige korrutis, milles iga tegur on determinandi eri
reast ja eri-veerust. Et antud determinandi esimeses veerus on
ainult neljanda rea element nullist erinev, siis on determinandi
avaldises nullist erinevad vaid need liikmed, mis sisaldavad seda
elementi tegurina. Liikmeil, mille iiks tegur on esimesest veerust
ja neljandast reast, voib teguriks teisest veerust olla mistahes
element peale neljanda rea elemendi. Teises veerus ja mitte nel-
jandas reas on aga ainult {iks nullist erinev element — see, mis
asetseb esimeses reas. Analoogiliselt edasi arutledes leiame, et
antud determinandi avaldises on nullist erinevad ainult kaks
liiget:

+2-(—1)-2-(—4)-5ja+2-(—1)-1
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Esimese liikme reaindeksite permutatsioon on 4, 1, 2, 5, 3. Selles
permutatsioonis moodustavad loomuliku jarjestuse 1, 2, 3, 4, 5
suhtes inversiooni elemendipaarid 41, 42, 43 ja 53. Seega on
inversioonide arv 4 (paarisarv), mistottu esimene liige tuleb
votta margiga -f-. Teise liikme puhul on reaindeksite permutat-
sioon 4, 1, 5, 2, 3, mille inversioonide arv on 5. Jarelikult tuleb
see liige votta margiga —. Antud determinandi vdartus on seega

D=2.(—1)-2.(—4)-5—2-(—1)-1-3-5=80-430=110.

II1. Arvutada determinandi omaduste pohjal

! 8 —20 2 8|

0 L g o B

Laiel BE-UENE S By 10
| 4 —6 6 2|

Lahendus. Arvutuste lihtsustamiseks toome koigepealt
determinandi esimese rea elementide {ihise teguri 4 ja seejérel
kolmanda veeru elementide {ihise teguri 6 determinandi margi alt
valja:

PERTIR AR :2—-5 fe g
O o i S R S B G LT
Wi d 5o eigia oy 24‘5—9 9. 7
4B 6 T R S TR BT

Jérelejddanud 4-realises determinandis teisendame kolmandas
veerus (kus elemendid on absoluutvdirtuselt koige véiksemad)
koik elemendid peale esimese nullideks. Selleks liidame esimese
rea teisele, siis —2-kordse esimese rea kolmandale ja Iopuks
—1-kordse esimese rea neljandale reale. Determinantide vastava
omaduse tottu ei muutw nende teisenduste rakendamisel determi-
nandi vaartus:

e, il L
S e J0198
D=24 olv L 8

o e it e n

Edasi avaldame saadud determinandi kolmanda veeru elementide
ja nende alamdeterminantide korrutiste summana («arendame
determinanti kolmanda veeru jédrgi»). Selles summas on iiks-
ainuke liige nullist erinev, kusjuures vastav alamdeterminant on
vordne miinoriga, sest 1 asetseb esimeses reas ja kolmandas vee-
rus ning 1 + 3= 4 on paarisarv:
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D=24-1-|—

DD =
—— D
W™

Sellega on neljarealise determinandi arvutamine taandatud kolme-
realise determinandi arvutamiseks. Liidame selle determinandi
2-kordse teise veeru esimesele veerule ja arendame saadud deter-
minanti kolmanda rea jargi:

Ny
0|

hie 24-(—1).(— I?; :l)‘: 04 f ) [ (0= 18) J== 018!

“1V. Leida maatriksi

bt S uses B pas
A—|2 65 —5 4 -3
B Pl g
39T 452N

astak.

Lahendus. Teisendame maatriksi A esimese veeru ele-
mendid alates teisest nullideks, liites teisele reale —2-kordse esi-
mese, kolmandale reale —I-kordse esimese ja neljandale reale
—3-kordse esimese rea: '

OO
ooow
—— D
[oRVERVERE
DO DN BN -

Saadud maatriksi astak on sama mis A astak, sest rakendatud
teisendus (3°) ei muuda maatriksi astakut. Edasi paigutame selles
maatriksis iimber teise ja kolmanda veeru ning teisendame see-
jarel teise veeru kolmanda ja neljanda elemendi nullideks, liites
sobiva arvu kordse teise rea kolmandale ja neljandale reale:

PO Set e R It 2 3 41 —2
0. ) Wiy g ot @430 0)
81 0: 82 -1 0D 00 .0
B4 088 setid 000 50 —I5|

1
Viimases maatriksis korrutame neljanda rea elemente teguriga -
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ja paigutame seejérel {imber kolmanda ja neljanda rea ning kol-
manda ja neljanda veeru. Tulemuseks on maatriks

Ilmselt ei saa maatriksist B ridade ja veergude d&rajdtmise teel
moodustada iihtegi neljarealist nullist erinevat determinanti, kuid
kolmerealine determinant

= 2011

1 2 —4
01 %3
0 0 1

on nullist erinev. Seega on maatriksi B astak 3. Et maatriks B
on saadud maatriksist A teisendustega 1°—3° mis ei muuda
maatriksi astakut, siis on ka antud maatriksi A astak 3.

V. Veenduda, et siisteem

x+2y+22+ u-+43v=>5,

2x—3y—3z2+ u—7v=23, '
4 y+ 242 = =4, (*)
3x— y— z+2u—4v=238

on lahenduv, ja leida siisteemi iildlahend.
Lahendus. Leiame antud siisteemi maatriksi ja laiendatud

maatriksi astakud. Selleks teisendame siisteemi laiendatud
maatriksit

1 o 2 a3 5}‘
Al e= 2 —3 —3 1 —7 3‘

1 1 e 0 4’

3 —1 —1 .2 —4 8'

opereerides ainult maatriksi ridadega. Esimese rea elemente
—2-, —1- ja —3-kordselt vastavalt teise, kolmanda ja neljanda
rea elementidele liites saame

TR AR S e
TR SRR St DU s
R G i SN
g L Ol L edesy Lap

Paigutame {imber teise ja kolmanda rea ja liidame seejarel
—7-kordse teise rea kolmandale ja neljandale reale. Tulemuseks on
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R B e R B

TR R e MR T

}0 ek | TR B 1

0. 0 0 —8 8 0

millest 1opuks

TR R WL B T

o [ eGPl s bt
B0 N Al Bl

010 4% -0 0

Et maatriksi B’ esimese, teise ja neljanda veeru ning esimese
kolme rea elementidest koostatud kolmerealine determinant on
nullist erinev ja neljanda rea elemendid on koik nullid, siis on B’
ja jarelikult ka A’ astak 3. Antud siisteemi maatriks A erineb
maatriksist A’ ainult puuduva kuuenda (vabaliikmete) veeru
poolest. Kui oleksime maatriksile A rakendanud samu teisendusi,
mis maatriksile A’, oleksime B’ asemel joudnud maatriksile, mis
erineb B’-st ainult puuduva kuuenda veeru poolest. Et selle maat-
riksi astak on samuti kui B” astak 3, siis on ka A astak 3 ja antud
siisteem Kroneckeri teoreemi pohjal lahenduv. (Kui B’ kuuenda
veeru ja neljanda rea element oleks teisenduste tulemusena osu-
tunud nullist erinevaks, teised sama rea elemendid aga endiselt
nullideks, siis oleks laiendatud maatriksi astak olnud 4, siisteemi
maatriksi astak aga 3 ja siisteem jarelikult mittelahenduv.)

Teisendused, mille abil tuletasime maatriksist A’ maatriksi B’,
viisid antud vorrandisiisteemi niisugusele kujule, mille laiendatud
maatriks on B’, seega kujule

xX+2y+224+u-+3v= 5,

Lo o B e 30 W ) 792
U— 0= 0.
D= "4

Et seejuures maatriksile rakendatud teisendused tdhendasid vor-
randisiisteemis vastavalt vorrandite jérjekorra muutmist, vorrandi
korrutamist nullist erineva teguriga ja mingi arvu kordse vor-
randi liitmist teisele vorrandile, siis on saadud siisteem (**)
jareldus siisteemist (*) ja teda rahuldab siisteemi (*) iga lahend.
Analoogiliste teisendustega on aga ilmselt ka vastupidi siistee-
mist (**) jareldatav siisteem (*), mistottu siisteemi (**) iga
lahend rahuldab siisteemi (*). Neil siisteemidel on seega samad
lahendid.

Siisteemist (**) on kerge avaldada kolme otsitavat iilejdédnud
kahe kaudu nii, et koik vorrandid oleksid rahuldatud:
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u=v, y=—=24+u—3v-+1=1—z2—20,
x=5—2y—2z—u—3v=3.

Tahistades z= C,;, v = C,, saame antud siisteemi {ildlahendiks
x=3, Y= 1 —C1—2C2, Z=‘C1, u:CQ, U“———Cg.
VI. Kuidas oleneb siisteemi

2x—3y+ z=1,
4x -2y —az=3,
2% — y-+3z=b

lahendi olemasolu ning iihesus parameetritest a ja b?

Lahendus: Teisendame antud siisteemi laiendatud maat-
riksit

‘|2 gty 1"

4 2 —a 3

1‘2 —1 3 b

nagu eelmises niiteski. Tulemuseks on maatriks

0 2 Z b—1

“2 —3 1 1 ‘
0 0 —a—10 —4b-5

Kui siin —a — 100, s. t. a==—10, siis on siisteemi maatriksi ja

siisteemi laiendatud maatriksi astakud ning otsitavate arv vord-

sed ja siisteem seega iiheselt lahenduv. Kui a=—10, aga
5

—4b+5=E0, s.t. b=|=—;, siis on siisteemi maatriksi astak 2, kuid

laiendatud maatriksi astak 3, mistottu siisteem ei ole sel juhul

5
lahenduv. Lopuks, kui a = —10 ja b =y siis on nii siisteemi
maatriksi kui ka laiendatud maatriksi astak 2 ja siisteem jéreli-
kult lopmata mitmeselt lahenduv (otsitavad avalduvad iihe

meelevaldse konstandi kaudu).

VII. Leida punkte (0; —1), (—4; 1) ja (11; —2) ldbiv para-
bool, mille telg on paralleelne x-teljega.

Lahendus. Iga parabool, mille telg on paralleelne  x-tel-
jega, on esitatav vorrandiga

x=ay’+ by +c. il

Néudes, et joon, mida esitab vérrand (*), ldbiks antud kolme
punkti, saame kordajate a, b ja ¢ mddramiseks siisteemi
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a— b+c= 0,

a+ b4 c=—4,
da—%% 4 c— 1.

Selle siisteemi determinant on

| = R
D=ll 1 1'»:—6:#:0.
i

Crameri teoreemi jdrgi leiame siisteemi ainukese lghendi: a= 3,
b= —2 ja ¢ = —b. Asetades leitud kordajate viirtused parabooli
vorrandisse (*), saame x= 3y? — 2y — 5.

VIII. Mis tingimusel asetsevad neli punkti (x; Y1), (x2; y2),
(x3; y3) ja (x4 ya4) tihel ringjoonel?

Lahendus. Iga ringjoone vorrand on esitatav kujul
' k(2 ¢?) 4 Lx + my -+ n =0,

kus k= 0. Antud neli punkti asetsevad seega iihel ringjoonel,
kui leiduvad niisugused arvud &, [, m ja n, mis pole kdik korraga
nullid (vdhemalt 2==0), et on rahuldatud vordused

(x2 4y ek + il +ym+n=0,
(%22 + yo®) k + X9l + yom - n =0,
(x32 + ys?) k + x5l + ysm + n =0,
(x4 + ya?) k + X4l + ysm +- n = 0.

Jarelikult peab neist neljast vorrandist koosnev nelja otsitavaga
(k, I, m ja n) homogeenne lineaarvorrandisiisteem omama mitte-
triviaalset lahendit. Homogeenne siisteem omab mittetriviaalseid
lahendeid aga ainult siis, kui siisteemi determinant on null. Nou-
tud tingimus on seega

22 ui%ix 3
x24-ys® X3 Yy
x?+ys? x3 ys
X2+yd x4 Y

[ SR

]zo.

Kaherealised determinandid ja kahe otsitavaga siisteemid
244, Arvutada
8§ —3

7. 8 SPEN
l)lz 5] 2)I—5—8;3) 12 81"
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245. Avaldada ja lihtsustada

a a1 ; cosae —sina

D a—1 a g sina cos a ’
|m+n m—n sina cosa

2) n m4n ’ 4) sinp cocoBf C

246. Lahendada determinantide abil siisteemid

1) 5x+3y=1, 3) bx— y-+42=0,
2x — 4y = 16; 7x +9y —5=0;
2) 2x —3y = 4, 4) kx+ y= 1,

4x — 5y = 10; x+ky=——l (B=+1);
5) xcos @ —y sina= cos §, :
x sin @ + ycos @ = sin f.

247. Uurida, kas antud siisteem on iiheselt lahenduv, lopmata
mitmeselt lahenduv voi mittelahenduv:

1} 6x— 4y= .10, 3) 9x+7y=0,
—9x + 6y=—15; 7x -+ 5y=1;
2y . 10x -} 8yp= T; 4) 12x + ay =4,
15x 4+ 12y =11; ax -+ 3y =2;

5) kx+ y=1,

3x —2y=1.

248. lLahendada siisteemid
1) x4+ 2y=3, 2) 4x —6y = 8, 3) 2x+ y=
3x+6y=29; 6x — 9y = 12; 6x—+—3 s

Kolmerealised determinandid

249. Arvutada

SoE &L FXon3
1) ll Boibls s BNEeE 8 itk 8145 6!;
R B8 3 789
14 a9 | 16 =8 5] fiadst vl
4) |56 —16 24|; 9) |—72 12 —48\; R e de
14 2300 10 a7 E 25 49 64
250. Avaldada ja lihtsustada
0 -ag da l m[ b—a —2 a+b
ey ibg ' gl 2) m k 3) a 0 —b |
a a o] m k a 1 —b
x2+1 xy x2
4) T ay e P
Xz yz zz-i-li
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251. Lahendada Crameri teoreemi jéargi siisteemid

1) 2x— y— 2z=25, 2) 2x — 3y + 2z = —8,
x-+3y— z=4, x+2y+ z= 3,

5x + 2y + 22=2§; 54+ y— z= b;
3) 3x+4y-+ 22+ 10=0, 4) u-+2v42w= 3,
5x+2y+ 32+ 2=0, 2u -+ 3v + 5w = 10,
2x — 2y + bz =0; 3u—+T7v+4w= 3.

n-realise determinandi maiste

252. Leida antud naturaalarvude permutatsxoom inversioonide
arv loomuliku jérjestuse suhtes:
1):2,:0,:4..3:2).86,. 3, 1, 2754 3) 7,5,6,4,1,3,2;
4) n, n—l, wic ki By B B A BT 2Rl
253. Kas liikmed
1) —cidscsases; 2) -‘-ascidsesbs;  3) --ascobidyes
kuuluvad viierealise determinandi
ial by ¢ d] e[I
{as by ¢y dy 32‘,
a3 by c3 d; e3 | 2
a5 b; eyl (34i

05 bS Cs d5 €s |

avaldisse?

254. Missuguse margiga kuuluvad eelmises ulesandes antud
determinandi avaldisse liikmed

1) a3b105d4e2; 2) csa2d5b1e4; 3) C]b2€3t14d5?

255. Valida i ja & nii, et korrutis a,bsc,dkea kuuluks iilesandes
253 antud determinandi avaldisse margiga .
256. Arvutada vahetult determinandi definitsiooni pohjal

; 10 b d 0 0 (24 8.1 % '
[0 2 21 10 0 0 d c| P 29§ .0
1) | 2 MNige 0D 3’0 o0 g
Yo —1 @ 0| )}0000a; )12 030 -
1085050 25 [0 0 c a b [0 50 8§ @
257. Arvutada determinantide vaartused:
: ‘ ‘ < R s NS AR |
12—l 5 0] (2 —1 —1 1 0 4 o1 9
| —3 1 0 7 1145 (1 3 —1 4 1 ', IO e 3f-
BTy Ayl 2)15 R e e T
P82 18 % -5 18 0. 32 § g
5 0 1 32: !4021 Q.2
‘21_1 923 ] 3.2 - 1A0R~—1,"3
6 Dot it 251 36 -1 %
4),_21 Al g D B B B S R
&3 5. istsl 303 63
| ! it i B Sl S R
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Kolme ja rohkema otsitavaga lineaarvorrandisiisteemid

258. Lahendada Crameri teoreemi jargi siisteemid

1) 2x—3y+22=—8, ' 2) 3x44y+ z+4+2u=3,
x+2y+4 2= 3,

x=—b2Liu=0,
x4 y— z= b 3y — 2z -+ u=4,
y—4z=4; -
3) 2x+ y—3u= 3,
x—4z+4+2u= 0,
S5y + u=—T7,
2 2= 12,

259. Leida maatriksi astak:

GRS e 71\
B T A e IR SRR
1).‘2 EE P eI I o A g S
1 e g \3 gV 4‘\
8 R 5
| 4B &Y
Zg:g 5| '1 g 8 g R z}!
3)is 3 5 7*; 4) 13 5 1116 21 17|.
o S Ea- g g Ty a3 12;|
| TR PR S S B

Uurida, kas antud siisteem on lahenduv voi mitte, ja lahendu-
vuse korral leida siisteemi iildlahend:

260. 2x+ 3y —z= 3, 261.
4x — y-+z=11, 5x + 4y + z=13,
x—2y-+z= 4. 3x -+ 3y + 22 = 10.

262. 3x — Ty +4z+ Tu= 20,
x + 3y — 22 — 5u = —6,
2x + 5y — 62 — 6u = —T.

263. x+ z+2u— v=4,
y-+- z+4+ u4 v=3,

x—2— z-+ u—3v=0,
2x+ y+3z+2u— v=>.

x+ 2y 3z= 4,

264. X1 —i— QX4 v 3X5 = 5,
2%, + 2x0+ 2x3 — x4+ 4x5=10,
X, — Xp— X3+ Xa— X3=3,

Xo+ X3+ x4— 2x5=2.

265. x1+ Xyt XS':3,

X1+QX2+2X3+ X4+3X5:5,
X2+ x3+ X+ x=1,

X -—3X2——3X3——-6)C5 g
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200, £ Y-+ 22 o= 01T k- g Daes isB

3x-+2y— z= 3, X — y+-ze= 4,
3y 4+ v=—1, 2x 42y 4 5z= 8,
3z — 20 = —2. 2x —2y—+3z= 9,

X—3y—4z— -4,
268. Missuguse a ja b puhul on siisteem
2x — y -+ az—4,
X4+ 2y— z=3,
4x+3y+ z=»b
mittelahenduv?
269. Kuidas oleneb siisteemi
4x 42y —az=1,
3x— y+42z=0o,
x—8yt-aze==2
lahendi olemasolu ja iihesus parameetritest a ja b?
270. Kuidas oleneb siisteemi
x—2ay+ 2=0,
4ax —4y +z —3=0,
2¢4+2—1=0
lahendi olemasolu ja iihesus parameetrist a?
Lahendada homogeensed siisteemid:
271. x4+ 2y —2z=0, 272. x4 4y-+2z2=0,
3x — by -+ z=0. 4x 4+ 11y -+ 5z=0,
4x -+ 6y 4 2z2=0.

273. 2x+-y— 2+3v=0, 274. x—3y— 26z 22v=0,

x+2z24 v=0, 3x -+ 8y + 24z — 190 =0,
y-+ z+ v=0, x+2y-+ 4z— 3v=0,
22— v=0. 3x+5y+ 6z— 4v=0.

275. Miidrata homogeenses siisteemis

ax-+ y-+43z=0,
X —2y--32—0,
2x+ay=0
parameeter a nii, et siisteemil oleks mittetriviaalseid lahendeid.
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Geomeetrilisi rakendusi

276. Leida punkte (2; 1), (1; 1) ja (3; —3) ldbiv parabool,
mille telg on paralleelne y-teljega.

277. Koostada punkte (—2; 2), (2; 0) ja (l; 1) ldbiva ring-
joone vorrand.

278. Leida teist jarku joon, mis labib punkte (0; 0), (3; —1),
(0; =1, (1; —2) ja (2; 0). _

279. Mis tingimusel asetsevad kolm punkti (xi; y1), (x2; y2 ja
(x3; y3) tlhel sirgel?

280. Mis tingimusel omavad kolm sirget ax -+ by + ¢ =0,
agx + boy + c2=0 ja azx -+ bsy - ¢3 = 0 iihist punkti?



§ 5. KOORDINAADISTIK RUUMIS JA VEKTORALGEBRA

Ristkoordinaadistiku moodustavad ruumis pikkus-
ithik ja kolm iihes punktis paarikaupa risti 16ikuvat suunatud sir-
get — koordinaattelge, mida nimetatakse vastavalt x-, y- ja
z-teljeks. Telgede positiivsed suunad (v6i nimetused) peavad
seejuures olema valitud nii, et nad moodustaksid parema kée kol-
miku (joon. 18). Koordinaattelgede Ioikepunkti O nimetatakse
koordinaatide alguspunktiks ja iga kahte koordi-
naattelge ldbivat tasapinda koordinaattasapinnaks.

Punkti P abstsissiks ehk x-koordinaadiks nimetatakse
P kaugust yz-tasapinnast, kui P asetseb selles poolruumis, kuhu
suundub x-telg, voi selle kauguse vastandarvu, kui P asetseb tei-
sel pool yz-tasapinda. Analoogiliselt defineeritakse punkti P or -
dinaat ehk y-koordinaat ja aplikaat ehk z-koordinaat P
kauguse abil vastavalt kas xz- v0i xy-tasapinnast. Asjaolu, et
punkti P abstsiss on x, ordinaat y ja aplikaat z, tédhistatakse
P(x; y; 2).

Ristkoordinaatide korval kasutatakse ruumis ka silinder- ja
sfadrkoordinaate. Silinderkoordinaadistiku puhul
maédratakse punkt P aplikaadiga z ja punkti P’ polaarkoordinaa-
tidega o ja @, kus P’ on punkti P ristprojektsioon xy-tasapinnal
{joon. 19). Punkti P silinderkoordinaadid on seotud P ristkoordi-

o

Joon. 19
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naatidega jargmiselt:
x=opcos6, p=7V)2+y3
== p SO, tan8=-y—.

2
2=2,

Punkti P sfddrkoordinaatideks on P kaugus r koordi-
naatide alguspunktist ning joonisel 20 nididatud nurgad ¢ Jja .
Sfiirkoordinaadid ja ristkoordinaadid on seotud valemitega
x=rsinpcosgp, =74 2422
Y

y=rsinysing, tang=-,

ix2 1 y2
2 = 1L0s.9. tanz/;:lijy g

Vektoriks nimetatakse suunatud sirgloiku, s. t. sirgloiku,
mille otspunktide kohta on teada, kumb neist on algus- ja kumb
16pp-punkt. Vektorit, mille alguspunkt on A ja lopp-punkt B,

tahistatakse AB. Kahte vektorit
(vabavektorit) loetakse vord-
se ks, kui nad on paralleelsed,
iihepikkused ja iihtepidi suuna-
tud. Vektor on seega mdaratud
kolme andmega: sihi, suuna ja
pikkusega. Vaektori a pikkust
tihistatakse a voi |al. Vektorit,
mille pikkus on 0, nimetatakse
nullvektoriks ja téhista-
takse 0. Vektorit, mille pikkus
on 1, nimetatakse tihikvek-
toriks. Vektori a projektsiooniks teljel « nimetatakse
avaldist

Joon. 20

pry, a=acos ¢,

kus @ on nurk u ja a suundade vahel. Vektori koordinaa-
tideks nimetatakse tema projektsioone koordinaattelgedel.
Asjaolu, et vektori a koordinaadid on a, a» ja as, s. t. ay=pr,a,
Qs = pry a, az= pr: a, tahistatakse

a= {al; Qg; a3}.

Kui vektori alguspunkt on A (ay; az; as) ja 1opp-punkt B(by; ba; b3),
siis
A_b = {b1 b © - T bz — 02 bz — aa}.
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Eriti on koordinaatide alguspunktist O punkti 4 (ay; as; as) suun-
duva vektori — punkti A kohavektori — koordinaadid vas-
tavalt vordsed punkti A koordinaatidega.

Kahe vektori a ja b summaks a--b nimetatakse iihisesse
alguspunkti voetud vektoritele a ja b ehitatud roopkiiliku seda dia-
gonaali, mille alguseks on a ja b ithine algus (joon. 21).

Joon. 21

Vaheks a—b nimetatakse vektorit, mis liidetuna vektorile b
annab summana a. Kui a ja b alguspunktid iihtivad, siis on
a—b vektor, mille alguspunktiks on b 16pp ja 16pp-punktiks a
16pp (joon. 21). Vektorite liitmine on kommutatiivne ja assotsia-
tiivne:

a-}-b=b- a, a4 (b+c)=(at+b)+ec

Kui a ={ay; as; as} ja b= {by; by; b3}, siis
atb=da;4-by; as+ by a3+ byl

Vektori a skalaari (arvu) 4 kordseks vektoriks 2a
nimetatakse vektorit, mille pikkus on |ia| = |ija] ning mis on
vektoriga a samasihiline (paralleelne) ja 2> 0 puhul samasuu-
naline ning 4 <0 puhul vastassuunaline. Kehtivad arvutussea-
dused:

(A+u)a=2a-ua, Ai(a+b)=2a-+ib, Ai(ua) = (Au)a.
Kui a = {[11; Qo; 03}, siis
: Adi= {lax; /ldz; 2,03}.

Vektori a5=0 suuna ihikvektoriks a° nimetatakse
iihikvektorit, mis on vektoriga a samasuunaline ja samasihiline.
Seejuures

!
= —a i a=daa’
a

o

a



n vektorit a, b, ..., v nimetatakse lineaarselt soltu-
vaks, kui leiduvad niisugused arvud a, g, ..., @, mis pole koik
korraga nulllid, et

aa-tpb+...+ ov=0.

Iga kaks voi rohkem paralleelset ehk kollineaarset vek-
torit on lineaarselt soltuvad. Iga kolm voi rohkem {ihe ja sama -
tasapinnaga paralleelset ehk komplanaarset vektorit on
lineaarselt soltuvad. Ruumis on iga neli voi rohkem vektorit
lineaarselt soltuvad.

Kahe vektori a jab skalaarkorrutiseks a-.-b nime-
tatakse arvu, mis on saadud vektorite a ja b pikkuste korruta-
misel nende vektorite vahelise nurga koosinusega:

a-b = abcos ab.
Kui a = {a;; az; as) ja b= {by; by; b3}, siis
a-b=ab;+ abs + asbs.
Vektorite skalaarkorrutise puhul kehtivad arvutusseadused:

a-b=Db-.a, (1a)-b=a- (Ab) =21(a-b),
a-(b-}+c)=a-b4a-c.

Kui vektorid a ja b on risti, siis a-b=10. Vektori pikkus avaldub
skalaarkorrutise kaudu kujul

a=7Ya-a=yad+ a?+as
Eriti on punktide A(ai; a2; as) ja B(by; by; bs) vaheline kaugus
|AB| = (61— a1)® + (b2 — a2)® 4 (bs— as)°.
Vektori a projektsioon vektori b suunal avaldub kujul

a-b
b

prba=a-b°=

Kahe vektori a ja b vektoriaalkorrutiseks nimeta-
takse niisugust kolmandat vektorit ¢, mis on

c=3xb. sihilt risti nii vektoriga a kui ka b, suunatud
nii, et vektorid a, b ja ¢ moodustavad pare-
ma kie kolmiku (joon. 22), ning pikkuselt
vordne vektoreile a ja b ehitatud réépkiiliku

pindalaga ab|sin :ﬁ)] Vektoriaalkorrutist
tahistatakse c=—=a >< b. Kui a={a;; a; as}
]a hie= \b}, bg, b31, siis
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a; az
by by

a; a
by bs

a, ap
by by

. .
’ ’

aXb={

Vektoriaalkorrutise puhul kehtivad arvutusseadused:

aXb=—(bXa), (da) Xb=aX (ib) =21(aXbh),
aX (b+c)=axXb+aXec.

Kui vektorid a ja b on kollineaarsed, siis a >} b=0. Kui kolm-
nurga tipud on A, B ja C, siis ta pindala S avaldub kujul

1 — -
S = 3”43 X AC|.

Avaldist (a X b) - ¢ nimetatakse kolme vektoria,bjacsega -
korrutiseks ehk ruumkorrutiseks ja tahistatakse
abc. Koordinaatide kaudu avaldub segakorrutis kolmerealise deter-
minandina

a a a
abt =={p: % byl .
Ci C3 C3
Kehtivad seosed:
abc= (aXXb):-c=a- (b Xc),
abc = bca — cab — —bac = —cba = —acbh.

Geomeetriliselt tdhendab kolme vektori segakorrutis abe vekto-
reile a, b ja c ehitatud ré6ptahuka ruumala voetuna miérgiga 4,
kui a, b ja ¢ moodustavad parema kde kolmiku, ja mirgiga —
vastupidisel juhul. Kolm vektorit on komplanaarsed siis ja ainult
siis, kui nende segakorrutis on null.

Niiteid
I. Leida punktid, mis jaotavad punktide A(2;, —7; 1) ja

B(5; 2; —5) vahelise 16igu kolmeks vordseks osaks.
Lahendus. Kui tdhistada otsitavad punktid tdhtedega K

- 1 - - 2 =
ja L (joon. 23), siis AK=-3—AB ja AL =§-AB. Jérelikult

Joon. 23
F o



- g > — ) -
OK = OA 4 AK = 0A 4 4B,
OL=0A+AL'=0A 4 AB.

e TR R NG S L T By A T 7 U
= {2; —7; 1}, siis saame seostest (*) ;

- 1

OK ={2; —T7; 1}+ 5 {3:9; —6} = {3; —4; —1},

-

OL= (2—T7; 1) 45 {39, —6) = {4 —1;—3).

Vektorite OK ja OL kui punktide K ja L kohavektorite koor-
dinaadid on vastavalt vordsed otsitavate punktide K ]a L koor-
dinaatidega. Ulesandes néutud punktid on seega K(3; ; —1)
ja L(4;, —1; —3).

I1. Leida punkti A (0; 10; 3) ristprojektsioon punkte B(4 2; 1)
ja C(6; —5; 2) ldbival sirgel.

Lahendus. Olgu otsitav punkt D. Et D asetseb punkte B
jaC lablval 51rgel siis leldub mlsugune skalaar k, et BD == kBC
Vektorite BC ja DA BA BD BA—kBC ristumisest jareldub

BC-(BA - kBC) =0. (*)

Et BC={2;—3;1} ja BA={—4;12;2}, siis BA—kBC =
A = {4 —2k; 124 3k; 2—Fk}, nii
et tingimus (*) saab kuju
2(—4 — 2k) — 3(12 + 3k) -
(2= k) =0, mlllest k~ —3

D
Jérelikult 0D — OB+BD— .
== 0B +’kBC = {4; —2;'1} —
—3{2; —3; 1} = {—2; 7, —2}.
Otsitav - punkt on seega
0 D(—2; 7; —2). -
Joon. 24

I1I. Leida punkte A(l; —3; 2),
B(2; 1; —4) ja C(3; —1; 3) ldbiva tasapinna normaali ihikvektor
Qs L tasapmnaga risti olev iihikvektor), mis suundub sellesse pool-
ruumi, kus asetseb punkt D(—5; 2; 7).

Lahendus. Vektorid AB={l; 4; —6) ja AC={2; 2; 1}
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asetsevad punkte A, B ja C ldbival tasapinnal. Jérelikult on
vektor ,

(b P

ABXAC— NEOR T s TR S TR = {16, —13; —6}
neid punkte ldbiva tasapinnaga risti. Leiame IA»BXA»C[ =
= Y1624 (—13)2 4 (— 6)2—}’461 Tasapinna n'ormaali ithik-

{16; —13; —6}. Selleks, et selgitada,

vektorid on seega =+
kumb neist suundub sZﬁ%sse poolruumi, kus asetseb D, moodus-
tame AD —{—6; 5; 5} ja leiame (XBXAE).AB= 16+(—6)—
—13-5—6-5<0.. Jarellkult on vektorlte ABXAC ja AD
vaheline nurk niirinurk ning ABXAC suundub poolruuml kus D
ei asetse Ulesandes noutud vektor on seega vektorile AB)(AC

— {16; —13; —6} ehk
Y461 .

{ 16 13 6 }
ya61  ya61 ~ yae1 )

IV. Nelitahuka tipud on A(5; —1; 2), B(2; —1; 0), C(l;, —2;2)
ja D(4; —2; 5). Arvutada tipust A tahule BCD tommatud korguse
pikkus. :

vastassuunaline: —

Lahendus. Uhelt poolt on vektoreile B—)A = '{8; 0 8%

BC— {—1; —1; 2} ja BD—= {2; —1: 5} ehitatud rédptahuka
ruumala : :
— — — 3
V—|BA BC B-D]:[I_l _1 2‘|_|—31_3
2 5

teiselt poolt aga on sama rooptahuka ruumala vordne vekto-

reile BC ja BD ehitatud roopkiiliku pindala
S = |BC X BD| = [{—3;9;3}| = 3y11T

ja otsitava k(")rguse‘h korrutisega. Seega 3 = 3Vy11-h, millest
1
= —
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Koordinaadistikud ruumis

281. Leida punkti A(—3; 1; 4)* ristprojektsioon
1) xy-tasapinnal;
2) yz-tasapinnal;
3) y-teljel;
4) x-teljel.

282. Leida punktiga P(x; y; z) siimmeetriline punkt
1) xy-tasapinna suhtes;
2) xz-tasapinna suhtes;
3) x-telje suhtes;
4) z-telje suhtes;
5) koordinaatide alguspunkti suhtes.

283. Arvutada punkti A(4; 12; —3) kaugus
1) koordinaatide alguspunktist;
2) xy-tasapinnast;
3) y-teljest.

284. Leida punkti M koordinaadid, kui M asetseb  y-telje
positiivse suuna ning x- ja z-telje megatiivse suuna vahelises

ruumikaheksandikus ja kui M kaugus x-teljest on 2710, kau-
gus y-teljest 2717 ja kaugus z-teljest 10.
285. Punkti P silinderkoordinaadid on (g; ©; z). Leida P
kaugus
1) koordinaatide alguspunktist;
2) x-teljest;
3) y-teljest.

286. Leida silinderkoordinaadistikus antud punktiga P (o; 6; 2)
siimmeetriline punkt
1) xy-tasapinna suhtes;
2) y-telje suhtes;
3) koordinaatide alguspunkti suhtes.

287. Arvutada ristkoordinaadistikus antud punktide
A(3; —3; —3) ja B(—®6; 0; 8) silinderkoordinaadid.

288. Punkti P sfddrkoordinaadid on (r; ¢; %). Leida P silinder-
koordinaadid.

289. Arvutada punkti A ristkoordinaadid, kui ta sfdérkoor-
2 /4

dinaadid on r =6, g =7 ja p = .

* Kui koordinaadistikku pole eraldi nimetatud, on tegemist r.is‘tkoordi-
naadistikuga. :
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Vektorite liitmine ja skalaariga korrutamine

290. Vektorid a ja b on risti ning a==8 ja b:=6. Arvutada
ja-+b|jala—b|.

291. Leida la—b|, kui a=23, b=11 ja |a -+ b| = 20.

292. lLeida [a| b, kui a=19, b =13 ja |a—b|=22.

293. Avaldada roopkilliku kiiljed AB, BC, CD ja DA diago-

naalide A»C = a ja BD = b kaudu.
294. Korrapidrase kuusnurga ABCDEF kaks ldhiskiilge on

vektorid AB=a ja AF =b. Avaldada vektorid AC, A_b, AE

ja EC vektorite a ja b kaudu.

295. Mis tingimust peavad rahuldama vektorid a ja b, et vek-
tor a 4+ b poolitaks a ja b vahelise nurga?

296. Leida vektorite a=p-+q, b=p—q, c=3p ja d=
= 2p — 3q koordinaadid, kui p = {2; —1; 5} ja q = {—4; 0; 1}.

297. Leida vektori a={3; —7; 2} 1opp-punkti B koordinaa-
did, kui ta alguspunkt on A(—1; 3; 4).

298. Leida loigu AB keskpunkt K, kui A(—2; 3; 0) ja
B(6; —1; —8).

299. Leida punktiga A (3; 7; —8) siimmeetriline punkt B punkti
M (4 3; —5) suhtes. ©

300. Leida punktid, mis jaotavad punktide A(2; —3; 1) ja
B(7; 17; —9) vahelise 16igu viieks vordseks osaks.

301. Kolmnurga tipud on A(2;0; —4), B(4; —5;8) ja C(0; 2; 5).
Leida selle kolmnurga mediaanide 16ikepunkt.

302. Kolmnurga kaks tippu on A(5; —2; 1) ja B(—1; 5; —2)
ning mediaanide 16ikepunkt M (2; 1; —3). Leida kolmas tipp.

303. Kolmnurga iiks tipp on A(3; 2; —6), selle tipu lahiskiilje
keskpunkt K(2; —1; —2) ja mediaanide 16ikepunkt M(3; —3; 0).
Leida iilejdanud kaks tippu.

304. Kolmnurga kiilgede keskpunktid on K(4; —3; 1), L(1; 2; 3)
ja M(—2; 1; 2). Leida kolmnurga tipud.

305. Miirata k ja [ nii, et vektorid a = {3k; —2; 5[} ja b=
— {4; —4: 2} oleksid kollineaarsed, ja avaldada seejérel vektor a
vektori b kaudu.

306. Lahutada vektor a={5; 1; —3} vektorite b ={7; 3; —1}
ja ¢ = {1; —1; —3} sihiliste liidetavate summaks.

Skalaarkorrutis

307. Arvutada a-b, kui

~ 2

I d =0 b= ra e
Degi== 0, ishise 13, |a+b
3 a=4, H==1 a=—b

6 Korgem matemaatika [ 81
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308. Kolmnurga ABC kiilgede pikkused on |AB|=7, |BC| =

=15 ja |[CA| = 6. Arvutada B_;I-BE‘.
309. Arvutada a-b, kui
1) a={2; —3; 1} ja b=1{4; 2; —5};
2) a={5; —1; 2} ja b={-3; —1; 7};
3) a=f{a—1;p—1;p— 1 jab={+ 1,9+ 1, a4 1.

310. Leida vektori pikkus, kui vektori koordinaadid on

1) {4; —2; 4; 3) {—4; 7; —5};
2) {—6; 2; 3}; 4) {2; —5; 11}.

311. On antud vektorid p=1{—2; 1; 2} ja q=1{3; —2; 6.
Arvutada
) p-a; 4) (p—39)-(29—5p);
2) Yp:p; 5) (p+a)(P—9).
3) Ya-q;
312. Arvutada
(a—b)-(b+c)—a-b-+c-c,

kmiia=— (o)L m}, b= {l; m k) jac=dm; & 1
313. Arvutada punkti A(6; —9; 2) kaugus koordinaatide algus-
punktist ja punktist B(—6; 7; 17).
314. Kolmnurga tipud on A(—2;7;5), B(1;4;—3) ja C(3; 0; 1).
- Leida tipust A tommatud mediaani plkkus
315. Arvutada vektorite a = {2; 6; —3} ja b = {—2; 2; 1} vahe-
lise nurga koosinus.
316. Kolmnurga tipud on A(2; 0; 4), B(2; —1; —3) ja
C(2; —4; 1). Leida sisenurk tipu A juures.
317. Missuguse & puhul on vektorid {2; 3k; —1} ja {6; 2; 2k:
risti?
318. Selgitada, missugused kahest antud vektorist on risti.
paralleelsed, moodustavad teravnurga voi niirinurga:
1) {2; —7; 3}, 16;:9% 1k
2) {4; 16; —12}, {—6; —24; 18};
3) {2; 1; —8}, TATE B AR
4) {5; —3; 2}, {1234
319. Leida vektori {2; 1; —2} suuna iihikvektor.
320. Leida vektori {4; —2 ;—6} projektsioon vektori {3; —4; 12}
suunal.
321. Leida vektori {6; —3; 7} projektsioon vektori {—3; 4; 0}
suunal.
322. Leida vektorite {15; —16; 12} jn 160 —8}- suundade
vahelise nurga poolitaja suuna uhlkvektor
323. Lahutada vektor a= {5; 1; 6} vektori b= {—3; 6; —2}
sihilise ja b ristsihilise liidetava summaks.
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Vektoriaalkorrutis

324. Leida JaXb|, kui a =3, b = 4 ja ab = 30°.

325. Leida |a X b, kuia=7,b=05jaa-b:=—21.

326. On antud kaks vektorit a={2; —3; 1} ja b= {5; 1; —2}.
Leida

1) aXb; 2) 3b—a)Xb; 3) (3a— 2b)X(a-t 5b).

327. Leida vektorite a={1; —3; 2} ja b={3; 1; —2} vahelise
nurga siinus.
328. Arvutada kolmnurga ABC pindala, kui

1) A1 —4), B(6;°3; 7) " ""ja’ C(2; 3; 1);
2) A(0; 5 —=1), Bl& &.2) - ja C(—6 8 ~10);
3) A(—2; 3; 1), B(3: —1:1) ja C(2; 3; 4).

329. Leida kolmnurga pindala, kui kolmnurga tippudeks on
punkti (a; b; c¢) ristprojektsioonid koordinaattelgedel.

330. Kolmnurga tipud on A(2; 1;5), B(0; —3; 2) ja C(l; —1;4).
Leida tipust A tommatud korguse pikkus.

331. Arvutada punkti (5; 6; —4) kaugus punkte (5; 2; 1) ja
(2; 2; 5) lébivast sirgest.

332. Leida punktidega A(—2; 1; 3), B(4; 2; 1) ja C(—5; 1; 5)
maaratud tasapinna normaali iihikvektor.

333. Leida vektor, mis on risti vektoritega {6; 2; 1} ja

{3; 1, —20}, kui selle vektori pikkus on 2710 ning ta moodus-
tab y-telje positiivse suunaga niirinurga.

Segakorrutis

334. Vektorid a, b ja ¢ moodustavad parema kide kolmiku
ning on paarikaupa risti. Arvutada abc, kui a=2, b=4 ja
=3

335. Arvutada abe, kui ¢ on risti vektoritega a ja b, ol s
z;’é’—,a:4,b=3,c=5. .

336. Arvutada abc, kui a={3; —4; 7}, b={l; 2; 5} ja ¢ ==
=/{1; —<4; b}.

337. Arvutada nelitahuka ruumala, kui ta tipud on A(2; —1; 3),
B(1; 3; 4), C(5; 4; 5) ja D(—1; 1; 2).

338. Leida punkti (—4; 8; —5) kaugus punkte (1; —2; 4),
(3; 7; 6) ja (3; 1; 2) lébivast tasapinnast.

339. Veenduda, et vektorid a==1{0; I; 4}, b={2; 1; —1} ja
¢ = {4; 3; 2} on komplanaarsed.

340. Missuguse k puhul asetsevad punktid (2; —1; &), (3; 1; 5),
(6; 4; K+ 2) ja (9; 7; 7) iihel tasapinnal?
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§ 6. TASAPIND JA SIRGE RUUMIS

Tasapinna normaalvektoriks nimetatakse iga
nullvektorist erinevat vektorit, mis on tasapinnaga risti. Tasa-
pinna asend koordinaatteljestiku suhtes- on médidratud tasapinna
ithe punktiga ja tasapinna ithe normaalvektoriga. Kui tasapinna
iiks punkt on Py (xo; Yo; 20) ja normaalvektor n = {n;; ny; na}, siis.
on tasapinna vorrand ,

ny(x — xo) + na(y — o)+ n3(z — 20) =0. . (1)

Tasapinna vorrand on jooksva punkti koordinaatide suhtes line-
aarne, kusjuures tasapinna normaalvektori koordinaadid on sel-
les vorrandis jooksva punkti koordinaatide kordajaiks. Vastupidi,

iga lineaarvorrand
ax -+ by +cz+d=0, (2

milles a, b ja ¢ pole korraga nullid, esitab ristkoordinaadistikus
tasapinda, mille iiheks normaalvektoriks on vektor {a; b; c}.

Kui tasapinna vorrandis (2) puudub vabaliige (s.t. d =0),
siis ldbib tasapind koordinaatide alguspunkti. Kui selles vor-
randis puudub liige jooksva punkti ithe koordinaadiga (s. t. iiks
kordajaist a, b, ¢ on null), siis on tasapind paralleelne puudu-
vale koordinaadile vastava koordinaatteljega. Kui tasapinna
vorrandis esineb ainult {iks jooksva punkti koordinaatidest (kaks
kordajaist a, b, ¢ on nullid), siis on tasapind risti sellele koordi- .
naadile vastava koordinaatteljega.

Sirge asend on teljestiku suhtes méiratav sirge iihe punk-
tiga ja ithe sirgesihilise vektoriga (mis ei ole nullvektor). Kui
sirge on paralleelne vektoriga m= {m,; my; ms} ja labib punkti
Py (xo; Yo; 20), siis on sirge vorrandeiks

X — X Y—1Yo 2—2
<Pl . v (3)
1 2 3
Sirge vorrandeid kujul (3) nimetatakse sirge kanoonilis-
teks vorranditeks. Kui vektori m moni koordinaatidest on null,
siis kasutame.ikkagi kirjutust (3), moistes sel juhul vordusi (3)
mitte suhete vordustena, vaid tingimusena, et lugejad on saadud
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vastavate nimetajate ithe ja sama arvuga korrutamisel. Tahis-
— X Y—"Yo . Z2—2p
my -39
tdhega ¢, saame sirge jooksva punkti koordmaatxde avaldlsed t
kaudu:

tades vordustes (3) vordseid suhteid

X = Xo -+ mt,

Y = Yo+ mat, (4)
2= 2o+ mst,

mida nimetatakse sirge parameetrilisteks vorranditeks.
Sirge on esitatav kahe tasapinna loikejoonena ka lineaarvor-
randisiisteemiga

{aix—i—biy—i-ciz—}—dizo,
a2x+b2y+022+d2=0,

kus jooksva punkti koordinaatide kordajad ei ole vordelised
(vastupidisel juhul oleksid tasapinnad paralleelsed).

Kui vorrandeis (4) parameeter ¢ tdhendab aega ja neid vor-
randeid vaadelda punkti P liikwmise vorrandeina, siis maaravad
nad punkti P iihtlase sirgjeemelise liikumise, kusjuures het-
kel =0 asetsed P gpumhtis Py ning P konstantne kiirus on v —
== Vm12+m22+m3

Kahe tasapinna, kahe sirge ning sirge ja tasapinna vahelised
nurgad, ristumise ja paralleelsuse tingimused on avaldatavad tasa-
pindade normaalvektorite ja sirgesihiliste vektorite kaudu.

Punkti P;(x1; yi; z1) kaugus ¢ tasapinnast (2) avaldub kujul

¥ lax, +.bil_+ cz; - d| , (6)
V a?+ b2+ c?

(5)

Kiiteid

[. Ke#stade punkie A(2; —3; 1), B(—2;0, —4) ja C(8; —5; 3)
lébive tasapinne verrand.

Lahendus. Tasapinma verrandi keestamiseks en vaja tasa-
pinnag iihte wunkti ja iihte nermaalvekterit. @®tsitava tasa-
pinng iileks punktiks veis vetta {ihe kelmest antud punktist,
nditeks B. Et antud punktxd A, B ja C asetsevad ot51taval tasa-

pinnal, siis en vekterid AI_{ 4;3; —5} ja AC s {4; —2; 2}
selle tasapinnaga paralleelsed. Jﬁrelikult on vekteriaalkerrutis

AB><AZ‘= {—4;—12;—4}, aga siis ka sellega paralleelne vek-
tor'n=—— (AB X AC) = {1;3;1} tasapinnaga risti. Asetades.

punkti B ja vekteri n keerdinaadid verrandisse (1), saame etsi-
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tava tasapinna vorrandiks 1:(x+2)4+3-(y—0)-+-1-(z+
—+4)=0 ehk x+3y+z+6—0 Arvutuste kontrolliks veen-
«dume, et punktide A ja C koordinaadid rahuldavad saadud vor-
randit.

II. Leida tasapind, mis ldbib punkti A(5; —2; 3), on risti tasa-
pinnaga 4x -3y — z-+ 2=20 ja paralleelne z-teljega.

Lahendus. Otsitava tasapinna vorrandi koostamisel voib
itheks punktiks votta antud punkti A. Antud tasapinna vorrandist
jareldub, et iiheks tema normaalvektoriks on m={4; 3; —1}. Et
antud tasapind on otsitava tasapinnaga risti, siis on vektor m
otsitava tasapinnaga paralleelne. Samuti on iga z-telje sihiline
vektor, seega ka nditeks vektor n=1{0; 0; 1}, tilesande andmete
kohaselt otsitava tasapinnaga .paralleelne. Jérelikult on vektori-
-aalkorrutis m > n={3; —4; 0} selle tasapinnaga risti. Otsitava
tasapinna vorrand on seega 3(x—5)—4(y+2)+0(z—3)=10
-ehk 3x — 4y — 23 = 0.

III. Koostada punkte A(—1; 3; —2) ja B(5; 3; 1) ldbiva sirge
vorrandid.

Lahendus. Sirge vorrandite koostamiseks on vaja, sirge
ithte punkti ja iihte sirgesihilist vektorit. Sirge iiheks punktiks
voib kdesoleval juhul vétta ithe antud punkti, nﬁiteks A, ja sirge-

-sihiliseks vektoriks neid punkte ithendava vektoriga AB = {6, 0; 3}
paralleelse vektori m =—AB {2;0; 1}. Ulesandes noutud sirge

(kanoonilisteks) vorrandlteks on seega iildkuju (3) jargi

x4 1 y—3
D) = 0 =2+2.

Vastavalt kokkuleppele vorrandite (3) tdhenduse kohta juhul,
kui moni nimetajaist on null, tuleb saadud vorrandeid moista
siisteemina

1
xj =242,  y—3=0.

IV. Koostada tasapindade 2x — 3y -+ 5z — 2 =0 ja x - 6y +
~+22-4-3=0 loikesirge kanoonilised vorrandid. .

Lahendus. Antud tasapindade loikesirge kui  molemal
tasapinnal asetsev sirge on risti nende tasapindade normaal-
vektoritega m={2; —3; 5} ja n=={1; 6; 2} ja jarelikult paral-
leelne vektoriaalkorrutisega m >} n={—36; 1; 15}. Loikesirge
itheks punktiks voib votta ta l6ikepunkti iithe koordinaattasapin-
‘naga, naiteks xz-tasapinnaga y = 0. Siisteemist

2x — 3y + 52—2=0,
x4+ 6y 22+ 3=0,
y=0
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saame x = —19, y=0, z=8. Antud tasapindade l6ikesirge ldbib
seega punkti (—19; 0; 8) ja on paralleelne vektoriga {—36; 1; 15}..
Jarelikult on tema kanoonilised vorrandid

x419 z—38
2 S bl Aan s
V. Leida tasapind, mis labib punkti B(2; —3; 1) ja millel
. x4 1 Y2
asetseb sirge e =2—2z

Lahendus. Kui antud sirge vorrandid iimber kirjutada:
x+1 y—2 z2—2

- kujul " T B I e 5T , siis jareldub nende vorrandite kdrvu--

tamisel vorranditega (3), et antud sirge 1dbib punkti A(—1; 2; 2)
ning on paralleelne vektoriga m = {4; 3; —1}. Ulesandes noutud

tasapind on paralleelne vektoritega m ja A—)B ={3; —5; —1} ning:

jarelikult risti vektoriga m X AB = {—8; 1; —29} (joon. 25).
Vottes tasapinna iiheks punktiks

A, saame tasapinna vorrandiks mxAB

—8(x+ 1)+ (y—2) —29(z—
—2)=0 ehk 8x—y-29z2—
~—48=0. Arvutuste kontrolliks
veendume, et ka punkt B aset-
seb tasapinnal: 8-2 — (—3) 4
+29-1—48=0.

VI. Leida y-teljel punktid, mis
asetsevad tasapindadest x — 2y -
+32—1=0 ja 3x+y—2z+ Joon, 25
-+ 5=0 vordsel kaugusel.

Lahendus. Koik punktid, mis asetsevad kahest 16ikuvast
tasapinnast vordsel kaugusel, moodustavad nende tasapindade-
vaheliste nurkade poolitustasapinnad. Punkt P(x; y; z) asetseb-
antud kahest tasapinnast vordsel kaugusel tdpselt siis, kui [valemi.

(6) jargi]

jx —2y + 32— 1 |3% + y— 22 +- 5|

TE T SRR T A

ehk *r—2y+32—1=-+B3x+y—22+4+5). Seega on antud
‘tasapindade vaheliste nurkade poolitustasapinnad 2x - 3y —
—b5z2-4+6=0 ja 4x— y -+ z-+4 4=0. Ulesandes noutud punktid
on nende tasapindade ja y-telje loikepunktid. Et y-telje vorrandid
“on x=2z:=0, siis on otsitavad punktid (0; —2; 0) ja (0; 4; 0).
1oy

2

VII. Arvutada punkti B (1; 2; 5) kaugus sirgest x =

=z—3.
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Lahendus. Antud sirge vorrandeist jéreldub (nagu
ndites V), et sirge ldbib punkti A(0; 1; 3) ja on paralleelne

vektoriga m={1; —2; 1}. Vektoreile m ja AB ={1; 1; 2} ehita-
tud roopkiiliku (joon. 26) pindala on iihelt poolt

S = |m X AB| = [{—5; —1; 3}| = V25 F 1 + 9 = 135,

teiselt poolt aga S=dm =d-Jl+4+ 1 =dV6, kus d on otsi-
tav  punkti kaugus sirgest.
Seega Y35 =d}6, millest
35
et B3
x—5
VIII. Leida sirge —— =
=1 z—3 £
o S kaugus sirgest
x4 10 +4 z2—2
T gt Pl
Lahendus. Esimene antud
Joon. 26 sirge labib punkti A(5; 1; 3) ja
on paralleelne vektoriga m={2; 4; —3} ning teine sirge ldbib
punkti B(—10; —4; 2) ja on paralleelne vektoriga n = {3; 8; —3}.

Otsitav kaugus d on vektori AB = {—15; —5; —1} projektsiooni
pikkus vektori m X n={12; —3; 4} suunal. Toepoolest, vottes
1dbi esimese sirge tasapinna paralleelselt teise sirgega ja labi
° teise sirge tasapinna paralleelselt esimese sirgega (joon. 27),
ndeme, et antud sirgete vaheline kaugus — sirgete {ihise ristloigu

Joon. 27
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pikkus — kui konstrueeritud paralleelsete tasapindade vaheline
kaugus on vordne iihe tasapinna mistahes punkti teise tasapinna
mingi punktiga {ihendava 16igu projektsiooniga tasapindade iihisel
normaalil. Seega

—- ZB -(mXn |—180 4 15 — 4| 169
i it e = o [
\ im X nl V14449416 J 169

d:[pr

mxn

IX. Leida punktiga A(5; —4; 7) simmeetriline punkt sirge
x—2 y—>5 z—38 :

5 Pk g ot suhtes.

~ Lahendus. Leiame koigepealt punkti A ristprojektsiooni B
antud sirgel. Selleks votame ldbi punkti A risti antud sirgega
tasapinna (joon. 28). Antud sirge
sihiline vektor m={—2; 6; 5} on
selle tasapinna normaaliks ja tasa-
pinna vorrand on jarelikult —2(x —
—5)+6(y+4)+5(z—7)=0 ehk
2x — 6y — 5z -+ 1=0. Sirge ja tasa-
pinna loikepunkti leidmiseks moo-
dustame sirge parameetrilised vor-
randid x=2-—2¢, y=>5- 6f, z=
= 8- 5¢ ja asetame neist x, y ja z
tasapinna vorrandisse: 2(2 — 2f)—
—6(5 + 6¢) —5(8 4 5t) + 1 = 0,
millest = —1, nii et B koordinaa-
did on x=2—2:-(—1)=4, y=
=5-+6:(—1)=—1 ja =z=8-4
-+5:(—1)=3. Moodustame niiiid Joon. 28

AB = {—1; 3; —4}. Kui tdhistame
otsitava punkti tdhega C, siis (joon. 28) OC = OA + AC =

— OA 4 24B ={5; —4: T}+2{—1; 3; —4}={(3; 2 —1}. Punk-
tiga A siimmeetriline punkt antud sirge suhtes on jérelikult
C(3; 2; —1).

3 4
X. Leida sirge S aSTon sy ristprojektsioon tasa--

pinnal 3x +y—z+4=0.

Lahendus. Et antud sirge sihilise vektori m = {3; —2; 4}
ja antud tasapinna normaali n={3; 1; —I1} skalaarkorrutis.
m - n =3 on nullist erinev, siis antud sirge ja tasapind loikuvad
teatavas punktis A. Otsitav ristprojektsioon on siis punkti A
ldbiv sirge, mis on risti vektoriga n (sest ta asetseb antud tasa-
pinnal) ja vektoriga m X n (projekteeritavate kiirte tasapinna
normaaliga), seega vektori p= (m > n)X n sihiline (joon. 29).
Antud sirge ja tasapinna loikepunkti A koordinaatideks saame
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<eelmises ndites kirjeldatud viisil A(—11; 9; —20). Edasi
m X n={—2; 15; 9} ja p=(mX n)X n={—24; 25: —47}.
Ulesandes noutud ristprojektsioon on seega »

x4 11 y—9 z4+20

S4c 5 =05 e

Joon. 29

XI. Leida sirge, mis ldbib punkti A(—1; 0; 4), [oikab sirget

x4 1 z
T ! ik b S (s)
ja on paralleelne tasapinnaga
3x—4y-+2z—10=0. (a)

Lahendus. Koik sirged, mis ldbivad punkti A ja loikavad
sirget s, asetsevad punkti A ja sirget s ldbival tasapinnal g
{joon. 30) ning on seega risti tasapinna f normaalvektoriga m.

Joon. 30
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Viimase leiame sirgel s asetsevast punktist (—1; 3; 0) punkti 4
suunduva vektori {0; —3; 4} ja sirge s sihilise vektori {3; 1; 2}
vektoriaalkorrutisena: m:=={—10; 12; 9}. Et otsitav sirge ¢ on
lilesande tingimuste kohaselt risti ka tasapinna @ normaaliga
n=1{3; —4; 1}, siis on ta vektoriaalkorrutise m X n = {48; 37; 4}
sihiline ning ta kanoonilised vorrandid on jéarelikult

x+41 y z2—14

Teine lahendusvii s. Koik sirged, mis ldbivad punkti :

A ja on paralleelsed tasapinnaga «, asetsevad tasapinnal », mis-
on voetud 1dbi punkti A paralleelselt tasapinnaga a. Tasapinna p
vorrand on 3(x+1)—4y42—4=0 ehk 3x —4y4+2z—1=0.
Et otsitav sirge ¢ loikab veel sirget s, siis 1dbib ta sirge s ja tasa-
pinna p loikepunkti B.* Punkti B koordinaatideks saame (iiles-

41 37 32

andes IX kirjeldatud viisil) B(T; i 7) . Et sirge ¢ lébib
- 48 37 4 o ik

punkte A ja B, siis on ta vektori AB ={ e 7} ja jéreli-

kult ka vektori 7AB ={48; 37; 4} sihiline. Otsitava sirge kanoo-
nilised vorrandid tulevad seega samad mis esimese lahendusviisi
puhul.

XIII. Koostada sirgete

x4 3 y+3 ; y—4 z2—11
=5 =2 (s) ja x—10= 5 - (ty

l

iihise ristloikaja kanoonilised vorrandid.
Lahendus. Otfsitav sirge u on risti sirge s sihilise vekto-
riga m=1{3; 2; 1} ja ¢ sihilise vektoriga n={1; 2; 7} (joon. 31).
1
Seega on iiheks u sihiliseks vektoriks :(an)={3; —5; 1}.
Sirge u iihe punkti leidmiseks votame abitasapinna a ldbi sirge s

1
paralleelselt vektoriga - (m>X n). Selle tasapinna normaaliks on

1
vektor p=7(m><n)><m={—7; 0; 21}=—7{1; 0; —3} ja

iiheks punktiks sirgel s asetsev punkt (—3; —3; 0). Seega on abi-
tasapinna @« vorrand 1-(x+3)+0-(y+3)—3:(z—0)=0
ehk x —3z-3=0. Et otsitav sirge u« Idikab sirget s ja on
paralleelne vektoriga m )< n, siis ta asetseb tasapinnal a. Teiselt
poolt aga 16ikab sirge u ka sirget £ Jarelikult labib u sirge ¢ ja
tasapinna « Ioikepunkti A. Punkti A koordinaatideks saame:

* Kui s ja p ei 1oikuks, siis ei oleks iilesanne lahenduv, kui aga s asetseks.
-1, siis oleks tilesandel 16pmata palju lahendeid.
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Joon. 31

A(9; 2; 4). Antud sirgete iihise ristloikaja kui punkti A ldbiva ja

1
vektori = (m X n) sihilise sirge kanoonilised vorrandid on

x—9 y—2

3 —5

=2z—4.

Arvutuste kontrolliks veendume, et leitud sirge « 16ikab antud sir-
get s. Kaks mitteparalleelset sirget 1oikuvad tépselt siis, kui iihe
sirge mingist punktist teise sirge mingisse punkti suunduv vektor
ja nende sirgete sihilised vektorid on komplanaarsed, s. t. kui nende
kolme vektori segakorrutis on null. Kdesoleval juhul peab seega
sirge u punktist A sirge s punkti (—3; —3; 0) suunduva vektori
{—12; —5; —43}, sirge s sihilise vektori {3; 2; 1} ja sirge u sihi-
lise vektori {3; —5; 1} segakorrutis olema null. See segakorrutis
avaldub kolmerealise determinandina

—12 —5 -—4
’ 9 '8 =—24—15+4-60-+24 — 60+ 15=0.
3 —5 1

Seega sirged u ja s 1oikuvad toepoolest.

XIII. Leida tasapindade 3x—y-+2z2+8=0 ja 5x+3y—
—4z-+6=0 lbikesirget ldibiv tasapind, mis asetseb vordsel kau-
gusel punktidest A(1; —1; 3) ja B(—3; 7; 1).

Lahendus. Ulesandel on iildkujul kaks lahendit: iiks tasa-
pind 14bib l6ikesirget ja 16igu AB keskpunktl teine 1dbib 1oike-

<1rget ja on paralleelne vektoriga AB

Vorrand
3x—y+22+ 8+ k(5x+ 3y —4z2+6)=0 (*)
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esitab sobival %k védirtusel iga antud kahe tasapinna Ioikesirget
labivat tasapinda peale teise antud tasapinna [vrd. § 2, (10) sir-
gete juhul]. Noudes, et punktide A ja B vahelise 16igu keskpunkti
(—1; 3; 2) koordinaadid rahuldaksid vorrandit (*), saame esime-
sele otsitavale tasapinnale vastava k vidirtuse: 6 -+ 2k, =0, k; =
= —3. Tasapinna (*) normaali {3+ 5k; —1- 3k; 2—4k) ja

vektori AB ={—4; 8; —2} ristumise tingimusest (3 4 5k)-(—4)+
+(—1-+3k) -8+ (2—4k) - (—2) =0 leiame, et iilesande tin-
gimusi rahuldavale teisele tasapinnale vastavaks £ viirtuseks on
ky==2. Asetades leitud k, ja k. vorrandisse (*), saame fiiles-
andele kaks vastust: 6x 45y —7z+5=0 ja 13x -4 5y — 6z
+ 20==0.

Tasapinna vorrand

341. Koostada punkti A(—2; 1; 3) ldbiva tasapinna vorrand,
kui see tasapind on risti vektoriga n = {5; —2; 7}.

342. Leida koordinaatide alguspunkti ldbiv tasapind, mis on
risti vektoriga {—2; 11; —8}.

343. Leida tasapind, mis l4dbib punkti A(3; —8; 4) ja on’risti
z-teljega.

344. Leida tasapind, mis 1dbib punkti (3; —5; 2) ja on risti
koordinaatide alguspunktist sellesse punkti suunduva 16iguga.

345. Leida tasapinna 5x —2y-+3z-4 15=0 ja koordinaat-
telgede 16ikepunktid.

346. Arvutada tasapinnaga x—6y -4z —12=0 ja koordi-
naattasapindadega piiratud keha ruumala.

347. Leida tasapinnal 3x — 2y + z — 5==0 punkt, mille ordi-
naat on —3 ning mille abstsiss ja aplikaat on vordsed.

348. Koostada punktide A(3; —8; 1) ja B(l; 6; —7) vahelise
16igu keskristtasapinna vorrand.

349. Koostada punkte A(2; —4; 3) ja B(1; —2; 5) ldbiva ja
vektoriga m = {2; —3; 1} paralleelse tasapinna vorrand.

350. Leida tasapind, mis ldbib punkti (3; 1; —7) ning on
paralleelne vektoritega {—2; 1; 3} ja {4; 2; 5}.

351. Leida tasapind, mis l4dbib punkte A(2; —I1; 2),
B(1;2; —1) jaC(3;2;1).

352. Leida tasapind, millel asetsevad y-telg ja punkt
(2; —3; 5).

353. Selgitada missugused jargmistest vorrandipaaridest
esitavad paralleel- ja missugused risttasapindu:

1) x—3y+22=0, x—3y+224-17=0;
2) 2x—4y--6z2-+-1=0, 3x — 6y + 9z — 2=0;
3) bx — y-+3z2=0, 2x —2y—4z-4+5=0;
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4) 3x-+2y —z+5=0, x+4y-+z2—2=0;
5) 2x -+ 3y — 7 :=0, z-+8=0.

354. Leida antud kahe tasapinna vaheline (védikseim) nuck:

1) x+9y—32+2=0, 3x—y—22+5=0;
2) 3x—z+4=0, 2x+2—T7=0;

3) xY2—y—z+21=0, xY2—y+4+2—7=0.

355. Leida tasapind, mis labib punkti (5; —2; 3) ja on paral-
leelne tasapinnaga 2x 4 3y —z=20.

356. Leida tasapind, mis ldbib koordinaatide alguspunkti
ning on risti tasapindadega 2x —3y-+2z—2=0 ja 3x+4 y -
+2z—1=0.

357. Leida tasapind, mis ldbib punkti (3; —5; 2), on risti
tasapinnaga x+2y—z-+2=0 ja paralleelne vektoriga
{2;: —38; :1}.

358. Leida tasapind, mis ldbib punkte (4; —2; 5) ja (1; 0; 3)
ning on risti tasapinnaga x — 6y 4 3z —8 = 0.

359. Leida tasapind, mis 1dbib punkte (3; 1; 2) ja (2; —1: 1)
ning on paralleelne y-teljega. ;

360. Leida tasapind, millel asetseb x-telg ja mis on risti tasa-
pinnaga 2x —y -+ 52— 3=0.

Sirge vorrandid

361. Koostada vektoriga m = {7; —2; 3} paralleelse ja punkti
A(—3; 1; 0) ldbiva sirge kanoonilised vorrandid.

362. Koostada sirge kanoonilised vorrandid, kui sirge labib
punkti (2; —5; 1) ning on risti tasapinnaga 3x 42y —2z+5=0.

363. Leida punkti (3; 7; —12) 14biv sirge, mis on paralleelne
x-+3 y—1 z+2

TR L) R

364. Koostada koordinaatide alguspunkti ja punkti (7; —3: 1)
lidbiva sirge kanoonilised vorrandid. :

365. Koostada punkte (2; —5; 3) ja (—I1; 0; 2) labiva sirge
kanoonilised vorrandid.

366. Koostada punkte (3; 2; 0) ja (1; —2; 5) labiva sirge
parameetrilised vorrandid.

367. Leida punkte (2; 13; —5) ja (7; 9; 2) ldbiva sirge ja
yz-tasapinna 16ikepunkt.

368. Kolmnurga tipud on A(7; —4; 2), B(9; 1; —6) ja
C(3; —5; 4). Leida tipust A tommatud mediaan.

sirgega

3

369. Koostada sirge = 2y = 4 — z parameetrilised vor-

randid.
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370. Missugused punktidest A(2; 3; —1); B(l; 2 —3),
10 2

3 oy
C(8;, —I1; 11) ja D(?; = —2) asetsevad sirgel %%:
e y—3 £ z+1 5
—2 6
x+2 y—1 z2-45
371. Leida sirgel - 3 =Ty = ;: punkt, mille ordinaat
on 5.

372. Leida kahe sirge vaheline nurk:
x—2 ¥+ 1 5—z

ST 0 e P TI  C  ss th C
B ks Bt idr kbt 1, 2w, x?:?y:-z—jﬁ;
x4-1 y x y-+3
T el G 8 e diet St
. 4) 41 =4—3y=2 1-—x=~35j2 = A9z

373. Leida punkti (3; 9; —1) lédbiv sirge, mis on risti vekto-
ritega {2; 3; 1} ja {0; 7; —2}.

374. Koostada tasapindade x-+2y—2z—6=0 ja 2x —y -+
+ z+4 1 =0 loikesirge kanoonilised vorrandid.

375. Koostada tasapindade 3x —2y +2z2+4+5=0 ja x4y +
—- 52 =0 loikesirge parameetrilised vorrandid.

376. Leida koordinaatide alguspunkti ldbiv sirge, mis on risti
sirgetega x=3t41, y=1—2¢ 2z2=t+4+2 ja x=t—5,
y=6t+1, z=1t-} 4.

377. Punkti P(x;y;z) liikumise vorrandid on

x=2—6t y=1-+43t z=-—-5- 2t

Leida punkti P liikumise kiirus ja asukoha koordinaadid hetkel
te=3.

378. Koostada punkti P(x; y; 2) liikumise vorrandid, kui P,
asetsedes hetkel £ = 0 punktis (7; —3; 5), liigub iihtlaselt ja sirg-
jooneliselt vektori {6; —2; 9} suunas kiirusega v = 22.

379. Koostada punkti P(x; y; z) liikumise vorrandid, kui
punkt P liigub iihtlaselt ja sirgjooneliselt, asetsedes hetkel {=0
punktis A(4; —5; 7) ja hetkel { = 6 punktis B(7; —1; —5). Arvu-
tada P liikumise kiirus v ja kaugus d koordinaatide alguspunk-
tist hetkel ¢=2.

Kauguste leidmine

380. Leida punkti A kaugus antud tasapinnast:

1) A(3; —2; 7), 6x — 2y - 9z + 3 = 0;
2) A(0; —4; 5), 16x + 15y — 122 — 5 = 0;
3) A(2; —3; 1), 3x 4 5y — 22 — 27 =0.
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381. Arvutada koordinaatide
(1; 0; —4), (—1; 2; —1) ja (3; 2;

alguspunkti
—>5) labivast tasapinnast.

kaugus punkte

382. Arvutada tasapindadevaheline kaugus:

1) 2x —y+22-4+3=0,
2) 3x—2y+46z2—7=0,
3) x—y-+22—1=0,

1—x y-+5

2x —y—+ 22— 6=0;
6x —4y + 12z + 21 = 0;
2x —2y+4z2—7=0.

383. Leida sirge T

242

3 kaugus tasapinnast

4x — 3y + 122 — 21 = 0.
384. Leida tasapindade 5x — 6y -+ 2z —3=0 ja 2x-} 5y —
— 6z 4~ 7 =0 vaheliste nurkade poolitustasapinnad.

242
385. Leida sirgel x+ 1 = —y = 3
vordsel kaugusel tasapindadest x —2y +2z—3=0 ja 2x -y —
—2z4+4=0.
386. Leida tasapinnaga x — 2y — z -+ 3 =0 paralleelsed tasa-
pinnad, mis asetsevad temast kaugusel 27 6.
387. Leida =z-teljel punktid, mille kaugus

12x — 3y +42—2=0o0n2.
388. Leida punkti kaugus sirgest:

punktid, mis asetsevad

tasapinnast

y—13
2)1 (8 =1;2); i w—2= =z—1;
i —2i8) s me=3L e =Bl =T e =R
x—5 y z+25 x—9
389. Leida sirge oty T kaugus sirgest —— =
y—3 z41
ol PR

x—3 y—7 z-+6 x—5 y—1

390. Leida sirgete = PR It St b

z—3
o vaheline kaugus.

Mitmesuguseid iilesandeid sirge ja tasapinna kohta

391. Leida punkti A(3;
—2
sirgega . Tl 1 —2z.
392. Leida punkti (2; —5; 6) labiv sirge, mis on paralleelne
tasapindade x —2y-+z2z—5=0 ja x-+y—z=0 loikesirgega.
393. Leida koordinaatide alguspunkti ldbiv tasapind, mis on
paralleelne sirgetega x=2f{—3, y=1¢, z=5ja x=1, y=3t,
z= —4t 7.

—2; 7) labiv tasapind, mis on risti
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394. Leida tasapind, millel asetsevad punktid (3; —I1; 7) ja
(5; 3; 2) ning mis on paralleelne sirgega x =y = —=z.
395. Leida sirge ja tasapinna l6ikepunkt:
1
1) x‘2|‘ =——%‘=1—2, 3x+y+22—1=0;
1—x

9) ——=y—3==, —4y+5z+10=0;
3) x=t—3, y=1—-2¢, 2z=3t+1, 2x—5y—4z+414=0.

396. Leida punkti (1; 0; —5) ristprojektsioon tasapinnal
x—2y—+ 32=0.

397. Leida punkti (1; —3; 4) projektsioon punkte
(—17; —8; —2) ja (4; 6; 5) labival sirgel.

398. Leida punktiga (5; —3; 7) slimmeetriline punkt tasa-
pinna 2x - 3y + 5z + 2 =0 suhtes.

399. Leida punktiga (—1; 3; 2) siimmeetriline punkt sirge
x+7 y—2 2

5 2 3 ;

400. Leida sirgel 2x=y =2z punkt, mis asetseb punktidest
(1; —3; 6) ja (7; 3; —2) vordsel kaugusel.

x—2 y+3

5 2

401. Leida koordinaatide alguspunkti ja sirget
= —z labiv tasapind.

2—x y-+3

402. Koostada punkti (—2; 1; 2) ja sirget 3 3

AR ldbiva tasapinna vorrand.

403. Arvutada punkti A(0; 0; 3) kaugus punkti B(3; 1; 2) ja
3246
2

404. Leida tasapind, mis asetseb vordsel kaugusel paralleel-
setest tasapindadest 2x —y -+ 324+ 5=0ja 2x —y+3z2—1=0.

405. Leida tasapind, mis asetseb vordsel kaugusel sirgeist
x—2 B 2 %
ik Ko oo r=Uby—3=—2

sirget 2x=3—y = lédbivast tasapinnast.

406. Leida tasapind, millel asetseb sirge 2x = —y =3z ning
mis on risti tasapinnaga x — 3z = 0.

407. Leida punktide (—2; 7; 3) ja (6; 1; —5) vahelise 16igu
keskristsirge, mis on paralleelne xz-tasapinnaga.

408. Lii_dga punkti (—5; 1; 0) ldbiv sirge, mis loikab sirget

Y
2

409. Leida tasapinnal x — 6y -} 2z 47 =0 sirge, mis 16ikai

sirget x = y = —z risti.

r—1 = = —2z— 12 risti.
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410. Leida tasapinnal 5x —3y+2z—5=0 sirge, mis 1oi-
1

kab sirget x= e

3x—y-+22—4=0.

411. Leida sirge x==y=—z ristprojektsioon tasapinnal
2¢+4y+2z—15=0.

412. Leida punkti A(—5; 3; —4) ldbiv sirge, mis l6ikab sir-

x41 l—y z—2 !
get y =—F =3 ja on paralleelne tasapinnaga
7x+ 8y —2z2=0.

413. Leida punkti (3; 5; —1) labiv sirge, mis on risti seda
putnicti koordinaatide alguspunktiga iihendava 16iguga ja 16ikab
y-telge.

414. Leida punkti (5; —11; 3) ldbiv sirge, mis 156ikab sirgeid
x-1 242 x+3 y—-5

b —Y = 3 ]ja n == =6—2=z.

415. Kolmnurga tipud on A(2; —7 1), B(14; —3; —5) ja
C(—1; —1; 3). Leida tipu A sisenurga poolitaja.

416. Kolmnurga tipud on A(—2; 1; 5), B(3; 2; 6) ja
C(5; —1; 7). Leida tipust A tommatud korgus.

417. Nelitahuka tipud on A (5; 2; —3), B(2; 0; 2), C(3; —1; 2)
ja D(4; —1; —1). Koostada tipust A tommatud korguse vor-
randid.

=2 ja on paralleelne tasapinnaga

x+1 y—2 z p
418. Kuidas oleneb sirge s = § = g ja tasapinna
2x — y + 4z + | = 0 vastastikune asend parameetritest & ja I?
419. Leida tasapindade 3x —7y+ 52+ 17=0 ja x4 8y —
—11z — 2 =0 loikesirget ning punkti (—1; 3; 2) ldbiv tasapind.
420. Leida tasapindade 2x+y—32+5=0 ja x—3y+
-+ 52 — 4 = 0 loikesirget ldbiv tasapind, mis on paralleelne sir-

22 z—|—1
gega = =
421. Lelda tasapmdade 3x+2y—6z2+2=0 ja 6x— 13=0
16ikesirget ldbiv tasapind, mille kaugus punktist (4; —5; —3)

on 3.



§ 7. TEIST JARKU PINNAD %

Pinna vorrandiks (valitud ristkoordinaadistikus) nime-
tatakse niisugust kolme muutujaga vorrandit

F(x, y;2)=0,

mida rahuldavad selle pinna iga punkti koordinaadid ega rahulda
ithegi sellel pinnal mitte asetseva punkti koordinaadid.
Joont esitab ruumis kahest vorrandist koosnev siisteem

FE{x,9.2) =0,
{(D(x,y,z) =R, (1)

Geomeetriliselt on joon (1) nende kahe pinna l6ikejoon, mida esi-
tavad siisteemi (1) vorrandid iiksikult. Vorrand

F(x,y,2) —k®(x,y,2) =0

esitab iga k puhul pinda, mis 1&bib joont (1) ehk millel asetseb
joon (1). Siisteem :

F(x,y,2) —kRi®(x,y,2) =0,
F(x,9,2) —ke®(x,y,2) =0

esitab iga ki ==k, puhul sama joont mis siisteem (1).

Pinda, mille kujundab ruumis liikuv sirge, mis jd4db kogu aeg
paralleelseks iithe kindla sirgega, nimetatakse silinderpin-
naks. Liikuva sirge iiksikuid asendeid ruumis nimetatakse selle
silinderpinna moodustajateks. Kui pinna vorrandis puu-
dub iiks jooksva punkti koordinaatidest, siis on see pind silinder-
pind, mille moodustajad on paralleelsed puuduvale koordinaadile
vastava koordinaatteljega.

Pé6ordpinnaks nimetatakse pinda, mille kujundab tasa-
pinnaline joon, pdodreldes iimber oma tasapinnal asetseva sirge.
Poorleva joone iiksikuid asendeid ruumis nimetatakse péordpinna
meridiaanideks ja sirget, mille iimber toimub p&érlemine,
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podrdpinna teljeks. Kui pdordpinna meridiaan on antud oma
vorranditega yz-tasapinnal kujul

{ E(yi2) =0

T )

(2)

ja poordpinna teljeks on y-telg (joon. 32), siis on péérdpinna
vorrand

F(y, £V @+ 2) =0 5
l

Joon. 32

Kui sfddri (kerapinna) keskpunkt on Po(xo; yo; 20) ja
raadius r, siis on sfdéri vorrand

(x—%0)2+ (y — yo)2 + (2 —20)2=r2 | (4)

Teise astme vorrand, milles puuduvad liikmed jooksva punkti
koordinaatide korrutisega ja milles jooksva punkti koordinaatide
ruutude kordajadion vordsed:

ax?+ ay? + az2 + 2bx 4+ 2cy +2dz+e=0 (a=0), (5)

esitab sfdari, kui ta teisendamisel kujule

O

a?

on avaldis 62 4 ¢? - d? — ae > 0, kusjuures selle sfdéri keskpunkt

b c d Vb2+4c?4d?>—ae e 3
L%, oot s e ) ja raadius ia . Kui vorrandis
(8) 62— 2} d?—ae=0, siis esitab vorrand ainult punkti
! d
(-—-—;——a—;—z-), kui aga b2+ 2+ d2—ae < 0, siis kujun-

ditut pinda.
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Teist jdrku pinnaks nimetatakse iga pinda, mille
vorrandiks ristkoordinaadistikus on teise astme vorrand. Reaal-
sete teist jarku koverpindade kanoonilised vorrandid on:

x2 y? 22

ellipsoid strata=1l
i x2 y2 22
ithekatteline hiiperboloid 2 tp—a=L
x2 y2 22
kahekatteline hiiperboloid Pt B
x2 2
elliptiline paraboloid gl o %; O
x2 2
hiiperboolne paraboloid (sadulpind) - —% =
x2 2 22
koonus % e & kA
2 oy
elliptiline silinder 2+ter=1L
x‘.’ y2
hiiperboolne silinder 2 =1
paraboolne silinder Y= 20X,

Niiteid

1. Koostada sfadri vorrand, kui sfdadr labib punkti A(3; —4; 1)
ja  puudutab  tasapinda Tx —6y— 10z —73 =0  punktis
B(5; 2; —5). ‘

Lahendus. Sfdari vorrandi koostamiseks on vaja teada
sfddri keskpunkti ja raadiust. Et otsitav sfidir puudutab antud
tasapinda punktis B, siis asetseb sfdiri keskpunkt antud tasa-
pinna ristsirgel, mis ldbib punkti B. Selle ristsirge kanoonilised
vorrandid on

x—5 y—2 z2+5 *
7 PSR T Sy T e ( )

Teiselt poolt 1dbib sfddr punkte A ja B. Jarelikult asetseb sfairi
keskpunkt punktidest A ja B vordsel kaugusel, seega punktide A4
ja B vahelise 16igu keskristtasapinnal. Selle keskristtasapinna nor-
maalvektoriks vGib votta vektori AB = {2;6; —6} = 2{1;3; —3}
ja iiheks punktiks A ja B vahelise 16igu keskpunkti (4; —1; —2).
Keskristtasapinna vorrand on seega

x+3y—3z—7=0. g

Sirge (*) ja tasapinna (**) loikepunkt K(—2; 8; 5) on sfidri
keskpunkt. Sfédéri raadiuse r leiame kui punkti K kauguse punk-
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tist A voi punktist B voi antud puutuvtasapinnast. Koigil kolmel

juhul tuleb r =} 185. Otsitava sfiari vorrandi saame niiiid, ase-
tades K koordinaadid ja r vorrandisse (4):

(x+2)2+(y —8)2+(2—5)*= 185
ehk
X2+ y?+ 22+ 4x — 16y — 102 — 92 = 0.

II. Leida ringjoone

{ 4 y2 22 —2x4+2y+42—94 =0,
x—2y+22—17=0

keskpunkt ja raadius.

Lahendus. Teisendame antud joont méaédrava siisteemi
esimese vorrandi kujule (6): (x —1)24 (y+1)2+ (24 2)2=
= 100. See vorrand esitab sfdéri, mille keskpunkt on K(1; —1; —2)
ja raadius r = 10. Ulesandes antud ringjoon on seega esita-
tud sfddri ja tasapinna loikejoonena. Ringjoone keskpunkti leiame
kui sfddri keskpunkti K projektsiooni ringjoone tasapinnal. Pro-

N y+1 z2+2
jekteeriva sirge vorrand on seejuures ¥ —1 = ——F—=——ja
ringjoone keskpunktiks saame C(3; —5; 2). Ringjoone raadius R
on kaatetiks tdisnurkses kolmnurgas, mille hiipotenuusiks on
sfadri raadius r=10 ja teiseks kaatetiks |KC|=6. Jarelikult

I11. Koostada hiiperbooli
x2 Y2

a? *

poorlemisel iimber x-telje tekkiva poordpinna vorrand.

Lahendus. Et meridiaani vorrandite (2) jiargi poordpinna
vorrandi (3) koostamiseks tuleb siisteemi (2) esimeses vorrandis
asendada see koordinaat, millele vastava telje iimber p&orlemine
ei toimu, -+ ruutjuurega asendatava ja kolmanda koordinaadi
ruutude summast, siis tuleb kdesoleval juzhul p?érdpinna vorrandi

X

: £ ¢ Y i
saamiseks asendada y vorrandis ——-—7;= avaldisega
a b?

+ Vy2+ 22 Noutud poordpinna (kahekattelise poordhiiperbo-
loidi) vorrand on seega '

X2 Y2t 22
= e ™

=1
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IV. Uurida, mis joont mdéoda loikuvad kahekatteline hiiperbo-
x2 y2 22

loid —2———9——{—1—6—{— 1 =0 ja tasapind x =4, ning leida selle
joone fookused.
Lahendus. Tuletame antud joont esitavast vorrandisiis-

teemist
> 4

l X==14

jarelduse, mis ei sisalda jooksva punkti abstsissi x. Selleks ase-

(*)

42 y2 22

tame teisest vorrandist esimesse x = 4. Saame s o 7y 1—6-—{—
-+ 1 = 0ehk
y2 22 B3
mnomet Je

Saadud vorrand (**) esitab iihelt poolt kui jareldus siisteemist
(*) pinda, millel asetseb joon (*) [sest iga arvukolmik x, y, z,
mis rahuldab siisteemi (*) mdlemat vorrandit, rahuldab ka vor-
randit (**)]. Teiselt poolt ei sisalda vorrand (**) koordinaati x,
mistottu (**) on silinderpind, mille moodustajad on paralleelsed
x-teljega. Vorrandist (**) ja yz-tasapinna vorrandist moodusta-
tud siisteem

42 22
J Y Y et (¥%%)
x=0

esitab jarelikult antud I6ikejoone (*) projektsiooni xz-tasapinnal.
Et joone (*) tasapind ja yz-tasapind on paralleelsed, siis joone
kuju projekteerimisel ei muutunud. Siisteem (***) esitab ilmselt
hiiperbooli, mille fokaalteljeks on y-telg, pooltelgedeks a =29,
b =12 ja fookusteks (0; -4-15; 0). Antud hiiperboloidi ja tasa-
pinna loikejoon on jérelikult hiiperbool, mille fokaaltelg on paral-
leelne y-teljega; selle hiiperbooli poolteljed on a=19, b=12 ja
fookused (5; +15;0). :

Stdar

422. Koostada sfddri vorrand, kui sfairi

1) keskpunktiks on koordinaatide alguspunkt ja raadius on 4;
2) keskpunkt on (3; —2; 4) ja raadius 3;
3) iihe diameetri otspunktid on (—7; 2; 3) ja (5; —8; 7);
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4) keskpunkt on (3; 7; —I11) ja iiks puutuvtasapind
3x —5y+ 82+ 16 =0;
;A y z-}-25

5) keskpunkt on (2;3;—1) ja iiks puutuja PR R R 7

423. Leida sfdari keskpunkt K ja raadius r:

1) 224 g2 4 22 —4 =0,
2) 4+ y*+22+4x—6y+22—11=0; -
3) 3x2+43y?+ 322 —6x-+24y+ 224+ 11 = 0;
4) 2+ y? 422 —2x -+ 6y + 10 = 0;
5) x2 4 y?+ 22+ 8x — 12y + 2z 54 = 0.
424. Leida pind, mille iga punkt asetseb koordinaatide algus-
punktist kaks korda kaugemal kui punktist (4; 0; 0).
425. Leida sfdér, mis ldbib punkte (—2; 7; 1) ja (6; 1; —9)
A S

2
e L

426. Leida sfddr, mille keskpunkt asetseb y-teljel ja mis puu-
X

-+ 10. 6-—2
dutab sirget z =y+ e e punktis (—5;0;4).

ning mille keskpunkt asetseb sirgel .

427. Koostada sfdari vorrand, kui sfdari raadius on V14
ja sfdar puudutab tasapinda 3x-+ y —2z =0 punktis, mille
ordinaat on 2 ja aplikaat —2.

428. Koostada sfddri vorrand, kui sfddr 14dbib punkte
(1; —8; 3), (0; —5; —5) ja (4; —4; —2) ning sfdadri keskpunkt
asetseb tasapinnal x —y 4+ 2z — 2 =0.

429. Leida punkte (4; —1; 4), (—2; —1; 16), (7; 11; 7)
ja (—>5; 2; 4) labiv sfédar.

430. Koostada sfadari x24y>-+22—4x-+6y—6=0 puu-
tuvtasapinna vorrand, kui puutepunktis x=1, y=0 ja z on
positiivne.

431.. Leida sfadri x>+ y? 4 22— 10x 4y — 62 —5=0 puu-
tuvtasapind sféddri ja z-telje loikepunktis.

432. Leida sfddri x2 4 y2-} 22+ 2x — 6y — 62+ 15=0 puu-
tuvtasapind, mis on risti sirgega 2x = y= —=z.

433. Leida ringjoone

{ X4yt —6x4+4y—22—11 =0,
2x—2y— 2=0
keskpunkt ja raadius.
434. Leida ringjoont
{ X242+ 224+ 8x—2y -+ 42— 15=0,
3x—6y+22— 6=0
ja koordinaatide alguspunkti labiv sfdér.
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Poordpinnad

: bl o 27 RN > - :
435. Koostada joone {x=0 poorlemisel iimber y-telje
tekkiva poordpinna vorrand.
2y +43z2—6=0,

436. Koostada sirge poorlemisel iimber

x=0
y-telje tekkiva poordkoonuse vorrand.
y2 22
437. Koostada hiiperbooli jlﬁ Vel poorlemisel iimber
A=A #

z-telje tekkiva poordpinna vorrand.
438. Leida poordpind, mis tekib parabooli {z
iimber x-telje. '

439. Koostada ellipsi

z-telje tekkiva poordpinna vorrand.

440. Ringjoon, mis asetseb yz-tasapinnal, poorleb iimber
2-telje. Koostada tekkiva rongaspinna vorrand, kui ringjoone -
keskpunkt on (0; a; 0) ja raadius b(a > b).

441. Koostada pinna x*-+y*42*—1=0 ja xy-tasapinna
1oikejoone poorlemisel {imber x-telje tekkiva pdordpinna vor-
rand.

442. Poordsilindri telg on x = 2y = —2z ja raadius 4. Koos-
tada selle poordsilindri vorrand.

= x2

el " poorlemisel

2x2 4 322 — 18=0,

- poorlemisel {imber

Teist jarku pindade kanoonilised vorrandid

443. Mis pindu esitavad jargmised vorrandid:
1) 22— y2+224+2=0; 6) 2x24y>422—8=0;

2y —=xtel gy 1) W —ye—=2;

3) x2—4y —322+1=0; 8) x2—{—2x—3 =)

4) ¥+ 222+ x=0; 9) (x4 y)2+ (y+2)2=0;
5) x2—y2 =0; 10) x24+y2+22+1=0.

444. Uurida pinna 3y? 4 22%2 - 18x=0 loikejooni xz-tasa-
pinnaga paralleelsete tasapindadega.
2 2
445. Uurida pinna _x_+_y__22_ 1 1oikejooni yz-tasapin-
naga paralleelsete tasapmdadega . h
x2 Y
446. Maiirata joone J? + i ik ning leida selle
z4+1=0

joone poolteljed ja haripunktid.



447. Veenduda, et sadulpinna x> —322= 12y ja tasapinna
x—2=0 Ioikejoon on parabool, ning leida selle parabooli
fokaallaius, haripunkt ja fookus.

2 2 22
448. Veenduda, et ellipsoidi %+?+_1—2§= | ja tasapinna
y = —2 loikejoon on ellips, ning leida selle ellipsi fookused.

449. Kuidas oleneb pindade 9x2 — 36y2 - k22= 36k ja z=nh
16ikejoone kuju suurustest & ja A?

450. Pinna iga punkt asetseb vordsel kaugusel punktist
F(0; —I1; 0) ja tasapinnast y —1=0. Koostada selle pinna
vorrand.

451. Leida pind, mille iga punkti kauguste summa punkti-
dest (0; 0; 1) ja (—1; 0; 0) on 4.

452. Leida antud teist jarku pinna ja sirge l6ikepunktid:

2 e A
1) xz—}—"lj1 = xX—2= y—;— o TE
x2 y? 22 x+9 y—10 z— 12 :
S R e T P e e vt o e AR
Y-l z—1 ,
3) 4x?—22—y =0, Ko LT R
4) x244y? 4322 =1, X=2=1—2,

453. Leida poordparaboloidi x? 4 y? =2z ja tasapinna 2x —
—y-+2z2=0 loikejoone projektsioonid koordinaattasapindadel.



MATEMAATILINE ANALUUS
§ 8. FUNKTSIOONID JA NENDE GRAAFIKUD

Muutuvaks suuruseks nimetatakse siimbolit x, y,
@ jne., mis voib omandada mitmesuguseid reaalarvulisi vdartusi.
Viimaste hulka nimetatakse muutuva suuruse muutumis-
piirkonnaks. Koigist vorratust a << x << b rahuldavatest
reaalarvudest x koosnevat muutumispiirkonda nimetatakse kin -
niseks vahemikuks ja samal viisil vorratusega a <x <'b
méaratud piirkondalahtiseks vahemikuks.

Muutuvat suurust y nimetatakse muutuva suuruse x (iihe-
seks) funktsiooniks, kui mingi eeskirjaga on suuruse x
igale véidrtusele tema muutumispiirkonnast seatud vastavusse
suuruse y iiks véddrtus. Suurust x nimetatakse seejuures argu-
mendiks, tema muutumispiirkonda funktsiooni maéada-
ramispiirkonnaks ja suuruse y muutumispiirkonda
funktsiooni vddrtuste hulgaks. Asjaolu, et y on
x funktsioon, tdhistatakse y=f(x), y =g(x) jne, kus f, g jne.
tdhistavad siimboolselt seda eeskirja, mille jdrgi on funktsiooni
vaartused seatud vastavusse argumendi vdadrtustele. Kui xo on
mingi argumendi védadrtus funktsiooni y = f(x) méadramispiir-
konnast, siis tdhistatakse temale vastavat funktsiooni véar-
tust f(x) ja nimetatakse funktsiooni f(x) védartuseks kohal x,.
Neid argumendi védartusi, millele vastav funktsiooni védartus on
null, s. t. vorrandi f(x) = 0 lahendeid, nimetatakse funktsiooni
y=f(x) nullkohtadeks.

Kui funktsiooni médérav eeskiri seab iihele argumendi véar-
tusele vastavaks rohkem kui {ihe funktsiooni vdartuse, siis oel-
dakse, et funktioon on mitmene.

Kui kahest funktsioonist y =f(x) ja y=g(x) teise funkt-
siooni védidrtuste hulga mingi osa kuulub esimese funktsiooni
madadramispiirkonda, siis saab neist kahest funktsioonist moodus-
tada kolmanda, lugedes argumendi vadrtusele x vastavaks funkt-
siooni véddrtuseks seda esimese antud funktsiooni véartust, mis
vastab teise funktsiooni véirtusele. Nii saadud kolmandat funkt-
siooni nimetatakse liitfunktsiooniks, mille sisemiseks
funktsiooniks on g(x) ja véliseks funktsiooniks f(x), ning téhis-
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tatakse y=f[g(x)]. Liitfunktsiooni médramispiirkonnaks on
ta sisemise funktsiooni méidramispiirkonna see osa, millele
vastav sisemise funktsiooni véirtuste hulk kuulub vilise funkt-
siooni mdiramispiirkonda.

Vorrandist y=f(x) avaldatud x kui y (iildiselt mitmest)
funktsiooni x = g(y) ehk pérast argumendi ja funktsiooni tihise
muutmist y=g(x) nimetatakse ldhtefunktsiooni y=/f(x)
poérdiunktsiooniks. Funktsiooni f(x) madramispiir-
kond on seejuures ta poordfunktsioonile g(x) véairtuste hul-
gaks ja f(x) vdartuste hulk on g(x) méidramipiirkonnaks. Kui
mingis piirkonnas iga x; > xs puhul on f(x))>f(x) [f(x1)<
<f(x2)], siis nimetatakse funktsiooni f(x) selles piirkonnas
monotoonselt kasvavaks ‘(kahanevaks). Mingis
piirkonnas monotoonse funktsiooni selles piirkonnas moodusta-
tud poordfunktsioon on iihene. Piirkonnas, kus g(x) on f(x)
poordfunktsioon, kehtib samasus

gli(x)1=x (1)

Joont, mille vorrand Cartesiuse ristkoordinaadistikus Oxy
on y=f(x), nimetatakse funktsiooni y =f(x) graafikuks.
Funktsiooni ja ta poordiunktsiooni graafikud on siimmeetrili-
sed sirge y = x suhtes.

Kui funktsioon f(x) rahuldab tingimust f(—x)=f(x), siis
nimetatakse teda paarisfunktsiooniks. Paarisfunkt-
siooni graafik on siimmeetriline y-telje suhtes. Tingimust
f(—x) = —f(x) rahuldavat funktsiooni nimetatakse paari-
tuks funktsiooniks. Paaritu funktsiooni graafik on siim-
meefriline koordinaatide alguspunkti suhtes.

Kui leidub arv /== 0, nii et iga x puhul

f(x+1) =f(x), (2

siis nimetatakse funktsiooni f(x) perioodiliseks. Viiksei-
mat arvu />0, mille puhul kehtib (2), nimetatakse seejuures
funktsiooni perioodiks.

Funktsiooni y = f(x) graafiku jargi saab konstrueerida funkt-
siooni y=a - bf(cx 4 d), kus b=0 ja ¢ =0, graafiku. Selleks
tuleb teljestikus, mis on saadud lahteteljestikust Oxy paralleel- °

liikkkega alguspunkti viimisel punkti O’(———c-;a , konstrueerida

joon, mille punktide abstsissid on saadud y={f(x) graafiku
punktide abstsisside jagamisel arvuga c ja ordinaadid selle graa-
fiku punktide ordinaatide korrutamisel arvuga b (joonisel 33 on
voetud a=2, b = —1, c=2 jad= —6).

Funktsiooni y=x", kus n on tdisarv, nimetatakse téais-
astmeks. Koigi tdisastmete graafikud (joon. 34 ja 35) labi-
vad punkti (1; 1). Paarisarvulise n puhul on x* graafik siim-
meetriline y-telje suhtes, paarituarvulise n puhul koordinaatide
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Yy=a-bf(cx+d)

Joon. 33

Joon. 34



<2 gl ne1234
17
T
2
" £ =4 =3
: 7 K
y=x", n<0
2 7
Joon. 35

alguspunkti suhtes. Téisastme méaramispiirkonnaks on n =9
puhul koigi reaalarvude hulk; n<0 puhul ei kuulu ainult
0 méddramispiirkonda. Kui n <0, siis on koordinaatteljed y= x"
graafiku asiimptootideks.

n-nda astme poliinoomiks nimetatakse avaldisega y =
= QpX" + apyx" '+ ...+ ao(a, == 0) méiiratud funktsiooni. Polii-
noomidron médratud koigi reaalarvude hulgal.

Kahe poliinoomi jagatist nimetatakse murdratsionaal-
seks funktsiooniks. Murdratsionaalse funktsiooni magramispiir-
kond koosneb koigist reaalarvudest peale nimetaja nullkohtade.
Kui ¢ on murdratsionaalse funkisiooni nimetaja iiks nullkoht
(ega ole lugeja nullkoht), siis on sirge x=c ta graafiku

asiimptoot. Murdratsionaalse funktsiooni y = 72:—(7) mille lugeja

aste n on vdiksem nimetaja astmest m, graafik ldheneb asiimp-
tootiliselt x-teljele. Kui n = m, siis saab ldbijagamisega tdisosa
eraldamise teel antud funktsiooni esitada iihe poliinoomi
(mille aste on n — m) ja niisuguse murdratsionaalse funktsiooni,
mille lugeja aste on nimetaja astmest vidiksem, summana. Sel
juhul ldheneb funktsiooni graafik ldbijagamisega eraldatud polii-
noomi graafikule.

Funktsiooni y = a*(a > 0, a #= 1) nimetatakse eksponent-
funktsiooniks, arvu a selle eksponentiunktsiooni aluseks.
Eksponentfunktsiooni méaaramispiirkond koosneb kdigist reaalar-
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vudest. Ta graafik asetseb {ilalpool x-telge, ldbib punkti (0; 1)
ja ldheneb asiimptootiliselt x-teljele (joon. 36).

l

g=i0"

Joon. 36

Eksponentfunktsiooni y=a* po6ordfunktsiooni nimetatakse
logaritmfunktsiooniks alusel a ja tdhistatakse y=
= log., x (joon. 37). Matemaatilises analiiiisis eelistatakse eks-
ponent- ja logaritmfunktsiooni alusena arvu e=2,718... [def.
vt. § 9, (8)]. Logaritme alusel e nimetatakse loomulikeks
logaritmideks ja tdhistatakse In x.

A
Y

Yy=log,x

Joon. 37
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Trigonomeetriliste funktsioonide sinx, cosx ja tanx
graafikud on esitatud joonisel 38.

/
Y

y=tanx

_l/--taﬂ %

Joon. 38

. . . .e # ’
Funktsioonile y = sinx ta monotoonsuspiirkonnas sl

7
=T ¥ vastavat poordfunktsiooni nimetatakse arkussiinu-
seks ja tdhistatakse y = arcsin x. Arkussiinuse maaramispiir-
T F4
kond on —1 << x << 1 ja védartuste hulk RIS 5 Arkus-

siinus on paaritu monotoonselt kasvav funktsioon (joon. 39).
Funktsioonist y==cos x ta monotoonsuspiirkonnas 0 <x <=
moodustatud poordiunktsiooni nimetatakse arkuskoosinu-
seks ja tdhistatakse y=arccosx. Ta méidramispiirkond on
—1 < x << 1 ja véddrtuste hulk 0 << y << #. Arkuskoosinus on mono-
toonselt kahanev (joon. 39). Funktsioonid arctan x ja arccot x
on vastavalt tanx ja cotx poéordiunktsioonid nende monotoon-

suspiirkondades —% <5 X% % ja 0 <x <<a. Nende mdéramis-
piirkondadeks on koigi reaalarvude hulk. Arkustangensi graafiku
asiimptootideks on sirged y = i% ja arkuskootangensi graafiku

asiimptootideks y =0 ja y=wa (joon. 39). Arkustangens on
paaritu monotoonselt kasvav funktsioon. Arkuskootangens on
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Y Y
T a
2 x &
%) S Iy
SNIFE 8 =z
>N\ 2 & 2 oA
5 i
>
= E A % ! X gt
A Yy=arctan x 7
B 2k 2
Joon. 39

monotoonselt kahanev. Arkusfunktsioonid on oma mééiramispiir-
kondades seotud samasustega

; (3)

arcsin X 4+ arccos X =

ol M|a

(4)

Hiperboolsed funktsioonid (joon. 40) on defineeritud
jdrgmiste avaldistega:

arctan x + arccot x =

ex —e—=x

hiiperboolne siinus shxi= S (5)
ex _[__ e—x

hiiperboolne koosinus chx = =¥ 4 (6)
. Gt 0

hiiperboolne tangens e — st e (7)

Funktsioonide y=shx, y=chx ja y=thx mdéidramispiir-
konnaks on koigi reaalarvude hulk. Hiiperboolne siinus ja tangens
on kasvavad paaritud funktsioonid. Hiiperboolne koosinus on
paarisfunktsioon. Funktsiooni y=th x graafiku asiimptootideks
on sirged y = —+1.

Hiiperboolsete funktsioonide péordiunktsioone nimetatakse
areafunktsioonideks. Funktsiooni y=shx po6ordiunkt-
sioon y= Arsh x on paaritu kasvav funktsioon, mille nii maa-
ramispiirkonnaks kui ka védrtuste hulgaks on koigi reaalarvude
hulk. Funktsioonist y=chx ta monotoonsuspiirkonnas x =0
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o=

=t/7X

y:t/? X
-/

Joon. 40

moodustatud poordfunktsiooni y = Arch x médramispiirkonnaks
on x = 1. Hiiperboolse tangensi poordiunktsioon y = Arth x on
maédratud lahtises vahemikus —1<x<1 ja ta graafikul on
kaks asiimptooti: x = 1. Areafunktsioonid avalduvad logaritm-
funktsiooni kaudu kujul

Arshx =In(x + Vx4 1), . (8)

Archx =In(x+ 7y x2—1), : 9)
1 14x

Arthx=—2—1n P e (10)

Koiki funktsioone, mille avaldised on saadud funktsiooni-
dest x», a* ja trigonomeetrilistest funktsioonidest ning nende
funktsioonide po6ordfunktsioonidest 16pliku arvu aritmeetiliste
tehete ja liitfunktsioonide moodustamise teel, nimetatakse ele -
mentaarfunktsioonideks.
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Niiteid

I. Péérdkoonuse pohja raadius on 1 ja korgus 3. Uurida sel-
lesse péordkoonusesse kujundatud silindri (joon. 41) tdispindala
kui silindri raadiuse funktsiooni ja skitseerida selle graafik.

Lahendus. Tdhistagu x koonusesse kujundatud silindri raa-
diust ja h korgust. Kolmnurkade sarnasusest saame
3—h
3 ’

X
A
millest & = 3 — 3x. Silindri tdispindala S on jarelikult

S = 2axh + 27x? = 27 (3x — 342 4 x?) = 27 (38 — 2x?).

Saadud avaldis méddrab suuruse S argumendi x funktsioonina
koigi reaalarvude hulgal, s. t. selle avaldise maadramispiirkond
koosneb koigist reaalarvudest. Et aga koonusesse kujundatud

| l S
9
, e > B3 &
X \

i | 1 \ K,
P EOA / 7 \

Joon. 41 Joon. 42

silindri raadius on positiivne ja vdiksem koonuse pohja raadiu-
sest, siis esitab see avaldis iilesandes noutud funktsiooni ainult
piirkonnas 0 < x < 1. Teisendades suuruste S ja x vahelise seose

kujule,
S I e Lty Lond 5 i

ndeme, et noutud funktsiooni graafikuks on Sx-koordinaadisti-
kus S-telje ja sirge x= 1 vahel asetsev parabooli kaar, kusjuu-

8e. a8
res parabooli haripunktiks on punkt (T;Tn) , fokaallaiuseks 4,
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parabooli telg on paralleelne S-teljega ning parabool avaneb
S-telje negatiivses suunas. Nende andmete jirgi saame skitsee-
rida antud poordkoonusesse kujundatud silindri tdispindala S
selle silindri raadiuse x ‘funktsioonina. Selleks et graafik oleks
iilevaatlikum, votame S-teljel 10 korda vaiksema iihiku kui x-tel-
jel (joon. 42).

Graafikust néhtub, et vaadeldav funktsioon on piirkonnas

3 3 s
e T kasvav ning piirkonnas 7 S+ <1 kahanev. Raa-

3
diuse  E ety puhul saavutab silindri tdispindala S maksimaalse

9 9
vaartuse s Funktsiooni vadartuste hulk on 0 << S << 7
K]

I1. Leida funktsiooni

oo 2x—1 I 3x—4
Uy = aresin=r 3 -+ log By

mdadramispiirkond.

Lahendus. Et funktsiooni arcsinx madidramispiirkond on
—1 << x << 1, siis koosneb antud funktsiooni avaldise esimese
lildetava méddramispiirkond koigist neist x vdartustest, mis rahul-
davad vorratust

2x—1

—1 << 3 =1

Sellest vorratusest jareldub —3 << 2x —1 << 3, —2<<2x <4 ja
—l<<x<2 )

Teine liidetav antud funktsiooni avaldises on méératud, kui

3x—4

prariad

mis on rahuldatud, kui 3x —4 >0 ja 2x — 3 >0, s. t. kui
o
x>, {59

voi kui 3x —4 <0 ja 2x — 3 <0, s. t. kui

3"
Antud funktsiooni médramispiirkond koosneb koigist neist x
védartustest, mis rahuldavad vorratust (*) ja iihte vorratus-
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test (**) voi (***). Jarelikult koosneb iilesandes noutud mai-

4 3
ramispiirkond kahest vahemikust: —1 <x << % ja Te =R
L Koos'tada funktsiooni

Y= ln_coi]/_x\_ (*)

1—cosyx

poordfunktsiooni avaldis.

Lahendus. Et funktsiooni Inx poérdiunktsioon on e*, siis
jareldub vordusest (*)

cos V?
ey —

e 1Y

1 —cosyx
millest saame edasi
ev

l+t+ev ’

ey ev
i ik X R ——
1 tev = arccos 1 +ev

cos Y x = ¥ x = arccos

Viimase vorduse parem pool ongi noutud p6ordiunktsiooni aval-
dis, kusjuures argumendi tdhiseks on y. Vahetades argumendi
ja funktsiooni tdhised, saame antud funktsiooni poordfunktsiooni
avaldiseks :

ex

= arccos? :
Y 1+ ex

IV. Leida murdratsionaalse funktsiooni

X34-2x2 —4

- xX24-x—2

graafiku asiimptoodid ja skitseerida graafik.
Lahendus. Jagame antud funktsiooni lugeja nimetajaga:

X3 - 2x2 —4 24 x—2
X34 x2—2x x41
T ey

x24 . x—2

R w5

Et jagatise tdiosa on x-+ 1 ja jddk x — 2, siis on antud murd-
ratsionaalne funktsioon esitatav kujul

x—2

y=x—|"1+ x2+x__2
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ehk, pédrast nimetaja teguriteks lahutamist,

x—2
I= I ey i
—2
e nullile kui murd-

ratsionaalne funktsioon, mille nimetaja aste (2) on suurem
lugeja astmest (1). Jérelikult ldheneb |x| suurenemisél antud
murdratsionaalse funktsiooni véddrtus lineaarfunktsiooni y =
= x 1 vdirtusele ja seega murdratsionaalse funktsiooni graa-
fik sirgele y=x--1. Uks noutud asiimptootidest on seetdttu
y=x-1. Kui argument ldheneb antud funktsiooni nimetaja
nullkohtadele —2 vo6i 1, siis suureneb funktsiooni absoluutviar-
tus tokestamatult. Jérelikult on ka y-teljega paralleelsed sir-
ged x=—2 ja x=1 vaadeldava funktsiooni graafiku asiimp-
tootideks. ;

Selleks et asiimptootide jérgi funktsiooni graafikut konstruee-
rida, uurime, kummalt poolt graafik ldheneb asiimptoodile y =
=x-1 ning mis suunas ta ldheneb aslimptootidele, x = —2

x—2

R ’ = L p?

ja x = 1. Kui x << —2, siis on vorduses (*) murru GERwdn
koik kolm tegurit negatiivsed ja murd ise seega negatiivne. Jére-
likult on x < —2 puhul antud murdratsionaalse funktsiooni véar-
tus vdiksem kui x4 1. Meie murdratsionaalse funktsiooni graa-
fik ldheneb seega x-telje negatiivses suunas asiimptoodile y=
=x -1 altpoolt (joon. 43). Kui edasi x ldheneb vadartusele —2,

x—2
(x+2)(x—1)
absoluutvdirtus tokestamatult (sest tegur x -2 ldheneb nime-
tajas nullile), kuid murd on endiselt negatiivne. Jérelikult ldhe-
neb antud funktsiooni graafik vasakult asiimptoodile x=—2
y-telje negatiivses suunas. Seevastu x > —2 puhul x ldhenemisel
vdirtusele —2 on vaadeldav murd positiivne ja tokestamatult
suurenev. Paremalt poolt ldheneb meie - funktsiooni graafik jére-
likult asiimptoodile x = —2 y-telje positiivses suunas. Analoogi-
line arutelu nditab, et asiimptoodile x==1 ldheneb graafik vasa-
kult y-telje positiivses suunas ja paremalt y-telje negatiivses

suunas. Lopuks on suurte positiivsete x véartuste puhul (x> 2)
x—2

murd L D positiivne nullile ldhenev suurus, mistottu

antud funktsiooni graafik ldheneb asiimptoodile y=x-1
x-telje positiivses suunas iilalt. Pannes veel tdhele, et x —2=0,
s. t. x=2 puhul antud funktsiooni graafik Idikab asiimptooti
y=x-4 1, ning leides argumendile vairtusi x= —3, x=—I,
x =0, x =23 andes ja vastavaid funktsiooni vdartusi arvutades,

13 3
et graafik 1dbib punkte ( —3; T) , ( —1; ?) , (0;2) ja (3;4,1),

]x] tokestamatul suurenemisel 1dheneb

jdddes aga temast vdiksemaks, siis suureneb murru
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voime saadud tulemuste jérgi iilesandes noutud graafiku vordle-
misi tdpselt skitseerida (joon. 43).

Kasutatud meetod ei voimalda siiski lahendada mitmeid olulisi
kiisimusi antud funktsiooni kohta. Ndiiteks ei saa 6elda, kus tdp-
selt x=—1 {imbruses funktsioon omandab minimaalse vé&ar-

y

X==2

TN

Joon. 43

tuse, kus x = —2 iimbruses maksimaalse vadartuse vo0i missugu-
ses punktis x=3 {imbruses funktsiooni graafik 1dheb kumeruselt
iile nogususele. Seda laadi kiisimuste lahendamiseks tuleb raken-
dada juba diferentsiaalarvutuse votteid (§ 11).

V. Leida graafiliselt vorrandi
1+ In(x -+ 3)—2arccosx=10
lahendite lihisvdadrtused.

Lahendus. Vorrandi f(x) =0 lahendamine tdhendab geo-
meetriliselt funktsiooni y =f(x) graafiku ja x-telje 16ikepunktide
abstsisside leidmist. Antud vorrandi lahendite ldhisvédartuste
leidmiseks tuleks seega konstrueerida voimalikult tédpselt funkt-
siooni 1 - In(x -+ 3)— 2 arccos x graafik. Ilmselt on see tiilikas.
Lihtsam on kasutada jargmist votet. Kirjutame antud vorrandi
timber kahe niisuguse funktsiooni vordusena, mille graafikuid
oleks voimalikult lihtne konstrueerida, néiteks

1 4 In(x 4 3)=2 arccos x.
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Niiiid on vorrandi lahendiks iga niisugune x, millele vastavad
vorrandi vasaku ja parema poole vaartused on vordsed, ehk,
geomeetriliselt, vorrandi vasakul ja paremal poolel seisvate
funktsioonide graafikute iga 16ikepunkti abstsiss.

Funktsiooni
y=1+In(x+3) (*)
graafiku konstrueerimiseks kirjutame vorduse (*) iimber kujul
y— I'=1n(x % 3). g

Vottes siin x4-3=x" ja y— 1=y, s. t. viies paralleellitkkega
koordinaatide alguspunkti punkti O’(—3; 1), saame uues koordi-
naadistikus joone (*) vorrandiks
y = Inx’. Seda joont — funkt-
A siooni In x graafikut — on juba
y kerge  kiillaldase  tdpsusega

! konstrueerida (néditeks jooniselt
37 graafiku iiksikute punktide
koordinaate mootsirkliga iile kan-
des O’x'y’-teljestikku).

- Funktsiooni y =2 arccos x
graafiku saame konstrueerida

= arccos x graafiku abil (joon.
39), vottes ordinaadid kahekord-
selt. Saadud jooniselt (joon. 44)
nahtub, et antud vorrandil on
iiks lahend ja et selle ldhisvaar-
' Joon. 44 tus on 0,4.

Funktsiooni moiste

454. Arvutada f(0), f(1) ja f(a-+ 1), kui

X

1) f)=5—2: 2) f(x)=3%; 3) f(x)=7)9—5x.
455. Leida
LT ik a0y Pkt
kuif(x) =1— x2
456. Olgu

VE— . ok Qi =
X2 x, ki d<m X =]
=)
Y2x2—5, kui 4 < x <.

3 £,

Leida /(2), T (). £(0) ja 1(372).

120



Leida antud funktsiooni méaramispiirkond:

x—1
457. y= i 462. y = log(3 — 5x — 2x%).

VY3 —2x log x
458. Yy = x——}—l— 463. Yy = T
459. y = Y4 —x2. /464, y =73 —2log.x.

1 i
Al = e 465. y = Jcos x.
V24 2x—3 z

461. y = Y9x — x°. 466. y = log (1 —2sinx).

467. Koostada ndide avaldisega méaratud funktsioonist, mille
médramispiirkond on
1) 3<x<+3; 3) —oo << x<05, 5<<x<<-oo;
Dy-ilies x =5 20 4D e -2, 12 < X< 00

Leida antud funktsiooni vaartuste hulk:
1

468. y=3——4sir1x. 471’. Y = 1
1
470. y =x2—x—2. 473. y — 2co0sx,

474. Kerasse, mille raadius on R, on kujundatud silinder.
Avaldada silindri ruumala V silindri korguse A funktsioonina.

Missugune on selle funktsiooni ¢
maédramispiirkond? Seda funktsi- 2 :

ooni esitava avaldise mdédramis- L
piirkond? \

475. Poolringi, mille raadius

on R, on kujundatud ristkiilik. ~
Avaldada ristkiiliku pindala S rist- 4 ; B
kiiliku korguse h funktsioonina, e X

kui ristkiiliku alus asetseb pool- R

ringi diameetril. Missugune on
selle funktsiooni méadramispiirkond? Seda funktsiooni esitava
avaldise mdaramispiirkond?

476. Avaldada tédisnurksest kolmnurgast ABC (joon. 45)
hiipotenuusi AB ristldiguga KL eraldatud osa pindala S Idigu
AK = x pikkuse funktsioonina, kui AC =3 ja BC=4.

477. Leida joonisel 46 graafikuga mairatud funktsiooni f(x)
méaidramispiirkond, védartuste hulk ja nullkohad ning esitada see

funktsioon avaldiste abil.
478. Esitada avaldiste abil joonisel 47 graafikuga médaratud

funktsioon f(x) vahemikus —oo < x < 4.
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479. Olgu u=14Vv, v=22+2 2z=—y—2, B=—sinx
Avaldada z, v ja u argumendi x funktsioonidena. (50X

480. Moodustada f[g(x)]+ g[f(*)], kui f(x)= 71+ logax
ja g(x)=a*. :

I (7;5)

©;4)
(-1;2)

(5;-1)
Joon. 46 Joon. 47

481. Moodustada f[g(x)] gli(x)] ja fgli(x) 13, kui f(x)
= 1™+ logs x, g(x)= 52

482. Leida f{f[f(x)]1}, kui f(X)=

Y1 —x2
Koostada antud funktsiooni péordiunktsiooni avaldis:
2x — 1

483. y= i 485. y = 23—+,

x% A
484. Y e 486. y = logs(1 —7V x).
Leida piirkonnad, kus antud funktsioon on positiivne:
487. y=2x—6. 489. y = x® —3x> — 10x.
488. y=9—x2 490. y=9— 3~
Leida antud funktsiooni kasvamis- ja kahanemispiirkonnad: -
491. y=1-4 x2 494, y=27V% .
492. y = T, 495. y = Y4 — x2.

1 S s
493. Sy e 496. y =log(2—7x).

Missugused jdrgmistest funktsioonidest on paarisfunktsioonid
ja missugused paaritud funktsioonid?

497. f(x) = x4 3x. 499. f(x)=1—=x2
498. f(x) = cos 5x. 500. f(x)= x®-- cos x.
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14 9%
g 503. [(x)=(x— sinx)tan2x.

1—2x °

x

501. f(x) =3

562. Fx) 504. f(x)=

143% ° logcosx °

505. Olgu fi(x) ja fo(x) paarisfunktsioonid ning g(x) ja
g2(x) paaritud funktsioonid. Mida voib 6elda funktsioonide
1) fi(x) - g1(x), 2) fi(x) - f2(x), 3) Fi(x) + g1(x), 4) g1(x) - ga2(x),
5) f1(x)— fa(x)

e L e i 5
21(x)+ g2(x) ja 6) g1(x) gz(x) kohtar:

Téisastmed, poliinoomid ja murdratsionaalsed funktsioonid

Skitseerida antud funktsioonide graafikud:

1
506. y — x°. 5I1. y = (x4 1)%
gy
507, y==28 BI2. y=Y2.
1 N S
3
509. y = (x—2)3 514. y = 2x2.
3
510. y =3+ (x4 2)5. 515. ¥y =——.
V=
Leida graafiliselt antud vorrandite lahendite 1dhisvdartused:
516. x34+3x—1=0. 518. x5—x2—~L4 = 0.
¥
517. 2x4+3x+3 =0. 519. 4)Yx2—x—3=0.

520. Leida lineaarfunktsioon f(x), kui f(1) =3 ja f(4) = —2.

521. Konstrueerida funktsioonide y=|x|+|x—1| ja y =
= |2x| -+ x — 3 graafikud.

522. Leida ruutfunktsioon f(x) = ax® + bx - ¢, kui f(—1)=23,
f(0) =3 ja f(4) =175.

Arvutada Horneri skeemi abil poliinoomi f(x) vdértus argu-
mendi védartusel x = x,, kui

523. f(x) = x* — 3x3 4 6x2 — 10x - 16, xo=14;
524. f(x) = 2x°—5x3 —8x, xo= —3;

525. f(x) = x* — 8x% 4 24x2 — 50x + 52, xo=2.
ax -4 b

cx+d

526. Leida murdlineaarne funktsioon f[(x)= kui
f(0) =—2, {(1) =—T ja [(4) =8 |
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41 e s
Bryay -y oy maadramispiirkond.
Leida antud murdratsionaalsete funktsioonide graafikute
asiimptoodid, selgitada, kummalt poolt graafikud ldhenevad
asiimptootidele, ning skitseerida graafikud:

527. Leida funktsiooni y =

X34+ x2—x42

528. y=—1- B8L.. 4 == T
% x4+ 9x 42
i LAY B otalt Jon e A
2x — 1 2x% —6x2 —x-}-2
530. Yy = TRiare 533. Y = gy

Eksponent- ja logaritmfunktsioonid

Skitseerida antud funktsioonide graafikud:

1 \xH
534. y = —3=. 538. y = (3) :
535. y = 2-=. 539. y=5. 8.
536. y = 2+ 3%1, 540. y —3—23.
837. y = e~ bal. 1= —l—ex+2.

Leida graafiliselt antud vorrandite lahendite ldhisvdartused:
542. 2* —3x=0. 543. 3*4+2x—3=0. 544. 10* — x2=0.
545. Leida funktsioon, mille graafik on funktsiooni y=
= 2 — 3**+! graafikuga siimmeetriline
1) x-telje suhtes; 2) y-telje suhtes;
3) koordinaatide alguspunkti suhtes;
4) sirge y = x/suhtes.

546. Joonestada millimeetripaberile funktsiooni y = In x graa-
fik ja konstrueerida samale joonisele (ilma tdiendavate arvutus-
teta) funktsioonide

x4+ 1
y=2—In(x+4) ja y=4+3In >
graafikud.
Leida antud funktsioonide péordiunktsioonid:
2
547. y =2+ In(1 4 e3). 548. y=V3—Tl_—ln—x.
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Lahendada vorratused:

1
549. 1 = 2% == 8. 551. :‘ << e3x+2 << e8,
550. |In x| < 3. 552, logs(9— %) < 1.

553. Leida funktsiooni y=72—In(l —4x) mairamispiir-
kond ja vaartuste hulk. '

554. Avaldada funktsioon f(x) funktsiooni g(x) kaudu, kui

1) f(x) =2%  g(x) =3
2) f(x) =Inx, g(x)=1logszx.

Trigonomeetrilised funktsioonid ja nende poéordfunktsioonid

Skitseerida antud funktsiooni graafik:

555. y = —cos x. 559. y=3+2cos(nx—-;£).
556. y =1+ sinx. 560. y = sin|x|.
557. y-= sin 3x. 561. y = |sin x|
58 i ”) 5 =
558. y=25m(x—4 : 62. y=tan—7—[—.

Veenduda, et antud funktsioon on perioodiline, ning leida
ta periood:

563. y-— sin 3x. 566. y — 5sin2x 4 2cos 3x.

564. y=l+2tan%. 567. y=sin§+cos4i.

565. y = |cos x]. 568. y = Vtanx.

569. Skitseerida funktsioonide y = —arcsin x, p=

- = arctan (x — 3) ja y =2 arccos (—x) graafikud.
570. Skitseerida funktsiooni
arccosx, kui —1 <x<<0,
X

i
f(%) =3 @ g kui: 0 x g 1,

4arctan(2—x) kui 1 <x<<?2

graafik ning leida f(x) minimaalne ja maksimaalne viéartus.

571. Poordkoonuse tipunurk on a ja pinnalaotuse kui ringi
sektori kesknurk on g. Avaldada ¢ nurga g funktsioonina.

Leida funktsiooni médadramispiirkond:

N2 y==1nsinx, 573. y = arcsinln x.
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2%
T

576. Olgu f(x) = arccos(2x —1). Leida [(0), f( ) ( )
jaf(l —a).
577. Avaldada

1) sin arccos 0,8; 3) tan arcsin 0,6;
2) cos arctan 7; 4) cot arctan 3.

574. y =} w— 3 arccos . 575. y = arcsin

578. Leida neljakohalistest trigonomeetriliste funktsioonide
tabelitest

1) arcsin 0,989; 2) arccot (—2,06); 3) arccos (—0,91).
579. Leida neljakohalistest tabelitest

1) €020, 2) Insin1,1188; 3) et-arcsinog

Hiiperboolsed funktsioonid

Toestada samasused:

580. ch?x —sh?2x=1. b82: sh'2v =2 shxchx.
581. ch2x=ch?2x | sh?x. 583. sh(x+4 y) =shxchy-+ chxshy.

584. Avaldada
1) shx thxkaudu;  3) 2sh2> chxkaudu;
2) thx chxkaudu; 4) ch?x ch 2x kaudu.

585. Mis joont esitab parameetriliste vorrandite paar x=
=g chily g==bish {?

Toestada, et kehtivad samasused:

586. Arsh (—x) = —Arsh x.
587. Arth (—x) = —Arthx (—1 <<x<1).
588. Arshyx?—1=Archx (x=>-1).
1
589. Arth; = Arcthx (lxl L)

590. chArshx = Jx2+ 1.



§ 9. FUNKTSIOONI PIIRVAARTUS JA PIDEVUS

Arvu A nimetatakse arvjada
Qi 0% o Ll i s (1)

piirvdartuseks, kui iga (kuitahes viikese) &> 0 puhul
leidub niisugune naturaalarv N, et

|an_'A'<8

iga n> N puhul. Asjaolu, et A on jada (1) piirvdartus, tahis-
tatakse
A — lim an.

n—>co

Arvu A nimetatakse funktsiooni f(x) piirvddrtu-
seks argumendi ldhenemisel vdartusele a ja tdhistatakse
A = lim f(x) .

x—=>a

kui iga € >0 puhul leidub niisugune 6 >0, et iga x == a puhul,
mis rahuldab vorratust

lx —a] < 6, (2)

kehtib vorratus

s Ao (3)

Kui vorratusest 0 <<x—a<<d (0 <<a—x<<d) jareldub vorra-
tus (3), siis nimetatakse arvu A funktsiooni f(x) parempoolseks
(vasakpoolseks) piirvddrtuseks argumendi ldhenemisel vaartu-
sele a ja tahistatakse A = lim f(x) [A = lim f(x)]. Kui iga
x->a+0 x—+>a—0
& > 0 puhul leidub niisugune reaalarv N > 0, et vorratus (3) keh-
tib iga x >N (x < —N) puhul, siis nimetatakse arvu A funkt-
siooni f(x) piirvddrtuseks argumendi tokestamatul kasvamisel
(kahanemisel) ja tadhistatakse A = lim f(x) [A4 = lim f(x)].
x—>+400

X—>»—00
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Matemaatilises analiiiisis on eriti tdhtsad jargmised kaks
piirvddrtust:
' sin x

g @
- \2
1im'(1+7) =e=271828.... (5)

X—>t00

Piirvddrtusteoreemid.. 1° Summa piirvddartus ‘on
vordne liidetavate piirvddrtuste summaga.

2° Korrutise piirvddrtus on vordne tegurite piirvdadrtuste kor-
rutisega. '

3° Jagatise piirvddrtus on vordne lugeja ja nimetaja piir-
vddrtuste jagatisega, kui nimetaja piirvddrtus on nullist erinev.

Muutuvat suurust, mille piirvdartus vaadeldavas muutumis-
protsessis on 0, nimetatakse selles muutumisprotsessis 16 pma -
tult viahenevaks suuruseks. Kui kahe (samas muutumis-

protsessis) lopmatult viheneva suuruse @ ja g suhte %— piirvéaar-
tus on null, siis Geldakse, et suurus @ on korgemat jarku

I6pmatult védhenev kui B. Kui suhte o piirvéérfus on 1, siis

nimetatakse suurusi ¢ ja g ekvivalentseteks Ilopmatuit
vidhenevateks suurusteks. Murru piirvdédrtus ei muutu, kui lugeja

ja nimetaja vastavalt asendada vaadeldavas piirprotsessis ekvi-
valentsete I6pmatult vdhenevate suurustega. Kahe 16pmatult vdhe- /
neva suuruse vahe on kummagi suuruse suhtes korgemat jérku‘
1opmatult vdhenev siis ja ainult siis, kui need suurused on ekvi- 7"
valentsed.

Funktsiooni f(x) nimetatakse pidev aks kohal xo, kui

limf(x) = f(xo). (6)

x>

Funktsiooni nimetatakse pidevaks mingis piirkonnas, kui ta on
pidev selle piirkonna igas punktis. Mingil argumendi véadrtusel
(mingis piirkonnas) pidevate funktsioonide summa ja korrutis
on sellel argumendi véartusel (selles piirkonnas) pidevad funkt-
sioonid. Kahe pideva funktsiooni jagatis on pidev argumendi
véartustel, mis ei ole nimetaja nullkohtadeks. Kahest pidevast
funktsioonist moodustatud liitfunktsioon on pidev. Pideva mono-
toonse funktsiooni péérdiunktsioon on pidev.

Koik elementaarfunktsioonid on oma méaédramispiirkondades
pidevad.

Argumendi védrtusi, millel funktsioon ei ole pidev, nimeta-
takse funktsiooni katkevuskohtadeks. Arvu x, nimeta-
takse funktsiooni f(x) korvaldatavaks katkevus-

kohaks, kui eksisteerib limf(x), kuid tingimus (6) ei ole téi-
x>
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detud. Kui kohal x, eksisteerivad funktsiooni vasak- ja parem-
poolne piirvdartus, kuid nad pole vordsed, siis nimetatakse xp
funktsiooni y=/f(x) hiippekohaks. Kui x— x, puhul [f(x)]
kasvab tokestamatult, siis on x, funktsiooni y =f(x) 16pma-
tuskoht.

Funktsiooni f(x) nimetatakse mingis piirkonnas {ihtlaselt
pidevaks, kui iga &>0 puhul leidub niisugune 6 >0, et
iga x; ja xo puhul sellest piirkonnast, mis rahuldavad vorratust

X1 — xo| < 6,
[f(x1) = f(x2)| <.

Kui funktsioon f(x) on pidev kinnises vahemikus a << x << b,
siis:

1° f(x) on selles vahemikus tokestatud;

2° f(x) omandab selles vahemikus minimaalse ja maksimaalse
vadrtuse;

3° f(x) omandab selles vahemikus iga vdartuse oma mini-
maalse ja maksimaalse vdirtuse vahelt;

4° kui f(x) vadrtused vahemiku otstes on vastasmérgili-
sed [f(a)-f(b) < 0], siis leidub selles vahemikus vidhemalt
iiks f(x) nullkoht;

5° f(x) on selles vahemikus {ihtlaselt pidev.

kehtib vorratus

Niiteid
I. Téestada ¢ ja ¢ arutlusega, et
limyl4+x=2.
x->3
Lahendus. Funktsiooni piirvdédrtuse definitsiooni kohaselt
tuleb antud véite toestamiseks moodustada niisugune funktsioon

0 = d (&), mis on méidratud ja positiivne koigi (kiillalt véikeste)
& > 0 puhul, et vorratus

Vi+x—2l<e )
oleks rahuldatud iga x == 3 puhul, mis rahuldab vorratust
lx—3| < 6. ’ ket

Selleks tuletame vorratusest (*) uusi vorratusi, millest iga jarg-
mine on eelmisega samavddrne voi rangem (s. t. igast jargmi-
sest jareldub eelmine), kuni jouame vorratuseni, mille  vasakul
poolel on |x — 3| ja paremal poolel mingi avaldis e-st.

Vorratus (*) on samavadrne vorratusega

—e YT x12 < ¢
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Liites sellele vorratusele 2, saame
2—e<V1l4x<2+e¢,
millest ruutu tostes saame (2—&>>0, s. t. £ < 2 puhul)

C—e?<14+x< (24 ¢)?
ja lahutades 4: :

(2—e)2—4<x—3<(24+e)2—4 °
ehk

—de<<x—3<< e+ 4e.

Viimane vorratus on (0<{e <2 puhul) samavidrne vorratusega
(*). Temast rangem on vorratus

—(4e—¢?) <x—3<4e—¢?
ehk
|x— 3| < 4e — &% St

Saadud vorratus (*** )on rangem kui (¥), s. t. iga x, mis rahul-
dab vorratust (***), rahuldab ka vorratust (*). Kui votta
0 =4e — g2, siis jdreldub vorratusest (**) vorratus (*) iga
0 <e <2 puhul ja nende ¢ vairtuste puhul on 6> 0. Sellega

ongi véide limy 1 4+ x = 2 toestatud.

x—3
II. Arvutada

1—x
M
x> 3—]’x2+8

Lahendus. Kui x—1, siis ldhenevad piirvddrtusmargi
aluses murrus nii lugeja kui nimetaja nullile, mistottu ei ole
rakendatav teoreem jagatise piirvddrtusest. Selle olukorra muut-
miseks korrutame murru lugejat ja nimetajat nimetaja kaasaval-

disega 3+ 7Y x2+ 8 ja taandame seejirel nullile liheneva tegu-
riga 1 —x:

: X . (1—x)(3+V++8)
llm =l]m SN RIS ey
a1 3—Yx2+8 a1 3—Y22+8)(3+Vx+38)

il (1—x) (347 x2+8) w58 (1—0)@+V#+8)
——-;_IE 9— (x*18) _xl—u ' 1— 2 ==
o i
_x-rfi 1+x :
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Niiiid on nimetaja piirvdartus lim (1 +x) =250 ja voime
x—>1

 rakendada teoreemi murru piirvdértusest. Lugeja piirvdédrtus on
ilmselt (lugeja kui elementaarfunktsiooni pidevuse tottu)

lim(3+7x+8) =3+)1+8=6.
x—>1

Seega
— lim(34V22+8
]. ==z 1. 3+}’x2+8 ;_r:li( +}1x s, 7 ) 6 3
im = 11m = - = —=J3.
x>1 3—Yx28 xl_.i 14x :_r::(l—}—x) % 2

II1. Arvutada
tanx —sinx
s
x—=9 e

Lahendus. Teisendame piirvdartusmargi alust funktsiooni
jargmiselt:

: sin x ( —1 ) > ¥
tanx —sinx cos ¥ sin x (1 — cos x)
x8 = x8 T X cpek Sow
. . x . x . x
sin x - 2 sin?— 2 Siff — sin —
sin x 2 1
= x8cos x Rt x x  2cosx °
Piirvddrtusteoreemi 2° jargi saame niiiid
. x - x
: y sin— sin —
i tanx —sin x i sin x i 2 i i 1
L7 S e SO SB Y L 6 | < 11m « 11m < 11m a
x>0 x x>0 x>0 * x>0 X  xso 2co0sx
2 2

-~ . - . Sin x . - x
Vorduse (4) jéargi on lim——=1. Kui votame — =y
x—0

2 , siis
et
sin— v
x>0 puhul ka y-0. Jrelikult lim —— = lim "2 — 1. Lopuks
X~ _2 x>
1 1 1 1
b T pidevuse tottu kohal x =0 on ILTO ey et
Jéarelikult
b : tanx —sinx 1 1
1;21)————;—-——: l-l-l-_2="2‘.
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IV. Leida

5 3
S S R B
lim

X—>+o00

3 e
4—Yx241+2-Yx

Lahendus. Argumendi tokestamatul kasvamisel on ka
piirvdartusmaérgi aluse murru lugeja ja nimetaja tokestamatud.
Seetottu ei ole teoreem jagatise piirvdartusest otsekohe rakenda-
tav (lugejal ja nimetajal pole piirvddrtust olemas). Teisendame
murdu nii, et nimetaja ldheneks x — -+ oo puhul loplikule nullist
erinevale arvule. Selleks tuleb antud iilesandes murru lugejat ja

. SEDE
nimetajat jagada avaldisega }x2:

5 3
2.V 1—2+3-722—1

lim - —_
ROV YRl r
5 3
9 1 /3 3 i 1
. et 3_+ Prlest
: ]/xlD ‘Vx :
=lim %
X400 ‘-—l— 9
Bt 1+x_2+ 6
¥x2 X

1
» 2 ine. nullile,

x tokestamatul suurenemisel ldhenevad niiiid -

V2
nii et otsitav piirvdértus on
B T S
2:70—0+3-Y1—0
Gt i o
: 0—7VY1+4+0+40
V. Leida
: x+3 )x
,lcin;( P
ol
x4 3 x .
Lahendus. Et x— oo puhul S — 1, siis on
o I+—l-
X

kédesolevas iilesandes tegemist «méddramatusega kujul 1%». Piir-
véddrtuse leidmiseks teisendame piirvddrtusmargi alust funktsiooni

1\v
nii, et «mddramatus 1°» esineks temas kujul ( 1 —l—-y—) , kus y on
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mingi avaldis muutujast x, mis kasvab tokestamatult koos x-ga:

x+3\=x x+142\x 2 x 1 x
(x+1) =( x+1 =(1+§TLT) =(1+ x+1)=

2
1 \x+! 1 172
2 2
* X1 +x+1
B
e T = 4
Kui votame niiiid 5~ =1, siis x—>o0 puhul ka y— oo. Jére-
likult
[(+5)T [m ()T
3 x4+ 3 \* 8 Y Y—>00 y e2
llm(x_H) —— i) : = : =1—=e2.
x>0 e 143 lim(l—{———)
y Yoo y

X
Miarkus. Ulesande lahenduskiigus oli kunstlik ja tiilikas avaldise

1
teisendamine kujule 1-+-—. Selle asemel vdib kohe votta

x+3 1
bl ] R
x+41 Yy
X4+3—x—1 1 X
PHEL Rl o 0 <A _ abbd * s oo srilial B
ja siit y avaldada P y,y Et niiiid pu
Yy—> oo ja x=2y—1, siis
x+3\=x 1 \2y—1
lim ( ) = lim (l—}———) ==y, e==et
x—>00 x+1 y—>00 Y

VI. Téestada, et ringjoone kaar AB, sellele kaarele toetuv
kool AB ja l6ik AC, kus C on ringjoone keskpunkti O ja punkti B
ldbiva sirge ning punktis A ringjoonele tommatud puutuja lGike-

punkt (joon. 48), on kaare AB kesknurga x nullile ldhenemisel
ekvivalentsed lopmatult vihenevad suuruséd.

Lahendus. Kui vaadeldava
ringjoone raadius on r, siis

AAB=rx,
X
AB = 2AK = 2rsin7,

AC=rtanx.
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Jarelikult

X
2r sin— sin—2—
Him === lim =i ===
x—>0 x>0 rx x—>0 i
¥ b
]ja
2 HAC s hesrdan : sinx 1 :
e = 1m( )=1-1=1,
x>0 AB x>0 X 50 X cos X

millega ongi toestatud kaare AB, ko6lu AB ja loigu AC ekvi-
valentsus.

VII. Leida funktsiooni

3
=

p e

katkevuskohad, selgitada, mis liiki nad on, ja skitseerida funki-
siooni graafik.

Lahendus. Et antud funktsioon on elementaarfunktsioon,
siis voivad ta katkevuskohtadeks olla ainult need argumendi
véadrtused, mis ei kuulu funktsiooni méaramispiirkonda. Antud
funktsi?on ei ole méadratud, kui 1 —x=0, s. t. kui x=1, ning

el e 1
kui 2¢+—=>—4 =0, s. t. kui

= 2 ehk x = —. Otsitavateks
] —x 2

1
katkevuskohtadeks on seega 1 ja — . Nende liigi mddramiseks
uurime funktsiooni kditumist argumendi ldhenemisel kummalegi

katkevuskohale nii vasakult kui ka paremalt. Kui x ldheneb véar-
1 1

1 1 =
tusele Y vasakult, s. t. x—+?-—0, siis 1 —x—>5—|— 0, —l—_*;—>2—

it o i
—0, 2**—>4—0 ja 2+*—4—> —0. Jarelikult

1
x—>—2—~—0 puhul § =0

1

1 e S
240, 5=—>440

1
Kui x—>3+0, siis 1——x—>?——0, g
1

ja 2% — 4> 4 0. Jarelikult

1
x—>-5‘+ 0 puhul y— +-o0.
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1
Niisiis on x = 3 antud funktsiooni l6pmatuskohaks.

1

4 1 =
Kui edasi x—1—0, siis 1 —x—+0, 1—_—x—++oo, AN-x
2

—> 400 ja 2-* — 4 oo, Seega
x—1—0 puhul y—+0.

Lopuks, kui x—>1+40, siis ] —x—>—0, e

1 1

x>0 ja 2°*—4—>—440. Jirelikult
3
x—1-4+0 puhul y—»—T—O,

nii et x=1 on vaadeldava funktsiooni hiippekoht. Funktsiooni
graafiku skitseerimisel (joon. 49) votame veel arvesse, et
l_x—a»—l—O ja jérelikult y——140 ning

x - —oo puhul y > —1—0.

x— 400 puhul

VIII. Madrata konstandid a ja b nii, et funktsioon

X2 2x, kui 0 <x <1,
ax -+ b, kot T'=x= 4,
fix) = ol v g 70 TR
/2x — Y x+ 4 -
] x—_—]4—+—— kui 4 <x<5

oleks vahemikus 0 << x << 5 pidev.

Lahendus. Et antud funktsioon on defineeritud osavahe-
Hiikes O<¥<'l =942
4 < x << b elementaarfunktsioo- y‘
nidena, mis on neis vahemikes
madratud ja seega ka pidevad,
siis on f(x) pidev igaiihes neist
kolmest osavahemikust mis-
tahes a ja b puhul. Antud
funktsioon on seega pidev ter-
ves vahemikus 0 << x <5, kui  gmy -}
ka x=1 ja x=4 on ta pi- —==
devuskohtadeks. Kohal x=1 \_%
on f(x) vaartuseks ja iihtlasi
(x2 — 2x pidevuse tottu) vasak- \
poolseks piirvdartuseks f(x)
definitsiooni jargi f(1) =12 — Joon. 49

~

N
X




—2:1=—1. f(x) on pidev ikohal x=1, kui ka f(x)

parempoolne piirvddrtus x ldhenemisel sellele kohale on —I.

Et x> 1 puhul on f(x) véidrtus ax+ b6 ja lim (ax4b) =
x=>140

=a-1-b=a-b, siis on f(x) pidevuse tingimuseks kohal
x=1 :

a+t+b=—1. (*
Kohal x=14 on f(x) véartuseks ja iihtlasi vasakpoolseks piir-

vaartuseks f(x) definitsiooni jargi f(4) =4a -+ b ja parempool-
seks piirvéddrtuseks

3 _iio3
e b s Py
lim————————— =
x40 X
i ekl g e e gy g 3
; (V2x—Vx+4)[(V2%)2+V2x Vx4 44 (Vx+4)?]
= lim 3 a8 3 G
Nirry i S L
xF—4[(V2%)2+V2xV 2444 (Vx+4)2]
2% —x—4 $
= lim 3 3__3 3 =%
x>440 = =3 — G
F—[(V2x)2+V2xVx+44 (Vx4 4)2]
1
=0 (Yo Yy A (YR FA)?
1 1

T 2io.942 12

Jérelikult on f(x) pidev kohal x = 4, kui

4a—|—b=%. (**)

Tingimustest (*) ja (**) saame noutud a ja b védartusteks

13 49

A we

Arvjada ja funktsiooni piirvaartus

4 3 2n

591. Arvjada I, 3 2 Rl

... piirvddrtus on 2. Mis-

2n
sugune tuleb valida N,etiga n > N puhul oleks ]7_{-:1———-2| <g=
=0,0001? :
Leida arvjada piirvdartus, kui jada iildelement on:

n—1 593 1
n41" s T

892. a, =
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1001 n? 4 (—1)mn

594. a, = m 3 597. Gn = | —on
3-2m —4 . n—1
595. == _Q"Tl— . 598. Op = + + +
—1)"(2n+1 DT v
596. an=(—)(-—+—). 599. an=Yn+4+1—yn.

600. Kui x— 3, siis x2— 9. Missuguse ¢ puhul jareldub vor-
ratusest |x —3] <d vorratus |¥2 — 9| < g?

x—1 | 5
601. Olgu f(x)= PR x—2 puhul f(x)—>-z.. Leida 6, nii

& 1
et vorratusest [x —2| << J jérelduks l f(x)—;l < ¢ = 0,0025.
602. Toestada ¢ ja ¢ arutlusega, et
. n l .
1) lim Y 2) lim(2x 4 3) = 5;

n—»co x—>1

D O L S
Leida piirvaartused:
=y 1 gk e
SO0 By 607. lim (Yx+1—7Vx).
x>0 . 2x Xx—>+00
—2 —_—
804, I ——rees 608. lim x () + [ —x).
x->2 3_Vx2+5 X—>+00
Yr—1 R 6 B
805 li—————— 609. lim (Yx*+4+x24-1—
x>1 x2__. ¥ x A x->00
5 - JL T
O Sl = — Yxd—x241).
x—>0 Vﬁ—F——l
- A 3
610. limyx[V(x+ 1)2—Y(x—1)2].
inx
Leida jargmised piirvéddrtused, kasutades vordust lim - =i
x—>0
sin 3x - sinx—sina
611. lim oto, limi——+«——+—
x>0 X x—>a X+—a
sin 5x sinx —tanx
812. ‘lim——. 3 TR S rtasemeay
x>0 SiN3x i x?sinx
tan x ; /4
613. lim 617. lim tan2x-tan (——x) &
x>0 x P 4
A
1 —cosx ax
K. lim———. 618. lxm(l—x)tanT
x>0 X x—>1
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sin x . l—sinx

619. lim—z———,_,. 620. iim
X7 oo 1 S W
2
Leida piirvdartused:
pa e oy o
: 25— 1 626. i Y2x3 —x2 41
621.311120 48 ° ;‘2, x+3
3 3
x+1 x2 4 x
622. lim 2+ 627. limv——i—
x>—oc0 ¥ 5.1 X—>00 ]"X‘—}
) Wl
x—x8 x4V %
623. lim —— . " g R AL
s X O x->400 }7,_ ‘i';
; 3x2+2x—1 “oaxt-Lsin 2%
624. illg—————xz—x-!-l : 629'x_l,1_r2__———4x3-—1
X241 - X COs X
B 630. lim —
x—>00 x—>-+00 R

Leida jargmised piirvdartused, kasutades vordust lim(l—:—

1 x
. 7) =e
1\= A
631. lim ( 1 ———) : 635. lim (cos x)sin*x
X—>00 X x—>0
x 3x S
i i i an x
632. lLI'{i( PR ) : 636. l_l’llll;l (sin x) ?
5
ki R TR
633. lim (?—-2—) : 637. lim (cos 2x) sin’x
Fonty 5 - x>0

634. limx[In(x+ 1)—Inx]. 638. limyI & 3%,

xX—>00 x>0

639. Sirgloigule, mille pikkus on I, on joonestatud n ring-
joont, nii et ringjoonte keskpunktid asetsevad sirgldigul ja ring-
jooned puudutavad iiksteist. Leida nende ringjoonte pikkuste
summa ning pindalade summa piirvdartused ringjoonte arvu
n tokestamatul suurenemisel.

640. Ruutu, mille kiilje pikkus on a, on joonestatud ring,
sellesse ringi ruut, ruutu jille ring jne. Nii on. joonestatud »
ruutu ja n ringi. Avaldada nende n ruudu ja ringi pindalade
summad ning leida koigi ruutude pindalade summa piirvéirtus
ja koigi ringide pindalade summa piirvédértus n — oo puhul.
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641. Ringjoonele on tommatud puutujad punktides A, B
ja kaare AB keskpunktis C ning punktid A ja B on uhendatud
kooluga. Leida kolmnurkade ABF ja EDF (joon. 50) pindalade
suhte piirvdartus punkti A ldhenemisel méoda ringjoont punk-
tile B.

Joon. 50 Joon. 51

642. Leida joonisel 51 esitatud ringjoone kaarele kujundatud
trapetsi ABCE ja kolmnurga ABD pindalade suhte piirvdirtus
kesknurga x ldhenemisel nullile.

Lopmatult vihenevate suuruste suurusjdrk ja ekvivalentsus

643. Kumb n— oo puhul lopmatult védhenevatest suurustest
1

s — T jata=— on korgemat jarku lopmatult vdhenev?
644 Jarjestada t—0 puhul 16pmatult vdhenevad suuru-

sed x=1—cost, y==8, z_Vt ja u=sint nii, et iga jarg-
mine oleks eelmise suhtes korgemat jarku Iopmatult vahenev.
645. Veenduda, et x - 0 puhul on

SRS . X

1) Yl+x—1 ja o,
x3
2) tanx—sinx ja 53

ekvivalentsed 16pmatult vdhenevad suurused.
646. Midrata konstandid a ja n nii, et ax* oleks x — 0 puhul
ekvivalentne 16pmatult vdheneva suurusega

1) Y+x—VY1—x; 2) xsin3x; 3) Y1—x—1.

647. Ringjoone keskpunkti O viljaspool ringjoont asetseva
punktiga A iihendav sirglik 16ikub ringjoonega punktis B. Punk-
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tist A ringjoonele téommatud
puutuja puudutab ringjoont
punktis C. C projektsioon sir-
gel OA on D (joon. 52). Nii-
data, et piirprotsessis A — B en
AB ja BD korgemat jarku 1op-
matult vdhenevad suurused kui
CD ning et AB ja BD on selles
Jooke. 52 piirprotsessis ekvivalentsed 16p-
; matult vdhenevad suurused.

Funktsiooni pidevus
648. Toestada & ja ¢ arutlusega, et funktsioonid f(x)=
= 5x —3 ja g(x)=x2-42 on pidevad.

649. Funktsiooni f(x)= yx véirtus kohal x =9 on f(9)=
= 3. Missuguses x=19 {imbruses on [f(x) —f(9)| < &?

Leida antud funktsiooni pidevuspiirkond:

5 2x — 1 53 In(16 — x?)
650. y=x3——9x . 6. 4= 1 — sin 2x
5 Y 2E 54 nx
651. =7‘¢m 654. y=tan—2-—.
arcsin x 655 ( l )
652.y=5—_;]nx. o ==l l—f—cosx L
Leida iihepoolsed piirvaértused:
% 1+tanx
656. lim arctan ) O T
x>1-0 l<x SO s I —tanx
1 l x2+_1‘
657. lim arctan 661. “lime =" *;
a>140 l—x = g
658. i : 662. i o
. lim ————. B (2 e e e
$rat 0 1 st B g 1 |+ 2tan x
14-2= 2
1
659. lim ———. 663. lim
x—>—0 i x—>1—0 arctan -
142« Inx

Leida antud funktsiooni katkevuskohad, méirata iga katkevus-
koha liik ja skitseerida funktsiooni graafik katkevuskoha {imb-
ruses:

664. f(x) = 665. f(x) = arctan%.

X
(I+x)2 "~
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666. f(x) = = 669. f(x) = x—|x].
1422
1 x
0% Jix) =z 670. f(x) = Ch
1 o
668. [(x) = cos—. 671. f(x) = (14+x)=.
672. Leida funktsiooni f(x) katkevuskohad, kui
0, kui -3 << —1,
Jis) 24+ x—x2 kui —1<<x<0,
2 —2x, Rl 0y <2
x2—5, kui"2 <<x <3

673. Maédrata funktsiooni f(x) definitsioonis
Jx3—5, ki Q= x =D,
f(x) =4 ax+b, kui 2<<x<3,
10, kui 3<x <4

konstandid a ja b nii, et f(x) oleks vahemikus 0 ey | p'i:d_ev.

Funktsioon f(x) ei ole médratud argumendi véirtusel x=10.
Maidirata f(0) nii, et f(x) oleks kohal x =0 pidev, kui:

—yeF1 -
674. f(x) = = 676. f(x) =—1—ﬂ.
sin x 4 —yYx2+16
1 ok B¢
675. f(x) = (1—2x)=. 677. [(x) = xsin—.

1
678. Olgu f(x) =-. Kuidas tuleb valida 4, et mingi x puhul

vahemikust 0<x <1 jédrelduks vorratusest 0<Z ¥ —x < d vor-
ratus [f(x") —f(x)| <e? Vottes e=0,1 ja x;=0,1, x,=0,01,
x3=0,0001, leida vastavad ¢ vdirtused d;, d. ja d;. Kas f(x) =

= — on vahemikus 0 << x <1 iihtlaselt pidev?

679. Veenduda pidevate funktsioonide omaduste alusel, et vor-
randil 3-2*4+ x4+ 1=0 on vahemikus —2 << x << —1 vihemalt
iiks reaallahend.

2 .
680. Kas funktsioon f(x) =sinf2—+ arcsin x omandab vaar-
tuse Va?
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§ 10. FUNKTSIOONI TULETIS

Funktsiooni y==f(x) juurdekasvuks, mis vastab kohal x argu-
mendi juurdekasvule Ax, nimetatakse vahet
Ay=Ff(x+ Ax) —f(x).

Funktsiooni y =f(x) tuletiseks nimetatakse selle funkt- .
siooni juurdekasvu ja argumendi juurdekasvu suhte piirvéértust
argumendi juurdekasvu ldahenemisel nullile. Tuletist tahistatakse
k rogr g '
as ¢y, ['(x) voi e f |

Ay (x+4x) —f(x)
==l el ot oer - = 1)
* Ai-rff) 4% pxso Ax (

Funktsiooni nimetatakse kohal x diferentseeruvaks.
kui tal on sel kohal tuletis olemas [s. t. piirvdidrtus (1) eksistee-
rib]. Iga diferentseeruv funktsioon on pidev.

Geomeetriliselt on f(x) funktsiooni y=7{(x) graafiku puutuja
tous punktis, mille abstsiss on x: f'(x) = tana (joon. 53).

i

Joon. 53

Kui ¢ on konstant ning u=u(x) ja v=ruv(x) diferentseeruvad
funktsioonid, siis kehtivad jargmised diferentseerimiseeskirjad:

=0 4° (uv)’ = u'v + uv’;
2 deb)! =cu’; 50 ( u )' uw'v —uv’ .
30 (u j: v), == u, i v,; v S v2
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6° kui y=7f(u) ja u=g(x), siis avaldub liitfunktsiooni y=
= f[g (x)] tuletis kujul
dy dy du
dx — du  dx °
Elementaarfunktsioonide diferentseerimise pohivalemid:

1) (x7)’ = nxn—4, 10) (a*)’ =a*Ina;
2) (sinx)’ = cosx; (ex)" = ex;
3) (cosx)’ = —sinx; 11) (logax) =173
1 =
4) (tanx)’ =—; . ((lnx) =7h;
P e 12) (shx)’ =chx;
I o s 13) (chx)’ = shx;
1 1
6) (arcsinx)! =———; 14) (thx)' = ;
RS ch?x
1
7) (arccosx)’ = — ; 15) (Arshx)' =—7:
- VE+1
1
8) (arctanx)’ = ; 16) (Archx)’ = g
1+ x2 Yx2—1
1

9) (arccotx)’ = — 17) (Arthx)’ =

I+ § G
Kui y on médaratud argumendi x pideva iihese funktsioonina
parameetrilisel kujul

{x =@(t),
y=9(),
kus @(t) ja 9 (¢) on diferentseeruvad funktsioonid ja ¢’ (¢) == 0, siis
avaldub selle funktsiooni tuletis kujul

dy g

Pl -

TR dy
us x=-2t— ]ja y=7t-.

Kui y on maératud argumendi x ilmutamata diferent-
seeruva funktsioonina muutujaid x ja y siduva vorrandiga
F(x, y) =0, siis tuleb selle funktsiooni tuletise y" leidmiseks
antud vorrandit diferentseerida, lugedes y argumendi x funktsioo-
niks (nii et y tuletis on y’), ja saadud vorrandist avaldada y’ (x ja
y kaudu).

- Funktsiooni y=/f(x) diferentsiaaliks dy nimetatakse
selle funktsiooni juurdekasvuga ekvivalentset 16pmatult vihene-
vat suurust, mis on vordeline argumendi juurdekasvuga. Funkt-
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sioonil on diferentsiaal olemas siis ja ainult siis, kui funktsioon
on diferentseeruv. Funktsiooni y=f(x) diferentsiaal: avaldub
kujul ' ;

dy =f(x)dx, - (3)

kus dx = Ax. Diferentsiaali avaldis (3) jadb kehtima ka siis, kui
x ei ole soltumatu muutuja, vaid funktsioon mingist tuest argu-
mendist. Véikeste |[Ax| puhul Ay ~ dy ehk

f(x+ Ax) =~ f(x) 4- ' (x)Ax. Rl (4)
Funktsiooni y = f(x) teist jarku tuletiseks nimetatakse tema

; a2
tuletise tuletist ja seda tahistatakse kas y”, [*(x) voi — :

dx?
d?y d ( dy
dx* — dx Ex—)
Uldiselt defineeritakse funktsiooni n-jarku tuletis kui tuletis

(n—1)-jarku tuletisest:
dny d dn-—1
dxn E( dxa-! )

Niiteid

1
V1i+4x

I. Leida tuletise definitsiooni jdrgi funktsiooni y =

tuletis.
Lahendus. Tuletise definitsiooni (1) jargi saame antud
funktsiooni tuletiseks :
; 1

o YidxFax  Yi4=x

‘= lim === | -
y o Ax—>0 Aax ‘b Ax—>0 : Ax
: Vi4+x—7Y14+x+Ax
=i o

Ax>0 AxY (1 + x4 4Ax) (14 x)
(V1+x—VI4+x+4x) (Y 1+x+7V14+x+A4Ax)

=1 i i
Ax>0  Ax V(1 +x+A4%) (1 + %) (Y1 2+ V1 +x + Ax)
k l4+x—1—x—Ax
= ko —
Ax>0 AxY(I+x+4%) (1 + %) (V 1+ 2+ 1+ x +4x)
—1
= lim Fia T — -
Ax>0 V(I +x+4%) (1+x) (V1 +x+V1+x +4x)
—1 1

VU F OV Fr4+V15D) 21 +0)T1+5
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sest antud funktsiooni méiéiramispiirkbnnas 1+ x>0 ja seetottu
VU2 =142 =1+x

1. Avaldada elementaarfunktsioonide tuletiste pdhivalemite
ja diferentseerimiseeskirjade pohjal funktsiooni

32

v — —l—ln}/l—|—x2+arctanx

‘tuletis.

Lahendus. Koigepealt kirjutame antud funktsiooni avaldise
iimber diferentseerimiseks sobivamal kujul:
1

1 1
=;—§c—s+?ln(l -+ x2) -+ arctan x.

Et summa tuletis on liidetavate tuletiste summa (3°) siis
dy d 1 d: il .
T E;—Eag—l—dx 2lr1(1—|—x)-|— arctan x.

Edasi funktsiooni x diferentseerimise valemi pohjal

d 1 d

e gL T T R TR s g,
i._l..._i .l 3 154 —3__..1. —3—-1 — _l__
dx3x3_dx(3x_) 3dxx g g s

Kolmanda liikme avaldamisel rakendame liitfunktsiooni diferent-
seerimise eeskirja (6°):

1
ln(1+x) ———1n(1+x2) =TI (1+x2) =

04 2x X
Lt TN R S T R
Lopuks vastava pohivalemi jérgi

d
Earctanx: e
Seega on noutud tuletis
dy 1 1 x 1 —x2— it 1 X2 A5 xt
P et i e SN i g X e x4(1 + 22) ki
14 x5
= A1+

II11. Avaldada —, kui

y = In(e* cos x + e*sin x).
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Lahendus.
dy |
dx ~  e*cosx-+e-*sinx

d
o (excosx + e*sinx) =

d d |
— (e* x) +— (e~*sinx
s (e* cos x) o ( sin x)

e*cosx +e—*sinx

(G )Joss v oot o) =
e* Jcos x -+ e¥ —cos x —e~* )sinx e—* sin x
dx 1% dx dx &, dx

e*cosx -+ e*sinx

e*cosx —e*sinx —e—*sinx-e—*cosx

e*cos X+ e~*sinx
(e* 4+ e—=) (cos x — sin x)

e*cosxte-*sinx

X

IV. Leida joone y = e puutuja, mis ldbib punkti (5; —1).

Lahendus. Funktsiooni tuletise geomeetrilise tihenduse
kohaselt on joone y=/f(x) puutuja selle joone punktis (xo; yo)
puutepunkti 1dbiv sirge, mille tous on f'(x;). Seega on puutuja
vorrandi koostamiseks vaja teada puutepunkti koordinaate ja

f'(x) véirtust puutepunkti abstsissi kohal. Kiesolevas iilesandes
5
antud punkt ei asetse antud joonel (1—_—5-=|=—-l) ega ole jareli-

kult puutepunkt. Tahistame noutud puutuja puutepunkti abstsissi
’ Xo

Xo. Puutepunkti ordinaat on siis ning jagatise diferentsee-
rimise eeskirja jargi :
1+ (1—x) —x-(=1) 1

(1—x)? T =2

7

y:

1
7 PR ja puutuja vorrand
g

Otsitava puutuja tous on jarelikult (

seega
Xo

1
y= + (l—xo)2 (x—xo)- (*)

]—Xo
Seni médramata puutepunkti abstsissi x, leiame tingimusest, et
sirge (*) 1dbib antud punkti (5; —1):

Xo 1

s * T (530

I—XQ

Siit saame xp = 3. Noutud puutuja on jérelikult

3 1
ehk x — 4y —9=0.
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V. Leida joone y=xVx2—5 puutuja loigu, normaali loigu,
g)u(tétug; aluse ning normaali aluse pikkused selle joone punktis
Lahendus. Joone puutuja 16iguks mingis punktis P nime-
tatakse punkti P ja punktis P joonele tommatud puutuja ning
x-telje 1oikepunkti Q vahelist 16iku PQ (joon. 54). Analoogiliselt
on joone normaali (puutepunktis puutujale tommatud ristsirge)

Y

Joon. 54

16ik puutepunkti P normaali ja x-telje 16ikepunktiga R iihendav
16ik PR. Puutuja ja normaali alused on vastavalt puutuja ning
normaali 16ikude projektsioonid x-teljel QS ja RS.

Antud joone puutuja tous on punktis abstsissiga x

I A 2x2—5
e Sainn B o e ulid L e s o
2y x2—5 Va2 B
2.325 13 S
ja jarelikult punktis P —————=—_ Puutuja vorrand on seega
¥3#—5 2

13x —2y — 27 =0. Puutuja ja x-telje loikepunktiks saame

27
Q(‘E;O) , nii et puutuja 16igu pikkus on

po= V(- 5) +o=V(F) +o=o¥ () +1

> Y173

2
Normaali tous on =h vorrand jarelikult 2x 4 13y —84 =20
ning 16ikepunkt x-teljega R(42; 0). Seega on normaali 16igu pik-

kus |PR| =V (42—3)2+4+62=37173. Et punkti S koordmaadld
12

=Yy

~on S(3;0), siis on puutuja aluse pikkus |QS| = |3—
ja normaali aluse pikkus |RS|= |3 —42| = 39.
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VI. Péérdkoonuse tipunurk on 60°. Avaldada diferentsiaali
definitsiooni alusel selle koonuse ruumala diferentsiaal, vaadeldes
koonuse ruumala kérguse funktsioonina.

Lahendus. Kui koonuse korgus on x ja tipunurk 60°
X
(joon. 55), siis on koonuse pohja raadius r = xtan30° =-—
V3
ja ruumala

1% by o
= e IR T YA
Sl Ay

Selle funktsiooni juurdekasv AV, mis
vastab argumendi juurdekasvule Ax, on

T 4 1
AV=§- (x+Ax)3——5x3=—9—(x3+
4+ 3x2.AXx + 3x- Ax2 4 Ax® — x3) =

¥4 /1 e
=3—x2-Ax—|~?x-Ax2+g—Ax3,

Joon. 55

kus Ax?= (Ax)2 ja Ax®= (Ax)3. Saadud avaldises on kaks vii-
mast liidetavat ja seega ka nende summa Ax suhtes korgemat
jarku lopmatult vdhenevad suurused. Jarelikult on AV ja ta
avaldise esimene liidetav Ax— 0 puhul ekvivalentsed 16pmatult
vahenevad suurused. Et lisaks sellele esimene liidetav on vorde-
line argumendi juurdekasvuga Ax, siis on funktsiooni diferent-

siaali definitsiooni alusel liige —;‘xz-dx AV avaldises funktsiooni
| &2 %x3 diferentsiaal: dV= %xz-Ax ehk (Ax=dx) dV= -g-xzdx.
Et meil oli r = —i_—, siis on saadud diferentsiaali avaldis esitatav

V3
ka kujul dV = zr?.Ax, millest ndhtub, et vaadeldava koonuse
ruumala kui korguse funktsiooni diferentsiaal on geomeetriliselt
niisuguse silindri ruumala, mille pohjaks on koonuse pchi ja
korguseks koonuse korguse juurdekasv (joon. 55).

VII. Arvutada funktsiooni diferentsiaali abil ligikaudselt
e 2
8,02

0,96

Lahendus. Antud avaldist voib vaadelda kui funktsiooni
&0 ,

8
f(x)= V lj;; vaartust kohal x4 Ax, kus x =0 ja Ax = 0,02.

Funktsiooni juurdekasvu asendamisel diferentsiaaliga saadud ligi-
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B a0
840
kaudse valemi (4) rakendamiseks arvutame f(0)= V 11_0 =12,
¥ __1( 8+x )——j (1—2x)— (84 %) (—2) 17
F'(x) — 2 y (1—2x)2 o3

17 3-31’(8 +x)3(1—2x)*
ja f’(O)-—— — . Jérelikult

3

236 =1(0+10,02) = f(0 +f’(0)002—2-|-— .0,02 = 2,028.

Neljakohalistest tabelitest saaksime antud avaldlse vaartuseks
2,024,

Ulesande lahendamisel voib funktsiooni f(x) mitmeti moodus-
3

7+ x
3—2x

tada. Nditeks voib votta f(x) = V s a1, A 008 Vol
3

10—2
%)= V 4x_3x , x=1, Ax = —0,01 jne. Seejuures tuleb ainult
tdhele panna, et kui antud avaldis on moodustatud funktsiooni
vaartus kohal x 4 Ax, siis selle funktsiooni ja ta tuletise vaartused
peavad kohal x olema kergesti leitavad ning |Ax| peab olema voi-
malikult véike.

VIII. Avaldada funktsiooni

(*)

y F——
tuletis.

Lahendus. Antud ilmutatud funktsiooni tuletis on avalda-
tav elementaarfunktsioonide diferentseerimise pohivalemite ning
diferentseerimiseeskirjade alusel, kuid see nouab palju arvutus-
t6od. Lihtsam on kasutada nn. logaritmilise diierentseerimise
votet. Votame antud funktsiooni méédrava vorrandi (*) kummastki
poolest loomuliku logaritmi:

1 1 1
Iny=In(x+ 1)+~ Inx—=In (22—3)+ xIn2.

Saadud vorrand méédrab y argumendi x ilmutamata funktsioo-
nina. y’ leidmiseks diferentseerime seda vorrandit, lugedes y
argumendi x funktsiooniks. Vorrandi vasakul poolel on In y siis
argumendi x liitfunktsioon, nii et diferentseerimisel saame:

1 1 2r

P i et T3 3@—3)

1
o~y +1In2.
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Jarelikult : - '

X3 —2x2— 15x —6

y’:y[ 6x(x+ 1) (x —3) +1n2]’

millest padrast y asendamist (*) pohjal saame noutud tuletiseks

: _V—x‘—x 2 — 22— [Bx—26
V=41 -3 2 [ 6x(x 4+ 1) (x2—3) +ln2]'

IX. Avaldada

d
7 (sinx)tanx,

Lahendus. Et meil diferentseerimise pdhivalemite hulgas
i ole astme diferentseerimise valemit juhuks, kus astme alus ja
astendaja on korraga muutuvad, siis ei ole noutud tuletis vahe-
tult avaldatav ilmutatud elementaarfunktsioonide diferentseerimise
teel. Siin on jélle rakendatav logaritmilise diferentseerimise vote.
Selleks votame : :

y'=(sin x)tan x
ja moodustame
Iny =tan x - Insin x,
millest

1 1
Insinx + tan x-— CoS X.
sin x

.y’:

|
Yy cos?x

Jéarelikult

ja noutud tuletis on

Insinx

%(sinx)ta“=( 1 ) (sin x)tanx

cos? x

Antud funktsiooni on véimalik diferentseerida ka ilmutatud
funktsioonina, kuid selleks tuleb teda enne teisendada nii, et astme
alus oleks konstantne:

(sin x) tan x —, (eln sin x) tan x .. ptan x -Insin x ;
X. Leida nurk, mille all l6ikuvad jooned
2 3x+y+2=0 *) |
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ja
142 5t 42

e AP SRR *
t—1°’ i {i—12" s

Lahendus. Kahe koverjoone vaheliseks nurgaks nimeta-

. takse nende joonte puutujate vahelist nurka joonte ldikepunktis.
Jéarelikult on {ilesande lahendamiseks vaja leida antud kahe joone
16ikepunkt ning kummagi joone puutuja tous selles punktis. Loike-
punktile vastava joone (**) parameetri ¢ leidmiseks asetame vor-
randeist (**) x ja y vorrandisse (*): %

(t+2)2 t42 5t 4 2
(t—1)2 TN T

4+2=0,"

1
millest 324+ 4t+1=0 ja ty=—1, t2=——§. Seega loikuvad

antud jooned kahes punktis. Loikepunktide abstsissid saame
joone (**) abstsissi avaldisest:

=132
Xa ==
eV

Esimese joone vorrandist saame y=——x2—3x—2 ja y'=
= —2x— 3, nii et joone (*) puutujate tousud antud kahe joone
16ikepunktides on

1

5 1
k,=—2-(—;—)—3=—2 ja k2=—2-( —T)_3=—?

Joone (**) jooksva punkti ordinaadi kui abstsissi funktsiooni
dy 2
tuletise e avaldamiseks leiame

e FoTofubdets o o3
x=?= (1_1)2 = (1_1)2,
dy 5(F— 1)2—(5¢t+2)2(t—1) 5t+9

gk i t—1) Qi T 1 S

Valemi (2) jargi saame niiiid
dy g 549

S et el | SES L
Joone (**) puutujate tousud joonte loikepunktides on jarelikult

1
5'(—?)+9 11

2 -
——3 ]a kr_, L B it g sp v P

()

5«(—D+9

/_* —
i o SE T8
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Esimeses 10ikepunktis on antud joonte puutujate vahelise terav-
nurga g tangens seega

2
O
| ke —Ry | 5T 4
tanoe |yt U =y
1T 5] foad
3
ja teises loikepunktis
7 S
; ky — ks l i & 16
A licEn 1T P e S
% &

4 16
Noutud nurki on jérelikult kaks: ay = arctan7 ja @2 = arctan

23
ehk neljakohalistest tabelitest: a; = 29°44’ ja ay = 34°50".

XI. Leida funktsiooni y = x%* sajandat jirku tuletis.

Lahendus. Leiame esmalt antud funktsiooni esimest,
teist jne. jarku tuletised, kuni oskame nende avaldistest jirel-
dada antud funktsiooni mistahes jarku tuletise avaldise:

Y = 2xe* | x%* = (x2 4 2x)e%,

y'= (2x+2)e*+ (x2 4 2x)e* = (x2 4 4x - 2)e=,

Yy = (2x+4)ex+ (x2 4 4x -+ 2)ex = (x2 1 6x 1 6)e*,

yWV= (2x 4 6)e* -+ (x2 4 6x+ 6)ex = (x2 - 8x -} 12)ex,

Y= (2x 4 8)e* | (x2+ 8x + 12)e* = (x%2-} 10x + 20)e~.

Siit on tuletise jarke ja tuletise avaldise kordajaid vorreldes juba
kerge jdreldada, et arvatayasti

YW= [x24-2nx+n(n—1)]e*. (*)

Selle toestamiseks rakendame matemaatilist induktsiooni. Ole-
tame, et valem (*) kehtib n asendamisel (n — 1)-ga, s. t. et

o SR 20— Drt @D (=2
118
Y =yt = [25 4 2(n — 1) e + [+ 2(n — )5 +

+(n—1)(n—2)]e* = [+ (2n—2+2)x +(n—1) (2+n—
—2)]e* = [x2+2nx +n(n—1) ]e~

Seega jdreldub valemi (*) kehtivusest n——l.puhul ta kehti-
vus n puhul. Et valem (*) lisaks sellele on kehtiv n=1 puhul
(YW =[x242-1x+1:-(1 —1)]ex= (x2+ 2x)e*=y’), siis on
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ta kehtiv iga naturaalarvu n puhul. Seega saame kaesolevas iiles-
andes noutud sajandat jarku tuletiseks

4199 — [x2 4 2. 100x + 100(100 — 1) Jex =
= (x2 -+ 200x - 9900) e=.

XII. Arvutada y” punktis (2; —1), kui y on mdaratud x funkt-
sioonina vorrandiga

y®+ 2xy? — 3x2 +9=0.

Lahendus. Diferentseerime antud vorrandit, lugedes y argu-
mendi x funktsiooniks:

39y + 29> + 4xyy’ —6x =0 (*)
ja asendame saadud vorrandis x = 2, y = —1. Saame
3y +2—8y —12=0,
millest y’ = —2. Edasi diferentseerime vorrandit (*), lugedés seal

y ja y’ argumendi x funktsioonideks:
6yy’? -+ 3y*y” + 4yy’ + 4yy’ + 4xy? 4 dxyy” —6=0_

ja asendame x =2, y=—I1, y'=—2:
—24 4 3y” + 8-+ 8432 —8y”" —6=0,
18
millest otsitav y” = i

d?y
XII. Avaldada ——, kui
{x=tcost,
Y. =t 8inzt.
Lahendus. Valemi (2) jdrgi on
dy sint - tcost
dx = cost—tsint °

Diferentseerides selle valemi molemat poolt parameetri ¢ jargi
(vasakut poolt kui liitfunktsiooni, paremat poolt kui murdu),

saame
d (dy) dx
&) @

(cos t+cos t—tsint) (cos t—t sin t)— (sin t-+£ cos t) (—sin f—sin {—f cos ?)
(cos f — tsin t)? ;
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ehk
d?y
dx?
2cos?t —4tcostsint 4 2sin?f -4 2sin2¢ -+ 4¢ sinf cos £ - 2 cos2 ¢
(cost—tsin )2

- (cost —tsint) =

millest
d?y 242
dx?. "~ (cost—tsinf)? °

Tuletise moiste

681. Arvutada funktsiooni y=x2—x ]uurdekasv mis vastab
kohal x =3 argumendi juurdekasvule

1) Ax=1; 2) Ax=—1; 3) Ax=0,2; 4) Ax=—0,1.
682. Arvutada funktsiooni y=x®—2x-41 juurdekasvu ja

A
argumendi juurdekasvu suhe Zz— kohal x = 2, kui
1) Ax=1; 2) Ax=10,5; 3) Ax=0,1; 4) Ax=0,01,

ning leida selle suhte piirvddrtus Ax — 0 puhul.
Leida vahetult tuletise definitsiooni pohjal f’(x), kui:

683. f(x) = x2—3x. 685. f(x) =—)1;.
684. f(x) =7x. 686. f(x) = cos2x.

687. Punkti asukoht x-teljel on hetkel { mdaratud vordusega
x==3t> — 2. Arvutada selle punkti keskmine kiirus hetkest t het-

keni ¢ + Af, kui =10 ja
1) At=5; 2) At=1; 3) A4t=0,1; 4) At=00l.

Missugune on punkti kiirus hetkel ¢ = 10?

688. Sirgjooneliselt liikuva punkti kiirus v on aja funkt-
sioon: v=2f{ —¢2. Leida selle punkti kiirendus w aja funkt-

sioonina. »

689. Elektrijuhtme ristloiget hetkeni ¢ léibinud elektrihulk Q

avaldub kujul Q=1+8Y¢{ Arvutada voolutugevus het-
kel t =4.
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Imutatud funktsioonide diferentseerimine

Leida elementaarfunktsioonide tuletiste valemite ja diferent-
seerimiseeskirjade pohjal jargmiste funktsioonide tuletised:

690.

691.
692,

693.
694.

695.

696.

697.

698.
699.

700.

701.
702.
703.

704.
705.
706.
707.

708.
709.

710.
131,

712.

y=x+7yx
g e
y=x+4+x+4+yYx2+1
x—1
a5
y= (2x + 3)°.
y=yx¥+x—1-
ﬁvﬂ+v"
1-—}x :
y=»—,::.
¥ x2 -+ a?

y=xy1+2+72

Yy = sin x — cos X.

g =tanx.
sin x x
e % sinx °
y =7V cos 2x.
T o e
y = cot x 4 tan x.
tan x
 degay 14cosx ’

y=sin}1—x2

Yy = x arcsin x.

arccos x
g5 3
y = arctan x.
X
_— 4
y I arctan

y.== %2 logs x;
y=sinx-Inx.

== Hrsiny:

713.

714.
715.

716.
3 8

718.

719.
720.

121,

122

723.

724.
725.

726.
727.

728.

729.

730.

731.
732.

733.
734.

e logsx

y = arcsin ¥In x.
1
Y=g =

}’Tln x

y = logs(x — Y2 —1).

y =298,

y="-

== Sil A

y = 2cosx,
1—e*
== 1} ex ;

y = (10% 4 10-%)10,

e

y:

S
y=234x.
Py
ye—dlneh

y = arctan th x.

y=7Vx-sinx-shx.

sh x
¥ l1+chx -

1
y=arCCOSn‘.
y——Arsth
y_-Arth—

y = Arsh tanx.

1

y = Arch g
Yy1—x2
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Leida antud funktsiooni tuletis ja lihtsustada tulemus:

785. y=7Vx—In (14 Vx).

val. y— I—K;i—-l—ln(x—}—]/xz—l—az).

X X —
7317. y’=2arcsin3—|—?]/4—x2.

Vex+1—1
h e

7980 y—1n——- 3
Vex+1+41
P 3 X 3 y=i
39. y=§arctanx——m——lﬁ—ln k.
740. y =71+ x2.arctanx — Arsh x.
I Yx2—1
741. Yy = arccos —— v: + 2.
742. y = Arch(x+1) —————.
e x+72x 4 x2
1
743. y = Arshx ——Arth—.
V2 Y2+ 22
tan x e e fadia ol
744. y = arctan——————+ In(tanx + ¥ 2 4 tan%x).
VY 2+ tan2x

Arvutada antud funktsiooni tuletise vdirtus noutud kohal:

745. f(x) =x)Y2—=x2 leida f(1).
746. f(x) = 2xcosx leida f/(0).

747. f(x) = arccos ——, leida 10

Y2

1
748. [(x) = arcsin—;, leida f'(—3).

V 1 —sinx - . n)
749 f(x)=1n m—x—, Ieldaf(z .

sin(2In x) — cos(2 In x)

750. f(x) = , leida f/(1).

x2
Tuletise geomeetriline tdhendus

751. Leida joone y = x2 4~ x3 In x puutuja punktis (1; 1).

752. Leida joone y=7V1—x-+ arctanx® puutuja selle
joone ja y-telje loikepunktis.

753. Leida ellipsi 7x% - 3y? = 55 puutujad selle ellipsi ja sirge
x4y —5=0 loikepunktides.

754. Leida punkt, milles parabooli y = —x2-}- 2x — 3 puutuja
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1) on paralleelne x-teljega; 2) moodustab x-telje positiivse suu-
naga nurga 45°.

SRS
755. Koostada joone y=(x-+1)-Y5—x normaali vorrand
punktis (—3; —4).
756. Leida parabooli y* = 7x puutuja, mis on paralleelne sir-
gega 2lx — 12y —5=0.

x2 2
757. Leida hiiperbooli ———y—-= 1 puutujad, mis on risti sir-

5
gega 4x — 3y -+ 1=0.
758. Leida ellipsi 3x2 -} 4y? —98=0 puutujad, mis labivad
punkti (2; 5).

Leida nurk, mille all 16ikuvad antud jooned:
1

759. y=sinzx, y=="

80 - =85 Pr—Px

761. x2—y2=12, xy=28.

3
762. "2 |-y = 8x, y2 = f_x :

763. Missuguse a puhul joon y=a*
1) moodustab y-teljega l6ikudes nurga 45°%
2) puudutab sirget y = x?
764. Leida joone y=axm (m>0) puutuja alus punktis
(X0; Yo)- :
765. Leida funktsiooni a* (a > 0) graafiku puutuja alus.
766. Leida joone y=chx normaali 16igu pikkus punktis

(%05 o).

Funktsiooni diferentsiaal

767. Leida ringi pindala S kui raadiuse funktsiooni juurde-
kasv AS ning diferentsiaal dS (diferentsiaali definitsiooni
pohjal).

768. Leida diferentsiaali definitsiooni alusel antud funktsiooni
y=[(x) diferentsiaal ning suurus @, mille vorra erinevad funkt-
siooni juurdekasv Ay ja diferentsiaal dy:

Dy=r—2% 2 y=r (¥=0).

769. Arvutada funktsiooni y=3x*-+ x juurdekasv ja dife-
rentsiaal, mis vastavad kohal x=1 argumendi juurdekasvule
1) Ax=1; 2). Ax==0,1; 3): Ax>=0:01:

Leida antud funktsiooni diferentsiaal:

x4+ 1
T 3 = g Lo y—ln(2+x2)
Ve e arcsin%. 774. y——2vx
1125y = Jcbs % 775. y = Arthcosx.
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Arvutada funktsiooni diferentsiaali abil ligikaudu:

‘2

- SH 4 -
776. 71,02. i 778. arctan 0,97.
771 j 779 ]/2'922_5_
717, log I'T, 79. 20217

Tuletada valem antud avaldise véirtuse ligikaudseks arvutami-
seks vdikeste |x| puhul: :

n 1
780. Y1+ x. 781 In(1+x). 782. ——. 783. esinx,

Funktsiooni diferentseeruvus

.784. Leida argumendi vairtused, millel antud funktsioon on
pidev, kuid ei ole diferentseeruv:

5o e SoETROSE e ot ugeesias
1) y=7Vx 2) y=yYx2—3x—10; 3) y =yl —cosx.

785. Leida antud funktsiooni iihepoolsed tuletised neil kohta-
del, kus funktsioon ei ole diferentseeruv:

2x

1) f(x)=Vl—e*; ~2) f(x)= arcsin T

786. Leida punktid, kus antud funktsiooni graafiku puutuja on
paralleelne y-teljega:

3 5
1) y=713+2x—=x2;, 2) y=3x—y(x—1)-
787. Miirata konstandid & ja ¢ nii, et funktsioon

fx)_{xz—f—bx—}-c, s e el
=t 3x—4, kui 2<<x<<3

oleks vahemikus 1 << x << 3 diferentseeruv.
788. Missuguse n puhul on funktsioon

1
xn sin—;, kui x==0,

(4t EEP S

X ki x =0

1) pidev kohal x = 0; 2) diferentseeruv kohal x=0; 3) pidevait
diferentseeruv kohal x = 0?
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Ilmutamatult ja parameetrilisel kujul antud funktsioonide
diferentseerimine

Avaldada y’, kui y on maaratud x ilmutamata funktsioonina vor-
randiga:

789. xy+ y?—x3—1=0- 793. y=1 -+ xev.

790. x3+ y>+ 3xy=0. 794. y=x -+ arctany.
791. xV= g~ 795. | —xy?+xlny=0.
792, sin (xg) et X 796. x=ch (x+y).

Avaldada logaritmilise diferentseerimise votte abil antud funkt-
sioonide tuletised:

i b

V P x o
197 = _(x—"’_———l)Q‘ g 800. y = (Inx)=.
s e ‘
— . & et PR -
8. y=sinx-jcosx i—n SOF. gy =— 9=
7199, g — xvn=x 802. y = logy cosx.

803. Leida joone x3%y -+ xy®—-4x*>--6=0 puutuja punktis
(1, —2).

804. Leida joone y® - 3y = x puutuja, mis on paralleelne sir-
gega x — 15y 4 8=0.

805. Leida joonel e*¥ | xy? = 0 punktid, kus puutuja on paral-
leelne x-teljega.

806. Arvutada vorrandiga e®*—'/ 4 x2—y = 0 maaratud y kui
x funktsiooni llglkaudne vaartus kohal x=10,97.

Avaldada -7 kui:

807y —asint - 810: X S g ch?,
U= oSt y = bshit.
808. x=1¢-}1, 811. x=2t— |,
22
y==1—t ey 7
809. x =t — arctant{, 812. x = V1 + 2+ Arsh¢,
y=In (1 +12). y=In (t—1).

813. Koostada joone x = 2f{ — #?, y= 3t — ¢* puutuja ja nor-
maali vorrandid koordinaatide alguspunktis ning punktis (1; 2

Leida nurk, mille all 16ikuvad jooned:

5

84,y — 1% 74 x_—_—?’—cost, yzqsinz‘

t+2 5t —2
815. x24-3x—3y—4=20 ja LT y:-(—t_l)z.
816. x2—4y2+4=0jax=20+4+1 y=1—1¢

5




817. Leida astroidi x=asin%, y=acos®¢ puutuja 16igu
pikkus, normaali l6igu pikkus, puutuja alus ja normaali alus

punktis, kus ¢ = %
818. Veenduda, et joone
t
e 1ntan—2~—}—cost, y="sinl

(traktrissi) puutuja 16ik on konstantse pikkusega.

Korgemat jarku tuletised

Avaldada antud funktsiooni teist jarku tuletis:

819. y=x7V1+ x2 822, y — x*.
arcsin x
820 Liyp— e ; 823. y = xArshux.
VY1 —x?
821. y—e'*. 824. y— sin?x - fanx.

Avaldada antud funktsiooni noutud jarku tuletis:
825. y = (1 -+ x?) arctan x, leida y”.

826. y= x® 4 2x°>— xb, leida y'V.

827. .y=e*sinx, leida yv.

In(1

828. y=—nl(¢+xi, leida V.

X
829. y=—m, leida y’”.
Avaldada f™ (x), kui:

1
830. f(x)=—. 833. f(x)= xInx.
831. f(x)=Inx. Byt

1
832. f(x)= e 835. f(x)=—-.
; Y1 —2x

Arvutada:

836. f77(0), kui f(x) = x2ea=,
837. fV(0), kui f(x) = arcsin x.

838. f(;) kui f(x)= cos?x.

839. fIV(2), kui f(x)= oy g
840. f100(0), kui f(x) =xshx.
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Avaldada d%y, lugedes x soltumatuks muutujaks, kui:
Sag 1
81 =Y+ 842 y———. 843. y— xev.

Leida ilmutamatult antud funktsiooni néutud jérku tuletis:
844. exv — xy =0, leida y”.

845. x?4-2xy —y?—1=0, leida y".

846. x?24 xy-+ y?—3=0, leida y"”’.

847. x%2+4 y® -+ y=0, leida y’”".

848. Arvutada v/, y” ja y”” kohal x=0, y = 1, kui

R—xy+2p2 4+ x—y—1=0.

d?y ;
Avaldada SE kui:
148
849. xzm, 850. x = etcost, 851. x = cos?t,
=P
-"21_4,37' y=etsint yi=ismit
d’y -
Avaldada —=-, kui:
852. x=2t—12, 854. x=—=e¢t,
y=3t—12. y=t-4Int

t
853. x = cost——lncot—Q-,
Yy =sint,

11 Korgem matemaatika I



§ 11. TULETISE RAKENDUSI

Keskvddrtusteoreemid. Rollei teoreem. Kui
funktsioon f(x) on kinnises vahemikus a << x << b pidev, vastavas
lahtises vahemikus a < x < b diferentseeruv ja omab vahemiku
otstes vordseid véartusi, s. t. f(a) =f(b), siis leidub selles lahti-
ses vahemikus védhemalt {iks niisugune argumendi vairtus ¢,
a<&<b etf(§)=0.

Lagrange’i teoreem. Kui funktsioon f(x) on kinnises
vahemikus a << x<Cb pidev ja vastavas lahtises vahemikus
a < x < b diferentseeruv, siis leidub selles lahtises vahemikus vahe-
malt iiks niisugune argumendi vaartus & a < &< b, et

f(b)—f(a) 4
e (1)

Cauchy teoreem. Kui funktsioonid f(x) ja g(x) on kin-
nises vahemikus a << x << b pidevad, vastavas lahtises vahemikus
a< x< b diferentseeruvad ja kui selles lahtises vahemikus
g’ (x) 0, siis leidub lahtises vahemikus vadhemalt iiks niisugune
argumendi vddrtus & a < &E<b, et

f(b)—f(a) (&)
g(b)—g(a) 246 (2)

Teoreem vordsete tuletistega funktsiooni-
dest. Kui kahe mingis vahemikus diferentseeruva funktsiooni
f(x) ja g(x) tuletised on selles vahemikus vordsed, siis on need
kaks funktsiooni selles vahemikus kas vordsed voi erinevad liide-
tava konstandi vorra:

f(x) =g(x) + C.

L'Hoépitali reegel. Kui funktsioonid f(x) ja g(x) on
pidevad ja diferentseeruvad x= a mingis iimbruses, limf(x) =
= limg(x) = 0 ning eksisteerivad limf’(x) ja limg’(x)==0, siis

x—>a x—>a

e o )
wie ol T et 1

3)
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Kui f(x) ja g(x) on pidevad ja n korda diferentseeruvad x=a
mingis iimbruses, llmf(x) = llmg(x) = lim ' (x) = lim g’ (x) =
x—>a x—=>a

= . 11m f("-‘)(x) lxm g("—‘)(x) =0 ning eksisteerivad
llmf(")(x) Ja lxmg<")(x)=i=0 siis

x->a

= 2w o T(x)
lim

= l1m A
x>a &(%) x—+a &™) (%)

(4)

L’Hopitali reegel kehtib analoogilistel eeldustel ka x— --oo
puhul ‘ning x —a puhul, kui a on f(x) ja g(x) iihine 16pmatus-
koht voi kui f(x) ja g(x) x— -l-oo puhul tokestamatult kasvavad.

Sirge y=—ax-+b on joone y=f(x) asiimptoodiks
x — -+oo puhul siis ja ainult siis, kui eksisteerivad piirvdartused .

e a, (5)
x—>+400 X
lim [f(x)—ax]=b. (6)
Xx—>+}00

Analoogiline lause kehtib x— —oo puhul.

Taylori valem. Kui funktsioon f(x) on vahemikus
a< x< b n-+1 korda diferentseeruv, siis leidub iga xo ja x puhul
sellest vahemikust xo ja x vahel vahemalt iiks niisugune argumendi
vaartus ¢, et

"( o) f”( o)

f(x)=[(x0)+ (x — xo)+ (i o
f) (x) f"‘*”(E)
- —(x—xo)n+———(n+,)! (x — x0) 41, )
Poliinoomi
o) [ (%o)
Th(x) —f(XOH- (x — Xo0) + (% — X0)2 -+
T L ®)

n!

nimetatakse funktsiooni f(x) n-astme Taylori poliinoo-
miks kohal x,. Liiget

reeng)

Rn = (n4+1)!

(x — xo) "+ 9)

valemis (7) nimetatakse jadkliikmeks.
Kui funktsioon f(x) on mingis oma dlferentseeruvuspurkonda
kuuluvas wvahemikus kasvav (kahanev), siis on selles
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vahemikus f(x) =0 [f(x) =>0]. Kui mingis vahemikus
f'(x) >0 ['(x) < 0], siis on funktsioon f(x) selles vahemikus
kasvav (kahanev).

Argumendi vaadrtust xo nimetatakse funkisiooni f(x) mak-
simumkohaks (miinimumkohaks), kui leidub nii-
“sugune positiivne arv d, et iga x puhul, mis rahuldab vorratust
0< |x—xo| < 6, on f(x) <f(x) [f(x)>F(xo)]. Maksimum- ja
rtmigimlgmkohti nimetatakse funktsiooni ekstreemumkoh-

adeks.

Kui xo on funktsiooni f(x) ekstreemumkoht ja f(x) on kohal xo
diferentseeruv, siis f'(xo) =0.

Kui f/(x0) =0 ja [’ (x0) <0, siis xo on f(x) maksimumkoht.

Kui f(x0) =0 ja [ (x0) >0, siis xo on f(x) miinimumkoht.

Kui ' (x0) =" (x0) =...=f®"1(x0) =0, aga f™(x) #0, kus-
juures

1) n on paarisarv ja f®™(xo) <0, siis xp on f(x) maksimum-
koht;

2) n on paarisarv ja f®(xo) >0, siis xp on f(x) miinimum-
koht;

3) n on paaritu arv ja f®(x,) <0, siis xo on f(x) kahanemis-
koht;

4) n on paaritu arv ja f®(xo) >0, siis xo on f(x) kasvamis-
koht.

Kinnises vahemikus a << x <<b pideva funktsiooni f(x) koige
suurem (koige viiksem) vdirtus selles vahemikus on suurim
(vdikseim) arvudest: f(a), f(b), f(x) véairtused f'(x) nullkohta-
del, mis asetsevad vahemikus a << x << b, ning f(x) vaartused neil
kohtadel vahemikus a << x << b, kus f(x) ei ole diferentseeruv.

Tasapinnalist joont nimetatakse punktis P nogusaks, kui
see joon asetseb punkti P mingis (kuitahes viikeses) {imbruses
tilalpool punktis P joonele tommatud puutujast, ja kumeraks,
kui ta asetseb puutujast allpool. Joone kaart nimetatakse nogu-
saks (kumeraks), kui joon on nogus (kumer) selle kaare igas
punktis. Punkte, millest iihel pool (kuitahes vaikeses piirkonnas)
joon on nogus ja teisel pool kumer, nimetatakse joone kddnu-
punkitideks:

Kui mingis vahemikus f”(x) >0 [f”(x) < 0], siis on funkt-
siooni y = f(x) graafik selles vahemikus nogus (kumer).

Kui f”(x0) =0 ja [’ (x0) == 0, siis on x, funktsiooni y=7{(x)
graafiku kddnupunkti abstsiss.

Newtoni vote vorrandi lahendi lahisvdartuse tédpsusta-
miseks. Kui x; on vorrandi f(x) =0 lahendi & mingil viisil leitud
esimene ldhend, siis mddratakse jargmised ldhendid valemist

f(xa)

F(xa) *

(10)

Xn4t = Xpn —
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vottes selles n=1, 2, ... . Lahendi x,+, vea {ilemméér on praktikas
hinnatav vorratusega

M
[fns1— & < m (¥n41— Xa)?, (11)

kus M on [[”(x)| maksimaalne vdartus tdpset lahendit & ja ldhen-
dit x,4; sisaldavas piirkonnas.

Niiteid
1. Toestada, et funktsiooni y= arccos x juurdekasvu absoluut-

vddrtus on suurem samale argumendi juurdekasvule vastavast
funktsiooni y = Y1 — x2 juurdekasvu absoluutvddirtusest:

|A arccos x| > |A Y1 — x7.

Lahendus. Antud {unktsioonid y=arccosx ja y=

=7V1—x2 on maaratud ja pidevad Kkinnises vahemikus

—1 << x << | ning diferentseeruvad lahtises vahemikus —1 < x < 1.

Jarelikult on nad pidevad ja diferentseeruvad ka igas vahe-

mikus x; < x << xp;, mis asetseb vahemikus —1<lx<1

(—1 < x;<x9<1). Seejuures on funktsiooni y = arccos x tule-
1

sl — = nullist erinev. Seega on funktsioonide y =
Y1 —x2
= J1 —x% ja y = arccos x puhul vahemikus x; < x << x» tdidetud
Cauchy teoreemi eeldused. Cauchy teoreemi pohjal leidub nii-
sugune & x; << & < x, et
-
Vi—x2—yi—x?  yi—g =5

arccos Xs — arccos X, 1

'Vl _§2

Irvestades, et —1 < &< 1 tottu on |& < 1, saame siit absoluut-
védrtustele {ile minnes

V1 — 22— V1 —x2
Jarccos x; — arccos %

ehk

|arccos x; — arccos x4 > [J1 — x22 — Y1 — x43,

mida tuligi toestada.
I1. Téestada, et vahemikus --1 < x <1

V l—x 1 . 7
arctan it - 5 aresiny = -,
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Lahendus. Antud viite toestamiseks néditame koigepealt, et
funktsioon

1 —x 1

f{x)== arctanv iy —i——Q—arcsinx

on vahemikus —1 << x << 1 konstantne. Toepoolest, [(x) on vahe-
mikus —1 < x <1 méédratud ja diferentseeruv ning

; 1 1 LAt Yl b 2 ,1‘ 1
['(x)= . ; ot

b —

l+l—-—x QV = (14 x)2 2 Yl—x2
14-x 1+x
P2 Vi4x vl 1
Iy flax 2yT=x (14 = ofi=#

1
—_— N Sl LA = 0_
271 — x? 2yl —x?
Teoreemist vordsete tuletistega funktsioonide kohta jdreldub niiiid
f(x) =C iga x puhul vahemikust —1 < x<{1. Vottes x=0,
saame :

1—0 | E/

C = [(0)== arctanV 150 + 5 arcesin0 =—.

Jarelikult f(x) = ;, mida tuligi toestada.
I11. Arvutada

: sin x —‘;
lim 38
) x—>0 X

sin x 2 1 5
—1 ja ——>o0, nii et
X

Lahendus. Kui x—0, siis

antud piirvdidrtuse puhul on tegemist «mddramatusega kujul 1®».
0

Et seda juhtu taandada kujule <5 millele on rakendatav

I’Hopitali reegel, tdhistame antud piirvdartuse tihega A ja moo-

dustame In A. Logaritmfunktsiooni pidevuse tottu on siis InA =
sinx

2 | . 1
. sin x A 3 sin X T 3 % Sxa
=Inlim ** — limIn # sz im——— . Ef ntlid
x—>0 X x—0 X x—>0 X

x — 0 puhul murru lugeja ja nimetaja ldhenevad nullile ja on x =
= (0 timbruses diferentseeruvad, siis on I'Hépitali reegli kohaselt

X X CoS X — sinx

; sin x % Lo Xeos X —Sin%
In4 = lim - — i
x>0 X x—0

2x? sin x
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0
Et jdlle on tegemist «mddramatusega o> siis rakendame veel
kord I'Hopitali reeglit:

COS X — X sinx —cos x : —sin x

InA = lim : = lim
x>0 Axsinx--2x2cosx x>0 4sinx--2xcosx

Kui niiiid veel kolmandat korda kasutame sama votet, saame
1opuks

; —Cos X < —Cos X
g 1;_13 4cosx +2cosXx —2xsinx l;_r:l) Gcosx - 2xsinx
—cos 0 &
= 6c0s0—2-0-sin0 6"
1 ke i
Seega InAd = o ja noutud piirvédartus onA4d =e ¢ = —

6-—
Ve
IV. Leida joone

asiimptoodid.

Lahendus. Parameetriliste vorranditega maédratud joone
jooksev punkt (x; y) saab asiimptoodile ldheneda ainult niisugu-
ses ¢ muutumisprotsessis, kus vahemalt iihe koordinaadi x voi y
absoluutvdirtus tokestamatult kasvab. Antud joone puhul on nii-
suguseks ¢ muutumisprotsessiks ainult ¢ ldhenemine véairtusele
—1. Vastavalt valemitele (5) ja (6) on sirge y =ax- b antud
joone asiimptoodiks, kui

t

e o o s e
a=lim—= lim —— = lim - =—1
x—>00 to—1 W

: L+
ja

g im ( t t,) et
AR U= e daae ) = 18 1w

Viimase piirvddrtuse leiame I'Hopitali reegli abil:

e | 42t 14-2. (—1) 1
ot o~ R VN T SRl
1
Antud joone ainus asiimptoot on seega y=—x—= ehk

3x+ 3y +1=0.
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V. Leida poliinoom, mis ei erine vahemikus —

1
E3
funktsioonist sh x rohkem kui 0,0001 vorra.

| -

SIS

Lahendus. Noutud poliinoomi leiame funktsiooni sh x
Taylori poliinoomina kohal x=0. Poliinoomi astme n valime nii,
et Taylori valemi vastava jaddkliikme R, absoluutvdirtus ei iileta
antud vahemikus suurust 0,0001.

Wuis f(x) == shvx, siis

Flay=tehx, ') = b ¥ PO ==clix: .
shx, Il n=—2&
(n) o b :
i) {chx, kui n =2k 41,

¥ ${0) s=sh0=0, P (0 =chi0=1. J"{0) =0, ... .

0 -kuin—2k
(n) (— . =
£ {1, kui n =2k 4 1.

Seega valemi (7) jargi
1 0 1 '
shx=0+l—!(x—0)+7!(x—0)2+—3!—(x—0)3+...+
: 1 s
tmenp i A b 02

Funktsiooni sh x (2k 4 1)-astme Taylori poliinoom kohal x =0 on
jarelikult

X x3 X3k£l
Tonta(x) =yt ot o
ja vastav jaakliige
shé -
R2h+i L as (9k+2)' )
1 1 1 1 . PR ..
RUS — —ne § T S LAt Hindame jdikliikme absoluut-
vaartust:
&t i
9 Ve 2 e
[Rersd] = | a2 xzmt S @ @y
i
= M.

T (2k+2)1224+2
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Andes k-le vdirtusi k=0, 1, 2, ..., saame vastavalt

1 1 1
= =<02 M= 5 < 0,003, M;=—-—7<0,00003, ...

Et siin M; on juba viiksem sh x ja poliinoomi lubatud erinevusest
0,0001, siis on noutud poliinoomiks

X3 -
Ts(x) = x4 ==f .

VI. Leida [unktsiooni y = x2—81n x kasvamis- ja kahanemis-
piirkonnad.

Lahendus. Antud funktsiooni maéiramis- ja diferentsee-

ruvuspiirkonnaks on 0 < x < -+oo. Funktsioon on kasvav selle
piirkonna osades, kus

; 8  2(x2—4)
Saadud vorratus on rahuldatud piirkondades —2 < x< 0 ja
2 < x<-+too. Et esimene vahemik ei kuulu antud funktsiooni
maaramispiirkonda*, siis on ainult 2 <Z x < -}-oco funktsiooni kasva-
mispiirkonnaks. Kahanemispiirkonda méaérav vorratus
2(x2—4)
¥ =easena 0

on rahuldatud piirkondades —oo <7 x < —2 ja 0 < x < 2. Antud
funktsioon on seega kahanev vahemikus 0 < x < 2. Piirkonda-
dega 2 < x< 400 ja 0<x< 2 on haaratud vaadeldava funkt-
siooni kogu maéddramispiirkond, véalja arvatud x=2. Et x<{2
puhul funktsioon kahaneb ja x> 2 puhul kasvab, siis on x=2
antud funktsiooni miinimumkoht. Jarelikult voime x=2 lugeda
nii funktsiooni kasvamis- kui ka kahanemispiirkonda kuuluvaks.
Noutud kasvamispiirkonnaks on seega 2 << x <-{-oo ja kahane-
mispiirkonnaks 0 < x < 2.
VII. Toestada, et x > 0 puhul kehtib vorratus
x2

In (14 x) vt el

Lahendus. Moodustame funktsiooni f(x)=1n (1 4 x) —
—X —}—%2. Selle funktsiooni véidrtus kohal x =0 on f(0) =
= In 1 =0. Edasi on x > 0 puhul

1 —14x? x2
L = e e D
* Leitud y° avaldis on kiill mddratud iga x>~ 0 puhul, kuid antud funkt-

siooni tuletiseks on ta ainult x >0 puhul. On kerge veenduda, et x <0 puhul
on sama avaldis funktsiooni y = x2—8 In (—x) tuletiseks.
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Jarelikult on funktsioon f(x) x>0 puhul kasvav. Et ta viirtus
x =0 puhul on 0, siis x > 0 puhul f(x) >0, s. t.

2
In (14x) —x+ >0,
mida tuligi toestada.

VIII. Arvutada kerasse kujundatud péérdkoonuse maksimaalne
kilgpindala, kui kera raadius on R.

% Lahendus. Olgu vaadeldava koo-
nuse korgus x (joon. 56). Koonuse
pohja raadius on siis

r=7VYR2— (x—R)2=72Rx — x2,

moodustaja [=7V)Yx2+r2=7)Y2Rx ja
kiilgpindala

= arl = ) 4R2x> — 2R3,
Funktsiooni S = S(x) maksimumkoha

leidmiseks avaldame —, Ja vorrutame

selle nulliga:

Z—————+(4R%22x — 2R+ 32} = ().
27 4R%x2 — 2Rx?

4
Saadud vorrandi lahendid on x; =0 ja xz=?R. Et funktsiooni

esimese tuletise nullkoht voib peale maksimumkoha olla ka mii-

niglumkoht voi iildse mitte ekstreemumkoht, siis tuleks avaldada
d

4
ja vaadelda selle mirki x; =20 ja x2=—3-R puhul (kui

dx?

dazs

59 << 0, siis on tegemist maksimumkohaga). Et kéesolevas {ifes-
d2

andes on " avaldamine tiilikas, siis on lihtsam arutleda jarg-

miselt. Kinnises vahemikus 0 << x << 2R on funktsioon S =S (x)
kui selles vahemikus maiératud elementaarfunktsioon pidev. Kin-
nises vahemikus pidevate funktsioonide vastava omaduse pohjal
omandab ta selles vahemikus maksimaalse vddrtuse. Seda maksi-
maalset viidrtust ei saa ta omandada vahemiku otstes, sest x =0
ja x=2R puhul on S=0, aga nditeks x=R puhul

S = aR2Y 2 > 0. Jarelikult omandab funktsioon S = S(x) maksi-
maalse vaartuse lahtises vahemikus 0 < x <{2R. Selles lahtises
vahemikus on vaadeldav funktsioon diferentseeruv ja vdib maksi-
maalse vaidrtuse omandada seega ainult oma esimese tuletise
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nullkohas. Eespool leitud funktsiooni S = S(x) tuletise nullkoh-

2 4
tadest asetseb vahemikus 0 << x << 2R ainult iiks, nimelt x; = —3-R.

Jérelikult on see vaadeldava funktsiooni maksimumkoht.
Ulesandes noutud koonuse maksimaalne kiilgpindala on funkt-

-4
ciooni § = S(x) viartus kohal s R

6
Smax=.7ZV4RZ.-15—R2___2R ‘—R3— 8]/3_7[R2

! :
IX. Leida funktsiooni f(x) = J x2 4 2x kdige suurem ja koige
vdiksem vddrtus vahemikus —4 < x < 1.

Lahendus. Et funktsioon f(x) on antud kinnises vahemi-
kus pidev (kui elementaarfunktsioon), siis omandab ta selles
vahemikus minimaalse ja maksimaalse vidartuse. Nende leidmi-
seks tuleb arvutada f(x) véddrtused antud vahemikus asetsevatel
esimese tuletise nullkohtadel ja neil argumendi védartustel, kus
funktsioon ei ole diferentseeruv, ning vahemiku otstes. Koige
vdiksem nii saadud arvudest on f(x) minimaalne ja koige suu-
rem f(x) maksimaalne vaidrtus antud vahemikus. Et

- 2x 42
Py o
37 (x*+42x)?

siis f'(x) =0 x=—1 puhul ja f(x) ei ole diferentseeruv, kui
x2+2x=0, s. t. x=0 ja x=—2 puhul. f(x) védirtused leitud
argumendi véartustel (mis koik asetsevad vahemikus —4 < x < 1)
ja vahemiku otstes on

w

f(—4)=2, f(—2)=0, f(—=1)=—1, f(0)=0, f(1)=7V3.

Leitud funktsiooni vaadrtustest on viikseim f(—1) =—1 ja suu-
rim [(—4) =2. Jarelikult on antud funktsiooni koige viiksem
véddrtus antud vahemikus —1 ja kdige suurem véartus 2.

X. Leida funktsiooni y=sin?x-.cosx graafiku kumerus- ja
nogususpiirkonnad ning kddnupunktid.

Lahendus. Funktsiooni graafiku kumerus- ja nogususpiir-
kondade leidmiseks tuleb uurida funktsiooni teise tuletise marki.
Selleks avaldame

y = 2sinx-cos2x —sin® x=2sinx — 3sindx
ja
Yy’ =2 cos x—9sin? x-cos x = —7 cos x -+ 9 cos® x.
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Antud funktsiooni graafik on kumer piirkdnnas, kus

—7cosx+9costx< 0
ehk

cos ¥(9cos2x—7) <0.
See vorratus on rahuldatud, kui cos x >0 ja 9 cos?x —7 < 0 ehk
7
[cos x] < _}’3_, st kui

Y7
0<cosx<—‘§*,

i3
voi kui cosx << 0 ja 9cos?x—7 >0 ehk |cosx!>VT, s. +1.7kui
s 5
cos i -l
Nendest vorratustest jareldub (joonisel 57 on need x-telje osad,
kus iiks antud vorratustest on rahuldatud, tommatud jameda joo-

nega), et antud funktsiooni graafik on kumer vahemikes, mis on
madratud vorratustega

V7 7
2k + arecos —— < ¥ < 2kn + 7,

n VT
Qk“""E & an—arccos—B—,

7 ¥}
(2& + l)n—arccos-vs—<x< (2k + l)n—i—arccosvT,
s 2 —0--1,-F2 ..

Analoogiliselt jareldub vérratusest y”” > 0, et antud funktsiooni
graafik on nogus vahemikes

’

V7 T
2km — arccos o < x << 2ks 4 arccos e

T
(2k 4+ l)yz——;t-<x< (2k + l)n—arccos%—,

T
(2 -+ 1)n+arccos—v3—<x< (2k+ D+,
g == 0 Ll P R0 5 51

Et vaadeldava funktsiooni graafiku kumerus- ja ndgususpiir-
konnad paiknevad vaheldumisi, siis on nende vahemike jaotus-
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«  [2k-Dx

- Joon. 57

7 -
punktid x = (28 + 1) 12 ja. =R arccos—};— graafiku kdinu-
punktide abstsissideks. Vastavad funktsiooni y=sin®x-cos x=

2Y7
= cosx —cos®x vdidrtused on 0 ja i—g—f. Kadanupunktid on
4 1 V7 2y7
seega ((2k+1)—=; 0) ja (kniarccosT;i 7 ), kus

ke, Bl e,
XI. Uurida funktsiooni
y= (x4 13y
ja skitseerida selle graafik.

Lahendus. Antud funktsiooni méadramispiirkond koosneb
koigist reaalarvudest. Funktsioonil on kaks nullkohta: x=—1I
ja x=0. Piirkonnas x < —1 on funktsioon negatiivne ja piir-
kondades —1 < x <0, x > 0 positiivne. Katkevuskohti funktsioo-
nil ei ole. Et |x|—> oo puhul ka |y|— oo, siis pole funktsiooni
graafikul x-teljega paralleelseid asiimptoote. Samuti kasvab

tokestamatult I %

toodid.
Avaldame antud funktsiooni esimese ja teise tuletise. Selleks
on otstarbekohane kasutada logaritmilise diferentseerimise votet:

, kui [x] > oo, nii et puuduvad ka kaldasiimp-

2
Iny=3In(x-+41) —l—;lnx,

3 2
x+l+3x’

I r 4
g
11x 42
s AL f2 R | Sk L
millest y —ys(x+l)x ehk

, 121242

3—
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Edasi
1

Iny’=2In(x+1) + In(11x 4 2) —ln3——3-1nx,

1 2 11 1

7

v ArE T N2

ja

(1) (88 4 32x—2) _2(x+1)(22x+4+3v§)(22x'+4—3v§)

o

B s
9x Y x 9xy x

Saadud y’ avaldisest ndhtub, et antud funktsioon on diferentsee-
ruv koikjal peale argumendi vairtuse x=0. Kui x—0, siis
|y’| = oo. Jédrelikult on y-telg funktsiooni graafiku puutujaks. Ka
y”’ eksisteerib iga x == 0 puhul. Funktsiooni kasvamis- ja kahane-
mispiirkondade ning funktsiooni graafiku kumerus- ja ndgusus-
piirkondade leidmiseks uurime y” ja y’” marki.

9 :
Piirkondades x < —1, —1 T jax>0ony >0 ja

.
funktsioon seega kasvav, piirkonnas sty <X < ks s <2 ()

kahanev. Esimese tuletise nullkohtadest on x=—1 kasvamis-
9

koht, sest temast molemal pool on funktsioon kasvav, x = —-r

aga maksimumkoht, sest temast,vasakul funktsioon kasvab ja
paremal kahaneb. x =0, kus y ei eksisteeri, on miinimumkoht,
sest temast vasakul funktsioon kahaneb, paremal aga kasvab.

Vaadeldava funktsiooni teine tuletis on positiivne piirkonda-
s —443Y3 "
des —1<<x<< L IR Nendes piirkondades
2y -tigyig

on funktsiooni graafik nogus. Piirkondades x << —1, -

~4-373
<x<0ja 0<x<——F— on y” <0 ja funktsiooni graa-

fik jérelikult kumer. Argumendi védidrtused x=—I1, x=
Y3 - —443Y3

TR SR | G B R
nogususpiirkondi, on graafiku kddanupunktide abstsissideks.

, mis eraldavad kumerus- ja

Funktsiooni graafiku skitseerimiseks arvutame veel funkt-

2
siooni vaidrtuse ekstreemumkohas x = ey T kaanupunktide ordi-
naadid ja puutujate tousud kddnupunktides ning funktsiooni ja
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selle tuletise vadrtused monedel argumendi vaartustel:

2
X = —T ~ —-0,18, Yy = 0,18;

k978

e IR B B y=0,11, ¥y’ =039,
—44-3Y3

-~ St o d 0,045 =014, ¥y =2;

x=020, y=0,58, y'=35;
x=—14, y=—0,08, y = 0,64.

X =

Koigi saadud andmete jargi on joonisel 58 skitseeritud antud
funktsiooni graafik.

Joon. 58

XI11. Uurida ja skitseerida parameetriliste vorranditega antud
joen
22— 1 £t
£ gt

i TTTGE St FE

Lahendus. Kui antud joone parameetrilistes vorrandites
paigutame ¢ asemele —f, siis jddb x muutumatuks, y asemel
aga saame —y. Seega asetseb koos iga punktiga (x; y) vaadel-
daval joonel ka punkt (x; —y). Et need punktid on siimmeetri-
lised x-telje suhtes, siis on ka antud joon x-telje suhtes siim-
meetriline. x-telge 1dikab joon punktides, kus y=0 ehk # —
—¢==0, seega parameetri véddrtustele {=0 ja f=-+1 vasta-
vates punktides (—1; 0) ja (0; 0). Kui {— oo, siis x—1 ja
y — oo, Jirelikult on sirge x =1 vaadeldava joone asiimptoot.
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Joone edasiseks uurimiseks avaldame

(B2 —1) (24 1)— (8 — 1)- 2

dy i (24 1)2 ta2 |
£ & WMPHDAE =T g 4t :
(1)

d i
—Z—O, kui ##44£2—1=0, s.t. kui 2= —2475." Joonel on

gy b
jarelikult x-teljega paralleelsed puutujad parameetri viairtustele

— e SN TSNS s
f= iVV 5 — 2 vastavates punktides ( § +—————VV 5—2),

VBt Jhed
mille koordinaadid on ligikaudu (—0,61; —+0,30). Kui ¢—0,
d
siis —‘é—»oo. Jarelikult on ¢ viaartusele £ =0 vastavas punk-

tis (—I; 0) joone puutuja paralleelne y-teljéga. Koordinaatide
alguspunktis (0; 0), mis vastab parameetri kahele viartusele ¢ =
d d

— 1 jat=—1, on vastavalt —~ =1 ja —-=—1. Seega on
vaadeldava joone puutujateks koordinaatide alguspunktis telge-
devaheliste nurkade poolitajad y = =+x.

Kéédnupunktide ning kumerus- ja ndgususpiirkondade leidmi-

d?

Yy 1 2 g dy = 44—

seks avaldame ——, diferentseerides vordust — —=-——+—

dx? dx 4t
t jargi:

d (dy) dx d t*442—1

de\dx ) at = at 4t
ehk
d’  (B41)2 (4B34-8f) -t — (42— 1) -1 3t - 412 4 |
e . = (241)2————
dx? 16¢ 2 16¢

Et #41>0 ja vorrandist 3#*-4-424 1=0 saame {2 —
—241 d?

LB 0, siis ei ole vorrandil

. = 0 reaalseid lahendeid.
dx? ;

d2y
Jarelikult ei ole antud joonel kddnupunkte. > 0 puhul on -
>0, nii et £>0 puhul on joon ndogus. Kui ¢#<0, siis ka
d?%y

2 <0 ja joon on kumer.

Saadud andmete jirgi saame antud joone juba Gige tapselt
skitseerida (joon. 59). Joonise tdpsustamiseks leiame veel joone
punktid, mis vastavad parameetri viirtustele t=+42 ja t=

1
=i§-. Need punktid on (0,6; +1,2) ja (—0,8; ¥0,27). Punk-
31
tis (0,6; #=1,2) on puutuja tous = S +4.
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t‘f&o

t<0 x=1

t>0

v
‘ J
8

Joon. 59

Keskvaartusteoreemid

855. Veenduda Rolle’i teoreemi kehtivuses funktsiooni f(x) =
= x? — 2x — 5 puhul vahemikus —1 << x << 3.

856. Leida funktsiooni y==Insinx tuletise nullkoht vahe-
S5

”'6—.
857. Selgitada, kas antud funktsioon rahuldab antud vahe-
mikus Rolle’i teoreemi tingimusi:

14
mikus —6-<x<

1) g=7Y1—», —I<x<];

2) y=x—1nx, —lI<x<e

3) y=|x|, —l=¥<1;

4) y=x24sinx, —a < X < «,
2—x2

8) y=—0—, —I=<x<l.

858. Leida joonel y = x* — 2x punkt, milles puutuja on paral-
leelne selle joone punkte A(—I1; 1) ja B(2; 4) ithendava kdoluga.

12 Korgem matemaatika I Vo ]

i



i) —f@

2 B .

859. Leida &, a << &<<b, nii et [/(§)
1) f(x) =x2+px+q;
2) f(x)=—£, Q=] b=y

Sl (x)=—2p%s “n=Rhu =3
860. Missuguses piirkonnas on funktsiooni }x juurdekasv
viahemalt 100 korda vdiksem vastavast argumendi juurdekasvust?
861. Veenduda, et funktsioonid f(x) =x2—2x ja g(x) =
= x%+4 3x — 1 rahuldavad vahemikus 0<C x << 1 Cauchy teo-

reemi tingimusi, ning leida vastavas lahtises vahemikus &, nii et

f) =10 [(@)
g(l)—g©) — g'® "

1
862. Jareldada Cauchy teoreemist, et vahemikus 0<x<—2-

on funktsiooni f(x) =In (1 x?) juurdekasv suurem funktsiooni
g(x) = arctanx  vastavast juurdel:kasvust [f (%) —F(x1) >

> g(x2) — g (%), kui 0<x,<x2<_§].

Toestada samasused:

4
i ] LT SO
863. arctan x + arctan— = 2 o b
X
— 5 kui x<0.
2x
864. 2 arctan x 4 arcsin a5 kui x = 1.
1 1 —x2 1—x ¥ 1 et 0
865. 5 arccos l_}_x2+arctan e by =0

L’Hopitali reegel.

Asiimptoodid

Ulesandeis 866—890 leida antud piirvddrtus I'Hopitali reegli

abil:
Inx . x—sinx
866. lim 869. lim X
x>t X—1 x>0 g
x—1 . Xx—arctanx
867. lim 870. lim e
ast X" —1 x—>0 %
shx x —tanx
BSO8R Chif Si tim—
asgSiEX xsp X—sinx
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872. lim £
a1 cotix_
2
.- ‘cosx-In(x —x)
873. llm——ln—(ejx-_—zn)—'
F o 211
g 2x S 3:
874. lim————
x>0 x Y1 —x2
etan x__ex
Do B
xsp tanx—x
876. limtanx-Inx.
x>0
877. limlnx-In(l —x?).
x—->1
g
R78. lin} xi—=
879. lim(sin x)tanx,
x>0
ol
880. lim(x + ex)=.
x—0
/7 6--x\ tan o
881. lim ) 6
x—>3 3

1 1
882. lim(—— )
s\ X ex—1
1 1
883. lim( ———)
oy N 1I—x Inx
1 1
884. lim (— ——)
x>0\ SiN X X
1 cot x
885. lim(T—. )
x—>0 x x
886. lim(x — 2 arctanx)x.
Xx—>4-00
xn
887. lim—.
X—>-400
1 L bex
ST
x—>+oo Y m -+ nx?
889. lim(th x)=.
x->+00

890. lim[x—len(l—i-—})].

891. Ringjoone kaar AC on vordne punktis A ringjoonele

tommatud puutuja 16iguga AB.
Punkte B ja C ldbiva sirge ning
punkti A ja ringjoone kesk-
punkti O ldbiva sirge IGike-
punkt on D (joon. 60). Arvu-
tada l6igu AD pikkuse piirvaar-
tus kaare AC ldhenemisel nul-
lile, kui ringjoone raadius on r.

892. Leida ringi segmendi
pindala ning segmendile vas-
tava kooluga ja ringjoonele sel-
le kodlu otspunktides tomma-

Joon. 60

tud puutujatega piiratud kolmnurga pindala suhte piirvdartus seg-

mendi kaare ldahenemisel nullile.

893. Kas I'Hopitali reegel on rakendatav jargmiste piirvaar-
tuste arvutamisel? Kui ei, siis miks?

x2—4

2+x—~5"

1) lim

x—>2

 +ad

3) ey i s
x

X—>00

179



Leida antud funktsiooni graafiku asiimptoodid:

894 P ok

S fa ol pat 897. y=xarc’tanx.l
895. y=x-4e=. 898. y=xln(e+—;).

2
896. y = x 4 arctan x. 899. y=14xex. .
Leida parameetriliste vorranditega antud joone asiimptoodid:
3 2et 2t t—8 :
00. X=o— 901. X= TR 902. &g
fet . 2 : 3
e T ot v ST

Taylori valem

903. Arendada x° vahe x — 1 astmete jirgi.
904. Arendada poliinoom x*—5x3 4 x2—3x + 4 vahe x—14
astmete jargi.

1
905. Koostada funktsiooni f(x):; n-astme Taylori valem

kohal xp= —I1.

906. Koostada funktsiooni f(x) =e?* n-astme Taylori valem
kohal x,=0.

907. Koostada funktsiooni f(x) = arcsiiix kolmanda astme
Taylori valem kohal xo=0.

908. Leida funktsioonide

14+ x4 22

1) ezx—a 2) Incosx; 3) PaexA

kolmanda astme Taylori poliinoomid kohal x, = 0.
909. Leida funktsioonide

1) In(14x); 2) siny; - 3) chx; 4) Y1+«

neljanda astme Taylori poliinoomid kohal x,=0.
910. Koostada vorrandiga

sinxy +2x+y—1=0

madratud y kui x funktsiooni kolmanda astme Taylorn poliinoom
kohal x,=0.

911. Leida funktsiooni f(x) =x8—2x"45x8—x+4 3 teise
astme Taylori poliinoom kohal xy=2 ning arvutada selle abil
ligikaudu f(2,02) ja f (1,97).
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7

912. Leida funktsiooni e* asendamisel tema kolmanda astme
Taylori poliinoomiga kohal xo==0 tehtava vea iilemmaéar piirkon-
1

nas ngg-é-.

913. Leida funktsiooni xInx viienda astme Taylori poliinoom
kohal xo=1 ning arvutada selle funktsiooni asendamisel leitud
poliinoomiga tehtava vea {ilemmaididr vahemikus 1) 1 < x < 2;
2yl ==

s
914. Leida funktsiooni }x Taylori poliinoom kohal xo=1,
mis erineb sellest funktsioonist vahemikus 1 << x < 2 vdhem kui
0,05 vorra.

915. Arvutada Taylori valemi abil ligikaudselt
. S
1) arctan0,8; 2) (1,1)*2; 3) Inl,2; 4) Y250

ning leida tulemuse vea iilemmaaér.

Funktsiooni monotoonsuspiirkonnad. Vorratused

916. Leida piirkonnad, kus funktsioon y=2x3—3x2—
— 30x + 5 on monotoonselt kasvav.

2%
917. Leida funktsiooni YT kahanemispiirkonnad.
918. Veenduda, et funktsioon y = x -} sin x on koikjal kasvav..

x2—1

919. Veenduda, et funktsioon y = kasvab igas vahemi-
kus, mis ei sisalda punkti x=0.

Leida antud funktsiooni kasvamis- ja kahanemispiirkonnad:

920. y = J2x — x2. 924, y=x)Yx—x2
2 FERRL I 925. y = arct it
921. y= r 9 T ox - y=arctan|——.
922. y=x%". 926. y = arccos 1 —x2
X
923. y=13 907, Y — - +2Inchx.

Toestada, et kehtivad vorratused:

928. In (14 x) <x, kui x>0.
929. sinx < x, kui x>0,

x2

930. cosx > 1-——2—, kui x> 0.
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- 1
931. 2]/x>3-—7, kui x > 1.
932. e =14

x3
933. x——T<sinx, kui x > 0.
x2 4
934. tanx > x4+ —, kui O<x<?.
I4x

935. "I‘T_—>82x ki Qi1

Funktsiooni ekstreemumkohad

Ulesandeis 936—945 leida antud funktsiooni miinimum-

ja

maksimumkohad:
14 3x
936. y=x3—6x2+9x—4. 941. | Sy i et
V4 + 5x2
3
‘937. y=xyYx—1. 942, y = x=.
TR i
938. y = xe—~. 943. ‘=)=
] 2
939, y— nxx 944. y = Inx 4+ 2 arctan x.
940. y=x—In(x+1). 945. y = 2sin 2x 4 sin 4x.
Ulesandeis 946—951 arvutada antud funktsiooni ekstremaalsed
vaartused:
" (a—x)3
946. y = e=* —e 2, 949. "y — VS
4 1 4 95 x2
97.y=-;+l_x. 0.y=lnx.
948. y = x2e*, 951. y = cos2x 4 2cos x.

Ulesandeis 952—957 leida antud funktsiooni viikseim ]a suu-

rvim vaartus antud vahemikus:

952. y=x>—4x+6, —3<<x=<I0.
953. y = 75— 4x, =T ]
954. y=x+27x, 0<<x <4
x?
T
956. y — Jx2 —x, —l<r<—,
4 T
957. y = cos 2x - 2x, —;—gngz.
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Leida antud vorrandiga madaratud ilmutamata funktsiooni
ekstremaalsed vaadrtused:

958. xy?—x’y—2=0.

959. x2—2xy-+5y2—2x -+ 4y -+ 1 =0.

960. x3 -}y —6xy=0.

961. x2-}2xy-+ y?—4x+ 2y —2=0.

962. 3a?y? - xy® 4 4ax® =0. '

968. Leida antud hiipotenuusiga ¢ tdisnurkse kolmnurga mak-
simaalne pindala.

964. Arvutada poolringi, mille raadius on R, kujundatud mak-
simaalse iimbermooduga ristkiiliku kiiljed.

965. Leida silindri maksimaalne ruumala, kui silindri telgloike
iimbermoot on 6.

966. Arvutada kerasse, mille raadius on R, kujundatud silindri
maksimaalne ruumala ning maksimaalne kiilgpindala.

967. Kuidas tuleb valida iiheliitrise silindrikujulise kaaneta
anuma mootmed, et materjalikulu oleks minimaalne?

968. Kuidas tuleb valida {iheliitrise silindrikujulise konservi-
toosi mootmed, et ta valmistamiseks kuluks koige védhem
plekki?

969. Vordhaarse kolmnurga iimbermdot on 2p. Kuidas tuleb
valida kolmnurga kiiljed, et keha, mis tekib selle kolmnurga
poorlemisel iimber aluse, oleks maksimaalse ruumalaga?

970. Koonuse pohja raadiuse ning koonuse moodustaja
pikkuste summa on a. Arvutada koonuse korgus, mille puhul koo-
nuse ruumala on maksimaalne. .

971. Arvutada antud koonusesse kujundatud silindri maksi-
maalne ruumala.

972. Arvutada koonuse maksimaalne ruumala, kui koonuse
moodustaja pikkus on 3.

973. Leida iimber antud kera kujundatud koonuse minimaalne
ruumala.

974. Leida paraboolil y2=2px punkt, millest tommatud para-
booli normaali 16ik parabooli sees on minimaalne.

975. Ellipsi poolteljed on a ja b. Leida sellesse ellipsisse joo-
nestatud ristkiiliku maksimaalne pindala.

976. Leida joonel o= 6%-¢-® punkt, mis asetseb poolusest
koige kaugemal.

977. Leida joonel x2—y®-y*=0 punkt, mis asetseb y-tel-
jest koige kaugemal.

978. Kuidas tuleb valida silindrilisest palgist 1oigatava rist-
kiilikukujulise ristloikega tala mootmed, et tala kandejoud oleks.
maksimaalne, kui tala kandejoud on vordeline ristloike alusega ja
ristloike korguse ruuduga?

979. Kui korgele ringikujulise laua keskpunkti kohale tuleb:
riputada valgusallikas, et laua &dirte valgustatus oleks maksi-
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1naalne, kui pinna valgustatus on vordeline kiirte kaldenurga siinu-
sega ja poordvordeline kauguse ruuduga?

980. Missuguse kesknurga puhul on ringi sektorist, mille raa-
<dius on R, painutatud koonilise anuma maht maksimaalne?

Kumerus ja nogusus. Kdaanupunktid

981. Toestada, et joon y=In(x2— 1) on koikjal kumer.

982. Missugustes punktidest 4(2;20),B(—2; —184),C(1;—1),
D(0; —2) on joon y=3x5—5x*+4 3x—2 kumer, missugustes
nogus?

Ulesandeis 983—990 leida antud funktsiooni graafiku kumerus-
ja nogususpiirkonnad ning kddnupunktid:

983. y=x*— 12x%-}- 48x2 —50.
984. y= (x+2)%-42x+2.
985. y=In(1+ x2?).

x2
986. Y= Bo
X3
987. Yy = m .
$0
988. y—e'*.

989. y=x arctan x.
990. y = (1 + x2)e>"

Leida parameetriliste vorranditega antud joone kddnupunktid:

991, x=—1B43t11, 992, x=£-1,
y=1—3t+ 1. y =13 — 6 arctan £.

993. Veenduda, et kolmanda astme poliinoomi graafikul on alati
+tédpselt iiks kddanupunkt.

994. Miidrata parameetrid a ja b nii, et punkt (l; 3) oleks
joone y = ax® - bx? kddnupunktiks.

995. Leida kolmanda astme poliinoom, mille graafikul on punk-
tis (—1; 2) x-teljega paralleelse puutujaga kdanupunkt ja mille
-graafik 1dbib koordinaatide alguspunkti.

996. Leida kuuenda astme poliinoom, mille graafikul on punk-
‘tides (—1; 1) ja (1; 1) x-teljega paralleelsete puutujatega kdanu-
punktid ja mille graafik puudutab koordinaatide alguspunktis
x-telge.

997. Mis punktid on funktsiooni f/(x) ekstreemumkohtades
{funktsioonide f(x) ja f”/(x) graafikutel?
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998. Kuidas ndeb vilja funktsiooni y = f(x) graafik vahemi-
kus a << x << b, kui selles vahemikus

By >0, ¥50 ¢y <6 3) y>0, y<0, y’' >0
H4<0 y>0 o> O 8 >0 -0 <% § <8

999. Joonisel 61 on antud funktsiooni f(x) graafik. Skitseerida
funktsioonide " (x) ja f”/(x) graafikud.

1000. Joonisel 62 on antud funktsiooni f'(x) graafik. Skitsee-
rida f(x) ja f”(x) graafikud.

e B e 3 o B aVb cdl/’éx

Joon. 61 Joon. 62

Funktsiooni iildine uurimine ja graafiku konstrueerimine

Ulesannetes 1001—1015 konstrueerida antud funktsiooni graa-
fik, leides selleks 1) funktsiooni maaramispiirkonna, 2) funktsiooni
katkevuskohad, 3) funktsiooni nullkohad, 4) funktsiooni ekstree-
mumkohad ning kasvamis- ja kahanemispiirkonnad, 5) graafiku
kddanupunktid ning kumerus- ja nogususpiirkonnad, 6) graafiku
astimptoodid ja 7) funktsiooni vaartusi {iksikutel argumendi vdar-
tustel graafiku tdpsemaks joonestamiseks:

4
1001. y:xz—%—. 1007. y=; :
¥x2—1
x4
1002. y = W : 1008. y = x2e—=,
1 e*
1003. y:;‘—{—llxz. 1009. § o
x3 Inx
1004, y=-r—t 10 y =~
1005. y = xJ1 — 2. :
ik b 1011, y=
1006. y — V1 - x°. Y



s 1
1012. y= (14 x) *. 1014. y=sinx+5—sin3x.
1013. y = }2xet2=, 1015. y = xsinlnx.

Uurida ja skitseerida parameetrilisel kujul antud jooned:

1

12

1016. x = 2t — 12, 1018 w75, ’ g
y=23t—18, ; :
1017. x=2t+ 2, Yo oF
\ J

' B e 1019. x = 4 cos 2¢,

y = 4 cos 3t.

Skitseerida ilmutamata kujul antud vorrandiga maéaratud

jooned:

1020.
1021.
1022.

1023.

X2y + xy? = 2.
xt oyt —3x8 —4x2=0.
yP—xt4y—2x=0.

Newtoni vote

Leida Newtoni votte abil vorrandi
x3-}34x—17,8=0

{ahendi teine ja kolmas ldhend, vottes esimeseks ldhendiks x; = 2.
Hinnata leitud ldhendite tapsust.

Ulesandeis 1024—1029 leida antud vorrandi lahendite ldhis-
viartused kolme oige kohaga parast koma:

1024.
1025.
1026.
1027.
1028.

1029.
1030.

x*—9,6x+ 18,2=0.
x3—6x-+2=0.
xt—x—1=0.

cos x -+ 1,2x — 1,674 =0.
e 3 1x-+24=0.

1
X2 4 T e 10x.
Leida vorrandi x° - 5x -+ 1 =0 lahend viie dige kohaga

pérast koma.

1031.

[ T
Arvutada Newtoni votte abil 70,5 kaheksa oige kohaga

parast koma.
1032. Leida vorrandi x3 — 2x — 5=0 lahend kiimne oige kohaga
parast koma.



§ 12. FUNKTSIOONI ULDINTEGRAAL

Iga funktsiooni F(x), mille puhul
F'(x) =f(x),

nimetatakse funktsiooni f(x) algfunktsiooniks. Avaldist
F(x) + C, kus C on suvaline konstant, nimetatakse funktsiooni
f(x) ildintegraaliks ja tahistatakse

J[(x)dx=F(x) +C.

Funktsiooni {ildintegraal esitab selle funktsiooni koigi algfunkt-
sioonide hulka. Funktsiooni jargi iildintegraali leidmist nimeta-
takse funktsiooni integreerimiseks.

Uldintegraalide pohivalemid

xn+l
In+l +C, kui ns—I1,

f-x'ndle Inlg+C, kuin=—I, (1)
d
f : ij = arctanx 4 C; (2)
ds
'_‘:ij;‘ 2=aresinx 4-G; (3)
V1 — x? : -
faxdx= ]ia+C(a>0); (4)
f sinxdx = —cos x + C; , (5)
fcosxdx:sinx—i—C; (6)
dx
f cos?x tanx 4 C; (7)



dx
f__ = —cotx + C; (8)

sin? x
_/:shxdx=chx+C; 9)
_/chxdx:shx—l—C; (10)
dx
f e = —cthx+ C; ; (11)
f dx h C
r =tha+C. (12)

Integreerimise iildvotteid. Konstantse teguri voib
tuua integraalimérgi ette:

[af(x)dx=a [f(x)dx. (13)
Summa integraal vordub liidetavate integraalide summaga:
JIF(¥) + g(x) Jdx = [[(x)dx + [ g(x)dx. (14)

Integraali [f(u)du avaldamiseks on monikord otstarbekohane
kasutada uut integreerimismuutujat ¢ nii, et u=¢(f), kus @(%)
on diferentseeruv funktsioon. Funktsioon f(u) asendib sel juhul
funktsiooniga f[e ()] ja diferentsiaal du diferentsiaaliga ¢’(f)d!1
ning

Jf(u) du= [ flo(t)1¢’(2) dt. (15)

Sama valemit ja asendust kasutatakse sageli ka vastupidises
jérjekorras, ldhtudes vorduse (15) paremast poolest.
Kui

Jf(x)dx=F(x) + C, (16)
siis

ff(ax+b)dx=—(ll-F(ax—|—b)+C. (17)

Kui u ja v on mingid diferentseeruvad funktsioonid, siis keh-
tib nn. ositi integreerimise valem:

Judv=uv— fvdu. » (18)

Integreerimise erivotteid. Ratsionaalse

Pm(x)
funktsiooni

Qm )’ kus Pm(x) on m-astme poliinoom ja Qn (%)
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n-astme poliinoom, integreerimiseks tuleb m >n puhul koige-
pealt antud funktsioon esitada (ldbijagamisega tédisosa eralda-
mise teel) m —n astme poliinoomi ja niisuguse murdratsionaalse
funktsiooni, mille lugeja aste on nimetaja astmest viiksem,
summana:

P (x) R(

T 2
Qn(X) S m—n(x)-l— Q (

x)

Seejarel tuleb nimetaja Q,(x) lahutada reaalsete kordajatega
lineaartegurite ja lahutamatute ruuttegurite korrutiseks kujul

Qu(x) = (x—a)*... (x*+px+q)'..., kus (p2—49<0). (19)
Edasi koostatakse vastavalt vorduses (19) esinevaile tegureile
R fos il ke
) voi m<<n puhul ko T
summaks mdaramata kordajate kaudu:

murru ] lahutus osamurdude

R(x) A, A,

(x—a)* . (2L px49)..0 = x—a X (x—a)? g LT
Ar Mx 4 N, Myx + N,
+(x_a)h +-..+x2+px+q+ (x2+px+q)2 +...+ 20
Mix 4+ N, (20)
(¥* + px +q)!
Kordajad 4y, ..., Ay, ..., My, Ny, ..., M, N, ... miiratakse

tingimusest, et (20) kehtiks samaselt iga x puhul.

A
Osamurru -(T:k;)—k— iildintegraal on avaldatav valemi (1) ja
1 MzX-I—Nl
(17) alusel. Osamurru T e
takse see murd kahe murru summaks, millest esimese lugeja on
konstandi kordne x2-- px-} ¢ tuletis ja teise lugeja konstant.
Esimese liidetava integreerimisel voetakse x2-- px--g uueks

muutujaks. Teise liidetava ﬁldintegzaal taandatakse lineaarse
u

(1+u?)n
‘puhul valemi (2) jargi n>> 1 puhul rekursioonvalemist

integreerimiseks teisenda-

muutuja vahetusega kujule I, =ff ja avaldatakse I,=1

u 2n—1 9

["+‘=2n(1+u2)n+ onIn- (21)
Trigonomeetriliste funktsioonide suhtes
ratsionaalsete funktsioonide tildintegraalide
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JR(sinx, cos x)dx avaldamine taandatakse ratsionaalfunktsiooni
integreerimisele asendusega

St (22)

mille puhul

] ot I Liq2 5 2 dt
siny ="z, cosx=rp, di=1r5

(23)
Jargmiste integraalide puhul voivad osutuda asendusest (22)
sobivamaks vastavalt asendused

J R(sin x, cos? x)cosx dx puhul sinx={¢, (24)
J R (sin2 x, cos x)sin x dx puhul cos x =1, (25)
J R(sin? x, cos? x)dx ja [ R(tan x) dx puhul tan x =1, (26)

kusjuures juhul (26)

12 : 1
caser———— -ty

t
in2 e X
e e B e T

(27)

Eksponentfunktsiooni e* suhtes ratsionaalse funkt-
siooni integraali [ R (e*)dx avaldamisel kasutatakse asendust

dt :
er—i7 dx:—t—. (28)

p q
ax +b ax-+b
Integraal _/:R(x,ch+d, ch+d’ ...)dx, kus. p; g;:..>0n

naturaalarvud ja ad —bc=50, taandub ratsionaalfunktsiooni
integraaliks asendusega

ax -+ b
cx +d

= fn, . (29)

kus n on juurijate p, ¢, ... vdikseim iihiskordne.

Integraal [R(x,7ax®+4 bx +7)dx taandub lineaarse muu-
tuja vahetusega iiheks jargmisest kolmest integraalist ning edasi
ratsionaalfunktsiooni integraaliks vastavalt asendustega

S Ry(u, VR —u?)du puhul u = ksint, (30)
[ Rao(u, VR2+ u?)du puhul u=ktantv01 u=ksht, (31)
[ Rs(u, Y u2— k?)du puhul u = f— voi u=~kcht. = (32)

nt
Diferentsiaalbinoomi iildintegraal [ x™(a - bx")rdx, kus m, n
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ja p on ratsionaalarvud, taandub ratsionaalfunktsiooni integraa-
liks kolmel juhul:

1° kui p on tdisarv — asendusega x = #9, kus g on murdude
m ja n ithine nimetaja;

, Wy
2% kui on tédisarv — asendusega a -+ bx" =, kus r
on murru p nimetaja;
3° kui + p on tdisarv — asendusega ax "4+ b =1

n
kus r on murru p nimetaja.

Niiteid
3dx
I Avaldada [ .

Lahendus. Antud integraali puhul ei ole iildintegraalide
pohivalemid vahetult rakendatavad. Nende rakendamiseks teisen-
dame integraalialuse funktsiooni kujule

3 3(cos? x+sin? x) 3 3
=t

sin?xcos?2x ~  sin?xcos?x sin?x cos?x °

Seega

3dx dx dx
f sinxcos?x 3 f sin? x + Sf cos?x —3cot x4+-Ci4-3tan x+Cs.

Suvaliste konstantide C, ja C, summa kui suvalise konstandi voime
asendada iiheainsa konstandiga C. Seega

3dx
f———————_-3(tanx—cotx) i &5

sin? x cos? x

Saadud tulemust voib kontrollida diferentseerimise teel:

cos?x + sinZx

d
d—x[3(tanx—cth)+C]=3( )+0=

3

cos?x sin?x

’

mis néitabki, et integraal oli Gigesti avaldatud.

e2x
I1. Avaldada f ———dx, vobttes integreeritava funktsiooni
G
nimetaja uueks muutujaks.
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Lahendus. Olgu u=7ye*+2. Siis e*=u*—2, millest
e* dx = 3u® du. Seega

2x .2 \d 3_232d
fse dx_/e s x_f-(—u——)li-—f‘-——3f(u4-—2u)du_
Vex+2 Yer+2

=3(—5—5—u2) +C~_——3—u2(u3—5) +C=

. IS RN
=5 V(E+2P (e —3) +C.

I1I. Avaldada
= { rimuzdg.L [ fritinz cos x dx.

Lahendus. Valemi (14) pohjal voime antud integraalide
summa esitada itheainsa integraalina:

[ = f (5x+sin £ + Hx+sin x cog x) dx =
= [ betatn=. () - cos x)dx.

Saadud integraal omab kuju [f[e(x)]¢ (x)dx, kus ¢(x)=
= x4 sinx ja f[(x)]=5*t¥n*. Votame uueks muutujaks u =
= x + sinx. Siis du = (1 + cosx)dx ja

5x+sln x

5u
1=f5“d”="1n_5+c= el

f( )
Lahendustotame uueks muutujaks w=7{(x). Siis du=
'(x)
= f'(x)dx ja ff(x) dx—f——-ln[u[-{—C ln]f(x)l-l—C

dx
+ x2) (7 — 3 arctan x) °

V. Avaldada f(l

Lahendus.
3
-j‘ dx l/‘ l+x2
ST(1+x?)(7—3arctanx) ! 7 "Sarctanx 7—3arctanx

Nagu néha, on saadud integraalis integreeritavaks funktsioo-
niks murd, mille lugeja on nimetaja tuletis. Seega on eelmises
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ndites leitud valemi pohjal {ilesande vastuseks

——:;ln [7—3 arctan x] 4 C.

. dx
VI. Avaldada f5

RTEE L

Lahendus. Teame, et

Seega on valemi (17) pohjal

dx 1 °5 2
Ji———=——Se—7+cC
Y@—13)?

VII. Avaldada [ e*x dx.

Lahendus. Antud integraali on véimalik ‘avaldada ositi
integreerimise teel. Osti integreerimise valemit (18) rakendades
saame antud integraali alust avaldist e*x dx mitmel viisil tegu-
rite u ja dv korrutiseks lahutadaé Valime néiteks u=e* ja dv =

== xdx. Slis-du = e*dx, v=—;- ja (18) jargi

[ exxax =2 = [ exx2a
X — e OX | e X
erxax = 2 e ) e*X-ax:

Ilmselt ei olnud see .valik otstarbekohane, sest antud integraali
avaldamine ei taandunud temast lihtsama integraali avaldami-
sele.

Valime u ja dov teisiti. Nditeks u = e*x ja dv= dx. Siis du =
=e*(x+1)dx, v=x ja [exxdx=e*x>— [e*x(x-}1)dx. Ka
see valik ei vii sihile.

Votame niilid u=x ja dv=e*dx. Siis du=dx, v=e¢e* ja
[ e*xdx = xe®* — [ e*dx. Nagu niha, on seekordne valik otstarbe-
kohane, sest vorduse paremal poolel esinev integraal on maérksa
lihtsam esialgsest: [ e*dx—e*4- C.

Seega

Jexdx=ex(x— 1)+ C.

VIII. Avaldada ' i
t

fe—t cos—dt. (*)
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Lahendus. Antud iilesande lahendame ositi integreerimise

teel. Valime u = cos%— ja dv=etdt. Siis du=—-;—siné-dt,
v="—e" ja
f e cos—t-dt = —et cost——l—-f et sinidt. ™
3 3 3 3

Viimane integraal ei ole siin kiill lihtsam antud integraalist
(*), kuid erinevus nende vahel on parajasti niisugune, et kui
viimast integraali omakorda ositi integreerida, siis voib loota,
et ta avaldisse ilmub ldhteintegraal (*), nii et tekib vorrand, millest
lahteintegraal on avaldatav.

t 1 ¢
Valime u« = sin ja dv = e-tdt. Siis du«=§-cos-3—dt, D=

= —et ja
[ etsin—at tsine+5 [ etcosdt
e~tsing =—e sm3+3 ‘e cos - at.

Asetades niiiid saadud avaldise vordusse (**), saame

L t 1 ¢ 1
‘,[‘ e—‘cos-gdt= —etcos— +—Tetsin—

t
ey t PEEN
3 2 3 9_[e—c053dt.

1 -3
Liites vorduse molemale poolele . f et cosE-dt, saame

lof—‘ tdt i t lt.tc
PO ARy foe e coss+3e sm3+,

millest 10puks

foundus S ERa b smtion,
e cos3 e A sin>—J3cos 7 + C.
2x3 4-5x2 —2x -2
IX. Avaldada f Yo ey dx.
Lahendus. Et integraalialuse murdratsionaalse funkt-
siooni lugeja on korgema astme poliinoom kui nimetaja, siis eral-
dame koigepealt ldbijagamisega tdisosa:

2x3 -+ 5x2—2x 4+ 2 242 4 3x.—2
2x3 4 3x2 —2x x+1
2x2 +2 -
2x2 4 3x—2
—3x 4 4.

194




Seega
2x3 - 5x2 —2x 2 —3x+}-4
2%+ 3x —2 ke o8 e o 22 4 3%x—2 °
Viimase murru teisendame niiiid osamurdude summaks. Selleks
lahutame esmalt nimetaja tema nullkohtade abil tegureiks:

2x2+ 3x — 2=0,

- —3+79+16 —3+5
i 4 R 4 :
l-
=< ja X2 = —2, (*)

2x2+3x—2=2(x——12-) x+2)=02x—1)(x+2).

Juhise (20) kohaselt on siis

—3x 44 A B
@x—1)(x+2) — 2x—1 +x+2 :

Konstandid A ja B leiame médaramata kordajate meetodi abil.
Selleks korrutame samasuse mdolemaid pooli ithise nimetajaga.

Saame
~3x+4=A(x42) + B(@2x—1). 29

Niiiid voime kordajad A ja B leida kahel viisil.

1. Et samasus (**) on kehtiv iga x vadrtuse puhul, siis voime
sellest samasusest tuletada otsitavaid konstante sisaldavaid
vorrandeid, andes x-le erivddrtusi. Otstarbekohane on votta
x vordseks nimetaja nullkohtadega (*), sest iga niisuguse x vaar-
tuse puhul saame vdrrandi, mis sisaldab ainult ihte otsitavat

1

konstanti. Seega, vottes x =7, saame
3 1 5 5 i
—2pa—a(542) ek =54 millest A=1.
Kui x = —-2, siis saame vorrandi
6+ 4= B(—4 — 1) ehk 10= —5B, millest B = —2.

Seda votet nimetatakse erivaartuste votteks.
9. Korraldame samasuse (**) parema poole x astmete jérgi:
—3x+ 4= (A4 2B)x + (24 —B).
Et poliinoomide samasuse mdlemal poolel on x ithesuguste
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astmete kordajad vordsed, siis saame A ja B madramiseks vorrandi-
siisteemi
A+2B=—3,
24 — B=4,

millest jalle A= 1 ja B= —2.
Niisiis

2x% - 5x2 —2x + 2 : i 1 -
Y dx=f (x+1)dx—|—_/j romgr dx —
2 x* 1
—f TS dx=7+x+31n]2x—ll—2ln|x+2[+C,

kus kaks viimast integraali on avaldatud valemite (1) ja (17)
abil. :
2x—1

X. Avaldada f (P —2x2+x) (22 Fx+1) a

Lahendus. Lahutame nimetaja tegureiks:
¥—224x=x(x2—2x+1)=x(x—1)%

Ruuttrinoomi %2 -+ x4 1 ei saa reaalsete kordajatega tegureiks
lahutada, sest ta nullkohad on kompleksarvud. Seega

(¥ —2224x)(2+x+1)=x(x—1)2(x2+ x4 1).

Integreeritav murd teisendub niiiid juhise (20) kohaselt jargmiste
osamurdude summaks:

2x—1 AR AR B c Mx 4N
x(x—1)2(x24-x+1) e Gk (x—1)2 RITT R

millgst'
ox—1=A(x—1)2(x2+x+1)+ Bx(2+ x+ 1) +
+ Cx(x—1) (224 x4 1) + (Mx +"N)x(x—1)2 (*)

Vottes siin x=0, saame kordaja A midédramiseks vorrandi
—1=A.
Vottes x = 1, saame kordaja B mdaramiseks vorrandi 1= 3B,

1
millest B = Y
Ulejadnud kordajate méddramiseks ei ole erivaartuste vote enam

sobiv. Nende leidmiseks korraldame samasuse parema poole x
astmete jargi:
1 :
2k — 1= —(xt—x*—x+ 1)—|—? (X34 x2+ x)+
+ C(x* —x) + M (xt—2x3 + x2) 4+ N (%3 — 2x% 4 x)
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- ehk

2 — 1 Ex'*(C+M—1)+x3(l—|—-;——2M+N) +
+2( 5+ M—2W) 4 x( l+5—C+N)—

ja vorrutame vastavad kordajad:
C+M—1=0,
4
—2M +N —]—E =x{)

1
M—2N—|——3-=0.

1
‘Viimasest vorrandist saame M = 2N—§. Asetades saadud aval-

: . 2 4
dise teise vorrandisse, saame —4N 5 N + 3= 0 ehk —3N +

v 4 1
+ 2 =0, millest N = 5 Seega M = Yo S 1. Asetades saa-

dud M viaidrtuse esimesse vorrandisse, saame C= 0.

Kontrolliks votame samasuses (*) x = —I1, mille tagajirjel
saame vorrandi —3=4A4 — B—+—2C—i—4M—4N ning vaatame,
kas leltud konstandid seda Vorrandlt rahuldavad. Saame

4. (—l)———+2 0+4-1—4- —=—3 nagu peabki olema.
Niisiis
5 A 2x — 1
f F—wrnwratn F="J % —f (¥~ 1)2 T
_I___
+ [ o

Viimase integraali avaldamiseks teisendame integreeritava
murru kahe murru summaks, nii et mmeta]a jddks molemal endi-
seks, lugeja aga oleks iihel murrul mingi konstandi kordne nime-
taja tuletis (2x-}- 1), teisel konstant:

x
Jad = *__.
x_+3 { 2x + 1 =

2x 41
-[x2+x+1d"=2f 2t xt 1 _—fx2+x+1
1:f
+?-/x2+x+l ;
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Siin
1 2x + 1
s 24 x+1

dx=—;—1n(x2+x+ 1)

naites IV saadud valemi jdrgi.

Integraali ——fm avaldamiseks teisendame nimetaja
kujule £[1 + (ax - b)2?]: %

1 1 1 1\2 3
trtl=rt2grtg—gtl=(s45) +7=

e pere U]

Niiiid
1 dx 1 4 dx 1 473 2x + 1
A ‘_._.____—.—f—-————=—-———arctan e
x24-x41 6 3 +(2x+1)2 6 =32 Y3
V3
valemite (2) ja (17) jargi.
Lopuks
/ dx 1 1
B S o P Gy B
- valemite (1) ja (17) jargi.
Seega

! 2x—1
f. (x3—‘2x2+x)(x2+x+l) e ]n]xl+3(l x) 6]

1 2x 41

+—1In (x2+-x+l)—|— ——arctan -+ C =
2 V3

1 ¥ -1 1 1 2x 41

==~1r1x+x-r L + ——arctan j— + C.
2 e 3(1-—x) 3Y3 V3
X0, Mvlilale ot
- Avgldada " f 5o T

Lahendus. Integreeritava murru nimetajat ei saa lineaar-
seiks tegureiks lahutada. Et murru lugeja on lineaarne, siis on
antud murd selline, mis esineb osamurdude (20) hulgas, mille
tottu teda polegi vaja osamurdudeks lahutada. Teisendame
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integreeritava murru kahe samanimelise murru summaks, nii ot
iihe murru lugejaks oleks mingi konstandi kordne nimetajas esi-
neva ruuttrinoomi tuletis (2x--2) ja teise murru lugejaks kons-

tant:
xdx 1 2% 4+2—2
-/: (22 + 2x + 2)2 =?f (%2 + 2x + 9)2 b

lf 242 / dt
—2J Twrmtoe YTt

Esimese integraali avaldamiseks votame kasutusele uue muu-
tuja u = x4 2x-- 2. Siis du = (2x + 2)dx ja

1 2% 12 1 [ du 1 1
?f TR R W AP Bsimde v i b —swtmty T

Teise integraali avaldamiseks teisendame koigepealt avaldist
x24+2x 4+ 2= (x+1)2-41. Vottes niiiid uueks muutujaks
u=x-+1,saame du=dx ja

f dx _f du
(242422 w4z

Saadud integraali avaldame rekursioonvalemi (21) abil, kusjuures
antud juhul n=1:

/

f du u if du i L t g
(l+u2)2= 2(14+u?) 5 ¥ 2J. 1+u2= S+ +2 arctan u+-C,

Seega
f xdx 1 x4 1
(2426422~ 22+2x+2)  2(x2t2x+2)

1 : x-+2 1
——23rctan (1+x)+C= C—W——z—arctan (14 x).

sinx —1

XII. Avaldada f dx.

sinx—2cosx — 1

Lahendus. Integreeritava funktsiooni voime teisendada rat-
sionaalseks asendusega (22):

et
tan2=.
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Valemite (23) pohjal on siis

3 e P (t—1)2
sinx— 1= R i ekl e v W
; 5 242—3 (E=1) (1 3)
sinx—2cosx—1= B ey I+ )
’ 2dt
S
ja
sinx —1 2(1 —1)
f sinx—2cosx—ldx=f- (t+3) (134 at.
Edasi
DL e Mt N
(L3P 143 + 142
2 —2t=A(1 4 £2) 4 (Mt N) (¢ + 3),
millest
¥ IR R SR X
P bl Wbl

Seega

f sinx —1 d 4 dat 2 2t dt 2/‘ dt
S RN e e W S g S ate S Grarer b

4 l b | 2 ( 2x) 2 > C
=-31n tan—2-—l-3 —gln l—l—tan? —|—5arctantan2+ ==

4 | TS x‘ 2 x c
gln sm2—}—3cos2 +5 arctantan2+ ;

ok 4 int
XL Avaldada [ ZS2TS2%

cos?x —sinZx

Lahendus. Et integreeritav ~funktsioon on ratsionaalne
sin?x ja cos? x suhtes, siis tuleks integraali avaldamiseks kasu-
tada:juhise (26) kohaselt asendust tanx==1{ Selle 'asenduse
puhul teisia)r:iduks antud integraal valemite (27) pohjal kujule
f (14 #)dt

TECYENCER mille avaldamiseks miaramata kordajate mee-
todil tuleks leida 6 konstanti (sest nimetaja aste on 6). Ilmselt
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nouaks see palju arvutustood. Sellepédrast uurime, kas pole voi-
malik integreeritavat funktsiooni nii telsendada et integreerimine
oleks lihtsam.

Koigepealt saame lihtsustada murru nimetajat, sest cos?x —
— sin? x = cos 2x. Samuti saame lihtsustada lugejat:

cos? x 4 sin* x = cos* x + sin*x — 2sin2 x cos2x 4 2sin? x cos?2 x =
4 sin? x cos? x

1
= (cos®x —sin%x)% 4 —— = o832 4 —sm2 20

2
Seega
S
3 cos? 2x - —sin? 2x ;
cos* x | sin* x 2 9 sin? 2x
—— -~ $ 4
cos?x —sin2 x cos 2x o + 2 cos 2x

ja

cos* x 4 sin*x 1 sin? 2x
f————.— dx = | cos2xddx+= f

cos?x —sin?x 4 cos2x -

Esimese integraali avaldamiseks kasutame valemeid (6) ja

(17):

1
ig

f cos 2x dx = ——sin 2x.

1 sin? 2x .
Kui edasi integraali 3/ e dx avaldamiseks kasutada asendust

(22) ja valemeid (23) (kusjuures need valemid antud juhul
2 1 —¢

omaksid kuju tanx ={, sin2x = e cost——l-_Hz jardx =
dt o
—m), siis
1 sin22x (1 4 #)dt 2 dt
Ef e -/ 1+2)2(1—2)(1+ 1) =2-/ (1+8)2(1—8)

mille avaldamine nouaks jdlle 6 kordaja leidmist. Ka siin saab

1 sin? 2x LA
lihtsamini, kui korrutada integraali 7,_/ vy dx lugejat ja nime-

tajat avaldisega cos 2x:

| /‘ sin? 2x f sin? 2x cos 2x
- Sk dx
2 cos 2x cos? 2x
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ja kasutada asendust (24): sin 2x = £. Siis

2cos 2¢dx—di, cos®?2x—1=—12

ja
1 [ sin?2x 1 12 dt
2 co8 2x 4 1—¢
Niiiid
£ £—1 41 : 1 1
PO Loy O Nt v by 270 (1—1)(1+1) =1
1 A B

s l40 | 1t i AT
A(14+t)+B(1—t),

5 1 1
millest =1 puhul jareldub A =7 jat=—1 puhul B=~

Jéarelikult ;
/‘ 1
ol e W e 1+ ¢ _T-/,dt=
1 14t 1 1 1 4 sin2x sin 2x
=_§1nl1—t|—7 =?1n| I — sin 2x 4
Seega
cos* x -+ sint x e 1 1 4+ sin 2x sin 2x
¢ i < o dx=?sm2x+—§lnl A Le o +C=
) 1 - sin 2x ;
=T(Inl————cos2x I-{-stx)—l—C.

1
XIV. Avaldada f 3 s dx.
Yx+14+7Vx+1
Lahendus. On vaja integreerida ratsionaalset funktsmom

irratsionaalavaldistest }’x +1 ja ¥ x+ 1. Niisiis voib kasutada
asendust (29). Antud juhul on a=1, b=1, ¢=0, d=1, seega
ad —bc=1=F0; p=3 ja g=2, mistotfu n = 6. Jarehkult

peame asendama x4 1=1% Seega dx = 6#°d!, t_Vx+l
3 pcda e g
Vx+1=428 Yx+1=28 ja

p: FEN TIN5
Yx+1 12665 dt 5 dt
fs di= ] Hrs =6f1+t'
VrFi+7VrF1
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: £5
Jagades lugeja nimetajaga tdisosa eraldamiseks, saame

1 141
=t’*——t3+t2—t+l—-—7‘+—l.
Jarelikult
f s 5 it & 2
ja
Yx+1 - 66 33 . e
I e— de =Y+ )P~V + De42Y3+ 1 —

Ve+1+7Vx+1

3 8 6
—3Yx+146Yx+1—In(Yx+4+14+1) 4 C.
243
XV. Avaldada f —;x—_—-dx.
Yx2+x+43

Lahendus. Lahutame antud integraali kahe integraali
summaks, nii et iihe integraali lugeja oleks nimetajas esineva
juuritava tuletis ja teise integraali lugeja oleks konstant:

B
2x 4 —
243 3 3
f—_———-fx*dx=—— e s i —
]/x2—{—x+3 2 ]/x2+x+3
2 1 1 d
St b -
}'x2+x+3 27 yx24+x+43

Siin

2x +1 ST A ST
—f i — 3 R 3
Vx2+x+3

Teise integraali avaldamiseks teisendame juuritava avaldise
1A% -1
kujule x2—|—x+3=(x+-2—) +—

1
o milles asendame x—{—? =1

e e 11
Seega dx = dy, yx2+x+3='l/yz_+___ ja

fl e P E .

Vx2+x+3 Vy2+__

Integraali 7 avaldamiseks kasutame teisendusi (31): y=
Vl ]’11

=—2—-tant vOi y——2—sht
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. ATY
Kui asendada y = Ltant siis

vu dt TR 5 pes
dy = cos?t ! V!/ +—=-V~tan2t T=_——

2 cos ¢
ja
dy cos t dt du
f 11-_/ cos? ¢ —f‘ RS
Vy‘-’—l———
1 I 14+u
Bl i)
Seega
d 1 14 sint 1 4-sint
./‘____y______nl_j;_ =ln|————l—~|+C,
3 11 2 1 —sint cos t
Vy2+—
4
kusjuures
b 2 m o7+ 2wk
et e e y2+-——-—]/x2—}—x—|—3 fant—ssve e Sy ey
cos t 1Y 4 V1l Y11 V1
1 2x 41
sinl="tant: e oo
cost 2Yx2+4+x+3
1 int 2Yx2 342 1 2 b SR s
+ sin i V%2 +x 434 2x - — YEFEFE=
cos t 2Yx24+x 43 Y11
] 2V x+ 34241
- = :
Niisiis
o o

dy
Wi
iy »
kusjuures —InY11 4+ C kui meelevaldset konstanti véib tahis-
tada lihtsalt C-ga.

Vil =
Kui aga asendame y=—5---sh ¢, siis

n
dy =—v§-—chtdt,

11 11 11 11
y2+———~ V—shzt—}-———vTcht
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—l [2x+l V(2x+1)2 ]

t_Arsh
i Y1 ,
—In(2x+14+2Y2+x+3) —Iny 1L :
Seega
Yit |
¥ dx I dy I A s
2 — e L R B — ——
Vx24+x+3 i 11 2 V11
o V!/?'I"T 5 cht

1 cidicher e 2y
=——_/‘dt=%t+C=—l2—ln(2}/x2+x+3+2x+1)+C

ja
24 3x e T 1 1 TR N A
f——-dx:3Vx2+x+3+—1n(2]/‘x2+x+3+
° :

VeFx+3
LD bt 43 Ll O

XV1. Avaldada [x2}4—x2dx.
Lahendus. Kasutame asendust (30):
V4 —x2=2cost, dx = 2costdt, t = arcsin%ja [x2Y4—x2dx
= [4sin2f-2cost-2costdt=4 [ (2sintcost)?di=
=4 [sin22tdt = 2 [(1 —cos 4f)dt = 2t—~%sin4t + C.

Et sin4t = 2sin2f{cos 2t = 2-2sintcost (cos’t — sin?{)
Y4—x2( 4—x2 x2 F 92— %2
2 ( —-—-)=xV4—~x T

¥i=Z st . C:Sie

o o 4 4

siis

e x x(x2—2) ————
fx21/4—x2dx=2arcsin3+ i Y4—x2+4C.

x5dx
XVII. Avaldada fs—-——
Y@=

Lahendus. Et integraal on teisendatav kujule

_ﬂ_: xs(xz_l)"—z'dx,
/ ,

3_—_—_—
Y12



siis tuleb integreerida diferentsiaalbinoomi. Antud juhul on
ST Rl W)

=50 —2,7 =73 ja —T =~ on taisarv. Seega tuleb
kasutada asendust 2°: x2 —1=1# ehk x2= - 1, mille puhul
Koo ot
(2—1) 3 =(88) 3 =12 2rdx=3f2dt
ja
| - ! i |
fx5(x2— 1) 3 dx=?_/: X2 —1) 2 2xdx =
! 3
=—2-f (2 + 1)2-ﬁ2-3t2dt=’§_/; (184283 4 1)dt =
S 1 #* 3t
=—2—(7+—+t)+c_—_—2-8—(2t6+7t3+14) i
3 2
=J—’f— (2x4 4 3x2 4 9) 4 C.
d
XVIIL. Avaldada [ —=—
x3Y2—x3
Lahendus. Antud integraal on teisendatav kujule
d L]
f—;——x————=fx—3(2—x3) Sdx,
3yY2—x8
nii et on jille tegemist diferentsiaalbinoomi integreerimisega,
1 m-+41 —341 1
kusjuures m = —3, n = 3, P ja * +p= s
on tdisarv. Niisiis tuleb kasutada asendust 3°. Seega 2x2% — | =
1
; B41 2 23 Sk il 2
= millest x3=——, ok TR L, S MY, ety y PR
(#+1)3
1
P - B1) 3
R gy T s R R D %—pdt ja
23¢
it $ s
fx—3(2—x3) ¥ s = _—[ X(2—x3) 3 (—3xtdx)=
o 23(13+1)3t=dt oy 1
f——————— fta’t —S B+ C=
(B4-1)323¢
2 S
1 + ¥(2—x9)?
s Rt O = —+ C.

206



Summa integreerimine

Ulesandeis 1033—1040 integreerida summa, tarbe korral
integreeritavat funktsiooni enne integreerimist sobivalt teisen-
dades:

3—2sindx
1033. [ (x4 75—7)dx. 1087. | ~———dx.
4 2 l
1034, [ (2w — 5yx2+———1)dx 1038. f—x—jﬁ%r-—dx.
—9)2 X6 L x-619
1095, [2 gy tose. [ EEE2 4
i /‘ l——sm’x x2dx
036. | — ] e

Integreerimine asendusvottega

Ulesandeis 1041—1048 avaldada antud iildintegraal, kasutades
ndidatud muutuja vahetust:

d
104l.f __x___, X =sinz.

Yx — x2
d
TR o LU RO
xYx — x?
d 1
1043. f—fx——, ey
xyx2—1 t
d
1044. f—'—:x_—__, x=='asin i,
x2va2_x2
dx e =
1045. e Yl XS — ],
'/:x}’;3—l- L
r dx & b
1046. e U=2Yx+41.
2Yx+1
1047. /——~dx u=7yl + 22
Vi
2-+4intanx
1048. f_de, u=2-+Intanx.
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Ulesandeis 1049—1052 avaldada antud integraal valemi

S C abil:
ot n|f(x)|+ C abil:

| 6x3 —3x2—x 42 x
it b T e AN 2 fl—{-ex :

1052. f tan x dx.

Ulesandeis 1053—1056 on antud integraal kujul [f(x)f"(x)dx
“mille avaldamiseks tuleb kasutada asendust u= [(x):

: .
1053. [ arfsi’_‘dx. 1055. | ———ix.
— x? “cos?x
5 arct = 1
1054. fﬂidx. 1056. [ (2y%+ %) (* — 1) dx
14 x2 Vx

Ulesandeis 1057—1064 on antud integraal kujul -
JTlg(x)1g (x)dx,

mille avaldamiseks tuleb kasutada asendust = g(x):

i poegwe A W
2 dt Y (1 — arctan x)3
1057. f—(—l—m. 1061. ——T—i——x"’—_dx'
d x8dx
T ST T 1062. f
xyYl—In%x
V3—x4
LI t BT A
1059. [ xy 5dx. 1063. [ V—(a—c"c—):—z;—)—
24
1060. [ ——ax 1064. [ o

Ulesandeis 1065—1072 avaldada antud integraal valemi (17)
abil:

1065. f (3x —7)13dx. 1067. f esx+bdy,

1066. f = slet, 1068. [ amsn dsx.
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3 d
1069. f[sh(3x—-2)+ch2x]dx. o7t [ s
d
1070. f : 1072, [t
: | —(ax +b)? 1 (ax +b)?

Ulesandeis 1073 ja 1074 teisendada integreeritav funktsioon

enne integreerimist kujule Tilec b

dx dx
1073. f—————x2+6x+13 ! 1074. f——2x2_3x+—7.

Ulesandeis 1075 ja 1076 lahutada integreeritav funktsioon
enne integreerimist kahe samanimelise murru summaks, nii et
tihe murru lugeja oleks mingi konstandi kordne nimetaja tuletis
ja teise murru lugeja oleks konstant:

v 2x+5 8x 43
1075. f P rarg 10 dx. 1076. f 2@ _6r 7 o Tt 10

Avaldada muutuja vahetusega:
1077. f 2(3x_2)

dx
107s. [ ot

1079. [ =

(14 »?) (arctanx —1) *

P e

x%/(lnx+2)_"’—
dx
10s1. [ T e

1082 f < .
g PR iy )

1083. f (et 4 52— 2. 7-3%)dx.
4 f : V7 —8x 'd
1084. [m-{—]ﬂ—&c X

5
1085. f V(7 — cos x)3 sin x dx.
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d 3 d
wse, f——— 1089, [ ——

: V6x —x2—8 xlnxln(lnx) :
: tan?x —3 3—
Wt ] 1090. |
4 14 x2 ]/l—x2
d
10ss. [ -

VY 1 — 2 (5 + arcsin x) :

Ositi integreerimine

1
1091. [ (25— 5)sinxdsx. 1098. [ ax

1092. f(x-{-sinx)cosxdx. 1099. fexsinxdx ja fjexcosxdx,

1093. f xe*dx. 1100. fexch 2x dx.

1094. fc’;;xx. 1101. f(x3_3x+1)eudx.,
1095. farcsinxdx. 1102. f( x——l)lnxdx.
1096. farctanxdx. 1103. fxzshxdx.

1097. fx"lnxdx, n=F—1. 1104. i/:x"exdx.

Ratsionaalsete funktsioonide integreerimine

dx x24-8

1105. ‘/:m 1109. fm—;z)—dx
x+2 x3+x2+2
1106. ‘/;mdx 1110. f 1)2
dx l11x + 16

1107. fm 1111. fmdx

3 x4 6 x2
1108. [x(x—l)(x—Q)(x—S) dx. - 1112 f o 8
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f 25— 2043
4

X3 —3x2-— 10x

X x40
1114. fmdx.

1113. dx.

/‘ xt—x2 4 2x
X2 —1

41
e, [ 54

s x¥=x

x34x
hii s f (%24 2x —3) (x244x + 4) dx.

x3 —6x2-}3x—9
1118. f T3 4)? dx.

1115. dx.

/‘ x84 x5 —xt— 28 4x -

1119. P =L dx.

112 f il
0- J G

3x—2
iy fiot dx.

X34+ 2x2—x—2

f 2x3 —7x%2 4+ 9x

L penr (2—3x+2)(R2—x—2)

dx.

1123. f(_i—l)—ﬁdx Mitu kordajat tuleks arvutada, kui antud

murd tavalisel viisil osamurdudeks lahutada? Avaldada integraal
kasutades teisendust x =1¢—1.
2

1124. Avaldada /—(—l_x—-—dx, kasutades eelmises iilesandes

x) 100
antud ndpundidet.

dx x3
1125. fm 1128. fm—l—dx.
2—|—x-|—l
1126. f 2+4x——7 1129. f ———x—i—l
8x -3 : %2 %
1127. f 4x2+l2x+ll 1130. f R dx.
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dx
1131. f iy

dx
1]32.. fm

7%+ 14x - 47
1133. f *F3) (2 12) dx.
‘ 4x
1134. f F— 1P+ dx. |

dx
Fe. f (4x2+5)(1—x) °

TN e
SRR Yo

/‘ dx
1137. m #

1138. f

dx

4241 7

dx

1139. /x4+1 .

140. [

x2
dx.

xt—1

dx

1141, f(x—“r—l—);

1142. f(

xdx

x+1) (@12

3x —4

@

1144 [

x
{3t L

Trigonomeetriliste funktsioonide integreerimine

1145. Avaldada [ cos? x dx,
1 4 cos 2x

2
1146. Avaldada [ sin?xdx,

T'—= cos 2x
2
1147. Avaldada [ cos*xdx,

1
T (1 4 cos2x)2

1148. Avaldada [ sin®xdx,
= (1 — cos? x) sin x.

1149. Avaldada [ sin®xdx,
= (1 —cos? x)2sin x.

dx
1150. Avaldada f . i
sin x
2 3 X b 4 X 2 X
— 51n3cos—2—=2tan?cos—

>

kasutades
kasutades
kasutades

kasutades

kasutades

kasutades

teisendust

teisendust

teisendust

teisendust

teisendust

teisendust

cos? x =

SNt —

cOst v —

sind.x =

sin® x =

sinx =

¥ :
1151. Avaldada f?:-x—, kasutades eelmise iilesande tulemust

ja teisendust cosx = sin( x+ —;— )
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5 oy ,
1152. Avaldada f—.————, kasutades teisendust

SIn X — Cos X
i y % i 1 C 4
sin X — cos ¥ = sin x — sin -é-—x =2cos:sm x—z =

== ]/_2—sin'(x———:-) A

dx

sin x - cos x

1153. Avaldada f eelmise iilesande eeskujul.

; :
1154. Avaldada fmdx, kasutades teisendustl 4 cos x =

X
i b R
=2 e0s 7

1
1155. Avaldada fl—dx eelmise {ilesande eeskujul.
—COS X
Ulesandeis 1156—1163 kasutada asendust (22):
dx 2+ cosx
LIS f 445cosx ° 1159. fsinx—?cosx—S a2
dx dx

Lo o f 3+sinx-+cosx” 1160. fsin5x

o sin x
1158. f simdx 1161, -/cosx—2sinx+2dx

Sl
1162. Avaldadaf - dx teisendades integreeritava funkt-

2+co
siooni enne integreerimist summaks.

dx b
1163. Avaldada f———-——— kasutades teisendust

(sinx 4+ cos x)2 ’
(sin x -+ cos x)2=1 - sin 2x.

Ulesandeis 1164—1167 kasutada asendust (24) voi (25):

cos® x tan x
tea. [ o dx. 1166, [ —ax
3
1165, [ ax. 1167. [ (costx—sin?xsin2x)dx.
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Ulesandeis 1168—1174 kasutada asendust (26):

dx
1168. fT:ta_n;' ”72 f 25m2x+4cos2
tan x sinx —%cosx
1169. f —2tanx dx. i17e. f sin X +- cos ¥

dx
1174. f‘sm‘x.
dx
W

Ulesandeis 1175—1180 teisendada integreeritav funktsioon sum-
maks vastavalt valemeile

sinusinv = ——;— [cos(u —v)—cos(u+ )],
COS UL COS U = ;} [cos(u —v)+4 cos(u+ )],

1
sinucosv =—2—[sin(u——v)+ sin(u +v) ]:

1175. [ sin mx sin nx dx. 1178. [ sin 3x cos 2x dx.
1176. [ sin mx cos nx dx. 1179. [ sin® 2x sin® 3x dx.
1177. [ cos mx cos nxdx. 1180. [ cos 2x cos 3x cos 4x dx.

Eksponentfunktsiooni ja hiiperboolsete funktsioonide
integreerimine

Ulesandeis 1181—1184 kasutada asendust (28):

i 1 —e* e2x __ Qex
181, [ T 183, [ =T

nes [ ax
e

- X
1185. Avaldada f 2 , kasutades teisendust e* 4+ 1 = 2%
Yer =1
1186. Avaldada fevxdx, kasutades teisendust Yx = u.
1187. Avaldada [sh?xdx, kasutades teisendust shx=

exr —e—%x

-
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1188. Avaldada [ cth® x dx, kasutades teisendust
ch® x chx(1 4 sh?x)

3 o
cth3x = Y e

i dx
1189. Avaldada -/:—;h—;cch—x’ kasutades teisendust shxchx =

shxch?x

ol e th xch?x.

1190. Avaldada [sh®xdx, teisendades integreeritava funkt-
siooni summaks valemi sh? x = ch? x — 1 abil. ,

1191. Avaldada [th?xdx, teisendades integreeritava funkt-

. - - th . - 2.
siooni summaks valemi thx=—gh—x- ja eelmises iilesandes kasu-

tatud valemi abil.

Irratsionaalsete funktsioonide integreerimine

Ulesandeis 1192—1197 kasutada asendust (29):

l—x dx .
1198. Avaldada fV ey asendusega (29) ja asendusega-

x = cos u. Kumba asendust tuleks eelistada?

dx 3 3
1199. Avaldada f——-——-—-—, teisendades nimetaja rat-

Ve +34Vx+2

sionaalseks.

1200. Avaldada _/V

1—;— . . . .
o dx, teisendades lugeja ratsionaal-

seks.
il 3
1201. Avaldada _/V jc+l —xi:—, taandades selle integraali
1

asendusega x = — eelmises iilesandes antud integraaliks.
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Ulesandeis 1202—1211 kasutada kas teisendust (30), (31)
voi (32):

dx B 755 5 i IR M
1202. f e e N 1207. fxy—x2—|—4x—3dx.
Y16x2 —8x + 3
18x —5 5
R e GRS T L Skt matiase
¥9x%2 —6x — 2 Y2—2x -2 &
i 3 5 d
1900, f—" 4r . po09 [—2
: T Y34 4x—4x2 x27 a? — x2
Pt { 24
1205. [ yT—xdx. 1218, foro—ric,
¥ a2 — x2
AT e PR i x? H4x
1206. f}'4x2+4x+5dx. 1211. _[j—de.
Y x2+42x 42
‘ dx 1
1212. Avaldada f— — asendades x = —.
o ' S ¢
: dx P SE it
1213. Avaldada f,—————, asendades u =71 —x2.
L) o Ly

Ulesandeis 1214—1219 avaldada integraal diferentsiaalbinoo-
mist:

: -~ 31,8001
1214. Ax*“(l—}—x‘) 2 dx. 1217.jx7Vl+x2dx.

3 AN
1215. f;/x—x3dx ’ Vl-{—Vx
- 4 1218. f
- yiot
- Y xdx
1216. _/;'——3:— 1219. f
[AESE: TG T+ 12

Mitmesuguste funktsioonide integreerimine

x3dx
OO ARy 1222. [ ©
x2 4+ 2x 42 Yx—1

: i 0s X dx
L SRR e T

- 4sinx -4 3cosx sin®x — cos® x
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1224,
1225.

1226.

1227.

1228.

1229,
1230.

1231. [

(1—x2) Y1 —x2
x2 4~ arctan x
1232. / T
dx
1233. [ .
dx
1234. wao gl
In(x—1)
1235, dex
dx
1236. T
1+yYx+1
3
1237. f(}/x3~3x2—{—x2)( =

14 x2

5 ST DA g
I ¥ (3 — arctan x)*
ST

453 - 5x2 4 2% 4 1

1 (042x24-x) (x2—1)

jdx
i

R
24-Yx

2x% —5x5 —x3 4-5

(¥ —1) (x* + 2x)

f x3*dx.
f X arcsin x o

yi—x2

X arcsin x

. 4 P
1238. [ —-e* dx.

1239.
1240.

1241, [

f X afctan xdx.

f cosdxdx.
dx

CYsed

dx.

dx.

f sin? 2x d
T s e K
4 (cos®x - sind x)2

dx.. - 1245, f

f InSx—3In3x
1242, f, dx.

X

dx. 1243. dex

sin X -} cos x

1244, f (Inx)2dx.

dx
i

g i
- PRI
f Vx+1
B i e
x(Jx +1+¥x+1)
1247. ftansxdx.
7
1248, f—x%dx.

3x2—4x 7

1249, [ ( 2x—l—) V—x;/;dx-

x3

t
T e e

1—sinx

1251 f———-xd"
" e (=2

1252. f (x2+ 1)cos 2x dx.

x+46
1253. f %) (P —55 1 6) dx

1246. %

3
1254. f Yecos *sin x dx.

2

= + Qx) dx.

'V(x3_3x2)2
dx
1209- fl—l—.?cosx—sinx 2
[ 2 —Tx2 4 0x
1256. ——_dx.

L) (x—2)

dx
sk f 44-2sinx °
d
1258. f :

]fl — x%(3 + arcsin x)
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1008 T e Ty S
. 2sinx 4sin2x ° 3 3sin?2x cos?2x °
f XS4 xt—T7x34-6x— 14 1 —cos*x
1260. _/; 93208 dx. .1263. —m—dx.

Inx ' dx
1261. f—;—dx. 1264. '/;W



§ 13. MAARATUD INTEGRAAL

Funktsiooni f(x) mddratud integraaliks rajades a-st
b-ni nimetatakse piirvaartust

fbf(x)dx= lim gf(gi)Axi, (1)

max |Ax;| >0

kus a——xo<x1<x2< L Xp=b, %< E< xin ja Axi=
= X;+1 — X;. Summat Vf(&)Ax, nimetatakse integraalsum-

m aks. Funktsiooni, mllle puhul piirvdédrtus (1) eksisteerib
(soltumatuna osavahemike jaotuspunktide x; ja osavahemikes
argumendi vaartuste & valikust),
nimetatakse vahemikus a << x << b l
integreeruvaks. g
Kui funktsioon on kinnises
vahemikus pidev, siis on ta selles
vahemikus integreeruv. :
Vahemikus a<<x<<b posi-,
tiivse funktsiooni f(x) puhul on

b
J f(x)dx vordne joontega y = f(x), -
Y=0 2==a ja x=2> piiraltud
kujundi (koverjoonelise trapetsi) E Joon. 63
pindalaga (joon. 63).
Middratud integraali omadused:
b b b
1° [[F(x) +g(x) Jdx = [[(x)dx + [ g(x)dx.
b b
2° [cf(x)dx =c [f(x)dx.
b a
3* Fi(x)dx = —bff(x)dx.

# [l dr=[ide+ [T(xdx
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5° Kui vahemikus a << x << b on f(x) = g(x), siis ka
b
aff(x)dx > fe(ax.

6° Kui f(x) minimaalne vdértus vahemikus a << x << b on m ja
maksimaalne védartus M, siis

m(b—a) ff(x)dx M(b—a).

7° Kui f(x) on vahemikus a < x < b pidev, siis leidub selles
vahemikus vdhemalt {iks niisugune argumendi vaartus &, et

Jids=1@) 6—a).

Kui funktsioon f(#) on pidev kohal x, siis

= [t =i). ' @

Newton-Leibnizi valem. Kui f(x) '‘on vahemikus
a < x << b pidev ja F(x) on funktsiooni f(x) iiks algfunktsioon,
siis
b
aff(x)dx=F(b)—F(a), F'(x) =[(x). (3)

Muutuja vahetus. Kuil) funktsioon f(x) on pidev vahe-
mikus a << x << b; 2) funktsioon @(f) on pidevalt diferentseeruv
vahemikus a <t < B, kus a=g(a) ja b=g¢(p); 3) liitfunktsioon
fle(t)] on médratud ja pidev vahemikus a < t < B, siis

ﬂ %
[ix)dx = [fla(®) 1o/ ()t (4)

Kui funktsioonid u#(x) ja v(x) on pidevalt dlferentseeruvad
vahemikus a << x << b, siis kehtib ositi integreerimise

valem:
b

b b
Judv=uv a—:‘[‘vdu. (5)

Trapetsvalem madratud integraali ligikaudseks arvuta-
s
= =hxi=a+ihjagi=Fx) (i=0,1,...,n),

miseks. Kui

siis
b

ff(x)dxz%[yo+yn—l—2(y1—|—yz+...+yn—1)]. (6)

a
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b—a
2n

Simpsoni valem. Kui
o= f(xy) (i =0,.1, ..., 2n), siis

=h, i=a-+ih ja y;=

b
' h 3
,/:f(x)dxz'g'[!/0+y2n+4(.’/i+y3+...—I-yzn—i)+ :
H2(y2+ya+ ...+ y2n2) 1. (7)

Kui funktsioon f(x) on integreeruv igas vahemikus a < x < N
(N > a) ja eksisteerib piirvdartus

Fiwyde= tim ffegde, - (®)
a N>+ a

siis nimetatakse seda piirvddrtust 16pmatu rajaga paratuks
integraaliks.

Kui b on funktsiooni f(x) 16pmatuskoht, kuid f(x) on integree-
ruv igas vahemikus a <x<<b—¢e (¢>0) ja eksisteerib piir-
vaartus

[Hx)dx <= tim [ F(2)dx, 9)
a e>0 a

siis nimetatakse seda piirvdartust paratuks integraaliks tokesta-
matust funktsioonist.

Kui "piirvddrtus (8) voi (9) eksisteerib, siis 6eldakse ka, et
vastav pédratu integraal koondub, ja vastupidisel juhul, et ta
hajub.

Kui leiduvad konstandid M >0 ja m > 1, nii et piirkonnas
0<a<x<+o
M

O f(x) <~ (10)

m ?

+o00
siis integraal [f(x)dx koondub. Kui aga M >0 ja m << 1 puhul
on piirkonnas 0 <a << x < +o0

f(x) = ;‘; (11)
siis integraal T’f(x)dx hajub.
Kui eksiste:rib piirvédadrtus
lim xmf(x) = A [f(x) = 0], (12)

x—>+400

+o00
siis m > 1 puhul integraal [f(x)dx koondub, aga m<Cl ja A>0
puhul hajub.
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b
Pératu integraal kohal & tokestamatust funktsioonist [f(x)dx

koondub, kui leiduvad konstandid M >0 ja 0<m < l‘: nii et
vahemikus 0 < a << x < b kehtib vorratus

0< i) < 5ot (13)

Kui aga vahemikus 0 <a<<x<<b

L5 B e (14)
jaM>0, m = 1, siis integraal ff(x)dx hajub.
Kui eksisteerib piirvddrtus
lim (b—x)"f(x) =A [f(x) =0], (15)

x—>b—0

siis 0 << m << 1 puhul integraal ff(x)dx koondub, aga m =1 ja

A > 0 puhul hajub.

Kui péaratu integraal funktsioonist [f(x)] koondub siis nime-
tatakse pdératut integraali funktsioonist f(x) absoluutselt
koonduvaks. Iga absoluutselt koonduv integraal on koonduv.
Piratut integraali, mis koondub, kuid ei koondu absoluutselt, nime-
tatakse tingimisi koonduvaks.

Niiteid
I. Arvutada mddratud integraali definitsiooni alusel

2
J x¥dx.
: |

Lahendus. Jaotame vahemiku 1 << x << 2 n osavahemikuks

nii, et jaotuspunktide abstsissid x; moodustavad geomeetrilise
i1 i

progressiooni. Selleks votame x; = 2n, Ax;=2n —27 =
i |

—=2n(27n—1), kus i=0,1, ..., n. Ilmselt max|Ax;] = Ax, =
1
=2(2" —1) ja n— oo puhul max|Ax;]—0. Argumendi vdirtus-
teks & valime osavahemike alguspunktid: & =yx; Mdidratud
integraali definitsiooni (1) jdrgi on siis
2 n—1 n—1 _3_’ _1_ L
fodxes: him 1 B AN = Um 2 2% .20 (08 — 1)
1

max |[Ax.| -0 1=0 n—>00 1=0
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Rakendades geomeetrilise progressiooni liikmete summa vale-
mit ja I’Hopitali reeglit, saame siit
4

2 L n— l'_ e 2n n_]
Jx¥dx=1lim (2" —1) ¥ (27)i =lim 2" — 1) ———— =
1 n-»oo =0 n-»00 i_

2n —1
1
1 — 1
it 2w 2 ——)
e ey ¢ n? 15
= 15 m—~—— = 16}im =—.
=900 __ N0 .. 4
2n — | 2nln2-(--——=)
n2

Et funktsioon x* on vahemikus 1 << x <C 2 pidev ja seega inte-
n—1 1

greeruv,siison  lim 3 &% Ax;= — soltumatult sellest, kuidas
max |Ax;| >0 i=0 4

on labi viidud vahemiku 1 << x << 2 osavahemikeks jaotamine ja
nendes osavahemikes argumendi véaidrtuste & valik. Ulesande
lahendamisel kasutatud osavahemikeks jaotuse ja &-de valiku
puhul on aga integraalsumma piirvdartuse leidmine koige lihtsam.

II. Arvutada Newton-Leibniz’i valemi abil
1 AN
Jxy1—x2dx.
0

Lahendus. Et integraalialune funktsioon xJ1—x2 on
integreerimisvahemikus 0 << x << 1 maéératud ja pidev, siis on
Newton-Leibniz'i valemi rakendamine lubatud. Leiame funktsiooni

xYl —x2 iithe algfunktsiooni. Selle funktsiooni koik algfunkt-
sioonid avalduvad ildintegraalina [x}1—x*dx. Asendusega

1 —x2 = u, mille puhul —2xdx = du ehk xdx = —-E-du, saame

[T =wdx = — 4 [ Yudu = — sy + ¢ =
: i Sy
=—<Y0—2°+C.

Funktsiooni  xJ1—x? iiheks - algfunktsiooniks on seega
o e
~——3-}/(1 — x2)3, ,
Newton-Leibniz’i valemi (3) jargi on niiiid
1

fx]/l —x2dx = ———;-}/(l —x?)3
0

= VT

-]t
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III. Leida mddratud integraali abil

g n n : n
L‘EL( PR P S R )

Lahendus. Kui piirvddartusmérgi alune avaldis {imber kir-
jutada kujul

1 1 1 1 £, 1

e S 2\2 n a\2 n’
Sl e 1+(7)
n n n

1
siis voib teda vaadelda funktsiooni g g integraalsummana vahe-

mikus 0<< x << 1, mille puhul osavahemike jaotuspunktideks
i

1 e S
on x; =, A¥gp=—ja funktsiooni vaartused on voetud osavahe-
1

mike parempoolsetes otspunktides (§i=xi+1). Et funktsioon TER
on vahemikus 0 << x << | pidev ja seega integreeruv, siis on ta

+...4+

1
integraalsumma piirvdartuseks nxax]Axi]—;;-;»O, s.t. n—>oo
puhul

1

oo t |1 tan 1 — arctan 0 = ——0 =
1+x2.— arctan x . = arctan 1 — arctan v = 4— s

Jarelikult ka
4 n n n T
,ELTO( Arr Tz T T g )=7‘

1V. Avaldada

J Inx

{;xf et’ dit.

Lahendus. Midiratud integraali omaduste 4° ja 3° pohjal
on mistahes arvu a puhul

In x

a In x x In x
[etdt = ferdt+ [etdt—— [erdt 4 [ etdt.
X x a a a
Liitfunktsiooni diferentseerimise eeskirja ja valemi (2) pohjal on

niifid j
In x L Inx

—(j;!e”dt:%(—!e“dt—i—a/. e”dt) —
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] Inx
d d d
=—szw+EfWﬂ=—w+Wﬁw“=
a a

f— __ex’ + (eln x)ln x.—l f— x—l+l!l s ex"
x

V. Arvutada
2
_{ (|x2— 1] + [x]) dx.
Lahendus. Et [#2—1|=x2—1, kui x>1 voi x<<—1,
jal@®—1=1—x% kui —1<x<1, ning |x|u—-x kui x>0
ja |x] = —x, kui x < 0, siis on mtegraahalune funktsioon miara-

tud mtegreerlmlspurkonnas —1 << x << 2 avaldistega

l —x2—x, kui —1 <x <0,
2 — 1]+ |x| = { l—x24x kui 0<x <1
x2—14x kui | <<x<<2.
Seega

j(]x2—1|+}x[) dx=jp(l—xz—x)dx+j’(l—x2+x)dx+

1

+fw—wa—h——— [ +l=—5+5]+
3w 2Pttt v

F(Eaen) - (3red) -2

VI. Leida joontega y = x? |
ja y*=ux piiratud kujundi Y
pindala. 3

Lahendus. Antud joon-
tega — funktsioonide x3 ja y=Vx

2
VY x graafikutega — piiratud //’,// |
kujund koosneb kahest osast, ‘
mis on koordinaatide algus- —
punkti suhtes siimmeetrilised
(joon. 64). Ulalpool x-telge
asetseva osa pindala (pool
kogu kujundi pindalast) on
vaadeldav kahe koverjoone-
lise trapetsi -pindalade vahe-
na. Molema trapetsi aluseks Joon. 64

15 Korgem matemaatika I



()4
-~

“ =
on vahemik 0<Cx<C 1. Esimest piirab “iilalt funktsiooni }x ja
teist funktsiooni x3 graafik. Nende  kdverjooneliste trapetsite
pindalad avalduvad maératud integraali geomeetrilise tdhenduse’
kohaselt integraalidena rajades 0-st 1-ni vastavalt funktsioonidest

&
¥ x ja 3. Jarelikult on noutud pindala

i

s=2(f:i/7dx—0f1x3dx)=2[%x%]: —2[):—]

1--Vii.

Arvutada

| ] e
Yx2—9
f = dx.
3

1,

0

3 1 i
RO AT e

Lahendus. Antud méiiratud integraali arvutamiseks on

sobiv kasutada vastava iildintegraali tiiiibi [ R (x,Vx*—k*)dx
jaoks ette ndhtud asendust [§ 12, (32)]: :

8

sint ’

Vana muutuja x alumise raja vaartusele 3 vastavaks uue muu-
tuja t alumise raja viaartuseks saame selle muutuja vahetuse

puhul vorrandist 3 = —
uueks iilemiseks rajaks = Et vahemikus

: 3
sioon X = -—_—;
si

sin ¢

6 2

nt

nt

4
= T Vorrandist 6 = oy saame
: 4 T
T =t=7 on funkt-

pidevalt diferentseeruv ja ta véaértuste hulk

(3 << x << 6) kuulub integraalialuse funktsiooni pidevuspiirkonda,

3 2 .
siis on muutuja vahetus x = —— antud mdératud integraalis

sin ¢

lubatud. Valemi (4) jargi saame

226

a
\aa!';l

VT—— -
/ —9
sin?t 3cost

20w r}
TR f 81 ( ~ sin?t

sint ¢

w|a

k11
6

cosztsintdt=l-f cos2tdcost =
o ;
F11

2

cos3 ¢
o7

T
6

11
2

) at =

X
y o Sh




-
v

Mirkus. Uute rajade madramisel vaiksime iilemiseks rajaks votta

S5 57 .
ka % voi alumiseks rajaks‘T ja iilemiseks — muutuja yahetuse eeskirja

tingimused jédksid tdidetuks ja vastus tuleks sama. Ei tohi aga niiteks alu-
3

sin ¢

, sest siis ei ole funktsioon x =

F 1
miseks rajaks votta = ja tlilemiseks

uute rajade vahel pidev.

VIII. Arvutada

e

f dx

. xY1E x|
** 'Lahendus. Antud integraali lihtsustamiseks teeme koige-
pealt asenduse Inx=u. Siis x =e*, uuteks rajadeks on 0 ja 1,
dx == e“du ning muutuja vahetuse valemi tingimused on taide-
tud. Saame i

e 1
dx du

T EmE . AGa
Saadud integraal on juba kergesti arvutatav asendusega u = sh ¢:

1 Arsh 1 Arsh 1

f du :f chtdt =fdt=t}ArShi= :

o MI+u2 o yidshit - - 0

= Arsh1 =1In(1+72).

IX. Arvutada ositi integreerimise teel
ll_ . .3__
| el g %
famrs,
s Lo

2
Lahendus. Votame ositi integreerimise valemi (5) lraken-
: 1
Siis du= .

damiseks u=arcsin Jx ja do=-—. —dx,
Y1 —x Yi—x  27Yx
v=-—2Y1—x ja
3 3 3
ry o &tk A g
resin Y x ATLRON, AF a2 Lk

fj—g——dX=—2Vl——xarcsin]/x ——f—_—_:dx:

1 ‘.-Vll_x 1 1'21/1——x]/x

2 Cae o
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RETIRS § 2 B dx
=—2-—arcsm-——+-—_arcsm—:—|—f—::
2 2 V2 72 T V=

3

— I peyr =2 V-9 +BTE
3 472 12 '

2
X. Arvutada 1
[ Pexdx.
0
Lahendus. Antud integraali vdirtuse leiame kolmekordse

ositi integreerimise teel, kusluures iga kord votame exdx=du
1

f x3ex dx — x3ex

0 0

—3 f x%e*dx — e — 3 (x%e*

0—2 f xexdx) =

1
- f e*dx) = —2e -+ 6e — 6ex
0

0
+ 6 =6 — 2e.
XI. Arvutada ligikaudselt trapetsvalemi ja Simpsoni valemi
abil 1

f 4dx
14-x2

0
jaotades integreerimisvahemiku neljaks osavahemikuks.
Lahendus. Osavahemike pikkusteks on iilesande tingi-
1—0 1

P o ning osavahemike jaotuspunktide

1 1 3

abstsissideks xo=0, x1= T =g =T ja x,=1. Integraali-

aluse funktsiooni vastavate vaartuste ning trapetsvalemis (6)
ja Simpsoni valemis (7) esinevate avaldiste arvutamise koon-
dame jargmisse tabelisse:

=e—-3e+6(xex =4e——6e+
0

muste kohaselt h =

T 2
2 2 ] T S
X X 1 +x E y I
0 0 | | FEA 4, i
1 1 64
& 5 b i 752942 | 1505884
4 16 16 17 i
1 1 & ! HE T
s i S o e 6.4 | 64
2 ; 4 245 l 5 : |
8. %0 64 !
A B S hoa SR B e 5,12 | 1024
4 16 T |
1 1 3 i)

2=2, 2, | o
: | 2504942 | 37,698 84

228



Antud integraali llglkaudseks vddrtuseks saame seega trapets-
valemi jargi

1
3-25,049 42 = 3,131:18
ja Simpsoni valemi jargi
1
PR 37,698 84 = 3,141 57.

Vorreldes tulemusi integraali tédpse vdartusega

4dx 1 ' 1
f 2=4arctanx| —-4( 0) e ==3141592...,
g 14-x -

ndeme, et Simpsoni valem andis peaaegu sama arvutustéoé juures

palju tdpsema tulemuse kui trapetsvalem.

XII. Arvutada

+o00
dx

Y 0+9rx

Lahendus. Lopmatu ulemlse rajaga paratu integraali
definitsiooni pohjal on

~+o00

ek e

1 (I+x)7x N»+°° EDT X

i d
Viimases integraalis teeme muutuja vahetuse ¥ x = ¢, —f_— == 24,

V=x
mille puhul uuteks rajadeks tulevad 1 ja Y N:
” " .
d 2dt v YR Pyl
f £ _=f =2arctant| ‘N=2arctan1/N——2
1 (I+x)7y=x 1 142
Seega
<00
f__iix__ li (2 /N 1)_21‘_ AP, o
=== Hm arctan y 5 )=235-3=%

g (L4 Hevepen

XIII. Uurida, kas pdiratud integraalid

4
%) f ”;3:-1 dx ja b) f(ﬂ—Qarctanx)dx

koonduvad voi hajuvad.
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Lahendus. Integraali a) puhul rahuldab integraalialune
funktsioon vorratust

xyax—1 xyax 2

x3 41 X3 ?3

Seega on tingimus (10) tdidetud (M =2>0, m——> 1), nii

et paratu integraal a) koondub.
Integraali b) puhul vaatleme piirvdartust

] : 7 — 2 arctan x

A= lint x™(x—2arctan x) = lim —————

x—>+00 x—>+00 P S

m > 0 puhul ldhenevad viimase murru lugeja ja nimetaja nul-
lile, nii et 'Hopitali reegli jargi

A="lim BT R lim

xX—>+o00
/

Jérelikult on 1 —m. >0, s. t. m < 1 puhul A =0, m =1 puhul
A =2 ja ja m > 1 puhul piirvddrtus ei eksisteeri. Seega on inte-
graal b) tingimuse (12) jargi hajuv (m =1, A=2>0).

XIV. Leida .

dx

xyln?x :

o L 04

Lahendus. Et x=1 on integraalialuse funktsiooni 16p-

l '
matuskoht ja — <1 <e, siis on antud integraal pératu. Lahu-

tame ta kaheks, nii et I6pmatuskoht oleks liidetavaile iiheks
rajaks, ning arvutame molemad liidetavad pératu integraali
definitsiooni alusel méaadratud integraalide piirvaartustena:

e —f 2idig

x]lnﬁx 4 ,\}’ln“’x 1. x¥In*x

dx d ;
—lim [ sx_—!-limf = (e>0).
) .
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i ] dx ; a7y
Asendus Inx = u, = du annab

1
dx du ik us Y
f 3 = f3_=_/u 3du=—1-+C=3}/lnx+C
xVIn2x Y u? ol 2 4 ;
Jérelikult

e

RN 1 e f (PR 1

1 xYIn2x e

e

—{—1i_r:10[33‘.y’lne—33i/ln(l +é&)]=0—-3-(—1)4+3-1—0=6.

XV. Veenduda, et integraal

1 sin—
X
! 3
o Tx
koondub.
Lahendus. Et 0<<x <1 puhul
‘sin—l— 1
0 —2|g—,
| Vx Yx
1
{11 (
Sl —
siis on pératu integraal S _x [ dx tingimuse (13) jargi koon-
| ¥x i
0
1
|
sin —
1 P 4
duv (M =1, me== < 1). Seega on integraal S‘ N dx abso-
. x

luutselt ja jarelikult ka harilikus mdttes koonduv.,

Miiratud integraali definitsioon ja omadused.
Newton-Leibniz'i valem

1265. Arvutada antud integraalid integraalsummade piirvair-
tustena, jaotades integreerimisvahemiku vordse pikkusega osa-
vahemikeks ja vottes integraalsummade liikmetes funktsiooni
véaartused osavahemike alguspunktides:

1 b
1) fxdx; . 2)-fe*dx,
0 a
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Ulesandeis 1266—1275 arvutada Newton-Leibniz’'i valemi abil
antud méadratud integraal:

Tt
2 & 2
1266. fx-"dx. 1271; f B S dx
14 04 d
s X <
1267. [ yxdx. 1272, [ —2—,
1 , o 147142
k11 n
1268. fcosxdx. 1273. _/xsinxdx.
0 -7
1
2 d 32‘ 5x2-+3
L el W | S
0 Y1—ux2 2 21
n
1 %5 o
X
1270. f(x—ex)dx. 1275. fm

Leida antud piirvddrtus méédratud integraali abil, vaadeldes
piirvddrtusmargi alust avaldist sobivalt valitud funktsiooni
integraalsummana teatavas vahemikus:

1276. 71‘1_{1( + e +"_l)

+

1277. lim( IR

n-41 n-42 n+n)
1* 2k ...+ nk
1278. lim g e (k> 0).

n-»oco kL

1 (n—l)n
1279. lim7(51n—-+sm—+ e L N B e )

n—»oco

|
1280. 11my—"

n—>o0

1281. Kas Newton-Leibniz’i valem on rakendatav integraalide

1
dx

1

x2
o

5
o) [ i xdx
0
arvutamisel? Miks?
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] Pha x3+t ; ¥
1282. Leida funktsiooni y = dt tuletis kohal x =0
L+e
0

ja kohal x = 1.
Avaldada:
x? ex
1283 d sint 5 d f Int d
3 . dt. 1285. = : I
1 2 -
x? i
4. — "sinetd = [inta
1824. 7, sin tdt. 1286. i Intdt.
—x x*

1287. Leida maiéiratud integraalide
10 Y B
1) f(x—5)dx ja 2) [Y9—=x2dx
5 0

védrtused, kasutades integraali geomeetrilist tdhendust.

1288. Veenduda ilma algfunktsiooni leidmata, et antud
integraalid on vordsed nulliga:

1 2
1) [ (x®*—x)dx; 3) [ (xx —exInx) dx;
-t 1
2 n R RCERELALN
2) J2*dx; 4) [sinx-Y1+4 x2dx.
2 -1

 1289. Otsustada antud integraale arvutamata, kas nad on
positiivsed voi negatiivsed:

3

1 -2
t
1) fxze—xdx; 2) f =8 dx; = 3) fxcosxdx.
8.

X
—10 —4&

1290. Otsustada, kumb antud kahest integraalist on suurem,
ilma integraalide védartusi leidmata:

.00 | 2 2
1) fYxdx ja fx*dx; 3) finxdx ja = [Inxdx;
0 0 1 i
2 2 1 i
2) fx2dx ja f2dx; 4) [Pm=dx ja [2¢dx.
1 1 0 0
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1291. Hinnata antud méiratud integraale:

1) fex’dx

X
1-}~x2 ; 3) -/ 104+x °
10

: e
1292. Leida antud mdiratud integraalide [f(x)dx puhul &
o1

(a<&<b) nii, et [F(x)dx =[(£) (b—a):

T

3 % PR 2
1) [ x%dx:i 2)i fYxdx; 3)if cosxdx.
TR 0 :

T

Funktsiooni f(x) integrahlkeskmiseks vahemikus a < x < b
b

1 ¢
nimetatakse arvu s ° ff(x)-dx. Leida antud funktsiooni

_ integraalkeskmine antud vahemikus:

: ,
1203, f(x)=-— 1<<x<8.

Vx?

by

1204, f()="1—, 1<x<4

Yz
1205. f(x)=sinxcosy, 0<x<+.

X pLayy
106 Fla)yak——osi Dz 2 15,
g ¥4 —x2 i

5
1297. Arvutada ff(x)dx, kui

[51 % kui x<20,
e Kt Oies S =9
|l 6—x kui 2<<x.

i298. Arvutada ff(x)dx, kui
3

R
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1299. Arvutada

1) szgx_udx; 2) fvé?)s_Zde; 3) [ (12— 4|+ |x]) dx.

Arvutada antud joontega piiratud kujundi pindala:

1300. y—4 — x2 y=0. 1303 y=x2, y=Jx.
1301. 2= 12x%, x=3. 1304. y==x{x—1)2, y—=0.
1
1802, ¢y = e e
y Lk, Y= 1305. y = 1_sz,x_O
y==0. y=0x=1.

oy

1306. Leida t60, mida teeb x-telje sihiline ja suunaline joud F
jou rakenduspunkti nihkumisel punktist x = 1" punkti x4, kui

jou tugevus avaldub jou rakenduspunkti koord1naad1 funktsioo-
nina kujul F = 3x2 — 2x.

1307. Vedru venitamiseks 1 cm vorra tuleb rakendada joudu
1 kG. Leida t606, mis kulub selle vedru venitamiseks 4 cm vorra.

1308. Vedru pikkus pmgevabas olekus on 20 cm. Joud 10 kG

venitab vedru 2,5 em vorra pikemaks. Arvutada t66, mis kulub
selle vedru venitamiseks pikkuselt 25 cm pikkuseni 35 cm.

Muutuja vahetus ja ositi integreerimine

1309. Selgitada, kas antud méaratud integraalis on lubatav
niidatud muutuja vahetus, ja kui on, siis teostada see vahetus:

f dx 1 j‘ dx ¢ "
b 14227 Wi 4)0 1+ sin?x ’ A

2
AV ex
2) fol—xzdx, X =—=si5) f—;—dx, ex =1,
0 1

i1
+1

3) f]/cosxdx, cosx =12; 6) f]/l+x3dx, B =t
0 R 2
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Arvutada médératud integraalid, kasutades muutuja vahetust:

14
: 3
P
1810. [ —dx. 1815. [ cosxsin®xdx.
1 0
2 In2
1311, [ eyet ldx. 1316. [ esyer —1dx.
0 0
1 d 1 d
X
2 [ AR LYY M
o 14 et
T
£ :
X —
1313, Ofm 1318. Of 2Y1—dx.
2 &
1314. [ 4w 1319. [ wy@Lodr.
0 0

Arvutada méiratud integraalid, kasutades ndidatud muutuja
vahetust:

| 8

1320. fV:i_xdx, X = a.cosi.

X
0

X arcsin x

Y1—x2

1321. dx, =arcsifix =1

sin 2x

1322, dx,- tan?x = .

cost x 4+ sin*x

bl: o\blg Q\N[-—-

sinx 4 cos x .
1323. !mdx, sinx —cosx = 1.

In2

1324. fVex—ldx, ex— 1 =1¢"
£
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Arvutada ositi integreerimise teel:

F14
2
1325. f xsinxdx.
0

1326. x2cosxdx.

1327. arcsin xdx.

j
!

1
1328. fxarctanxdx.
0

Arvutada:

dx
1333. b/.m;m

1

1334. [ xe-=dx.

1335. f
0

i

1
x2dx
1336. Jm')—a

dx
1337. e &
‘o[ x+y1—x?

E1 1

2
1329. f e*sin x dx.

0

1

1330. fln(gc—i— 1)dx.
0

1331. f In® x dx.
1

1332. f Y a2 — x2dx.

k11
1338. fx3sinxdx.

0
k11
2
1339. f sin®x dx.
0

1340.
= x241
4

44 3x2.1 |
f———~3x+x+ dx
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Miidratud integraali ligikaudne arvutamine

Arvutada antud mdéératud integraali ligikaudne viirtus tra-

petsvalemi abll, jaotades integreerimisvahemiku n osavaheml-
kuks: A

1343. _/ x3dx, 'n=4. 1345. f tanxdx, n=>5.
0 0,4 "
! 1 . 3
ex €2 :

1344. /}7 dx, . n==5. 1346. 6f PR 12,

) I

Arvutada antud maéaratud integraali llglkaudne -vaartus
Simpsoni valemi abil, jaotades integreerimisvahemiku 2n osa-
vahemikuks:

5
1347. [ yxdx, n—2. ' 1349, de—
1

e

sin x g
1348. Of > T b 1350. Of e~ dx, n!=5.

1,2 ? Y
1351. Arvutada Simpsoni valemi abdl [f(x)dx, kui funktsioon
0
y==f(x) on maaratud tabeliga
x 10,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2

_|o765 0671 0567 0455 0340 0224  0.110

1352. Arvutada _/—— trapetsvalemi ja Simpsoni valemi abil,

jaotades mtegreerlmlsvahemlku kiimneks osavahemlkuks ning
vorrelda tulemusi antud integraali tdpse viddrtusega In2 =
= 0,693 14718 ... .

1

!

N P
1353. Arvutada ligikaudselt f[7) 14 xdx, kasutades funkt-
1 ; <

2
siooni ¥ 1+ x teise astme Taylori valemit kohal x = 0, ja hinnata
tulemuse tdpsust jdakliikme kaudu. Vorrelda hindamisel saadud
vea iilemmééira Newton Leibniz'i valemi abil leitud tegeliku
Veaga YEw ol B
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.; i x ¢ %
1354. Arvutada ligikaudselt f—s—l:—dx, kasutades funktsiooni

0
sin x viienda astme Taylori polﬁnoomi kohal x = 0.
1355. Arvutada ligikaudselt fe?-x—x’ dx, kasutades integraali-

aluse funktsiooni viienda astme Taylorl poliinoomi kohal x=10.

Piratud integraalid

_Ulesandeis 1356—1365 arvutada antud lopmatute rajadega
paratu integraal:

“+o0

T
1356. f sl 1361, [ xe=dx.
Y : o
00
1357. fe—?-”dx. 1362. fxl‘e—x’dx.
: 0
d ' &
T i 1363, [ e-=sinxdr.
1 Vx Ly 0
2 ' A =% i
X g ! x s
1%&_fku4. | 1%¢;[X%;DT.
:7'00 dx e f Inx
e [ et/ g

Leida x-telje ja antud joontega piiratud kujundi pindala:

1 1
1366. y — S e ) 1368,y =, % =13
1+ x2 xYx+1

- ' : Vx

1. e A0 1500 g2

Ulesandeis 1370—1377 uurida antud integraali koonduvust
(ilma iildintegraali leidmata):

-+00

dx
1370. f 2+1 137]'0'/T*_T
xYx
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+00

sm?x dx
1372. fl 2 1375. ./;———-——_.
3 1! 3x44ayx
= dx
1373. fxlnx' 1376. f ax,
¥ Yl+x3
x arctan x 1
1374. f————dx. 1377. fsin—;dx.
o Vi+x ¢ pieiic

Uurida, kuidas oleneb antud paratu integraali koonduvus
parameetrist &:
<400

dx arctanx
1378. e 1380.
/ Y14 f s
+0o d >,
X X
1379. ;[W 1381. ;/.l—i—xzdx'
Arvutada paratu integraal tokestamatust funktsioonist:
i
d ;
U e 1386. [ xinxdx.
S ! .
e <
X
1383. f i 1387. f e
Sl : xInx
1 12
xdx xdx
K384 o g 1388. f =
. FI—¥ 0 Yx2—4
n
2 p 2
xXax
1385. f o 1389. fxcotxdx.
§ Y Ko } 0

Leida antud joontega piiratud kujundi pindala:
1390. y=—Inx, x=0, y=0, x=1.

1
B —, = 0. 0 =
Y=
1
31992,y — st
sz—x
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Ulesandeis 1393—1400 otsustada, kas antud paratu integraal
koondub vo6i hajub:

i 0o 2+47Vx
1 2
dx
1394 f3 -~ 1398 f‘l'
0 Yx2—xd
1 1 d
dx X
1395, [ - 1399, [ —
o Yi—Pyi—2 ke |
T
- d —El i
1396. | ’ AT U et
1 Y@—x)P(x—1) o Vx
1
sin x
1401. Toestada, et integraal / e dx koondub, kui n << 2.
0
+00
b d . . . xm
1402. Kuidas oleneb integraali 5[ - dx koonduvus para-

meetritest m ja.n?

Toestada, et antud integraal koondub absoluutselt:

+o0 1
‘f sinx 1 sin—
1403. g, - A
[ iy 1405. [ ——dx.
0o Vx
+o00 l 1
cosx-Inx X —si
1404, [ 220E toe. [ 1208 4
s o 0 x3-]/7

16 Korgem matemaatika I



§ 14. MAARATUD INTEGRAALI RAKENDUSI

Kui funktsioonid f(x) ja g(x) on vahemikus a << x < b pide-
vad ja selles vahemikus f(x) = g(x), siis on joontega y—f(x
== Rx) c—a ia uv—0>5 piiratud kujundi (joon. 65) pind-
ala

S = [ 17— gx)1dx. (1)

Parameetrilisel kujul antud joonega x=@(¢), y=1(f), sir-
getega x=a, x=2>0 ja x-teljega piiratud koverjoonelise trapetsi
pindala S avaldub kujul

B.
= Jyidt, (2)

kus a =@ (a), b =@ () ning vahemikus a < ¢t << g on ¢(f) =0
¥ (t) pidev, ¢(t) pidevalt diferentseeruv ja ¢’ (¢)= 0.

Kui funktsioon f(@) on vahemikus ¢ << 6 << § pidev ja mitte-
negatiivne, siis avaldub joonega ¢ —f(@) ja poolsirgetega 6 = «,

6= p piiratud koverjoonelise sektori (joon. 66)
y“
3 B
¥ &
Z s i
a &%[) X
\\‘pq./
Joon. 65 Joon. 66
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pindala S kujul
p
1
s=~ [ e2de. (3)
27

Vahemikus a <<'x <<b pidevalt diferentseeruva funktsiooni
I(x) puhul on joone y=f(x) kaare pikkus punktist
abstsissiga a punktini abstsissiga b

-y A SRR ;
s= [Vl+y?dx. . (4)

Kui @(#) ja 9(f) on vahemikus ¢ << ¢ < g pidevalt diferent-
seeruvad funktsioonid, siis avaldub joone x—=—g(?), y=1(t)
kaare pikkus punktist, mis vastab parameetri viirtusele /= a,
punktini, mis vastab parameetri vdartusele = g, kujul

s= [VET . (5)

Polaarkoordinaadistikus avaldub joone ¢ = (@) kaare pikkus
kujul

; e ,
s = [Vo*+ 0?d6, (6)
o

kus ¢=/f(6) on vahemikus a << 6 << f pidevalt diferentseeruv
funktsioon ning @ ja g on kaare otspunktide polaarnurgad.

- Kui funktsioon f(x) on vahemikus a << x << b pidevalt diferent-
seeruv ja f(x) = 0, siis on joone y=f(x) punktide [a; f(a)] ja
[6; f(b)] vahelise kaare poodrlemisel iimber x-telje moodustuva
poordpinna pindala

b b AN Y, B
S=2xfyds=2x [y}l + y2dx. (7)

Kahe paralleelse, x-teljega ristuva tasapinna x—=a ja x==b
vahel asetseva keha ruumala V avaldub tema x-teljega ris-
tuva loike pindala S =S(x) kui x pideva funktsiooni kaudu
kujul

b
V= [S(x)dx. (8)

a

Eriti on joontega y = [(x), x=a, x="5b, y=0 piiratud kover-
joonelise trapetsi poorlemisel iimber x-telje moodustuva podrd-
keharuumala

b
V=ufy*dx. , 9)
Punkti sirgjoonelisel liikumisel hetkest ¢ = a hetkeni =g
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kiirusega v ='v(f) [v(f)=0 ja pidev vahemikus e <t << g}
kdidud tee pikkus on

s = fﬂv(t)dt. (10)

x-telje sihis ja suunas mojuva pidevalt muutuva jou F = F(x)
poolt vahemikus a << x << b tehtud t66 on

A'ss fFla)ds. ) (11)

Joone y=f(x) kaare massikeskme koordinaadid aval-
duvad kujul

b
[V F PP SyVT+ 92 dx
= j=—————, (12)

S S

SRR
kus a ja b on kaare otspunktide. abstsissid ning s = [ V1 + y"2dx

on kaare pikkus.

Kui vahemikus a <x<<b on f(x) > g(x), siis avalduvad
joontega y={(x), y g(x) x=a ja x=2» piiratud kujundi
massikeskme koordinaadid kujul

b

b
fx[f(x)—g(x)]dx —;—f [F2(x)—g*(x) ] dx

£ : : . . (13)

kus S on kujundi pindala.
Kui vahemik a<<x<Cb on jaotatud n osavahemikuks
i< x<<Xiy i=0, 1, eo., n—1, Ax;i = x344— x;, funktsioon
f(x) on vahemikus a << x << b pidev ning arv Q on esitatav

<
l

n—14
summana Q = 3 AQ;, kus

1=0
AQ;= [[(&) + ai]Ax;, (14)
nii et x; < & << %41 ja max |a] — 0, kui max |Ax] — 0, siis
b
Q = [f(x)dx. (15)
Niiteid

I. Arvutada joonega
9y? =x(3—x)?
piiratud kujundi pindala.
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Lahendus. Et antud joone vérrandis y esineb ainult ruu-
dus, siis on joon siimmeetriline x-telje suhtes. Joone vérrandi
vasaku poole mittenegatiivsusest (42> 0) jdreldub, et joone
punktidel x = 0, s. t. joonel ei ole punkte vasakul pool y-telge.
Joone IoGikepunktideks x-teljega saame vorrandist x(3 —x)2=0
x=0 ja x=3. Avaldades joone vorrandist y, saame

1 et S e 2
gy B—x)Yx= yx~—3—x]/x ja Y= —]/x—;-gx]/x, mis
esitavad antud joone x-telje suhtes siimmeetrilisi harusid. Esimese

§° ti g PaL
- ——Jx = j , millest nahtub, et koordi-
2yx 2 202
naatide alguspunktis on joone puutujaks y-telg, punktis (3; 0)
moodustavad joone puutujad x-teljega nurgad 150° ja 30° ning
vahemikus 0 << x << 3 on joone ordinaadi maksimaalseks viartu-

haru puhul ¥ =

2
seks if == Y mille ta omandab kohal x = 1. Nende andmete jargi

on voimalik antud joont dige tdpselt skitseerida (joon. 67).

Joon. 67

Ulesandes noutud pindala S on jarelikult joonega y=
i S ¥
= }/x—-é—x]/x ja x-teljega piiratud kdverjoonelise trapetsi kahe-

kordne pindala. Et selle trapetsi aluseks on vahemik 0 << x <C 3,
siis on noutud pindala

S=2ﬁ( V?——-L—x}’?)dx:2[%x]/x——-l§-—§—x2}/x_]30=
0

=2(2V§—— 623—) =—§—v—.

245



Tulemus on kooskélas joonisega 67, sest vaadeldav kujund

4
asetseb ristkiilikus, mille alus on 3, korgus ja pmdala seega 4,

873 2Y3

moodustades viimasest somveteim O,

II. Arvutada joontega y=1-44x —x? ja y—3x*-+1 piira-
tud kujundi pindala.
. Lahendus. Antud joontest on esimene (kui ruutfunktsiooni
graafik) parabool, mille telg on paralleelne y-teljega; see para-
bool avaneb y-telje negatiivses suunas ning ta haripunkt on
(2; 5). Teise joone saame funktsiooni y = x* graafikust, korru-
tades koik ordinaadid kolmega ja liites neile iihe. Antud joonte
loikepunktide abstsissideks saame vorrandist 1-+-4x —x2=

4 2
=it X —0 X —-1lija X3 == = o Loikepunktid on seega
; 4 55
£0; 1), (1 4) (_E; ——9—). Skitseerides antud jooned

(joon. 68), ndeme, et nendega piira-
tud kujund koosneb kahest osast.
A Vasakpoolse osa pindala on valemi

Y (1) jérgi
s,=f°[3x3+ 1 —(1 4 4x —x2) Jdx=

—4
3x4 X330 160

i SRR Y S L
o R 2x2 4 = F; 5

ja parempoolse osa pindala

Sz=}[1 +4x—x2—(3x3+ 1) Jdx=

ER. ¢ X8 3x‘ 11

& 1 X = [ 2x2 — = T
Kogu kujundi pmdala on seega
. 160 11 937

Sl Koo s e T ol T

~ 2,89.

III. Arvutada  joonega o=
=a(l +cos®) piiratud kujundi
pindala.

Lahendus. Joont ‘pg=a(l--
-+ cos ) nimetatakse kardioidiks.
Selle skitseerimiseks uurime joone
Joon. 68 jooksva punkti polaarkauguse ¢
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muutumist olenevalt polaarnurga 6 muutumisest. Kui &
kasvab nullist z-ni, siis kahaneb cos® --1-st monotoonseit
—1-ni ja polaarkaugus ¢ jarelikult 2a-st nullini. Polaarnurga 6
suurenemisel z-st kuni 2z-ni kasvab p 0-st 2a-ni. Et seejuures.
cos(x + @)= cos(x —a), siis on vahemikele 0 <O < ja
7 < O << 27 vastavad jooneosad, s. t. iilal- ja allpool polaartelge
asetsevad osad, polaartelje suhtes siimmeetrilised. Polaarnurga &
edasisel ~muutumisel liigub punkt (¢; ) juba vahemikus
0 < @ << 22 kirjeldatud joont mooda. Jarelikult on kardioid:
0 =a(l 4 cos O) joonisel 69 toodud kujuga.

8=0
23

B=1

Joon. 69

Kardioidiga piiratud kujundi pindala on eelnenu pohjal kaks:
korda suurem poolsirgetega ©® =0 ja @ = & piiratud koverjoone-
lise sektori pindalast. ' Valemi (3) kohaselt on seega kogu noutud.
pindala

k14

1 ; S
S=2-§fg2d8=j a*(1 4 cos ©)2dO =
0 0
=a2_/(1+2c059+c0529)d9:
0

\u o\a

1 -+ cos 26
(l—{—?cos@—l———;—)d

a2

3 1
== 4% (?—{— 2005@+—2—c0529)d9=

0
- § s .3
v=a2[39~—{—25in9—i—151n26]0=—2-na2.
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IV. Leida joonega x*- y?=3axy piiratud kujundi (nn.
LCartesiuse lehe) pindala.

Lahendus. Et kdesolevas iilesandes on joon antud nii-
-suguse ilmutamata vorrandiga, millest muutuja y avaldamine on
tiilikas (nouab kuupvorrandi lahendusvalemi kasutamist) ja
annab integreerimiseks vdga keeruka avaldise, siis tuleb koige-
pealt teisendada joone vorrand kas parameetrilisele kujule voi
polaarkoordinaadistikku.

Antud joone parameetriliste vorrandite koostamiseks votame

3at

-y = tx. Joone vorrandist saame siis X34 £x% = 3afx?, x = T
at?

ja jérelikult y =-——. Valemi (2) kasutamisel tuleks seega

148

S : E £2(1—28%)
integreerida funktsiooni yx = 9a2

(1 +t3)3 ’ mis n6uaks jé"e palju

arvutustood.

Uleminekuks polaarkoordinaadistikku votame antud vorrandis
X=pc0s O jay=psin 6:

0° cos? O -} g sin® @ = 3ap? cos O sin O,

millest taandamisel p?-ga saame joone vorrandiks polaarkoordi-
naadistikus

3acos 6 sin @
g cos® O +sin3 @ °

Kui asendame selles vorrandis @ nurgaga %—6, jddb p muutu-
matuks. Jdrelikult on vaadeldav joon siimmeetriline sirge y=x

suhtes. @ suurenemisel nullist —Z—-ni kasvab p avaldise lugeja

3 3
(-Q—asin26) monotoonselt nullist —2—a-ni. Et o avaldise

nimetaja tuletis 3 cos? & - (—sin O) + 3 sin? O cos O =
= 3 sin O cos O (sin & —cos ®) on vahemikus 0 << O << % nega-
tiivne, siis p nimetaja kahaneb selles vahemikus monotoonselt

1
ithest vdadrtuseni — . Polaarkaugus p jarelikult kasvab vahe-
Y2
T

3ay2
mikus 0 << @ g; monotoonselt nullist kuni ;’

-ni. 6 lahene-

3
misel o nimetaja nullkohale R kasvab |g| tokestamatult. Jare-

likult on joonel sirgega y= —x paralleelne asiimptoot. Saadud
andmete jargi on vaadeldav joon skitseeritud joonisel 70.
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Joon. 70

Jooniselt ndhtub, et noutud pindala on niisuguse kdverjoone-
lise sektori pindala, mille ddrmised polaarnurgad on 0 ja i;—..
Siimmeetria tottu voib otsitava pindala leida ka kui polaar-
nurkade 0 ja % vahelise sektori kahekordse pindala. Valemi (3)

jérgi on seega

n 1
- %
1 9a2 cos? O sin? 6 tan? @ de
S F— ] 2 N el B 3 8 3 9(12 . ¢
2 g (cos® @ + sin® ©)2 - (14 tan®@)% cos?6

0

Viimase integraali arvutamiseks on ilmselt otstarbekohane kasu-
tada asendust 1 - tan®®=u, mille puhul uuteks rajadeks oms
3tan2 6@

cos? @

1 ja 2 ning d® = du. Ulesandes noutud pindala on seega:

2./?du b 172 . 1 3 A
§'=—3a '—uz—=3a[——;]1=3a (—?—{—l):—(z—a.
1

V. Arvutada 1 ndites antud joone kinnise osa pikkus.
Lahendus. Siimmeetria tottu voib noutud joone kinnise osa.

SR s
pikkuse s leida kui joone y—_—‘]/x—gx}/x punktide (0;0) ja

(3; 0) vahelise kaare kahekordse pikkuse (joon. 67). Valemi (4)
1 (1—x)2

rakendamiseks arvutame y’ = S e - e R B e et
2% % 4x

. Jarelikult

4x + 1 —2x -+ x2 (1+x)2
4x e 4x
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3 3
—— (1+x)2
s=20f_]/l+y_2dx=20fV Y- dx =

3

e f(]%_-{—}/x)dx=.[2]/_x—+§x]/x]zf—_4]/3.

0

VI. Leida astroidi

X=='acostt,
y=asin®¢
pikkus

Lahendus. Kui antud joone parameetrilistes vorrandites
paigutame ¢ asemele —t, siis jddb x muutumatuks, y aga asen-
dub —y-ga. Jérelikult on joon siimmeetriline x-telje suhfes. Kui
paigutame / asemele (& — {), siis jdab, vastupidi, y muutumatuks,
x aga asendub —x-ga. Seega on joon ka y-telje sulites siimmeetri-
line. Kogu joone pikkus on jarelikult 4 korda suurem ta I vee-
randis asetseva kaare pikkusest. Selle kaare kirjeldab joone

4
jooksev punkt parameetri ¢ muutumisel O0-st —2—-r1i, sest siis x

kahaneb a-st nullini ja y samal ajal kasvab nullist a-ni
(joon. 71).

Antud joone parameefrilistest vorranditest saame

X = —3a cos?tsin t, y=3asin?t cos ¢

Joon. 71
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javalemi (5) jargi

19 a

2 a
s=4f‘ V§+y2dt=4_[]/9a2cos’*tsir12t+9azsin‘tcosztdt= /
0 0
T - =

=
2
RO NS ; cos 2t J2
= l2a0f]/cosztsm2tdt=6a6/:sxn?tdt:Ga[— 3 ]0 =

=6a<—;——|—%) = 6a.

VIL. Leida kardioidi o — a(1 - cos @) pikkus.

Lahendus. Jooniselt 69 nahtub, et kardioidi iilalpool
polaartelge asetseva osa otspunktide polaarnurgad on 0 ja z.
Et kogu kardioidi pikkus s on siimmeetria tottu selle osa pikku-
sest kaks korda suurem, siis on valemi (6) jirgi

s=2 Ve+o7d6 =2 [ Yai(I 1 cos 6+ (—asin§)?d6 —
0 0

n
—2 [ Y11 2c0s6F o6 sin? 6116 —
0
; s e

n

n R r TR g i B =
=2a(f Y2(1 —|—c038)d9=2a(;/1/4c0523d6=4af cos;d9=

0

b
=8asm§

k14

o = 84,

Midrkus. Kui leida korraga kogu kardioidi pikkus

2n L Ak oN
fad -ty C]
s:f}’gz—i—g’?dG:athlcos?—Q—dG,
0 s

siis tuleb tdhele panna, et

C]
2cosj, kui 0 <0 < o,

6 6
4cos?—=2]|cos— | =
: - B -—QCOS?, kui << 0 < 2
ja seega 3
e ! 27
6 6
s=af2cos7d6—{—af—2cos—o—d8.
0 et a’ ¥
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Seda asjaolu arvestamata saaksime kardioidi pikkuse asemel
21

6 6 |2n
af2cos—-d6=4asin— =4a(0—0)=0.
OJ 2 20 Lg

VIIL. Arvutada 1 ndites antud joone kinnise osa péérlemisel
gamber x-telje moodustuva poordpinna pindala.

Lahendus. Joonise 67 jargi kujundab ndutud podrdpinna
deigglt s B
joone y=}/x—§x]/x punktide (0; 0) ja (3; 0) vaheline kaar.
¥
i
3 2Yx 2
X ;
rrE Seega saame valemist (7) noutud pindalaks

S 9 f(l x x2)d x2 x3 13
= JZO 2—{—3——"6— x=.ﬂ[x——3———9— o=3.77.'.

(T S i AR
V ndite jargi on y}/l—i—y’2=(]/x———x]/x)(
3
1

w| %

IX. Arvutada tsiikloidi

x=a(t—sint),
y=a(l —cos )

iihe kaare poorlemisel dmber x-telje moodustuva péérdpinna
pindala.

Lahendus. Antud parameetrilistest vorranditest jareldub,
et tsiikloidil on joonisel 72 nididatud kuju. Tsiikloidi ithe kaare
otspunktidele vastavad parameetri ¢ vaidrtused on 0 ja 2.
Valemi (7) rakendamiseks parameetrilisel kujul antud joonele

tuleb temas asendada ds = Vi2+ j2dt ja rajadeks votta poord-

Yy
t=T
t=0 t=27 iy
Y4 2ax X
Joon. 72
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pinda moodustava kaare otspunktidele vastavad parameetri vaar-
tused. Antud joone puhul on

x=a(l —cost), ye=asinit,

R ] 1— t
X2+ 2 =a?(1 —2cost -+ cos?t + sin?t) = 4a2—2c£—=

t
o a2 1 2-—-.
= 4a?sin 5

Et integreerimisvahemikus 0 << ¢.<< 27 on sin—Q- =0, siis

11 21 : 4
BRI Sk ; t
S=2n6/ka2+yzdt=2ﬂ(fa(l—cost)V4a2sin2?dt=

2n p 25
t t
m= 87za2fsin3?dt= 8na2f( l—coszg) sin -2—dt.
0 0
. .. - t .o . .
Kui siin votta cos— =u, siis on sm—-Q-dt=—2 du ning uued

rajadon 1 ja —I1.

Seega

S zf 24 2 sz
= —16za (I —u?) u——leza[u—3 e

1

64
- ——16::(12( —1 —{——3——— 1 —|—'3—) =’5—7taz.

X. Leida kardioidi p=—a(l - cos®) poorlemisel iimber
polaartelje moodustuva péérdpinna pindala.

Lahendus. Kui pooérdpinha meridiaan on antud polaar-
koordinaadistikus vorrandiga o=—/f(®) ning ta otspunktide
polaarnurgad on « ja 8, siis teisendub valem (7) kujule

b I3 Zrdc s
S=2xfyds =2n [psin OV + 0"2d6.

Kaiesoleva iilesande puhul on rajadeks ar—O ja B=wmx (joon. 69)

ning VII néite jargi on Ve? -}—?—2(1005? Seega on noutud

pindala

11
. 6
e 2:1/ a(l 4+ cos 9)5in6-2acos;d6 ==
0
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n 0

6 6 ¢
==11670° bf cos4~2—sin—2-d6 =S —32na21f_ whdu =
0 32
LT 2 —— el s 2
== 32;/za 2 W 87 naz,
X1. Arvutada kahe péordsilindri l6ikumisel moodustuva keha
ruumala, kui silindrite teljed léikuvad risti ja molema silindri
raadius on r. ?

Lahendus. Joonisel 73 kujutatud keha OABCD ruumala
moodustab iihe kaheksandiku sellest ruumalast, mida iilesandes

us

o
Joon. 73

noutakse. Votame x-telje 1ébi silindri telgede l6ikepunkti O risti
molema silindri teljega. Keha OABCD loige KLMN, mis on vde-
tud punktist O kaugusel x risti x-teljega, on siis ruut kiilje pikku-

sega MN = Jr?—x2 Loike KLMN pindala on seega S(x)=
=r? —x2% Ulesandes néutud keha ruumala V on jarelikult
valemi (8) kohaselt

; X3 qr 16
P 2 x2 Himes e et —_ 3
V_SJ(r x)dx_8[r2x g L

XII. Arvutada ringjoone péérlemisel iimber tema tasapinnas
asetseva sirge moodustuva ronga ruumala, kui péorleva ring-
joone raadius on a ja ringi keskpunkti kaugus péordeteljest on b,
kusjuures b > a.
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La}_lugnQus. Olgu péordpinna telg voetud x-teljeks ja aset-
segu poordpinda kujundav ringjoon xy-tasapinnal keskpunktiga
#-teljel (joon. 74). Ringjoone vorrand on siis x2-(y — b)2 = a2.

Y
[ I"z
\ ' /
~J
//
b,
S
B sy e~
7
7/
¥
F
o
e |
I
Joon. 74

Ronga ruumala V on leitav ringjoone {ilemise poolega

y=0>b+7VYa2—x% ja alumise poolega y=>b—)a2—x* ning
sirgetega x= +a ja y==0 piiratud koverjooneliste trapetsite
poorlemisel = {imber x-telje tekkivate poordkehade ruumalade
vahena:

+a = i o +a T :
V=uaf(b+7Va2—x®)2dx—a [ (b—Ya2—x?)2dx—
+a

=0t (b2—}—2b]/a2—x2—|—a2—x2—b2—}—2b1/a7;7—a2+

—a

" LRt
+ x2)dx = 4xb [ Ja?— x%dx.

Kui votame viimases integraalis x = a sin ¢, siis dx = a cos ¢ ning

4 4
uuteks rajadeks saame et | L et Noutud ruumala on seega
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i +—’1

1 4 cos 2t
V = 4aa% f cos? t dt = 4za%h f —=

2 2

== 27za2b[ t+4

sin 2t

2
] = 2x%a2b.
Pl L

2

XIII. Leida tsiikloidiga -

x=a(t—sint),
y=a(l — cost)

ning punktide (0; 0) ja (2na; 0) vahelise x;telje loiguga piiratud
kujundi poérlemisel iimber y-telje moodustuva keha ruumala.

Lahendus.

No6utud ruumala V on kahe koverjoonelise tra-

petsi poorlemisel iimber y-telje tekkivate poordkehade ruumalade

vahe. Esimest néist trapetsitest
piirab tsiikloidi kaar punktist
t=2g punktini { =z ja leist sa:
ma tsiikloidi kaar punktist =0
punktini =z (joon. 75).

Kui poordkeha teljeks on
y-telg ja poorlevat trapetsit pii-
rav joon on antud parameetriliste

Joon. 75

Seega

L2 vorranditega, siis  teisendub
. poordkeha ruumala valem (9)
kujule
]
— b I
@

n n n 0
V=ua[x2gdt —x [ x2)dt = a ([ x2ydt + [ x2ydt)=
2n 0 2n n 2

0 0
= [ X2y dt = qa® [ (t —sint)2sintdi =
21 21

0
= qa® [ (2sint — 2¢sin?¢ + sin®¢)dt =
2n

0 0 0
=qa®([sintdt —2 [tsin2tdt + [sindtdt).
27 27 2n

Viimasest kolmest integraalist arvutame kaks esimest ositi inte-
greerimise teel ja kolmanda asendusvottega:
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0
_/ 2sintdt — —t2cost

0
0
S +2ftcostdt=
21

2n
0
0 0
=4n% 4 2(¢sint 2n—fsintdt)=4yz2+2cost oy = 4%
21
0 0
t sin 2¢ 0 ' t sin 2¢
in2 e 5 s 3 &i: e Ty
ftsmtdt_t(2 y )2_1 f(2 * )dt_
2n 2n
i # cos 2t 0 :
= —27% — T+ g = —27% + 7% = —an2;
0 0
_/sin”dt: f(l_coszt)sintdt— —cost+ g 0'—0
o 21 : % 3 T

No6utud ruumala on jérelikult
V= wa®[4a? — 2(—na?)+ 0] = 6a%a3.

XIV. Leida poolringjoone y = ya?— x> massikese.,
Lahendus. Siin y’ =‘£‘x‘_—_,  E R o Sl B e j._ , pool-

Va2 —x2 Ya2—x2

ringjoone otspunktide abstsissid on —a ja a ning pikkus s = za.
Jarelikult on valemite (12) jéirgi selle poolringjoone massikeskme
koordinaadid

2
Noutud massikese on seega (0; ;a). Tulemust ¥ = 0 oleks voinud

ka arvutamata ette ndha, sest antud poolringjoon on siimmeetri-
line y-telje suhtes.

XV. Leida 1 ndites antud joonega piiratud kujundi massikese.

Lahendus. Et vaadeldav kujund on siimmeetriline x-telje
suhtes (joon. 67), siis §=0. I nédite jargi on selle kujundi pind-

8V3 Lo T - i 5 T L 4
ala i B Kujundit piirab {ilalt joon y=1/x—§)/x ja alt y=
=—]/7—}——;i]/—3c_. Adrmised x véirtused on 0 ja 3. Jdrelikult on
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vaadeldava kujundi massikeskme abstsiss valemite (13) jérgi
3

e sv?f x[(Vx——'f_ﬁ)—(_v—x—+3i ;)]dx—
— (] L L]
5 (18Y3 18Y3 9
=4V§< g piay )=7

9
Noutud massikese on seega (7; 0 )
X2 2

XVI. Elliptilise paraboloidi & 1+ 57 = 22 kujuline anum, mille

korgus on h, on tdidetud veega. Arvutada t66, mis kulub selle
anuma tihjakspumpamiseks.

Lahendus. Jaotame vahemiku 0 << z << b n osavahemikuks
ja avaldame kogu noéutud t66 A selle osa AA;, mis kulub vaadel-
dava anuma tasapindade z=z;
ja z=1z4; vahelise osa tiihjaks-
pumpamiseks.

Olgu z;; — 2, =Az; ja antud
elliptilise paraboloidi kohal z z-tel-
jega risti voetud tasapinnalise
16ike pindala S(z). Et S(z) on
niisuguse ellipsi pindala, mille
poolteljed on a2z ja b )2z, ning
ellipsi pindala on ta pooltel-
gede korrutise s-kordne, siis
S (2) = 2nabz. llmselt leidub z; ja
2+ vahel selline z véartus ¢;, et
tasapindade z=2; ja z=2
vahelise paraboloidiosa ruumala
ja temas sisalduva veehulga kaal
on S(¢;)Az. Edasi on t66 AA4; ilm-
selt suurem toost, mis kulub
raskuse S(¢;)Az; tostmiseks korgu-
sele h— z;y, ja vidiksem toost,
mis kulub sama raskuse tostmiseks korgusele 7 — z;:

(h— 2i11)S (&) Az < AA; < (h—2) S (8i) Az
Jarelikult leidub z; ja 24, vahel niisugune ¢, et A4;,=
= (h—¢')S(&i)Az ehk, et (h— )= (h— &)+ (&i— L), siis
AA;=[(h— ) S (&) + ailAz,

ai="(&— ¢S (&).

Joon. 76

kus
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Et S(Z)

on tokestatud ja | — ¢’ < Az, siis max|Az]— 0 puhul

ka max |a] — 0. Seega on (15) jirgi

Ulesa
pindala:

1407.
1408.

1409.

1410.
1411.
1412.
1413.
1414.

1415.

1416.
1417.

1418.

1419.
1420.

Leida

1421.
1422,
1423.

1427.

1428.

+Vy=
1429.

h h
A= [ (h—2)S(2)dz = 2zab [ (hz — 22)dz —
0 0
8 hz? 28 Jh 1 i
= 2l 7——?— A ) 'Eﬂabh 3
Tasapinnaliste kujundite pindalade arvutamine
ndeis 1407—1420 leida antud joontega piiratud kujundi

y=06x—x2 y=0.
y=Inx, y=0, x=2.
1 x2

L P Saerap

fe= x2 D=t

ye=3x2—x, y—8x-—=6.
y=23x2— 12x, y = —x2 -} 8x — 24.
Y =2x+}4, x=0.
y2=(47x)3,x=0.

y2= lx—x’ L]

Y2 =2x, 27Ty? = 8(x —1)3.

X2=1—x,x=0.
(1l —x)

2
y—arcsinx, y=arctanx, x2—1=0.
ye=chx, y=shx, x=0, x=1.

= arecos x, Y =

antud joone kinnise osaga piiratud kujundi pindala:
4(—#°) +x*=0. 1424, x84 22 — y2=0.
P =x*(2—x). 1425. x* — x2 4 y2=0.
et S b 1426. x*— x3 -+ y2=0.

x2 y2
Arvutada ellipsi 7—}—7 = 1 pindala.

Arvutada koordinaattelgedega ja parabooliga Vx4
Y a piiratud kujundj pindala.
Parabool y?2=6x jaotab ringi x2-} y2= 16 kaheks

osaks. Arvutada molema osa pindala. -

1430.

Hiiperbool x2 —2y?=1 jaotab ringi x%-} y2=14 kol-

meks osaks. Arvutada nende osade pindalad.

e
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Leida antud joonega ja selle asiimptoodiga piiratud kujundi
pindala:

Py

1431. y = T 1433. 42 =
3
1432, y = xe—* 1434. 2 = A
14x

1435. Arvutada joone y? = -x2 kinnise osaga ning selle

joonega ja ta asiimptoodiga piirattzi kujundite plndalad

1436. Leida x-teljega, joonega x =V{—1, y=7y£—1 ja
sirgega x = 2 piiratud kujundi pindala.

Leida antud joone kinnise osaga piiratud kujundi pindala:

1437. x =38, y=3t — £.

1438. x= — 1, y=1 —1

1439. x =2t — 2, y=21>2— £.

1440. Arvutada tsiikloidi x=a(f—sint), y=a(l — cost)
ithe kaarega ja x-teljega piiratud kujundi pindala.

1441. Arvutada astroidiga x=acos’, y=asin®f{ piiratud
kujundi pindala.

1442. Arvutada joonega x=a(2 cos t — cos 2¢), i
=a(2sint — sin 2¢) piiratud kujundi pindala.

1443. Leida joonega p=tan® ja sirgega 8=; piiratud

kujundi pindala.

1444. Leida joontega o=sin® ja g = cos @ piiratud kujun-
dite iihise osa pindala.

Arvutada antud joonega piiratud kujundi pindala:

1445. ¢ = a sin 36. 1448. g —acos 6 4 b(b = a).
1446. p? = a2 cos 26. 1449. p = a(cos @ + sin 6)
1447. o = a cos 46. 1450. p? — a(cos O -} sin O).

Arvutada antud joonega piiratud kujundi pindala, teisendades
joone vorrandi eelnevalt polaarkoordinaadistikku:

1451. (x2+ y?)2=a?(x2 —
1452. (x%2+ y?)® = 4a’xy (x> — y2)
1453. (x2 —{— y?)2 = a%x? + b%y?
1454. (x2 + y?)2 = 2a2xy.
Kaare pikkuse arvutamine

Leida antud joone kaare pikkus punktist abstissiga a punk-
tini abstsissiga b:

1455. yzy?Z, a=0, b=4.
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i X2 In x
1456. = gerud= == e
1467. y—=chx,a—0,b=1n2.
/4

1468,y == He0S X g = Uil =

1459. Leida joone y = arcsin x + 71— 2 pikkus.

1460. Leida astroidi x%—}— y% == a% pikkus.

1461. Arvutada joone y2=—§—(x— 1)3 selle kaare pikkus, mis

asetseb paraboolis y2 = %

1462. Lelda parabooli y = x2? selle kaare pikkus, mis asetseb
ringis x2 4 y? = 6.

1463. Arvutada joontega y =In(l —x?) ja y=1In ( 1 —%)

piiratud kujundi {imbermaot.
1464. Leida funktsiooni e* graafiku kaare pikkus punk-
tist (0; 1) punktini (1;e).
1465. Arvutada joone x=a(cost- tsint), y=a(sint—
—tcost) kaare pikkus punktist = 0 punktini { = z.
13
1466. Leida joone x = 2, y = t——3— kinnise osa pikkus.

1467. Arvutada tsiikloidi x=a(f—sint), y=a(l —cost)
.iihe kaare pikkus.
(]
1468. Arvutada joone o =a sir13—— pikkus.

1469. Leida joone g = 2r sin @ pxkkus
1470. Arvutada Arhimedese spiraali p = a® kaare pikkus poo-
lusest esimese tdispoorde 1opuni.

1
1471. Leida hiiperboolse spiraali ¢ =& kaare pikkus punk-

1 1
tist o =2, & =+ punktini o =, 6 =2.

1472. Leida logaritmilise spir—aali o = e—° kaare pikkus punk-
tist o = 1, ® = 0 pooluseni.

Poordpinna pindala arvutamine

1473. Arvutada parabooli y?=4x koordinaatide alguspunkti

ja punkti (3; 273) vahelise kaare poorlemlsel iimber x-telje
moodustuva p6érdpinna pindala.

1474. Rongaspind tekib ringjoone podrlemisel iimber oma
tasapinnas asetseva sirge, mis ei 16iku ringjoonega. Avaldada
rongaspinna pindala, kui poorleva ringjoone raadius on a ning
ringjoone keskpunkti kaugus poordeteljest b.
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1475. Ringjoone kaar, mille raadius on r ja kesknurk 90°
poorleb {imber oma otspunkte iihendava sirge. Arvutada tekkiva
poordpinna pindala.

1476. Leida joone 8y?=x2— x* kinnise osa poorlemisel
timber x-telje moodustuva péoérdpinna pindala.

1477. Arvutada joontega y==x3 x=1 ja y=0 piiratud
kujundi péorlemisel {imber x-telje moodustuva péordkeha tiis-
pindala. -

1478. Arvutada sinusoidi y = sin x punktide (0; 0) ja (a; 0)
vahelise kaare poorlemisel iimber x-telje tekkiva pdodrdpinna
pindala.

1479. Arvutada tangensoidi y=tanx punktide (0; 0) ja

/2
(—4-; 1) vahelise kaare poorlemisel iimber x-telje moodustuva

poordpinna pindala.
2

1480. Arvutada ellipsi x2+—y4—=1 poorlemisel iimber y-telje

tekkiva poordellipsoidi pindala.
1481. Arvutada joone x=-etsinf, y= e’ cost punktide #=0

ja t=% vahelise kaare poorlemisel {imber x-telje tekkiva poord-

pinna pindala.
1482. Arvutada iilesandes 1481 antud kaare poorlemisel
imber y-telje tekkiva poordpinna pindala.
1483. Leida astroidi x=asin3f, y=acos®t{ poorlemisel
iimber x-telje moodustuva péordpinna pindala.
1484. Arvutada tsiikloidi
x=a(t—sint),
y=a(l —cost)
ithe kaare poorlemisel tekkiva poordpinna pindala, kui poorde-
teljeks on
1) x-telg;
2) selle kaare x-teljega paralleelne puutuja;
3) selle kaare siimmeetriatelg.
1485. Arvutada joone 2= 2a2cos26 poorlemisel. timber
polaartelje moodustuva podérdpinna pindala.
1486. Leida joone p== 2rsin @ pooriemisel {imber polaartelje
moodustuva péérdpinna pindala.

Ruumala arvutamine

Rt
1487. Arvutada parabooliga y*> = 2px ja sirgega x =~ pii-

ratud kujundi pdérlemisel iimber x-telje moodustuva p&ordkeha

ruumala.
x2 2

1488. Arvutada ellipsi ;—l—%:l poorlemisel iimber x-telje
tekkiva poordkeha ruumala.
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1489. Arvutada joontega y=x? ja y?=x piiratud kujundi
poorlemisel iimber x-telje tekkiva pdérdkeha ruumala.

1490. Leida sinusoidi y = sin x {ihe kaare poorlemisel {imber
x-telje tekkiva péordkeha ruumala.

1491. Arvutada joontega y=sinx, y=1, x=0 piiratud
kujundi poorlemisel timber y-telje moodustuva poordkeha ruum-
ala.

1492. Leida joontega y=2x —x? ja y=0 piiratud kujundi
poorlemisel iimber 1) x-telje, 2) y-telje tekkiva poordkeha ruum-
ala.

1493. Leida joone 9y?>=x(3 —x)? kinnise osa poorlemisel
1) iimber x-telje, 2) timber y-telje tekkiva poordkeha ruumala.

1

1494. Arvutada joone Y= poorlemisel {imber oma asiimp-

x?
toodi tekkiva poordkeha ruumala.

1
1495. Leida joontega y = s 0 ja x = 1 piiratud kujundi

(x > 1) poorlemisel iimber x-telje moodustuva poédrdkeha
ruumala.

1496. Leida joontega y = -xlT (k>0), x=0,x=1jay=0
piiratud kujundi pdérlemisel iimber x-telje tekkiva podrdkeha
ruumala.

1497. Arvutada paraboloidi 2+ y2=2z ja kera x?+ y*+
-}~ 22 = 3 iihise osa ruumala.

1498. Leida kera x4+ y2-+22=a? ja koonuse x2-4 y?2—
— 22=0 iihise osa ruumala.

1499. Leida tsiikloidi x=a(t —sint), y=a(l —cost) iihe
kaare poorlemisel iimber x-telje tekkiva poérdkeha ruumala.

1500. Leida astroidi x = a cos® ¢, y = b sin® { poorlemisel iimber
y-telje tekkiva poordkeha ruumala.

Joon. 77 Joon. 78
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1501. Tasapind, mis ldbib poo6rdsilindri pohja diameetrit ja
moodustab pohjaga nurga a, eraldab silindrist joonisel 77 nai-
datljéi keha. Arvutada selle keha ruumala, kui silindri raadius
on R. :

1502. Keha pohjaks on ring raadiusega a ja ta kiilgpinna
kirjeldab ruumis liikuv sirge, mis 16ikab risti pohjaringi iihe dia-
meetriga paralleelset, pohja tasapinnast kaugusel 4 asetsevat sirget
ning pohjaringjoont (joon. 78). Leida selle keha ruumala.

1503. Muutuva raadiusega ring liigub nii, et ta keskpunkt
nihkub modda ringjoont x% - y? = r? ringi tasapind on risti x-tel-
jega ning liikuva ringi piirderingjoone iiks punkt libiseb piki x-telge
(edasi-tagasi). Arvutada ringi sellisel liikumisel kirjeldatava keha
ruumala.

1504. Arvutada elliptilise tiivikoonuse ruumala, kui ta
pohjadeks on ellipsid pooltelgedega A, B ja a, b ning korgus

on h.
2

¥ ooz
1505. Arvutada elliptilise paraboloidiga -+ 7:=2x ja tasa-

pinnaga x = h piiratud keha ruumala.
i X2 2 22
1506. Arvutada iihekattelise hiiperboloidiga —- wrEsl
ja tasapindadega z=0, z = h piiratud keha ruumala.

Maiidratud integraali rakendusi mehaanikas ja fiiiisikas

1507. Leida ringjoone x? -4 y?> = a? esimeses veerandis asetseva
kaare massikese.

1508. Leida joone y = ch x punktide (—1; ch 1) ja (l; ch 1)
vahelise kaare massikese.

1509. Leida tsiikloidi x=a(¢{ —sint), y =a(l —cos ) punk-
tide (0; 0) ja (2za; 0) vahelise kaare massikese.

1510. Leida astroidi x=acos®?¢, y = asin®? teises veerandis
asetseva kaare massikese. X . :

X

1511. Leida ellipsiga oy %: 1 ja koordinaattelgedega pii-
ratud, esimeses veerandis asetseva kujundi massikese.

1512. Leida sinusoidiga y = sinx ning x-telje koordinaatide
alguspunkti ja punkti (x; 0) vahelise loiguga piiratud kujundi
massikese.

1513. Leida tsiikloidi x=a(f—sint), y=a(l —cost) punk-
tide (0; 0) ja (2xa; 0) vahelise kaarega ja x-teljega piiratud kujundi
massikese.

1514. Leida joontega y?=x ja y= x? piiratud kujundi mas-
sikese.

1515. Leida parabooliga yx+Vy=Va ja koordinaattelge-
dega piiratud kujundi massikese.
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1516. Leida joonega y? — ax® — x* piiratud kujundi massikese.
1517. Punkt liigub sirgjooneliselt kiirusega v = 6f - 0,04£3.
Kui pika teeosa kdib see punkt hetkest = 0 hetkeni /= 10?

1518. Sirgjooneliselt liikuva punkti kiirus on v=te--0’0“?‘

Kui pika teeosa kéib see punkt hetkest # = 0 kuni peatumiseni?

1519. Arvutada t66, mis kulub vedru venitamiseks 6 cm vorra,
kui joud 1 kG venitab seda vedru 1 cm vorra.

1520. Leida t66, mis on vajalik keha tostmiseks maapinnalt
korgusele A, kui keha mass on m. ;

1521. Kera, mille raadius on R, asetseb vedelikus. Leida t60,
mis kulub selle kera vedelikust viéljatostmiseks, kui vedeliku ja
kera tihedus on 1.

1522. Leida t66, mis kulub koonusekujulise, tipuga allapoole
asetatud veemahuti tithjakspumpamiseks, kui anuma kérgus on A
ja pohja raadius r.

1523. Leida t66, mis on vajalik horisontaalse teljega silindri-
kujulise veemahuti tithjakspumpamiseks mahuti peal asetseva
avause kaudu, kui mahuti pikkus on [ ja 1dbimoot 2r.

1524. Keha sirgjoonelise liikumise seadus on x= 83, kus x
on ajavahemiku ¢ jooksul kdidud tee pikkus. Arvutada keskkonna
takistuse iiletamiseks kuluv t66 keha liikumisel punktist x= 0
punktini x=3, kui keskkonna takistus on vordeline kiiruse
ruuduga.

1525. Liikuva kolviga silindri 14bimoot on 20 cm ja pik-

kus 80 cm. Silindris on gaas 10 rohu all. Arvutada t66, mis

cm?
kulub konstantsel temperatuuril selle gaasi kokkusurumiseks kuni
ruumala kahekordse vihenemiseni.

1526. Homogeense varda mass on M ja pikkus /. Leida joud,
millega see varras tombab temaga iihel sirgel, ldhemast otsast
kaugusel a asetsevat materiaalset punkti, kui viimase mass on m.

1527. Arvutada vee rohk vertikaalsele poolringikujulisele sei-
nale, kui poolringi raadius on a ja ta diameeter asetseb vee
pinnal.

1528. Vastavalt Torricelli seadusele voolab vedelik anumast

kiirusega v =7 2gh, kus g on raskuskiirendus ja & vedeliku
nivoo korgus avausest. Leida aeg, mis kulub vedelikuga tdidetud
vertikaalse silindrikujulise anuma tithjendamiseks anuma pohjas
oleva avause kaudu, kui anuma 1dbimoot on 1 m, korgus 2 m
ja avause 1dbimoot 1 cm.
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ULESANNETE VASTUSED

2. 1) Punktist A(3) positiivses suunas; 2) punktist B(—4) negatiivses
suunas ja punktis B; 3) punktist C(1) positiivses ja punktlst D(—3) nega-

tiivses suunas; 4) punktide E(—2) ja F(3) vahel. 3. 1) MN = 5, |MN| = 5;
2) MN = —5, |MN| = 5; 3) MN = —4, |[MN| = 4; 4) MN = —9, |[MN| = 9.

; 1
41) QE) 2) Q=i 3) Q=12 4) QO Ja Q4. 5 1) % 2)
11 7 1 5\
3) ——; 4) —514-2y6. 6. Pl( 2), Pz(—2),P3(—§), P4(1>,P5(5  Pa(d),

P7<£). 1.-B(=2). & C(~3). % 1)1; 2) —1—+—’1; 3) LA (—2; 0)
2 P A 4.2

ja (0; 3). 12. (—7; —3), (7;3) ja (7; —=3). 13. 1) y=0; 2) x=0;
3) x=uy; 4 x<0; 5 x>0, y<O0. 14. A(0; 0), B(2; 0), C(3; V3),
D(2; 2V3), E(0; 2Y3), F(—I; V3). 15. 1) |AB|=5; 2) 13; 3) 572
16. 184872 17. (14; 0). 18. (0; 5). 19. (l%; 2). 20. K;(—2; 2), n =2

4
K3 (—10; 10), r = 10. 21. 1) tana:z, sina=€, cosa = — 4 ; 2) tang = —3,
- 3 1 3 3 2
sing=———, cosg =——;3) tang=—, sine=——, cosa=———.
Y10 V10 2 V13 313

200V 1) @ == 48 2) e = 210%  8)iia=315%" 2F i tanid =.3; tanB=7 ja
3
tanC=E. 24. (—1; 5). 25. (1; 14). 26. (1; 3) ja (—1; 2). 27. (—1; 4).

1072

28. (—1; 1 29. (5; 3). 30. —. 31 —7 32 —5 Y13 j —5 5. 387
5 gl 1 - ot | 1 i g . a : :
( ) ) 3 3 2 g 2

13
34 1) 26: -2) - F2;5:8) " 25.:i36:: 3.:: 86.. 32,5.. " 87:°5. 38, (055}, (0; ——7—)
39. Ci(—2; 2), Cao(—5; 2). 40. 12. 4L x =¥ —2, y =y +7. 42. A(=3; 4),
x,_yl xl+yl o -VSxI_y/
B(3; —1) ja C(—5; —3).43. 1) x = e e G B S oo s s

V2 V2 2
i § ’ X '3_/ _Exl_*_yl :
y=_?v_y; 3) x:_j;v—y, y=._1_é_—.;.4) x=y,y=__x/.

4. A(3Y3; 1). 45. M(—1; —y3), N(—I1; ¥3). 46. 1) O'(—I; 2v2)
15x"+4-8y’ 8x—
a=315% 2) 0'(3;—2), a= 180" 47. x = ————+8, y——r 4.
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3¥2 7y 8\~ 5 7 7
48 —— o) 49| 27 )} 51, -5 R Tk
(Fi=5) @ (2—3) sm(a5e). m(s5) m(=-7)

N(S — ) 52. 1 K(2 ——a); 2) K{ 3sin—;——). 53 3|/ —4Y3. 54. 10
= ) B2, ; ; ) - 99, B o
. 6 ) 3 ) ) ( ¢ 12 4) 5 ;

i 1 CRE 3 M 5 )
55.A(2;2V3),B(—2;2),C(L;———). 56. A( 3;—n),5(2;~yi ,C(S;—n
2 ¥ 2 6 4

57. (Y3—3; 4). 58. B, C ja E. 59. 1) (—1; —2); 2) (=3 —14) ja
(5, —14); 3) (0;-1); 4) (1+V2 0) ja (1—y2 0); 5) (% 1) ja
(—2; —7). 60. 1) (—2; 7); 2) ei loiku; 3) (3; —3) ja (—3; 3); 4) (2; 1),
(=2 D2y —1) ja i(=20-—1); 62; x—Tyg+2=0,-88. 22424210y
+21=0 64 4x43=0, 4x—3=0. 65. x24+y2—x—y=20. 66. A, C

ja D. 67. 1) (%ﬁ;%); 2) (2;0); 3) (4;%—:&) .69. (3Y3;0) ja (5V3;0).

1 5
N 12871 gg—ﬁgcos<6——4-)+5=0. 72. 0= ————— . 73. o*—
F 1
cos(@——)
3
802c0s20 = 9. 74 . 75. 1) 2) 0? e
—8p2 cos =9 L= — 3 = = g
o 5 4—3cos @ ) e ) e cos 260
3) g=-——p——; 4) p>=10a%c0s268. 76. 1) y=a; 2) x*+4 y?= 2ax;
cos (6 —a) -
3) 2l =8 4) y2=9+6x € i 1) 3x——-y+5=0, 2) V3x—y=0, 3) 2x+
8
+y—6=0; 4) x—y+3=0; 5) 3x+ 2y —12=0. 78. 1) k=2, b=—-3—;
2
S vl 10 bl DR Rl i W Sl
y+7=0 8L (I;—7) ja (411). 8. a=44, b=—I1, k=25 83. 12

84. 10x+y+13=0. 8. 1) (—5;3); 2) sirged langevad iihte; 3) sirged ei
loiku; 4) (2; —5). 86. 1) Risti; 3) paralleelsed; 5) risti. 87. Paralleelsed,

4
kui k=——9-, ja risti, kui k=7. 88. 4x —7y+ 26=0. 89. 3x+ 2y + 1=0.
90. 1) 2x—5y—26=0; 2) 3x—y—13=0; 3) x—y—7=0; 4) 6x—
—y—22=0. 91. (3; 2). 92. (5; —3). 93. 1) 45° 2) 0% 3) 60° 4) 90°
94. x—5y—11=0jabx+y—3=0.9. 17x+y—15=0 ja 13x+4 11y 4+

< g B
+9=0. 96. oy ja —7. 97. Vorrandid 1), 5) ja 6) on sirge normaal- -

3 4 12 5
vorrandid. 98. 1) —;x-{—;y—l =0; 2) ——-x+ﬁy——2=01; 3) —x—

13
1 o
—5=0; 4 —sx———y=~1=0 90 1) p=72, a=145 2) p=2
yi0 Y10 ¥
a=120% 3) p=>5, a=180° 4) p=23, a=90°. 100. 1) 1; 2) 87; 3) V5;
4) 6. 101. 48. 102. ——. 103. 6. 104. LGikavad 1) ja 3). 105. 1) 25; 2) 3;
Y17

3) 05. 106. 1) 2x+2y—7 =0 ja 4x—4y+3=0; 2) 26410y —19=0 ja
10x—24+13=0; 3) (2—7V13)x+3y—2(14+7V13)=0 ja (2+7VI3)x+

+3y——2(1——l/—l_3—)=0. 107.(—7—; 0), (—5; 0). 108. 2x -+ 3y 4 26 = 0,
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2x 43y —26=0. 109. 3x+4y+20=0 ja 3x+4y—10=0. 110, 9x 4
+5y—7=0. 111. 29x4-26y—21 = 0. 112, x—4y—14=0. 113. (—1: 3).
4. x+y—6=0 115 1) 12x—6y+5=0; 2) 65x+ 17y + 17 = 0.
116. x4+5y— 16 =0 ja bx—y—2=10. 117 4x —3y—20=0, y+4=0.
118. S =4, 4x+y—22=0. 119. (0; 3), arctan2. 120. 3x+4y— 15— 0,
12x — 5y +3 = 0. 121. C(—3; —9), x4+ 2y — 8 = 0. 122. (—1; 4). 123. x+y—

11 9
—8=0,x— 11y 4+ 28 = 0. 124. 0,4. 125. (-—8— _E) 126. (0; 6), (—l; 1—23—)
127. Sirgete paar: 16x —8y 4+ 19 =10 ja 26x +2y —1 = 0.
128. (1; —10) ja (3; —4). 129.- . (8;- 5) ja (—37; 45).

1
130 x+y—4=0, x—y—6=0. 131. (—3; 3). 132, 3x—4y+1=0,

8x—6y—9=0.133. x+4y—4=0. 134. 4x 43y —27 =0, 3x —4y — 14 =
= (. 135. x—4y—3=0. 136. 4x—3y—21=0, 12¢x+5y+11=0.
137. 1) x4+ 42 =25; 2) x>+ y?—4x+6y —3=20; 3) 24+ y2—6x+ 8y = 0;
4) x4 y2+4x— 10y + 11 =0. 138. x24 y2—4x+ 16y +52 = 0. 139. x2+
+y2—10x+6y+25=0. 140, x2+ y2—8x— 24y +35=0. 141. 224 y2+
+8x—8y+4+16=0, x4 y2+ 40x —40y +400 = 0. 142. x24 y?2—30x -+
+ 10y —70=0. 143. 2x2+2y>—1ly—23=0. 144. x>} y2—4x— 8y +
+ 10 =0. 145. x2+4 y2—6x—8y =.0.  146. éc?+y2+6x+2y——31=0,

4 2
¥4+ y?—12x—5=0. 147 (x—5)?+(y+§)=13, (x+13—1)+(y_

142

—3) =13. 148, x>+ y> —30x —46y + 34 = 0, 5x2+4 542+ 10x + 10y —

—6=0. 149, 2x242y2+4+3x—y—5=0. 150. x24+y2—6x+4 12y —5 =0,

x>+ y?+4x—58y+45=0. 151. x24+y2—10x—10y4+25 =0, x24 y2+

+6x—22y 4+ 105=10, x>+ y>?—6x—38y+4+345=0, x2+4 y2—22x— 26y +

+ 265 =0. 152. x24 y2—6x— 10y +24 = 0, x2+4 y2+ 74x — 90y + 504 = 0.
2

153. 1) Ringjoon, K(0; —3), r = 3; 2) punkt (2; —1); 3) ringjoon, K(E;—l ),
4 A
r=§; 4) kujunditu; 5) ringjoon, K(4; —2), r =27 5. 154. A asetseb ring-

n
joonel, B viljaspool ja C seespool ringjoont. 155. T 156. (4; 1), (4, 7),

(—2; 7) ja (—2 1). 157. 2V 5. 158. }65. 159. 3x2+ 3y2 — 2x + Ty — 27 = 0.
160. (1; 1). 161. 1) (3; 0) ja (—1; 2); 2) sirge puudutab ringjoont
punktis (5; 5); 3) sirge ja ringjoon ei 16iku; 4) (5; 0) ja (4; 1). 162, 3x —
—4y—6=0. 163. (2; —5). 164. (—2; 8). 165. x2+ y2 - 70x + 44y —
—212=0. 166. 1) 3x>+3y>+ 24x — 12y —4 =0; 2) x>+ 42+ 10x — 6y —
—2=0; 3) 724+ T7y*+ 16x+ 12y +4=0. 167. x+6y—4 =0 ja x —6y —
—3=0. 168. 3x—4y—14=0 ja 3x—4y+36=0. 169. 3x =4y =0.
170. 90°. 171. Ringjoon x2+ (y—5)2=16. 172. Ringjoon 2(x—5)5'~}-
2 2

o 11)2 = 101. 173 il SR Lo b e 8 1; 3) - +y2— I;
TRl gy e R R ek gt TR T
x2 y2 x2 gy x2 y? x2 2
4) —+—=1;, 5) —4+—=1 174 1) —+—=1; 2) —+4+—=1;

) 100+64 ) 64+48 ) 112+49 ) 12-*,_3

3) -5 y—2~1~ 4) i‘—2+y—2—1- 5) ch-1-"’2—1 in+5’3—1 175. 1) x—2+
13 g R CTBTRER R Tl C R 16
y2 x? y2 x2 y? % x2 y2

S Lot g e R R R L TR e e e e

5,76 ) 169+12O ) 84+28 ) 18+2
2 2 x2 2

5 —+—=1, —+4—=1. 176. 1) Poolteljed: a =5, b =4; fooku-
36 97 132 " 11



i g 25
sed: F;(—3;0), F2(3;0); juhtjooned: x = :i:—s—-; 2) a=13, b=5, F;(—12;0),

169 2 9
F»(12;0), Aty 3) a=3, b=175 Fi(—2;0), F2(2;0), xzi?,

12 ¥3 4 5 v
7. 1) e=—; 2) e =~ 3) Bl ) s=15—. 178. 5x2+9y2 — 20x —

—25=0. 179. 3x2+4 2xy + 3y? —4x —4y = 0. 180. 25. 181 3 jao. 182 6.

x2
183. 7x24 2xy 4 Ty + 46x + 2y + 71 = 0. 184. 1)—+——1; )—+’
36
2y? x2 y? x2 y? X2 42
t—=5 3 —+—=1 S = I; =1
75 9 25 N3 5 T 00 i Y
185. ‘1) Fy(0; —Y3), F2(0;73), ¢ =:ir§V3;2)Fd0w—%,FAm2L y = 4

3) F1<~—i;0), Fz(i;O), x=i3; 4) Fi (0, —4), F3(0;4), y=j:2—5.

15 15 12 4
186. 1)4(—:—; 4 \, (2; 3); 2) puutuvad punktis (—4; —1); 3) (2; 3), (—2; 3),
(2 —3) ja (—2% —3); 4) ei Ioiku. 187. 1) — 152 <k<y52 2) k=
=+752 3) k<—752 ja k>V52. 188. K(2 —1), a=2 b=73,
Pl 1), Fal3; —1).0 18950 — 18 = 0; By 5=, Lo 190. Kesk-

punkt: K(—1,5; 05); haripunktid: (25; 05); (—15; 35), (=55 05),
(—15; —25); juhtjooned: 14x+421—32Y7 =0, “l4x421432Y7 =0.

(x4 1)2 . (y—4)? 9(x —2)2
191. F,(4; —4), Fo(4; —6); 6. 192. =1, 193. meASEE
1 Lath ) 0. . 20 <
4)2 x2 2 x2 oy 2 g
+—__(y+ ) =1 09 1) —-—i=1; B R-me i ) RCOORIR
2 2 225 9 126 202 92 162
X X : = X Y
4) R R ¢ 1) i B 1; 2 ————y—=1; 3) ———=1;
63 49 36 16 144 112 64 36
4) it =1 196. 1) x y2——1- 2) f-|-y—2~1 197. 1) o
T ¢ g : o7 '8 : TEE T 3 g
2 5
2) —B—vs; 3) 2. 198. = 199. F,(—5; 0), Fa(5; 0), 5x +9.= 0, 8. oy
1
200. (+——; :t:V )— neli punkti. 201. x = 44, y = £+ —x. 202. 10V3
1/5 2
x2 y2 1
203. 3. 204. 5x2—y2—5=0. 205. 1) —— —=1; oY o il e
. ) 64+ ) 100+576
y? y? 161:2 9y2

+——l 206. 1) a=3, b =4

>——+—-1®——+—=

"~ 305
5
2) Fi(0; —5), Fa(0; 5); 3) e=—é-; 4) 3x+4y=0; 5) 5y+9=0.
y 2 : - : ;
207. ——~+~—= 1. 208. 1) (3 T) — sirge puudutab hiiperbooli; 2) ei
2 ]
lwm3)@;ﬂja(—'—?) @ 1, (& 1, & —1) ja
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(—4 —1); 5) ei Ioiku. 209. 24xy + 7y — 144 = 0. 210. xy —x+y+ 35 =
=0. 211. 1) K(—1; 3), Fi(—6; 3), Fa(4; 3), 5x—4=0, 5x+ 14=0,

4x+3y—5=0 4x—3y+18=0; 2) K(0; —3), F,(0; —3—75),

Fa(0; —3+7V5), ¥55y+3Y54+4=0 y5y+375—4=0, 2x4y+3=
=0, 2x—y—3=0; 3) K(I; —2), Fi(l; —15), Fa(l; 11), 13y+51 =0,

2
1By+1=0, 5x+4+12y419=0 5x—12y—29=0. 212 (_xé'z_s,)__
(y—2)2 (x—2)2  (y+1)2
i Ao MY SIS S — 1. 214, . 3
64 DT e ! 1) 2=6x; 2) y

14
=45%; ' 3) 4= 14x; 4) y>=10x; ' b) y2=—3—x. 215. 1) y2 = —8x;
2) x? = 3y; %) x2 = —12y, 4) x2 = 6y. 216. 1) F(3;0), x+3=
1
=0, 2) F(——S—; 0), 8x—3=0; 3) F(O; 7), 44+ 1=0; 4) F(0; —5),

13 L =y =

Yy—565=0. 217. FM =9. ' 218. FN=7. 219. (—6; 672), (—6; —672).
: ) 25 ) /16
220. 1) (3; —3) ja (3— 5); 2) sirge puudutab parabooli punktis 3—;4);
7
3) sirge ei 16iku parabooliga. 221. 1) H(1; —2), F( i _T) 4+4+9=0;
11 &
2 H(3-5) F&S), y—6=09 H1; 0, r(—= 6). 2r—1-0;
49

4) H(3:; 1), F(E; I_), 16x — 47 = 0. 222, H(6; —3). 223. Juhtjoon: x — y +

+5=0; 20 =16V2. 224. x2+ 2y + y? — ldx + 14y + 35 — 0. 225. 16x2—
— 24xy 4 9y> — 300x — 400y = 0. 226. 1) Ellips; 2) paar Ioikuvaid sirgeid;
3) punkt; 4) kujunditu; 5) paar paralleelseid sirgeid; 6) kahekordne sirge;
7) hiiperbool; 8) parabool; 9) kujunditu; 10) ellips. 227. 2x 43y —3 =0,

2x—3y—9=0. 228. = - 229. k> 2 ja k << —2 puhul esitab vorrand

ellipsit, &= =42 puhul punkti ning —2 <<k <2 puhul kujunditut joont.
230. £ >4 kujunditu; =4 punkt; 3 <<k <<4 ellips, mille fokaaltelg on
paralleelne x-teljega; k= 3 ringjoon; 0 << k << 3 ellips, mille fokaaltelg on
paralleelne y-teljega; k& = 0 parabool; k2 << 0 hiiperbool, mille fokaaltelg on
paralleelne y-teljega.” 231. 1) x=x"—1, y=y'+2; 2 x=x+1, y=
=y’ 4 1; 3) noutavaid valemeid ei eksisteeri. 232. 1) 45°; 2) 60°; 3) 63°26'.
x'— 3y’ 3x’ y/

‘ 233.x=-——t—y-, y=—'i— F

Yy ¥10 T
234. 1) x2+4 4y"2— 16=0; 2) x'2— y’2=0;

3) X2—y24y2x' —5=10. 235. 1) Hiiper-

)\ bool, mille keskpunkt on (—1; 2), fokaal-
'3 telje tous k=3 *ja kanooniline vorrand
L,\ X2 Y2
\\ % R e (joon. 79); 2) ellips, mille
o + T

/ 1 e Sl keskpunkt on (2; 3), fokaaltelje tous

1 X2 )
=—— ja kanooniline vorrand —+ — =1

Joon, 79 2 9 4
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!

. 3 1
(joon. 80); 3) parabool, mille - haripunkt on (1; 1), fookus (—2—, ——)
2

ja kanooniline vérrand Y2=2V?X (joon. 81). 236. Paralleelsete sirgete

1
¥ |

3t

5
p

Joon. 80 Joon. 81

paar: 2xr—3y+1=0, 2x—3y—2=0; 2) punkt (0; 0); 3) Idikuvate sir-
gete paar: x—7y—14=0, x+y+2=20; 4) punkt (0; —2); 5) kujun-
ditu; 6) kahekordne sirge: 3x —2y—1=0. 237. 1) x—5y =0, 2x—3y +
+ 1 =0 (loikuvad sirged); 2) 2x+ 3y —4 = 0 (kahekordne sirge); 3) x—
—3y+2=0, 2x—6y—>5=0 (paralleelsed sirged). 238. Parabool, mille

fokaallaius on aye, telg x—y =0 ja mis puudutab koordinaattelgi punk-
tides (a; 0) ja (0; a). 239. Fi(—2; —I1), Fy(0; 5), x+3y—4 =0, x+

1
+3y—6=0. 240. 2p=—, F(2,9; 1,95), 8x+4y—33=0. 241. 2x 4 y —

Y5

y10 5D 33
—5=10 (fokaaltelg), x—2% =0 e=——, F(2+7V2 1—27Y2),

e 273
Fa(2—72; 14+272). 242. Fokaaltelje vorrand on 2x —3y 4+ 1 = 0, asiimp-
tootide vorrandid x —1=0 ja 5x+ 12y —17=0. 243. 20 =272, x+y—
—2=0, H(l; 1). 244. 1) 46; 2) —26; 3) 0. 245. 1) I; 2) 4mn; 3) I
1
4) sin(@—p). 246. 1) x=2, y=-—3; 2) x=5 y=2 3) x=——7,
% 4) 1 : 5) (B ) in(p )
ook s ol = : X =cos(f—a), y=sin(f—a).
¥ 4 k—1 ' k—1 o -

247. 1) Lopmata mitmeselt lahenduv; 2) mittelahenduv; 3) iiheselt lahenduv;
4) a 5 =6 puhul iiheselt lahenduv, @ = 6 puhul 16pmata mitmeselt lahendug.

a = —6 puhul mittelahenduv;, 5) & = — = puhul {iheselt lahenduv, 2 = 7

- 2
ja | = —2 puhul 16pmata mitmeselt lahenduv, k=—-—2— ja %= —2 puhul
3C+4

mittelahenduv. 248. x =3—2C, y=C; 2) x = Y= r=0
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y=—2C. 249. 1) 32; 2) 6; 3) 0; 4) —2520; 5) —2400; 6) 6. 250. 1) 2a3;
2) 3klm —k*—P—m® 3) a®+ 6% 4) 224+ y?+224+1. 251 1) x =2,

: . 2) : 2 : 3 2 3 2
B et X =—, =—72=——; X =2 =-—9, Z=—21,
% 4 4 3 ¥ 3 ) §
Bi{n—=1 nn-+1
4) u=3, v=—2, w=2. 252. 1) 2; 2) 8; 3) 18; 4) (2 ); 5) (2+ )

253. 1) Ei, sest liilkmes on kaks tegurit kolmandast veerust; 2) ei, sest selle
liikme ~ indeksite permutatsioonis on kolm inversiooni, mistottu mirk ei ole

oige; 3) ei, sest lilkmes on kaks tegurit neljandast reast. 254. 1) —; 2) +;
3) —. 255. i=4, k=2. 256. 1) —20; 2) a?cd; 3) —280. 257. 1) 360;

1 4 1
2) —72; 3) 521; 4) 125; 5) —172. 258. 1) $= s =3 dm—is D) Ay

2
1 3 1
y=2,z=—§, u=-—3; 3) x=3,y=—§, R N S 259. 1) 2;2) 2;3) 3;4) 5.
18—C 3C—5 .
260. x=——7———, = , 2= C. 261. Mittelahenduv. 262. x=1+4C,

Y=20—8, 2=C—1, u=C. 208 x=0C,—Cy; =1—C;—C5, - 2=6C;,
=2, 0=="0q. 264, %, = 1= Cq % ——C;, % =—"C; %=2FL2Cs - %— Cs

' 1 2
265. Mittelahenduv. 266. Uheselt lahenduv: x=1, R Aper o v=0.
1 :

5
267. Uheselt lahenduv: x= —4, y=——z, z=2. 268. a=3,-b5~10. 269. Lahend

on iihene, kui a % 14 iga b puhul; mitmene, kui a = 14 ja b = 2. Siisteem

1
pole lahenduv, kui a=14 ja b5=2. 270. Kui a1, asﬁ——g, siis on siisteem

1
itheselt lahenduv, kui a=1 ja kui ff M % siis mittelahenduv. 271. x = 3C,

y=4C, z=11C. 272. x=2C, y=--3C, 2=5C. 273. x=y=z=0v=0.
274. £ =8C,—7Cs, y = —6C,+5Cy, 2 = C;, v = C,. 276, a=3 vbi a=—2.
276, y = —2x24+6x—3. 277. X224+ y2+4x+6y—12=0. 278. 2x2 4 2xy +
a by ¢
a; by ¢
X3 a; bz ¢
281. 1) (—3; 1; 0); 2yex(ersb s A)s 3) (05 ke 01 4) (—=3; 0; 0).
282. 1) (% 45 —2); 2) (% —y; 2);-3) (% —y; —2); 4) (—% —y; 2);
BY. iy dbgeiz).  TERS. 1Y 13709) B 86 S CTEBA M{eu6. Ay

285. 1) Yo*+2% 2) Ve?sin?6 + 2% 3) Vo?cos?6 + 22 286. 1) (o; 6; —2);

+ 3y?—4x 4 3y = 0. 279. =0,

11
1'=0. 280.

. iy
DY 5 ibps - 180° LBy 2}t S ) (o0 E 1805 ) . 9RE,  AGQYD 3" —3).

S5 S 2 U =
B(6; m; 8). 288. p = rsiny, & = @, 2 = rcosp. 289. A(—Q—; 21—; 3]”3).
290. a+b| =Ja—bl =10 201 [a—b| =30. 202. [a+b| =24. 23, AB_
1 G 1 %
=—2(a—b), BC=—(a+b) CD_—(b—a) DA-——(a—}—b) 294, AC—

=% +b AD = 2(a+b), AE — a+ %b, EC — a—b. 295. [a| — [b]. 206, a —
={—2 —1; 6}, b={6; —1; 4, c={6;: —3; 15}, d= {16; —2; 7}
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297. B(2; —4; 6). 298. K(2; 1; —4). 299 B(5; —1; —2). 300. (3; 1; —I),
(4 5 —3), (5 9; —5) ja (6; 13; —7). 301, (2 —1I; 3). 302. C(2: 0. —8).
303. B(1; —4; 2), lC(5; ——7]; 4). 304. (I; —4; 0), (7; —2; 2) ja (—5; 6; 4).
3
305. h = —,  l=— a=—b 306.a = —b —c.2307. 1) —24; —s 30.
e - u 3 ) 2) 2,3)
308. BA-BC=19. 309. 1) —3; 2) 0; 3)af+pp+pa—3 310. 1) 6
2) '7; 3) 3Y10; 4) 5Y6. 3i11. 1) 4;.:2).8; 3) 7; '4) —271; 5) —40.312./0.
— -~ 5
313 11 ja 2. .- 314, | g (RN § cosab=~2T. 316. 45°. 311, & = —=3;

318. 1) Moodustavad nirinurga; 2) paralleelsed; 3) risti; 4) moodustavad

- 2 1

teravnurga. 319. {—; —i —— - 320.. —4. 321. 6. 322. —— {15; —8; —4}.
i 3I 3 3 ¥ 305

323, a= —7 b + —7- {26; 25; 36}. 324. |a 31 b] ==3G. 325. |a X bj = 28.

7S i e b
326. 1) {5; 9; 17)}; 2) {—5; —9; —17}; 3) {85; 153; 289}. 327. sin ab =

MBI o T e 5

328. 1) 2Y77; 2) 0; 3) 125. 329. S =?v a?? + b%? + a2, 330, y—3— 331. 5.
: 2 6.3

332, + ST e 383 {2 6, 0). 334 24 335 130. 336, 48,

337. 3. 338. 11. 340. k=4, 341. 5x—2 +7z—9 — 0. 342. 2x— 11y +
+82=0. 343. 2—4=0. 344. 3x—5y+2z—38 =0. 345, (—3; 0; 0),

1 1 ;
(0; 7,5; 0) ja (0; 0; —5). 346. 12. 347. (-———4—; —3; ———4—) 348. x — 7y +

+4z43=0. 349. 8x+5y—2z+47=0. 350. x—22y+8z+475=0.
35l 3x—2y —32—2=10. 352. 5x—2z=0. 353. 1) Paralleelsed; 2) paral-

4 n
leelsed; 3) risti; 4) ei ole risti ega paralleelsed; 5) risti. 354. 1) -E; 2) :;
3) g 355. 2t +3y—z—1=0 356 7rx4y—1lz=0 357. x+ 3y
: +72—2=0. 358 6x—7y—1624+42=0. 359. x—=z—1=20. 360 5y +

x43 —1 2 x—2 +5 z2—1 x—3
+z=0. W Pats ned =_-, 362. e . 363. =
7 G The 3 2 o

—7 12 X x+1
5 ol el (BN § glint ST, ek R AT x =243,
6 —5 R 3 oK
73 v'39 944 o 29
y=4t+42 z=-5t 367. (0, —; ——). 368 x—7= s >
5 5 —2 3

1
369. x =3t+1, y = —é-t, 2= —t+4. 370. A, C ja D asetsevad, B ei asetse.

R R G N R e R AL S TS S G i
: 15 2 4 427

373. x__l: - yzg =zl"; ' s, —x=1-3:5—= 2'5—4. 375. x = 12t—1,y =

= 13f 4+ 1, z = —5¢. 376. %: y= -%. 377. v = 7, (—16; 10; 1). 378. x =

t ATIR. ]
=T7+12¢, y=—3—A4t, z=5-}18t. 379. x =4+—2-, g —5+§-, 2=7—2,
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13 Y427 5 Gy £ '
e d= o 380. 1) 8 2) 5 3) ¥38. 381. 2 382. 1) 3; 2) 25;

3) —. 383. 2. 384. Tx—y—4z+4'=0 ja 3x—1ly+82—10=0.
216
1 1 1 1 5 7 v
38.{ ——; ——; —— ) j s st e X—2Y—2—9=0 j
( PR 2)13(4’ 4’4)386x2y29°“’
; 7 =
x—2y—z+415=0. 387. (0; 0; 7) ja (0; 0; —6). 388. 1) ~—; 2) 6; 3) V3.
< : ; V5
389. 21. 390. . 3L 3xty—z=0. 302 AN It S

2
393. 2x—4y—32=0. 394 x—3y—22-418=0. 395 1) (=3; 6; 2);
2) sirge asetseb tasapinnal; 3) sirge on paralleelne tasapinnaga.
396. (2; —2; —2). 397. (—2; 2; 3). 398 (l; —9; —3). 399. (—3; 5; 4).
400. (4; 8; 8). 401. 3x+2y+ 192=0. 402, 6x+5y+4z2—1=0. 403. 3.
404. 2x —y 432+ 2= 0. 405. 7x —8y 4+ 92— 1 = 0. 406. 18x + 11y + 62 = 0.

—4 x+5 1— —1
407. x —2 = 4 =2z 1. 408 s = A =—i-. 409. - =
| l 19 28 37 4
Bl z+4 x—3
= = 410. x—8 =y —17=8—=z 41l =y—3=
3 ¢4 s 11 .
243 x+5 z2+4 x —7 —5
et s . 412 5 =3—y= 2 . 413 A s T e 414, —— =
—26 2
11 x—2 7 g -
3] A = dph e =ﬁ__=2_1_ 416. S R
—9 —3 —8 27 19
z—5 x—5 y—2 <
= i1 Al £ 5 =2z+3 418, Kui k== —2, siis sirge
ja tasapind loikuvad, kui £ = —2, siis on sirge ja tasapind paralleelsed, ning

kui k= —2 ja 1 =4, siis sirge asetseb tasapinnal. 419. 6x 4 17y — 28z +
+11=0 420. 9x+y—7z2+ 16 =0. 421. 351x + 406y — 12182 — 965 = 0
ja 9x 42y —6z2—11=0. 422. 1) 22+ y?+22—16=0; 2) x?4 y?+ 22—
—6x4+4y—82+4+20=0; 3) X2+ y?+22+42x+6y—102—30 = 0; 4) x4

4 y2 422 —6x — 14y + 222 + 81 = 0; 5) 24+ y?4+ 22 —4x—6y + 22 —

Lo 40T =0 142800 1) K(0; 005 9). % r =20 Y K(=2"73; = h),. =0
1 11

3) K(l; —4; ——E), r=——3—; 4) vorrand esitab punkti (1; —3; 0);

5) vorrand esitab kujunditut pinda. 424. Sfaar 3x2 + 3y> + 322 — 32x + 64 = 0.
425, x24 y2 4 22— 10x +4y —42—98 = 0. 426. x2- (y + 33)% 4 22 = 1130.
427. x2 4+ y24+22—2x—6y+8z2+12=0 ja 24 y2 4+ 224+10x — 2y +
+12=0. 428 324 y2+22+4x+4y—22—40=0. 429. x*+ y2+_22——
—2x — 10y — 20z + 45=0. 430. x—3y—3z+8=0. 431. 5x—2y —Y14z2—

—144+3Y14=0 ja 5x—2y+V142—14—3Y14=0. 432. x+2y—2x—
—5=0 ja x+4+2—22+7=0. 433. K(1; 0; 2), r=4. 434 2x24
+ 22+ 222 + x + 26y — 22 = 0. 435. y=x2+422+1. 436. 9x2— 4y’ +
x2 2 22
+9224924y—36=0. 437. —16_+y1_6"_”9~ —=1. 438 xt—yp2—22=0.
439, 2x2+4 2y2+4 322 — 18 = 0. 440. (x2+ y2 4224 a2 —b?)% —
—4a2(x2+ y?) = 0. 441. x* 4yt 4 2¢ 4 2y%22 — 1 = 0. 442, 5x> 4 8y® + 52—
—4xy 4+ 8xz + 4yz — 144 = 0. 443. 1) Kahekatteline hiiperboloid; 2) pdord-
silinder; 3) iihekatteline hiiperboloid; 4) elliptiline paraboloid; 5) Ioikuvate
tasapindade paar; 6) poordellipsoid; 7) hiiperboolne paraboloid; 8) para-
boolne silinder; 9) sirgjoon; 10) kujunditu. 444. Loikejoonteks on para-
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boolid, mille fokaallaius on 9, mille telg on paralleelne x-teljega ja mis _
avanevad x-telje negatiivses suunas. 445. [h| < 3 puhul on l6ikejoonteks
huperbo_olld, mille fokaalteljed on paralleelsed y-teljega, h = +3 puhul 16iku-
vate sirgete paarid ja |hf >3 puhul hiiperboolid, mille fokaalteljed on
paralleelsed  2-teljega. 446. Hiiperbool, a =2, b =3, 2, 0, —l)e

1 2
(—2; 0; —1). 447. 2p = 4, H(?; —3—; 0), F(Q; —~3—; 0 ) 448. F;(0; —2; 4),

Eg(O; —2; —4). 449. Loikejooneks on k=0 vdi h = +6 puhul l6ikuvate
sirgete paar, k>0 ja |h| <6 voi k<< 0 ja || > 0 puhul hiiperbool, mille
fokaaltelg on paralleelne x-teljega, ning £ >0 ja |k > 6 voi £ < 0 ja |h| < 6
puhul hiiperbool, mille fokaaltelg on paralleelne y-teljega. 450. x2 4 22 4 4y=0
(poérdparaboloid). 451. 15x% + 16y + 1522 — 2xz 4 16x — 162 — 32 = 0

43 14 73
(poordellipsoid). 452. 1) (3; —2; 5) ja ( —1—3—; —W; 1—3~) i 2) (—3;2; 4) —
sirge puudutab pinda; 3) sirge asub pinnal; 4:) sirge ei 10iku pinnaga.
453 {x2+y’+4x—2y=-o. {5x2+4xz+z2—2z=o, :
' z2=0, y=0,

52 < L Y =
{y e B 1) [O)=——, [()=0, fa+1)=
x =10, 2
1
=l—i~a—; A PO B ) may U HaE gt 3 0) 2=,
f()=2  fla+1)=7V4—5a. 455. 1) —a—b; 2) 4ab. 456. f(2)=6,

2 3l
f %)=—§, [(0y=1, f(3Y2)=7¥3l. 457. —o0 < x < —2, —2 < x < 400,

458. —co<<x<<—1, —1<<x<<15. 459. —2<x<< +2. 400. —co<x<<—3,
1
l<x<<+4oo. 46l. —0o<x<—3 0<<x<<-+3 462 _3<x<~5.

4k — 1
485 >0 = n a2 L A DI x <78, 1485, —O—né)CQ
4k + 1 12 —7 S oy
>~j x, k=10, %+t +2 ..., B S A Y
R 0 MY kD 468, —1<y<T. 469. — oo < y < log3.
470. —7<y<+oo. 471, 0 <y <1 472, —0o <y <0, 0<y< +oo.
1 h?
473. g =y<2 V4 V=uah (R2— —4—) funktsiooni méédramispiirkond on
0<h< 2R, avaldise mddramispiirkond —oo <h << -+oc0. 475. S=

= 2hYR? —h?,  funktsiooni miidramispiirkond on 0<h<CR, avaldise
madramispiirkond —R << h << R.

2x3
T, kui 0<x< ],8,

3(6—x)2
6——?———, kuiili8 < x5

476. S =

477. Maéramispiirkond on 0 << x << 7, vdirtuste hulk —1 < y << 5, nullkohad
4—x, kui 0 < x <5,

16
| Y= — xX) =
e L 3 1@ {3x——16,kui5<x<7.
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2, 2kui ¥ <=1,
—2x + 4
478. f(x) = -———é—, kui -1 <x <2,

2 V—x?+6x—8, kui 2 < x <4

479. z2=sinx—2, v=sinfx—3sinx+4+2, u=1-4}sin2x—3sinx+ 2.

480. flg(0)] + g[f(x)] = VIF 2 +ax. 481 flg(x)] =x—1, glf(x)] ==,

4 5
flelf(x) 1) =logs x. 482. F{f[f(x)1} AR P y=—l—+ix—. 484. y=
Y1 —3x2 2—3x

_ FAAE AR

. F 4 . 4 4 logs x
= . 485, y=——"" 486. y=(1—3%)2. 487. 3 < x < +oo.
14 x 3
488. —3 <x<<3. 489. 2<x<0, S5<x<<Htoo. 490. —o0 < x <2
491. —oo << x << 0 kahaneb, 0 << x << 400 kasvab. 492. —oo << x << 1 kasvab,
l < x << 4o kasvab. 493. —oo << x << 0 kasvab, 0 << x << 4+oo kahaneb.
494. 0 << x << oo kahaneb. 495. —2 << x << 0 kasvab, 0 << x << 2 kahaneb.
496. —oo << x << 8 kahaneb. 497. Paaritu funktsioon. 498. Paarisfunktsioon.
499. Paarisfunktsioon. 501. Paaritu funktsieon. 503. Paarisfunktsioon. 504. Paa-
ritu funktsioon. 505. 1) Paaritu funktsioon; 2) paarisfunktsioon; 4) paaris-

funktsioon; 5) paaritu funktsioon. 516. x = 0,3. 517. x; = —12, x, = 08.
—5x+ 14
518. x=12. 519. x;=—0,5, xa=1, x3=55. 520. f(x) = ——3—+—— 522. f(x) =
= 4x2 4 2x 4+ 3. 523. f(4)= 136. 524. f(—3)= —327. 825. ‘§(2).= 0.
3x+4

526. f(x) =__;l—2—. 527. Koik reaalarvud, vilja arvatud x = —2, x =0 ja

x=29 528 y=0. 529. x+2=0, x+3=0. 530. y+2=0, x—1=0.
531, x—y+41=0, x—2=0. 532. x—y+6=0, x—3=0, x=0. 533. y=
=92x2—1, x—3=0. 542. x; = 046, x, = 33. 543. x, = —1]7, Xt
544, x = —0,54. 545. I)y—3x+‘—2- 2) y=2—3—=* 3) y=3—*—2;

xz——l

4) y=1logs(2 —x) — 1. 547. y———]n(ex*?——l) 548. y—e3— 3—x2 549, 0 < x < 3.
1

SN

1
550—-<x<ea B8k < X< . 5O2. |xl<3 553. i
27

0<y<+o. 554 1) f(x) =g(x-logs2); 2) f(x) =In3-g(x). .563.
27
564. —3 565. 7. 566. 27. 567. 24x. 568. x. 570. fmin(X) =0, fmaex(¥) = x.

571. a=2arcsin5p;. 572, 2l << % << .20 Do kns av= 0,1y £ 00
1

1 1 1 n
578 —<v<e 5 o<r<l 575. —— < ¥< 1. 576. F(0) =, f( ) er
e
3N m 3 1
f(— = —, f(1 —a) = arccos (1 —2a).-577. 1) 0,6; 2) - 3) —; 4) —.
4 3 572 3
578. 1) 1,4224; 2) 2,6895; 3) 2,7140. 579. 1) 0,7780; 2) —0,1059; 3) 0,8004.
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Ych*e —i|

584. 1) shx = 3 2) thx=——-—— kui x>0, ja thx=
V1 —th2x chx
— Ych2x —1 : x 1+ ch2x
S kN2 <0; 3) 2sh®— =chx-—1: 4) chlxr ="— =’
chx 2 2

2 2

v: X Y 2—¢
585. Hiiperbooli — —— = 1. 591. N >
a’he

= 19999. 592. 1. 593. 0. 5%4. 0.

T 1 1
595. 3. 596. Piirvadrtus ei eksisteeri. 597. ,—g. 598. E— 599. 0.

'

e 16e 4 s 1 3 1
600. 0 <719+ ec—3. 601. 0 << = —. 603. ——. 604. ——. 605. —.
3—4¢ 299 4 2 3
1 2 4 5 1
606. 3. 607. 0. 608. —. 609. —. 610. —. 611. 3. 612. —. 613. 1. 614. —.
2 3 3 3 )
1 1 2 1
615. cosa. 616. ——. 617. —. 618. —. 619, — — . 620. 0. 621. 2, 622. 0.
4 2 .4 2

1 P 1
623. g 624. 3. 625. 1. 626. Y2 627. 0. 628. 1. 629. o, 630. Piir-

1 1 1
vadrtus ei eksisteeri. 631. —. 632. —. 633. e3. 634. 1. 635. ——. 636. 1.
e e o
Ye
1 na’
637. 1L Asendada cos2x = 1—2sin2x. 638. e3. 639. xzl, 0. 640. 2a2,—2—.
e

xS
641. 4. 642. 2. 643. v, 644. z u, x, y. 646. 1) x; 2) 3x% 3) e

649. 9— (6e—e?) <x <9+ (be+¢). 650. —0 <x< —3, —3<x<0,

Joon. 82
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Nla 73

Joon. 83 —/ !

Joon. 84

-

AR s T e
W1V X

Joon. 86

=]




yll

o :

&

]
' x :
Y]
————? ;g

Joon. 87 Joon. 88

1
0<x<3 3<x< oo 651 1 < x <3, 3<<x<<+4oo. 652 0<x<—2,
€
| 3n 3z R x 5 5
;<x<l. 653.—4<x<—z-,———4—<x<z,—<X<—n,—ﬂ<x<4-

654. Koik reaalarvud peale paaritute tdisarvude. 655. Koik reaalarvud peale
1

K4 /4
x=0jax=——— kus k=0, &1, 2, ... . 656. —. 657. — —. 658. 0.
(2 + 1)z 2 2

> 70 2
659. 1. 660. —1. 661. 0. 662. ?Jt. 663. ——. 664. x = —1 — I|opmatus-

F 1

koht (joon. 82). 665. x = 0 — hiippekoht (joon. 83). 666. x =0 — hiippe-
koht (joon. 84). 667. x = 0 — korvaldatay katkevuskoht, x =1 — Iopmatus-
koht (joon. 85). 668. x = 0 — vonkumiskoht (joon. 86). 669. Katkevuskohti
ei ole. 670. x =0 — hiippekoht (joon. 87). 671. x = 0 — korvaldatay kat-
kevuskoht (joon. 88). 672. x =2 (hiippekoht). 673. a=7 b= —I11.
2

=~

1

674. [(0) = 2. 675. [(0) = —. 676. [(0) = 4. 677. {(0) = 0. 678. § < 1
e —x

~ ex% 0y = 107%, 0, = 10-5, 63 = 10~%; ei. 680. Jah, sest f(x) on vahemikus

—1<x<1 pidev ja f(—1) <Vm<<f(l). 68l 1) 6 2) —4; 3) 1,04;
A
4) —049. 682. 1) 17; 2) 13,25; 3) 10,61; 4) 10,0601; lim 2 = 10. 683. 2x — 3.

Axs0 4%
| 1
684. —— . 685. —— 686. —2sin2x. 687. 1) 73; 2) 61; 3) 583; 4) 58,03; 58.
2y x x2? :

688. © = 2(1—17). 689. 2. 690. y' = 3x* +——. 691. y'=145x' 4 ——.

2V x 3-7%

—x24+2x 41 3x2 41
692. y’=—x—+———+——. 693. v’ = 10(2r+3)% 694, ¢ = ——————,
(x2+1)2 2Yx34x—1
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d 1 x(x2 + 2a2 ¢ 14 2x2
695. y — e 000, y'=-L—__“—__-—)- 697. y'=-———.i-
2(1—¥x) hxy1l —x V(x* + a?)3 V1 + x2
yoil B 1
698. y'=sin x4-cos x. 699. y'=tanx +—— . 700. y’ = (x cos x—sin x)(—-—
A 4 cos?x x2
—sin 2x 4 cot 2x
— ) 7001 Y =—————.702. y =sin2%. 703. ' = — — 704, y =
sin? x Vcos 2x sin 2x
14-2 cos x — cos® x —x cos Y1—=x2 5 x
= . 705, Yy =——————  706. y' =arcsin x + ——— .
cos?x - (1 + cos x)2 Y1 —x2 Y1 —x2
x-+arccos x- Y1 — x2 1 ‘ 2x2
107. y'=— _V N, P MR RS, | RSt
2yl —x2 2(14x)Vx (14-x2)2
g x2 sin x
710. .y = 3x%logs x + vey 711. ¥’ = cosx-Ilnx + 12, y = cotx.
%
—1 1 3+1In
ey = MY =——  T15. y’=_——3+ i
x-1n3-logs? x 2xYInx —In2x 3xyxIn?x
1 i 1—xIn4
e, =~ N PR N T8 e 9. Y=
In5-)Yx2—1 4%
(sinx + ) 720 2¢osxsinx-In2. _ 721 oy
= e*(sin x + cos x). Lyt == =g%0sxgin x.-In2. Y =
& , MINTETSE
722. y' = 10(10% 4+ 10-%)°(10* — 10-*)In 10. 723 ki s
i = x —x ® — 10-*)1n 10. el s — e
£ ot y
="' .3".4*.1n2.1n3-In4. 725. y’ = 3ch?x.shx. 726. y = thx.
1 sinx-shx A ksl
Ry = ; 728, Yy = —————+ VY x-cosx-shx+}Jx-sinx-chx.
ch 2x 2y x .
1 shx 1
;. A PONECRRRIR, | TR SO e SRR, | | 7 PO NRAY e | G P8 ;
I 4chx |sh x| ch x 2§x + x2 1 —x2
cos X 2 1 Pl a?
7385yt ] | .14 Y =——— 735 y'=————. 736 y’=v—j———-.
cos? x Jx] (1 — x2) 2(1+¥x) x2
= I 1 1
7. V' =YA—2. 138 Y =i, T80 Y e T, Y
Ve + 1 (12
x arctan x x—1 2x+x2 1+ x2
=———. Ml y= Pl s S y'=—V—i—. 743. y’=l—-+——_
Y1+ x2 x2Yx+1 x2 24 x2
s AL V2
744. Yy = Y2 + tan?x. 745. 0. 746. 1n2. 747. 2. 748. NavE o
749. —V2. 750. 4. 751. 3x—y—2=0. 752. x+2y—2=0. 753. 7x 4
1 9
+12y—55=0, 14x4+9y—55=0. 754. 1) (1; —2); 2) (2—, —4—)

755. 6x + 13y +70 = 0. 756. 7x —4y +4 = 0. 757. 3x +4y 410 =0,
| /3

3x+4y—10=0. 758. 3x —4y+ 14 =0, 9x + 2y — 28 = 0. 759. arctan—l;—.

e__

280, arctan:y. o 7610 900 763, 4BT . ja . F 8 L iasse s 9) =i,
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X
=l s,
m Ina

764,

766. yo®. 767. AS = 2ur-Ar + ;- Ar?, dS = 2nr-dr.
d - Ax?
768. 1) dy= (3x*—2)dx, a=3x-Ax? 4 Ax3; 2) dy=———x—, a=—f—‘11—.
X2 x4 x3.-Ax
769. 1) Ay =46, dy =13; 2) Ay =149, dy = 1,3; 3) 4y = 0,1318, dy =

—2dx dx
ey et Rl | P AN e ) RO i A1V
(x—1)2 : Y9 —x2 2 Ycos x
2x dx o147 dx
v bty CRRY | T TR —In2.dx,  T5. dy = —
2 4 /2 | 3 . sin x
3Vx

776. 1,007 (tabelitest 1,0066). 777. 1,043 (tabelitest 1,041). 778. 0,770.

W AL S X
779. 04775. 780. Y+ x~1+-—. 781 In(l+4+x) ~x 782 ~
1 ‘n a+x
X
B oo et I oM P TR ) ke ) RS r e a
3) x=2kn, k=0, +1, %2 .... 785 1) P(—0) =—1, f(40) =1;
2) PF(—=1—0)=—I, f(—140)= ' ( 1—0)—1 F(l+40)=—1.
786. 1) (—1; 0) ja  (3; 0); 2) (15 3). 787.°b=—I, = .c=0.
ST x2?
T D A D) aB L 8 Am0 e Pt g g 2T
’ : x+ 2y /g e
&5y 1'— v
R e e d AR ST i bsadh s IR ey
x?—xylnx X cos (xy) 2y
1442 — Pt yl —sh
794, y’=.__.+__“i_. 795. y’=_u_+ﬂ__ 796. y/=L—ML
y? 2xy? —x sh (x + y)
et Lk Rl
X4 6x2 4 1 3 ' 2— 3sin?
RS s B0 3 5 sl 798. y = e
3x(1 — x4 (2 —1)? sin 2x

: — Ix
sinx -7} cos x-

X
3(x — x2) ] (1—x)?°

799, iy = x“"x( cos xInx 4

sin x 1 %
)'. 800. y = (In x)"( ) L BON oy == -xx(ln2x+
x Inx
1 xtanx-Inx + Incos x
+Inx+—). 802 y =2 . 803. 6x— 13y —32 = 0.
X XX
1
804. x—15y+16=0, x—15y—16=0. 805. (———; —e). 806. 1,88.
e

d b d 32— 1 d 2
807. —-—y-—=——-tant. 808. —i=-——'—_. 809. —y=—.

dx a dx 2t dx t

d b d 1 d 241
TS, I S AT e R AR SRR pipe AL
dx a dx (1+2t)2 dx 7—1
813. 3x—2y =0, 2x + 3y = 0; 3x—y—1=0, x+3y—7=0.
814. a; = a; = arctan 9 ~ 87°12’. 815. Ulesanne ei ole oigesti seatud —
antud vorrandid esitavad iihte ja sedasama joont. 816. a; =0,

a a ay3 a 34+ 2x?)x
a; = arctan . 817. —, ——, . 4 —. 819, y"= —(——L)s—

i 8 / —_—

2647 4 4Y3 873 (142)7
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A Ve o
820, o — 3x (1 + 2x?) arcsin x VRS (Vx—_l,) :

= " JA—p.  ayx
e 1 242
822, y” = x= (1+1nx)2+7 L xS g ke 824, y” =
, ‘ (1422
e R e M TR ., 2 arct v
sopar g gl T3 -+ 2 arctan x. 826, <Y =
- 120 131
=120(2x — 3x?). 827. y'V=—4e*sinx. 828, yV=—=—u TE 3 —In(x + 1)]
. %
828, = Yl = s 830. k) 1
v i TErTE . (=) rm(m+41) ... (
1 —2)!
8L (—DrMn—1)l—. 832 2ne. 833, (—mﬂ-——‘l—, (n=2).
- le—
(—l)"n! 1 1:3...(2n—1)
834, : #
. [(x+1 o i (x——-l)"+1] 835 i, 836. 6a.
(1—2x)
93 dx?
837. 0. 838. 4. 839, ——. 840. 100. 841. dy = ————.
4 i W+ 2P
2lnx—3
842. d% = —————dxt  843. d% =2*(3x+2:%)dx2. 844, y’ =
x ‘
x—1)2 —1)2 2 162x
Sl DR L R LR e
¥y—1)° (x—y)? (x+29)°
48x% — 24xy — 720x3y2 — 144xy3 — 216xy5 2
8870 Y = . 4 4 g . 848. y'=0, y'=——,
(3y*+ 1)5 3
2 dz 12¢(1 4+ #4)4 az
i S 849. Y = 1+ 3 850. B -
. 3 dx? (1 — 2)3(1 + 422 + t4)3 dx?
2e-t d2 1 d’
e e T b e Rl EIRBLEL RO
(c;ast———sm )3 dx? 3sinfcostt dx3 8(1—1)3
1 4 3sin?#)sint d3 2+ 3t 4 212 4 213
s Y (1 + 3sin%#)sin : Sin Y + 3t + 2224 §
dx® cos” ¢ dx? t3edt

- 855. f'(1)=0. 856, —’2’ 857. 1) Rahuldab; 2) ei rahulda, funktsiooni

vadrtused ei ole vahemiku otstes vordsed; 3) ei rahulda, funktsioon pole
kohal x =0 diferentseeruv; 4) rahuldab; 5) ei rahulda, funktsioon on

a+b
kohal x = 0 katkev. 858. A(—I; 1), C(l; —1). 859. 1) § = 1 2) E=2;

z

3) E=1In

e3—1 131 —4 1
5 860. x=2500. 861. §=————3 4866, 1, 887, ==, SABIT
n

1 1 2
869. =" 870. n 871. —2. 872. . 873. —1. 874. In—g. 875. 1. 876. 0.
2

1
877. 0. 878. — . 879. 1. 880. ¢ 88l. e . 882.
J e

alw

1
-;. 883. Ei eksisteeri. 884. 0.

1 2
889. 1. 890. = 891. 3r. 892. 3

885. —. 886. 2. 887. 0. 888 ——
3 Va
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893. 1) Ei, sest 2 pole nimetaja nullkoht; 2) ei, sest lugeja tuletisel pole piir-

; x ¥ V2 2
vaartust. 804. Fy=— , y=_ — x = - T 805 y—x B896. y =
da Y = Y B X 5 x 2 Y=x, y
F 4 F 1 4 1
TS Y=t 8T Y= —x— |, y=——x— 1. 888 x = = g=
2 2 2 3 e
1 x+1

1 1 rio
=x+;. 899. x=0, y=x-+3. 900. y=—5x+e. 901. y=

902. x=2 2x48y+1=0 6x—40y+9=10 " 903. x5 =14 5(x— 1)+
+10(x— )24+ 10(x — 1)+ 5(x — [)*+(x— 1)5. 904, —56 + 21 (x — 4) +

+37(x—4)2 4 11 (x — 4)3 + (x — 4)*. 905. f(x)= —1—(x+ 1)—(x +
+1)2—...—(x+l)"+(—l)"+‘%_;—:¥i—. 906. f(x)=l+—21~x+

A 4 2741 gl 3 x3  xt 3f 4 2g3
+—2-l—x"’+...+—n!—xn+m!—xe:x +1,907. f(x)—x-{-—6-+§—(—l—_—§2772—.
908. 1) 1425+ 57— 0% 9) ——; 3) 1+2r+20 909, 1) et
o R S S Rl Sl S O AP AR PN o

3 - 6 2 24 2 8 16 128

17
910. l——3x+3x2——-'?-x3. 911. 32l+1087(x—2)+1648(x——2)2; f(2,02) ~
(x— 13- (p 1

A 3434; [(197) ~ 2899. 912. 0,0022. 913. x — 1 + g & 4
(x—1)4 (x—1)5 x—1  (x—1)?
———— - 1) 34-10-% 2) 34:10-% O14. 1} —— X 7

— 35 = 1) 3 ) 34-10 9141+3 9
5(x—1)3

+_T_' 915. 1) 0,67474; 2) 1,12117; 3) 0,182321; 4) 3,0171.

18T 1+ y21

916. —oo < x < ; 3 +; LX< oo, 917, —o0 < x << <],

I << x << 4-o00. 920. Piirkonnas 0 << x << 1 kasvab, piirkonnas 1 << x << 2 kaha-

1
neb. 921. Piirkondades —oo < x << 0, 0 < x =< Y ja 1 << x << 400 kahaneb,

1
piirkonnas Y < x < | kasvab. 922. Piirkonnas 0 << x << 2 kasvab, piirkonda-

des —o0 <x <0 ja 2<<x< +oo kahaneb. 923. Piirkonnas e < x < +o00
kasvab, piirkondades 0<<x <1 ja 1< x<e kahaneb. 924. Piirkonnas

3 3
0<<x< = kasvab, piirkonnas = < ¥ << 1 kahaneb. 925. Kasvab igas piirkon-

nas, mis ei sisalda punkti x = 1. 926. Piirkonnas —1 << x << 0 kahaneb, piir-
konnas 0 << x << +1 kasvab. 927. Piirkonnas —oo < x < 0 kahaneb, piir-

3
konmas 0 << x << 400 kasvab. 936. Xmaz =1, Xmin =3. 9387. Xmin = T

: 12
998 ‘xolax = 1,990, Xmin = 1. Tokai = e2, 940. Xmin = 0. 941, Xmax = —.

1 A
942. Xmin = —. 943. ¥maox = €. 944, Funktsioon on oma miiramispiirkonnas
e

7 1
kasvav. 945. xma,:.—e——i—lm, x,,..-7.=-3+ka, k=0, 1 =2 .
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1

R ML, iz =1, Grin =9 M8 Ynes = — Ymin =0.

\l"“l"‘

e 1
949. ymin=§§a2. 950. ymin=2e. 591. ymax=(——1)"+—2—, =02, &

1
ymin=-—-—j—. 952, /1 2; 66, /963, :1; 3. /954.) 0; 8. -955. C; I 956. 0; 2.
; ; 1

957. —x—1; 1 — 1. 958. Yymin = 2. 959. Ymax =0, Ymin = ——2-4._960. Ymax =

A c? AR 5L alR
=2-V4 9L Ymax=1. 962 Ymor = —3a. 963. —. 964 — ja —.

4 V5 - V5

4
965. x. 966. ———axR3, 2aR%.  967. Pohja raadius ja korgus e
20 10 g a
968. Korgus -—, pohja raadius — . 969. Alus —Z-. 970, v, 971 —- sirth,
Von V2 Y
i ¥ 6 8
kus 7 on koonuse pGhja raadius, & koonuse korgus. 972. ——. 973. — R3, kus
V3

— 4
R on sfdiri raadius. 974. (p; +p}y2). 975. 2ab. 976. 6 =2 e=—.

; e

3¥3 3 Ay 72
977. j;——;—). 978. Alus a=-—, korgus b=d |/ —, kus d on palgi 1dbi-
16 4 ¥3 3

d 2
moot. 979. Korgus A = ——, kus d on laiia diameeter. 980. 27 V— ~ 288°.
2 3

982. Kumer punktides B ja D, nogus punktis A; C on kddnupunkt. 983. Kumer
piirkonnas 2 << x << 4, nogus piirkondades —oo < x <2 ja 4 < x < +o0;
kddnupunktid (2; 62) ja (4; 206). 984. Graafik on kdikjal nogus, kddnupunkte
ei ole. 985. Kumer —oo << x << —1 ja 1 < x << o0, nogus —1 << x < 1; kddnu-
punktid (£ 1 11 2) 986. Kumer
—l <x<1, nogus —oo < x << —1 ja
1 < x<<+4o0; kiddnupunkte ei ole.
987. Kumer —3a <x<<0 ja 3Ja<x <
“ << +4o0; nogus —oo <<x<<—3a ja
y 0 5= 3a; kadnupunktid 0; 0),

9 9
(n (=3a; ———4—(1) ja (3a; Ta). 988.. Kumer
0<<x<<8 nogus —o0o<<x<<O0 ja

) 8 < x << 4+o00;  kddnupunktid (8; €?),
(0; 1). 989. Koikjal nogus, kddnupunkte

'3 /3
(2) ei ole. 990. Kumer —V 7 Ly <V 7

i /3 3
a b (3) X nogus —oo<x<—--l/§— T V5<x<

: 1 o
<<+ o00; kddnupunktid (tvg;ge 2).

3 9
991. (1;1). 992. (1;0). 994.a=——, b=—.
Joon. 89 (1) 2 2
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L4 e
s
Joon. 90 : Joon. 91
A A
Y y:f(x) g y=f(X)
a G o e
3 b T SRy T e
Joon. 92 Joon. 93

995. y = —2x3—6x2—6x. 996. y = x5_—3xt4 3x2. 997. f(x) graafikul
kddnupunktid, f”(x) graafikul I16ikepunktid x-teljega. 998. Vt. joon. 89.
999. f’(x) graafik vt. joon. S0 ja f”(x) graafik joon. 91. 1000. f(x) graafik
vt. joon, 92, f”(x) graafik joon. 93. 1001. Miinimumkoht x = 0, y = 0; mak-

1 : Gy
simumkohad x = =41, y = —; kddnupunktid ( +—; —) ; graafik on siimmeet-
2

1 13 18
riline 'y-telje suhtes, 1002. Lopmatuskoht x = —1; miinimumkoht x =0, y = 0;
229 :
maksimumkoht x = —4, y = —2~7—; kadnupunkte ei ole; asiimptoodid x4 1 =0,
1
x—y—3=0. 1003. Lopmatuskoht x = 0; miinimumkoht x = —2—, Y =13z
3._
12

kdanupunkt (——-2_; O); asiimptoot x = 0. 1004. Lopmatuskohad x = =+ 3;

maksimumkoht x=3, y = —?; miinimumkoht x = —3, y = — ; kdanupunkt

2

(0; 0); asiimptoodid x =73 = 0, x + y = 0; graafik on siimmeetriline koordi-

naatide alguspunkti suhtes. 1005. Méaidramispiirkond —1 << x << 1; maksimum-
1 1

koht x=——, y=—; miinimumkoht x=-———, y=——; kddnupunkt 0;0);
o 2 Y2 9
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astimptoote ei ole; graafik on siimmeetriline koordinaatide alguspunkti suhtes;
graafiku otstes x = 41 on puutujad paralleelsed y-teljega. 1006. Miiramis-
piirkond —1 << x << 4-o0; ekstreemumkohti ei ole; kadanupunkt (0; 1); asiimp-

toote ei ole; kohal x = —1 on graafiku puutuja paralleelne y-teljega.
i 2
1007. Lopmatuskohad X=o1; miinimumkoht b A Y == 3V 2
. ra L ; ‘ 3
maksimumkoht x = —¥3, y = e coout kdanupunktid (0; 0), = o 5) g

graafik on siimmeetriline koordinaatide alguspunkti suhtes. 1008. Maksimum-

4
Kot » =% ba —;; miinimumkoht x = 0, y = 0; ‘kddnupunktide abstsissid

2472; asiimptoot y = 0. 1009. Lopmatuskoht x = 0; miinimumkoht x = I,
y = e; kaddnupunkte ei ole; asiimptoodid x =0, y = 0. 1010. Méziramispiir-

1
kond 0 << x << 4-00; nullkoht x=1; maksimumkoht x=e, y = — ; kiddnupunkt
e

- O SR |
(e’; _58 $ ); asiimptoodid x=0, y=0. 1011. Lopmatuskoht x=0; ekstree-

mumkohti ja kddnupunkte ei ole; piirkonnas —oo << x << 0 kahanev ja kumer,
piirkonnas 0 << x << 4oo kahanev ja nogus; asiimptoodid x=0, y=0, y=—1.
1012. Miaramispiirkond —1 < x << 0, 0 << x << +4o00; korvaldatav katkevuskoht
x = 0; nullkohti, ekstreemumkohti ja kadnupunkte ei ole; graafik on nogus;
asiimptoodid x4+ 1=0, y—1=0. 1013. Maidramispiirkond 0 << x << +o0;

1 1472
maksimumkoht x =-2—, y=1; kddnupunkti abstsiss ——+TY—; astimptoot y=0.

1014. Perioodiline funktsioon perioodiga 2z; nullkohad x = ka; graafik on
siimmeetriline koordinaalide alguspunkti suhtes; vahemikus —z << x <& on

3n 2 1 BT 4
miinimumkohad x=——, y=——72, x=——, y=——YJ2 ja x=—,
imumkohad x rREL 3]’ 1 y 3 ¥l 5

& ksimumkohad « - s 273 |
e i | m X = — — = X =—, = — a
y 3 ing maksimumkoha 2 Y 3 1 Y 3 ]

3 . TP B
X = _;—, g 3]’ 2; kdanupunktid samas vahemikus (0;0), ( 5 arcsinV—é—;

s /5 . :
;tEVSO), (:tn:FarcsinVE; 1571’30) ja (z=x;0). 1015. Miaramis-

n
2Rn——
piirkond 0 << ¥ << +o0; miinimumkohad x =e % 4; maksimumkohad x =

3 n
i3, 1 Rt
== eZh“ 4 1; kaddnupunktide abstsissid x =e . LIRS e 8 T 3 e

1016. Ldikepunktid koordinaattelgedega (0; 0), (0; —2), (£2¥3—3; 0);

Loy =1, Ui =1, Ymin = =2 t=<51 pubvl nogus; 2 =1 pubil ‘Kumnee,
1
1017. Loikepunktid koordinaattelgedega (0; —1), (0; -——g-) 2 Xmin = =l kildnu:

punkt ( ———Z—; ——%—), asiimptoodid y = 0,x — 3 = 0. 1018. Loikepunkt koordi-

naattelgedega (0; 0); Xmax = 0, Xmin = 4; ¢ suurenemisel y kahaneb; kaanu-

286



punkt (ligikaudu) (—0,08; 0,3); asiimptoodid y=0, 2x+l—0 2x — 4y —
—3 = 0. 1019. Loikepunktid koordinaattelgedega (2; 0), (0; —272), (—4; 0),

0; 2V2); Xmax=4 (t=0 ja t=a puhul), %min = —4 (t=3-puhu1),
2
Ymez =4 (t=10ja t="C puhul), ynin = —4 (t=_”35 ja t =« puhul);

4 4
nogus 0 <t<—— puhul, kumer 3<t<n puhul. 1020. Joon asetseb piir-

konnas x << —2 ja x>0 ning on siimmeetriline sirge x—y = 0 suhtes;
Ymax = —2 (¥ =1 puhul); kddnupunkte ei ole; asiimptoodid x =0, y = 0,
X¥+y=0. 1021. Joon asetseb piirkonnas —1 << x <4 ning on siimmeet-
riline x-telje suhtes; 16ikepunktid koordmaattelgedega (—1; 0), (0; 0),
9 -+ ¥ 209
8
kahest silmusest, mis puudutavad teineteist punktis (0; 0). 1022. Ekstree-
mumkohti ei ole; kidanupunkt (0; 0); x>0 puhul kumer, x << 0 puhul nogus;
asiimptoot x —y = 0; joon on siimmeetriline koordinaatide alguspunkti suh-
tes. 1023. x, =220 (=0,03), x3=2,1827 (=0,0002). 1024. x = —3,794.

(4; 0); lylma; onlx = puhul; kdanupunkte ei ole; joon koosneb

1025, x; = —2,602, x, = 0,340, x3 = 2,262. 1026. x, — —0,724, x, = 1,221.

1027, - x' = 0,836, 1029. x; = 0472, X = 9,999, 1030. —0,19994.
x8 o

1031. 0,793 700 53. 1032. 2,094 551 4816. 1033. > + e e 7x 4 C.

2

X
4—x+C. 1035. -2——4x+41nixl+C.

x* e
1034, — —3xy x2—
g
x3
1036. —cotx—x+ C. 1037. —3cotx 4 2cosx 4 C. 1038. % + arctan x +

1 L
+ C. 1039. (x——s—)sgx—i-c 1040. x — arctan x 4 C. 1041. 2 arcsin} x + C.

— 1 Ya?—x2
1042. C — 2 cot(arcsiny x). 1043. C — arcsin—. 1044, C—T.
X
3
2 cdnstat 3z i 3 2o
1045.§-arctaan3—l+C. 1046. Z (}’x—l)+§lnl2Vx+ll+C.
—_— Intanx 1
1047. Y1+ 24+C. 1048, -"—;i—(4+1ntanx)+c. 1049. —iIn 3t —

1
—26—x+4r—5+C. 1050. C——In[5—e*| 105l x—In(1+e)+

1 ¢
+C. 1052 C—1Injcosx]. 1088, — (arcsin®)?+C. 1054 % (arctan x)2 + C.

tan? x @2y x4+ x)? 1
s C. 1056, — ————+= 4 C! 1067706 L dn e S
e 2 b 2 > 6(1 4 283)
1 2 2
1058. arcsin (Inx) 4 C. 1059. — (x2 + 5) 24 C. 1060. = tan x5 4 C.

2
4

i PR R L § ARt T
1061. C-—;(l——arctanx) 1062. C——-—V(S——-x‘)‘ 1063. —V(tanx——3)5+C
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1064. C : PP ot A o V2—3
. _— 7.'_—'—' . . 7 S e\ PR e b A . . o N o a- x.
) 6 sin® x 48 S
ax+b mx+mn 1 1
1067. + C. 1068. +C. 1069. —ch (3x —2) +—sh2x + C.
mina 3 2
1 1 WL
1070. —— arcsin (ax + b) 4 C. 1071. ——arcsin} 3x 4 C.
a Y3
1 - 1 x+3
1072. — arctan (ax + b) + C. 1073. b arcfan +C.
a
—3 1 X+ 2
1074. —— arctan ——— 4 C. 1075. —— arctan———+ In (x2 + 4x +
V47 Va7 V6 V6
2z 2x—3
-+ 10) + C. 1076. 3V 5arctan ———+ 21n (2x2—6x 4+ 7) + C.

1 1
1077. 4 tan (3x —2) + C. 1078. % arctan 2x 4 C. 1079. In ‘arctan xX— 1] + C.
5

B W s, T B
1080. —y(lnx+2)°+C. 108l arctan (x—3)+C. 1082 }2x—3—

2x

i i, MRS 2 ;
= 7In(y2x=347) +C. 1083. =¥y i K G 1088 O

2Inb 3:7%In7
: 33 7—8x)* 1085 ¥ 7 5i C 1086 . 3
—m—ww Re) : ‘g( —cos x) ® + C. . arcsin(x — 3) 4

arctand® x :
+ C. 1087. i 3 arctan x 4 C. 1088. In (5 + arcsinx) + C.

1089. In(In(ln x)| + C. 1090. 3 arcsin x g 7V1— x2_+ C. 1091. (5— 2x) cos x +
sin? x

+ 2sinx 4+ C. 1092. xsinx -+ cos x + + C. Enne integreerimist teisen-

dada integreeritav funktsioon summaks. 1093. —e—*(x 4+ 1) + C. 1094. x tan x +
R 1
-+ In }cos xi + C. 1095. xarcsinx+ 7)1 —x24+C. 1096. x arctanx ——2- In (1 +

xr+llnx xn+l 1
2 Z e C. 1098 —— (1 1 C.
4+ x2) +C. 1097 i (n+1_)2+ — (Inx + ) +

#

ex :
1099. — (sm x+ites 2) + € (smx + cos x) + C. 1100. —3-(2 sh 2x —ch 2x) 4+

s 3 21 53 X2 X In?x
+ C. 1101 %(x3——x2—~x+§)+c Ok o ln g s +C.

4 8 2
1103. (x7+2)chx—2xshx+C 1104, e¥(x3 —3x2+ 6x —6) + C.
1 3 3x+4 —3|
. —In|—— . 1106. — C. 1107.1n + C.
1105 4In + C. 1106 8ln l+ x+1)2+ =3

1108. —ln!x‘+glnlx~ 1!»—41n]x~2|+31n]x—3,+0' 1109. %ln]x—— li——

x3 x+3
[x—13x+1)5  2(2—1)

—%In)x-{-ll—H lnix+2]+C. 1110. -};—ln
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B

4x — X3

x

1111 27 In _.2 - 12; lnlx——ll—————l){-}-C lll3.—3—+
+ +13x——1n|x‘+ x—SI—GI—Lln,x+2|+C. 1114. ‘ —lnlx——
—]l+?ln!x-—21+5—ln!x+3!+0 1115. i:—-{-lnlx?—ll—{—c.

X2
L f ] RN o
R

o s PP s’ T U Lo AL P
|+ 2 G —l?nlx—-l‘—~—5% nlx—}— l———g—— n|x+ l—

10 99 181
— C 1118. 2 — 26 £
3x +2)+ i s WS alarid ML T T
8. - fnjx— 1 —tnjx+ I . —+C. 1 it SNG
] I [ o Otk D)
1 5
— — —_— 2|+ C. 1121. — - — —
+27 lnlx ll+27ln!x+ !+ 6lnlx 1|+21n‘x+ll
8
———ln,x—i—QI—{-C. 1122. ln‘l+xl+21nlx—l]—ln|x—2’—— + C.
3 I x—2
1 3
1123. C — 2t g e i ; v
196 (x + 1)1% 197 (x + 1)197 198(x + 1)1 ' 199(x + 1)'e
1 1 1 1 4x— 1
1124. — + +C. 1125. —— arctan———— +-C.
99(1—x)%® 49(1—=x)%' 97(1—x)¥" 4y 2 ¥2
1 5 x+2
1126. —In(x2+ 4x 4 7)— ——arctan——+4 C. 1127. In(4x2+ 12x 4 11)—
2 Y3 V3
2 3 2 2
— ——arctan ’ t + C. 1128. x——x +— arctan il + C.
272 Y2 2 VY3 V3
2x —1
1129. x+1In (X2 —x+ 1)+ __arctan——{_—+C. 1130. x —In(x?+4 2x +
V3 V3
3 2 1 1 1 2x — 1
~+ 5)— — arctan .3 + C. 1131. —-ln———]f——-t—i*-}——:arctan x_ +C.
2 3 Yx2—x+1 Y3 V3
| 5
1132. ———3—x--—-—-r—arctanV-——x+C 1133. 21n'x+3l+;ln (x2 4 25)—
1 2 4 2
-—-——arctan—+C 1134. -——1nlx-—-l[+—ln(x2+l)+

5(x—1)2 5(x——1)

2 '
~+ —arctanx 4+ C. 1135. -—ln(4x2+5) + arctan—x——lnjl—xl—}—c
5 ], VY5

i 3
. —In|x>—1 + —In(x2 G 18T yn AR L
1136, —ln |x I[+5n(2+3)+C. 18T, ——— 25x+ i i +

2x43 e TSt | 2x41
Rl o 2 LY T e Ty s S il ( arctan +
13

125Y11 yi1 e S T

x2

B8 L
—+ arctan £ — ) + C. Nimetaja teguriteks lahutamiseks voib kasutada teisendust
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: 9 2 2 -
M4l =24 224 | —x2 = (x24 1)2— x2 1139. Elr1~x—ivg‘:—-—’-—l—-i-
8 x2—Y2x+1

Lo ch 1 —1
-} —;/:- [arctan (Y2x + 1) + arctan (y2x —1)] + C. 1140. —In A i
22 .

4 x+1
ok Bl +C. 1141 AP a7 4 SO e 4
— % y . — o . . —
5 arctan 21+ ) 5 arctan x 4- PYERT
1 x2 41 3
+—ln——j_——+C. 1143.. C — —_ 2 — 2 arctan x.
80 EE)2 2(x2 4 1) 1+ %2
7x5—11x 21 — 1 in 2x x
1144, — 4 i ,———arctanx+C 1145.SI —_—
32(xt—1)2 128 x4+ 1
sin 2x X 1
1146. C — +3. 1147, —8-(74—sin4x+2sin2x+3x)+C.
cos® x 2 1
1148. —cos x + C. 1149. C—c()sx+?cos3x—g~cos5x.
1150. 1In tn +cC an C°‘°’x-|-c 1151 tn(x+”) g
. ALY e — _ X a [— PILS
14 cosx 2 4
1 nx 1
$C2=1n Vii—+c. 1152, ——1n ,tan‘/—f-—f-)l+C.
1 —sinx ¥2 2 8
1 e x
1153. —1In tan( )'—{-—C 1154. tan— 4 C. 1155. C — cot —.
V2 & 2
| X X
1 | 3+tan—2— 9 2tan-2—+1
1156. —a—lﬂt———x— +C 1157. —_:_—arctan—_—-l—C.
] 3—~tan-— Vi V7

1 X X Fok
1158 ——(tan2———cot2—) + —1In
8 2 2 2

X 1
tan — C. 1159. —( 71n
2 ,+ 25(

X
tan——2| —
2

—61n

s
tan?+3l+ln

xl 7x)+C 1160 l(t £ t‘x)—i-
cCoOS— | —— 2 S e an® —— cot* —
2 | 72 64 2 2

+l(t 2x tzx\+3] ‘]
—(tan?2=—cot2~ 4 —In —In
§t . 2 ws Ta

x 3
tan—|+C. 1161. —In
an2 -+ 5

X
tan—-—3
2

tanZ— 1]+
an-——
2

2
tan —

1 X 2x 4
+—1n(l+tan2—)——+C. 1162. In (2 + cos x) 4+ — arctan——+ C.

5 2 5 V3 V3

1 1 2 1
163 G~ 10, - e 1165,
1 4 tanx 5sind x 3sindx sinx cos X
1 X ind x ind x

RO At g RSN o e R e ke b
3cosdx |cos x| 3 4

4

1168. —%——;ln[cosx-—sinxl+C. 1169. _—;1n|1—2tanx[+

| % 1 ‘ 2
+T6—ln(l+tan2x)——-§x+c ehk ——s—ln cosx——2sinx[+-5—x+C.
sin x 4 sin x
1170. +€(

5cos®x

2
3cosax+'§tanx)+C. 1171. Murru nimetajat on sobiv
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teisendada: 24 3sin?x = 2cos?x + 5sin?x = cos2x (2 + 5 tan2x).

1 10 1 tan x
R arctan( Y—- tan x )-{- G. 1172, —]’T arctan ——— 4 C.
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