TARTU ULIKOOL
Matemaatika-informaatika teaduskond
Rakendusmatemaatika instituut

Diferentsiaal- ja integraalvorrandite dppetool

Marek Kolk

Modifitseeritud splain-kollokatsioonimeetod
teist liiki Volterra integraalvorrandi

lahendamiseks

Magistritoo

Juhendaja:  prof. Arvet Pedas

TARTU 2004



Sisukord

1 Pohimoisted ja abitulemused
1.1 Moisteid ja abitulemusi funktsionaalanaliiiisist . . . . . . . ... ...
1.2 Poliinomiaalsete splainide ruum . . . . . . . . ... ... ... ..

1.3 Kvadratuurvalemid . . . . . . . . . ...

2 Splain-kollokatsioonimeetod
21 Ruum C'™® . . oo
2.2 Volterra integraalvorrand . . . . . . .. ... oo
2.3 Kollokatsioonimeetodi jaoks kasutatav vork . . . . . .. .. ... ...
2.4  Kollokatsioonimeetodi kirjeldus . . . . . .. .. ... ... ... ...

2.5 Kollokatsioonimeetodi koondumine . . . . . . . . . . . ... .. ...

3 Modifitseeritud kollokatsioonimeetod
3.1 Meetodi kirjeldus . . . . .. ...
3.2 Operaator Py . . . . . . o o e
3.3 Uleminek operaatorvorranditele . . . . . ... ... ...
3.4  Modifitseeritud kollokatsioonimeetodi koondumine . . . . . . . . . ..

3.5 Kollokatsioonimeetodi superkoondumine . . . . . .. ... ... ...

4 Arvulised tulemused
4.1 Gammafunktsioon ja hiipergeomeetriline funktsioon . . . . . . . . ..
4.2 Integraalide teisendus . . . . . . . . . ...
4.3 Testiilesanne . . . . . . . ...

4.4  Arvuliste tulemuste analiiis . . . . . . . . . .. ...

5 Lisad
5.1 Programmikood . . . . . .. ... oo

5.2 Programmikoodi selgitus . . . . .. ..o o000

11
11
13
13
14

17

19
19
20
24
26

28

33
33
34
35
36

49



Sissejuhatus

Kéesolevas t66s vaatleme norgalt singulaarse tuumaga Volterra integraalvorrandit

T

ue) = f@)+ [@- 9 K@puwdy, ey, (0D

kus 0 < a <1, 0 < b < co. Funktsioonid K ja f on antud ja uw on otsitav.
Olgu
Ay ={(z,y): 0 <y <z <b}.

Eeldame, et K € C™(Ap) ja f € C[0,b)NnC™(0,b] (m € N). Sellisel juhul on vorrand
(0.1) tiheselt lahenduv ja tema lahend u € C[0,b] N C™(0,b] (vt. punkt 2.5 ).

Tehes vorrandis (0.1) muutujavahetused
r=b""t", y=0b""s" t,5€[0,b,pEN

saame ile minna vorrandile

t

u,(t) = fo(t) +/Kp(t, s)uy(s)ds, te|0,0], (0.2)

0

kus f, ja K, on antud valemitega (3.3). Seostest (3.3) jéreldub, et vorrandi (0.2)

lahend u, on iildiselt p > 2 korral siledam kui l&htevorrandi (0.1) lahend w.

Vorrandi (0.2) ldhislahendit u, y (N € N) otsime poliinomiaalsete splainide ruu-
mist S,(,;li(ﬂx’b)), kus HS\T,’b) tahistab punktis 2.3 toodud vorku. Vorrandi (0.2) lahis-
lahendi w, x leidmiseks kasutame peatiikis 2 toodud splain-kollokatsioonimeetodit.

Saadud wu, x abil defineerime ldhtevorrandi (0.1) lahislahendi

=

i,n(z) = upn (0 '2)e), x€0,b], p,meN. (0.3)

Magistritoo pohitulemused on toodud teoreemides 3.1 ja 3.2. Neist esimeses on
saadud tulemused lahislahendi @, y koondumise kohta vorrandi (0.1) tépseks lahen-

diks u ja hinnatud viga

sup |u(z) — @, n ().
z€(0,b]

Teoreemis 3.2 on uuritud lokaalset koondumist. Saadud koondumishinnangud néi-

tavad, et antud t6os kirjeldatud modifitseeritud splain-kollokatsioonimeetod lubab
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vorrandi (0.1) lahendamiseks kasutada tunduvalt vihem ebaiihtlast vorku kui pea-
tiikis 2 toodud klassikaline splain-kollokatsioonimeetod. See on oluline praktilistes
arvutustes. Lisaks on uuritud arvulisi tulemusi teoreemide 3.1 ja 3.2 teoreetiliste

hinnangute kontrollimiseks.

Magistritoo koosneb neljast peatiikist. Esimene peatiikk sisaldab abitulemusi.
Teises peatiikis on defineeritud ruum C™°[0,4], 0 < a < 1, kirjeldatud splain-
kollokatsioonimeetodit ja toodud adra meetodi koondumisteoreem. Kolmandas peatii-
kis on kirjeldatud modifitseeritud splain-kollokatsioonimeetodit ja toodud &ra kaks
pohiteoreemi modifitsiteeritud meetodi globaalse ja lokaalse koondumise kohta. Nel-
jandas peatiikis on toodud teoreemide 3.1 ja 3.2 teoreetiliste hinnangute kontrolli-
miseks kirjutatud programmi poolt saadud arvuliste tulemuste analiiiis testiilesande
korral ja lisatud juurde arvulised tabelid. Lisaks on kirjeldatud siisteemis (3.4) ole-
vate integraalide arvutamist hiipergeomeetrilise funktsiooni abil. Programmikood ja

programmikoodi selgitus on toodud lisades.



1 Pohimoisted ja abitulemused

Selles paragrahvis toome sisse moningad pohimaisted ja esitame lithidalt véited, mida

edaspidi kasutame.

1.1 Mboisteid ja abitulemusi funktsionaalanaliiiisist

Kirjutisega N = {1,2,...} tdhistame naturaalarvude hulka ja kirjutisega R =

(—00, 00) reaalarvude hulka.
Olgu X ja Y Banachi ruumid. Siimboliga £(X,Y) tahistame pidevate lineaarsete
operaatorite hulka ruumist X ruumi Y. Hulk £(X,Y’) on Banachi ruum normi

I Allexyy=sup [ Az] (A€ L(X,Y))

zeX, ||z||<1

suhtes.
Kirjutisega Cfa,b] (m € N) tahistame koigi 16igul [a, b] pidevate funktsioonide
hulka. Hulk C[a, b] on Banachi ruum normiga

Izl =max|z(®)],  z&Clab].

Kirjutisega C'™[a,b] (m € N) téhistame koigi 16igul [a,b] m korda pidevalt
diferentseeruvate funktsioonide hulka. Hulk C™[a,b] on Banachi ruum normiga

m

— (k) m
KA max |zV(t)],  x€C"a,b].

Kirjutisega L*>(a,b) tdhistame koigi 16igul [a, b] mdotuvate funktsioonide hulka,
mille puhul

|z | = inf sup |z(t)]| < x € L*(a,b).
WE)=0 te[a,b]\E

Hulk L*(a,b) on Banachi ruum.

Definitsioon 1.1. Hulka K meetrilises ruumis nimetatakse suhteliselt kompaktseks,

kui igast K elementidest moodustatud jadast saab eraldada koonduva osajada.

Definitsioon 1.2. Olgu X, Y normeeritud ruumid ja K C X mittetiihi hulk. Ope-
raatorit A : K — Y nimetatakse kompaktseks, kui ta hulga K iga tokestatud

osahulga teisendab suhteliselt kompaktseks hulgaks ruumis Y.

b}



Definitsioon 1.3. Hulka £ C X nimetatakse pohihulgaks normeeritud ruumis X,

kui £L(F) = X (s.t. hulga E lineaarne kate on kéikjal tihe).

Definitsioon 1.4. Oeldakse, et operaatorite jada A,, : X — Y koondub punktiviisi
ehk koikjal ruumis X, kui iga x € X korral jada A,, x+ koondub ruumis Y.

Teoreem 1.1. (vt. [ 3], lk. 185). Olgu X ja Y Banachi ruumid ning E pohihulk
ruumis X. Jada A, € L(X,Y) koondub kdikjal ruumis X parajasti siis, kui on
taidetud jargmised tingimused:

1) IMeR, ||AJ <M VneN,

2) dJlimA,xz VzeFE.

Teoreem 1.2. (vt. [ 3], lk. 141-142). Olgu X Banachi ruum ja operaator A €
L(X,X) selline, et || Al < 1. Siis operaatoril I — A on olemas péordoperaator (I —
A7l e L(X, X) ja kehtib hinnang

1 =471 < =7 (1)

Teoreem 1.3. (vt. | 8], k. 142). Olgu X ja Y Banachi ruumid. Kui A, B €
L(X,Y), At e LY, X) ja | B|| || A~ || < 1, siis leidub péordoperaator (A+ B)™' €
L(Y, X)) ning kehtib hinnang

Ay
BITAT]

Teoreem 1.4. (vt. [ 3], lk. 223). Olgu X Banachi ruum ja operaator A € L(X, X)

A+ B)™ ) < = (12)

kompaktne. Vorrand x = Ax +vy on iga y € X korral lahenduv parajasti siis, kui
homogeensel vorrandil x = Ax on ainult triviaalne lahend. Sel juhul on vorrand

r=Ax+y igay € X korral iheselt lahenduv.

1.2 Poliinomiaalsete splainide ruum

Olgu 1Gigul [0, b] antud vork solmedega tg, t1, . .., ty nii, et oleks rahuldatud tingimu-
sed
O:t0<t1<"'<tN:b,N€N. (13)

Toome sisse jargmised téhistused:
Ooz[to,tl], Ui:(ti,ti+1], 221,,N—1 (14)
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Téhega Zy mérgime vorgu (1.3) sisepunktide hulka

Defineerime hulga

Zn = ZnyU{b}. (1.6)

Téhistame 16igul [0, b] médratud funktsiooni w : [0,b] — R ahendit hulgale o; C
[0, 0] jargmiselt:
wi(t) =u(t)|teo,, 1=0,...,N—1. (1.7)

Olgu m € N ja d téisarv, mis rahuldab tingimust —1 < d < m — 1. Téahistagu m,,
reaalsete poliinoomide hulka, mille jérk on véiksem vG6i vordne arvuga m. Defineerime
hulga

S (Zn) ={u : u

wh(t) =u? (1), 0<j<d, t; € Zn}.

oy = U €T, 0<i< N —1;
(1.8)

Definitsioon 1.5. Hulka Sﬁf)(Z ~) kujul (1.8) nimetatakse m-jérku poliinomiaalsete

splainide ruumiks pidevuse klassiga d.

Mérgime, et kui d = — 1, siis funktsioon u € S;{l)(ZN) ={u:u
i < N — 1} vaib olla katkev punktides ¢1,...,tx_1.

O'Z'GWM7OS

1.3 Kvadratuurvalemid

b
Madratud integraalide [ f(x)dz ligikaudseks arvutamiseks kasutatakse sageli kvad-

ratuurvalemeid kujul

b
/f(:c)dx:ZAif(a:i)jLR, meN, (1.9)
i=1
kus A; € R (i = 1,...,m) on kvadratuurvalemi kordajad, x; € [a,b] (z; < -+ <
Tm, 1=1,...,m)solmed ja R jadkliige.

Definitsioon 1.6. Kvadratuurvalemit (1.9), mille kordajad avalduvad kujul

el
i

nimetatakse interpolatsioonitiilipi kvadratuurvalemiks.

bm
Ai:/Ha:_xjdw, i=1,...,m, (1.10)
j=1

a
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Definitsioon 1.7. Kvadratuurvalemit (1.9) nimetatakse tépseks funktsiooni f pu-

hul, kui jaakliige R = 0.

Definitsioon 1.8. Kui kvadratuurvalem (1.9) on tdpne koigi k-astme poliinoomide

f puhul, siis 6eldakse, et selle kvadratuurvalemi algebraline tédpsusaste on k.

Mairkus 1.1. Kui valemi (1.9) algebraline tipsusaste on k, siis on valem (1.9) tapne
ka koigr tlimalt k-astme poliinoomide puhul, sest madalama astme polinoomid on
esitatavad k-astme poliinoomide vahena. Osutub, et m solmega (m € N) interpolat-

stoonititipt kvadratuurvalems algebraline tipsusaste on vahemalt m — 1.

Teoreem 1.5. (vt. [ 5], lk. 80). Valem (1.9) on interpolatsioonitiipi kvadratuurva-

lem parajasti siis, kui ta on tdipne iga (m — 1)-astme poliinoomi puhul.

Léheme valemis (1.9) olevas integraalis muutujavahetusega
r=((b—-a)t+a (1.11)

tile 16igule [0, 1]. Siis
b

/f(a:)dx:(b—a) /g(t)dt, (1.12)

a

kus

gt)y=f((b—a)t+a), te]0,1].

Kui on antud kvadratuurvalem kujul

1

/g(t) dt = z’”‘: Big(e;))+r, ¢ €]0,1], (1.13)

0
siis muutujavahetusega (1.11) saame {iile minna suvalisele 16igule [a, b] ja kasutada

b
integraali [ f(z)dx leidmiseks kvadratuurvalemit kujul

/f(x)dx:(b—a)ZBif(aJr(b—a)ci)Jr(b—a)R. (1.14)

[mselt lineaarse teisenduse (1.11) korral teisenevad muutuja x k-astme poliinoo-

mid muutuja ¢ sama astme poliinoomideks ja ka vastupidi. Seega kui valem (1.13)



on tépne koigi iilimalt k-astme poliinoomide g korral, siis ka valem (1.14) on tépne

koigi k-astme poliinoomide f korral, s.t.

m

[ H@)de=b=a) 3" Bifat (b= a)e) (1.15)

i=1
iga f € Iy korral (0 < k <2m —1) vt [5], lk. 106). Méargime ka, et teoreemi
1.5 pohjal valem (1.9) on interpolatsioonitiiiipi parajasti siis, kui valem (1.13) on

interpolatsioonitiitipi.

Osutub, et sobiva solmede t; valikuga saab kvadratuurvalemi (1.13) tdpsusastet

tosta. Jargnevalt toome ara paar erinevat voimalust nende valikuks.

Definitsioon 1.9. Poliinoome kujul

1 ar
ol dgn

Py (z) (22 —=1)", n=0,1,... (1.16)

nimetatakse Legendre’i poliinoomideks.

Osutub (vt. [ 5], Ik. 50), et Legendre’i poliinoome voib leida ka rekursiivse seose

2n+ 1)z P,(z) —nP,_1(x)

P, = , neN, 1.17
) =) " (117)
abil, kus
P()(.I') = 17 Pl(l') =Xx.
Definitsioon 1.10. Me nimetame kvadratuurvalemi (1.13) solmi ¢; (i = 1,...,m)
Gaussi punktideks, kui nad on vorrandi
Pn(2t—1)=0, meN (1.18)

lahendid, kus P, on Legendre’i poliinoomid (1.16).

Gaussi punktid on stimmeetrilised punkti 1/2 suhtes ja nad asuvad vahemikus

(0,1). Gaussi kvadratuurvalem (1.13) on tdpne koigi (2m — 1)-astme poliinoomide

puhul. Toome néiteks dra Gaussi punktid ¢y, ..., ¢, parameetri m = 1,2, 3 korral:
_ 1
m=1, ¢ =3
m =92 01_3—\/5 02:3+\/§
) 6 6
_ 5—/15 1 5415
m_37 1 = 10 02_57 C3 = 10



Definitsioon 1.11. Me nimetame kvadratuurvalemi (1.13) solmi ¢; (i = 1,...,m)

Radau II-liiki punktideks, kui nad on vorrandi
P,2t—1)—-P,1(2t—-1)=0, meN (1.19)
lahendid, kus P, on Legendre’i poliinoomid (1.16).

Radau II-liiki punktid asuvad poolldigus (0, 1]. Radau II-liiki kvadratuurvalem
(1.13) on tépne koigi (2m — 2)-astme poliinoomide puhul. Toome néiteks dra Radau

[I-liiki punktid ¢4, ..., ¢, parameetri m = 1, 2, 3 korral:

= W
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2 Splain-kollokatsioonimeetod

2.1 Ruum C™®

Olgu b € R, b > 0. Téhistame
Ay ={(z,y): 0 <y <z <b}.
Olgu jérgnevalt m € N, a € (0,1).

Definitsioon 2.1. Kirjutisega C™*[0,b] tdhistame pidevate funktsioonide wu :
[0,b] — R hulka, mis on m korda pidevalt diferentseeruvad poolldigus (0, b] ja mille

tuletiste jaoks kehtivad hinnangud
u ()| < Ca'™7 j=1...m, z€(0, (2.1)
kus C' = C'(u) on mingi positiivne konstant.

Lemma 2.1. Olgu antud funktsioon uw € C"™<[0,b], m € N, 0 < a < 1 ning olgu
u,(t) = u(b=Pr), t € [0,], p € N. Siis u, € C[0,b]NC™(0,b] ja kehtivad hinnangud

@) | < CrTOT =1 m, te (0,1, (2:2)
kus C' = C(u,) on mingi positiivne konstant.

Toestus. Lemma eeldustest saame, et u, € C[0,b] ja u, € C™(0,b].

Téhistame ¢(t) = b'P(?), u,(t) = u(p(t)) ja leiame liitfunktsiooni u(p(t)) j-

jarku tuletise (j=1,...,m). Néitame, et see tuletis on kujul

WO=3ue0) Y aweW@ e, e,  (@3)

k=1 (11,058 ) EV
kus a;; on mingid naturaalarvulised kordajad ja W, on k-mdotmeline vektorhulk

k
Ui ={(ir,...ip) €ENF 2 Y ig =3, 1<ip <. <ip}. (2.4)

q=1
Valemi (2.3) tOestamiseks kasutame matemaatilise induktsiooni meetodit. Indukt-

siooni baas j = 1 korral kehtib, sest

1

u,(t) = () P(1) = Y _uP(p(t)) Y ane™(t).

k=1 ile\Ifl,l
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Teeme induktsiooni eelduse, et (2.3) kehtib j = z (1 < z < m —1) korral ja nditame,

et valem kehtib ka j = z + 1 korral. Valemist (2.3) saame

WG () =(u) (¢ ZWH G Y ap ™) oW+
/

2 uBe) | D awe @) e™ )| =
k=1 (i1,50k) €W
z+1

=S uet) Y aun @O @) 0+

(1150 ik—1)€Y 2 k1

+ Z u(k)(go(t)) Z (s g |:g0(i1+1)(t> SO(iz)(,g) .. SO(ik)(tH

(11, s0k) €V 1

z+1

=3 u®e) D a0 WD)+

k=2 (01,00 yi) EV¥ o1k

3w Y e [sd“*”(th)() 1 ()+
k=1 (’i1 ..... ’L'k)E\I/zk

=S uBe@) > aa e @) W)+
k=2 (815-0k) €V o1,k

Y uBe@) D ™) e () =
k=1 (15 06) EV 21k

z+1

=S uBe@) D ™) o).
k=1 (81,5-8k) €V o1,k

Margime, et kordajad a;; ja b; ; on omavahel seotud konkreetsete valemitega, kuid
siinkohal nende tépsed avaldised meile huvi ei paku. Seega valem (2.3) kehtib. Kuna

1 =1,...,m korral voime kirjutada

I=p 5... _ g p—1i <
e (t) = (b= t7) D = b Ppe(p—i k) i<y |
0 , 1> p

siis eelnevast jareldub hinnang

J
WO < Copy S uPle)] 3 e cb,”Zm H)| ¢



Siit saame edasi (2.1) pohjal hinnata

J
W ()] < €y, C |yt h ke i | < 0O =1
k=1

Sellega on lemma toestatud. O

2.2 Volterra integraalvorrand

Vaatleme integraalvorrandit

xT

u(e) = f(z) + / (—y) " K(z,y)u(y)dy, =€ [0,b], (2.5)

0
kus 0 < a < 1. Funktsioonid K : A, — R ja f : [0,b] — R on ette antud pidevad
funktsioonid. Funktsioon u on otsitav. Siis vorrand (2.5) on iiheselt lahenduv. Kui

K e C™(Ay), feC™0,b], meN, 0<a<1,siisue C™0,b] (vt. [1]).

2.3 Kollokatsioonimeetodi jaoks kasutatav vork

Integraalvorrandi (2.5) lahendamiseks kasutame splain-kollokatsioonimeetodit. Sel-

leks toome sisse moned vajalikud téahised.

Vaatleme 16igul [0, b] vorku Hg\?b) solmedega xy, ..., xy, mis rahuldab tingimusi
%:b<%>, 0<i<N, NeN, (2.6)

kus r € [1,00) on vorgu ebaiihtlust nditav parameeter. Margime, et kui r = 1, siis on
vork (2.6) iihtlane. Kui » > 1, siis vorgu (2.6) punktid paiknevad tihedamalt 16igu

[0, b] vasakpoolse otspunkti 0 imbruses.

Saadud vorgu (2.6) pohjal moodustame osaloikude pikkused
hiy =z —x;, 1=0,...,N—1.
Osutub, et vorgu (2.6) korral saame, et
O<hg<h <---<hy.i1=h
ning kehtib jargmine vorratuste ahel:
hi<h<brN*'  0<i<N-1. (2.7)

13



Tdepoolest, vastavalt iilal toodud vordustele kehtib

i+ 1\’ i\ ,
- — — <1< N-—-1.
(Y (5) L vsien

Vottes niiiid f(z) = 2", saame Lagrange’i keskviértusteoreemi pohjal

i+1\" i\" br&t! -1
() = 2ES o
b<N) b(N) SN,

kus
& € poitl 0<i<N-1
; —,— i —1.
(2 N’ N Y — _—
Valime 16igus [0,1] m parameetrit ¢y, ..., ¢, nii, et
0<e < <e,<1l, meN (2.8)
ja defineerime hulgad
Olgu
N-1
X(N)=|JX;, NeN. (2.10)
i=0

Parameetreid (2.8) nimetatakse kollokatsiooniparameetriteks ja hulka X (N) kollo-
katsioonipunktide hulgaks.

2.4 Kollokatsioonimeetodi kirjeldus

Kirjutame uuesti vélja vorrandi (2.5)

u(e) = f(z) + / (r—y) " K(x,y)uly)dy, =€ [0,b]. (2.11)

Vorrandi (2.11) lahislahendit wy otsime poliinomiaalsete splainide ruumist

S(_I)(H%’b)) (m,n € N), kus vork Hg\?b) on kujul (2.6). Funktsiooni uy leidmiseks

m—1
asetame ta algvorrandisse (2.11) otsitava u kohale ning nduame, et vorrand oleks

rahuldatud kollokatsioonipunktides z;; € X (V):

T

un() — f(z) - / (r—y)° K@y ux()dy| =0,

0 T=T4;5

0<i<N—-1, 1<j<m,

(2.12)
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kus x;; = x; + ¢j (xi41 — ;) = x; + ¢ h; ning z; ja ¢; on médratud vastavalt seostega

(2.6) ja (2.8).
Seosed (2.12) voime kirjutada ka kujul

i—1 Tkt

uy (i) = frg) + / (zij —y)~ " K2y, y) un(y) dy+

(2.13)

0<i<N-1, 1<j<m.

Teeme vorrandites (2.13) koikides integraalides asendused y = xp + zhy, (dy =
hydz; k=0,...,4; i=0,...,N—1). Siis vordused (2.13) votavad kuju
1

un («sz .I‘U +th/ l’zj—CL’k—th>_aK(l’Z'j,l’k+th>uN(l’k+th)dZ+

+ h; / (ij —x; — 2 hy) " K(xij, 3 + 2 hi) un (2 + 2 hy) dz

(2.14)

Jargnevalt toome sisse (m — 1)-jarku Lagrange’i fundamentaalpoliinoomid, mis vas-

tavad kollokatsiooniparameetritele (2.8) :

L) =] —2%, ccl0b], j=1,....m. (2.15)

Siisigat=20,..., N — 1 korral
~N(x; + 2 hy) Zﬁk Li(z), ©i+zh; € 0y, (2.16)

kus
ﬁ;(j) = un (i + cx i) (2.17)
jao; (1=0,...,N —1) on defineeritud seostega (1.4).

Kollokatsioonitingimused (2.14) on seega iga i = 0, ..., N — 1 korral kirjutatavad
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=2
|
=
8
<.

+
gl
=

B
O\H

(ij — xp — 2 hye) ™ K (i, 2 + 2 ) Zﬁ " Lo(2) dz+
q=1

k=0
Cj m
+hi/(:v,-]— i — 2hi) T K (x5, + 2 hy) Zﬁ , j=1,....m.
0 =1
(2.18)
Oleme saanud lineaarse algebralise vorrandisiisteemi suuruste ﬁf),...,ﬁﬁ) (i =
0,...,N — 1) arvutamiseks. Asetades leitud konstandid 5@, e () Vordustesse

(2.16), saame leida vorrandi (2.11) ldhislahendi wuy.

Jargnevalt esitame ka lineaarse vorrandisiisteemi (2.18) maatrikskuju. Selleks
teisendame siisteemi (2.18) jargmiselt:

1

ho / (wij — 20 — 2 ho) ™" K(245, 20 + 2 ho) Li(2) dz 5]&0) -

k=1
m 1

B Z hia / Tij — Ti1 — 2 hio) ™" K (25, w1 + 2 hi1) Li(2) dz lgi_l)—
k=1

0
hl/ zij — @i — 2 )" K (2,2 + 2 hy) Li(2) dz | B = f(ay)
0

Seega voime vorrandisiisteemi (2.18) kirjutada maatrikskujul
(Z-A)B=F, (2.19)
kus Z on (m N x m N)-jarku iithikmaatriks ja

B:(ﬁ ., 8O, ﬁfl),-~-767(,1)7---aﬁfv_l,...,ﬁan_l))T
F = (f(l’m), oo f@om), Fl@n1), - fF@im), s F@N_11) s f@n_1m)

Maatriks A kujutab endast (m N x m N)-jarku plokkdiagonaalmaatriksit, mille voib

kirja panna ka kujul
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Byo1o By-11 Bn-12 -.. Byoin-2 Dnoinaa
kus 0 tahistab (m xm)-jarku nullvormi, D,,, ja B, on aga (mxm)-jarku ruutvormid,

mis on defineeritud jargmiselt:

Dy = (d)0_, n=0,...,N —1,

d =h /(:p—x — 2hp) Y K (i, Tn + 2 hy) Li(2) dz (2.20)
1) n ni n n nyy n n J
0
ja
&m:w$%%ﬂ,n:L”wN—l,k:Q“wn—L
(2.21)

J

1
bgn’k) = hk /(xnz — T — th)ia K(xn’uxk + z hk) LJ(’Z) dz.
0

2.5 Kollokatsioonimeetodi koondumine

Formuleerime tulemuse kollokatsioonimeetodi koondumise kohta.

Teoreem 2.1. (Vt. [ 1]). Olgu antud f € C™[0,b] ja K € C™(Ap), m € N, 0 <
a < 1 ning olgu loigul [0, b] antud vork (2.6). Siis on vorrand (2.5) dheselt lahenduv ja
tema lahend v € C™ [0, b]. Leidub arv Ny € N nii, et kollokatsioonitingimused (2.12)
madravad iga N > Ny korral theselt vorrandi (2.5) ldhislahendi uy € S,(,:i(ﬂg’b)),
m > 1. Seejuures kollokatsiooniparameetrite 0 < ¢; < ... < ¢, < 1 mistahes valiku

korral kehtib hinnang

N-r(=e), 1<r<qi%,
sup |u(z) —uyn(z)]| <C “ (2.22)
z€[0,b] N_m, r > 1Ta 7

kus konstant C ei soltu suurusest N.

Teoreemist 2.1 jéreldub, et iihtlase vorgu (2.6) korral kehtib hinnang

sup |u(r) —uy(z)| <O N-0=9) 0<l—a<l,
z€[0,b]
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mis tdhendab, et kollokatsioonimeetodi koondumine on iisna aeglane ja ei soltu la-
hislahendi leidmiseks kasutatavast aproksimeeriva splaini jargust m — 1. Samas kui
votta r piisavalt suur, r > ™ siis teoreemi 2.1 pohjal kehtib hinnang

sup |u(z) —un(z)| < CN™™.
x€[0,b]

Sel juhul on meetodi koondumine maksimaalset jarku, kuid praktilistes arvutustes
tahendab suur r vadrtus seda, et 16igu [0, b] vasakpoolsele rajapunktile 0 lahedal ole-
vad osaldigud [t;,t;41] on véga viikesed (eriti tihele ldhedaste a vAartuste korral).
Niiteks o = 3, r = 12, m = 3 korral hg = b N~ '2. Sellisel juhul voivad juba viike-
sed osaldikude arvu N vaartused pohjustada suuri arvutusvigu. Jérgnevas peatiikis
me vaatleme meetodit, mis kasutab maksimaalset jarku koondumise saavutamiseks

vahem ebatihtlasi vorke.
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3 Modifitseeritud kollokatsioonimeetod

Selles peatiikis vaatleme modifitseeritud splain-kollokatsioonimeetodit vorrandi (2.5)

lahendamiseks.

3.1 Meetodi kirjeldus

Teksti paremaks jilgimiseks kirjutame uuesti vilja vorrandi (2.5)
ue) = f@)+ [ (o= Kpuwdy, o€y,
0

Teeme vorrandis (2.5) muutujavahetused

x=0b"PtP
, t,s€0,b],peN. (3.1)
y=bl"PsP

Siit saame dy = pb'~* s»~! ds korral teisendada vorrandi (2.5) kujule

u,(t) = f,(t) —|—/Kp(t, s)u,(s)ds, te]|0,0], (3.2)

kus
4

u,(t) = u(b=rtr)

) = forer)

L (33)
Kp(t7 S) = pb(l_p)(l_a) Sl)—l (tl) _ SP)—Oé K(bl—p tp7 bl—p Sp)

t,s €10,b],peN

\

Vorrandi (3.2) ldhislahendit w,y otsime poliinomiaalsete splainide ruumist
S,(,:H(HS\C’I’)), kus vork H%’b) on kujul (2.6). Funktsiooni u, n leidmiseks asetame ta

algvorrandisse (3.2) otsitava u, kohale ning nouame, et vorrand oleks rahuldatud

kollokatsioonipunktides t;; € X (N):

t

W ®) = (0~ [ Kot w(s)ds| =0
/ - (3.4)
0<i<N-—-1, 1<j<m,
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kus t;; = t; + ¢j (tis1 — t;) = t; + ¢; h; ning ¢; ja ¢; on méadratud vastavalt seostega
(2.6) ja (2.8). Jargides peatiikis 2 toodud kollokatsioonimeetodit, leiame ldhislahendi

u, v kujul (2.16). Edasi defineerime vorrandi (2.5) léhislahendi 4, v jérgmiselt:

ipn () = upn (0P 2)7), 20,8, uy € STHMEY): pmeN.  (3.5)

Jargnevalt uurime saadud vorrandi (3.2) lahenduvust ja ldhislahendi @, y koon-

dumist esialgse vorrandi (2.5) lahendiks u.

3.2 Operaator Py

Toome sisse operaatori Py, mis igale 16igus [0, b] pidevale funktsioonile v € C[0, d]
seab vastavusse tiikiti poliinomiaalse funktsiooni Pyu € S ( Tb)) nii, et Py in-

terpoleerib funktsiooni u s6lmedes {x;;} (vt. (2.9)) :

(PNU,)(QTij):U(iL‘Z‘j), i:O,...,N—l, jzl,,m (36)
Igal osaldigul [z;,z;41] (i =0,..., N — 1) saame operaatori Py esitada kujul
m m T — Ty
PNU/ Z; (% xz] H xl] o )
J= o (3.7)

x € [z, x4, 1=0,...,N—1.

Lemma 3.1. (vt. [ 4], lk. 22). Olgu operaator Py : C[0,b] — L>°(0,b) antud
valemiga (3.7), kus z; (i =0,...,N — 1) on vorgu (2.6) solmed ja x;; on mddratud

seostega (2.9). Siis kehtivad hinnangud
Pl e Clasma) < Ciy i=0,...,N—1, Ne&N (3.8)

Jja
| Pn |l cicpop,eeop) < Coy NEN, (3.9)

kus konstandid Cy ja Cy ei soltu suurusest N.

Lemma 3.2. Iga loigus [t,,tn1] (n =0,...,N —1), N € N, oleva (m — 1)-astme

poliinoomi w korral kehtib vordus
(Pyw)(t) =w(t), t€E [tn,tn1]. (3.10)
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Toestus. Tingimused (3.6) méadravad iheselt dra (m — 1)-astme poliinoomi. Viimase

véite toestus on toodud opikus [ 5], lk 13. O

Lemma 3.3. Olgu antud funktsioonid uw € C"™*[0,b], m € N, 0 < a <1 ja u,(t) =
uw(d'=PtP), t € [0,b], p € N. Lisaks olgu antud operaator Py , N € N, kujul (3.7),
kus solmed x;; ja parameetrid c; on defineeritud vastavalt valemitega (2.9) ja (2.8).

Siis kehtib hinnang
| up — Py up|leop < CEn(m,a,r), (3.11)

kus konstant C' ei soltu suurusest N ja

N—™ m<p(l—a),r>1
En(m,a,r) = S N=700=0) s p(l—a), 1<r< i (3.12)
me7 m>p(1—a),r2ﬁ

Toestus. Votame suvalise u € C™[0, b]. Siis u,(t) = u(b'~*#*) ja lemma 2.1 pohjal

u, € C[0,b] N C™(0,b]. Hindame vahet

| up —Pn oy HL“’(O,b) = i:g?.aﬁ_l | up — Pru, HLoc(ti,ti+1) =
= _mmax  flu, =Pt llop ) = (3.13)
= max  max |u,(t)— (Pnu,)(t)].

1=0,...,N—=1 t€[t;,t;+1]
Votame tihe suvalise splaini wy € S,S;_li(l_[%’b)). Siis igas osaldigus [t;,t;41] on wy

nédol tegemist (m — 1)-astme poliinoomiga. Lemma 3.2 pohjal (Pywy)(t) = wn(t),

t € [ti, tiv1]. Sel juhul voime iga t € [t;, t;41] korral kirjutada

up(t) = (Pnup)(t) = up(t) = wn(t) +wn(t) = (Pyup)(t) =
= up(t) — wn(t) + (Pxwn)(t) = (Pyvw,)(t) =

= (u,(t) —wn (1)) + Pr(wn(t) — uy(t) = (Z — Pn) (up(t) —wn(t))

Up N
Up N

Siit edasi hinnates saame

leo =Pty oy < (L4 IPxlleccpnncronan) _mmax | max fup(t) —wn(t)] <

< £ — ;
- i=$?ﬁ—1teﬁ}%§1] [up(t) —wn (B,
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kus lemma 3.1 pohjal konstant C' ei s6ltu suurusest N. Kuna u, € C™(0, b], siis iga

1=20,...,N —1 korral

up) (1) (t — tiga w,) ™D (Ei g ) (E — tigy) Y
(up)'( 1)!( )+...+( ) ((m)—<1)! ) N

+ Rya(t), te[titin],

uy(t) = up(tiz1) +

kus .
1 m— m
Rina(t) = m— 1) / (t =)™ "ul™ (@) de, t€ [titin].
tit1
Olgu
_ (up) (i) (t — tiy1) (up) ™™ (t510) (¢ — tip1) 7Y
wN(t) = ’pr(ti+1) + 1 +...+ (m _ 1>' )

kus t € [ti,ti+1], 1=0,...,N — 1. Siis

— - < =
o =P limion < C o, oy, Mo ()

_ 1 m—1, (m)
=C —(m —) i:[{?'z’%ilteﬁgiﬂ / (t — ) u,™ () dx|.
tit1
Kasutame u, tuletiste hindamiseks lemmat 2.1,
tir1
_ . < _ p\ym—1 _p(l-a)-m ) )
| up — Pn oty [|oop < Ch A | max (x—t)" "z dv. (3.14)

t

Kui m < p(1 — «), siis

H Up —Pn Up HLOO(O’b) <y pp (1—a)—m i:()rg?])\](_l ter[g%il] (ti+1 — Zf)m <COyN™™. (315)

Kui m > p (1 — «), siis hindame vorratust (3.14) i =0jai=1,...,N — 1 jaoks
eraldi. Olgu koigepealt i = 0. Et 0 <t < x <t; korral 0 < x —t < x, siis

t1 t1

max / (z—t)" L zP 1=~ g < max / (x— )" (z — )Py =

tel0,61] te0,t1]
¢ t

t1
t — ¢ p(1—a) tp(l_a)
= max /(x —1)?0=~ 4y = max (h=1) = 1 =
t€[0,t1] tefotr] p(l—a) p(1—a)
t

pe (1-a) ) N-pr(-a) ] <p < _m
— 1—N—pr( —) < (O
p(l—a) N—™
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Olguniiid i = 1,..., N — 1. Siis m > p(1 — «) korral saame

tit1 tit1
max (z—t)" LgP=m gy < max *U7™ [ (z — )" Ldx =
tetitit1) te[titita)
t t
1 —a)—m m
T m e

_bP(l_a) (7/->p7’(1a)rm |:(7/+1>T (Z)r:|m_

om N N AN -
pe (1—a) jpr(1—a)

— N_pT(l_a) [(7[ + 1)7’ _ Zr]m )

- m l’rm

Lagrange’i keskvéirtusteoreemi pohjal (i + 1)" —i" = r& 1 kus € € (i,i + 1),
1=1,...,N —1. Seega

tit1
por(l—a) (7 1)rm
max (z—t)m L grU=e)=m gy < ¢y N7Pr(17) - (2.—'— ) =
tE[tz‘,tiJrl] rm (Z + 1)1’7‘&
t
por(l—a) rm
I N AL
(i4+1)m i
or (1—a) ; r(l—a)
< 04 grm N—pr(l—a) ir < 05 N—pr(l—a) (7’ + 1)p ( _
- (t+1)m — (i+1)m
— CS prr(lfa) (Z + 1)pr(1fa)fm
ehk
tit1 prr(lfa) ’ 1<r< (1771 )
max (z —t)y™ L P == 4y < O PRET ] (3.16)
te(ts,tit) / N—m o > p(lnza)
kusi=1,..., N — 1. Kuna samasuguse hinnangu saime ka ¢ = 0 korral, siis kokku-
votteks jéreldub hinnangutest (3.15) ja (3.16), et (3.11) kehtib. O

Lemma 3.4. Olgu Ey ja E1 mingid Banachi ruumid, mille korral Ey C Eq ja leidub
konstant C > 0 nii, et ||z||g, < C||z|g, iga © € Ey puhul. Olgu T € L(Ey, Ey)
kompaktne ja Py € L(Ey, E1) (N € N) sellised, et

|Pnvx —z||g, = 0, Vo€ Ey.

Stis
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Toestus. Oletame vastuviiteliselt, et 30 > 0 nii, et
T — Py T|lzprm) >0, kui N — 00, NeN CN.
Teiste sonadega, leiduvad elemendid xy € E1, et ||xy||g, =1 ja
(T — PyT)xn| g, Zg, (N eN). (3.18)

Teiselt poolt, operaatori T kompaktsuse tottu on jada Txy (N € N') suhteliselt

kompaktne ruumis Ejy, s.t. leidub element v € Ej nii, et
HTxN_U“EO — 0, kui N — o0, NeN cN.

Et Py € L(Fy, E1) jaiga x € Ej korral |Py . —z||p, — 0, kui N — o0, siis teoreemi
1.1 pohjal || Py || (kom0 < C1, (N € N), kus konstant Cy ei s6ltu suurusest N. Seega
(T = Py T)anle < ||Ton —vlle + lv = Pyvlle,+
+[[Pvv— PyTan|E <
<ClTay —vllg, + lv = Py ol +
+1Pnll o,y o = T wnlle, <
<C|Txzy —vlg +|[v—Pyvlg +C |lv—Txx|g, -

Kuna normid ||[v —T z x| g, ja ||v — Py v| g, koonduvad nulli, kui N — oo, siis sellest
jareldub, et ||(T'— PvT) zn|lg, — 0, kui N — o0o. See on aga vastuolus eeldusega

3.18). Sellega on lemma toestatud. O
(3.18) g

3.3 Uleminek operaatorvorranditele
Jargnevalt vaatleme vorrandit (2.5) operaatorkujul
u=f+7Tu, (3.19)

kus 7 on integraaloperaator
(Tu)w) = [ o=y Koy)uy)dy, € [0.0) (3.20)
0

Kollokatsioonitingimused (2.12) lahislahendi uy € Sﬁ:i(ﬂg\?b)) leidmiseks on

samavaarsed operaatorvorrandiga
uy =Py f+PnTuyn, (3.21)
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kus 7 on integraaloperaator (3.20) ja operaator Py on defineeritud kujul (3.6).
TGepoolest, et Py u = 0 parajasti siis, kui u(zij) =0,j=1,...,m; i=0,... N—1
(vt. (3.7)), siis on tingimused (2.12) samavéérsed seostega Py (uy — f — 7 uy) = 0,
uy € S,(,;_li(l_[%’b)). Et Pyuy = uy (vt. lemma 3.2), siis on viimased seosed sama-

vadrsed vorrandiga (3.21).

Samuti vaatleme vorrandit (3.2) operaatorkujul
u, = fo+7,u,, peN, (3.22)

kus 7, on integraaloperaator

t

(T,u,)(t) = / K, (t, s)u,(s)ds, t€[0,0], (3.23)

siin K, on funktsioon kujul (3.3).

Lemma 3.5. Kui K, avaldises (3.3) tuum K € C(Ay), siis T, (p € N) on lineaar-
ne kompaktne operaator ruumist L>°(0,b) ruumi C|0,b] ja samuti ruumist L>(0,b)

ruumi L>°(0,0).

Toestus. Operaatori 7, lineaarsus on ilmne. Kuna K on pidev, siis (3.3) pohjal K,

on pidev, kui 0 < s < t (sest (t” — s”)~* on pidev, kui 0 < s < t). Néitame, et kehtib
|K,(t,s)| < C(t—s)"", tsel0b], s<t, 0<a<l. (3.24)
Toepoolest, kuna K on pidev, siis 0 < s < t korral

[Kp(t,5)] =|ppt P00 5271 (10— sP)= @ K (01717, b0 5)| <

<Oy sup |K(t,8)]s" 1 (tF —sP) =
t,s€[0,b]

S sup K ()] (E—8) " (), £ e (st).
t,s€[0,b]

Viimast vorratust saab edasi hinnata jargmiselt:
K,y (t,s)| < Co(t—s) s (") =Cy(t—s) s VI <Ot —5)".

Seega kui s — t, siis K, on norgalt singulaarne. Sellisel juhul on operaator 7, kom-
paktne ruumist L>°(0, b) ruumi C[0, b]. Kuna C10, b] € L>(0,b), siis on 7, kompaktne
ka kui operaator ruumist L°°(0, b) ruumi L>°(0,b) (vt. néiteks [ 3 |, k. 215-216). Sel-

lega on lemma toestatud. [l
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3.4 Modifitseeritud kollokatsioonimeetodi koondumine

Kéesolevas punktis toome tulemuse vorrandi (2.5) lahislahendi 4, 5 (vt. (3.5)) koon-

dumisest vorrandi (2.5) tapseks lahendiks w.

Teoreem 3.1. Olgu vorrandis (2.5) antud funktsioonid K € C™(A,) ja f €
C™*0,b], m € N, 0 < a < 1. Lisaks olgu loigus [0,b] antud vork Hg\r,’b) defi-
neeritud kujul (2.6). Siis leidub arv Ny € N nii, et kollokatsioonitingimused (3.4)
mddravad iga N > Ny ja p € N korral iheselt vorrandi (2.5) ldhislahendi @, v kujul

), xe[0,0], u,n eSS, (3.25)

o =

. (7) = upn (b7 2)

kus w, N on vorrandi (3.2) lihislahend, mis on leitud punktis 3.1 toodud modifitsee-
ritud kollokatsioonimeetodiga. Seejuures kollokatsiooniparameetrite (2.8), (0 < ¢ <

oo < e < 1), mistahes valiku korral kehtib hinnang

N—™, m<p(l—a),r>1
sup |u(z) —t,n(z)| <C SN-770-0  m>p(l—a), 1<r< =
z€[0,] p(l-a)
N~ m>p(1—oc),r>p(1"ia)

(3.26)

kus N > Ny, u on vorrandi (2.5) tdipne lahend ja konstant C' ei soltu suurusest N.

Taoestus. Analoogiliselt punktis 3.3 tooduga kirjutame vorrandi (3.2) operaatorkujul
(vt. (3.22))

u, = fo+T,u,. (3.27)
Lemma 3.5 pohjal operaator 7, (vt. (3.23)) on lineaarne kompaktne operaator ruu-
mist L°°(0, ) ruumi L>°(0,b). Kuna homogeensel vorrandil u, = 7,u, leidub vaid
triviaalne lahend u, = 0, f € C0,b] ja operaator 7, on kompaktne, siis teoreemi 1.4
pohjal on vorrand (3.22) tiheselt lahenduv ja lahend u, = (I — 7,)~' f, € L>(0,b)
iga p € N korral. Siin I on tihikoperaator ja (I — 7,)"t € L£(L>(0,b), L>(0,b)).

Kollokatsioonitingimused (3.4) on samavéérsed operaatorvorrandiga (vt. (3.21))
upN = Pn fo+PnTupn, (3.28)

kus Py on defineeritud punktis 3.2. Kuna (I — 7,)~' € L£(L>(0,b), L>=(0,b)), siis
kiillalt suurte N korral (s.t. N > Ny korral) on ka operaatorid I — Py 7, pidevalt
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pooratavad ruumis L£(L>(0,0), L>(0,b)) ja
I(I = PnT,) " ew=op=om < C, (N =N), (3.29)

kus konstant C' ei s6ltu suurusest N. TGepoolest, lemma 3.3 pohjal iga u, € C™*[0, b]
korral || Py u,—t,| o0y — 0, kui N — oo. Lemma 3.1 pohjal ||Pw || z(c(0.5,2(0,6)) <
C (N € N). Seega Banach-Steinhausi teoreemi pohjal (vt. teoreem 1.1) iga u, €
C[0,b] korral ||Pyu, — w0 — 0, kui N — oo. Lemma 3.4 tottu saame niitid

valida nii suure Ny, et N > N, korral kehtib vorratus
| Py T, — Tollcreom).zo0m) (L = T) "l eeop), 00 < 1. (3.30)
Esitame operaatori I — Py 7, kujul
I-PyT=[1-(PxT,-T)(I-T) |- T,).

Teoreemi 1.2 pohjal leidub pédrdoperaator (I — (Pn7, — T,) (I — 7,)" 1)}
L(L>*(0,b),L>(0,b)). Teoreemi 1.3 pojal on operaator I — Py7,
L(L>*(0,b), L>°(0,b)) pooratav ja kehtib hinnang

€
S

_ I—T)7Y
]’ o 7) T 1 - - < ||( P )
I( N p) HE(L (0,0),L>(0,b)) = 1— ||7)N7;J _ Tp” (1 — 7;)—1H

Siit jareldub vahetult hinnang (3.29). Niisiis, N > N, korral on vorrandil (3.28)
olemas parajasti iiks lahend u, y € ng_lf (Hg\’;’b)). Arvestades seoseid (3.27) ja (3.28)

voime kirjutada
u,n = (I —=PnT,) " Px [, Py fo=(Py —PnT,)u,,
up —tpn = (I =PxT) " (I =PxT)u, — (I = PnT,) " (Px — Py T,) up,
millest saame, et
u, —upn = (I =PnT,)"" (u,—Pnu,), N>N. (3.31)
Varratuse (3.29) pohjal saame hinnangu
[y — wpnllz0p) < C llu, — Pyl zoop) » N > Np. (3.32)

Teoreem 2.1 pohjal vorrand (2.5) on tiheselt lahenduv ja lahend v € C'"™ %[0, b]. Siis
lemma 2.1 pohjal u,(t) = u(b*~?t?) € C[0,b] N C™(0,b]. Hinnang (3.26) jireldub

niitid lemmast 3.3 ja seosest (3.25). Sellega on teoreem toestatud. [
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3.5 Kollokatsioonimeetodi superkoondumine

Jargnevalt toome &ra teoreemi modifitseeritud kollokatsioonimeetodi lokaalse koon-

dumise kohta.

Teoreem 3.2. Olgu vorrandis (2.5) antud funktsioonid K € C™(A,) ja f €
Cmlelo b, m € N, 0 < a < 1. Lisaks olgu ldigus [0,b] antud vork I defi-
neeritud kujul (2.6) ning kollokatsiooniparameetrid (2.8) (0 < ¢; < ... < ¢ < 1)
valitud nii, et nad oleksid kvadratuurvalemi (1.13) solmed. Eeldame, et kvadratuur-

valem (1.13) on tapne iga (m + 1)-astme polinoomi puhul.

Kui parameeter r valida tingimustest

m<p(l—a)—1, r>1
pl—a)—1<m<p(l-—a), 7“21+% ) (3.33)
m+l—a
m>p(l—a), (e m
sits kehtib hinnang
sup | u(r) — G, n(r)] < CON-H=Y N> N €N, (3.34)
Ay

kus p € N, w on vorrandi (2.5) tdpne lahend, U, on defineeritud valemiga (3.25),
kollokatsioonipunktide hulk X (N) on defineeritud valemiga (2.10) ja konstant C' ei

soltu suurusest N.

Toestus. Olgu tdidetud teoreemi 3.2 eeldused. Siis teoreemi 3.1 pohjal vorrandil (2.5)
leidub parajasti iiks lahend u € C[0,b] N C™*1(0,b] ning ANy € N nii, et kollokat-
sioonitingimused (3.4) méaaravad iga N > Ny ja p € N korral iiheselt vorrandi (2.5)
lahislahendi u, y kujul (3.5). Vorduste (3.3) ja (3.5) pohjal voime kirjutada

sup  |u(z) —d,n(z)| = sup |u(b'Pt?) —a, (b)) = sup |u,(t) —u,n(t)|.
S teX(N) teX(N)
teX(N)

Operaatori Py definitsioonist (3.6) jareldub, et (Pyu,)(t) = u,(t), t € X(N).
Seega,

sup |uy(t) — upn ()] = sup [(Pyup)(t) — upn ()] < [[Pwup — wpnlLoe(os)
teX(N) teX(N)
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Rakendame vorrandi (3.27) molemale poolele operaatorit Py . Siis
PN U,p = PN fp —f—PN,Z;,Up. (335)
Lahutades omavahel vorrandid (3.35) ja (3.28) saame

PNup—u,,’N :,PN,];)UID—PN,];UJP’N :PN,];(UP—PNUp‘F,PNUp—up’N) =
=Py T, (up — Py up) + Pn T, (Pn up — upn).-

Jarelikult
(Z-PnT,)(Pyvu,—u,n)=PnT,(u, —Pnu,).

Teoreemi 3.1 toestuses néitasime, et iga N > Nj korral on operaatorid Z — Py 7,

pidevalt pooratavad ja kehtib hinnang (3.29). Seega
Pruy —tupn = (T — Py 7;))71 Pn T, (up — P uy)
ning (3.29) ja lemma 3.1 pchjal

1Pty — wpn | 0p) < 1T = Pn )"l eeom), .00 Pyl cciopzeo)
N, (up = Py )l 0) < C T, (up — Pnv wp)|| o (0) »

kus konstant C ei soltu osaloikude arvust N. Hindame suurust

|7, (up — P ty)|| oo o) = sup sup /K (t, 8)[up(s) — (Pnu,)(s)] ds|.

7=1,..., N tE _1,t5 ]
Leidub selline indeks j € {1,..., N}, et kehtib hinnang

|7, (wp — Pn wy) || oo 0.0) < SUP

Jlt

/K (t,8)[up(s) — (Pnuy)(s)] ds+

/K (t,8)[up(s) — (Pnuy)(s) ds+/K (t,8)[up(s) — (Pnuy)(s)] ds|.

J

(3.37)
Kui j = 1, siis viimases vorratuses summat ja esimest integraali ei ole.
Hindame vorratuses (3.37) liikmeid eraldi. Esiteks vaatame summat
= sup Z / K,(t,s)[u,(s) — (Pnu,)(s)ds|, j>3. (3.38)
[ti—1tsl | k=1,
k—1



Toome sisse operaatori Py, mis igas osaloigus [tx_1,tx] seab pidevale funktsiooni-
le vastavusse m-astme poliinoomi Py u, (vt.(3.6)). Politnoomi Py u, moodustame
kollokatsiooniparameetrite {ci,...,cn} U (¢ € {ci1,...,cn}) abil nii, et kehtiksid
tingimused (2.8). Sel juhul

sup Z /K (t, 8)[uy(s) — (P u,)(s)] ds|+
Himatil | b= L
(3.39)
T sup / K, (t, 5)[(Py u,)(s) — (Px u,)(s)| ds| = Ei, + Ei,
te[tj—1,t5]
Hindame esimest liiget
E{71— [sup | Z /K (t,8)[uy(s) — (Pyu,)(s)] ds| <
teltj—1,t;
(3.40)
§||up—75NupHLoo(0,b) sup Z / |K,(t,s)|ds
teftj—1.t;) 1y
th—
Edasi kasutame K, jaoks vorratust (3.24). Seega
j-2
E{, <Cyllu, — Pyuyli~os sup Y / (t—s)ds =
telt;_1,t5] =1,
k—1
Cl it — -«
=7 — Pnup|lLep sup Z (t—tp) ™= (t—t)' %] =
- tetj—1,t4] 1
. Cl 5 11—« l-a
=7 —Pntpllreop  sup [t = (¢ —1;2)'70] <
- teftj—1,t4]
SOQ H up — 75]\[ up ||Loo(07b) .
(3.41)
(tk_tk—l).

Liikme E{Q hindamiseks votame igas osaldigus [tg_1, ;] punkti s, = tp_1 + =

Liidame ja lahutame integraali mérgi all liikme K,(¢,s;) ning kasutame vahe
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(K,(t,s) — K,(t, si)) jaoks Lagrange’i keskvidrtushinnangut. Siis saame

B - s |3 / Ko(t, )Py u)(5) — (P ) ()] ds

tEltj—1,ts] | e 1,
J

k—1

t€[tj—1.t5]

= sup Z[ [ 1t = Byt (P )(5) = (P ) ()] ds+

k—1

+ [ Kutos) [Py w)(s) = (P, (9) ds]

173

/ s — 5] [(Py 4,)(5) — (P u)(8)] dst

tk—1

= sup
teftj—1,t5]

[ okt 7)
or

k=1 7=k

o &k € [te—1, ti]

FEy(ts) [ (Pru)s) = (Pa,)(o) ds]

te—1

(3.42)

Osutub, et E{Q = 0. Selle néitamiseks kasutame vorduse (3.42) molemas integraalis
kvadratuurvalemit (1.14). Esimese integraali mérgi all on (m + 1)-astme poliilnoom
ja teise integraali mérgi all on m-astme poliinoom. Kuna teoreemi eelduse kohaselt
meie kvadratuurvalem on tépne koigi tilimalt (m + 1)-astme poliinoomide puhul, siis

esimese integraali korral voime kirjutada

ty

[ 5= s (P un)(s) = (P ) (5) ds = (12 = 1)
: Z By [tr-1 — si] [(Pn 1) (te-15) — (Pyv up)(teeri)] = 0, i1 € X(NV).

Viimane vordus kehtib selleparast, et (75N Up)(tr—1,i) = Up(te—1.) ja (Pnup)(tr—1,) =
u,(ty—1,) - Analoogiliselt saab néidata, et hinnangu (3.42) teine integraal vordub
nulliga. Seega

E{ < Callu, - 75N Up HL“(OJ?) : (3.43)

Hindame jirgnevalt (3.37) teist liiget FJ,

= sup
te[t;—1,t;]

/K (t, 9)[up(s) — (P u,)(s) ds—l—/K (t,9)[up(s) — (P u,)(s)] ds| .

J

(3.44)
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Mérgime, et K,(t,s) on katkev punktis s = ¢. Kasutame hindamiseks vorratust

(3.24). Siis

E% < u, — Pnuy ||L°°(0,b) sSup
tE[tj,htj]

<

ti—1 t
[ 1Kt s)las [ im0 ds
tj—2 ti—1
t

ti—1

< Cslluy, = Pnuy||rop — SUp / (t—s)“ds—+ / (t—s) “ds

teftj—1.t5]
j—2 tj—1
t—s)lme [t (= g)lma s
= Gyl — Pruyllmon_swp |- R T
te[tj—l’tj] - s=tj_2 - s=tj_1
< (Cy || Uy — Pn Uy ||Loo(07b) N-(=a)
(3.45)
Vottes kokku E{ ja E% hinnangud vG6ime kirjutada
17, (up = Py )| ooy <Cs (|1 — Pty [l Loy +
p \Up p (0,b) P P (0,b) (3.46)

+ [lup — Pyt || ooy N™0).

Hinnang (3.34) jireldub niiiid lemmast 3.3, kasutades vorratust suuruste u, — Py u,

ja u, — Py u, hindamiseks seostega (3.33) méadratud r vddrtuste korral. O]
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4 Arvulised tulemused

Antud peatiikis toome &ra arvulised tulemused teoreemide 3.1 ja 3.2 teoreetiliste
hinnangute kontrollimiseks. Kuna lineaarvorrandite siisteem (2.19) sisaldab korda-
jatena integraale kujul (2.20) ja (2.21), mis enamasti ei ole vahetult tapselt leitavad,
siis tuleb nende leidmiseks sageli kasutada eriliiki teisendusi. Antud peatiiki esimeses
punktis toome sisse gammafunktsiooni ja hiipergeomeetrilise funktsiooni, mille abil
saab moningatel juhtudel leida vajalike integraqalide vaartusi. Teises punktis too-
me éra kirjelduse selle kohta, kuidas on teisendatud vastavad integraalid lisas olevas
programmis 5.1 tuuma K, (3.3) korral, kus K(¢,s) = 1. Lihtsuse mdttes vaatleme
tilesandeid ja vastavaid integraale 16igus [0,b] = [0, 1]. Kolmandas punktis toome &ra
testimiseks kasutatud iilesande ja neljandas punktis vastavate tulemuste analiiiisi ja

tabelid meetodi koondumise kohta meie testiileande jaoks.

4.1 Gammafunktsioon ja hiipergeomeetriline funktsioon

Gammafunktsiooniks nimetatakse funktsiooni kujul

o0

['(z) = /e_t t=tdt, z¢€(0,00). (4.1)

0

Kehtivad valemid (vt. [ 2 ], k. 253)

F'n)=(n-1)!, neN, (4.2)
k—1
r k
M:H(zﬂ'), keN, ze(0,00). (4.3)
Olgu antud vektorid
X =[z1,...,2,,], x;€(0,00), i=1,...,n7, n3 €N, (4.4)

Y=1[U1, - YUns), wi€(0,00), i=1,...,n2, ng€N.
Vaatleme funktsiooni

= (E xﬁ—k P
H(x,y,z) =Y (H HF% > 0 2€(0,00), (4.5)

k=0 =1

kus I'(z) on gammafunktsioon (4.1). Funktsiooni H nimetatakse ka hiipergeomeet-
riliseks funktsiooniks ja kaasaegsete matemaatikaprogrammide arvutuspaketid sisal-

davad meetodeid tema vaartuste leidmiseks.
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4.2 Integraalide teisendus

Vaatleme integraali kujul

I=h /Kp(s,t+vh)Pm_1(v)dv, m,p € N, (4.6)

kus h on osaldigupikkus, s # 0 on kollokatsioonipunkt, ¢ on s6lm (vt. punkt 2.3, kus
b=1), M € (0,1], K, on tuum kujul (3.3) (K(z,y) =1) ja P, on (m —1)—astme

poliinoom 1digus [0, 1]. Asendades vastavad muutujad, saame (4.6) kirjutada kujul

M m—1
. (t+ ol .
I_h/p(P—t—i—vh QZA#U dv. (4.7)
0 Hn=
Teisendame seda integraali jargmiselt:
t 4 h)p_l L m—1 A t+Mh o1 ( t)ﬂ
v v v —
1= hA dv = = ————dv =
D> e o | T
0 = t
t+Mh
m—1 2 —
A SP(l_O‘)"‘H VP 1 (’U — L)N A 30(1 Q)+
=2 g / T — oo dUZPZT'
u=0 © u=0
t+Mh ’ ) . . (48)
/S v S e (S () e
dv =
(1 — vp)a
’ t+Mh
:pm . i A, sPO-etamigi / pP it "
== h# il (p—1)! (1 —wvr)

Muudame viimases vorduses summeerimise jarjekorda, kogudes kokku integraalid,
mis sisaldavad liiget v°~17#~% Selleks toome sisse muutuja j = p — i. Jirgnevast
arusaamiseks annab lihtsa ettekujutuse jargmine protseduur: me summeerime mingi
diagonaalmaatriksi ridade ja veergude asemel selle diagonaalmaatriksi neid diago-

naale, mis suunduvad vasakult paremale ja iilalt alla. Siis saame

t+Mh

== h =t | ) A—wvr)e
s ey 49
=0 Lp=j h g —g)! (y (1 —wv)~



Arendame viimases vorduses funktsiooni (1 —v)~* puktis v = 0 Taylori ritta, s.t.

(1— ) ZH a+z o

Siit saame
Ve 4 (a+ @ J _ a + ’L J
/ dv — /Z 70 24k dv = Z Up+1+/~c
J T=v) ] & k! + 1+ k) .
(4.1())

Edasi kasutame korduvalt valemit (4.3). Siis saame (4.10) teisendada jargmiselt:

B J' o] v=5
/ iy Pla+k) %
J 1—v)e ST+ 1+k) K
00 k=1 (j - v=B
_ i~ Llat k) s G0 ok (4.11)
— INEY! H (%+1+@') k! a

J v=B

P +1+k) T(L+2) o

Hifa—l—k v®
— N F(f—)+1) F(%+2+kz) k!

v=A
Néeme, et viimases avaldises olev summa on sarnane funktsiooni H definitsiooniga

(4.5), kus ny = 2 ja ny = 1. Seega

B J i4q . . v=B
/ S H(LLZ+11{1+2yv> (4.12)
1 —v)~ 141 P p
2 p v=A
Pannes niiiid kokku valemid (4.9) ja (4.12) saame
m—1 [m—1 1—a)+7j pu—i
N (w— 7)!
= \= h# (= 3)! .
vzﬂ j j v=( L) (4.13)
Fern (o) e o)
4.3 Testiilesanne
Vaatleme vorrandit (2.5), kus b=1, K(z,y) =1, = 3
ue) = f@)+ [ = vy Ful)dy. te 1) (414

0
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Vaatleme vorrandi (4.14) vabaliikme ja lahendi komplekti :

(4.15)

On lihtne kontrollida, et funktsioonid f ja u rahuldavad tingimusi (2.1) ja seega
kuuluvad hulka C™2]0, 1].

4.4 Arvuliste tulemuste analiiiis

Teoreetilisi tulemusi on kontrollitud numbriliste eksperimentide abil. Osa saadud
tulemusi on toodud tabelites 1 — 25, kus N on osaloikude arv ja ||[E| y téhistab
hinnangut (3.34) osaldikude arvu N korral ehk iilesande (4.14) teisendatud tilesan-
de (3.2) ldhislahendi viga kollokatsioonipunktides. Tabelites olevad vead on kirju-
tatud eksponentsiaalsel kujul s.t. 107 = a E — x. Lisas 2 olevas programmi-
koodis on hinnang (3.34) realiseeritud normina sup,c x(y [1,(t) — u,n(t)], kus u, on
vorrandi (3.2) tépne lahend ja u, v ldhislahend, mis on leitud peatiikis 2 toodud
splain-kollokatsioonimeetodiga. || E||y tdhistab hinnangut (3.26) osaldikude arvu N
korral. Lisas 2 olevas programmikoodis on hinnang (3.26) realiseeritud normina

sup [, (£)—u, ()] ~
te[0,b]

U, (ti + 2% (tip1 — tz)) — Up,N (ti + ;—0 (tiy1 — tz)) ' :

kus t; (¢ =0,...,N) on vorgu (2.6) sdlmed. Tulemuste arvutamiseks me varieerime
vadrtust p ja 16igu ebaiihtlusparameetrit r. Méargime, et kui p = 1, siis tilesanded (2.5)
ja (3.2) langevad kokku. Lisaks Gaussi ja Radau II-liiki kollokatsiooniparameetritele
kasutame m = 3 korral komplekti ¢; = 0.1,¢co = 0.7,¢3 = 0.9 ja m = 2 korral

komplekti ¢; = 0.4, ¢ = 0.9.

Koondumine tervel 16igul

Teoreem 3.1 iitleb, et kui me kasutame lineaarsplaine (m = 2) ja suurendame

osaloikude arvu N kaks korda, siis peab piisavalt suurte N korral viga || F||y terves
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16igus vastavalt r-i vadrtustele vihenema ligikaudu

205~ 14 korda, kui p=1, r=1,
2 korda, kui p=1, r =2,
219 ~ 28 korda, kui p=1, r=3
4 korda, kuip=1, r>4
2 korda, kui p=2, r=1,
4 korda, kui p=2, r>2,

219 ~ 28 korda, kui p=3, r=1,
4

4 korda, kui p = 3, 7“25,

4 korda, kui p >4, r>1,

Kui me kasutame ruutsplaine (m = 3) ja suurendame osaldikude arvu N kaks
korda, siis peab piisavalt suurte N korral viga || E||y terves loigus vastavalt r-i vidr-

tustele vihenema ligikaudu

2% ~ 14 korda, kui p=1, r=1,
2 korda, kui p=1, r=2,
2% ~ 28 korda, kui p=1, r=3,
4 korda, kui p=1, r =4,
225 ~ 5.7 korda, kui p=1, r=5,
8 korda, kui p=1, r>6,
2 korda, kui p=2, r=1,
4 korda, kui p=2, r=2
8 korda, kui p =2, r >3,
2% ~ 28 korda, kui p=3, r=1,
8 korda, kui p=3, r>2,
8 korda, kui p>6, r>1.

Kasutades ruutsplaine ja kollokatsiooniparameetritena cq, co, c3 Gaussi punkte,
siis tabelitest 1 - 5 on nédha, et p =1 jar = 1, r = 4 korral on praktilised tulemused

heas kooskolas teoreetilistega. Vottes r = 6, jadb maksimaalsest suhtest 8 natukene
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puudu, kuid tulemus on ikkagi lahedane. Kui lasta r-il minna suuremaks (nt. r = 8.1),
siis tulemused veidi halvenevad, sest et suured r-i vadrtused pohjustavad suuremaid
arvutusvigu. Kui p = 2, siis r = 1 korral viheneb viga 2.8 korda teoreetiliselt saadud 2
asemel. Kui r > 1, siis koikide valitud p-de korral jadb maksimumsuhtest 8 natukene
puudu, kuid tulemus on siiski teoreetilisele lahedane. Pohjus natukene halvemateks

hinnanguteks voib olla selles, et N ei ole piisavalt suur.

Kasutades ruutsplaine ja kollokatsiooniparameetritena cq,co,c3 Radau II-liiki
punkte, siis tabelitest 6 - 10 on néha, et eeltoodud arutlused Gaussi punktide kohta
kehtivad ka siin. Erinevus on aga maksimaalsetes suhetes, kus Radau II-liiki punkti-
de korral need suhted on pisut iile 8, kuid Gaussi punktide korral jai enamasti 8-st
natukene puudu. Samuti on Radau II-liiki punktidele iseloomulik vigade korgemad

suhted véiksemate osaloikude arvu N korral, kui p = 1.

Kasutades ruutsplaine ja kollokatsiooniparameetritena cy, ¢, c3 suvaliselt valitud
punkte 0.1,0.7,0.9, siis (vt. tabelid 11 - 15) tulemused kinnitavad juba eespool 6eldut.
Nii nagu Gaussi punktide korral, jaévad siingi maksimaalsed suhted 8-st natukene

halvemaks.

Kasutades lineaarsplaine ja kollokatsiooniparameetritena c;,co Gaussi punkte,
siis tabelitest 16 - 20 on ndha, et p = 1 korral on praktilised tulemused heas kooskdlas
teoreetilistega. Nii nagu ruutsplainide korral, siis ka niiiid on tulemus komplekti p = 2
jar = 1 jaoks veidi parem (suhe 2.8). Ulejdéinud juhtudel on arvulised niidud jillegi

vastavuses teooriaga.

Kasutades lineaarsplaine ja kollokatsiooniparameetritena c;, co suvaliselt valitud
punkte 0.4,0.9, siis tabelitest 21 - 25 ilmneb, et » = 1 ja p = 2 ning p = 3 korral
on koondumine veidi kiirem teoreetilisest (suhted vastavalt 2.8 ja 3.9 suhete 2 ja 2.8
asemel). Kui p = 1 ja r = 3, siis on suhe 3.3 samuti parem kui teoreetiline 2.8, kuid

ilmselt koonduv selleks. Ulejasanud juhtudel on tulemused heas vastavuses teooriaga.

Koondumine kollokatsioonipunktides

Teoreem 3.2 iitleb, et kui me kasutame lineaarsplaine (m = 2), sobivaid kollokat-

siooniparameetreid cq, ..., ¢, ja suurendame osaloikude arvu N kaks korda, siis peab
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piisavalt suurte NV korral viga || Ex|| v kollokatsioonipuktides vastavalt r-i vaartustele

p=1, r>5,
p=2, r>25,
5
-3 > =
P 5 7"_3
5
— 4 > 2
P ) 7°_47
p=>6, r>1

vihenema ligikaudu 22 ~ 5.7 korda.

Kui me kasutame ruutsplaine (m = 3) ja suurendame osaldikude arvu N kaks
korda, siis peab piisavalt suurte N korral viga ||Ex||y kollokatsioonipuktides vasta-

valt r-1 vaartustele

p=1, r=>T7,
p=2, r>35,
7
—3 > _
p ) T_37
7
:67 >_7
p=>8, r=>1

vihenema ligikaudu 23° ~ 11.3 korda.

Kasutades ruutsplaine ja kollokatsiooniparameetritena ¢, co, c3 Gaussi punkte
(vastav kvadratuurvalem (1.13) on tdpne koigi (2m — 1)-astme poliinoomide korral
ja seega m > 2 jaoks on teoreemi 3.2 eeldused tdidetud), siis tabelitest 1 - 5 on
ndha, et maksimaalne vigade suhe 11.3 saavutatakse teoreetilisest varem. Néiteks
p = 1 korral viheneb viga ligikaudu 11.3 korda juba r = 4 korral teoreetilise r = 7
asemel. Kui p = 2, siis saavutatakse maksimaalne hinnang vahemalt r = 2 korral
teoreetilise 7 = 3.5 asemel. Samuti on vigade ||Ex||y subted p = 3 ja p = 6 korral
paremad kui teoreetilised hinnangud. Seega voivad teoreemis 3.2 toodud tulemused

olla parandatavad.

Kasutades ruutsplaine ja kollokatsiooniparameetritena cy, cs,c3 Radau II-liiki
punkte (vastav kvadratuurvalem (1.13) on tépne koigi (2m — 2)-astme poliinoo-
mide korral ja seega m > 3 jaoks on teoreemi 3.2 eeldused taidetud), siis tabelitest

6 - 10 on néha, et tulemused on analoogilised nendele, millele sai tdhelepanu juhitud
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Gaussi punktide korral. Erinevus on maksimaalsetes suhetes p = 1 jaoks, kus Radau
[I-liiki punktidele on iseloomulikud tublisti korgemad suhted viiksemate osaldikude

arvu N korral.

Kasutades ruutsplaine ja kollokatsiooniparameetritena cy, ¢, c3 suvaliselt valitud
punkte 0.1,0.7,0.9, siis tabelitest 11 - 15 ilmneb, et koikidel juhtudel, kuip =1, r > 4
ja p>1,r > 1, siis viga kollokatsioonipunktides viheneb osaldikude arvu suurenda-
misel ligikaudu 8 korda, mis on monel juhul (nt. p = 2, r = 1) parem kui Gaussi
ja Radau II-liiki punktide korral. Kuid mitte iiheski parameetrite p ja r valikus ei

saavutata superkoondumist s.t. suhet 11.3.

Kasutades lineaarsplaine ja kollokatsiooniparameetritena ci, co Gaussi punkte,
siis tabelitest 16 - 20 on nédha, et maksimaalne vigade suhe 5.7 saavutatakse enamus
juhtudel teoreetilisest varem. Naiteks p = 1 korral viheneb viga ligikaudu 5.7 korda
r = 3 korral teoreetilise r = 5 asemel. Kui p = 2, siis saavutatakse maksimaalsele
hinnangule ldhedane hinnang » = 1 ja maksimaalne hinnang vihemalt r = 2 korral
teoreetilise 7 = 2.5 asemel. Samuti on vigade ||Ex||ny suhted p = 3 ja p = 4 korral

paremad kui teoreetilised hinnangud.

Kasutades lineaarsplaine ja kollokatsiooniparameetritena cy, co suvaliselt valitud
punkte 0.4,0.9, siis tabelitest 21 - 25 on nédha, et enamustel juhtudel viga kollokat-
sioonipunktides vdheneb osaldikude arvu N suurendamisel umbes neli korda, kuid
koondumine ei saavuta iiheski parameetrite p ja r valikus superkoondumist s.t. suhet

5.7.

N | Lo gy | PR BN || N | LR gy | LR By
16 3.0 7T2E-3 1.5 6.1 E-2 16 16.2 31E-5 4.1 80E-4
32 3.0 24E-3 1.5 42 E-2 32 13.1 24E-6 4.0 20E-4
64 2.9 83E-4 1.5 29E-2 64 11.9 20E-7 4.0 50E-5
128 2.9 28E-4 1.4 20E-2 128 11.5 1.7E-8 4.0 12E-5
256 2.9 98E-5 1.4 14E-2 256 11.4 15E-9 4.0 31E-6

Tabel 1: Ulesanne (4.14). Gaussi punktid. m =3, p=1: r=1jar=4.
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I Ex lIn—1 | EllNn—1 I Erlin=1 IElN-1
N Teeir | 1BxliN | e | 1Bl N Teeir | 1BxlN | T | BN
16 17.7 10E-4 10.1 25E-4 16 20.1 28E-4 9.8 65E-4
32 13.3 75E-6 9.7 26E-5 32 14.3 20E-5 9.7 67E-5
64 11.9 63E-7 8.0 33E-6 64 12.0 1.7E-6 9.2 73E-6
128 11.5 55E-8 7.5 44E-7 || 128 11.6 14E-7 7.1 10E-6
256 11.4 48E-9 7.6 5.8E-8 | | 256 11.4 1.3E-8 7.4 14E-7
Tabel 2: Ulesanne (4.14). Gaussi punktid. m =3, p=1: r=6jar =8.1.
| Ex lIN-1 I ElN=-1 I Ex lIN-1 I ElN-1
N ey | 1Bl | TEre | 1B N ety | 1Bkl | Ty | 1By
16 6.0 22E-6 2.9 36E-4 16 10.7 1.6E-6 8.2 56 E-6
32 5.8 38E-7 2.8 13E-4 32 11.1 14E-7 7.8 T1E-7
64 5.7 67E-8 2.8 45E-5 64 11.2 13E-8 7.8 92E-8
128 5.7 12E-8 2.8 16E-5 || 128 11.3 11E-9 7.9 12E-8
256 5.7 21E-9 2.8 56 E-6 | | 256 11.3 9.8 E-11 7.9 15E-9
Tabel 3: Ulesanne (4.14). Gaussi punktid. m =3, p=2: r=1jar=2.
| Ex IN-1 IElN-—1 | Ex IN-1 I ElN-—1
N ey | 1Exly | e | 1Bl N ey | 1By | e | 1Bl
16 7.2 54E-7 2.7 33E-4 16 9.7 11E-6 7.9 55E-6
32 7.5 7T1E-8 2.7 12E-4 32 10.8 9.7E-8 7.9 69E-7
64 7.7 92E-9 2.8 43E-5 64 11.3 86E-9 8.0 ST7TE-8
128 7.8 12E-9 2.8 15E-5 || 128 11.2 76 E- 10 7.9 11E-8
256 7.9 15 E- 10 2.8 55E-6 | | 256 11.2 68 E-11 7.8 14E-9
Tabel 4: Ulesanne (4.14). Gaussi punktid. m =3, p=3: r=1jar=2.
| Ex lin—1 IElN=1
N ey | 1Exlv | TEre | 1B
16 9.4 22E-5 8.6 7T1E-5
32 10.5 21E-6 8.7 82E-6
64 10.9 19E-7 7.3 11E-6
128 11.1 17E-8 7.4 15E-7
256 11.2 15E-9 7.6 20E-8
Tabel 5: Ulesanne (4.14). Gaussi punktid. m =3, p=6: 7 =1.
| Ex lIn— IE|lN-1 I Ex lIN—1 IElN-1
N TEx HNl ”EK HN TEI~N HEHN N TEx I~ HEK ”N TE~N ”E”N
16 3.1 1.3E-2 1.5 71E-2 16 18.6 11E-4 4.1 92E-4
32 3.0 42E-3 1.5 48E-2 32 15.3 7T0E-6 4.0 23E-4
64 3.0 14E-3 1.5 33E-2 64 12.2 57TE-7 4.0 57E-5
128 2.9 49E -4 1.4 23E-2 128 11.9 48E-8 4.0 14E-5
256 2.9 17E-4 1.4 16E-2 | | 256 11.6 41E-9 4.0 35E-6
Tabel 6: Ulesanne (4.14). Radau II punktid. m =3, p=1: r=1jar=4.
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| Ex lIn— IE|lN-1 I Ex IN—1 IElN-1
N | Secr | 1Bkl | i | 11BN N ey | 1ExlN | Ty | BN
16 20.5 36E-4 11.3 65E-4 16 22.3 1.1E-3 14.9 16E-3
32 15.9 23E-5 9.5 68E-5 32 18.1 50E-5 9.3 17E-4
64 12.1 19E-6 9.3 74E-6 64 12.0 49E-6 9.2 19E-5
128 11.9 16E-7 8.9 83E-7 128 12.0 41E-7 9.0 21E-6
256 11.7 1.3E-8 8.7 95E-8 256 11.8 3.5 E-8 8.7 24E-7
Tabel 7: Ulesanne (4.14). Radau II punktid. m =3, p=1: r=6jar =8.1.
| Ex lIn—1 IE|N-1 I Ex lINn—1 IE|lln—1
N TEx IN ”EK HN TEN HEHN N TEr IN HEK ”N TEIN ”E”N
16 9.7 3.3E-6 2.9 52E-4 16 11.5 1.1E-6 9.1 1.3E-5
32 5.9 57E-7 2.8 18E-4 32 10.7 70E-7 9.0 14E-6
64 5.8 99E-8 2.8 65E-5 64 11.1 57E-8 8.9 16E-7
128 5.7 17E-8 2.8 23E-5 || 128 11.3 48E-9 8.7 18E-8
256 5.7 31E-9 2.8 S1E-6 || 256 11.4 41E-10 8.6 21E-9
Tabel 8: Ulesanne (4.14). Radau II punktid. m =3, p=2: r=1jar =2
| Er lIn— IElN-1 | Ex IN— I Elln—
N e | 1Bxly | Sy | 18I N | S | Bk | st | 1Bl
16 7.3 51E-7 2.6 47E-4 16 9.7 29E-6 8.4 10E-5
32 7.6 6.7E-8 2.7 17E-4 32 10.7 27TE-7 8.7 11E-6
64 7.7 87TE-9 2.8 63E-5 64 11.2 24E-8 8.7 13E-7
128 7.8 1.1E-9 2.8 23E-5 128 11.4 21E-9 8.3 1.6 E -8
256 7.9 14 E- 10 2.8 SOE-6 | | 256 11.5 1.8 E- 10 8.0 20E-9
Tabel 9: Ulesanne (4.14). Radau II punktid. m =3, p=3: r=1jar=2.
| Ex lIN—1 IE(N=—1
N ety | 1Exln | Ere | 1B
16 9.5 56E-5 8.7 19E-4
32 10.2 55E-6 8.8 21E-5
64 10.7 51E-7 8.8 24E-6
128 11.1 46E-8 8.7 28E-7
256 11.3 41E-9 8.6 32E-8
Tabel 10: Ulesanne (4.14). Radau II punktid. m =3, p=6: 7 =1.
| Ex lIN—1 I ElN=-1 I Ex lIN-1 IElN-1
N ey | 1Bl | TEre | 1B N Teeny | 1Exly | ery | 18N
16 2.1 10E-2 1.5 6.1E-2 16 6.2 12E-3 6.6 1.3E-3
32 2.5 41E-3 1.5 42E-2 32 7.2 17E-4 6.6 20E-4
64 2.6 15E-3 1.5 29E -2 64 7.6 22E-5 4.0 50E-5
128 2.7 56E-4 1.4 20E-2 128 7.8 28E-6 4.0 12E-5
256 2.8 20E-4 1.4 14E-2 | | 256 7.9 36E-7 4.0 31E-6
Tabel 11: Ulesanne (4.14). Punktid ¢ = {0.1,0.7,0.9}. m =3, p=1: r=1jar=4.
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N e ey | Uit | ey || v | e ey | st | BNy
16 5.6 23E-3 6.0 26E-3 16 4.6 42E-3 5.0 49E-3
32 6.9 33E-4 7.2 37TE-4 32 6.6 64E-4 6.9 7T1E-4
64 7.4 45E-5 7.6 48E-5 64 7.3 87E-5 7.5 95E-5
128 7.7 59E-6 7.8 62E-6 128 7.6 1.2E-5 7.7 12E-5
256 7.8 T5E-T7 7.9 T9E-7 256 7.8 15E-6 7.8 16 E-6

Tabel 12: Ulesanne (4.14). Punktid ¢ = {0.1,0.7,0.9}. m =3, p = 1:

r==6jar=3_8.1.

N e iy | g | nEy || v | A ey | SRR | 1B
16 7.1 7T2E-5 2.9 38E-4 16 6.9 68E-5 7.3 76 E-5
32 7.4 98 E-6 2.8 1.3E-4 32 7.4 92E-6 7.7 99E-6
64 7.6 13E-6 2.8 47E-5 64 7.6 12E-6 7.8 13E-6
128 7.7 1.7E-T7 2.8 1.7E-5 128 7.8 16 E-T7 7.8 16 E-T7
256 7.8 21E-8 2.8 59E-6 256 7.9 20E-8 7.9 21E-8
Tabel 13: Ulesanne (4.14). Punktid ¢ = {0.1,0.7,0.9}. m =3, p=2: r=1jar=2.
N el ey | L | i || N | Rl ey | st | IEIN
16 6.9 1.1E-6 2.7 35E-4 16 6.7 16 E-5 7.3 20E-5
32 7.3 15E-7 2.7 13E-4 32 7.3 22E-6 7.6 26 E-6
64 7.7 19E-38 2.8 46 E-5 64 7.5 29E-7 7.7 34E-7
128 7.9 24E-9 2.8 16 E-5 128 7.7 38E-8 7.5 45E-8
256 8.0 3.0E-10 2.8 58E-6 256 7.8 48 E-9 7.6 59E-9
Tabel 14: Ulesanne (4.14). Punktid ¢ = {0.1,0.7,0.9}. m =3, p=3: r=1jar=2.
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N I ekl | S | 1B
16 6.4 TOE-4 7.0 82E-4
32 7.3 96 E-5 7.6 L1E-4
64 7.6 13E-5 7.8 14E-5
128 7.7 1.6 E-6 7.8 18E-6
256 7.8 21E-7 7.8 22E-7
Tabel 15: Ulesanne (4.14). Punktid ¢ = {0.1,0.7,0.9}. m =3, p=6: r=1.
N | LEllaes y p gy | L= By N | LR ey | LEE=L By
16 3.1 23E-2 1.5 9.7E-2 16 7.5 87E-4 2.1 21E-2
32 3.0 7T5E-3 1.5 6.5E -2 32 6.8 13E-4 2.1 LOE-2
64 3.0 25E-3 1.5 44E-2 64 6.7 1L9E-5 2.0 50E-3
128 2.9 86 E-4 1.5 31E-2 | | 128 6.6 29E-6 2.0 25E-3
256 2.9 29E-4 1.4 21E-2 | | 256 4.3 6.7E-7 2.0 12E-3
Tabel 16: Ulesanne (4.14). Gaussi punktid. m =2, p=1: r=1jar=2.
N Ll pe gy | LR | B N A By | PR By
16 7.7 8AE-4 2.9 50E-3 16 7.7 14E-3 6.1 32E-3
32 6.6 13E-4 2.9 L7TE-3 32 6.5 22E-4 4.8 6.6 E -4
64 6.4 20E-5 2.9 6.0E-4 64 6.3 34E-5 4.6 14E-4
128 6.1 33E-6 2.8 21E-4 | | 128 6.1 56 E -6 4.1 36E-5
256 5.9 55E-7 2.8 TAE-5 | | 256 5.9 95E-7 4.0 89E-6
Tabel 17: Ulesanne (4.14). Gaussi punktid. m =2, p=1: r=3jar=4.
N e iy | LER | nEiy || v | e ey | S | 1B
16 3.8 T9E-5 2.9 20E-3 16 5.1 38E-4 4.3 L1E-3
32 4.7 L7E-5 2.8 69E-4 32 5.6 68E-5 4.4 25E-4
64 5.2 33E-6 2.8 24E-4 64 5.7 12E-5 4.3 59E-5
128 5.5 6.0E-7 2.8 86E-5 || 128 5.8 21E-6 4.0 1L5E-5
256 5.6 L1E-7 2.8 30E-5 | | 256 5.8 36E-7 4.0 38E-6
Tabel 18: Ulesanne (4.14). Gaussi punktid. m =2, p=2: r=1jar=2.
N e Ve iy | Uggst | ey || v | e ey | st | By
16 5.0 42F -4 3.1 23E-3 16 4.9 T6E-4 4.3 24E-3
32 5.3 78E-5 3.0 75E-4 32 5.3 14E-4 4.4 54E-4
64 5.5 14E-5 2.9 26 E-4 64 5.6 26 E-5 4.3 13E-4
128 5.6 25E-6 2.9 8OE-5 | | 128 5.7 45E-6 4.0 32E-5
256 5.7 44F -7 2.9 31E-5 | | 256 5.7 TOE-7 4.0 8OE-6

Tabel 19: Ulesanne (4.14). Gaussi punktid. m = 2, p = 3:
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|l Ex lIN—1

I ElIN—1

N ey | 1Bxlv | Trery | 12N
16 4.8 92FE-4 4.3 29E-3
32 5.3 1.7E-4 4.4 6.7E -4
64 5.5 32E-5 4.2 16 E-4
128 5.6 56 E -6 4.0 40E-5
256 5.7 99 E-7 4.0 10E-5
Tabel 20: Ulesanne (4.14). Gaussi punktid. m =2, p=4: r=1.
Il Ex lIn—1 ITEIN-1 IEk lIn—1 Il EllN-1
N et | 1Bxly | i | 11BN N Teers | 1Bxln | Trere | 1B
16 2.7 1L0E-1 2.2 13E-1 16 3.9 19E-2 2.9 2.7E-2
32 2.8 3.6 E-2 1.5 84E-2 32 4.1 45E-3 2.1 13E-2
64 2.8 1.3 E-2 1.5 5.7E -2 64 4.1 1.1E-3 2.1 6.3E-3
128 2.8 45E-3 1.5 39E-2 | | 128 4.1 27E-4 2.0 31E-3
256 2.8 16E-3 1.5 27E-2 | | 256 4.0 6.8E-5 2.0 15E-3
Tabel 21: Ulesanne (4.14). Punktid ¢ = {0.4,0.9}. m =2, p=1: r=1jar=2.
| Ex lln— ITEN—1 I Er lIn—1 I EllN—1
N | Secr | 1Bkl | i | IEIN N Teeir | 1ExlN | ey | BN
16 4.0 20E-2 4.1 22FE-2 16 3.7 27E-2 3.8 29E-2
32 4.2 48E-3 4.3 50E-3 32 4.2 64FE-3 4.3 6.8 E-3
64 4.2 12E-3 4.2 12E-3 64 4.2 15E-3 4.2 16E-3
128 4.1 28 E-4 3.9 30E-4 | | 128 4.1 37E-4 3.9 41E-4
256 4.1 6.9E-5 3.3 93E-5 | | 256 4.1 92E-5 3.9 11E-4
Tabel 22: Ulesanne (4.14). Punktid ¢ = {0.4,0.9}. m=2,p=1: r=3jar=4.
lEx lIn—1 IElN-1 IEx lIn-1 IElN-1
N TEK IN ”EK HN TEI~N HEHN N TEx N HEK ”N TE~N ”E”N
16 3.6 45 E-3 3.7 48 E -3 16 3.5 81E-3 3.6 89E-3
32 3.9 12E-3 3.8 13E-3 32 4.0 20E-3 4.1 22E-3
64 4.0 30E-4 2.8 45E-4 64 4.1 50E-4 4.0 55E-4
128 4.0 7T4E-5 2.8 16E-4 | | 128 4.1 12E-4 3.8 14E-4
256 4.0 19E-5 2.8 56 E-5 256 4.0 30E-5 3.9 36 E-5
Tabel 23: Ulesanne (4.14). Punktid ¢ = {0.4,0.9}. m=2,p=21 r=1ljar=2.
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N e ey | Uit | ey || v | e ey | st | BNy
16 3.5 1.3 E-2 3.7 14E-2 16 3.3 18E-2 3.5 20E-2
32 3.9 34E-3 4.0 35E-3 32 3.9 46 E-3 4.0 50E-3
64 4.0 84E-4 4.0 89E-4 64 4.0 1.2E-3 4.0 1.2E-3
128 4.0 21E-4 3.8 23E-4 128 4.0 29E-4 3.8 33E-4
256 4.0 52E-5 3.9 59E-5 256 4.0 7T1E-5 3.9 84E-5

Tabel 24: Ulesanne (4.14). Punktid ¢ = {0.4,0.9}. m =2, p = 3:

N | L By | R | BN
16 3.2 23E-2 3.4 25E-2
32 3.9 58E-3 4.0 62E-3
64 4.0 1.5E-3 4.0 16 E-3
128 4.0 36E-4 3.8 42E-4
256 4.0 91E-5 3.9 1.1E-4

Tabel 25: Ulesanne (4.14). Punktid ¢ = {0.4,0.9}. m =2, p = 4:
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Summary

In this work we consider a linear Volterra integral equation of the second kind in the

form
X

ue) = )+ [(@-y) Ky, ce0, (@10
0
where 0 < o < 1, 0 < b < oo. Functions K and f are given ones and u is unknown.

Let
Ap={(z,y): 0<y <z <b}
and assume that K € C™(Ay) and f € C[0,b] N C™(0,b] (m € N). Then equation
(4.16) is uniquely solvable and its solution u € C[0,b] N C™(0, b] (see chapter 2.5 ).

In (4.16) we change the variables
r=b""t", y=0b""s" t,5€[0,b,pEN

and reach to a modified equation in the form

u,(t) = f,(t) —|—/Kp(t, s)uy(s)ds, te]|0,0], (4.17)

where f, and K, are given by (3.3). The singularities of the derivatives of the solution

u, are milder or disappear at all.

To find an approximation of the equation (4.16) we solve equation (4.17). We
use piecewise polynomial collocation method (see chapter 2) to find an approximate
solution u, y € ST(,:%(HE\:’I))) (space of polynomial splines of degree m — 1) of the

equation (4.17). Approximate solution @, n of the equation (4.16) we define as

o (2) = upn (P 2)5), ze€l0,6], pmeN. (4.18)

Basic results are given in theorems 3.1 and 3.2. We give results for global and
local convergence and estimate the error
s (@) — tp,n ()]
It follows from theorems 3.1 and 3.2, that using equation (4.17) we may use much
more regular mesh in collocation method to obtain optimal convergence results. Its
very useful in practical computing. At last in chapter 4 we carry out some numerical

examples using the general theory.
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5 Lisad

5.1 Programmikood

> restart;
> with(linalg): with(plots):
> Digits:=30;

> lagrangepolynom:=proc(meetod, j,Vv)

> local i;

> product((v-meetod[i])/(meetod[j]-meetod[i]) ,i=1..j-1)*

>  product((v-meetod[i])/(meetod[j]-meetod[i]),i=j+1..nops(meetod));

> end:

> lagrangekordajad:=proc (meetod)
> local i,koefjada,v, kordajad;

> koefjada:=[ ];

>

> for i from 1 to nops(meetod) do

>

> kordajad:=expand(lagrangepolynom(meetod,i,v));
> koef jada:=[op(koefjada) ,tcoeff (kordajad),seq(coeff (kordajad,v**i),
> i=1. .nops(meetod)-1)];

> od;

>

> koefjada;

> end:

> legendrepolynom := proc (m,x)

> local P,y;

> if n=0 then

> P:=unapply(1l,y);

> else
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P:=unapply (1/((2**n)*n!)*diff ((y**2-1)**n,y$(n)),y);
fi;
evalf (P(x));

end:

kollokparameetrid:=proc (m,meetodnr)
local x,parameetrid;
if meetodnr=1 then
parameetrid:=sort([solve(legendrepolynom(m,2*x-1)=0,x)]) ;

fi;

if meetodnr=2 then
parameetrid:=[op(sort([solve(legendrepolynom(m-1,2*x-1)=0,x)]1)),1];
fi;

if meetodnr=3 then
parameetrid:=sort([solve(legendrepolynom(m-1,2*x-1)-
legendrepolynom(m,2*x-1)=0,%)]);
fi;

if meetodnr=4 then
parameetrid:=[1/2/m,seq(1/2/m+1/m*i,i=1..m-1)];
fi;

parameetrid;

end:

ebayhtlasedsolmed:=proc(n,r)
local ij;
[seq((i/n)**r,i=0..n)];

end:
hjada:=proc(solmed)

local i;

[seq(solmed[i+1]-solmed[i],i=1. .nops(solmed)-1)];
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> end:

> kolloksolmed:=proc(h,solmed,meetod)

> local aa,i,j,k;

> k:=1;

> for i from 1 to nops(solmed)-1 do

> for j from 1 to nops(meetod) do

> aal[k] :=solmed[i]+meetod[jl*h[i];
> k:=k+1;

> od;

> od;

> [seq(aalil,i=1..k-1)];

> end:

> Yleidmine:=proc(f,Kalg,integraal,koefjada,h,solmed,meetod,tnj)
> local A,F,Y,C,n,m,i,ii,j,k,d;

> n:=nops(solmed)-1;

>  m:=nops (meetod) ;
> A:=Matrix(m);
> F:=array(1..m);

> Y:=[1;

> for k from 0 to n-1 do

> for i from 1 to m do

> for j from 1 to m do

> Ali,j]:=evalf(1-abs(signum(i-j))-Kalgx

> integraal (seq(koefjadal[m*(j-1)+ii],ii=1..m),
> h[k+1],solmed[k+1],tnj [k*m+i] ,meetod[i]));

> od;

>

> F[i] :=evalf (f (tnj [k*m+i]));

>

> for d from O to k-1 do
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for j from 1 to m do
F[i] :=evalf (F[i]+Kalg*
integraal (seq(koefjadal[m*(j-1)+ii],ii=1..m),
h[d+1],solmed[d+1],tnj [k*m+i], 1) *Y [d*m+j]) ;
od;
od;
od;

C:=linsolve(A,F);

Y:=[op(Y),seq(Cld],d=1..m)];

print(n,k+1);

od;

end:

viga:=proc(Y,meetod,tapne,solmed,h,tnj,kordaja)

local 11,k1,s1,i,j,v,m,konstant,ligif;

m:=nops (meetod) ;

s1:=0;
k1:=0;
11:=0;

for i from 0 to nops(solmed)-2 do

ligif :=unapply(

sum(’Y [i*m+j] *lagrangepolynom(meetod, j,v)’,’j’=1..m),v);

if i=0 then 1l1:=evalf (abs(tapne(0)-1ligif(0))) fi;
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for j from 1 to kordaja do
konstant:=evalf (solmed[i+1]+j/kordajaxh[i+1]);
11:=max(11,evalf (abs(tapne(konstant)-ligif(j/kordaja))));
od;

for j from 1 to m do

konstant :=evalf (tnj[i*m+j]) ;

k1:=max(k1,evalf (abs(tapne(konstant)-ligif (meetod[j]))));
od;

sl:=max(s1,evalf (abs(tapne(solmed[i+2])-1igif(1))));

end do;

[s1,k1,11];

end:

kollokmeetod:=proc(i,r,f,Kalg,integraal, koefjada,tapne,meetod,kordaja)

local Y,h,tnj,solmed;

solmed:=ebayhtlasedsolmed(i,T,r);
h:=hjada(solmed);
tnj:=kolloksolmed(h,solmed,meetod) ;

Y:=Yleidmine(f,Kalg,integraal,koefjada,h,solmed,meetod,tnj);

viga(Y,meetod,tapne,solmed,h,tnj,kordaja);

end:

avaldis:=proc(m,rho,alpha,B,h,t,s,M)
local myy,j,d, dc;
dc:=0;
for d from 0 to m-1 do
dc:=dc+rho/ (rho+d) /d!*
sum(’ (-1) ** (myy-d) * (t** (myy-d) *s** (rho* (1-alpha)+d) /h**myy) *
Blmyy+1]*myy!/(myy-d) !’ ,myy=d..m-1)*
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(((t+M*h)/s) ** (rho+d) *
Hypergeom([1+d/rho,alphal, [2+d/rho], ((t+Mxh)/s) **rho) -
(t/s)**(rho+d) *Hypergeom([1+d/rho,alphal, [2+d/rho], (t/s)**rho)) ;
od;
dc;
end:
prindi:=proc(r,f,Kalg,integraal,koefjada,tapne,

meetod,meetodnr,m,rho,kordaja)

local i, meetodjada, veajada, g, gg, fd;

meetodjada:=[‘Gaussi punktid‘, ‘Modifitseeritud Gaussi punktid®,

‘Radau II punktid®, ‘Uhtlane jaotus®, ‘Ebaiihtlane jaotus‘];

veajada := [‘Viga vdrgu sdlmedes‘, ‘Viga kollokatsiooni punktides®,

‘Viga tervel 18igul‘];

interface( prettyprint=0 );

print(‘¢);

g:=kollokmeetod(1l,r,f,Kalg,integraal, koefjada,tapne,meetod,kordaja);

for i from 1 to 8 do

gg:=8;

g:=kollokmeetod (2**i,r,f,Kalg,integraal ,koef jada,tapne,meetod,kordaja);
print(cat(

[ “N“=‘2**i
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print(‘Vead : ,
[evalf [2] (g[11)]1,¢ ¢, [evalf[2](gl21)1,¢ ¢, [evalf[2](g[31)1);

print (‘Suhted: ‘<
[evalf [3] (ggl1]/g[11)],° ¢, [evalf [3] (ggl2]/g[2]D],¢ ¢,
[evalf [3] (ggl[3]1/g[31)1);

od:

end:

>interface( prettyprint=2 ):

>alpha:=1/2; rho:=1;

tapnealg:=t->t**(3/4)+sqrt(t);

Kalg:=(t,s)->1;

konstantl:=evalf (1/2*Pi):
konstant2:=evalf (6/5*sqrt (2/Pi)*GAMMA (3/4) *x*2) :

falg:=t->tapnealg(t)-konstantl*t-konstant2xt**(5/4) ;

tapne:=unapply(tapnealg(t**rho) ,t):
f :=unapply(falg(t**rho),t):

interface( prettyprint=2 ):

m:=3; meetodnr:=1; r:=evalf(1.0);

meetod:=kollokparameetrid(m,meetodnr) ;

B:=B’:h:=’h’: t:=’t’: s:=’g’: M:="M’:
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> koefjada:=lagrangekordajad(meetod) :
> integraal:=unapply(avaldis(m,rho,alpha,B,h,t,s,M),
> [seq(B[i],i=1..m),h,t,s,M]):

> prindi(r,f,Kalg,integraal, koef jada,tapne,meetod,meetodnr,m,rho,20);

5.2 Programmikoodi selgitus

Antud punktis kirjeldame programmikoodis olevaid protseduure ja parameetreid ning
kirjeldame koodi to6pohimotet. Programmikood on kirjutatud matemaatikapaketiga

Maple 6.

lagrangepolynom(meetod,j,v) - leitakse Lagrange’i interpolatsionipoliinoom L;(v)
(vt. (2.15)), meetod téhistab siin ja edaspidi kollokatsiooniparameetreid (2.8). Késk
product tihendab korrutamist ja kisk nops jada pikkust.

lagrangekordajad(meetod) - leitakse Lagrange’i interpolatsioonipoliitnoomi L;(v)
arvulised kordajad ja véljastatakse nende jada 7 = 1,...,m jaoks, kus iihe komplekti
kordajad algavad poliinoomi konstantsest liikmest kuni korgema astmega liikmeni.
Kask expand leiab poliinoomi normaalkuju, kisk op leiab jada liikmed, késk tcoeff
leiab poliinoomi konstantse lilkme kordaja ja késk coeff leiab poliinoomi iilejaanud

liikmete kordajad.

legendrepolynom(n,z) - leitakse Legendre’i poliinoom P,(x) (vt. (1.16)). Kéask

unapply abil defineeritakse funktsioone ja késk evalf arvutab funktsioonide vaartusi.

kollokparameetrid(m,meetodnr) - leitakse m kollokatsiooniparameetrit (2.8) mee-
todil meetodnr, kus meetodinumbritele 1,2, 3,4 vastavad Gaussi punktid, Modifit-
seeritud Gaussi punktid, Radau II-liiki punktid ja iihtlane jaotus (¢; = 5= + @)

2m m

Kask sort sorteerib ette antud jada.

ebayhtlasedsolmed(n,r) - leitakse 16igus [0,1] solmed (2.6), kus n téhistab

osaldigupikkust V. S6lmede jada tdhistame edaspidi muutujaga solmed.

hjada(solmed) - leitakse 16igupikkused h;. Nende jada téhistame edaspidi muu-
tujaga h.

56



kolloksolmed(h,solmed, meetod) - leitakse kollokatsioonisclmed (2.9) t;; =

solmed; + meetod; h;. Antud jada téhistame edaspidi muutujaga tnj.

Yieidmine(f,integraal, koefjada,h,solmed, meetod,tnj) - leitakse vorrandi (2.19) la-
hend, mida téhistatakse siin ja edaspidi stimboliga Y. Siisteem lahendatakse blokkide
kaupa, leides esiteks Y, ... Y% siis nende abil Y{!,... V! ja nii edasi kuni Ipuni.
Maatriksvorrand lahendatakse kisuga linsolve. Maatriksis A olevad kordajad on ku-
jul (4.13), kus H on hiipergeomeetriline funktsioon. Programmis téhistab valemit
(4.13) funktsioon integraal. Muutuja koefjada on jada Lagrange’i interplatsioonipo-
linoomide kordajatest, f on vabaliige (3.3), Kalg on integraalvorrandi konstante
tuum K (3.3), tnj on jada kollokatsioonipunktidest. Protseduuris prinditakse kisuga
print ekraanile iga leitud Y; indeks, et suurte N-i vaartuste korral oleks jalgitav, kui

kaugel programm oma to6ga parajasti on. See viimane lisand on tingitud sellest, et

programmi t66ks vajaminevast ajast votab enamuse enda alla kidesolev protseduur.

viga('Y,meetod,tapne,solmed,h,tnj,kordaja) - Léhtudes kordajatest Y leitakse igal
osaldigul [t;_1,t;] vorrandi (3.2) tépse lahendi tapne ja ldhislahendi ligif viga vasta-
valt kogu 16igus (11), kollokatsioonipunktides (k1) ja vorgusolmedes (11). Lahislahend
moodustatakse kdsuga unapply kujul (2.16). Igal osaldigul leitud maksimaalsetest vi-
gadest viljastatakse suurimad vektorina [s1, k1,{1]. Muutuja kordaja on programmis
vordne arvuga 20 ja on vajalik 16igus maksimaalse vea leidmiseks, kus iga osaloik
[ti,t;iv1] jaotatakse omakorda kordaja-arvuks osaldikudeks ja leitakse maksimaalne

viga vastavates solmedes.

kollokmeetod (i,r,f,integraal, koefjada, tapne, meetod,kordaja) - Realiseeritakse kol-
lokatsioonimeetod ja leitakse vajalikud vead (vt. protseduuri viga) osaldikude arvu
¢ korral. Siin r on vorgutihendaja, f on integraalvorrandi vabaliige, integraal on
funktsioon, mis tahistab avaldist (4.13), koefjada on jada Lagrange’i poliinoomi kor-

dajatest, kordaja kohta vaata protseduuri viga.
avaldis(m,rho,alpha,B,h,t,s,M) - Realiseeritakse avaldis (4.13). Siin B t#histab
kordajaid A, tilejadnud muutujad tdhendavad sama, mis avaldises (4.13).
prindi(r,f,integraal,koefjada, tapne, meetod, meetodnr,m,rho,kordaja) - Kutsutakse
vélja protseduur kollokmeetod ja triikitakse saadud tulemused ekraanile. Késk in-

terface on vajalik kujundamiseks, et ekraanile triikitavad avaldised voi reaalarvud

oleksid vastavalt vajaliku stiiliga.
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Programmis kasutatakse arvutamiseks 30 komakohta (késk Digits). Parameetri-
te osas omistatakse muutujad alpha ja rho. Siis defineeritakse vorrandi (2.5) tépne
lahend tapnealg, vabaliige falg ja konstantne tuum Kalg. Seejarel defineeritakse muu-
tujad tapne, f, mis on vastavuses seostega (3.3). Jargnevalt omistatakse muutujad
m (seotud lahendavate splainide jarguga), meetodnr (milliseid kollokatsioonipunkte
kasutatakse), ja r (vorgutihendaja). Seejarel omistatakse jadad meetod, koefjada ja

defineeritakse funktsioon integraal. Programm kéivitatakse kisuga prinds.
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