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Liihikokkuvote

Bakalaureuset66s uuritakse poliigoone tile monoidi. T66s antakse iiksikasjali-
sed toestused kahele tulemusele: iga absoluutselt lame monoid on regulaarne
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ney Bulman-Flemingu ja Kenneth McDowelli 1983. aasta artiklil ,Absolutely
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Abstract

In this bachelor’s thesis acts over monoids are studied. In the thesis detai-
led proofs of two results are given: every absolutely flat monoid is regular
and every inverse monoid is absolutely flat. The thesis is referative and it
is based on Sydney Bulman-Fleming’s and Kenneth McDowell’s 1983 article
,2Absolutely Flat Semigroups”, which was published in the Pacific Journal of
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Sissejuhatus

See bakalaureuset66 kuulub algebra (tdpsemalt poolrithmateooria) valdkonda. T66s
uuritakse absoluutselt lamedaid monoide. Need on sellised monoidid, mille korral
iga poliigoon, mis on defineeritud iile selle monoidi, on lame. Poliigoon on lame

siis, kui tema abil defineeritud tensorkorrutamise funktor siilitab monomorfisme.

T66 on referatiivne. See pohineb Sydney Bulman-Flemingu ja Kenneth McDowelli
1983. aasta artiklil ,,Absolutely Flat Semigroups®, mis ilmus ajakirjas Pacific Jour-

nal of Mathematics [1].

Poliigoonide omadused vo6ib iildjoontes jaotada kahte suurde rithma: projektiivsuse-
ga seotud omadused ja injektiivsusega seotud omadused. Lamedus kuulub esimesse
rithma: iga projektiivne poliigoon on lame, kuid vastupidine iildiselt ei kehti. Polii-
goonide lamedust uuris esimesena Tartu Ulikooli emeriitprofessor Mati Kilp. Aastal
1970. ilmunud artiklis [3| toestas ta muuhulgas, et iga vasakult absoluutselt lame
monoid peab olema regulaarne. Nii tema kui ka mitmed teised Tartu algebraistid
on lamedusega seotud omadusi uurinud paljudes artiklites. Kanada matemaatikud
Bulman-Fleming ja McDowell toestasid hiljem, et iga inversne poolrithm on vasa-
kult absoluutselt lame. Seda teoreemi voib pidada iiheks olulisemaks tulemuseks
poliigoonide teoorias. On loomulik kiisida: kas on voimalik kirjeldada &ra koik mo-
noidid, mis on vasakult absoluutselt lamedad? See klass peab asuma inverssete
poolrithmade klassi ja regulaarsete poolrithmade klassi vahel ja on teada, et ta ei
lange kokku kummagi klassiga. Vaatamata erinevate matemaatikute joupingutus-

tele ei ole sellist rahuldavat kirjeldust tdnaseni leitud.

To606 eesmérk on uurida absoluutselt lamedaid monoide ning voimalusel lihtsustada

Bulman-Flemingu ja McDowelli artiklis antud toestusi.

Bakalaureuset66 koosneb neljast peatiikist. Esimeses peatiikis sonastatakse t66s va-
jalikud definitsioonid, nende hulgas poliigooni ning poliigoonide vahelise tensorkor-

rutise definitsioon. Teises peatiikis antakse tingimused poliigooni lameduseks ning



monoidi absoluutseks lameduseks. Kolmandas peatiikis sonastatakse ning toesta-
takse tulemus absoluutselt lameda monoidi regulaarsusest. Viimases peatiikis néi-

datakse, et iga inversne monoid on absoluutselt lame.



1 Definitsioonid ja abitulemused

Jargnevad on moéned definitsioonid, mida t66s vaja laheb.

Definitsioon 1.1 ([4]). Poolrithmaks nimetatakse hulka millel on defineeritud

kahekohaline algebraline tehe, mis on assotsiatiivne.

Definitsioon 1.2 (|4]). Monoidiks nimetatakse poolriihma, milles leidub tihike-

lement. Seda iihikelementi tdhistame siimboliga 1.

Definitsioon 1.3 ([6]). Poolrithma S nimetatakse regulaarseks, kui
(Vs € S)(3x € §) s = sws.

Definitsioon 1.4 ([6]). Poolriihma S elementi s’ nimetatakse elemendi s invers-
seks elemendiks, kui

/ : / / /
§=888 Ja § = S§S8S.

Definitsioon 1.5 ([6]). Poolrithma S nimetatakse inversseks, kui tema igal ele-

mendil s leidub tépselt iiks inversne element. Elemendi s inversset elementi téhis-

tatakse siimboliga s 1.

Definitsioon 1.6 ([6]). Poolrithma S elementi e nimetatakse idempotendiks,

kui €2 = e.

Lihtne on niha, et inversses poolrithmas ss~' ja s~'s on idempotendid.

Lemma 1.7 (|6]). Poolrihm on inversne parajasti siis, kui ta on regulaarne ja

tema tdempotendid kommuteeruvad.
Lemma 1.8 ([7]). Olgu S inversne poolriihm ning s,t € S. Siis
1. (st) "t =t"1s71,

2. (sl =s.



Definitsioon 1.9 ([6]). Olgu S monoid. Hulka A nimetatakse vasakpoolseks

poliigooniks {ile monoidi .S, kui on defineeritud kujutus

SxA— A (s,a) = sa

nii, et
1. iga a € Aja s, t € S korral (st)a = s(ta),
2. iga a € A korral la = a.

Sellist poliigooni tdhistame gA. Parempoolne poliigoon defineeritakse analoogselt.

Definitsioon 1.10 ([6]). Kujutust f : sA — B nimetatakse poliigoonide ho-

momorfismiks, kui ta siilitab monoidi toime, s.t

f(sa) = sf(a)

iga a € A ja s € S korral. Parempoolsete poliigoonide jaoks defineeritakse kujutus

analoogiliselt.

Definitsioon 1.11 ([1]). Olgu S monoid ning Ag ja g B vastavad poliigoonid. Olgu
7 vihim ekvivalentsusseos hulgal A x B, mis sisaldab koiki paare ((as,b), (a, sb)),
kus a € A,b € B,s € S. Faktorhulka (A x B)/7T nimetatakse poliigoonide Ag ja
s B tensorkorrutiseks ning téhistatakse A®g B. Paari (a,b) 7-klassi tahistatakse

kui @ ® b ning nimetatakse elementide a ja b tensorkorrutiseks.

Definitsioonist ndeme, et iga a € A,b € B,s € S korral

as®@b=a® sb. (1)

Saab toestada, et kehtib jargmine tulemus.



Lemma 1.12. Olgu Ag ja B poliigoonid iile monoidi S ja olgu C mingi hulk. Kui

p: Ax B — C on selline kujutus, mis rahuldab tingimust

(as,b) = ¢(a, sb)

igaa € A, be B jaseS korral, siis kujutus

®:A®RsB—C, a®b— p(a,b)

on korrektselt defineeritud.

Definitsioon 1.13 (|5]). Kategooria C koosneb jargmistest asjadest:

1. klass Ob(C), mille elemente kutsume selle kategooria objektideks;

2. iga objektipaari (A, B) jaoks on olemas hulk Mor¢(A, B), mille elemente ni-
metame morfismideks (ehk noolteks) objektist A objekti B; koikide mor-

fismide klassi kategoorias C téhistame Mor(C);

3. iga objektikolmiku (A, B, C) jaoks on olemas kujutus (komponeerimine ehk

korrutamine)

o : Morc(A, B) x Morg(B,C) — More (A, C);

morfismide paarile (f, g) vastavat kujutist (f ja g kompositsiooni ehk korru-

tist) tdhistame g o f (voi lithidalt gf);

4. iga objekti A jaoks on olemas morfism id4 € Mor¢(A, A), mida nimetatakse

objekti A tihikmorfismiks.

Need andmed peavad rahuldama jargmisi aksioome.

1. Kui (A4, B) # (A’, B'), siis Morc (A, B) N Mor¢(A’, B') = 0.



2. Assotsiatiivsuse aksioom: mistahes morfismide f € Mor¢(A, B), g €

Morc (B, C), h € Mor¢(C, D) korral kehtib vordus
ho(gof)=(hog)of.

3. Uhiku aksioom: mistahes morfismide f € Morc(A, B),g € More(B,C)

korral kehtivad vordused

idpof=fjagoidg=g.

Definitsioon 1.14 ([5]). Morfismi f : A — B kategoorias C nimetatakse mono-

morfismiks, kui ta on vasakult taandatav, s.t.
fog=foh=g=h
iga morfismide paari g, h : C'— A korral

On teada, et hulkade kategoorias Set on monomorfismideks parajasti injektiivsed
kujutused ja parempoolsete S-poliigoonide kategoorias Actg on monomorfismideks

parajasti injektiivsed homomorfismid.

Lemma 1.15 ([1]). Olgu S monoid, Ag parempoolne S-poligoon, a,a’ € A ja B
vasakpoolne S-poliigoon, b,b' € B. Siis a®b = a' @ hulgas A ®g B parajasti siis,

kui eksisteerivad aq,...,a, € A,by,...b, € B,sy,...,s, €S,t1,...,t, € S nii, et

a — CLISI,
agly = agsy, Soby = tybs (2)
ayt, = d, spb, = tb.

Definitsioon 1.16 ([1]). Vorduste siisteemi (2) nimetatakse paare (a,b) ja (a’, V)
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ithendavaks skeemiks pikkusega n.

Lemma 1.17. Kui eksisteerib paare (a,b) ja (a',b') ihendav skeem pikkusega n,

sits eksisteerib ka neid paare tiihendav skeem pikkusega n + 1.

Toestus. Eksisteerigu skeem (2) pikkusega n. Saame alati lisada algusesse rea

a = al,
la = aysq, b = 1b
agly = agsy, Soby = tybs
a,t, = d, spb, = t,b.
Eelnev skeem on pikkusega n + 1. O



2 Poliigooni lamedus

Antud peatiikis defineerime, millal on poliigoon lame ning kunas on monoid abso-

luutselt lame.

Definitsioon 2.1 ([1]). Olgu S monoid, ning olgu B vasakpoolne poliigoon.
Siis ¢B on lame, kui iga injektiivse parempoolsete poliigoonide homomorfismi

f: As — Cg korral kujutus
f@®lp:A®B—-C®B,a®b~— f(a)®Vb,
on injektiivne. Lamedad parempoolsed poliigoonid defineeritakse analoogiliselt.

Niisiis pooliigoon ¢B on lame parajasti siis, kui iga injektiivse homomorfismi

f: As — Cg ja mistahes elementide a,a’ € A ja b,b’ € B korral

fla)®@b= f(a')®V tensorkorrutises C ®g B

— a®b=d @b tensorkorrutises A ®g B.

Naide 2.2. Iga monoidi S voib vaadelda vasakpoolse S-poliigoonina ¢S, kui toime

defineerida S korrutamise abil. Naitame, et ¢S on lame.

Olgu f : As — Cg injektiivne homomorfism ja kehtigu tensorkorrutises C' ®g S

vordus f(a) ® s = f(a') ® §'. Siis leidub meil skeem

f((l) = Cllh
Cltl - 62l2, lls — t182
Coly = c3ly,  lysy = tys3
Cply, = f(a,)v lnsn = tnslv
kus ¢;,...,¢c, € C,sy,...5, € S, l,...,1, € S,t1,...,t, € S. Kasutades neid
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vordusi ndeme, et

Jarelikult f(as) = f(d's’). Injektiivsuse tottu as = a’s’. Niiiid tensorkorrutises
ARg S
a®s=1Ras=1®ds =d @5

Naiide 2.3. Vaatleme monoidi S = {u,v, 1} korrutamistabeliga

Olgu s© = {0} iihe-elemendiline vasakpoolne poliigoon iile S, s.t. s§ = 0 iga s € S
korral. Olgu f: uS UwvS — Sg sisestus (paneme téhele, et uS UvS = {u,v}).

Paneme téhele, et © ® 6 = v ® 0 tensorkorrutises S ®g O:

URI=1uRI=10ul=1R0=10v0=1vR0=vRx 0.

Oletame, et u® 6 = v ® 0 tensorkorrutises (uS UvS) ®s O ja niitame, et nii tekib

vastuolu. Leidub paare (u,#) ja (v, ) ithendav skeem

uity = upsy, 510 = 1106,
upt, = v, s,0, = t,0,



kus uy,...,u, € {u,v},0y,...,0, € {0}, sy,...,s, € S,t1,...,t, € S. Kuna
u = uy8q, siis on ainuke voimalus, et u; = u, sest vastasel juhul u;s; = vs; = v
mis ei saa kehtida, sest u # v. Niiiid kui v; = u, siis u;t; = u. Eelnevat korrates
saame, et ka uy = u. Analoogiliselt jatkates jouame selleni, et u = w,t,, = v, mis

on vastuolus sellega, et u ja v on erinevad. Seega poliigoon gO ei ole lame.

Definitsioon 2.4 ([1]). Olgu S monoid. Siis S on vasakult absoluutselt lame,
kui koik vasakpoolsed S-poliigoonid on lamedad. Paremalt absoluutselt lamedus

defineeritakse analoogiliselt.
Naide 2.5. Koik rithmad on absoluutselt lamedad.

Lemma 2.6 ([1]). Olgu S monoid. Vasakpoolne S-poliigoon B on lame parajasti

siis, kui iga parempoolse S-poliigooni Ag ning iga a,a’ € A,b,b/ € B korral

a®b=d @b tensorkorrutises A ®g B

—a®b=d ®b tensorkorrutises (aS Ud'S) ®g B.

(Siin aS U d'S on poliigooni Ag alampoliigoon.)

12



3 Absoluutselt lame monoid on regulaarne

Selles peatiikis toestame, et absoluutselt lame monoid peab olema regulaarne. Sel-

leks laheb vaja faktorpoliigoone. Anname vajalikud definitsioonid.

Definitsioon 3.1 (|2]). Ekvivalentsiseost p C B x B nimetatakse vasakpoolse

poliigooni ¢ B kongruentsiks, kui iga s € S ja b,b’ € B korral
bpb = sbpsb.

Definitsioon 3.2 (|2]). Tihistame elemendi b € B p-klassi b. Siis faktorhulga

B/p = {b| b € B} saab muuta vasakpoolseks S-poliigooniks defineerides
sb = sb.

Saadud poliigooni nimetatakse poliigooni ¢B faktorpoliigooniks.

Mistahes alamhulga H C B x B korral leidub vihim poliigooni ¢B kongruents, mis
sisaldab hulka H. T#histame seda kongruentsi 6(H ).

Definitsioon 3.3 (|1]). Olgu meil vasakpoolne poliigoon ¢S ning vaatleme iihest
paarist koosnevat hulka H = {(s,t)} € S x S. Siis saame defineerida kongruentsi

O(H) =: 0(s,t). Nittid, kui u,v € S, siis (u,v) € 0(s,t) parajasti siis, kui

U=
voi eksisteerivad wy,...,w, € S,s1,...,8, € S,ty,...,t, € S, kus {s;,t;} =
{s,t},i=1,...,n nii et
u - wlsl
wyily = WySy
(3)
wyt, = v

13



Lemma 3.4 ([1]). Olgu S monoid, s,t € S, Ag parempoolne S-poliigoon, a,a’ € A.
Siisa®1=ad ®1 hulgas A ®gS/0(s,t) siis ja ainult siis, kui

a=a
voi eksisteerivad ay,...,a, € A S,...,8, € Sity,....t, € S, kus {s;,t;} =
{s,t},i=1,...,n nii, et
ajty = assy
(4)
ayt, = d.

Toestus. Olgu a,a’ € A. Defineerime seose v nii, et ata’ parajasti siis, kui a = a’
voi kehtib siisteem (4). On lihtne veenduda, et 1) on ekvivalentsusseos. Defineerime

kujutuse

p:AxS/0(s,t) = A/, pla,u) =au,a € A, u € S.

Néitame, et kujutus on korrektselt defineeritud ning tasakaalustatud ehk ¢(ax,u) =
v(a,zu) iga a € A, z,u € S korral.

Olgu a,d’ € A,u,v € S/0(s,t), (a,u) = (a/,7) ning eksisteerigu stisteem (3), mis
ithendab elemente u ja v. Naitame, et siis au = %, kus au, a'v € A/v. Naitame,

et nende vahele saab luua siisteemi (4). Esiteks ndeme, et kehtib vorduste siisteem

au - awlsl
awqt; = awy$y
_ /
aw,t, = av.
Defineerides a; = aw;,a;, € A,i =1,...,n, saamegi siisteemi (4). Jarelikult kujutus

on korrektselt defineeritud.

14



On ilmne, et see kujutus on tasakaalustatud, sest kui a € A ja x,u € S, siis
p(az,u) = aru = p(a,7u) = ¢(a, 20).

Niiiid saame defineerida kujutuse
O AR S/0(s,t) = A/, a®@u— au.

Lemmast 1.12 jareldub, et see kujutus on korrektselt defineeritud.
Niitame, et tegu on bijektsiooniga.

Olgu a,b € A, u,v € S/6(s,t) ning au = bu. Néitame, et a ® © = b ® v. Eelduse

kohaselt kehtib vorduste siisteem

au = a/lsl
aity = ay5y
(5)
a,t, = bu,

15



kus ay,...,a, € A,s;,...,s, € S,ty,...,t, € S. Niiiid

a®u=a®ul (faktorpoliigooni def.)
=au®1 (omadus (1))
=ay15,®1 (siisteem (5))
=a; ® 1 (omadus (1))
=a; ®3] (faktorpoliigooni def.)
=a, Q1 (51=1)
=a; @1 (faktorpoliigooni def.)
=at; ®1 (omadus (1))
=98, ® 1 (siisteem (5))
=a,t,®1
=l (stisteem (5))
=b®uvl (omadus (1))
=b®w. (faktorpoliigooni def.)

Jarelikult kujutus on injektiivne.

Niitid olgu meil @ € A/1. Sellest saame, et

ehk elemendil @ leidub originaal hulgas A ®g S/6(s,t), jarelikult kujutus on siir-
jektiivne.

Seega, a,a’ € A korral a ® 1 = @’ ® 1 parajasti siis, kui ®(a ® 1) = ®(a’ ® 1), mis

kehtib parajasti siis, kui aa’. O

Lause 3.5 ([1]). Olgu S monoid. Kui koik tsiklilised vasakpoolsed poliigoonid on

16



lamedad, siis S on regulaarne.

Toestus. Olgu s € S. Kehtib

s1=1501=10s1=1Qs1=105=192=10s1=52®1

tensorkorrutises S ®gS5/0(s, s2), ning S/0(s, s?) lameduse tottu kehtib samasugune
2

vordus ka tensorkorrutises sS ®g S/6(s,s?). Lemma 3.4 pohjal kas s = s? voi
eksisteerivad uy, ..., u, € 89,5y,...,5, € {s,5%},t;,...,t, €S nii, et
s = UISI
uity = Upsy
upt, = s°.
Molemal juhul on selge, et s € sS's.
O

Sarnase tulemuse saab toestada ka parempoolsete poliigoonide jaoks.

Jareldus 3.6. Absoluutselt lamedad monoidid on requlaarsed.
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4 Inversne monoid on absoluutselt lame

Peatiikis naitame, et iga inversne monoid on absoluutselt lame. Esiteks toestame

ithe abitulemuse.

Lemma 4.1 ([1]). Olgu S monoid, Ag parempoolne S-poliigoon, a,a’ € A ja ¢B
vasakpoolne S-poliigoon, b,b/ € B ning cksisteerigu neid elemente tihendav skeem

(2). Tdhistame
_ S PR | -1 .
xg=1,2; =] 155 ty...s; t; (1 <i<n),

ning

—1, -1 -1 ,
Yo=1, ¥ =t Sut, 1Sp_1 -ty i 18n—ir1 (1 <i <),

Kus s;,t, on elemendid skeemist (2). Siis

4o dy; =a, 05, Yy (0<i<n).

Toestus. 1. Kuna
-1, 1 -1
Lp—i = 51 t152 t2 ce Sn—itnfz
ja
-1 =1, 41 -1 -1 _ -1 —1 -1
v, = (t, st 1Sp_1-- i 15n—ir1) T = Spiritn_is1 o Sp_1ln_15n tns
siis

18



S | -1 -1 -1 1,
Tn—iYy =1 t1Sg la-o - SpilniSp ipitnoiv1 - Spo1ln_15n lp = Tp.

. Kuna
_ -1, -1 -1
Yi =t Spt, 1Sn—1--- tn7i+1sn_i+1
ning
1 _ o1y —1 -1 -1 _ -1 -1, 41
Ty = (s1 t1sy o8y ity )" = by Sy gty Soly sy,
siis

1

-1 _ ,— —1 —1 —1 -1 —1 _
YiT, ;= by Spty_1Sn—1-- 'tn—i+15n7i+1tn—i5nfi vty T Soty TS = Y-

. Toestame induktsiooni abil.

Alus: Té6estame vaite ¢ = 1 korral. Toepoolest

ar, = a18171 (a =aysy)
=a,5,5] 't (x, def.)
= aysy57 ity (ty = t,17 ')
= aytyt]tssy (idempotendid kommuteeruvad)
= ayty(s7it) sy Mty (lemma 1.8)
= aytxy . (2, def.)

Samm: Kehtigu vdide 1 < k < n korral, néitame et kehtib k& + 1 korral.

Toepoolest
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-1 _ -1 11
1t 1811 T = Q1 bt (TS 1 tig1) ™ TSy i

—1
= ak+1tk+1(3k+1tk+1)

_ -1 -1 -1
= Qo1 (Cpr1tyr 1) Sk1 %8 TSt

-1
(Tpor = TpStpatist)

B
T w8 tgyr  (lemma 1.8)

(lemma 1.8)

-1 -1 —1y—1
:ak+1(tk+1tk+1)(5k+1$k )(5k+195k ) b1

-1 —1y—1 —1
:ak+1(3k+1l‘k )(skak ) (tk+1tk+1)tk+1

(idempotendid kommuteeruvad)

_ —1 —1 —1
= Q156417 TSpp1 it tern)

_ —1 —1
= Qp1 155412 TS p1tht1

_ -1 —1
= QplpT) TSy tet

_ -1
= aTpSp et

= axk+1.

4. Toestame induktsiooni abil.

1
(tk‘+1tk+1tk+1 =1y
(lemma 1.15

)
)
(induktsiooni eeldus)
)

_ —1
(Tpy1 = TS tis

Alus: Toestame vaite ¢ = 1 korral. Toepoolest

a'yy = antyy

_ -1
- antntn Sn

=a t t s

nn-n

_annn

= ansnyl

—1
SnSn

_1t t_

1y1.

Sp

—1,-1
t,”s

n

(@ =a,t

n-'n

(yy def.

)

)

)

(idempotendid kommuteeruvad)
(lemma 1.8)

)

(yy def.

Samm: Kehtigu viide 1 < k < n korral, niitame et kehtib k£ 4+ 1 korral.

Toepoolest
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-1 -1 —1, ,-1
U kSn—kYpr 19641 = Gk Sn—k Ukt kSn—k) Ylp_kSn—k
(yk-i—l = yktqﬁksn—k)
—1 1 -1
= an—k(sn—ksn—k)tn—kyk yktn_ksn—k (lemma 18)
= ( S [ NPY T [ (Y T
Ap—k Sn—ksn—k n—kyk; n—kyk; Sn—k
-1 —1y—1 —1
= an—k’(tn—kyk; )(tn—kyk: ) (Sn—ksn—kz)sn—k’

(idempotendid kommuteeruvad)

_ —1 —1 —1
= Gyt kYs Ytk (Sn—kSn_iSn—t)

1, -1
= an—k’tn—kyk yktn—ksn—k ( —k = Sn—kSn— ksn k)
1, -1
= Ok 15n—k+1Yk Ykln _pSn—k (lemma 1.15)
= d'ypt, ek (induktsioooni eeldus)
- a/ykJrl' (yk-l—l n ksn k:)
]

Selle t66 pohitulemus on jérgmine.

Teoreem 4.2 ([1]). Iga inversne monoid on vasakult absoluutselt lame.

Toestus. Olgu S inversne monoid. Kasutades lemmat 2.6 néitame, et koik vasak-
poolsed S-poliigoonid on lamedad. Olgu g B vasakpoolne poliigoon, Ag parempool-
ne poliigoon, a,a’ € A ja b,/ € B. Eeldame, et a ® b = a ® V' tensorkorrutises
A ®g B. Siis leidub paare (a,b) ja (a’,b’) ithendav skeem (2) pikkusega n. Voime
eeldada, et n on paarisarv. Kui n on paaritu arv, saame kasutada lemmat 1.17.
Téhistame si_lsi =e; ja t;ii—i-ltn—i—&—l = f;- Lemma 2.6 abil piisab toestuseks néi-
data, et a®b = a®V' tensorkorrutises (a.SUda’S) ®g B. Selle niitamiseks toestame

veel moned abistavad vordused.
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1. Naitame, et

ar; = axe; 1 (0<i<n—1).

Kui 7 = 0, siis

aﬂjoel = ael
= asl_lsl
_ -1
= ay1818] 81
= 18
=a

:aﬂfo.
Kui0<i<n—1,siis

_ 1
az;ei = a;itr;  we;

_ -1

= Qj415;41%; Ti€iqq

_ 1. —1

= Qj415;41%; TiS;115i+1
_ 1 —1
= Qj415415;115+10; Ly
_ -1

= Qj415i41%; T4

_ 1

= a;t;x; w;

= ax;

2. Naitame, et
n

ar,y; = axnyifiJrl (0<i< 9

22

)
)
)
(idempotendid kommuteeruvad)
)
)
)

(lemma 4.1 z def.

(eq def.

)
)
(lemma 1.15)
(51 = 8157 's1)
(lemma 1.15)
)

(lemma 4.1 z def.

(lemma 4.1(3)
(lemma 1.15

(e; def.

(s Sit1 = Sz+151+181+1

(lemma 1.15

(lemma 4.1(3)



az,y; = az,_y; 'y, (lemma 4.1(1))
-1 -1 -1
= a’xnfiflsn—itnfiyi Y; (xn—i =Tp—i—15n— ztn z)

_ -1 -1
= ATy i 15, ity _(iv1)1Yi Vi

—1 —1 —1
= ATy 15p—itn—(i+ 1) +1bn— (i 1)1 In—(i+1)+1Yi Y

=t, ! t ey

(it 1)1 = b (i 1)1 b (1)1 b (1) 41

-1 —
= axn—i—lsn—itn—(i—i-l)—i—lfi-i-lyi Yi (fiy1 def.)
= axn—ifi—f—lyi Yi (xnfi =Tp—i—15n— ztn 2)
= ax,_y; "y f; 41 (idempotendid kommuteeruvad)
= azpYifis1- (lemma 4.1(1))
3. Niitame, et
ar,yn = a’ynx%. (8)
0T, Yn = aTxYy Yn (lemma 4.1(1))
_ -1 —1

= a%t%m% Toyn Yn (lemma 4.1(3))

_ -1, -1
= 0241521 %n ToYn Yn (lemma 1.15)
= a%_ﬂs%“yély% x%lx% (idempotendid kommuteeruvad)
= a'y%a@lx% (lemma 4.1(4))

2

= a'ynwg. (lemma 4.1(2))

4. Naitame, et

—1). (9)

|3

/ .
a YnpT; 'L+1 ayn 1(O§Z§
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a’yna:ieiﬂ = a’yn,ix;i(n_i)xieiﬂ (lemma 4.1(2))

/ —1
= Yp—i; TiCiq

=ady,_.e; _Hx;lxi (idempotendid kommuteeruvad)
=a'y,_;_ 1t (n )+15n— (n—i)+1€i+1%; ., (y,,_; def.)
= a/yn—i—ﬁi(n,i)ﬂsiﬂSi_+13i+1$¢_195i (€41 def)
= a/yn—i—1t,i(n,i)+13i+1xi_1$i (Sip1 = Sip18i418i1 def.)
= d'y,_x; e, (yy,; def.)
=ad'y,; (lemma 4.1(2))
5. Naitame, et
a'yifin =dy; (0<i<n-—1). (10)
0y = SV (lemma 4.1(4))
= ap_ilp_i¥i Y; (lemma 1.15)

—1
= pily_(i11)41Y Yi

=a,_;t,_ (1+1)+1t_1(z+1)+1 — (1+1)+1yz yz

(tnf(z‘+1)+1 - tnf(i+1)+1t;i(i+l)+1tnf(i+1)+1)
= anfitn—(i+1)+1fi+lyz‘_1yi (fiy1 def.)
=, _ith_iY; Yy f; 41 (idempotendid kommuteeruvad)
= an_iﬂsn_iﬂy;lyifi“ (lemma 1.15)
=d'y;fis1- (lemma 4.1(4))

Niitame niitid, et a ® b = o’ ® b’ tensorkorrutises (aSUd’'S) ®g B. Selleks vaatame

vorduste jada
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a®b=a;5;®b

= alslsl_lsl ®b

= asfl ® s1b
=as; ' @tby
= asl_ltl ® by

= ary ®b2

= aa;132_182 ® by
— —1 b
= aT1S9 & Soby
_ -1 b
=ar18, Qtybg

== a$1551t2 ® b3

- CL.'L‘Q ®b3

=ax, 1® bn?
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ax, | @by =ax,_1s,'s, @by, (vordus (6

~—

(6))
=ax, 15, @s,b, (omadus (1))
=ax, .5, @tV (skeem (2))
=ax, ,s;'t, @V (omadus (1))
=az, (x,, def.)
= az,y, @b’ (yo def.)
= ax,yot, 't, @V (vordus (7))
= ax,yot, ' @t,b (omadus (1))
= az, Yot @ s,b, (skeem (2))
= az, Yot s, @b, (omadus (1))
=az,y; ®b, (y; def.)

=ax b
ny%—l ® 5+2

= amnygfltéiltgﬂ ® b%+2 (vordus (7))
= aazny%_ltéil ® t%+1b%+2 (omadus (1))
= amny%_lt%il ® S%_Hb%_,’_l (skeem (2))
= axny%_ltéilsgﬂ ®bn g (omadus (1))
= aTpYn @ba iy (y% def.)
= a’ynx% ® b%H (vordus (8))
= a'yn:vgflsélt% ®bn (x% def.)
= a/ynx%_lsél ®tnba (omadus (1))
= a’ynzx%_lsél ® 5nbn (skeem (2))
= a’ynx%_lsélsg ® bn (omadus (1))
= a’ynx%_l ® b% (vordus (9))
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-1
a/yna:g_l ® b% = a’ynx%_Qs%_lt%_l ® b% (zn_y def.)

= a/ynx%—Qsél_l Rtn_iba (omadus (1))
= a’ynac%_Qs%l_l ®sn_1bn_y (skeem (2))
= a'ynl‘%ﬁsél_ls%il ® b%,l (omadus (1))
= a'ynx%72 ® bg—l (vordus (9))
=dy,zo®b

=d'y, ®b (zy def.)
=ady, 1t;'s; @0 (yn def.)
= a/yn_1t1_1 ® s1b (omadus (1))
= a/yn—ltl_l ® t1by (skeem (2))
= d'y, 1ty 't ® by (omadus (1))
=d'y, 1 @by (vordus (10))
=d'y, ®b,

= d'ypt, 's, @b, (y1 def.)
= d'yot,," @ s,b,, (omadus (1))
= d'yot, ' Dt (skeem (2))
= d'yot, ', @V (omadus (1))
=dy @V (vordus (10))
=dob. (yo def.)

Vordusseose transitiivsuse tottu a®b = a’ @b’ tensorkorrutises (aSUd'S)®@¢B. O
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Analoogiliselt saab toestada, et iga inversne monoid on paremalt absoluutselt lame.

Seega iga inversne monoid on absoluutselt lame.
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Kokkuvote

Selles bakalaureusettos uuriti absoluutselt lamedadaid monoide, s.t. monoide, iile
mille koik poliigoonid on lamedad. Esitati kahe olulise tulemuse toestused: abso-
luutselt lamedad monoidid on regulaarsed ning inverssed monoidid on absoluutselt
lamedad. Edasi oleks voimalik uurida seda, kas nende tulemuste téestused lahevad

labi ka poolrithmade korral, kui neis toestustes teha vajalikud muudatused.
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