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Eessona.

Kéesolev raamat esitab pedagoogiliste instituutide fiiiisika-
matemaatikateaduskonna iiliopilastele médratud elementaargeo-
meetria siistemaatilise kursuse teist (ja viimast) osa ning on
piihendatud stereomeetriale. Tavalistest elementaargeomeetria opi-
kutest erineb kdesolev raamat (nagu ka kursuse esimene osa) nii
oma sisu poolest kui ka kisitluse suurema rangusega.

Kursuse materjali ja iilesehituse printsiipide valiku kohta vaiks
korrata sedasama, mis on Geldud esimese osa eessonas. Mirgime
ainult, et selle teise osa puhul tundus materjali valiku {ilesanne
veel raskemana kui esimese osa puhul. Seejuures piiiidsime sisse
votta voimalikult palju niisugust materjali, mis soodustab lugeja
ruumikujutluse arenemist. Selliseid «niitlik-konstruktiivse» iseloo-
muga kiisimusi oleme teises osas eelistanud teooriatele, millede
eesmargiks on iihtede voi teiste probleemide aksiomaatiline kisit-
lus. Naditeks loobusime tédiesti hulktahuka ruumala teooriale'’
piihendatud peatiikist jargmistel kaalutlustel. Uhelt poolt oleks
vastava teooria detailne kasitlus, mis sisaldaks ndiiteks ruumvord-
suse ja tiikeldusvordsuse probleemi, tunduvalt suurendanud raa-
matu mahtu (voi oleks sundinud ohverdama tunduva osa meie
arvates védrtuslikust materjalist); teiselt poolt saaks see kisitlus
olla ainult eristuudiumi materjaliks. Hulktahuka ruumala kisitleva
lithikese peatiiki paigutamine raamatusse oleks aga tunduval mia-
ral viinud koolikursuse kordamisele. Samadel kaalutlustel ei ole
vaadeldud {imarkehade pindalasid ja ruumalasid.

Ulesannete suhtes jdime raamatu kiesolevas osas samale vaate-
kohale kui tema esimeses osas; konstruktsiooniilesandeid on raa-
matu teises osas vaadeldud arvult {ile 90.

D. Perepjolkin.

! Hulktahukate ruumala kohta kéiva pohiteoreemi toestuse voib leida
Hadamard'ilt [1], 2. osa, 1k. 498—501. Hulktahukate ruumvordsuse ja titkeldus-
vordsuse kiisimusele on piihendatud Kagani raamat [15]. Umarkehade pind-
alade ja ruumalade kohta vt. Hadamard [l1], 2. osa, lk. 501—515. Numbrid
nurksulgudes viitavad raamatu 16ppu paigutatud kirjanduse nimestikule.






XI peatiikk
Algmoisted. Paralleelsus.
§ 95. Punkti ja sirge, punkti ja tasapinna vastastikune asend.

Ruumigeomeetria algmoisteteks on punkti, sirge  ja
tasapinna moisted. Punkti tdhistame suurte ladina tdhtedega
A, B, C, ... ja sirgeid viikeste ladina tdhtedega a, b, c, ..., nagu
seda teglme ka tasapinnageomeetrias. Tasapindu tdhistame
viikeste kreeka tdhtedega «, f, 7, .

Punkt ja sirge voivad feineteise suhtes olla (nagu ka tasa-
pinnageomeetrias) - mitmesuguseis asendeis. Punkt voib aset-
seda sirgel, voib aga ka mitte asetseda. Selle asemel, et
_ Gelda «punkt asetseb sirgel», oOeldakse ka, et «sirge labib
punkti». Analoogiliselt voib punkt ka tasapinna suhtes olla mitme-
suguseis asendeis. Punkt voib asetseda tasapinnal, voib
aga ka mitte asetseda. Selle asemel, et Gelda «punkt asetseb tasa-
pinnal», 6eldakse ka, et «tasapind 14 bib punktis.

Formuleerime niiiid jargmised «ihendamise aksioo-
mid», milledest esimest - kolme kasutasime juba tasapinna-
geomeetrias (I, § 1). !

Aksicom la. On olemas iiks ja ainult iks sirge, mis ldbib
kaht antud punkti.

Aksioom 1b. [Iga sirge ldbib lopmatu hulga punkte.

Aksioom lc. On olemas punkte, mis ei asetse ihel ja samal
sirgel.

Aksioom 1d. On olemas iiks ja ainult iks tasapind, mis labzh :
kolme antud punkti, mis ei asetse ikhel sirgel.

Aksioom le. Iga tasapind ldbib l6pmatu hulga punkte, mis et
asetse ihel ja samal sirgel.

Aksioom 1f. Kui antud sirge kaks punkti asetsevad mmgz/
tasapinnal, siis asetsevad samal tasapinnal ka selle sirge koik tei-
sed punktid.

Aksioom 1g. Kui kahel tasapinnal leidub dks iihine punkt 911?
leidub neil ka teine dihine punkt.

Aksioom 1h. On olemas punkte, mis ei asetse iihel ja “samal
tasapinnal.



Punkte A ja B ldbivat sirget tdhistatakse stimboliga AB voi
BA. Tasapinda, mis l4bib mitte iihel sirgel asetsevaid punkte A4, B
ia C, nimetatakse tasapinnaks ABC voi BAC jne. (kolme tihe
kuus permutatsioonil).

Kui sirge a kbik punktid asetsevad tasapinnal a, siis 6eldakse,
et sirge a asetseb tasapinnal a ehk tasapind « 14dbib sir-
et g

Samuti nagu tasapinnageomeetrias kasutatakse ka ruumigeomeetrias
viljendite <asetsebs ja «ldbibs asemel terminit «intsidentnes ja ocldakse:
«ounkt ja sirge on intsidentseds, «punkt ja tasapind on intsidentsedy. Sce-
tottu nimetatakse iihendamise aksioome la—1h ka «intsidentsi aksioomidekss.

Loetleme niiiid rea teoreeme, mis tulenevad aksioomidest
la—Ih. Kaks neist teoreemidest toestame, kuna iilejddnud teoree-
mide toestamise jdtame lugeja hooleks. :

Teoreem 178. Kahel sirgel _ruumis ei saa olla rohkem kui iiks
ithine punkt. ;

Teoreem 179. Tasapinnal ja sellel mitte asetseval sirgel ei saa
olla rohkem kui iiks ‘iihine punkt.

Teoreem 180. Kui kaks lasapinda libivad iiht ja sama punkti, -
siis nad ldbivad ka iiht ja sama sirget ning peale selle sirge punk-
lide ei ole neil tasapindadel muid iihiseid punkte.

Sel juhul 6eldakse, et tasapinnad 16ikuvad mosda sirget;
seda sirget nimetatakse kahe tasapinna l16ikejooneks.

Toestus. Olgu kahel tasapinnal « ja g iihine punkt A.
Aksioomi 1g pohjal leidub neil ka teine ihine punkt B. Punkte A
ja B labib iiksainus sirgjoon a (aksioom la). Aksioomi 1f pohjal
asetsevad sirge a koik punktid nii tasapinnal « kui ka tasapinnal B.
See tdhendabki, et tasapinnad « ja g ldbivad sirget a.

Tasapindadel a ja f ei saa olla iihiseid punkte, mis ei asetse
sirgel a. Toepoolest, kui tasapindadel « ja g leiduks niisugune
Gihine punkt C, siis nad tihtiksid, sest kolme mitte {ihel sirgel aset-
sevat punkti A, B ja C ldbib aksioomi 1d jargi ainult iiks tasapind.

Teoreem 181. On olemas sirgeid, mis ei asetse ihel ja samal
tasapinnal.

Téestus. Et aksioomi 1h pohjal on olemas neli punkti
A, B, C ja D, mis ei asetse iihel ja samal tasapinnal, siis ei asetse
ka sirged AB ja CD iihel ja samal tasapinnal. :

Teoreem 182. Iga punkti libib lopmatu hulk sirgeid, mis ei’
~asetse iihel ja samal tasapinnal.

Teoreem 183. On olemas iiks ja ainult iks tasapind, mis libib
antud sirget ja sellel sirgel mitte asetsevat antud punkti.

Teoreem 184. On olemas ks ja ainult iiks tasapind, mis libib
antud kaht [bikuvat sirget.

Teoreem 185. Igq sirget libib lopmatu hulk tasapindu.



§ 96. Ruumigeomeetria aksioomid.

Eelmises paragrahvis loetlesime juba osa ruumigeomeetria
aksioomidest, nimelt ithendamise aksioomid la—1h. Peale nende
aksioomide kasutatakse stereomeetrias neidsamu aksioome, mida
kasutasime tasapinnageomeetrias. 'Kuid sellal kui planimeetrias
neid aksioome rakendati ainult iihel tasapinnal asetsevate punk-
tide, sirgete, 16ikude, nurkade, kolmnurkade, . . . kohta, rakendatakse
neid stereomeetrias kujunditele, mis asetsevad mistahes tasa-
pindadel.

Holpsuse mottes loetleme veel kord koik kasutamisele tulevad
aksioomid peale {ihendamise aksioomide, mis on toodud §-s 95.

Jarjestuse aksioomid (I, § 2). "

Aksioom 2a. Sirge kolmest punktist asetseb alati iiks ja ainult
iks kahe teise vahel.

Aksioom 2b. Kui A ja B on kaks antud punkti, siis sirgel AB
leidub nii [6pmatu hulk punkte, mis asetsevad A ja B vahel, kui
ka lopmatu hulk niisuguseid punkte, et punkt B asetseb punkti A
ja viimase hulga iga punkti vahel.

Aksioom 2c. Sirge iga punkt O jaotab selle sirge dlejéanud
punktid kahte klassi nii, et punkt O asetseb iga kahe, mitte ihte
klassi kuuluva punkti vahel, kuid ei asetse uhte klassi kuuluva
kahe punkti vahel. (Sirgjoone jaotamise aksioom.)

Tasapinna jaotamise aksioom (I, § 3).

Aksioom 3. Iga sirge, mis asetseb mingil tasapinnal, jaotab
selle tasapinna kaheks kumeraks piirkonnaks.

Kongruentsuse aksioomid (I, §§ 9 ja 11).

Aksioom 4a. Léikude ja nurkade vordsusel on refleksiivsuse,
siimmeetrilisuse ja transitiivsuse omadus.

Aksioom 4b. Asetsegu punkt C sirgel AB punktide A ja B
vahel ja punkt C’ sirgel A’B’ punktide A’ ja B’ vahel. Kui seejuu-
res AC = A’C’ ja BC = B’C’, siis ka AB = A’B’. Kui samade eel-
duste puhul AB = A’B’ ja AC = A’C’, siis ka BC = B'C’.

Aksioom 4c. Asetsegu kiir [ nurga £ hk haarade h ja k vahel
ja kiir I’ nurga Z Wk haarade h’ ja k' vahel. Kui seejuures
Lhl=L Wl ja Llk= LUk, sis ka Lhk= ZHKE; kui
samade eelduste puhul £ hk = £ Wk ja Z hl= Z R, siis ka
Wikl = R

Aksioom 4d. Olgu AB mingi loik ja h' kiir, mis vdljub punk-
tist A’; kiirel W on iiks ja ainult iks niisugune punkt B’, mille
puhul 16ik AB on kongruentne loiguga A’B’.

Aksioom 4e. Olgu £ hk mingi nurk, h' punktist O’ valjuv kiir
ja v kiirest b’ viljuv pooltasapind; pooltasapinnal o' on dks ja
ainult iks niisugune punktist O’ vdljuv kiir, mille puhul 2 hk on
kongruentne £ h'k’-ga. -

. Aksioom 4i. Kui ithe kolmnurga kaks kiilge on vastavalt vord-
sed teise kolmnurga kahe kiiljega ja nende kiilgede vahelised kolm-
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nurkade nurgad on vérdsed, siis on vastavalt vordsed ka nende
kolmnurkade dlejidinud nurgad.
Ringjoone aksioomid (I, §§ 15 ja 16).
Aksioom 5. Kui l6igu iiks ots asetseb ringjoone sees ja teine
valjaspool ringjoont, siis l6igul on ringjoonega iihine punkt.
Aksioom 6. Kui mingi kaare iiks ots asetseb ringjoone sees ja
leine vdljaspool ringjoont, siis kaarel on ringjoonega iihine punkt.
Paralleelsuse aksioom (L §21)

Aksioom 7. Libi punkti, mis ei asetse antud sirgel, liheb
mitte rohkem kui iiks sirge, mis on paralleélne antud sirgega.

Paralleelseteks nimetatakse seejuures sirgeid, mis aset-
sevad iihel tasapinnal ja ei 15iku.

Arhimedese aksioom (I, § 44).

Aksicom 8. Missugused ka oleksid kaks antud [6iku, ikka lei-
dub niisugune vdiksema loigu kordne, mis iiletab suurema loigu.
Cantori aksioom (I, § 45).

Aksioom 9. Kui on antud tokestamatult kahanev sisestatud
loikude jada, siis on olemas niisugune punkt, mis kéigil neil [5i-
kudel on seesmiseks véi otsmiseks punktiks.

Loetletud aksioomide vastuvotmisega me iihtlasi tunnustame
koik planimeetrias toestatud teoreemid kehtivaks ruumi mistahes
tasapinnal asetsevate kujundite kohta (ja seal, kus see teoreemi

motte jérgi on voimalik, ka eri tasapindadel asetsevate kujundite
kohta).

§ 97. Kahe sirge vastastikune asend.

Olgu ruumis antud kaks sirgjoont. Votame endale iilesandeks
se;]gitada, missugused on nende vastastikuse asendi voimalikud
juhud.

Koigepealt kiisime, kas on olemas tasapind, mis 14bib kaht
antud sirgjoont. Niisugune tasapind v6ib muidugi leiduda, kuid on
ka voimalik, et niisugust tasapinda ei leidu (teoreem 181). Viima-
sel juhul sirgeid nimetatakse kiivsirgeteks. Niisiis, kaht sirget
nimetatakse kiivsir geteks, kuieileidu tasapinda, mis labiks
nii iiht kui ka teist sirget. Teisiti 6eldes, kiivsirgeteks nimetatakse
kaht sirget, mis ei asetse iihe] ja samal tasapinnal. Kiivsirgetel ei
saa olla {ihiseid punkte, sest kaht I5ikuvat sirget 14bib ikka {iks
tasapind (teoreem 184).

Asetsegu niiiid kaks antud sirget {ihel ja samal tasapinnal.
Kaht sirget, mis asetsevad iihel ja samal tasapinnal, nimetatakse
komplanaarseteks. Kaks komplanaarset sirget kas 16iku-
vad voi on paralleelsed.

Niisiis kehtib jargmine lause.

Teoreem 186. Kahel sirgel ruumis véivad esineda jargmised
vastastikused asendid.
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1. Kaks sirget voivad mitte asetseda iihel ja samal tasapinnal
ja, jdrelikult, neil voib mitte olla ihiseid punkte (kiivsirged).

11. Kaks sirget voivad asetseda iihel ja samal tasapinnal
(komplanaarsed sirged); seejuures neil voib

a) kas olla ihine punkt (loikuvad sirged),

b) vdi mitte olla ihiseid punkte (paralleelsed sirged).

Vaatleme iiksikasjalisemalt paralleelsete sirgete juhtu.

Paralleelsuse aksioomist (§ 96, aksioom 7) jdreldub, nagu ka
planimeetrias, et iga punkti, mis ei asetse antud sirgel, ldbib iiks
ja ainult {iks sirge, mis on paralleelne antud sirgega.

Teoreem 187. Kui kaks tasapinda, mis vastavalt ldbivad antud
kaht paralleelset sirget, l6ikuvad, siis nende loikejoon on paral-
leelne kummagi antud sirgega.

Toestus. Oletame, et antud kaht paralleelset sirget a ja &
libivad vastavalt tasapinnad « ja g, mis loikuvad modda sirget ¢
(joonis 1). Peame toestama, et sirge ¢ on paralleelne nii sirgega a
kui ka sirgega b. ,

Joonis 1.

Sirged a ja ¢ asetsevad iihel ja samal tasapinnal a. Oletame,
et nad 16ikuvad mingis punktis X. Punkt X asetseb nii tasapin-
nal « kui ka tasapinnal B, sest ta asetseb nende loikejoonel c.
Peale selle asetseb punkt X sellel tasapinnal y, millel definitsiooni
jargi asetsevad paralleelsed sirged a ja b. Punkt X asetseb nii
tasapinnal g kui ka tasapinnal y; jarelikult ta asetseb ka sirgel b,
sest tasapindade g ja y koik tihised punktid asetsevad sellel sirgel
(teoreem 180). Seetottu punkt X on sirgete a ja b iihine punkt. See
aga on vastuolus eeldusega, et sirged a ja b on paralleelsed. Nii-
siis oletus, et sirged a ja ¢ 16ikuvad, viib vastuolule. Jarelikult
iihel tasapinnal asetsevad sirged a ja c¢ on paralleelsed.

Analoogiliselt saab toestada, et ka sirged & ja ¢ on paralleelsed.

Toestatud teoreem lubab tuletada paralleelsete sirgete jargmise
tahtsa omaduse.

Teoreem 188. Kaks sirget, mis on paralleelsed kolmandaga,
on omavahel paralleelsed.

Toestus. Olgu kumbki sirgetest a ja b paralleelne mingi
sirgega c. Peame toestama, et nad on omavahel paralleelsed.

Juhu jaoks, kus koik kolm sirget asetsevad iihel ja samal tasa-
pinnal, toestasime-teoreemi juba varem (I, § 21, jdreldus 2 aksioo-
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mist 7). Seepérast eeldame, et antud kolm sirget ei asetse iihel ja
samal tasapinnal.

Votame sirgel a mingi punkti A ja vaatleme kaht tasapinda:
iht, mis ldbib punkti A ja sirgef b, ja teist, mis 1ibib sama
~punkti A ja sirget ¢. Need kaks tasapinda I6ikuvad mooda mingit
sirget a’ (teoreem 180), mis on paralleelne nii sirgega b kui ka
sirgega ¢ (teoreem 187). Et 14bi punkti A ldheb iiksainus sirge,
mis on paralleelne sirgega c, ja selleks sirgeks on sirge a, siis
sirge @’ iihtib sirgega a. Viide, et sirge o’ on paralleelne sir-
gega b, tahendab siis, et sirge @ on paralleelne sirgega b. Teoreem
on toestatud.

§ 98. Sirge ja tasapinna vastastikune asend.

Ruumis voib sirge olla tasapinna suhtes mitmesugustes asen-
dites. » ;
Kui sirgel on tasapinnaga kaks iihist punkti, siis sirge koik
punktid asetsevad sellel tasapinnal (aksioom 1f): sirge asetseb
tasapinnal ja tasapind l4bib sirget.

Siit jdreldub, et tasapinnal mitte asetseval sirgel on selle
tasapinnaga iilimalt {iks iihine punkt (teoreem 179). Kui sirgel
on tasapinnaga iiks ja ainult {iks iihine punkt, siis Geldakse, et
sirge 16ikab tasapinda, ja nende iihist punkti nimetatakse
Ioikepunktiks.

Antud tasapinda loikavate sirgete olemasolu jareldub kergesti
aksioomist 1h. Téepoolest, selle aksioomi jérgi on olemas punkte,
mis ei asetse antud tasapinnal. Sirge, mis iihendab iiht niisugust
punkti antud tasapinna mingi punktiga, 16ikabki antud tasapinda.

Lopuks on moeldav ka niisugune juhtum, kus sirgel ja tasa-
pinnal ei ole {ihiseid punkte. Kui sirgel - ja tasapinnal ei leidu
ahtki tihist punkti, siis oeldakse, et sirge on paralleelne
tasapinnaga (ja tasapind on paralleelne sirgega).

Oeldut kokku vottes voime viita jargmist.

Teoreem 189. Sirge ja tasapinna vastastikuse asendi suhtes on
olemas jargmised kolm vdimalust:

4 a)l)sirge asetseb tasapinnal (sirge kéik punktid asetsevad tasa-
pinnal); :

b) sirge l6ikab tasapinda (sirge iiks ja ainult iiks punkt aset-
seb tasapinnal); ;

¢) sirge on paralleelne tasapinnaga (sirge iikski punkt ei
asetse tasapinnal).

Toestame koigepealt jirgmise teoreemi tasapinda loikavatest
sirgetest. : - i
: Teoreem 190. Kui iiks kahest paralleelsest sirgest (6ikab min-

git tasapinda, siis ka teine [5ikab seda tasapinda.

Toestus. Ldigaku iiks kahest paralleelsest sirgest a ja «,
nimelt sirge a, tasapinda « mingis punktis A (joonis 2). Sel
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juhul ka sirgeid a ja @’ ldbiv tasapind g 16ikab tasapinda a« modda
mingit sirget b (teoreem 180). Sirge b, mis asetseb tasapinnal g
ja loikab sirget a, 10ikab ka sellega paralleelset sirget a’ mingis
punktis A’ (I, § 21, aksioom 7,
jareldus 3). Punkt A" ongi sirge o
ja tasapinna a 10ikepunkt.

Antud tasapinnaga paralleelsete
sirgete olemasolu jédreldub jarg-
misest teoreemist.

Teoreem 191. Kui antud tasa-
pinnal mitte asetsev sirge on
paralleelne sirgega, mis asetseb
sellel tasapinnal, siis ta on paral- =
leelne antud tasapinnaga.

Selle teoreemi toestuse voib
lugeda tuntuks koolikursusest.

Jiareldus. Antud tasapinnal
mitte asetsevat - punkti ldbib [op-
matu hulk sirgeid, mis on paral-
leelsed selle tasapinnaga.

Toepoolest, vaatleme antud Joonis 2.
punkti ldbivaid sirgeid, mis on - »
vastavalt paralleelsed antud tasapinnal asetsevate ning iht ja
sama punkti ldbivate sirgetega. Koik need sirged on iiksteisest
erinevad, sest vastasel juhul iiht punkti ldbiks rohkem kui iks
sirge, mis on paralleeine antud sirgega, ja koik nad on paralleel-
sed antud tasapinnaga.

Toestame niilid jdrgmise teoreemi, mis teatavas mottes on
eelmise poordteoreemiks.

Teoreem 192. Tasapinnaga paralleelne sirge on paralleelne
l6pmatu hulga sirgetega, mis aseisevad sellel tasapinnal ja mis
koik on omavahel paralleelsed.

L]

Q

a a”

Joonis 3.

Toestus. Olgu sirge a paralleelne tasapinnaéa a {joonis 3).
Sirget a ja tasapinna o mingit punkti A labib tasapind. See 10i-
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kab tasapinda « mddda mingit sirget a’. Sirged a ja a’ on paral-
leelsed, sest nad asetsevad tihel ja samal tasapinnal, kuid ei saa
16ikuda: kui nad 16ikuksid, siis ka sirge a I6ikaks tasapinda «.

Iga sirge a”, mis asetseb tasapinnal « ja on paralleelne sir-
gega a’, on teoreemi 188 jargi paralleelne ka sirgega a.

Peale nende sirgete ei ole olemas muid sirgeid, mis asetseksid
tasapinnal a ja oleksid paralleelsed sirgega a, sest vastasel juhul
tasapinna « iiht punkti ldbiksid kaks sirget, mis on paralleelsed
sirgega a, kuid see ei ole voimalik.

Jéareldus. Kui antud sirget, mis on paralleelne antud tasa-
pinnaga, ldbib ‘mingi tasapind, mis [6ikab antud tasapinda, siis
nende loikejoon on paralleelne antud sirgega.

Vaatleme niiiid veel monda teoreemi tasapinnaga paralleelsest
sirgest.

Teoreem 193. Ldbi punkti, mis ei asetse antud sirgel, ldheb
lopmatu hulk tasapindu, mis on paralleelsed selle Sirgega; koik
need tasapinnad ldbivad iiht sirget, mis on paralleelne antud
sirgega.

Olgu A antud punkt, mis ei
asetse antud sirgel a (joonis 3).
Punkti A 14bib sirge a’, mis on
z  paralleelne sirgega a. Iga tasa-
pind, mis 14dbib sirget a’, peale iihe
b (ja nimelt selle, mis iihtlasi l4bib
ka sirget a), on paralleelne sir-
gega a. Muid tasapindu, mis 1dbik-
sid punkti A ja oleksid paralleel-
o sed sirgega a, ei ole olemas. Tde-
poolest, punkti A ja sirget a libiv
tasapind peab loikama iga nii-
sugust tasapinda moocda sirget,
mis on paralleelne sirgega a (teo-

l reem 192, jédreldus), s. o. mooda
y sirget a’.
Joonis 4. Jareldus. Kui kaks antud

sirgega  paralleelset  tasapinda
loikuvad, siis ka nende [6ikejoon on paralleelne antud sirgega
(joonis 4). ’ :

Teoreem 194. Kui iks kahest paralleelsest sirgest on paral-
leelne mingi tasapinnaga, siis ka teine on paralleelne selle tasa-
pinnaga (voi asetseb sellel tasapinnal).

Toestus. Kui teine sirge 15ikaks antud tasapinda, siis teo-
reemi 190 pohjal ka esimene sirge lGikaks teda. Jéarelikult teine
sirge on paralleelne tasapinnaga (voi asetseb tasapinnal).

Teoreem 195. Kumbagi kahest kiivsirgest libib iiks ja ainult

iiks tasapind, mis on paralleelne teise sirgega.
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Toestus. Olgu a ja b kaks kiivsirget (joonis 5). Tdhistame
sirge a mingi punkti tihega A ja seda punkti ldbiva, sirgega 6
paralleelse sirge tdhega b’ 7

Joonis 5.

Tasapind, mis libib sirget a ja on paralleelne sirgega b (kui
niisugune tasapind on olemas), peab loikama punkti A ja sirget
b libivat tasapinda moodda sirget b, mis on paralleelne sirgega b
(teoreemi 192 jirelduse pohjal). Siit jareldub, et otsitavaks tasa-
pinnaks saab olla ainult tasapind, mis labib sirgeid a ja &”. Vii-
mane tasapind on toepoolest paralleelne sirgega & (teoreemi 191
jargi), sest ta ldbib sirgega b paralleelset sirget b

§ 99. Kahe tasapinna vastastikune asend.

Kui kahel tasapinnal leidub kas voi iikski iihine punkt, siis
nad loikuvad mooda sirget (teoreem 180).

On moeldav ka niisugune juhtum, kus kahel tasapinnal ei leidu
{ihtki {ihist punkti. Kaht tasapinda, millel ei ole iihtki iihist punkti,
nimetatakse paralleelseteks tasapindadeks. :

Sellest definitsioonist jareldub, et tasapind, mis on paralleelne
tasapinnaga «, on paralleelne ka koikide sirgetega, mis asetsevad
tasapinnal a.

Paralleelsete tasapindade pohilised omadused avalduvad jarg-
mistes teoreemides, milledest muuseas jireldub ka paralleelsete
tasapindade olemasolu (teoreem 197).

Teoreem 196. Kui mingi tasapind on paralleelne kahe loikuva
sirgega, siis ta on paralleelne ka tasapinnaga, millel asetsevad
need sirged. ’

Toestus. Olgu tasapind « paralleelne kahe 16ikuva sirgega
a ja b, mis asetsevad tasapinnal a (joonis 6). Niitame, et tasa-
pinnad « ja " on paralleelsed.

Toepoolest, oletame, et tasapinnad a ja o 16ikuvad mooda
mingit sirget ¢. Sirge ¢, asetsedes tasapinnal @, tingimata l6ikab
viahemalt {iht kahest 16ikuvast sirgest a ja b.
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Siis jarelikult ka tasapind « 10ikab vahemalt iiht kfahes't,sir-
gest @ ja b, kuid see on vastuolus eeldusega, et tasapind «’ on
paralleelne nende kahe sirgega. Niisiis, tasapind o’ on paralleelne
tasapinnaga «.

Jareldus. Kui ihe tasapinna kaks sirget on vastavali
paralleelsed teise tasapinna kahe [6ikuva sirgega, siis need tasa-
pinnad on paralleelsed. -

= o - - - — o ———

Joonis 6.

Toepoolest, olgu tasapinna o’ sirged o ja b’ vastavalt paral-
leelsed tasapinna a kahe I6ikuva sirgega a ja b (joonis 6). Tasa-
pind o, mis ldbib sirgega a paralleelset sirget a’, kuid ei 14bi sir-
get a ennast, on paralleelne sirgega a (teoreem 191). Analoogili-
sel pohjusel on tasapind «’ paralleelne ka sirgega b. Viimati toes-
tatud teoreemi pohjal tasapind « on paralleelne tasapinnaga a.

Teoreem 197. Libi antud punkti, mis ei asetse antud ftasa-
pinnal, liheb iiks ja ainult iks tasapind, mis on paralleelne antud
tasapinnaga.

Toestus, Olgu A tasapinnal « mitte asetsev punkt (joo-
nis 6). Tdhistame tdhtedega a ja b mingit kaht 16ikuvat sirget,
mis asetsevad tasapinnal «, ja tahtedega a’ ja b’ sirgeid, mis libi-
vad punkti A ja on vastavalt paralleelsed sirgetega a ja b.

Otsitav tasapind peab olema paralleelne tasapinnaga « ja jére-
likult ka sirgetega @ ja 6. Kuid koik punkti A ldbivad ja sirgega
a paralleelsed. tasapinnad libivad sirget a’ (teoreem 193) ja koik
punkti A libivad ja sirgega & paralleelsed tasapinnad Iibivad
sirget 6”. Jdrelikult saab otsitavaks tasapinnaks olla ainult tasa-
pind, mis 1dbib sirgeid o ja b’. See tasapind on teoreemi 196
jérelduse pohjal tGepoolest paralleelne tasapinnaga a.

Jareldused. 1. Kaks tasapinda, mis on paralleelsed kol-
manda -tasapinnaga, on omavahel paralleelsed.

Vastasel juhul ldheks 14bi nende iihise punkti kaks tasapinda,
mis on paralleelsed kolmanda tasapinnaga.

2. Kui mingi tasapind [6ikab iiht Bahest paralleelsest tasa-
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pinnast, siis ta [oikab ka teist, :kusjuures tekkivad  l6ikesirged
on omavahel paralleelsed.
Teoreem 198. On olemas iiks ja ainult dks paar paralleelseid
tasapindu, mis vastavalt ldbivad antud kaht Riivsirget.
Toestus. Olgu a ja b antud kiivsirged (joonis 7). Kui
mingi tasapind «, mis 1dbib sirget a, on paralleelne tasapinnaga 8,
mis ldbib sirget b, siis tasapind « on paralleelne ka sirgega b.

Joonis 7.

Seetottu tasapind « on miiratud selle ainsa tasapinnana, mis
labib sirget a ja on paralleelne sirgega b (teoreem 195). Tépselt
niisamuti tasapind g on maiédratud selle ainsa tasapinnana, mis
1abib sirget & ja on paralleelne sirgega a.

Niiviisi méairatud tasapinnad on omavahel paralleelsed, nagu
otsekohe nditame.

Et tasapind « on paralleelne sirgega b, siis ta sisaldab sirget
b’, mis on paralleelne sirgega b ja loikab sirget a (teoreem 192).
Analoogiliselt tasapind g, mis on paralleelne sirgega a, sisaldab
sirget a’, mis on paralleelne sirgega a ja l6ikab sirget b. Et tasa-
pinna « kaks 16ikuvat sirget a ja b” on vastavalt paralleelsed tasa-
pinna g sirgetega a’ ja b, siis need kaks tasapinda on paral-
leelsed.

Teoreem 199. Sirge, mis [oikab iiht kahest paralleelsest tasa-
pinnast, loikab ka teist. :

Toestus. Loigaku sirge [/ iiht kahest paralleelsest tasa-
pinnast a ja o/, nimelt tasapinda «. Nditame, et ta loikab ka tasa-
pinda a’.

Mingi tasapind g, mis 1dbib sirget /, 16ikab tasapinda « méoda
mingit sirget a, sest tal on sellega iihine punkt (teoreem 180).
Jarelikult 1oikab tasapind g ka tasapinda o mooda sirget a’, mis
on paralleelne sirgega a (teoreem 197, jéreldus). Sirge [/, mis
asetseb tasapinnal g ja 106ikab sirget a, 16ikab tingimata ka sir-
gega a paralleelset sirget a’. Jarelikult 16ikab sirge [ ka tasa-
pinda o/, millel asetseb sirge a’. : ;

. Jareldus. Sirge ja teda mitte labiv tasapind, mis on paral-
leelsed ihe ja sama tasapinnaga, on paralleelsed.
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§ 100. Kolme tasapinna vastastikune asend.

Siirdume kiisimuse juurde kolme tasapinna a, f ja y vastasti-
kusest asendist ruumis. ,

Eeldame esiteks, et kolm antud tasapinda  l6ikuvad - paariti:
tasapinnad g ja y 1oikugu mooda sirget a, tasapinnad y ja ¢ méoda
sirget b ja tasapinnad « ja p modda sirget c.

Joonis 8.

Kui sirge a [6ikab tasapinda « mingis punktis P (joonis 8), siis
seda punkti ldbivad koik kolm tasapinda @, g ja y ning koik kolm
sirget a, b ja c. Kolm tasapinda Ioikuvad iihes ja samas punktis.

Kui sirge a on paralleelne tasapinnaga a, siis on ta paral-
leelne ka sirgetega 6 ja ¢ (teoreem 192, jédreldus). Kolm tasa-
pinda loikuvad mooda kolme paralleelset sirget a, b ja ¢; ei leidu
iihtki punkti, mis oleks iihine koigil kolmel tasapinnal (joonis 9).

Kui sirge a asetseb tasapinnal q, siis iihtib ta sirgetega b ja ¢;
koik kolm tasapinda ldbivad iiht ja sama sirget (joonis 10).

Eeldame niiiid, et kaks tasapinda, iitleme « ja ', on paralleel-
sed. Kui kolmas tasapind y 16ikab iiht kahest tasapinnast a ja p,
siis 1oikab ta ka teist (teoreem 197, jédreldus 2), ja need kaks
loikejoont on paralleelsed (joonis 11).

Lopuks, koik kolm tasapinda voivad osutuda omavahel paral-
leelseteks (joonis 12).

Tulemusena saame jargmise teoreemi:

Teoreem 200. On voimalikud jargmised kolme tasapinna vas-
tastikuse asendi juhud: :
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Joonis 9. Joonis 10.
: a
£ : ; 7
/ \ > B/ /
/\/ Joonis 12.
Joonis 11.

a) Kolmel tasapinnal on iks ja ainult iiks ihine punkt («<kolm
tasapinda loikuvad {ihes ja samas punktis»}).

b) Kolm tasapinda l6ikuvad paariti ja nende lbikejooned on
omauvahel paralleelsed.

c) Kolm tasapinda libivad iiht ja sama sirget.

d) Kaks tasapinda on paralleelsed ja kolmas [dikab neid
mooda kaht paralleelset sirget.

e) Koik kolm tasapinda on paralleelsed.

2 Elementaargeomeetria II



e

§ 101. Konstruktsiooniilesanded stereomeetrias.

Nagii omal ajal nimetasime (I, § 17), koosneb iga konstrukt-
siooniilesande sisu kolmest osast, ja nimelt osadest, mis nditavad
1) missugused elemendid on antud, 2) mis on vaja leida, ja 3)
missuguste vahendite abil tuleb {ilesanne lahendada. Planimeet-
rias seisab viide lubatud lahendamisvahenditele harilikult vastavate
joonestamisriistade loetelus (nditeks — «sirkli ja joonlaua abily,
«joonlaua ja kolmnurga abil»).

Ruumis osutub kiisimus lubatud lahendamisvahenditest vdhem
midratuks ja seetottu keerukamaks. See seletub sellega, et tege-
Jikult pole olemas niisuguseid riistu, milledel ruumis oleks sama
iilesanne, mis tasapinnal on joonlaual, sirklil jne. Seda silmas
pidades votame vastu jargmise definitsiooni, et viide lubatud lahen-
damisvahenditele osutuks madratuks.

Stereomeetrilise konstruktsiooniilesande ruumilise lahen -
damise all moistame selle taandamist 16plikuks hulgaks teata-
vaiks lihtsaiks iilesandeiks, mis loetakse otseselt lahenduvaiks.

Niisuguste otseselt lahenduvate iilesannetena voetakse kdes-
olevas raamatus koikjal, kus pole teisiti deldud, jargmised:

Ulesanne A. Panna tasapind libi teatud kolmre punkti, mis
ei asetse iihel ja samal sirgel. ’

Ulesanne B. Méiirata teatud kahe tasapinna loikejoon.

Ulesanne C. Teatud tasapinnal lahendada mistahes iiles-
anne, mis on lahendatav «sirkli ja joonlaua abil» (I, § 17 mottes).

Ulesanne D. Votta vabalt punkt, mis asetseb voi, vastu-
pidi, ei asetse teatud sirgel (kooskolas aksioomidega 1b ja lc),
mis asetseb voi, vastupidi, ei asetse teatud tasapinnal (kooskolas
aksioomidega le ja 1lh); votta vabalt sirge, mis 1abib voi, vastu-
pidi, ei 1dbi teatud punkti, mis asetseb voi, vastupidi, ei asetse
teatud tasapinnal; votta vabalt tasapind, mis lébib voi, vastu-
pidi, ei 14bi teatud sirget.

Seejuures sona «teatud» on kasutatud siin samas tdhenduses,
nagu -, § 17 (lk'53):

Mirkus. Mitte peatudes termini «ruumilise konstruktsiooniilesande lahen-
daminey teiste voimalike tolgenduste juures, toonitame ainult, et dlalantud
tolgendus ei ole ainus voimalik. !

Esitame niiiid moned oige lihtsad konstruktsiooniilesanded, mis
kergesti taanduvad iilesannetele A—D. Toonitame, et nende
iilesannete lahendite olemasolu voi, monel juhul, puudumise
kiisimus kas on juba lahendatud eelmiste teoreemidega voi nende
abil ilma raskusteta lahenduv. Nende iilesannete lahendamisel on
oluline see, et taandada otsitava sirge voi otsitava tasapinna leid -
mine 16plikuks hulgaks iilalloetletud {ilesanneteks A—D.

Konstruktsioon 64. Panna tasapind ldbi sirge ja sellel

' Vi, TSetveruhhini artiklit [23] ja tema raamatut [24]
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mitte asetseva punkti, 1dbi kahe loikuva sirge, 1abi kahe paral-
leelse sirge. :
Konstruktsioon 65 Konstrueerida antud sirge ja antud
tasapinna loikepunkt.
Konstruktsioon 66. Konstrueerida kolme antud tasa-
pinna iihine punkt. ;

Konstruktsioon 67. Libi antud punkti, mis ei asetse
-antud sirgel, panna sirge, mis on paralleelne antud sirgega.

Konstruktsioon 68. On antud kaks Kkiivsirget; {ihest
neist 1abi panna tasapind, mis on pdralleelne teisega.

Lahendusviis tuleneb sellest, mis on oOeldud teoreemi 195 toestamisel.
Lahendeid on iiks.

Konstruktsioon 69. On antud kaks kiivsirget; kum-
mastki neist 14dbi panna tasapind nii, et need tasapinnad oleksid
omavahel paralleelsed.

Lahendusviis tuleneb sellest, mis on oeldud teoreemi 198 toestamisel.
Lahendeid on {iks. :

Konstruktsioon 70. Ldbi antud punkti, mis ei asetse
antud tasapinnal, panna tasapind, mis on paralleelne antud tasa-
pinnaga.

Lahendusviis tuleneb sellest, mis on o6eldud teoreemi 197 toestamisel.
Lahendeid on {iks.

Konstruktsioon 71. Konstrueerida tasapind, mis labib
antud punkti ja on paralleelne kahe antud sirgega.

Paneme ldbi antud punkti kaks sirget, mis on vastavalt paralleelsed
antud sirgetega. Kui antud sirged on kiivsirged ja antud punkt ei asetse
kummalgi neist kahest tasapinnast, mis ldbivad iiht antud sirget ja on paral-
leelsed teise antud sirgega (teoreem 195), siis konstrueeritud sirged mééra-
vad otsitava tasapinna ja iilesandel on iiks lahend. Sama kehtib ka siis, kui
antud sirged 1oikuvad ja antud punkt ei asetse antud sirgetega iihel tasa-
pinnal.

Kui antud sirged on paralleelsed, siis iilesanne on madramatu, s. -t. tal

on lopmatu hulk lahendeid. ok B
Ulejddnud juhtudel (missugustel nimelt?) iilesandel ei ole lahendeid.

§ 102. Lihtsamad sirgete geomeetrilised kohad ruumis.

Ruumigeomeetrias laieneb geomeetrilise koha moiste. Korvuti
punktide geomeetriliste kohtadega (vorrelda I, § 24) on ruumis
voimalik vaadelda veel sirgjoonte geomeetrilisi kohti. Kéesolevas
paragrahvis vaadeldakse niisuguste geomeetriliste kohtade koige
lihtsamaid néiteid. e

Geomeetriline koht XII. Geomeetriliseks - kohaks sir-
getele, misi ldbivad antud punkti ja on komplanaarsed antud sir-
gega (s. o. asetsevad sellega iihel tasapinnal; vrd..§ 97), on fasa-
pind, mis ldbib antud punkti ja antud sirget. Seejuures eeldatakse
muidugi, et antud punkt ei asetse antud sirgel. Ry
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Geomeetriline koht XIIL Geomeetriliseks kohaks sir-
getele, mis [oikavad antud sirget ja on paralleelsed teise a.ntud
sirgega, on tasapind. Seejuures eeldatakse, et antud kaks sirget
on kiivsirged.

Olgu a ja b antud sirged. L#bi sirge a iga punkti A l.éiheb
iiks sirge b’, mis on paralleelne sirgega b. Koik niisugused snggd
asetsevad iihel tasapinnal a ja nimelt tasapinnal, mis 1abib sir-
get a ja mingit {iht neist sirgeist. Sirged &’ ilmselt taidavad kogu
tasapinna a.

Markus. Kui sirge b loikab sirget a, siis geomeetriliseks kohaks sirge-
tele, mis Idikavad sirget a ja on parallee'sed sirgega b, on sirgeid a ja b
labiv tasapind, millest sirge b ise on vilja voetud.

Et mitte teha viimast erandit («millest sirge b ise on vilja voetuds),
vaadeldakse monikord iga sirget kui iseendaga paralleelset. Siis evib kahe
sirge paralleelsuse moiste retleksiivsuse, siimmeetrilisuse ja transitiivsuse
omadust. Allpool me siiski moistame paralleelsete sirgete all ikka kaht eri-
nevat sirget.

Geomeetriline koht XIV. Geomeetriliseks kohaks sir-
getele, mis libivad antud punkti ja on paralleelsed antud tasa-
pinnaga, on antud tasapinnaga paralleelne tasapind. Seejuures
eeldatakse, et antud punkt ei asetse antud tasapinnal.

Olgu A antud punkt ja e antud tasapind. Punkti A 1dbib iiks-
ainus tasapind o/, mis on paralleelne tasapinnaga a. Koik sirged,
mis libivad punkti A ja asetsevad tasapinnal «, on ilmselt paral-
leelsed tasapinnaga o.

Muid sirgeid, mis ladbiksid punkti A ja oleksid paralleelsed
tasapinnaga a, ei ole olemas. Toepoolest, punkti A ldbiv ja tasa-
pinnal o mitte asetsev sirge 16ikab tasapinda «o’. Teoreemi 199
alusel ta 16ikab ka tasapinda o.

Niitame esitatud geomeetriliste kohtade rakendamist jargmise
kahe konstruktsiooniilesande lahendamisel.
~ Konstruktsioon 72. Libi antud punkti panna sirge, mis
1ikab antud kaht kiivsirget; eeldatakse, et antud punkt ei asetse
kummalgi antud sirgel.

_ Olgu M antud punkt, @ ja b — antud kiivsirged. Leiame esiteks sirge, mis
ldbib punkti M ja on komplanaarne nii sirgega a kui ka sirgega b. Geo-
n}eetriliseks kohaks sirgetele, mis ldbivad punkti M ja on komplanaarsed
sirgega a, on -punkti M ja sirget a ldbiv tasapind « (geomeetriline koht XII).

A_naloogiliselt on punkti M ja sirget b labiv tasapind geomeetriliseks kohaks
sirgetele, mis ldbivad punkti M ja on komplanaarsed sirgega b.

Sirgeks, mis ldbib punkti M ja on komplanaarne. sirgetega a ja b, on
nende kahe tasapinna loikejoon /.

Kui sirge 4 1oikab nii sirget a kui ka sirget b, siis ta ongi antud iiles-
ande lahendiks.
~ Kui sirge | osutub paralleelseks sirgega a, siis ta paratamatult 15ikab
sirget & (sest vastasel juhul sirged a ja b oleksid paralleelsed). Antud iiles-
andel ei ole lahendit. Seejuures sirge [ ja jarelikult ka antud punkt M aset-
sevad tasapinnal, mis labib sirget b ja on paralleelne sirgega a (geomeetri-
line koht XIII).
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Antud iilesandel ei ole lahendit ka sel juhul, kui punkt M asetseb tasa-
pinnal, mis l4bib sirget a ja on paralleelne sirgega b. Siis sirge [ 1oikab
sirget a ja on paralleelne sirgega b. j

Niisiis on iilesandel iiks lahend, viélja arvatud see juhtum, kus antud
punkt asetseb iihel neist kahest paralleelsest tasapinnast, mis vastavalt 1dhi-
vad antud kaht kiivsirget (teoreem 198).

Miarkus. Selle iilesande lahendusest jdreldub, et on olemas Iopmatu
hulk niisuguseid sirgeid, mis loikavad iga sirget antud kolmest paariti kiiv-
sirgest. Toepoolest, neist kolmest {ihe sirge iga punkti (vilja arvatud véib-
olla tema kaks punkti) 14bib sirge, nagu dsja ndgime, mis loikab antud kaht
ilejadnud sirget.

Tekib kiisimus niisuguste sirgete geomectrilise koha leidmisest. Selle kiisi-
muse lahendamine ulatub vilja elementaargeomeetria raamidest. Analiiiitilise
geomeetria (ja projektiivse geomeetria) vahenditega saab toestada, et selleks
geomeetriliseks kohaks on teist jarku joonpind.

Konstruktsioon 73. Konstrueerida sirge, mis 16ikab antud
kaht kiivsirget ja on paralleelne kolmanda antud sirgega.

Olgu a ja b antud kiivsirged ja ¢ kolmas antud sirge. Ulesande sisu
jargi sirge c ei saa olla paralleelne kummagagi sirgetest a ja b.

Geomeetriliseks kohaks sirgetele, mis loikavad sirget a ja on paralleel-
sed sirgega ¢, on tasapind (geomeetriline koht XIII); geomeetriliseks kohaks
sirgetele, mis ldikavad sirget b ja on paralleelsed sirgega ¢, om samuti
tasapind. ;

Kui need kaks tasapinda loikuvad, siis nende 1oikejoon ongi otsitavaks sir-
geks, sest teoreemi 193 jérelduse pohjal on ta paralleelne sirgega c.

Kui aga need kaks tasapinda osutuvad paralleelseteks, siis puudub iles-
andel lahend; sel juhul sirged a, b ja ¢ on paralleclsed ithe ja sama tasapin-
naga ja nimelt mingi tasapinnaga, mis on paralleelne molema konstrueeritud
tasapinnaga ega labi sirget c. ;

§ 103. Paralleelprojektsioon.

Tasapinnageomeetrias (I, § 28) tundma. opitud paralleel-
projektsiooni moistet on voimalik jargmiselt ildistada.

Olgu antud mingi tasapind «, mida nimetame proj ektsioo-
nitasapinnaks (joonis 13), ja mingi sirge MN, mis loikab
tasapinda a. Et sirget MN voib koiges jargnevas asendada iga
teise, temaga paralleelse sirgega M’N’, siis iitleme, et on antud
mingi siht MN, ja nimetame seda projekteerimissihiks.
Sirge, mis ldbib antud punkti A ja on paralleelne sirgega MN, 16i-
kab tasapinda a (teoreemi 190 pohjal) mingis punktis Ao, mida
nimetamegi punkti A MN-sihiliseks paralleelprojektsiooniks tasa-
pinnal a.'

Mingi kujundi F paralleelprojektsiooniks nimeta-
takse kujundit Fo, mis koosneb antud kujundi F koikide punktide
paralleelprojektsioonidest. Et geomeetriliseks kohaks sirgetele, mis
loikavad antud sirget ja on paralleelsed teise antud sirgega, on
tasapind (§ 102, geomeetriline koht XIII), siis sirgjoone paralleel-
projektsioon on sirgjoon ja loigu paralleelprojektsioon on 16ik;

¢ ' Terminit «projektsioons (lihtsalt) kasutame, nagu tasapinnageomeet-
riaski, ainult ristprojektsioeni korral, mida vaaileme allpool (§ 115).
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seejunres eeldatakse muidugi, et antud sirge voi 16ik ei ole paral-
leeine projekteerimissihiga. Nurga paralleelprojektsioon on nurk,
kolmnurga ja iildiselt hulknurga paralleelprojektsioon on vastavalt
kolmnurk voi hulknurk; seejuures eeldatakse, et antud nurga voi
hulknurga tasapind ei ole paralleelne projekteerimissihiga. Punkt,
16ik ja iga kujund, mis asetseb projektsioonitasapinnal, tihtib oma
projektsiooniga.

Joonis 13.

Paralleelprojektsioonide pohiomadusi véljendavad jérgmised
teoreemid.

Teoreem 201. Paralleelsete sirgete (samasihilised) paralleel-
projektsioonid ihel ja samal tasapinnal on paralleelsed voi ihtivad
sirged, kui antud paralleelsed sirged ei ole paralleelsed projektee-
rimissihiga.

Toestus. Olgu AB ja CD (joonis 13) paralleelsed sirged
ja Ao, Bo, Cy ja Dy antud sihi puhul punktide A, B, C ja D paral-
leelprojektsioonid tasapinnal a. ‘

Kui tasapinnad ABA, ja CDC, ei iihti, siis nad on omavahel
paralleelsed, sest AB || CD ja AA, |l CCy (teoreem 196, jéreldus).
Nende tasapindade ja tasapinna « loikejooned AoB, ja CoDy on
samuti paralleelsed.

Kui aga tasapinnad ABA, ja CDC, iihtivad, siis iihtivad ka sir-
ged AoBy ja CoD. !

Jareldus. Kui réopkiliku tasapind ei ole paralleelne pro-
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jekteerimissihiga, siis tema paralleelprojektsioon on  samuti
roopkilik. - :

Toepoolest, kui AB || CD ja AC || BD (joonis 13), siis toestatud
teoreemi ]argl ka A()B() ” CoDo ja AoCo “ B()Do.

Teoreem 202. Vordsete ja paralleelsete [Oikude paralleelprojekt-
sioonid ihel ja samal tasapinnal on omavahel vordsed, kui need
lbigud ei ole paralleelsed projekteerimissihiga.

Toestus. Olgu AB ja CD vordsed ja paralleelsed 16igud,
A¢By ja CoDy nende paralleelprojektsioonid.

Kui tasapind ABCD ei ole paralleelne projekteerimissihiga
(joonis 13), siis AeBoDeCo on roopkiilik (teoreem 201, jareldus)
ja seetottu A()Bo = C()Do.

Kui aga tasapind ABCD on-paralleelne projekteerimissihiga, siis
vordus AgBy = CoDy tuleneb teoreemist 66 (I, 1k. 85).

Mirkus. Toestatud teoreemid 201 ja 202 leiavad rakendamist ruumi-
liste kujundite jooniste valmistamisel.

Geomeetrias ja samuti ka tehnikas kasutatavad ruumiliste kujundite. joo-
nised kujutavad endast nende kujundite paralleelprojektsioone joonise tasa-
pinnal (voi niisuguste paralleelprojektsioonidega sarnaseid kujundeid).?!

Toestatud teoreemide rakendamise niitena nimetame seda, et rooptahuka
tahud, mis on ju roopkilikud, kujutuvad niisugustel joonistel samuti roop-
kiilikutena ja korrapirane kuusnurk kujutub kuusnurgana, mille vastaskiil-
jed on paralleelsed ja vordsed (joonised 14 ja 1b).2

NN
TN

Joonis 14. Joonis 15.

Ruumiliste kujundite tasapinnal kujutamise kiisimust kasitletakse geo-
meetria eriharus — kujutavas geomeetrias *

t Monel erialal (nditeks ehitusalal) kasutatakse ka jooniseid, millede
konstrueerimine pohineb «tsentraalprojektsiooni» printsiibil. 3

* Moisted rooptahukas, prisma, piiramiid, tiivipiiramiid, kuup, pohi, kor-
gus jms. loeme kiesolevas raamatus tuntuiks ja nende defineerimisel me
ei peatu. G

3 Vi niiteks Glagolevi opikut [8]. Jooniste kiisimusele geomeetria kur-
suses on pithendatud TSetveruhhini raamat [25].



XII peatikk.
Ruumi jaotamine. Hulktahukad.

§ 104. Ruumi jaotamine tasapindadega.

Asudes kiisimuse juurde ruumi jaotamisest tasapinnaga, siili-
tame murdjoonel ka ruumi juhul sellesama definitsiooni, mis on
antud tasapinnageomeetrias’ (I, § 3). Kuid ruumis on voi-
malik juhtum, kus ei leidu tasapinda, millel asetseksid antud murd-
joone koik punktid. Kui mingi murdjoone koik punktid asetsevad
iihel ja samal tasapinnal, siis murdjoont nimetatakse'tasaseks,
vastasel juhul aga ruumiliseks. Vastavalt defineeritakse ka
tasase ja ruumilise hulknurga moisted.

Samuti nagu tasapinna juhul {itleme, et mingi kujund F ruu-
mis (s. o. mingi punktide hulk) jaotab ruumi kaheks piirkon-
naks Dy ja D, kui see kujund voimaldab jaotada koik temale
mitte kuuluvad punktid kahte klassi nii, et 1) {ihe ja sama klassi
iga kaht punkti saab iithendada murdjoonega, millel ei ole kujun-
diga F iihiseid punkte, 2) eri klasside mingit kaht punkti ei saa
itheriddada niisiiguse murdjoonega.

Piirkonda D; (voi D;) nimetatakse kumeraks, kui tema iga
kaht punkti saab ithendada 16iguga, millel ei ole kujundiga F {ihi-
seid punkte.

Analoogiliselt defineeritakse ruumi jaotamist kuitahes mitmeks
(loplikuks arvuks) piirkonnaks.

Mingil tasapinnal asetseva sirgjoone omaduse jaotada tasapind
kaheks kumeraks piirkonnaks votsime vastu aksioomina (§ 96,
aksioom 3). Erinevalt sellest saame tasapinna vastava omaduse
niitid toestada.

Teoreem 203. Iga tasapind jaotab ruumi kaheks kumeraks
piirkonnaks. i

Toestus. Olgu a antud tasapind ja X, mingi punkt, mis ei
asetse tasapinnal a.

Jaotame koik tasapinnal a mitte asetsevad punktid kahte klassi
jargmisel viisil. Esimesse klassi loeme punkti X, ja koik niisugused
punktid X, millede puhul 16igul XoX ei ole tasapinnaga « iihiseid
punkte. Teise klassi loeme koik niisugused punktid Y, millede
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puhul 16igul XoY on tasapinnaga a {ihine punkt. Nditame, et esi-
mese klassi punktid X ja teise klassi punktid ¥ moodustavad kaks
kumerat piirkonda, milledeks tasapind « jaotab ruumi.

Vaatleme esimese klassi mingit kaht punkti X ja X’ ja tasa-
pinda XoXX” (voi iiht neist tasapindadest, mis ldbivad neid kolme
punkti, kui nad asetsevad {iihel sirgel). Kui see tasapind ei loika
tasapinda «, siis ei ole ka 16igul XX’ tasapinnaga « iihiseid punkte.
Kui aga see tasapind 16ikab tasapinda « mooda sirget, siis koik
kolm punkti Xo, X ja X’ asetsevad sellest sirgest iihel ja samal
pool, sest 16ikudel XoX ja XoX” ei ole temaga tihiseid punkfe. Jare-
likult 16igul XX’ ei ole loikejoonega ja, tdhendab, ka tasapin-
naga « iihiseid punkte. Niisiis, esimese klassi iga kaht punkti saab
ithendada 16iguga, millel ei ole iihiseid punkte tasapinnaga a.

Analoogiliselt teostub vastav toestus ka teise klassi kahe punkti
Y ja Y’ juhul. Ainult tasapind X,YY’ tingimata 16ikab tasapinda e,
punkt X, asetseb loikejoonest {ihel pool, punktid ¥ ja Y’ teisel pool
(sest kummalgi 16ikudest XoY ja XoY’ on tasapinnaga « iihine
punkt).

Lopuks, kui X on esimese klassi punkt ja Y on feise klassi
punkt, siis 16igul XY on tasapinnaga e iihine punkt, sest sel juhul
tasapind XoXY loikab tasapinda o (loigul XoY on tasapinnaga e
iihine punkt), punktid X, ja X asetsevad loikejoonest iihel pool ja
punkt Y teisel pool.

Olgu niiiid X esimese klassi mistahes punkt ja A mingi punkt,
mis ei asetse tasapinnal a. Kui 16igul XA ei ole iihiseid punkte
tasapinnaga «, siis ka A on esimese klassi punkt. Toepoolest, kui
punkt A kuuluks teise klassi, siis toestatu jargi 16igul XA leiduks
ithine punkt tasapinnaga a. ' :

Korrates seda arutelu korduvalt, jouame jargmisele tulemusele.
Kui murdjoone XAB ... KL iiks ots X kuulub esimesse klassi ja
murdjoonel ei ole tasapinnaga « iihiseid punkte, siis kuulub ka
murdjoone teine ots L samuti esimesse klassi. Siit jareldub vahe-
tult, et eri klasside mingit kaht punkti ei saa {ihendada murdjoo-
nega, millel ei ole tasapinnaga iihiseid punkte. Teoreem on taie-
likult toestatud.

Kumbagi neist kahest kumerast piirkonnast, milleks mingi tasa-
pind « jaotab ruumi, nimetatakse tasapinnaga « piiratud ehk tasa-
pinnast « viljuvaks poolruumiks. Poolruume tédhistame
suurte kreeka tdhtedega H, K, A, ...

Uhte peolruumi kuuluva kahe punkti kohta oOeldakse, et nad
asetsevad tasapinnast iihel pool; erinevatesse poolruumidesse
kuuluva kahe punkti kohta Geldakse, et nad asetsevad tasapinnast
eri pooltel.

Olgu antud mingi pooltasapind 7. See kuulub mingile tasapin-
nale a. Neid kaht poolruumi, milleks tasapind « jaotab ruumi,
nimetatakse pooltasapinnast » véljuvateks poolruumideks.

. Olgu niiiid antud kaks tasapinda. Kui kaks tasapinda l6ikuvad,
siis kehtib nende kohta jdrgmine teoreem.
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Teoreem 204. Kaks [6ikuvat tasapinda jaotavad ruumi neljaks
kumeraks  piirkonnaks.

Toestus on sellel teoreemil tdiesti analoogiline teoreemi 3
(I, § 3) toestusega.

Olgu « ja p antud tasapinnad. Téhistame tdhtedega H ja H,
need poolruumid, milleks ruum jaotub tasapinnaga a, ja téhte-
dega R ja E, need poolruumid, milleks ruum jaotub tasapinnaga fg.

Esimesse klassi, mida tdhistame siimboliga HE, loeme need
punktid, mis asetsevad iihtlasi nii poolruumis H kui ka poolruu-
mis B. Analoogiliselt defineerime ka kolm {ilejddnud klassi HK,
HE, ja H,E,. On kerge ndha, et igaiihes neist neljast klassist on
olemas punkte.

Uhe ja sama klassi kaht punkti ithendaval 16igul ei ole iihiseid
punkte kummagi antud tasapinnaga, sest sama klassi kaks punkti
on iihel pool nii tasapinnast a« kui ka tasapinnast g. Eri klasside
mingit kaht punkti ei saa ithendada murdjoonega, millel ei ole
iihiseid punkte kummagi antud tasapinnaga, sest eri klasside kaks
punkti asetsevad eri pooltel vahemalt iithest tasapinnast « ja f
' hulgast.

Niisiis, lalpool defineeritud neli punktideklassi kujutavad
endast toepoolest nelja kumerat piirkonda. :

Sona-sonalt samuti saab toestada ka jargmist teoreemi.
~ Teoreem 205. Kolm tasapinda, mis loikuvad iihes punktis, jao-
tavad ruumi kaheksaks kumeraks piirkonnaks.

§ 105. Kahetahuline nurk.

Kahetahuliseks nurgaks nimetatakse kogu; mis koos-
neb mingist sirgest{a sellest viljuvast kahest pooltasapinnast; seda
sirget nimetatakse kahetahulise nurga servaks ja neid pooltasa-
pindu — nurga:tahkudeks. Kahetahulise nurga punktide all
moistame tema serva koiki punkte ja tema tahkude koiki punkte.

. Pooltasapindade # ja » poolt (mis véljuvad iihest ja samast
sirgest) moodustatud kahetahulist nurka tdhistame siimboliga
Zyx ehk £ xy. Jargides Hadamard’i!, tdhistame kahetahulist
nurka, mille servaks on sirge XY ja mille tahud ldbivad vastavalt
punkte A ja B, siimboliga A - XY - B.

Kahetahulist nurka nimetatakse sirgnurgaks, kui tema
tahud koos servaga moodustavad tasapinna.

Kahetahulise nurga pohiomadus avaldub jargmise teoreemina.

Teoreem 206. Sirgnurgast erinev kahetahuline nurk jaotab
ruumi kaheks piirkonnaks, milledest iiks on kumer, teine aga mitte.

Toestus on sellel teoreemil vdga ldhedane teoreemi 4 (I, § 4)
toestusele.

Tahistame stimbolitega #; ja »; pooltasapinnad, mis on antud

' Hadamard {1}, 2. osa, lk.. 35.
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kahetahulise nurga tahkude # ja = laiendusteks iile tema serva.
Edasi tihistame siimbolitega H ja H, poolruumid, mis véljuvad
pooltasapinnast #, ning siimbolitega K ja K, poolruumid, mis vél-
juvad pooltasapinnast ». Need tdhised yalime nii, et pooltasapind =
asetseks poolruumis H ja pooltasapind # poolruumis K.

Jaotame niiiid kaik kahetahulisele nurgale mitte kuuluvad punk-
tid kahte klassi.

Esimesse klassi HE loeme koik need punktid, mis asetsevad
iihtlasi nii poolruumis H kui ka poolruumis K. Koik muud kahe-
tahulisele nurgale mitte kuuluvad punktid loeme kuuluvaks teise
klassi Hl Rl. S

Korrates niiiid arutelu, mis leidis aset teoreemi 4 toestamisel,
pohjendame jark-jargult jargmisi véiteid. :

Esimese klassi HE iga kaht punkti M ja N saab iihendada Ioi-
guga, millel ei ole kahetahulise nurgaga iihiseid punkte.

Kui M on esimese klassi punkt ja murdjoonel MAB ... KL ei
ole kahetahulise nurgaga iihiseid punkte, siis ka punkt L kuulub
esimesse klassi. .

Jarelikult ei ole voimalik eri klasside kaht punkti iihendada
murdjoonega, millel ei ole kahetahulise nurgaga iihiseid punkte.

Teise klassi H, + K, iga punkti P ja pooltasapinna #; iga
punkti H saab {ihendada 16iguga, millel ei ole kahetahulise nur-
gaga iihiseid punkte; sellest jareldub, et teise klassi iga kaht
punkti saab iihendada murdjoonega, millel ei ole kahetahulise nur- .
gaga iihiseid punkte.

Lopuks niditame, nagu ka tasapinnal, et klass Hy + K, kujutab
endast mittekumerat piirkonda, ja sellega 1opeb teoreemi toestus.

Uht neist kahest piirkonnast, milleks kahetahuline nurk jaotab
ruumi, ja sellele piirkonnale kuuluvaid punkte nimetatakse sees -
misteks selle kahetahulise nurga suhtes ning teist piirkonda
ja temale kuuluvaid punkte valisteks selle kahetahulise nurga
suhtes.

Harilikult nimetatakse seesmiseks piirkonnaks® kumerat piir-
konda, viliseks aga mittekumerat. Edaspidi, kui ei ole o6eldud
vastupidist, rakendame seda terminoloogiat. Lugedes kumera
piirkonna seesmiseks, Geldakse, et vaadeldakse kahetahulisest
sirgnurgast vdiksemat nurka.

Kui aga mittekumer piirkond loetakse seesmiseks, siis eldakse,
et vaadeldakse kahetahulisest sirgnurgast suuremat
nurka.

§ 106. Kolmetahuline nurk.

Kolmetahuliseks nurgaks nimetatakse kogu, mis
koosneb mingist punktist, sellest punktist valjuvast kolmest mitte
iihel tasapinnal asetsevast kiirest ja koikidest punktidest, milledest
igaiiks on antud kolmest kiirest mingi kahe kui haarade peolt moo-
dustatud nurga sees.
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Punkti, millest viljuvad need kolm Kkiirt, nimetatakse kolmec-
tahulise nurga tipuks, neid kiiri tema serva deks, paariti
voetud servade poolt moodustatud nurki tema tasanur ka-
deks ja tasanurkade suhtes seesmisi piirkondi tema tahku-
deks. Kahetahulisi nurki, milledest igaiihel on servaks iiks
kolmetahulise nurga servadest (koos selle pikendusega iile tipu)
ja tahkudeks pooltasapinnad, mis labivad kolmetahulise nurga kaht
iilejaanud serva, nimetatakse: kolmetahulise nurga kahetahu-
listeks nurkadeks.

Kolmetahulise nurga punktide all moistame tema tippu ja tema
servade ning tahknde koiki punkte.

Kolmetahulise nurga tasanurki vaatleme ikka sirgnurgast véik-
sematena (selle viljendi tdpne tdhendus on maaratud I, § 4 lopus).

Kolmetahulist nurka tipuga S ja servadega, mis ldbivad vasta-
valt punkte A, B ja C, téhistatakse siimboliga SABC (esimesel
kohal on tipp) voi iiheainsa tdhega S, kui vaadeldakse ainult iiht
nurka tipuga S.

Kolmetahulise nurga pohiomadus véljendub jargmise teo-
sreemina.

Teoreem 207. Kolmetahuline nurk jaotab ruumi kaheks piirkon-
naks, milledest iiks on kumer, teine aga mitte.

Toestus on sellel teoreemil vdga sarnane teoreemi 5 (I, § 5)
toestusega.

Olgu SABC antud kolmetahuline nurk. Tahistame tédhtedega
H ja H; poolruumid, mis véljuvad tasapinnast SBC, téhtedega R
ja K, poolruumid, mis véljuvad tasapinnast SCA, ning téhtedega
A ja A; poolruumid, mis véljuvad tasapinnast SAB; need téhi-
sed valime nii, et kiir SA asetseks poolruumis H, kiir SB poolruu-
mis K fja kiir SC poolruumis A.

Jaotame koik kolmetahulisele nurgale mitte kuuluvad punktid
kahte klassi. Esimesse klassi loeme need punktid, mis asetsevad
{ihtlasi nii poolruumis H kui ka poolruumides E ja A. Koik muud
kolmetahulisele nurgale mitte kuuluvad punktid loeme teise klassi.
Ei ole raske toestada, et molemas klassis leidub punkte.

Samuti nagu teoreemi 5 toestamisel nditame jark-jargult, et esi-
mese klassi iga kaht punkti saab iihendada 16iguga, millel ei ole
kolmetahulise nurgaga iihiseid punkte, et eri klasside mingit kaht
punkti ei saa iihendada murdjoonega, millel ei ole kolmetahulise
nurgaga {ihiseid punkte, et teise klassi iga kaht punkti saab iihen-
dada niisuguse murdjoonega ja, lopuks, et teise klassi punktid
moodustavad mittekumera piirkonna.

Uht neist kahest piirkonnast, milleks kolmetahuline nurk jao-
tab ruumi, ja nimelt kumerat ning sellele kuuluvaid punkte nime-
tatakse seesmisteks selle kolmetahulise nurga suhtes, teist —
mittekumerat ja sellele kuuluvaid punkte — vialisteks selle
kolmetahulise nurga suhtes.
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§ 107. Hulktahuline nurk.

Asume hulktahulise nurga moiste vaatlemisele.. Hulktahuliste
nurkade teooria meenutab vidga suurel méiral tasaste hulknurkade
teooriat (I, §§ 6—7).

Olgu antud mingi punkt S ja sellest punktist valjuvad kii-
red SA, SB,..., SK ja SL; neid kiiri vaatleme antud jérjekorras.
Koneldes edaspidi nurkadest ASB, BSC, ..., KSL ja LSA, peame
silmas ikka sirgnurgast viiksemaid nurki (vt. I, § 4, 16pp).

Hulktahuliseks nurgaks nimetatakse kogu, mis
koosneb punktist S, sellest véljuvatest kiirtest SA, SB, ..., SK ja
SL ning koikidest nurkade ASB, BSC, ..., KSL ja LSA seesmis-
test piirkondadest. Samuti nagu kolmetahulise nurga juhul nime-
tatakse punkti S hulktahulise nurga tipuks, kiiri SA4,...,
SL tema servadeks, nurki ASB,..., LSA tema tasanur-
kadeks, nende nurkade seesmisi piirkondi tema tahkudeks
ja kahetahulisi nurki L-SA-B, A-SB-C,..., K-SL:-A tema
kahetahulisteks nurkadeks.

Hulktahulist nurka tipuga S ja servadega SA, SB,..., SL

tdhistatakse siimboliga SAB... L (esimesel kohal on tipp) voi
itheainsa tahega S, kui vaadeldakse ainult {iht nurka tipuga S.
Hulktahulisi nurki liigitatakse =

fahkude vo6i, mis on seesama,
servade arvu jargi. Lihtsaim hulk-
tahuline nurk on juba vaadeldud
kolmetahuline nurk, edasi tuleb
neljatahuline, viietahuline jne.
nurk.

Ulalantud hulktahulise nurga
iildise definitsiooni alla mahu-
vad oige keerukad kujundid. Nii
niiteks voivad hulktahulisel nur-
gal olla kahekordsed, kolmekordsed
jne. kiired, s. o. kiired, mida
mooda loikuvad hulktahulise nur-
ga kaks, kolm jne. tahku. Naiiteks
joonisel 16 kujutatud neljatahulisel nurgal SABCD on kahekordne
kiir SX. Edasi, hulktahulise nurga serv voib asetseda tema iihel
tahul, kuigi ta ei ole vastava tasanurga haar. Lopuks on vGima-
lik, et hulktahulise nurga serv on mitte tema kahe, vaid suurema
arvu tasanurkade haaraks. ;

Joonis 16.

Midrkus. Hulktahulise nurga d&sjaloetletud isedrasustest voime saada
oige konkreetse kujutluse, kni kasutame jirgmist votet.

Vaatleme mingit tasast hulknurka ja mingit punkti S, mis ei asetse hulk-
turga tasapinnal. Punktist S véljuvad kiired, mis labivad hulknurga tippe ja
hulknurga kiilgede koiki punkte, moodustavad hulktahulise nurga. Oeldakse,
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et hulktahuline nurk saadakse hulknurga <projekteerimisel ! punktist S».
Vottes mitmesuguseid tasaseid hulknurki, saab niiviisi luua endale konkreetse
kujutluse tahelisest, lihtsast, kumerast ja lokaalselt kumerast hulktahulisest
nurgast, milledest on juttu allpool. ;

Hulktahulist nurka nimetatakse lihtsaks, kui tema mingid
kaks tahku ei 16iku, tema iikski serv ei asetse tema tahul ja iga
serv on ainult tema kahe tasanurga haaraks. Mittelihtsaid hulk-
tahulisi nurki nimetatakse monikord tdhelisteks hulktahu-
listeks nurkadeks. :

Hulktahulist nurka nimetatakse kumeraks, kui iga tahu
tasapinna suhtes tema filejaanud tahud asetsevad iithes ja samas
poolruumis (ithel pool).

Iga kumer hulktahuline nurk on lihtne, kuid iga lihtne hulk-
tahuline nurk ei ole kumer.

Kumera hulktahulise nurga tahtsaim omadus viljendub jirg-
mise teoreemina.

Teoreem 208. Kumer hulktahuline nurk jaotab ruumi kaheks
piirkonnaks, milledest iiks on kumer, teine aga mitte.

Kumerat piirkonda nimetatakse seesmiseks ja mittekume-
rat piirkonda vidliseks selle kumera hulktahulise nurga suhtes.

Selle teoreemi toestus on sedavord ldhedane teiste analoogiliste
teoreemide toestustele, et loeme voimalikuks jdtta selle teostamise
taielikult lugeja hooleks. Eeskujuks voiksid olla teoreemide
8 (I, § 6) ja 207 toestused.

Miarkus. Kumera hulktahulise nurga vaadeldud omadust saab iildistada
mistahes lihtsa hulktahulise nurga juhule. Nimelt kehtib jdrgmine teoreem.

Iga lihine hulktahuline nurk jaotab ruumi kaheks piirkonnaks.

Kui hulktahuline nurk on kumer, siis iiks neist piirkondadest on kumer.
teine mitte. Kui hulktahuline nurk on mittekumer, siis on molemad piirkonnad

mittekumerad. < .

"Selle teoreemi toestus ulatub vélja kdesoleva raamatu raamidest.

Kui antud hulktahuline nurk on mittekumer, siis voib iikskoik kumba
neist kahest mittekumerast piirkennast, milledeks ta jaotab ruumi, nimetada
seesmiseks; teist piirkonda tuleb siis nimetada véliseks. Kiisimuse detailsem
uurimine niitab, et meelevaldse mittekumera hulktahulise nurga juhul ei saa
anda niisugust tunnust, mis véimaldaks eristada iiht neist kahest piirkonnast
teisest. (Meenutame, et kumera hulknurga ja kumera hulktahulise nurga juhul
ilks kahest piirkonnast ocn kumer ja teine mitte. Tasase mittekumera lihtsa
hulknurga juhul {iks kahest piirkonnast on lopmatu, teine mitte: vorrelda

foa T

! Termin «projekteerimines esineb siin tihenduses, mis on erinev selles
raamatus mujal kasutatud tdhendusest (§ 103); siinsel juhul ta tahendab
«tsentraalprojekteerimists:
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§ 108. Tetraeeder.

Tetraeedriks ' (ehk kolmnurkseks piiramiidiks) nimetatakse
kogu, mis koosneb neljast mitte {ihel tasapinnal asetsevast punk-
tist, kuuest neid punkte paariti {ihendavast 16igust ja koikidest
punktidest, milledest igaiiks on seespool mingit kolmnurka, mille
tippudeks on kolm punkti antud neljast.

Antud nelja punkti nimetatakse tetraeedri tippudeks, kuut
I6iku tema servadeks ja kolmnurki, milledest igaiihel on tip-
pudeks kolm punkti antud neljast, tema tahkudeks.

Tetraeedri kahetahulisteks nurkadeks nimetatakse
neid kuut kahetahulist nurka, millest igaiiks on moodustatud iihest
tetraeedri servast viljuvast kahest pooltasapinnast, mis ldbivad
vastavalt kaht sellel serval mitte asetsevat tippu.

Tetraeedri kolmetahulisteks nurkadeks nimeta-
takse neid nelja kolmetahulist nurka, milledest igaiiks on moodus-
tatud tetraeedri {ihest tipust véljuvast ja vastavalt kolme iilejda-
nud tippu ldbivast kolmest kiirest.

Tetraeedri punktideks nimetame tema tippe, tema servade
punkte ja tema tahkude koiki seesmisi punkte.

Kui me mingeil kaalutlusil tostame esile iihe tetraeedri tahku-
dest, siis nimetame teda monikord pohjaks, iilejddnud kolme
tahku aga kiilgtahkudeks. g

Mirkused. 1. Meie oppekirjanduses termin «tetraceders peaaegu ei
leia rakendamist (vélja arvatud korrapirase tetraeedri juhtum) ja on levinud
nimetus «kolmnurkne piiramiid». Kuid tetraeedril on ruumigeomeetrias eriline
osa (nagu kolmnurgal on tasapinnal), lahkuminev sellest, mida tdidavad
piiramiidid teistsuguse tahkude arvuga. Sellepirast me loemegi &igeks kasu-
tada «kolmnurkse piiramiidi» asemel eri terminit «tetraeeder». See termino-
loogia on kooskolas kaasaegse nii noukogude kui ka vilismaise teadusliku
kirjandusega.

2. Termini «tetraecedri tahk» kasutamises ei ole vajalikku jéirjekindlust.
Tahkudeks nimetatakse meid kolmnurki, milledest koneldi iilalpool. Samal ajal
nimetatakse tahkudeks sageli neid kolmnurki koos nende seesmiste piirkon-
dadega. Mirgatavaid ebamugavusi aga niisugune kahesus terminoloogias tege-
likult ei tekita.?

Tetraeedri lihtsaim omadus véljendub jdrgmise teoreemina.

Teoreem 209. Tetraeeder jaotab ruumi kaheks piirkonnaks, mil-
ledest iiks on kumer, teine aga mitte. '

Selle teoreemi toestamise jatame lugejale. See toimub teoreemi
5 (I, § 5) toestuse eeskujul.

! Tetraeeder — (kreeka k.) nelitahukas.

2 Sellise kahesusega terminoloogias kohtume geomeetrias viga sagedasti.
Piisab, kui juhime tdhelepanu termini «kolmnurga kérgus» kahesugusele tihan-
dusele jiargmistes lausetes: vordsetel kolmnurkadel on vordsed korgused; niiri-
nurkse kolmnurga korguste Ioikepunkt asetseb viljaspool kolmnurka. Viites
«kolmnurga pindala vordub aluse ja korguse poole korrutisega» moeldakse
korguse all juba vastava 16igu pikkust. Termin «ringjoone [oikajas tdhen-
dab nii sirget (I, lk. 48) kui ka loiku (I, 1k. 213); sama kehtib ka terminite
«perpendikulaary, «kaldjoons jne. kohta. 3 )
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Neist kahest piirkonnast, milleks tetraeeder jaotab ruumi, tihe,
nimelt kumera piirkonna punkte nimetatakse geesmxsteks
ja teise piirkonna punkte vali steks tetraeedri suhtes.
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Joonis 17. i | Joonis 18. -

Edasi jidtame lugejale endale toestada, et kui neli punkti 4, B, C
ja D ei asetse iihel ja samal tasapinnal, siis tasapinnad BCD,
CDA, DAB ja ABC jaotavad ruumi viieteistkiimneks piirkonnaks
(joonis 17). Uheks neist piirkondadest on tetraeedri ABCD sees-
mine piirkond (joonis 18, a), neli piirkonda liituvad tetraeedri tah-
kudega (joonis 18,6) ja neli piirkonda tema tippudega (joo-
nis 18,¢). Lopuks, igaiiks iilejadnud kuuest piirkonnast omab
renni kuju ja liitub tetraeedri iithe servaga (joonis 18,d).

§ 109. Hulktahukas.

Eelmises paragrahvis vaadeldud tetraeeder kujutab endast
hulktahuka erijuhtu. Enne kui vaadelda hulktahukat {ildiselt, vaat-
leme iildisemat — hulktahulise pinna moistet.

Seejuures nimetame tasaseks hulknurgaks iga kinnist
murdjoont (vorrelda I, lk. 17), mille koik liilid asetsevad iihel ja
samal tasapinnal, ja ruumiliseks hulknurgaks kinnist murd-
joont, mille koik liilid ei asetse iihel tasapinnal.

Hulktahuliseks pinnaks nimetatakse kogu, mis
koosneb 16plikust arvust tasastest hulknurkadest, mis asetsevad
ruumis nii, et

1) mistahes hulknurga iga kiilg on ainult selle hulknurga voi
veel ainult {ihe hulknurga kiiljeks, :

2) kui A on iihe ja B on mingi teise antud hulknurga tipp, siis

B2
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on olemas murdjoon, mille otsteks on punktid A ja B ning liilideks
antud hulknurkade kiiljed,

ja peale selle koikidest punktidest, milledest igaiiks asetseb
mingi antud hulknurga sees.

Miarkus. Neist tingimustest esimest saaks asendada iildisema tingi-
musega. Nimelt voiks vaadelda ka juhte, kus mingi antud hulknurga kiilg on
kiiljeks veel kolmel, viiel,... hulknurgal (nii, et oleks paarisarv hulknurki
ithise kiiljega). Et seda laadi iildistus tegelikult ei paku huvi, siis jatame ta
vaatluse alt vilja.

Teise tingimuse konkreetne tdhendus seisab- selles, et hulktahuline pind
<on iihes tiikis», s. t. ta ei lagune iiksikuteks, omavahel mitte seotud osadeks.

Toonitame, et me ei jata vaatluse alt vilja juhte, kus kaks iihise kiiljega
hulknurka asetsevad iithel ja samal tasapinnal voi kus analoogilise omadusega
on mitu antud hulknurka (mis tdidavad teist tingimust). Veel enam, me ei
arva vilja isegi seda juhtu, kus koik antud hulknurgad asetsevad iihel ja
samal tasapinnal, monel juhul on motet vaadelda ka niisuguseid hulktahulisi
pindu (nii néditeks allpool, teoreemi 357 toestamisel, vaatleme hulknurka kui
hulktahulise pinna erijuhtu).

Hulktahulist pinda moodustavate hulknurkade tippe nimetatakse
selle pinna tippudeks, nende kiilgi tema seryadeks ja
hulknurki endid tema tahkudeks.!

&

Joonis 19. Joonis 20. -~

Hulktahulise pinna serva nimetatakse seesmiseks, kui ta
on kiiljeks pinna kahel tahul, ja ddrmiseks, kui ta on Kkiil-
jeks ainult iihel tahul. Koikide ddrmiste servade ja nende otste
kogu nimetatakse hulktahulise pinna ddreks ehk piiriks.
Saab toestada, et hulktahulise pinna dar (kui antud pinnal iildse
on adr) kujutab endast {iht voi mitut, ildiselt ruumilist hulknurka;
vastavalt sellele koneldakse iihe vo6i mitme kontuuriga piiratud
hulktahulisest pinnast.

Niiteks korvaldades kuubil tema kaks tahku (joonisel 19 iile-
mise ja eesmise), saame hulktahulise pinna, mis on piiratud {ihe-
ainsa kontuuriga ABCDEF; kahe kontuuriga pinna niiteks voib

! Tahu moiste puhul voiks korrata sedasama, mis on &eldud tetraeedri -
tahu kohta; vt. mirkust 2 lehekiiljel 31.
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olla joonisel 20 kujutatud pind, mis koosneb kolmest nelinurgast
(kontuurideks on AA’A” ja BB’B”).

Hulktahulist pinda nimetatakse hulktahukaks, kui pinna
koik servad on seesmised.! Vastavalt defineeritakse ka hulktahuka
tippe servija tahke :

Hulktahukaid liigitatakse nende tahkude arvu jargi. Lihtsaim
hulktahukas on juba vaadeldud tetraeeder. Edasi tuleb penta -
eeder (viistahukas), heksaeeder (kuustahukas) jne.

Teistest nimetustest esinevad sagedamini @oktaeeder
(kaheksatahukas), dodekaeeder (kaksteisttahukas) ja iko-
saeeder (kakskiimmendtahukas).

C
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Joonis 21. Joonis 22.

Hulktahuka iildise moiste alla mahuvad viaga keerukad kujun-
did. Niiteks joonisel 21 esitatud kujund on hulktahukas, mis on
moodustatud kaheteistkiimnest korrapérasest téhtviisnurgast (iiks
neist on viisnurk ABCDE).

Selleks, et mitte vaadelda niisuguse keeruka kujuga hulktahu-
kaid, votame vastu jargmise definitsiooni.

Hulktahukat nimetatakse lihtsaks, kui ta vastab jargmis-
tele nouetele:

1) hulktahuka koik tahud on lihtsad hulknurgad;

2) hulktahuka servadel ei ole {ihiseid punkte ei omavahel ega
tema tahkude seesmiste -piirkondadega;

3) hulktahuka tipud ei asetse tema tahkude seesmistes piir-
kondades ega tema servadel,

4) hulktahuka koikide iihise tipuga tahkude tasanurgad moo-
dustavad selle tipu juures iihe hulktahulise nurga.

Analoogiliselt defineeritakse 1ihtsat hulktahulist pinda.

1 Uldiselt ei ole erilist motet vaadelda hulktahukat, mille koik tahud
asetsevad iihel ja samal tasapinnal. Analiiiitilise geomeetria kursustes siiski
esinevad niisugused viljendid, nagu «tetraeedri ABCD ruumala muutub nul-
liks, kui koik neli punkti A, B, C ja D asetsevad iihel ja samal tasapinnals.
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Miarkus. Joonisel 21 kujutatud hulktahukas ei ole lihtne, sest tema
tahkudeks on tdhtviisnurgad.

Joonisel 22 kujutatud hulktahukas ei ole lihtne, sest tema servadel S4,
SB, SC ja SD on tahu A’B’C’'D’ seesmise piirkonnaga iihiseid punkte.

Joonisel 23 kujutatud viisnurkne prisma ei ole lihtne, sest tema tipud D
ja D’ asetsevad vastavalt servadel AB ja A’B’ ning tema serv DD’ asetseb
tahu ABB’A’ seesmises piirkonnas.

Lopuks joonisel 24 kujutatud hulktahukas ei ole lihtne — ta vastab noue-
tele 1) — 3), kuid tasanurgad BSC, CSA, ASB, B’SC’, C’'SA’ ja A’SB’ moo-
dustavad tipu S juures kaks kolmetahulist nurka: SABC ja SA’B'C’.

(&7 E 5

Joonis 23. Joonis 24.

Ka lihtne hulktahukas voib omada
kuju, millel on védga vahe {ihist igapde-
vase, koolilise kujutlusega hulktahukast.
Selles suhtes on oige oOpetlik jargmine
néide.

Vaatleme kolme hulktahulist pinda,
milledest igaiiks on moodustatud kolmest
nelinurksest tahust ja on piiratud kahe
kolmnurkse kontuuriga (vt. joon. 20).
«Uhendame» meed kolm pinda nii, et
saame {ihe, joonisel 25 kujutatud hulk-
tahuka, mida piiravad iiheksa nelinurk- JobrisHon:
set tahku: AA’B’B, A’A”B”B’, A”ABB7,

BB’C’C, B’B”C”C* jne. Niisuguse hulkta-

huka karakteerseks iseirasuseks on tema «rongakujulisus» (me ei
peatu siin selle kujuka véljendi tdpse tdhenduse selgitamisel;
vt. allpool, § 163). .

Meie poolt konstrueeritud hulktahukas on lihtne, sest ta vas-
tab iilalpool antud definitsioonile.
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Koolitoos ja iildiselt elementaargeomeetrias moistetakse sona
«hulktahukas» all enamasti ainult teatavat erikujulist hulktahu-
kat — kumerat hulktahukat.

Hulktahukat nimetatakse kumeraks, kui tema iga tahu
tasapinna suhtes koik iilejaanud tahud on iihel pool (iihes pool-
ruumis).

Kumera hulktahuka iiheks nditeks on tetraeeder. Teisteks ndi-
deteks sobivad rooptahukas, aga ka prisma, piiramiid, tiiviprisma
ja tiivipiiramiid, millede pohjaks on kumer hulknurk. Edaspidi
puutume kdesolevas raamatus kokku ka keerukamate néidetega
kumerate hulktahukate kohta.

Lihtsatel, nende hulgas ka kumeratel hulknurkadel on {iks
{fihine omadus, mis viljendub jidrgmise Jordan’i teoreemina
hulktahukate kohta.

Iga lihtne hulktahukas jaotab ruumi kaheks piirkonnaks.

Selle teoreemi toestus ulatub vélja kdesoleva raamatu raami-
dest.

Kui antud hulktahukas on kumer, siis iiks neist piirkondadest
on kumer, teine mitte. Kui aga antud lihtne hulktahukas on mitte-
kumer, siis molemad piirkonnad on mittekumerad. Need kaks piir-
konda, millest on jutt, ei ole siiski iihesuguste omadustega. Uks
ja ainult {iks neist piirkondadest sisaldab tervikuna tasapinda (ja
jarelikult ka sirget, nii et selles mottes voiksime teda lugeda 16p-
matuks).

Selle piirkonna punkte ja seda piirkonda ennast nimetatakse
vidlisteks hulktahuka suhtes; teise piirkonna punkte ja piir-
konda ennast nimetatakse seesmisteks. Kumera hulktahuka
juhul on véliseks piirkonnaks mittekumer piirkond ja seesmiseks
kumer piirkond.

Miarkus: Omal ajal mirkisime, et iga mittelihtne hulknurk jaotab
tasapinna rohkem kui kaheks piirkonnaks. Erinevalt sellest vo6ib mittelihtne
hulktahukas jaotada ruumi ka kaheks piirkonnaks. Niisugune omadus on
néiteks joonisel 24 kujutatud hulktahukal.

§ 110. Suunaga kolmetahulised nurgad.

Analoogiliselt sellega, nagu me tasapinnageomeetrias vaatle-
sime suunaga nurki (I, § 8), saab ruumis vaadelda suunaga kol-
metahulisi nurki.

Kolmetahulist nurka SABC nimetame suunaga (ehk orien-
teeritud) nurgaks, kui poorame tdhelepanu jdrjékorrale, milles on
antud tema servad, ja loeme SA esimeseks servaks, SB teiseks
servaks ja SC kolmandaks servaks.

Suunaga kolmetahulisi nurki tdhistame kriipsukesega tédhtede
peal: SABC.

Kui on antud mitu suunaga kolmetahulist nurka, siis saame
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neid {iksteisega suuna poolest vorrelda. Koige lihtsam on seda
teostada jdrgmise mitterange, kuid kiillalt kujuka mottekdigu abil
(vrd. 1, § 8).

Votame suunaga kolmetahulise nurga SABC esimesel serval
mingi punkti A (joonis 26). Kujutleme «vaatlejat», kes asetseb
punktis A ja on ndoga poodratud tasapinna BSC poole. Kui sellele
vaatlejale sirgnurgast vidiksem suu-
naga tasanurk BSC (algushaaraks on
teine serv, lopphaaraks kolmas serv)
ndib olevat positiivse suunaga, siis
oeldakse, et ka kolmetahuline nurk on
positiivse suunaga (ehk posi-
tiivselt orienteeritud ehk positiivse ori-
entatsiooniga); vastasel juhul del-
dakse, et kolmetahuline nurkonnega -
tiivse suunaga:. On ilmne, et
kolmetahulise nurga positiivne voi
negatiivne suund ei soltu punkti A
valikust nurga esimesel serval.

Joonis 26.

Miarkus: Selle asemel voiks kolmetahu-
lise nurga SABC servadel votta vastavalt
punktid A, B ja C ja kujutleda «vaatlejats, kes asetseb tasapinnast ABC
mitte seal pool, kus on punkt S. Kui sellele vaatlejale naib orienteeritud

kolmnurk ABC omavat positiivset (negatiivset) orientatsiooni, siis ka kolme-
tahulisele nurgale omistatakse positiivne (vastavalt negatiivne) orientatsioon.

Meenutame, et tasase nurga BSC positiivseks suunaks luge-
sime (I, § 8) suuna «vastu kellaosuti liikumist». Sellest kokku-
leppest peame kinni ka allpool. Muidugi voiks kokku leppida ka
vastupidiselt, s. o. lugeda tasase nurga positiivseks suunaks
«kellaosuti liikumise» suuna.

Kui ruumis on valitud kolmetahuliste nurkade positiivne suund,
siis Oeldakse, et «ruum on orienteeritud».

Suunaga kolmetahuliste nurkade klassidel on jdrgmised oma-
dused, mis loeme ilmselt oigeteks:

a) Kolmetahulised nurgad SABC, SBCA ja SCAB (millede
servad on ringjérjekorras {imber vahetatud) kuuluvad ihte ja
samasse klassi (on samasuunalised).

b) Kolmetahulised nurgad SABC ja SBAC (kaks serva on
iimber vahetatud) kuuluvad eri klassidesse (on vastandsuuna-
lised).

¢) Kui kolmetahulise nurga SABC esimesed kaks serva SA

ja SB iihtivad kolmetahulise nurga SABC’ vastavate servadega,
siis kolmetahulised nurgad kuuluvad iihte ja samasse klassi (on
samasuunalised) véi eri klassidesse (on vastandsuunalised) sol-
‘tuvalt sellest, kas kolmandad servad SC ja SC’ asetsevad iihel
pool véi eri pooltel tasapinnast ASB.
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d) Kolmetahulised nurgad SABC ja ASBC kuuluvad eri klassi-
desse (on vastandsuunalised).

(Neid nelja omadust on soovitav korvutada suunaga tasaste
nurkade ja orienteeritud kolmnurkade omadustega, mida vaadeldi
I paragrahvis 8.)

Midrkus. Soovides véltida konkreetseid moisteid «vaatleja» ja «kella-
osuti», voiksime suunaga kolmetahuliste nurkade teooria rajada jargmisele
teoreemile.

Ruumi koikide kolmetahuliste nurkade hulga saab ihesel viisil jaotada
kaheks klassiks, millel on omadused a) kuni d).

Neist iithe klassi kolmetahulistele nurkadele — iikskoik kumma klassi
omadele — voib omistada positiivse suuna.

Asjasonastatud teoreemi toestus ulatub vilja kéesoleva raamatu raa-
midest.

Kaht kolmetahulist nurka ihise tipuga S nimetame tipp -
nurkadeks (ehk tipu suhtes siimmeetrilisteks nurkadeks), kui
ithe nurga iga serv on teise nurga vastava
serva pikendus iile nende {ihise tipu.

Joonis 27 kujutab kaht kolmetahulist
tippnurka SABC ja SA’B’C’.

Kasutades suunaga kolmetahuliste nur-
kade omadusi a) kuni d), saab toestads
jargmise teoreemi.

Teoreem 210. Kui kolmetahuliste tipp-
nurkade iga kaht serva, mis on teineteisele
pikenduseks, lugeda teineteisele wvastavaks,
siis saame kaks wvastandlikult orienteeritud
kolmetahulist nurka.

TEo.e s ise uOlons SABEG + (foonis. | 27)
antud kolmetahuline nurk ja SA’, SB’ ja
SC’ vastavalt servade SA, SB ja SC piken-
dused. Orienteeritud kolmetahulised nur-
gad SABC ja SABC’ on omaduse c) jérgi
vastandsuunalised, sest kiired SC ja SC’
. asetsevad eri pooltel tasapinnast SAB.
Joonis 27. Analoogilisel pohjusel on vastandsuuna-
: lised ka nurgad SABC’ ja SAB’C’, samuti nur-
gad SAB’C’ ja SA’B’C’. Jarelikult nurgad SABC ja SAB’C’ on sama-
suunalised ning nurgad SABC ja SA’B’C’ on vastandsuunalised.

Samale tulemusele joutakse jiargmise, nditlikuma mottekdigu
abil. Punktis A asetsevale vaatlejale ndivad nurgad BSC ja B’SC’
samasuunalistena. Et kiired SA ja SA’ asetsevad eri pooltel tasa-
pinnast SBC, siis kahele vaatlejale, kes asetsevad vastavalt punk-
tides A ja A’, ndivad nurgad BSC ja B’SC’ vastavalt vastand-
suunalistena.

Kasutades suunaga (orienteeritud) kolmetahuliste nurkade
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omadusi, ei ole raske iiles ehitada ka orienteeritud (suunaga)
tetraeedrite teooriat. : g
Tetraeedrit ABCD nimetame orienteeritud (ehk suu-
naga) tetraeedriks, kui poorame tdhelepanu tema tippude jarje-
korrale ja loeme A esimeseks tipuks, ..., D neljandaks tipuks.

Orienteeritud tetraeedrit tahistame krupsukesega tdhtede peal'
ABCD.

Kaht orienteeritud tetraeedrit ABCD ja A’B’C’D’ nimetame
samaseltorienteerituksvoivastandlikultorien-
teerituks soltuvalt sellest, kas nende vastavad kolmetahulised
nurgad ABCD ja A’B’C'D’ on samasuunalised voi vastandsuuna-
lised.

Suunaga kolmetahuliste nurkade omaduste a) kuni d) pohjal

on kahel samaselt orienteeritud tetraeedril ABCD ja A’B’C’D’ iga
kaks vastavat kolmetahulist nurka (BACD ja B’A’C’D’, BCDA ja

B’C’'D’A’ jne.) samasuunalised, kahel vastandlikult orienteeritud
tetraeedril aga vastandsuunalised.

Samaselt orienteeritud ja vastandlikult orienteeritud tetra-
eedrite {ilalantud definitsioonist jdreldub vahetult, et suunaga
kolmetahuliste nurkade omadused a) kuni d) jddvad kehtima ka

orienteeritud tetraeedrite korral, kui ainult siimboli SABC all
moista mitte kolmetahulist nurka, vaid tetraeedrit.

Kui kolmetahuliste nurkade positiivne suund on valitud, s. t.
kui ruum on orienteeritud, siis sellega on médratud ka, missugu-
sed suunaga tetraeedrid tuleb lugeda positiivselt orienteerituks
ja missugused negatiivselt orienteerituks.

On samuti ilmne, et kui mingi tetraceder ABCD lugeda posi-
tiivselt orienteerituks, siis sellega on valitud ka kolmetahuliste
nurkade positiivne suund, s. t. ruum on orienteeritud.

§ 111. Tetraeedri omadusi.

Tetraeedri kuus serva jaotuvad kolmeks paariks vastas-
servadeks, s. o. servadeks, milledel ei ole iihiseid otsi. Nii on
tetraeedril ABCD (joonis 28) vastasservadeks AD ja BC, BD ja
AC, CD ja AB.

Tetraeedri kaks vastasserva on kiivsirgete 16igud ja seetottu
saab neist 1dbi panna kaks paralleelset tasapinda (teoreem 198).
Pannes niisuguse paralleelsete tasapindade paari lédbi tetraeedri
vastasservade iga paari, saame teatava rooptahuka (joonis 28).
Antud tetraeedri tipud kuuluvad selle réoptahuka tippude hulka
ja tetraeedri servad rooptahuka tahkude diagonaalide hulka.

Seda rooptahukat nimetame antud tetraeedri iimber kujun -
datud rooptahukaks.

Tetraeedri iimber kujundatud roééptahuka vaatlemine voimal-
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dab toestada rea tetraeedri omadusi. Toetudes tuntud teoreemile
selle kohta, et rooptahuka diagonaalid labivad iiht ja sama punkti
ja poolituvad selles punktis, toestame otsekohe jargmise lause.

Joonis 28.

Teoreem 211. Igal tetraeedril need kuus tasapinda, milledest
igaitks ldbib iiht serva ja selle wvastasserva keskpunkti, ldbivad
iht ja sedasama punkti.

Need neli l6iku, milledest igaiiks iihendab tetraeedri iiht tippu
‘vastastahu raskuskeskmega, libivad sedasama punkti ja jaotuvad
selles punktis suhtes 3:1, arvates tipust.

Need kolm [0iku, milledest igaiiks iihendab tetraeedri kahe
vastasserva Reskpunkte, ldbivad ka sedasama punkti ja poolitu-
vad selles punktis. _

Punkti, millest koneldakse selles teoreemis, nimetatakse tetra-
eedri raskuskeskmeks (monikord ka tsentroidiks).

Toestus: Olgu ABCD (joonis 28) antud tetraeeder ja
AC’BD’'B’DA’C tema iimber kujundatud réoptahukas.

Tasapind, mis 14bib tetraeedri serva AB ja selle vastasserva
CD keskpunkti E, ilmselt iihtib réoptahuka diagonaaltasapinnaga
ABA’B’ ja seetottu labib tema diagonaalide 16ikepunkti G. Ana-
loogiliselt saab toestada, et punkti G libivad ka iilejddnud viis
tasapinda, millest koneldakse teoreemis.

Tasapind ABA’B’ 16ikab tetraeedri tahku BCD mooda selle
tahu mediaani BE. Niisamuti tasapind ACA’C’ 16ikab tetraeedri
sama tahku BCD mooda tema teist mediaani. Siit jareldub, et
tetraeedri tippu A ja tahu BCD raskuskeset K iihendav sirge
iihtib tasapindade ABA’B’ ja ACA’C’ ldikejoonega, s. t. roop-
tahuka diagonaaliga AA’. Seetottu sirge AK libib punkti G, nagu
see toimub siis ka iilejadnud kolme analoogilise sirgega.

Suhet, milles 16ik AK (ja jdrelikult ka teised kolm analoogilist
loiku) ;iaotub punktis G, on koige lihtsam leida diagonaalldikest
ABA’B’ (joonis 29). Sellest saame, et AK' = K’K — KA’ (vor-
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duste AF = FB ja B’E = EA’ pohjal) ja AG = GA’, millest jarel-

dubki, et AG = % AA’, GK = { AA’, nii et AG: GK = 3:1.
Samast joonisest né&htub, et 16oik EF, mis {ihendab vastas-

servade CD ja AB keskpunkte E ja F, labib sedasama punkii G

ja poolitub selles. Sama kehtib ka kahe -teise analoogilise 16igu
kohta.

Joonis 29.

Jareldus. Tetraeedri iimber kujundatud rodptahuka servad
on vastavalt vordsed loikudega, mis paariti ithendavad tetraeedri
vastasservade keskpunkte.

Toepoolest, rooptahuka servad AB’ = BA’ = D'C = C'D joo-
nisel 28 on vordsed 101guga EF, mis {ihendab tetraeedrl servade
CD ja AB keskpunkte E ja F.



XIII peatikk.

Sirgete ja tasapindade vahelised nurgad.
Ristuvus.

§ 112. Kahe kiivsirge vaheline nurk.

Kahe kiire vaheliseks nurgaks ehk lihtsalt nur -
gaks nimetasime omal ajal kogu, mis koosneb mingist punktist
ja sellest punktist véljuvast kahest kiirest (1, § 4). Stereomeetrias
ildistasime seda moistet, vaadeldes kahetahulisi (§ 105), kolme-
tahulisi (§ 106) ja hulktahulisi (§ 107) nurki. Kiesolevas peatiikis
vaatleme selle moiste teisi {ildistusi. Alustame kahe sirgjoone
juhuga. :

Kaks sirget moodustavad 16ikudes neli nurka, milledest igaiiht
voib lugeda kahe sirge vaheliseks nurgaks. Need neli
nurka moodustavad kaks tippnurkade paari ja on seetottu paariti
vordsed. Mitte lugedes vordseid nurki erinevateks, odeldakse, et
kaks loikuvat sirget moodustavad kaks nurka, mis tdiendavad
teineteist kaheks tdisnurgaks. Muide, kui antud 16ikuvaid sirgeid
vaadelda suunaga sirgetena, siis saadakse ainult iiks tiiesti mai-
ratud nurk.

Kahe sirge vahelise nurga moiste iildistamine mitteldikuvate
sirgete juhule on rajatud jargmisele teoreemile.

Teoreem 212. Paralleelsete ja samasuunaliste haaradega nur-
gad on vordsed.

Teoreemi toestuse nii selle juhu korral, kui nurgad asetsevad
iihel ja samal tasapinnal, kui ka“juhu korral, kui nad asetsevad
eri tasapindadel (mis on paralleelsed), loeme tuntuks koolikursu-
sest. -

Ulalsonastatud teoreem voimaldab anda jargmise definitsiooni.

Kahe kiivsirge vaheliseks nurgaks nimetatakse
nurka kahe 16ikuva sirge vahel, kui need sirged on vastavalt paral-
leelsed antud kahe kiivsirgega.

Kui vordseid nurki mitte lugeda erinevateks nurkadeks, siis
nende tingimuste juures kaks kiivsirget moodustavad iildiselt kaks
nurka, mis tdiendavad teineteist kaheks tédisnurgaks. Toepoolest,
kui 1abi kahe erineva punkti O’ ja O” tommata sirged «’, b’ ja a”,
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b”, mis on vastavalt paralleelsed antud kahe kiivsirgega a, b (joo-
nis 30), siis teoreemi 212 pohjal sirgete a” ja b’ vahelised nurgad
on vastavalt vordsed sirgete a” ja b” vaheliste nurkadega. Kui aga
antud kiivsirgeid vaadelda suunaga sirgetena, siis saadakse iiks
(suuruselt) taiesti méédratud nurk. _
Miarkus. Kui antud definitsiooni rakendada mitte kiivsirgetele, vaid
paralleelsetele sirgetele a ja b, siis sirged a’ ja b’ osutuvad iihtivateks. Sel-
lelt seisukohalt vaadates voib «paralleelsete sirgete vahelist nurkas lugeda
vordseks nulliga voi' 2d-ga. Voimalik, et analiiiitilises geomeetrias on lugeja
sellega juba kokku puutunud.
Kui kaks loikuvat sirget, mis on ' a
vastavalt paralleelsed antud kahe
(kiiv- voi loikuva) sirgega, on teine-
teisega risti, siis nimetame ka antud
sirgeid ristuvateks.
Toonitame veel kord, et ristuvate
sirgete moiste ja antud sirgega ris-
tuva sirge moiste on iihteviisi raken- a”
datav nii kiivsirgete kui ka loiku-
vate sirgete juhul. Erinevalt sellest i
viljendit «antud sirgega ristuv b
16ik» rakendatakse harilikult ainult
antud sirget tdisnurga "all loikava
sirge korral ' ey
Mirgime, et ristuvatel sirgetel on jargmine, nende definit-
. sioonist tulenev omadus:
Kui iiks kahest paralleelsest sirgest on risti mingi antud sir-
gega, siis ka teine neist on risti sellega.

Joonis 30.

§ 113. Sirge ja tasapinna ristuvus.

Me iitleme, et sirge on risti tasapinnaga (ehk
sirge jatasapind ristuvad, ehk tasapind onristi
sirgega), kui sirge on risti iga sirgega, mis asetseb tasapinnal.
Viljendi «tasapinnaga ristuv sirge» asemel. Geldakse ka «tasa-
pinna ristsirge».

Sellest definitsioonist jdareldub, et tasapinnaga ristuv sirge 16i-
kab seda tasapinda.

Toepoolest, tasapinnaga paralleelne sirge (samuti ka tasa-
pinnal asetsev sirge) on (teoreemi 192 jdrgi) paralleelne teata-
vate sirgetega, mis asetsevad tasapinnal, seega mitte risti nen-
dega. Mingi tasapinna ristsirge ja selle tasapinna 16ikepunkti
nimetatakse ristsirge aluseks.

Mirkus. Kooliopikuis defineeritakse tasapinnaga ristuvat sirget harili-
kult kui sirget, mis 16ikab antud tasapinda ja on risti iga sirgega, mis aset-
seb tasapinnal ja ldbib antud sirge ja tasapinna l6ikepunkti. Kuid niisugune

! Vt.'Hadamard [1], 2. osa, lk. 31—32.
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" sirge on (§ 112 viimase mirkuse pohjal) risti ka iildse koikide sirgetega, mis
asetsevad antud tasapinnal. g

Teiselt poolt, sirge, mis meie poolt antud definitsiooni jargi on risti tasa-
pinnaga, l6ikab tasapinda ja rahuldab traditsioonilist definitsiooni.

Niisiis need kaks sirge ja tasapinna ristuvuse definitsiooni oluliselt ei
erine teineteisest.

Meie poolt vastu voetud definitsioon on siiski loomulikum ja vo6imaldab
peale selle moningaid teoreeme lihtsamalt toestada.

Sirge ja tasapinna ristuvuse tunnuse (ehk, teiste-sonadega,
sirge ja tasapinna ristuvuse piisava tingimuse) sonastame jarg-
mise teoreemi kujul. .

Teoreem 213. Sirge, mis on risti mihgi kahe lbikuva sirgega,
mis asetsevad antud tasapinnal, on risti iga sirgega, mis asetseb
sellel tasapinnal, ja jdrelikult on risti ka selle tasapinnaga.

Toestus. Olgu sirge [ risti kahe loikuva sirgega a ja b,
mis asetsevad tasapinnal e.

Kui sirge ! oleks paralleelne tasapinnaga « (v0i aset-
seks sellel tasapinnal), siis ta oleks (teoreemi 192 jargi)
paralleelne iihe sirgega !/, mis asetseb sellel tasapinnal. Koik

antud tasapinnal asetsevad
{ ja sirgega [ ristuvad sirged
oleksid risti ka sirgega [/
(§ 120 viimase markuse poh-
jal). Jarelikult koik sirged,
mis asetsevad tasapinnal « ja
on risti sirgega [, oleksid
omavahel paralleelsed, -nii et
sirge [ ei saaks olla risti 10i-
kuvate sirgetega a ja b. Nii-
siis sirge [ 16ikab tasapinda «
mingis punktis H.

Vaatleme tasapinnal «

sirgeid ao ja bo, mis ldbivad

Joonis 31. punkti H ja on vastavalt

paralleelsed sirgetega a ja b

(joonis 31). Kummagi sir-

gega a ja b ristuv sirge [ on risti ka sirgetega ao ja bo. Sel-

lest jareldub, et ta on risti ka iga sirgega co, mis asetseb tasa-

pinnal « ja ldbib punkti H. Selle viimase viite toestuse, mis basee-

rub mone paari vordsete kolmnurkade jarjestikusel vaatlemisel,
loeme tuntuks koolikursusest.

Et iga sirge ¢, mis asetseb tasapinnal «, on paralleelne iihe
sirgega ¢), mis asetseb samal tasapinnal ja ldbib punkti H, siis
sirgega c¢o ristuv sirge [ on risti ka sirgega c. Teoreem on toes-
tatud.

Tasapinnaga ristuva sirge definitsioonist ja pohiteoreemist
213 tuleneb rida uusi teoreeme sirge ja tasapinna ristumise kohta.
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Teoreem 214. Ldbi antud punkti (mis kas asetseb voi ei asetse
antud tasapinnal) [dheb mitte rohkem kui iiks sirge, mis on risti
antud tasapinnaga.

Teoreem 215. Ldbi antud punkti (mis asetseb antud sirgel voi
ei asetse sellel) ldheb mitte rohkem kui aks tasapind, mis on risti
antud sirgega.

Nende kahe teoreemi toestused loeme tuntuks koolikursusest.
Mirgime, et nende teoreemidega kaugeltki ei toestata antud tasa-
pinnaga ristuva ja antud punkti ldbiva sirge olemasolu
ega antud sirgega ristuva ja antud punkti ldbiva tasapinna
olemasolu. Niisuguse sirge ja niisuguse tasapinna olemasolu
toestatakse allpool (§ 114).

Teoreem 216. Kui iiks kahest paralleelsest sirgest on risti
mingi tasapinnaga, siis ka teine neist on risti selle tasapinnaga.

Toestus. Kui iiks kahest paralleelsest sirgest on risti antud
tasapinnaga, siis ta on risti iga sirgega, mis asetseb sellel tasa-
pinnal. § 112 I6pul tehtud maérkuse pohjal teine sirge on risti
nendesamade sirgetega ja ;jarelikult ka antud tasapinnaga.

Teoreem 217. Kaks iihe ja sama tasapinnaga ristuvat sirget on

paralleelsed.
' Toestus. Olgu kumbki sirgetest a ja a’ risti tasapinnaga a.
Tombame 1abi sirge a’ mingi punkti sirge a” paralleelselt sirgega
a. Teoreemi 216 jdrgi sirge a” on samuti risti tasapinnaga a. Et
iht punkti 1dbib mitte rohkem kui iiks sirge, mis on risti tasa-
pinnaga aq, siis sirge a” iihtib sirgega a’ ja seega sirge a’ on
paralleelne sirgega a.

Joonis 32.

Teoreem 218. Kui iiks kahest paralleelsest tasapinnast on rtstt
mmgt sirgega, siis ka teine on risti selle sirgega.

"Toestus. Olgu iiks kahest paralleelsest tasapinnast « ja o,
nimelt tasapind «, risti sirgega a.
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Et sirge a 15ikab tasapinda «, siis ta Ioikab ka tasapinda o
(teoreem 199). Paneme labi sirge a vabalt kaks tasapinda g ja v
(joonis 32). Need ldikavad tasapinda « moédda kaht sirget b jac
ning tasapinda « mooda kaht sirget 8" ja ¢/, mis on vastavalt
paralleelsed sirgetega b ja c.

Et sirge a on risti tasapinnaga «, siis on ta risti sirgetega &
ja c. Jarelikult on sirge a risti ka sirgetega b’ ja ¢, tdhendab
(teoreemi 213 jirgi) on risti ka tasapinnaga o'

Teoreem 219. Kaks iihe ja sama sirgega ristuvat tasapinda on
paralleelsed.

Toestus. Kui nad ei oleks paralleelsed, siis/ ldbi nende
ithise punkti liheks kaks tasapinda, mis oleksid risti iihe ja sama
sirgega, kuid see on vastuolus teoreemiga 215. Jdrelikult on tasa-
pinnad paralleelsed. !
g Teoreem 220. Tasapind ja
a - sellel mitte asetsev sirge, mis

5 ristuvad ithe ja sama sirgega,
on paralleelsed. .

Toestu’s., Toestame  teo-
reemi vastuvditeliselt. Oletame,
et tasapind B ja sirge b, mis
molemad on risti sirgega a, 10i-
kuvad mingis punktis B (joo-
nis 33). Mingi sirge &’, mis
labib punkti B ja asetseb tasa-
pinnal B, on risti sirgega a.
Sirge a, olles risti kahe 1oikuva
sirgega b ja b’, on (teoreemi
213 jargi) risti ka neid ldbiva
tasapinnaga. Jarelikult labivad
punkti B kaks tasapinda, mis molemad on risti sirgega a. Niisiis
oletus, et sirge b ja tasapind B 16ikuvad, viib vastuolule. Jaab iile,
et sirge b on paralleelne tasapinnaga §.

Joonis 33.

§ 114. Konstruktsioonid ja geomeetrilised kohad.

Konstruktsioon 74. Léabi antud punkti panna sirge, mis
on risti antud tasapinnaga.

Olgu A antud punkt ja e antud tasapind. Vaatleme iildjuhtu, kus antud
punkt ei asetse antud tasapinnal (joonis 34). :

Paneme libi punkti A mingi tasapinna f, mis loikab tasapinda a mddda
teatud sirget 5. Tombame tasapinnal f labi punkti A sirge c risti sirgega
b ning tdhistame selle ristsirge ja sirge b loikepunkti tihega B. Lédbi punkti
B tombame tasapinnal a sirge d risti sirgega b ja 1dbi Ioikuvate sirgete
¢ ja d paneme tasapinma y. Lopuks tombame tasapinnal y libi punkti A
?irge a risti sirgega d. Sirge a ongi otsitav ristsirge, nagu otsekohe ni-
ame.

Toepoolest, sirge b, mis konstruktsiooni jargi on risti sirgetega ¢ ja d,
on risti tasapinnaga y ja jédrelikult ka sirgega a. Niisiis sirge a, mis konst-
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ruktsiooni jdrgi on risti sirgega d, osutub risti olevaks ka sirgega b. Jareli-
kult sirge a on risti tasapinnaga a. Muid sirgeid, mis libiksid punkti A ja
oleksid risti tasapinnaga o, ei leidu, nagu viidab teoreem 214.

Joonis 34.

Konstruktsioon muutub mitteoluliselt, kui punkt A asetseb antud tasa-
pinnal a (joonis 35). Sel juhul nimelt punkt B iihtib punktiga A.
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Joonis 35.

/

Sellest konstruktsioonist ja teoreemist 214 jireldub, et ldbi iga
punkti (mis kas asetseb voi ei asetse antud tasapinnal) ldheb iiks-

ainus sirge, mis on risti antud tasapinnaga.
+Konstruktsioon 75. Labi antud punkti panna tasapind,

mis on risti antud sirgega.
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Olgu A anfud punkt ja a antud sirge. Vaatleme dildjuhtu, kus antud
punki ei asetse antud sirgel (joonis 36).

Paneme 1ibi punkti A ja sirge a tasapinna g ning sellel tasapinnal tom-
bame 1abi punkti A sirge b risti sirgega a. Edasi paneme ldbi sirge a
mingi teise, vabalt voetud tasapinna y ja sellel tombame ldbi sirgete a ja &
loikepunkti B sirge c risti sirgega a. Lopuks paneme ldbi sirgete b ja ¢
tasapinna a.

Sirge a on risti tasapinnaga «, sest ta on risti sirgetega b ja c. Muid
tasapindu, mis oleksid risti sirgega a ja ldbiksid punkti A, ei leidu, nagu
vaidab teoreem 215.

\h&:\
£
B
i

G

g s

Joonis 36. Joonis 37.

Konstruktsioon muutub mitteoluliselt, kui punkt A asetseb antud sirgel a
(joonis 37). Tasapinnaks f voib sel juhul votta iga tasapinna, mis l&bib
sirget a, ja punkt B iihtib punktiga A.

Sellest konstruktsioonist ja teoreemist 215 jireldub, et ldbi iga
punkti (mis asetseb v0i ei asetse antud sirgel) [ldheb iiksainus
tasapind, mis on risti antud sirgega.

Tulemus, millele joudsime, voimaldab o6ige lihtsalt uurida jarg-
mist geomeetrilist kohta.

Geomeetriline koht XV. Geomeetriliseks kohaks sirge-
tele, mis labivad antud punkti ja ristuvad antud sirgega, on
tasapind.

Olgu A antud punkt ja e antud sirge. Punkti A ldbib, nagu
dsja nidgime, iiksainus tasapind @, mis on risti sirgega a. Koik
punkti 4 labivad ja tasapinnal o asetsevad sirged on risti sirgega
a. Muid sirgeid, mis 1dbiksid punkti A ja oleksid risti sirgega a, ei
leidu, nagu nahtub teoreemist 220, sest kooskolas selle teoreemiga
koik sirgega a ristuvad sirged, mis ei asetse tasapinnal a, on paral-
leelsed selle tasapinnaga. Jérelikult tasapind « ongi otsitavaks geo-
meefriliseks kohaks. Toonitame, et see mottekdik on kehtiv nii
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antud sirgel mitte asetseva punkti A korral kui ka antud sirgel
asetseva punkti A korral.

Lopuks vaatleme veel iiht geomeetrilist kohta, mis on seotud
tasapinnaga ristuva sirge moistega.

Geomeetriline koht XVI. Geomeetriliseks kohaks sir-
getele, mis loikavad antud sirget ja ristuvad antud tasapinnaga,
on tasapind. Seejuures eeldatakse, et antud sirge ja antud tasa-
pind ei ristu omavahel.

Toepoolest, et koik antud tasapinnaga ristuvad sirged on oma-
vahel paralleelsed (teoreemid 217 ja 218), siis vaadeldav geomeet-
riline koht taandub geomeetriliseks kohaks XIII (§ 102).

§ 115. Ristprojekts‘ioon.

Sirge ja tasapinna ristuvuse moiste voimaldab vaadelda rist-
projektsiooni.

Punkti A ristprojektsiooniks (teisiti ortogonaal-
projektsiooniks) ehk lihtsalt projektsiooniks tasa-
pinnal o nimetatakse punkti Ao, kus tasapind « 16ikub sirgega, mis
ldbib punkti A ja on risti tasapinnaga «; lithemalt 6eldes, punkti
ristprojektsiooniks ehk lihtsalt projektsiooniks tasapinnal nimeta-
takse antud punktist antud tasapinnale tommatud ristloigu alust.
Mingi kujundi F ristprojektsiooniks ehk lihtsalt pro-
jektsiooniks nimetatakse kujundit F,, mis koosneb antud
kujundi koikide punktide ristprojektsioonidest.

Et koik ithe ja sama tasapinnaga ristuvad sirged on omavahel
paralleelsed (teoreem 217), siis ristprojektsioonid on paralleelpro-
jektsioonide erijuhud. Ristprojektsiooni juhul projekteerimissiht on
risti projektsioonitasapinnaga. Kui projekteerimissiht ei ole risti
projektsioonitasapinnaga, siis projektsiooni nimetatakse kald -
projektsiooniks.

Jéargides kujunenud tava, moistame (lihtsalt) «projektsiooni»
all ainult ristprojektsiooni, «paralleelprojektsiooni» all aga iga-
sugust rist- voi kaldprojektsiooni.

Et ristprojektsioon on paralleelprojektsiooni erijuhtum, siis
§-is 103 vaadeldud paralleelprojektsiooni omadused jdivad keh-
tima ka ristprojektsiooni juhul.

Meenutame veel jiargmisi ristprojektsioonide omadusi, millede
toestused on lugejale tuntud koolikursusest.

Teoreem 221. Kui tasapinnal mitte asetsevast punktist on sel-
lele tasapinnale tommatud mitu kaldloiku, siis

1) vordsete projektsioonidega kaldloigud on vordsed,

2) kahest mittevordsete projektsioonidega kaldléigust on suu-
rem see kaldloik, millel on suurem projektsioon.

Teoreem 222 (teoreemi 221 poordteoreem). Kui tasapinnal

mitte asetsevast punktist sellele tasapinnale tommata mitu kald-
loiku, siis
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1) vérdsetel kaldlbikudel on vordsed projektsioonid,

2) kahest mittevordsest kaldloigust suuremal kaldloigul on ka
suurem projektsioon.

Jiareldus. Korrapirase piiramiidi tipp projekteerub pohja
tasapinnale pohja keskpunkiis. _

Nagu teada, nimetatakse piiramiidi korraparase ks, kui
tema pohjaks on korrapdrane hulknurk ja tema koik kiilgservad
on vordsed. Kiilgservade vordsusest jareldub ka nende projekt-
sioonide vordsus.

Viimase kahe teoreemi juurde kuulub veel jargmine teoreem.

Teoreem 223. Kui mingist tasapinnal mitte asetsevast punk-
tist on sellele tasapinnale tommatud ristloik ja kaldloike, siis rist-
[6ik on lihem igast kaldloigust.

Punktist tasapinnale tommatud ristloiku nimetatakse punkti
kauguseks tasapinnast. :

Moiste sirgjoone ristprojektsioonist tasapinnal = voimaldab
lahendada jargmise kiisimuse.

Antud tasapinnaga ristuv sirge on oma definitsiooni jérgi risti
iga sirgega, mis asetseb sellel tasapinnal; missuguste antud tasa-
pinnal asetsevate sirgetega on risti sirge, mis ei ole risti selle
tasapinnaga? Antud sirge vo6ib olla tasapinnaga paralleelne, voib
teda aga ka loigata. Seatud kiisimusele annab molemal juhul vas-
tuse jargmine teoreem.

Teoreem 224. Tasapinnaga mitte ristuv sirge on risti lopmatu
hulga sirgetega, mis asetsevad sellel tasapinnal, nimelt koikide
nende ja ainult nende sirgetega, mis on- risti antud sirge projekt-
siooniga antud tasapinnal.

//
LT R

Joonis 38.

Toestus. Esitatav toestus on iihteviisi kehtiv nii juhul, kus
antud sirge AB l6ikab tasapinda, kui ka juhul, kus ta on tasapin-
naga paralleelne (joonised 38 ja 39).

Olgu A¢B, antud sirge projektsioon tasapinnal o ja [ mingi
sirge, mis asetseb tasapinnal a ja on risti sirgega AqBo. ;

Sirge [ on risti kahe 16ikuva sirgega, mis asetsevad tasapin-
nal" AAoB, ja nimelt sirgega A¢Bo (eelduse jargi) ja sirgega AA,
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(sest sirge AA, on risti tasapinnaga «). Jarelikult sirge / on risti
tasapinnaga AA¢B. ja, tdhendab, ka sirgega AB.

Niisiis, sirge AB on risti iga sirgega [/, mis asetseb tasapinnal
ja on risti sirgega AB,.

B

Joonis 39.

Olgu niiiid sirge AB risti ilthe sirgega /, mis asetseb tasapin-
nal a. Siis sirge [ on risti sirgetega AB ja AA,. Jérelikult sirge /
on risti tasapinnaga AA4¢B ja, tdhendab, ka sirgega AqBo.

Niisiis, koikidest tasapinnal « asetsevatest sirgetest on sirge AB
risti ainult nende sirgetega, mis on risti tema projektsiooniga
AoBy sellel tasapinnal.

N

Joonis 40.

Jiareldused. 1. («kKolme ristsirge teoreems.!)
Mingil tasapinnal asetsev sirge, mis labib antud kaldléigu alust ja
on risti tema projektsiooniga, on risti ka kaldloigu endaga.

2. («Kolme ristsirge teoreemi pdordteoreems.)
Mingil tasapinnal asetsev sirge, mis ldbib antud kaldloigu alust
ja on risti selle kaldloiguga, on risti ka tema projektsiooniga.

Uldise teoreemi 224 toestus on muidugi kehtiv ka antud juhul
(punkt B, ihtib punktiga B; joonis 40).

3. Korrapirase kolmnurkse piramiidi vastasservad on teinetei-
sega risti. :

' Traditsiooniline nimetus «kolme ristsirge teoreems on oGige ebakohane.
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Toepoolest, kui SH on korrapérase kolmnurkse piiramiidi SABC
korgus (BC = CA = AB; SA = SB = SC), siis AH on risti BC-ga
ja jarelikult ka SA on risti BC-ga. Analoogiliselt SB on risti CA-ga
ja SC on risti AB-ga.

M idrkus. Kooliopikuis antakse kolme ristsipge teoreemile ja tema po6ord-
teoreemile teistsugused, kdesolevas tekstis toodust pikemad tGestused. See sele-
tub sellega, et kooli geomeetriakursuses ldhtume sirge ja tasapinna ristuvuse
definitsioonist, mis on erinev kiesolevas raamatus vastuvoetust (vrd. § 113
alguses lehekiiljel 43 tehtud markusega).

§ 116. Sirge ja tasapinna vaheline nurk.

Teatavasti nimetatakse sirge ja (temaga mitteparalleelse ja
mitteristuva) tasapinna vaheliseks nurgaks terav-
nurka selle sirge ja tema projektsiooni vahel antud tasapinnal.

Selle nurga pohiomadus véljendub jargmise teoreemina.
Teoreem 225. Sirge ja

AL tasapinna vaheline nurk

A on vdikseim neist nurka-

& : dest, mis see Sirge moo-
dustab antud tasapinnal
asetsevate sirgetega.

Toestus. Olgu AB
antud sirge (joonis 41),
a 8 o

, : mis ei ole risti antud tasa-

pinnaga o ja loikab teda

X mingis punktis B, edasi

- olgu a mingi sirge tasa-

pinnal « ja A, sirge AB

/ mingi punkti A projekt-
sioon tasapinnal a.

Joonis 41. Sirgete AB ja a vahe-

line nurk on vordne nur-

gaga, mis sirge AB moodustab punkti B ldbiva ja sirgega a

paralleelse sirgega BX. Peame toestama, et teravnurk ABA, on

viiksem nurgast ABX.

Selleks margime kiirel BX 16iguga BA, vordse 1oigu BC ja
vordleme kolmnurki ABA, ja ABC. Et iihe kolmnurga kaks kiilge
on vastavalt vordsed teise kolmnurga kahe kiiljega (AB on iihine,
BA, = BC) ja kolmandad kiiljed ei ole vordsed, nimelt A4, < AC,

siis koolikursusest tuntud teoreemi jirgi £ ABA, < £ ABC. Teo-
reem on toestatud.

4

. Mirkus. Kui paralleelsete sirgete vaheline nurk lugeda vordseks nul-
liga (§ 112, mérkus), siis tuleb nulliga vordseks lugeda ka sirge ja temaga
paralleelse tasapinna vaheline nurk: toepoolest, antud sirge on paralieelne oma
projektsiooniga antud tasapinnal.

52



Toestatud teoreem aitab 1opuni lahendada kiisimuse nurkadest,
mis tasapinnal mitte asetsev sirge moodustab sellel tasapinnal
asetsevate sirgetega.

Kui sirge on tasapinnaga risti, siis moodustab ta tasapinna iga
sirgega tédisnurga. Sel juhul eldakse ka, et sirge moodustab tasa-
pinnaga tdisnurga.

Kui sirge on tasapinnaga paralleelne, siis ta on paralleelne 16p-
matu hulga sirgetega, mis asetsevad sellel tasapinnal, ja moodus-
tab tasapinna iilejddanud sirgetega nurgad, mis omavad igasuguseid
vaartusi nullist kuni tdisnurgani, nagu on kerge niha.

Lopuks, kui sirge ei ole tasapinnaga risti ega ka paralleelne,
siis vaikseim neist nurkadest, mis ta moodustab tasapinnal asetse-
vate sirgetega, vordub (dsjatoestatud teoreemi. jirgi) sirge ja tasa-
pinna vahelise nurgaga ¢. Jargmise iilesande lahendusest selgub,
et antud sirge moodustab tasapinnal asetsevate sirgetega iga -
suguseid voimalikke teravnurki suurusega ¢ ja d vahel.
(Teoreemiga 224 on kindlaks tehtud, et tasapinnal leidub sirgeid,
mis on risti antud sirgega.)

Joonis 42. Joonis 43.

Konstruktsioon 76. On antud tasapind ja temaga loikuv,
kuid mitte ristuv sirge., Antud tasapinnal konstrueerida sirge, mis
14bib antud sirge ja tasapinna iihist punkti ja moodustab selle sir-
gega antud teravnurga.

Loigaku antud sirge a antud tasapinda ¢ punktis O nurga @ all ja olgu
tasapinnal vaja tommata 14bi punkti O sirge /, mis sirgega a moodustab antud
teravnurga v (joonis 42).

Tombame sirge a mingist punktist A tasapinnale a ristloigu AH ja otsi-
tavale sirgele [ ristloigu AB. Teoreemi 224 pohjal on ka sirge BH risti sir-
gega OB. Ulesanne on lahendatud, kui pirast punkti A votmist ldheb korda
konstrueerida vastavat punkti B.

Et mdirata punkti B asukohta, konstrueerime tasapinnal AOH téisnurkse
kolmnurga AOBy hiipotenuusi AO ja teravnurga Z AOBo = v jérgi (joonis 43).
Edasi konstrueerime tasapinnal o kaks geomeetrilist kohta: ringjoone, mille
diameetriks on 16ik OH (nurk OBH peab olema tidisnurk), ja ringjoone, mille
keskpunktiks on O ja raadiuseks OBo (loigud OBo ja OB:-on vordsed kolm-
nurkade AOBo ja AOB vordsuse tottu). Nende kahe geomeetrilise koha loike-
punkt ongi otsitay punkt B ja sirge OB on otsitav sirge I.

Kui OBo < OH ja jarelikult 9 > ¢, siis {ilesandel on kaks lahendit (ring-
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jooned loikuvad kahes punktis). Kui OBo = OH ja jarelikult y=g, siis {iles-
andel on iiks lahend (ringjooned puutuvad teineteist punktis H), nimelt
sirge OH. Lopuks, kui OBo > OH ja jarelikult <@, siis iilesandel ei ole
lahendeid (ringjoontel ei ole iihiseid punkte).

§ 117. Kahe tasapinna vaheline nurk.
Ristuvad tasapinnad.

Paragrahvis 105 voeti tarvitusele moiste kahetahulisest nurgast
kui kujundist, mille moodustavad kaks iihest ja samast sirgest
(servast) viljuvat pooltasapinda (tahku). Meenutame iiht kooli-
kursusest tuntud definitsiooni.

Kahetahulise nurga joonnur gaks nimetatakse nurka, mille
moodustavad kaks kahetahulise nurga serva mingist punktist val-
juvat kiirt, mis on risti selle servaga ja asetsevad kahetahulise
nurga tahkudel.

Kahetahulisel nurgal on I6pmatu hulk joonnurki, mis teo-
reemi 212 jirgi on koik omavahel vordsed. Mitte tehes vahet nende
vordsete joonnurkade vahel, koneleme sageli lihtsalt kahetahulise
nurga joonnurgast. : !

Votame niiiid vastu jdrgmise definitsiooni. Kaht kahetahulist
nurka nimetatakse vordseteks, kui nende joonnurgad on
vordsed.

Mirkus. Asjasonastatud kahetahuliste nurkade vordsuse definitsioon
voib tekitada arusaamatust lugejale, kes on harjunud seda lauset lugema mitte
kahetahuliste nurkade vordsuse definitsiooniks, vaid teoreemiks. See arusaa-
matus lahendub jargmiselt.

Vottes teoreemina lauset «kui kahe kahetahulise nurga joonnurgad on
vordsed, siis ka need kahetahulised nurgad on vordseds, toestame selle «pea-
lepaigutamise» teel. See tdhendab, et me loeme tuntuks rea liikumisomadusi
ja nimetame vordseteks niisuguseid kujundeid, mida saab mingi liikumisega
teha iihtivateks. Kéesolevas raamatus, kus liikumise maistet ei loeta algmais-
teks, vaid see tuletatakse vordsuse moistest (vt. I, § 30), me ei saa minna
seda teed.

Kahetahuliste nurkade vordsuse kiisimuse juurde tuleme veel tagasi iildi-
semalt vaatekohalt (§ 133).

Kahetahuliste nurkade vordsuse definitsioonist tulenevad otse-
selt jargmised vordsete kahetahuliste nurkade omadused (vt. § 96,
aksioomid 4a, 4c, 4e).

1. Kahetahuliste nurkade vordsusel on-reflektiivsuse, siimmeet-
" rilisuse ja transitiivsuse omadus.

2. Viljugu pooltasapind ) kahetahulise nurga 2 wx Servast ja
asetsegu selle nurga sees ning tdpselt samuti viljugu pooltasa-
pind 1’ kahetahulise nurga Z v'x’ servast ja asetsegu selle nurga
Sees. Kui . seejaures ' L nk= Lyl ja  ZLiw= L ¥, Ssiis’ ka
Loyn= Luy'x; kui samade eelduste puhul Z ye= Z /% ja
Lgh= Lok, siis ka L inx = L.

3. Olgu Z nx mingi kahetahuline nurk, v mingi pooltasapind,
mis vdljub sirgest s’, ja W iks neist kahest poolruumist, mis vdl-
juvad pooltasapinnast v'; poolruumis H’ on olemas iiks ja ainult
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itks niisugune sirgest s’ vdljuv pooltasapind ', -mille puhul
L= Loy

Nende omaduste toestamiseks tuleb vaadelda kahetahuliste nur-
kade joonnurki ja rakendada neile iilalloetletud aksioome. Me ei
peatu nende toestuste andmisel, jattes selle lugeja hooleks.

Me ei peatu ka niisuguste moistete juures, nagu moisted
«summay, «vahe», «on suurem» ja «on viiksem» {ihenduses kahe-
tahuliste nurkadega, ja kahetahulise teravnurga, niirinurga ning
kahetahuliste tippnurkade ja korvunurkade definitsiooni juures.

Votame vastu ainult jargmise definitsiooni: kahetahulise nurga
servast viljuvat pooltasapinda, mis poolitab selle nurga, nimeta-
takse kahetahulise nurga bisektorpooltasapinnaks
(ehk poolitavaks pooltasapinnaks). Niisuguse pooltasapinna ole-
masolu jireldub teoreemist 20 (I, § 12). Kahe kahetahulise tipp-
nurga bisektorpooltasapinnad moodustavad iihe tasapinna —
bisektortasapinna; see-jareldub teoreemist 21 (I, § 12).

Olgu niiiid valitud tasaste nurkade mootmiseks mingi iihik
(I, § 50). Votame kahetahuliste nurkade mooduiihikuks niisuguse
kahetahulise nurga, mille joonnurk vordub iihikuks voetud nurgaga.

Sel juhul lahendub otsekohe kahetahuliste nurkade mooGtmise
kiisimus: iga kahetahulise nurga suurus viljendub sellesama
arvuga, mis viljendab vastava joonnurga suurust.

Olgu niiiid antud kaks 16ikuvat tasapinda. Loikumisel nad moo-
dustavad neli kahetahulist nurka, millest igaiiht saab lugeda kahe
tasapinna vaheliseks nurgaks. Need neli kahetahulist nurka moo-
dustavad kaks tippnurkade paari ja on seetottu paariti vordsed.
Mitte lugedes vordseid nurki erinevateks, eldakse, et kaks 16ikuvat
tasapinda moodustavad kaks kahetahulist nurka, mis teineteist
tdiendavad kaheks tdisnurgaks. Kui kaks tasapinda 16ikumisel moo-
dustavad kahetahulised tdisnurgad, siis neid tasapindu nimetatakse
ristuviateks.

Ristuvate tasapindade nditena voib nimetada kahe tasapinna
16ikumisel tekkiva kahe tippnurkade paari bisektortasapindu.

Ristuvate tasapindade tahtsamad omadused véljenduvad jérg-
miste teoreemidena.

Teoreem 226. Tasapind, mis ldbib antud tasapinnaga ristuvat
sirget, on selle tasapinnaga risti.

Teoreem 227. Kahe ristuva tasapinna loikejoonega ristuv sirge,
mis asetseb iihel neist tasapindadest, on risti teise tasapinnaga.

Jareldused. 1. Sirge, mis on risti ithega kahest ristuvast
tasapinnast ja labib teise tasapinna mingit punkti, asetseb sellel
teisel tasapinnal.

2. Kui kaks loikuvat tasapinda on risti kolmanda tasapinnaga,
siis ka nende loikejoon on risti selle tasapinnaga.

Nende lausete toestused loeme tuntuks koolikursusest.

Lopuks jdtame lugeja hooleks tuletada siit jargmine lause.

Teoreem 228. Tasapind ja sellel mitte asetsev sirge, mis mole-
mad on risti mingi tasapinnaga, on omavahel paralleelsed.
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§ 118. Konstruktsioone.

Vaatleme monda pohilist konstruktsiooni, mis on iihenduses
ristuvate tasapindade ja kahe tasapinna vahelise nurga moistega.

Konstruktsioon 77. Lédbi antud sirge panna tasapind,
mis on risti antud tasapinnaga.

Antud sirge voib asetseda antud tasapinnal, voib aga ka mitte asetseda.
Konstruktsiooni teostamise jatame lugeja hooleks. Ulesandel on iiks lahend,
vilja arvatud see juht, kui antud sirge on risti antud tasapinnaga.

Konstruktsioon 78. Léabi antud punkti panna tasapind,
mis on risti kahe antud tasapinnaga.

Antud punkt voib asetseda iihel antud tasapindadest voi molemal neist
(nende loikejoonel), voib aga ka mitte asetseda. Konstruktsiooni teostamise
jatame lugeja hooleks. Ulesandel on iiks lahend, viija arvatud see juht, kui
antud tasapinnad on paralleelsed. [

Konstruktsiooni 77 iildistuseks on jidrgmine {ilesanne. ’

Konstruktsioon 79. L&bi antud sirge panna tasapind,
mis antud tasapinda 16ikab antud nurga all.

Kui antud sirge asetseb antud tasapinnal voi on sellega paralleelne, siis
iilesanne lahendub vidga lihtsalt (kuidas nimelt?) ja tal on kaks lahendit,
kui antud nurk on tidisnurgast erinev, ja iiks lahend, kui antud nurk on tiis-

nurk. Kui antud sirge on antud tasapinnaga risti, siis iilesanne ei paku
huvi (miks?).

Joonis 44.

Seetottu vaatleme ainult seda juhtu, kui antud sirge a 16ikab antud tasa-
pinda o mingis punktis O tdisnurgast erineva nurga @ all (joonis 44). Tahis-
tame otsitava tasapinna tdhega ¢ ja olgu 9 antud nurk, mille all see tasapind
peab 16ikama antud tasapinda- a. Uldisust kitsendamata voime nurga % lugeda
teravnurgaks.

Konstrueerime tasapindade a ja ¢ poolt moodustatud kahetahulise terav-
nurga joonnurga. Selleks tombame sirge @ mistahes punktist A ristloigu AH
tasapinnale a ja ristloigu AB nende kahe tasapinna l6ikejoonele. Siis sirge BH
on risti sirgega OB (teoreem 224) ja seetottu nurk ABH on tasapindade
@ ja ¢ poolt moodustatud kahetahulise nurga joonnurk. Ulesanne on lahen-
dszgf é{ui pérast punkti A valimist ldheb korda konstrueerida vastavat
punkti B.
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Selleks et madrata punkti B asukohta,  leiame Kkiirel -HO niisuguse
punkti Bo, et nurk ABoH oleks vordne antud nurgaga y. Edasi konstrueerime
tasapinnal « kaks geomeetrilist kohta: ringjoone, mille diameetriks on 1aik
OH (nurk OBH peab olema tédisnurk), ja ringjoone, mille keskpunktiks on H
ja raadiuseks on HBo (loigud HBo ja HB peavad olema vordsed kolmnurkade
AHBo ja AHB vordsuse tottu). Nende kahe geomeetrilise koha loikepunkt ongi
otsitav punkt B ja tasapind AOB on otsitav tasapind ¢.

Kui HBo < HO, s. t. kui 9 > ¢, siis iilesandel on kaks lahendit (rmg]oo-
ned loikuvad kahes punktis). Kui HBo = HO, s. t. kui p =@, siis ilesandel
on iiks lahend (ringjooned puutuvad teineteist punktis O): kahe tasapinna
loikejoon on risti HO-ga. Lopuks, kui HBo> HO, s. t. kui w <g, siis iles-
andel ei ole lahendit (ringjoontel ei ole iihiseid punkte).

§ 119. Uldine markus sirgete ja tasapindade
paralleelsusest ja ristuvusest.

Uheksandas peatiikis ja kdesoleva peatiiki eelmistes paragrah-
vides vaatlesime teoreeme sirgetest ja tasapindadest, mis on oma-
vahel paralleelsed voi risti. Jdrgmine tabel annab iilevaate rea
selliste tecreemide sisust.

on paralleelsed iihe ja on paralleelsed fihe ja

sama sirgega (on risti | sama tasapinnaga (on
ithe ja sama tasapin- | risti ithe ja sama sir-
| naga), gega),

on omavahel paralleel- —
sed (teoreemid 188 ja

Kaks sirget, mis

217).
Tasapind ja sellel on omavahel paralleel- on omavahel paralleel-
mitte asetsev sirge, | sed (teoreemid 194 ja | sed '(teoreem 199, jarel-
mis 228). dus, ja teoreem 220).

Kaks tasapinda, mis

_jéreldus 2),

Ioikuvad mooda sirget,
mis on paralleelne an-
tud sirgega voi on risti
antud tasapinnaga (teo-
reem 193 ja teoreem 227,
voi on pa-
ralleelsed.

on omavahel paraileel-
sed (teoreem 197, jarel-
dus 1, ja teoreem 219).

Seéjuures tuleb silmas pidada, et iithe ja sama sirgega paral-
leelsed tasapinnad ja sirged on samal ajal risti tihe tasapinnaga
ning {ihe ja sama tasapinnaga paralleelsed tasapinnad ja sirged
on samal ajal risti {ihe sirgega.

Kriipsuke «—>» nditab,
(ihe sirgega ristuvat)

asendit.

sirget saavad

et kaks iihe tasapinnaga paralleeiset
ruumis omada mistahes



§ 120. Kahe kiivsirge vaheline viikseim kaugus.

- Teoreem 229. On olemas iiks ja ainult (ks sirge, mis lbikab
kaht antud kiivsirget tdisnurkade all; selle sirge [0ik nende loike-
punktide vahel on viikseim kaugus kahel kiivsirgel asetsevate
punktide vahel.

Seda 16iku nimetatakse kahe kiivsirge vaheliseks
vidikseimaks kauguseks ja kone all olevat sirget kiiv-
sirgete iihiseks ristsirgeks.

Joonis 45.

Toestus. Olgu a ja b antud kiivsirged (joonis 45). Sirget &
labib (teoreemi 195 jirgi) iiksainus tasapind g, mis on paralleelne
sirgega a; see tasapind on méidratud mingi sirgega a’, mis on
paralleelne sirgega a ja loikab sirget b.

Olgu AB otsitav {ihine ristldik (kui ta on olemas). Et sirge AB
on risti sirgega a, siis ta on risti ka sirgega a’, ja et ta peale
selle on veel risti sirgega b, siis ta on risti ka tasapinnaga g
(teoreem 213). Jérelikult sirge AB peab kuuluma tasapinnale v,
mis 1abib sirget a ja on risti tasapinnaga g, sest tasapind y on
geomeetriliseks kohaks sirgetele, mis loikavad sirget a ja on risti
tasapinnaga g (§ 114, geomeetriline koht. XVI). Téhistame tasa-
pinna y ja-sirge b 1oikepunkti tdhega B.

Oeldust selgub, et iihiseks ristsirgeks (kui ta on olemas) saab
olla ainult punktist B sirgele a tommatud ristsirge BA.

Naitame niiiid, et see viimane ristsirge on tdepoolest sirgete a
ja b ithine ristsirge. Sirge a suhtes on see selge. Sirge b suhtes
selgub see jargmistest kaalutlustest. Et sirge AB on risti sirgega a,
siis on ta risti ka tasapindade p ja y 16ikejoonega ao. Et sirge AB
peale selle asetseb tasapinnaga g ristuval tasapinnal y, siis ta on
risti ka tasapinnaga p (teoreem 227) ja, tdhendab, ka sirgega b.
Niisiis iihise ristsirge olemasolu ja iithesus on toestatud.
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Olgu niiiid A’ ja B’ sirgete a ja b mingid kaks punkti. Tom-
bame punktist A’ tasapinnale # ristsirge A’A,. See asetseb tasa-
pinnal y (teoreem 227, jdreldus 1) ja seetdttu punkt A, asetseb
sirgel a,. Loigud AB ja A’A, on vordsed kui ristkiiliku vastas-
kiiljed; samal ajal 16ik A’A, on lithem kui 16ik A’B’ (teoreemi 223
jérgi), vilja arvatud see juhtum, kus punkt A’ {ihtib punktiga A ja
punkt B’ {ihtib punktiga B. Niisiis saame, et AB = A’A, ja
A’A, < A’B’, millest jareldub, et AB < A’B’.

Selle teoreemi toestusest selgub ka jdrgmise {ilesande lahen-
dus, mis on alati voimalik ja {ihese tulemusega. :

Konstruktsioon 80. Konstrueerida antud kahele kiiv-
sirgele {ihine ristsirge.

§ 121. Tetraeedri korguste omadusi.

Eelmistes paragrahvides kasutusele voetud sirge ja tasapinna
ning kahe tasapinna ristuvuse moiste rakendamise ndidetena vaat-
leme tetraeedri korguste monda omadust.

Teoreem 230. Kui tetraeedri
ABCD tippudest A ja B wviljuvad
korgused AK ja BL loikuvad, siis
serv AB on risti servaga CD;
ja damberpoordult: kui AB ja
CD on risti, siis korgused AK ja
BL [6ikuvad.

Toestus. Oletame, et tet-
raeedri ABCD korgused AK ja BL
16ikuvad mingis punktis H (joo-
nis 46). Sirge AK on risti tasapin-
naga BCD (korguse -definitsiooni
jargi) ja  jdrelikult ka  sir-
gega CD; analoogilisel pohjusel ka
sirge BL on risti sirgega CD.
Sirge CD, olles risti tasapinna
ABH kahe loikuva sirgega AK ja :
BL, on risti tasapinnaga ABH ja jarelikult ka sirgega AB. Teo-
reemi esimene osa on toestatud.

Olgu niiiid teada, et sirge AB on risti sirgega CD. Niitame, et
tetraeedri korgused AK ja BL loikuvad.

Molemad sirged AB ja AK on risti sirgega CD: esimene teo-
reemi eelduse jirgi ja teine kui tasapinna BCD ristsirge. Jarelikult
tasapind ABK on risti sirgega CD. Teoreemi 226 pohjal tasapind
ACD on risti tasapinnaga ABK. Tasapinna ABK punktist B tasa-
pinnale ACD tommatud ristsirge BL asetseb tdielikult tasapinnal
ABK. Uhel ja samal tasapinnal ABK asetsevad sirged AK ja BL
loikuvad, sest nad ilmselt ei ole paralleelsed. Teoreem on taielikult
toestatud.

Joonis 46.
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Jareldus. Kui tetraeedri kahest tipust vdljuvad korgused
l6ikuvad, siis lbikuvad ka tema kahest dlejddnud tipust valjuvad
korgused.

Toepoolest, kui tetraeedri ABCD tippudest A ja B viljuvad kor-
gused Ioikuvad, siis servad AB ja CD on risti (teoreemi -esimese
poole jargi). Kuid sel juhul loikuvad ka tippudest C ja D viljuvad
korgused (teoreemi teise poole jargi).

Teoreem 231. Kui tetraeedril on kaks paari ristuvaid vastas-
servi, siis ristuvad ka kolmanda paari vastasservad. Sel juhul
tetracedri koik neli korgust lGikuvad ihes ja samas punklis.

Toestus. Olgu tetraeedri ABCD (joonis 46) serv AB risti
servaga CD ja serv AC risti servaga BD. Téhistame tipust A vél-
juva korguse AK-ga.

Kui sirge AB on risti sirgega CD, siis on tema projektsioon BK
samuti risti CD-ga. Jarelikult asetseb punkt K kolmnurga BCD
iihel korgusel (voi selle pikendusel). Kui peale selle ka sirge AC
on risti sirgega BD, siis punkt K asetseb ka sama kolmnurga tei-
sel korgusel CK (véi selle pikendusel). Jarelikult punkt K on kolm-
nurga BCD ortotsenter ja seetottu sirge DK on risti sirgega BC.
Kuid kui sirge DK on risti sirgega BC, siis ka sirge AD on risti
sirgega BC. Niisiis ristuvad ka kolmanda paari vastasservad.

Teoreemi 230 jirgi sel juhul tetraeedri iga kaks korgust I6iku-
vad. Et koik neli korgust ei asetse iihel ja samal tasapinnal, siis
on see voimalik ainult eeldusel, et koik neli korgust l6ikuvad iihes
ja samas punktis. .

Téestatud teoreemid niitavad, et korguste jérgi saab tetraeedrid
jaotada kolme Kklassi.

1) Uldkujuline tetraeeder. Mingid kaks vastasserva ei ristu;
mingid kaks korgust ei 1oiku.

2) Tetraeeder {ihe paari ristuvate vastasservadega. Tetraeedri
neli korgust 16ikuvad paariti kahes punktis.

Joonisel 46 tipu A projektsioon K tahul BCD asetseb kolm-
nurga BCD iihel korgusel (voi iihe korguse pikendusel).

3) Ortotsentriline tetraceder. Nonda nimetatakse tetra-
eedrit, millel on kolm paari ristuvaid vastasservi. Koik neli kor-
gust 16ikuvad iihes ja samas punktis, mida nimetatakse tetraeedri
ortotsentriks. ;

Joonisel 46 tipu A projekisioon K tahul BCD iihtib kolmnurga
BCD ortotsentriga (ja sama kehtib ka kolme iilejdénud tipu kohta).

§ 122. Erikujulised rooptahukad ja tetraeedrid.
Vaadeldes eelmises paragrahvis tetraeedri korgusi, eraldasime
kaks erikujulist tetraeedrit: tetraeedri iihe paari ristuvate vastas-
servadega ja ortotsentrilise tetraeedri. Niiiid vaatleme ka monin-
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gaid muid erikujulisi tetraeedreid, sidudes tetraeedri vaatlemise
tema {imber kujundatud réoptahuka (§ 111) vaatlemisega.

Kui tetraeedri ABCD (vt. joon. 28) servad AB ja CD ristuvad,
siis ristuvad ka roopkiiliku A’CB’D diagonaalid A’B” ja CD. See
roopkiilik on romb, nii et A’C = CB’. Kuid A’C on vordne 16i-
guga, mis iihendab tetraeedri vastasservade AC ja BD keskpunkte
(samuti nagu A’B = EF). Siit tuleneb jargmine teoreem.

Teoreem 232. Kui tetraeedri kaks vastasserva ristuvad, siis on
vordsed need kaks [6iku, milledest kumbki ihendab kahe teise
vastasserva keskpunkte. Ortotsentrilisel tetraeedril on vordsed need
kolm [6iku, mis paariti iihendavad vastasservade keskpunkte.

Ortotsentrilise tetraeedri juhul on tetraeedri iimber kujundatud
rooptahuka koik tahud rombid.

Ortotsentrilise tetraeedri erijuhuks on korrapdrane kolmnurkne
piiramiid (teoreemi 224 jirelduse 3 pohjal). Korrapédrase piira-
miidi iimber kujundatud rodptahuka koik tahud on vordsed rom-
bid (sest tema koikidel tahkudel on vastavalt vordsed diagonaa-
lid); niisugust réoptahukat nimetatakse romboeedriks.

Oleme vaadelnud tetraeedri vastasservade ristuvuse juhte. Voiks
seada kiisimuse ka tetraeedri vastasservade vordsusest. Kui tetra-
eedri kaks vastasserva on vordsed, siis tema timber kujundatud
rooptahuka vastavad tahud on ristkiilikud (sest kummagi tahu
diagonaalid on omavahel vordsed).

Tetraeedril voib olla iiks paar, kaks paari voi kolm paari vord-
seid vastasservi, sest rooptahukal ilmselt saab olla iiks paar téis-
nurkseid tahke, kaks paari tdisnurkseid tahke (piistrooptahukas)
voi kolm paari tdisnurkseid tahke (risttahukas).

Erijuhul, kui kolmest vastasservade paarist igas paaris on vas-

Umberkujundatud rodptahukas | Tetraeeder
Meelevaldne i Meelevaldne
Pohjadeks on rombid (kiilgta- Uks paar ristuvaid vastasservi
hud on mistahes roopkiilikud)
Tahkudeks on rombid Ortotsentriline tetraeeder (kolm
paari ristuvaid vastasservi)
Romboeeder Korrapirane piiramiid
Pohjadeks on ristkiilikud (kiilg- Uks paar vordseid vastasservi
tahud on mistahes rodpkiilikud)
Piistrooptahukas Kaks paari vordseid vastasservi
Risttahukas Vordtahkne  tetraeeder (kolm
paari vordseid vastasserviy
Kuup (itheaegselt romboeeder ja Korrapirane fetraeeder (orto-
¢ risttahukas) tsentriline ja vordtahkne tetrace-
der)
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tasservad vordsed, siis on tetraeedri koik tahud vordsed (kolme
kiilje vordsuse pohjal); niisugust tetraeedrit mimetatakse vord -
tahkseks. :

Mirkus. Vordtahkse tetraeedri pinnalaotuse voib saada, kui konstru-
eerida kolmnurgas ABC tema keskloigud. Seejuures kolmnurk ABC peab
olema teravnurkne (mispérast?).

Lehekiiljel 61 toodud tabelis on korvutatud mitmesugused tet-
raeedrite ja nende {imber kujundatud rooptahukate erijuhud
(vt. ka § 143).



XIV peatiikk.
Kera. Geomeetrilisi kohti.

§ 123. Definitsioonid. Kera 10ikumine sirgega ja tasapinnaga.

Keraks (ehk sfddriks) nimetatakse koikide niisuguste
punktide kogu, mille ithendamisel iihe punktiga O saadud l6igud
on vordsed {ihe ja sama loiguga.!

Punkti O nimetatakse kera keskpunktiks. Me ei peatu
niisuguste moistete defineerimisel, nagu kera raadius, diameeter
(1abimoot), kool ja loikaja (vt. vastavaid definitsioone ringjoone
puhul, I, § 15). Kera keskpunktiga O ja raadiusega r tahistatakse
sageli siimboliga O(r); kui vaadeldakse ainult iiht kera keskpunk-
tiga O, siis teda nimetatakse sageli «keraks O». :

Punkte, mille kaugus kera keskpunktist on véiksem kui raadius
(kaasa arvatud ka keskpunkt ise), nimetatakse selle kera suhtes
seesmisteks, ja punkte, mille kaugus on suurem raadiusest,
vialisteks.

Saab toestada, et kera jaotab ruumi kaheks piirkonnaks. Uks
neist piirkondadest koosneb koikidest seesmistest punktidest ja teda
nimetatakse kera suhtes seesmiseks piirkonnaks, teine koos-
neb koikidest vélistest punktidest ja teda nimetatakse valiseks
piirkonnaks. Seesmine piirkond on kumer, viline mitte.

Kera ja ringjoone definitsioonist jireldub otseselt jargmine teo-
reem.

Teoreem 233. Kera keskpunkti ldbival tasapinnal on keraga
lopmatu hulk ihiseid punkte. Need punktid asetsevad ringjoonel,
mille keskpunkt ihtib kera keskpunktiga ja raadius vordub kera
raadiusega.

Seda ringjoont nimetatakse kera suurringiks.

Kiisimus kera 16ikumisest sirgega ja tasapinnaga laheneb jirg-
mise kahe teoreemiga.
1 Kooliopikutes moistetakse harilikult kera all keha, mis ‘koosneb sfarist

ja'tema koikidest seesmistest punktidest. Erinevalt sellest tihendab kiesolevas
raamatus termin kera ikka pinda (aga mitte keha).
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Teoreem 234. Sirgel on keraga kas kaks Ghist punkti voi iks
ihine punkt voi tal ei ole sellega ihtki dhist punkti soltuvalt sel-
lest, kas sirge kaugus kera keskpunktist on vdiksem kui raadius,
vordne raadiusega voi suurem kui raadius.

Toestus. Paneme tasapinna 1dbi antud sirge ja kera kesk-
punkti (kui antud sirge ldbib kera keskpunkti, siis paneme temast
13bi mistahes tasapinna). Antud sirge ja kera iihised punktid {ihti-
vad nende punktidega, kus antud sirge Ioikub selle suurringiga,
mida mééda antud kera 16ikub saadud tasapinnaga. Toestatav teo-
reem taandub teoreemidele 39—43 (I, § 15) sirge ja ringjoone 10i-
kumise kohta.

Jareldus. Sirgel, mis ldbib kera mingit punkti ja on risti
sellesse punkti tommatud raadiusega, on keraga ainult iks ihine
punkt, ja idmberpoordult.

Toepoolest, delda, et sirge 1dbib kera punkti ja on risti sellesse
punkti tommatud raadiusega, tdhendab sedasama, kui Gelda, et
sirge kaugus kera keskpunktist on vordne raadiusega.

Sirget, millel on keraga ainult iiks iihine punkt, nimetatakse
kera puutujaks.

Teoreem 235. Tasapinnal on keraga kas [opmatu hulk ihiseid
punkte, mis moodustavad ringjoone, vdi iiks ihine punkt voi tal
ei ole sellega iihtki iihist punkti soltuvalt sellest, kas tasapinna
kaugus kera keskpunktist on vdiksem kui raadius, vordne raa-
diusega v0i suurem kui raadius.

Toestus. Olgu tasapinna a ja kera keskpunkti O vaheline
kaugus OA viiksem kui kera raadius (joonis 47). Tahistame
tdhega @ mingi sirge, mis asetseb tasapinnal a ja 1dbib punkti A.
Et sirge a kaugus OA kera keskpunktist on viiksem kui raadius,
siis sirgel a on keraga kaks iihist punkti B ja B’ (teoreem 234).
Kui M on mingi punkt ringjoonel, mille keskpunkt on A ja raa-
dius on AB, siis AB = AM ja jéarelikult OB = OM (teoreem 221);
niisiis selle ringjoone koik punktid kuuluvad antud kerale. Umber-
poordult, kui antud kera mingi punkt M asetseb tasapinnal a, siis
OB = OM ja jdrelikult AB = AM. Keral ei ole tasapinnaga muid
ithiseid punkte peale nimetatud ringjoone punktide.

Kui antud tasapinna « ja kera keskpunkti O vaheline kaugus
OA on vordne kera raadiusega (joonis 48), siis kaugus OM, kus
M on punktist A erinev tasapinna a mistahes punkt, on suurem
kui raadius, sest OM on kaldloik (teoreem 223). Tasapinnal a ei
ole keraga muid iihiseid punkte peale punkti A.

Lopuks, kui antud tasapinna kaugus kera keskpunktist on suu-
rem kui raadius, siis on selle tasapinna iga punkti kaugus kera
kesk}Ptunktist suurem kui raadius. Tasapinnal ei ole keraga iihiseid
punkte.

Jareldused. 1. Keskpunkt ringjoonel, mida moéda kera
[0ikub tema keskpunkti mitte ldbiva tasapinnaga, iihtib kera kesk-
punktist sellele tasapinnale tommatud ristloigu alusega.
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2. Tasapind, mis [dbib kera mingit punkti ja on risti sellesse
punkti tommatud raadiusega, omab keraga ainult iht iihist punkti.

3. Keral ja temal mitte asetseval ringjoonel on kas kaks iihist
punkti voi itks ihine punkt voi neil ei ole iihtki dhist punkti.

Selle toestamiseks vaatleme kera loikumist tasapinnaga, mil-
lel asetseb antud ringjoon.

Joonis 48.

]

Tasapinda, mis loikab kera modda ringjoont, nimetatakse kera
l6ikavaks tasapinnaks.

Ringjoont, mida mooda kera 16ikub tema keskpunkti mitte
ldbiva tasapinnaga, nimetatakse kera vidikeringiks.

Tasapinda, millel on keraga ainult iiks iihine punkt, nimeta-
takse kera puutuvaks tasapinnaks. :

Teoreemid 234 ja 235 voimaldavad viita jérgnevat.

Geomeetriline koht XVII. Geomeetriliseks kohaks koi-
-kidele sirgetele, mis puutuvad kera ihes ja samas punktis, on
kera samas- punktis puutuv tasapind.

i
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Vaadeldud kera omadused voimaldavad oige Ilihtsalt lahen-
dada jargmisi {ilesandeid. Seejuures kera loetakse «antuks», kui
on teada tema keskpunkt ja raadius.

Konstruktsioon 81. Konstrueerida antud kera ja antud
sirge 1oikepunktid. ; 1)

Konstruktsioon 82. Konstrueerida antud kera ja antud
tasapinna loikejoon.

Kera keskpunktist tombame antud tasapinnale ristloigu. Mingil seda rist-
loiku ldbival tasapinnal konstrueerime tédisnurkse kolmnurga, mille iihéks
kaatetiks on konstrueeritud ristloik ja mille hiipotenuus on vordne kera raa-
diusega jne.

Konstruktsioon 83. Antud kerale konstrueerida puutuv
tasapind, mis

a) puutub teda antud punktis;

b) on paralleelne antud tasapinnaga;

c) ldabib antud sirget.

Konstruktsioonide a) ja b) teostamine ei tee raskusi.

Juhul c¢) paneme ldbi kera keskpunkti tasapinna, mis on risti antud sir-
gega, ja konstrueerime kera suurringi, mis asetseb sellel tasapinnal.

Sellele suurringile tombame tema tasapinna ja antud sirge loikepunktist
puutujad jne.

Ulesandel voib olla kaks lahendit voi iiks lahend voi tal ei ole iildse
lahendit.

Konstruktsioon 84. Konstrueerida antud kera ja antud
ringjoone 16ikepunktid. :

Konstrueerime antud kera ja antud ringjoone tasapinna l6ikejoone (konst-
ruktsioon 82) jne.

§ 124. Kahe kera vastastikune asend.

Olgu O(r) ja O’(r') kaks antud kera. - Sirget, mis libib nii
tthe kui teise kera keskpunkti, nimetatakse keskpunktide
sirgeks.

Teoreem 236. Kui kahe kera keskpunktide vaheline kaugus on
suurem raadiuste summast v6i vdiksem raadiuste vahest (erijuhul,
kui kahel keral on iihine keskpunkt), siis keradel ei ole iihiseid
punkte. Esimesel juhul on kummagi kera koik punktid vdiljaspool
teist kera; fteisel juhul on suurema raadiusega kera koik punktid
vdljaspool teist kera ja viimase koik punktid on esimese kera sees.

Teoreem 237. Kui kahe kera keskpunktide vaheline kaugus on
vordne raadiuste summaga voi raadiuste vahega, siis keradel on
iiks ja ainult (ks ihine punkt, mis asetseb nende keskpunktide
sirgel. Esimesel juhul on kummagi kera koik ilejiinud punktid
vdljaspool teist kera; teisel juhul on iihe kera koik iilejidnud punk-
tid vdljaspool teist kera ja teise koik iilejadnud punktid on esi-
mese kera sees.
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Nende teoreemide toestamisel korduvad sona-sonalt kahe ring-
joone vastastikuse asendi teoreemide 44 ja 45 (I, § 16) toestused.

Teoreemis 237 vaadeldud keradel on nende ainsas iihises pumnk-
tis ka iihine puutuv tasapind. Seepirast 6eldakse, et molemad kerad
puutuvad teineteist selles iihises punktis. Nende kerade
puutumist nimetatakse esimesel juhul (kui OO0’ =r +r’) vadli-
seks ja teisel juhul (kui OO’ =|r—r|) seesmiseks puu-
tumiseks. :

Teoreem 238. Kui kahe kera keskpunktide vaheline kaugus on
viiksem raadiuste summast, kuid suurem nende vahest, siis neil

keradel on lopmatu hulk iihiseid punkte, - mis moodustavad ring-
joone.

Toestus. Olgu O(r) ja O'(r’) kaks antud kera, mis tdida-
vad eeldust |[r — /| < 00" < r + r’. Iga tasapind, mis labib nende
kerade keskpunktide sirget, 10i-
kab neid modda kaht ringjoont
keskpunktidega O ja O/, kus-
juures  ringjoonte  raadiused
rahuldavad neidsamu vorratusi.
Jérelikult neil kahel ringjoonel
- on kaks iihist punkti ning antud

- kahel keral on lopmatu hulk
{ihiseid punkte.

Olgu A ja B (joonis 49) min-
gid kaks neist thistest punkti-
dest ning H ja H (punktid A ja Joonis 49.

H’ ei ole joonisel ndidatud)

punktidest A ja B keskpunktide sirgele tommatud ristioikude alused.
Kolmnurgad OAO’ ja OBO’ on vordsed (kolme kiilje pohjal),
millest jareldub, et AH = BH’, OH = OH’ ja O'H = O’H’, nii et
punktid H ja H’ iihtivad ja seega AH = BH.

Punktide H ja H’ iihtimisest jareldub, et punktid A ja B, jare-
likult ka kahe kera koik iihised punktid asetsevad iihel ja samal
keskpunktide sirgega ristuval tasapinnal. Vordusest AH = BH
jareldub, et koik need iihised punktid asetsevad iihel ringjoonel.

Ei ole raske niidata, et koik selle ringjoone punktid on nende
kerade iihisteks punktideks. /

Teoreemidega 236—238 on taielikult lahendatud kahe kera
1oikumise kiisimus.

Peatume veel kolme kera loikumisel.

Teoreem 239. Kolmel keral, mis ei ldbi iiht ja sama ringjoont,
on kas kaks iihist punkti voi iks iihine punkt voi neil ei ole iildse
ithiseid punkte.

Toestus. Olgu 0, O’ ja O” kolm antud kera.

Kui kerad O ja O’ l6ikuvad modda mingit ringjoont, siis see
ringjoon kas 16ikub keraga O” kahes punktis v6i omab temaga iiht
ithist punkti voi ei oma temaga iildse iihiseid punkte (teoreem 235,
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jareldus 3). Kui keradel O ja O’ on ainult iiks ithine punkt, siis
see iithine punkt voib asetseda keral O”, voib aga ka mitte aset-
seda. Lopuks, kui keradel O ja O’ ei ole iihiseid punkte siis ei ole
iihiseid punkte ka koigil kolmel keral. Siit jareldubki teoreem.

Saab toestada, et kui kolmeél kerak=on ainult iiks iihine punkt,
siis neil on selles punktis kas {ihine puutuv tasapind (s. t. kerad
puutuvad paariti teineteist) voi ithine puutuv sirge.

Vaadeldud teoreemidest tulenevad lahendused jargmistele iiles-
annetele.

Konstruktsioon 85 Konstrueerida kahe antud kera
l6ikejoon.

Olgu O(r) ja O'(r) antud kerad. Konstrueerime mingil sirget OG" 1abi-
val tasapinnal kolmnurga OAO’, mille iiheks kiiljeks on 16ik OO’ ja teised
kaks killge OA ja O’A on vastavalt vordsed r-ga ja.r’-ga jne. :

Konstruktsioon 86. Konstrueerida kolme antud kera
16ikepunktid.
Konstrueerime esmalt mingi kahe antud kera Ioikejoone (konstrukt-

sioon 85) ja siis’ saadud ringjoone ja kolmanda antud kera Idikepunktid
(§ 123, konstriiktsioon 84).

§ 125. Pohilised punktide geomeetrilised kohad ruumis.

Selle raamatu eelmistes peatiikkides vaatlesime juba sirgjoonte
geomeetrilisi kohti ruumis (§ 102, § 114). Kera moiste tarvitusele-
votmine ajendab meid siistemaatiliselt vaatlema rida ruumipunk-
tide geomeetrilisi kohti, mis on kas tasapinnad voi kerad. Véiga
paljud siin vaadeldavatest geomeetrilistest kohtadest kujutavad
endast tasapinna punktide vastavate geomeetriliste kohtade iildis-
tusi. Neid me {iiksikasjaliselt ei vaatle, vaid piirdume vastava viite
andmisega.

Geomeetriline koht XVIII. Geomeetriliseks kohaks

punktidele, millede kaugused antud punktzst O on vérdsed iihe ja
sama loiguga r, on kera keskpunktiga O ja raadiusega r.

See jdreldub kera definitsioonist (§ 123).

Kahest paralleelsest tasapinnast iihe tasapinna koikide punk-
tide kaugused teisest tasapinnast on vordsed (selle viite toesta-
mise jatame lugeja hooleks). Seetottu nimetatakse tasapinna mingi
punkti kaugust teisest, esimesega paralleelsest tasapinnast nende
kahe paral]eelse tasapinna vaheliseks kau-
guseks.

Sellest mirkusest tuletub kergesti

Geomeetriline koht XIX. Geomeetriliseks kohaks punk-
tidele, millede kaugused antud tasapinnast on vérdsed iihe ja sama
loiguga, on antud tasapinnaga paralleelsete tasapindade paar.
“(vrd. 1, § 24, geom. koht II.)

" Geomeetrilin e koht XX. Geomeetriliseks kohaks punk-
tidele, mis on vordsetel kaugustel kahest antud punktist A ja B,
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on lbiguga AB ristuv ja tema keskpunkti libiv tasapind (I5igu
keskristtasapind). (Vrd. I, § 24, geom. koht III.)

Selle toestamiseks tuleb vaadelda otsitava geomeetrilise koha
punkte, mis asetsevad mingil sirget AB ldbival tasapinnal; need
punktid moodustavad sirgjoone — geomeetrilise koha III (I, § 24).
Koik niisugused sirged asetsevad ilmselt ithel ja samal tasapinnal.

Geomeetriline koht XXla. Geomeetriliseks Rohaks
punktidele, mis on antud kahest paralleelsest tasapinnast véordsetel
kaugustel, on kahe antud tasapinnoga paralleelne tasapind.
(Vrd. 1, § 24, geom. koht IVa.) L

Geomeetriline koht XXIb.
Geomeetriliseks = kohaks punktidele,
mis on kahest [Gikuvast tasapinnast
vordsetel kaugustel, on kaks teine-
teisega ristuvat tasapinda — aniud /—

M

tasapindade poolt moodustatud Rahe-
tahuliste nurkade bisekiortasapinnad.

i/
(Vrd. 1, § 24, geom. koht IVb.) , / : VM,, ,

Geomeetriline kohtXXlla.
Geomeelriliseks kohaks  punktidele,
mis on antud kahest paralleelsest [ l
sirgest vordsetel kaugustel, on tasa- _
pind, mis ristub antud sirgeid Joonis 50.
ldbiva tasapinnaga ja [6ikub sel- -
lega mooda sirget, mis on kahest antud sirgest vordsetel
kaugustel. : :

Toepoolest, kui mingi punkt M (joonis 50) on sirgetest a ja
b vordsetel kaugustel, siis ka tema projektsioon Mo sirgete a jab
tasapinnal on sirgetest a ja b vordsetel kaugustel, ja 'ﬂmperpoor—
dult. Jirelikult punktide M, geomeetriliseks kohaks on sirgetega
a ja b'paralleelne sirge [ (I, § 24, geom. koht IVa) ja punktide
M geomeetriliseks kohaks on sirget [ Jabiv tasapind, mis on risti
sirgete a ja b tasapinnaga. -

" Geomeetriline koht XXIIb. Geomeetriliseks kohaks
punktidele, mis on antud kahest [bikuvast sirgest vordsetel kau-
gustel, on kaks ristuvat tasapinda, mis on risti antud sirgete tasa-
pinnaga ja poolitavad nende sirgete vahelised nurgad (joonis. 51).

See geomeetriline koht tuletub analoogiliselt geomeetrilise
kohaga XXIIa, ainult geomeetrilise koha IVa asemel tuleb kasu-
tada geomeetrilist kohta IVb (I, § 24).

Kone all olevaid tasapindu voiks nimetada antud sirgete poolt
moodustatud nurkade bisektortasapindadeks (poolita-
vateks tasapindadeks). .

Mirkus. Kahest antud kiivsirgest vordsetel kaugustel olevate punktide
geomeetrilise koha vaatlemine ulatub vélja elementaargeomeetria ‘raamidest.
Analiiiitilise geomeetria meetodeid kasutades saab toestada, et selleks geo-
meetriliseks kohaks on teist jarku joonpind, nimelt iiks erikujuline hiiper-
boolne paraboloid. !
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Geomeetriline koht XXIII. Geomeetriliseks kohaks
sirgetele, mis ldbivad antud punkti ja moodustavad vordsed nur-
gad sedasama punkti ldbiva kahe sirgega, on kaks teine-
teisega ristuvat tasapinda — kahe antud sirge vaheliste nurkade
bisektortasapinnad. : »

Joonis 51.

Toepoolest, olgu a ja b (joonis 51) antud sirged, /! mingi sirge,
mis ldbib nende 16ikepunkti O, M mingi punkt sirgel / ning MA
ja MB punkti M kaugused sirgetest a ja b. Kui sirge / moodustab
vordsed nurgad sirgetega a ja &, siis kolmnurgad OAM ja OBM
on vordsed, sellega MA = MB. Umberpoordult, - vordusest
MA = MB jareldub, et £ AOM = ~ BOM. Niisiis jouame geo-
meetrilisele kohale XXIIb.

Miarkus. Kui koneldakse antud punktist O viljuvatest kiirtest, mis
moodustavad vordsed nurgad kahe antud kiirega OA ja' OB (mitte aga kahe
antud sirgega), mis viljuvad punktist O, siis on geomeetriliseks kohaks iiks-
ainus tasapind — nurga AOB bisektortasapind.

Geomeetriline koht XXIV. Geomeetriliseks kohaks
punktidele, milledest antud [6ik paistab tdisnurga all, on kera,
mille diameetriks on antud [6ik.

Toestuseks tuleb vaadelda otsitava geomeetrilise koha punkte,
mis asetsevad mingil antud 16iku ldbival tasapinnal. Need punk-
tid moodustavad ringjoone — geomeetrilise koha Va (I, § 24).
Koik need ringjooned asetsevad iihel ja samal keral, sest neil on
tthine diameeter.

Miarkus. Geomeetriline koht punktidele, milledest antud 1oik paistab
antud, tdisnurgast erineva nurga all, moodustub poolringjoonest erineva
kaare pocrlemisel selle kaare otsi iihendava sirge iimber. Vastava pinna vaat-
lemine ulatub vilja elementaargeomeetria raamidest (analiiiitilise geomeetria
meetodid nditavad, et on tegemist neljandat jirku pinnaga).

Kasutades samu votteid, mida rakendasime geomeetriliste koh-
tade XX ja XXIV leidmisel, saame kergesti jirgmised geomeetri-
lised kohad.

Geomeetriline koht XXV. Geomeetriliseks kohaks
punktidele, millede kaugused kahest antud punktist suhtuvad nagu
antud kaks mittevordset [6iku, on kera. (Vrd. I, § 49, geom.
koht VI.)
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Geomeetriline koht XXVI Geomeetriliseks kohaks
punktidele, millede kaugused kahest antud punktist omavad jad-
vat ruutude vahet, 6n tasapind, mis on risti antud punkte ithen-
dava sirgega. (Vrd. 1, § 75, geom. koht VII.) ’

Geomeetriline koht XXVII. Geomeetriliseks kohaks
punktidele, millede kaugused kahest antud punktist omavad jdd-
vat ruutude summat, on (kui ta on olemas ega muutu punktiks)
kera, mille keskpunkt on antud [6igu keskpunktis. (Vrd. I, § 75,
geom. koht VIIL.)

Jiatame 16puks lugeja enda laiendada ruumi juhule geomeetri-
lised kohad IX ja X (I, § 75).

§ 126. Muid geomeetrilisi kohti.

Tasapinna punktide kahe geomeetrilise koha {iheaegne vaatle-
mine magrab ildiselt 16pliku hulga punkte ja moodustab konst-
rukisiooniilesannete lahendamise geomeetriliste kohtade meetodi
(1, § 25). Erinevalt sellest ruumi punktide kahe geomeetrilise
koha iitheaegne vaatlemine viib paljudel juhtudel uuele geomeetri-
lisele kohale.

Mirkus. See tasapinna ja ruumi erinevus seletub dimensioonide
arvuga. Seda on kerge endale selgeks teha, kui kasutada koordinaatide
meetodit.

Punktide geomeetriline koht tasapinnal on ildiselt madratud iithe vor-
randiga, milles on kaks muutujat (sellele lisanduvad monel juhul ihed voi
teised vorratused). Kahest niisugusest vorrandist koosneval siisteemil on
iildiselt 16plik hulk lahendeid.

Ruumis on iga geomeetriline koht, mida vaatlesime paragrahvis 125,
maaratud kolme muutuja vorrandiga. Kahest niisugusest vorrandist koosne-
val siisteemil on iildiseit 1opmatu hulk lahendeid ja ta mdédrab iihe uue geo-
meetrilise koha.

Vaatleme monda tiiiipilist ndidet geomeetriliste kohtade saa-
misest sel viisil. Lugejal on kerge suurendada nende néidete
hulka.

Geomeetriline koht XXVIIL. Geomeetriliseks kohaks
punktidele, mis on antud kolmnurga kolmest tipust vordsetel kau-
gustel, on selle kolmnurga tasapinnaga ristuv sirge, mis labib
kolmnurga iimberringjoone keskpunkti. /

Toepoolest, olgu ABC antud kolmnurk. Kahest antud punktist
A ja B vordsetel kaugustel olevate punktide geomeetriliseks
kohaks on 16iguga AB, jérelikult ka tasapinnaga ABC ristuv tasa-
pind (§ 125, geom. koht XX). Niisamuti on punktidest A ja C
vordsetel kaugustel olevate punktide geomeetriliseks kohaks iiks
teine tasapinnaga ABC ristuv tasapind. Nende kahe tasapinna
loikejoon ongi otsitav geomeetriline koht. Saadud sirge 14bib
kolmnurga ABC iimberringjoone keskpunkti, sest .selle ringjoone
keskpunkt on kolmnurga tippudest vordsetel kaugustel.

Sama geomeetrilise koha vGib saada ka teisiti. Kui mingi punkt
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M on vordsetel kaugustel punktidest A, B ja C, siis ka tema pro-
jektsioon O tasapinnal ABC on vordsetel kaugustel punktidest
A, B ja C, ja iimberpdordult. Jérelikult purkt O on kolmnurga
ABC tmberringjoone keskpunkt ja punktide M geomeetriliseks
kohaks on tasapinnale ABC punktis O piistitatud ristsirge..

Geomeetriline koht XXIX. Geomeetriliscks kohaks
punktidele, millede kaugused antud kolmnurga tippudest on vér-
delised kolme antud loiguga, on (kui ta on olemas ega muutu
punktiks) ringjoon véi sirge.

: Olgu vaja leida geomeetriline koht punktidele M, mis tdidavad
tingimust MA:MB:MC =a:b:c, kus ABC on antud kolmnurk
ja a, b, ¢ on antud Idigud.

Geomeetriliseks kohaks punktidele M, mis tiidavad tingimust
MA : MB = a:b, on kera, kui a # b (§ 125, geom. koht XXV), ja
tasapind, kui a = b (§ 125, geom. koht XX). Tdpselt niisamuti on
tingimust MA : MC = a : ¢ tiitvate punktide geomeetriliseks kohaks
kera voi tasapind. .
 Jérelikult otsitav geomeetriline koht on méiratud kahe kera
Ioikejoonena (kui antud kolme 16igu hulgas ei ole kaht vordset
loiku), kera ja tasapinna Ioikejoonena (kui antud kolme 16igu
hulgas on kaks vordset 16iku) voi kahe tasapinna 16ikejoonena
(kui koik kolm antud 16iku on vordsed; vrd. geom. koht XXVIII).
Siit tulenebki meie viide.

Geomeetriline koht XXX. Geomeetriliseks kohaks punk-
tidele, mis on vordsetel kaugustel antud kolmest iihes punktis
loikuvast tasapinnast, on neli sirget, mis libivad sedasama punkti.

To6epoolest, olgu a, g ja y antud tasapinnad ja O nende loike-
punkt. Tasapindadest « ja g vordsetel kaugustel olevate, punktide
geomeetriline koht koosneb kahest ristuvast tasapinnast 1 ja A
(§ 125, geom. koht XXIb). Tapselt niisamuti tasapindadest o ja y
vordsetel kaugustel olevate punktide geomeetriline koht koosneb
kahest tasapinnast u ja «’. Et iga punkt, mis on vordsetel kau-
gustel koigist kolmest tasapinnast, peab asetsema iihel tasapinda-
dest 1 ja 2’ ning samal ajal iihest tasapindadest x ja u/, siis
tasapindadest a, g ja y vordsetel kaugustel olevate punktide geo-
meetriline koht koosneb neljast sirgest, mida mooda paariti 16iku-
vad tasapinnad A ja u, 1’ ja wu, 2 ja u/, 7 ja w’.' Nende tasapin-
dade hulgas ei ole kaht paralleelset tasapinda, sest nad libivad
koik iiht ja sama punkti O.

Selle geomeetrilise koha vaatlusest tuletub kergesti jargmine
lause. (Vrd. I, § 25, teoreem 60.)

Teoreem 240. Uhes ja samas punktis [6ikuva kolme tasapinna
poolt moodustatud kahetahuliste nurkade Puus bisektortasapinda
labivad kolmekaupa nelja sirget. Kui vaadelda antud tasapindade
poolt moodustatud kaheksast kolmetahulisest nurgast mingit iiht

! Need neli sirget on ilmselt erinevad.
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nirrka, siis mooda iiht neist neljast sirgest loikuvad kolme sees-
mise kahetahulise nurga' bisektortasapinnad, mdoda igaiht kol-
mest dlejddnust aga kahe serva juures olevate vdliste kahetahu-
liste nurkade bisektortasapinnad ja kolmanda serva juures oleva
seesmise kahetahulise nurga bisektortasapind.

Toepoolest, olgu a, f ja y kolm antud tasapinda, mis I6ikuvad
{thes ja samas punktis, 2 ja 4’ tasapindade « ja f poolt moodus-
tatud kahetahuliste nurkade bisektortasapinnad, x ja x analoogi-
lised bisektortasapinnad tasapindade a ja y puhul ja 1opuks » ja
»" analoogilised tasapinnad tasapindade g ja y puhul.

Iga punkt, mis asetseb tasapindade 1 ja u ldikejoonel, on koi-
gist kolmest tasapinnast o, f ja y vordsetel kaugustel ja seetottu
peab asetsema ka iihel tasapindadest » ja ». Analoogiline vaide
kehtib ka tasapindade 2/ ja u, 4 ja u/, ¥ ja u’ 16ikejoonte puhul.
Nii saadaksegi neli sirget.

Kolmetahulise nurga kahe serva juures olevate seesmiste
kahetahuliste nurkade bisekfortasapindade 16ikejoon s asetseb
kolmetahulise nurga sees ja seepirast peab asetsema kolmarida
serva juures oleva seesmise (mitte aga vilise) kahetahulise nurga
bisektortasapinnal. Niisiis, kolme seesmise kahetahulise nurga
bisektortasapinnad lébivad iiht kone all olevast neljast sirgest.
Jarelikult 1abib igaiiht {ilejidnud kolmest sirgest ainult iiks sees-
mine bisektortasapind ja kaks vilist bisektortasapinda.

Me vaatlesime kolmest iiht ja sama punkti ldbivast tasapinnast
vordsetel kaugustel olevate punktide geomeetrilist kohta. Jéitame
lugeja hooleks vaadélda analoogiliselt geomeetrilist kohta punkti-
dele, mis on vordsetel kaugustel kolmest antud tasapinnast, kui neil
tasapindadel on mingi muu vastastikune asend ruumis (§ 100).

Geomeetriline koht XXXI. Geomeetriline koht punkti-

~dele, mis on vordsetel kaugustel kolmest antud sirgest, mis ldbi-

vad iiht ja sama punkti ega asetse iihel ja samal tasapinnal,
koosneb neljast sirgest.

Selle geomeetrilise koha tuletamine on tdiesti analoogiline
geomeetrilise koha XXX tuletamisega, ainult geomeetrilise koha
XXIb asemel tuleb kasutada geomeetrilist kohta XXIIb.

Jiatame lugeja hooleks tuletada selle geomeetrilise koha vaat-
lusest jdargmine, teoreemiga 240 tédiesti analoogiline teoreem.

Teoreem 241. Uhes ja samas punktis loikuva kolme tasapinna
loikejoonte poolt moodustatud tasanurkade kuus bisektortasa-
pinda libivad kolmekaupa nelja sirget. Kui vaadelda antud tasa-
pindade poolt moodustatud kaheksast kolmetahulisest nurgast min-
git (ht nurka, siis mééda iht neist neljast sirgest [dikuvad tema
kolme tasanurga bisektortasapinnad, mdééda igaiiht kolmest ile-
jadnust aga antud kolmetahulise nurga kahe lasanurga korou-
nurkade bisektortasapinnad ja tema kolmanda tasanurga bisekior-
tasapind. 2

Lugeja kahtlemata mérkab seda analoogiat, mis on olemas
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dihelt poolt teoreemide 240 ja 241 ning teiselt poolt teoreemide
vahel kolmnurga nurgapoolitajate l6ikumisest (I, teoreem 60) ja
kolmnurga kiilgede keskristsirgete loikumisest (I, teoreem 57,
jareldus 1). Ka teoreemid kolmnurga mediaanide loikumisest ja
korguste 16ikumisest (I, teoreemid 69 ja 70) on iile kantavad
kolmetahulisele nurgale, ja nimelt jargmiselt.

Teoreem 242. Kolm tasapinda, milledest jgaiiks libib kolme-
tahulise nurga iht serva ja selle vastas asetseva tasanurga poo-
litajat, ldbivad iht ja sama sirget.

: Toestus. Antud kolmetahulise nur-
ga S servadel margime vordsed loigud
SA = 8B = SC (joonis 52) ja tahistame
tdhtedega D, E ja F punktid, kus tasa-
nurkade BSC, CSA ja ASB poolitajad 16i-
£ kuvad kolmnurga ABC kiilgedega. Peame
: toestama, et tasapinnad ASD, BSE ja CSF
ldbivad iiht ja sama sirget.
=———r Et kolmnurk BSC on vordhaarne, siis
e BD = DC, ja analoogiliselt CE = EA,
el AF = FB.  Loigund=--AD, BE ja CF on
I kolmnurga ABC mediaanideks ja see-
! tottu ldbivad {iht ja sama punkti G. Jire-
likult kolm tasapinda ASD, BSE ja CSF
labivad sirget SG.

Jareldus. Kuus tasapinda, milledest
igaiiks ldbib iht antud kolmest sirgest,
mis loikuvad dhes punktis, kuid ei asetse
ithel ja samal tasapinnal, ja teise kahe

Joonis 52. - antud sirge poolt moodustatud kahe tipp-
nurga poolitajat, ldbivad kolmekaupa nelja
sirget. :

Teoreem 243. Kolm tasapinda, milledest igaiiks labib kolme-
tahulise nurga dht serva ja on risti selle vastas asetseva tahu
* tasapinnaga, libivad iht ja sama sirget.!

Toestus. Olgu SABC antud kolmetahuline nurk (joonis 53).
Tahistame siimboliga SE sirget, mida mooda tasapind ASC 16i-
kab temaga ristuvat ja serva SB labivat tasapinda, ja analoogili-
selt siimboliga SF sirget, mida mooda tasapind ASB loikab temaga
ristuvat ja serva SC ldbivat tasapinda. Teoreem on toestatud, kui
saame ndidata, et tasapind ASD, mis ldbib serva SA ja tasa-
pindade BSE ja CSF loikejoont SH, on risti tasapinnaga BSC.

Votame serval SA vabalt punkti A ja paneme sellest 1dbi tasa-

pinna, mis on risti SA-ga. Selle tasapinna ldikepunkte sirgetega
SB ja SC tahistame tahtedega B ja C; juhtu, kus serv SB voi

e NG 3

/

-1 Teoreemei paku huvi (kuigi formaalselt siilitab oma sisu), kui kolme-

tahulise nurga kaks kahetahulist nurka ja jarelikult ka kaks tasanurka on
taisnurgad.
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serv SC on risti SA-ga, saab viltida, valides tdhised nii, et nur-
gad ASB ja ASC oleksid taisnurgast erinevad. Lopuks téhistame
tihtedega D, E, F ja H punktid, kus sirged SD, SE, SF ja SH
Ioikuvad tasapinnaga ABC. Et tasapind ASC 14bib tasapinnaga
ABC ristuvat sirget SA, siis ta on risti tasapinnaga ABC. Sirge
BE kui tasapinnaga ASC ristuvate tasapindade ABC ja BSE
16ikejoon on samuti risti tasapinnaga ASC. Jarelikult sirge BE on
risti sirgega AC, s. t. ta on kolmnurga ABC korguseks. Analoogi-
liselt toestame, et sirge CF on sama kolmnurga korguseks.

[

Joonis 53.

Kolmnurga ABC kahe korguse BE ja CF 16ikepunkti A ldbiv
sirge AD on kolmnurga ABC kolmandaks korguseks. Teisiti Gel-
des, sirge AD on risti sirgega BC.

Et kaldsirge SD projektsioon AD tasapinnal ABC on risti
BC-ga, siis kaldsirge SD ise on ka risti BC-ga. Tasapind ASD on
risti BC-ga (sest kaks sellel tasapinnal asetsevat sirget on risti
BC-ga) ja jarelikult ka BC-d libiva tasapinnaga BSC. Teoreem
on toestatud. * .

Sirgeid, mida kolmekaupa libivad teoreemides 240, 241, 242
{a 943 vaadeldud tasapinnad, nimetatakse monikord kolmetahu-
ise nurga tidhtsamateks sirgeteks.

§ 127. Tetraeedri iimber kujundatud kera, sisse kujundatud
kera ja kiilge kujundatud kera.

Teatavasti kera nimetatakse hulktahuka timber kujun-

datud keraks ja hulktahukat kera sisse kujundatud hulk- -
tahukaks, kui hulktahuka koik tipud asetsevad keral.
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Kera nimetajakse hulktahuka sisse kujundatud keraks
(laiemas tdhenduses) ja hulktahukat kera iimber k ujunda-
tu d hulktahukaks, kui hulktahuka iga tahu tasapind puutub kera.
Sagedamini, muide, nimetatakse kera hulktahuka sisse k ujun-
datud keraks ja hulktahukat kera {imber kujundatud
hulktahukaks, kui seejuures kera asetseb hulktahuka sees ja kera
ning tahkude tasapindade puutepunktid on vastavate tahkude sees:
kui aga kera asetseb viljaspool hulktahukat, siis nimetatakse teda
hulktahuka kiilge kujundatud keraks. Kiesolevas para-
grahvis peame kinni viimasest terminoloogiast.

Kasutades punktide geomeetrilise koha maistet, vaatleme tetra-
eedri fimber kujundatud kera ja samuti ka tetraeedri sisse ja kiilge
kujundatud kerasid. ‘

Alustame jirgmise iilesande lahendamisega.

Konstruktsioon 87. Konstrueerida kera, mis labib antud
nelja mitte iihel tasapinnal asetsevat punkti. =

Sama {ilesannet voib sénastada ka teisiti: konstrueerida antud
tetraeedri imber kujundatud kera. .

Seejuures «kera konstrueerimise» all mdistetakse tema kesk-
punkti ja raadiuse konstrueerimist.

Ulesanne taandub otseselt _jargmiseks: leida punkt, mis on
neljast antud punktist vordsetel kaugustel.

Olgu A, B, C ja D antud punktid, mis ei asetse iihel ja samal tasa-

pinnal. Punktidest A, B ja C vordsetel kaugustel olevate punktide geomeetri-
liseks kohaks on sirge / (§ 126, geomeetriline koht XXVIII). Punktidest 4 ja
D vordsetel kaugustel olevate punktide geomeetriliseks kohaks on tasapind a.
Otsitavaks punktiks on sirge [ ja tasapinna « Ioikepunkt. Sirge ! ei saa olla
paralleelne tasapinnaga o ega asetseda sellel tasapinnal, sest punkt D ei
asetse tasapinnal ABC.

Selle iilesande lahendamise tulemusena saame sdnastada jarg-
mise teoreemi.

.- Teoreem 244. Libi iga nelja punkti, mis ei asetse iihel ja
samal tasapinnal, liheb iiks ja ainult iks kera.

wleisiti Oeldes, iga tetraecedri dmber saab kujundada iihe ia
ainult ihe kera.

Jareldused. 1. Igal tetraeedril kuus tasapinda, milledest iga-
lks on risti ithe servaga ja libib selle serva keskpunkti, ja samuti
neli sirget, milledest igaitks on risti iihe tahu tasapinnaga ja
labib selle tahu imberringjoone keskpunkti, labivad iiht ja sama
punkti — tetraeedri iimber kujundatud kera keskpunkti.

Jareldus tuleneb sellest, et tetraeedri iimber kujunda-
tud kera keskpunkt on vordsetel kaugustel tetraeedri koigist nel-
jast tipust. : :

2. Tarvilik ja piisav tingimus selleks, et pliramiidi iimber
saaks kujundada kera, seisab selles, et tema pohja dmber peab
saama joonestada ringjoont.

. Toepoolest, selle  tingimuse korral piiramiidi tippu ja tema
pohja kolme tippu ldbiv kera 1ibib ka pohja iilejaanud tippe.
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3. Tarvilikud ja piisavad tingimused selleks, el prisma imber
saaks kujundada kera, seisavad selles, et prisma pdhja imber
peab saama joonestada ringjoont ja et prisma peab olema pist-
prisma.

Esimese tingimuse tarvilikkus on ilmne; teise tingimuse tarvi-
likkus tuleneb sellest, et koikidest roopkiilikutest ainult ristkiiliku
fimber saab joonestada ringjoont.

Kui molemad tingimused on tdidetud, ,siis™prisma iihe pohja
kolme jarjestikust tippu A, B ja C ning kiilgserva BB’ otsa B’
labiv kera labib ka kulgservade AA” ja CC’ otsi A’ ja C’ (sest
tahud ABB’A’ ja BCC’B’ on ristkiilikud). Siit jareldub, et sama
kera ldabib ka prisma koiki iilejddnud tippe.

4. Tarvilikud ja piisavad tingimused selleks, et tuvtpuramudt
iimber saaks kujundada kera, seisavad selles, et tema iihe pohja
iimber peab saama joonestada ringjoont ja et tema kilgservad
peavad olema vordsed. .

Toestus on analoogiline jdrelduse 3 toestusega (koikidest tra-
‘petsitest ainult vordhaarse trapetsi timber saab joonestada ring-
joont).

5. Ldbi kahe ringjoone, mis lbikuvad kahes punktis ega asetse
iihel ja samal tasapinnal, ldheb iks ja ainult iks kera.

Toestamiseks tuleb vaadeldud teoreemi rakendada nelja punkti
suhtes, milledest kaks iihtivad ringjoonte 16ikepunktidega, kolmas
ja neljas aga asetsevad vastavalt iihel ja teisel antud ringjoonel.

6. Ldbi kahe ringjoone, mis teineteist puutuvad mingis punktis
ega asetse ithel ja samal tasapinnal, liheb iiks ja ainult iks kera.

Seejuures iitleme, et kaks mitte iihel tasapinnal asetsevat ring-
joont puutuvad teineteist, kui nad puutuvad tht ja sama sirget
ihes ja samas punktis.

Toestamiseks tuleb vaadeldud teoreemi rakendada nelja punkii
suhtes, milledest {iks iihtib kahe ringjoone puutepunktiga, kaks
asetsevad ihel antud ringjoonel ja viimane teisel antud ring-
joonel.

Neid nelja punkti ldbiv kera ldbib. esimest antud ringjoont
(teoreemi 235 jidrelduse 3 pdohjal), sest tal on sellega kolm {ihist
punkti. Jitame lugeja toestada, et sama kera ldbib ka teist antud
ringjoont, sest tal on sellega kaks iihist punkti ja iihine puutuja
{ihes neist punktidest.

Asume tetracedri sisse kujundatud kera ja kiilge kujundatud
kera juurde.

Konstruktsioon 88. Leida punkt, mis on vordsetel kau-
gustel neljast tetraeedrit moodustavast tasapinnast.

Olgu a, #, 7 ja 6 antud tasapinnad ning A, B, C ja D nende poolt moo-
dustatud tetraeedri tipud (vrd. joon. 17), kusluures tipp A asetseb tahu «
vastas jne. Tasapindadest f, y ja 6 vordsetel kaugustel olevate punktide geo-
meetriline koht koosneb neljast sirgest, mis lidbivad tippu A (§ 126, geomeet-
riline koht XXX). Tahistame tdhega s selle neist sirgetest, mida mooda 16i-
kuvad kolmetahulise nurga ABCD seesmiste kahetahuliste nurkade ~bisektor-
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tasapinnad, ja tdhtedega sy, S5, $3 kolm iilejddnud sirget. Tasapindadest « ja
p vordsetel kaugustel olevate punktide geomeetriline koht koosneb kahest
tasapinnast, mis loikuvad modda serva CD (§ 125, geomeetriline koht XXIb).
Téhistame tdhega o neist tasapindadest selle, mis poolitab tetraeedri
serva CD juures oleva seesmise kahetahulise nurga, ja tdhega ¢’ selle, mis
poolitab sama serva juures oleva vilise kahetahulise nurga. Otsitavateks
punktideks on punktid, kus mingi sirge sirgete s, sy, S, ja s3 hulgast 16ikab
tasapinda o voi ¢’. Suurim moeldav lahendite arv on seetottu 8.

Sirge s loikab alati tasapinda ¢ punktis /
(joonis 54), mis asetseb tetraeedri ABCD
sees (selle ilmse tosiasja toestamisel me ei
peatu).

Saab toestada, et igas tetraeedris 10i-
kab sirge s ka tasapinda o’. Vastav loike-
punkt /i1 asetseb tetraeedri suhtes vilises
piirkonnas, mis kiilgneb tahuga BCD
(vt. joon. 18, b). Analoogiliselt on alati
olemas veel kolm Ioikepunkti /75, I3 ja
I,, mis asetsevad véljaspool tetraeedrit,
tema iilejddnud kolme tahuga kiilgnevates
piirkondades.

Lopuks, detailsem uurimine néitab,

Joonis 54. et kolmest iilejddnud loikepunktist voib
olemas olla nii koik kolm punkti kui
ka (erijuhtudel) ainult kaks, i{iks voi

isegi mitte iihtegi. Nii on see neil juhtudel, kui moned sirgetest s;, s, ja

s3 on paralleelsed iihega tasapindadest ¢ ja ¢’. Need Ioikepunktid — me

tahistame neid siimbolitega I/, I” ja I”” — asetsevad niisamuti véljaspool

tetraeedrit, kuid juba tema servadega kiilgnevates piirkondades (vt. joon. 18, d)
Niisiis saab iilesandel olla 5 kuni 8 lahendit.

Selle tilesande lahendusest tuletub kergesti jargmine lause.

Teoreem 245. Tetraeedri seesmiste ja vdliste kahetahuliste nur-
kade Fkaksteist bisektortasapinda [6ikuvad kolmekaupa méida
kuutteist sirget (nii et igaiihel neist 12 tasapinnast asetseb 4 nii-
sugust sirget). Needsamad kaksteist tasapinda ldbivad kuuekaupa
dldiselt kaheksat punkti; iksikutel juhtudel v6ib nende punktide
arv olla ka 7, 6 voi 5.

Toepoolest, igaiiht tetraeedri neljast tipust ldbib neli sirget,
mis on analoogilised konstruktsiooni 88 vaatlemisel kone all
olnud sirgetega s, s1, s, ja s; nii et {ildse saame kuusteist nii-
sugust sirget.

Igaiiks kaheksast sealnimetatud punktist 7, Iy, ..., I’” on vord-
setel kaugustel koigist neljast tasapinnast o, 8, y ja & ja asetseb
seetottu {ihel kahest bisektortasapinnast, mis ldbivad tetraeedri iga
serva. Nii asetseb punkt / kdigi kuue serva juures olevate sees-
miste kahetahuliste nurkade bisektortasapindadel; punkt /; asetseb
servade AB, AC ja AD juures olevate seesmiste kahetahuliste nur-
kade bisektortasapindadel ja servade BC, CD ja DB juures ole-
vate viliste kahetahuliste nurkade bisektortasapindadel jne.

Konstruktsioon 88a. Konstrueerida kera, mis puutub
nelja, tetraeedrit moodustavat tasapinda.
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Et otsitavate kerade keskpunktideks saavad olla punktid, mis on' vord-
setel kaugustel neljast antud tasapinnast, siis see iilesanne oluliselt ei erine
eelnevast ja tal on samuti 5 kuni 8 lahendit.

Uks saadud keradest (keskpunktiga punktis /) on tetraeedri
sisse kujundatud kera, iilejddanud aga kiilge kujun-
datud kerad. Kiilge kujundatud kera saab puutuda iiht tahku ja
{ilejaanud kolme tahu laiendusi voi koigi nelja tahu laiendusi.

Niisiis, igal telraeedril on iiks sisse kujundatud kera ja ildiselt
seitse kiilge kujundatud kera; erijuhtudel voib kiilge kujundatud
kerade arv olla 7, 6, 5 voi 4.

Jatame lugeja vaadelda konstruktsioonid 88 ja 88a juhtudel,
kui neljal tasapinnal on mingi muu vastastikune asend.

§ 128. Koonus ja silinder kui geomeetrilised kohad.
Lugeja kahllemata tunneb koolikursusest (pdor-)koonuse ja
silindri moistet. Nende moistete koige loomulikumateks definit-
sioonideks elementaargeomeetria raamides on jargmised.
Geomeetriline koht XXXII. Geomeetrilist kohta sirge-
tele, mis labivad antud sirgel s asetsevat antud punkti O ja moo-
dustavad antud sirgega nurgad, mis on vordsed antud nurgaga,
nimetatakse kooniliseks péoérpinnaks ehk poorkoonuseks.

Meie juhtudel, kus ei vaadelda mingeid muid koonuseid, nime-
tatakse poorkoonust lihtsalt koonuseks. Selles tahenduses
leiabki termin «koonus» kasutamist kdesolevas raamatus. !

Punkti O nimetatakse koonuse tipuks ja sirget s tema tel-
jeks; sirgeid, milledest koosneb vaadeldav geomeetriline koht,
nimetatakse moodustajateks.

Kui antud nurk on tdisnurk, siis koonus muutub tasapinnaks.
Kogu jiargnevas eeldatakse, et see nurk on tédisnurgast erinev.

Geomeetriline koht XXXIIl. Geomeetrilist kohta sir-
getele, mis on paralleelsed antud sirgega s ja asetsevad sellest
antud l6iguga véorduval kaugusel, nimetatakse silindriliseks pGor-
pinnaks ehk péérsilindriks.

Poorsilindrit saab ilmselt defineerida ka kui antud sirgest s
antud 16iguga vorduval kaugusel asetsevate punktide geomeetrilist
kohta.

Juhtudel, kus ei vaadelda mingeid muid silindreid, nimetatakse
poorsilindrit lihtsalt silindriks. Selles tdhenduses leiabki ter-
min «silinder» kasutamist kdesolevas raamatus. ?

1 Kooli elementaargeomeetria opikuis moistetakse koonuse all harilikult
teatud keha, analiiiitilise geomeetria ja projektiivse geomeetria kursustes aga
rakendatakse terminit «koonus» koonilise pinna siinoniiiimina. Ka kéesolevas
raamatus loeme otstarbekohaseks seda viimast terminoloogiat.

Sama mirkus kidib ka termini «silinder» kohta.

2 Vt. eelmist viidet.
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Sirget s, millest koneldakse silindri definitsioonis, nimetatakse
silindri teljeks ja sirgeid, milledest koosneb vaadelday geo-
meetriline koht, tema moodustajateks.

.Mirkus. Koonilise pinna ja silindrilise pinna mbiste iildine, tdiesti
range definitsioon ulatub vélja elementaargeomeetria raamidest, samuti nagu
koverjoone ja pinna iildised definitsioonid.

Koonuse lihtsamad omadused véljenduvad jargmise teoreemina.

Teoreem 246. Koonuse fteljega ristuv tasapind, mis ei libi
tema tippu, loikab koonust modda ringjoont.

Koonuse tippu ldbival tasapinnal
on koonusega kaks iihist moodus-
tajat voi ks iihine moodustaja v0i
tal ei ole sellega muid ihiseid
punkte peale tipu.

Toestus. Olgu O koonuse tipp,
s tema telg, ¢ mingi tasapind, mis
on risti teljega ega 14bi tippu, H
koonuse telje s ja tasapinna o 10ike-
punkt-ning ¢ nurk koonuse telje ja
moodustaja vahel (joonis 55).

- Vaatleme mingit tasapinda «, mis
1abib koonuse telge. On ilmne, et
sellel tasapinnal asetsevad kaks sir-
get, mis ldbivad punkti-O ja moo-
s dustavad sirgega s nurga ¢. Need
% sirged @’ ja a” on koonuse mco-
dustajad. Et tasapindade « ja o loike-
joon a on risti sirgega s ja nurk ¢
on tdisnurgast erinev, siis sirged o’
ja a” loikavad sirget a kahes punktis A’ ja  A”, mis on vordsetel
kaugustel punktist H. Need kaks punkti kuuluvad koonusele.

Iga punkt M ringjoonel I, mis asetseb tasapinnal ¢ ja mille
keskpunktiks on punkt A ning raadiuseks 16ik HA’” = HA”, kuulub
koonusele. Toepoolest, tédisnurksete kolmnurkade OA’H ja OMH
vordsuse tottu on nurgad HOA’ ja HOM vordsed. On kerge niha,
et muid tihiseid punkte tasapinnal ¢ ja koonusel ei ole.

Teoreemi esimene osa on toestatud. Asume tema teise osa
juurde.

Olgu g, mingi tasapind, mis ldbib koonuse tippu ega ole risti
tema teljega, ja b tema 16ikejoon tasapinnaga o.

Kui sitge b loikab ringjoont I' kahes punktis B’ ja B”, siis
tasapinnal g on koonusega kaks iithist moodustajat OB’ ja OB”
(joonis 56). Kui sirge b puutub ringjoont I mingis punktis 7, siis
tasapinnal g on koonusega iiks iihine moodustaja OT (joonis 57).

Lopuks, kui sirgel b ei ole iihiseid punkte ringjoonega I, siis
ka tasapinnal g ei ole koonusega ithiseid punkte peale tipu. Sama
leiab aset ka sel juhul, kui tasapind g on risti. koonuse teljega ja
jarelikult ei 16ika tasapinda .

Joonis 55.
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Jareldus. Moodustajast erineval sirgel on koonusega kas
kaks iihist punkti voi iks ihine punkt voi tal ei ole sellega ihtki
ithist punkti.

Toestuseks tuleb vaadelda antud sirget ja koonuse tippu labiva
tasapinna ning koonuse iihiseid punkte (kui antud sirge labib koo-
nuse tippu, siis antud sirget ldbiva mistahes tasapinna ja koonuse
ithiseid punkte).

Joonis 56. Joonis 57.

Tasapinda, millel on koonusega ainult iiks iihine moodustaja,
nimetatakse koonust puutuvaks tasapinnaks. Selle moo-
dustaja iga punkti nimetatakse puutuva tasapinna puute-
punktiks.

Sirget, millel on koonusega ainult {iks {ihine punkt, mis on
erinev tema tipust, nimetatakse koonuse puutujaks.

Teoreemi 246 toestus juhatab kitte tee jdrgmiste iilesannete
lahendamiseks. :

Konstruktsioon 89. Konstrueerida ringjoon, mida moéda
antud koonus 16ikub antud tasapinnaga, mis on risti koonuse
teljega.

Konstruktsioon 90. Konstrueerida antud koonuse moo-
dustajad, mis asetsevad tema tippu ldbival antud tasapinnal.

Konstruktsioon 91. Konstrueerida antud koonuse ja
antud sirge loikepunktid.

Mirgime, et koonus loetakse antuks, kui on antud tema tipp,
telg ja telje nihg moodustaja vaheline nurk.

Asume silindri lihtsamate omaduste vaatlemisele.

Teoreem 247. Silindri teljega ristuv tasapind [0ikab silindrit
méoda ringjoont.

Silindri teljega paralleelsel tasapinnal ja telge. libival tasa-
pinnal on silindriga kas kaks ihist moodustajat voi dks ihine
moodustaja voi tal ei ole sellega ihiseid punkte. :
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" Toestus. Teoreemi esimene osa tuleneb vahetult silindri kui
antud sirgest vordsetel kaugustel olevate punktide geomeetrilise
koha definitsioonist. Jddb toestada tema teine osa.

Olgu ¢ mingi tasapind, miis on risti silindri teljega (joonis 58),
I' ringjoon, mida mooda tasapind ¢ 16ikab silindrit, «- mistahes
tasapind, mis on paralleelne teljega voi ldbib seda, ja g sirge,
mida mooda loikuvad tasapinnad o ja a.

Kui sirgel a ja ringjoonel I on kaks
ihist punkti A’ ja ‘A”, siis tasapinnal e
~——T ja_silindril on kaks iihist moodustajat;

' : nendeks moodustajateks on sirged, mis
ldbivad punkte A’ ja A” ning on paralleel-
S sed silindri teljega. Kui sirge a puutub

i ringjoont I” punktis 7, siis tasapinnal « on
o B silindriga iiks iihine moodustaja, mis 14bib
L—-"@fq a punkti 7 ja on paralleelne teljega. Lopuks,
A r ¢ kui sirgel a ja ringjoonel I” ei ole iihiseid
: - punkte, siis ei ole iihiseid punkte ka tasa-
: pinnal « ja silindril.

' A Jareldus. Moodustajast erineval sir-
O gel on silindriga kas kaks iihist punkti

v0i iks ihine punkt voi tal ei ole sellega

Toonis 58 ithtki iihist punkti.

Toestuseks tuleb vaadelda tasapinda,

mis ldbib antud sirget ja on paralleelne

silindri teljega (kui antud sirge loikab telge, siis antud sirget ja
telge labivat tasapinda).

Tasapinda, millel on silindriga ainult {iks {ithine moodustaja,
nimetatakse silindrit puutuvaks tasapinnaks. Selle moo-
dustaja iga punkti nimetatakse puutuva tasapinna puute-
punktiks.

Sirget, millel on silindriga ainult tks {ihine punkt, nimeta-
takse silindri puutujaks.

Teoreemi 247 toestus juhatab kétte tee jargmiste iilesannete
lahendamiseks.

Konstruktsioon 92. Konstrueerida ringjoon, mida modda
antud silinder 16ikub antud tasapinnaga, mis on risti silindri
teljeoata :

Konstruktsioon 93. Konstrueerida antud silindri moo-
dustajad, mis asetsevad tema teljega paralleelsel antud tasapinnal.

Konstruktsioon 94. Konstrueerida antud silindri ja
antud sirge loikepunktid.

Margime, et silinder loetakse antuks, kui on antud tema telg
- ja telje ning moodustaja vaheline kaugus.

Mirkus. Silindri voi koonuse ja mistahes tasapinna loikumise vaatle-
mine ulatub vélja kédesoleva raamatu raamidest. Analiiiitilise geomeetria ja
projektiivse geomeetria kursusest lugeja arvatavasti teab, et koonuse l6iku-
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misel mistahes tasapinnaga voib tekkida ellips, hiiperbool voi parabool ja
silindri 16ikumisel mistahes tasapinnaga tekib ellips.

Ellipsi, hiiperbooli ja parabooli omadusi saab uurida ka ilma analiiitilise
voi projgktiivse geomeetria abita, kasutades ainult elementaargeomeetria
meetodeid.!

Vaatleme niiiid koonust puutuva tasapinna ja silindrit puutuva
tasapinna pohiomadust, mis meenutab ringjoone puutuja ja kera
puutuva tasapinna omadusi.

Teoreem 248. Koonuse véi silindri moodustajat ldbiv tasapind,
mis on risti tasapinnaga, millel asetseb see moodustaja ja koonuse
v6i silindri telg, on koonust vdi silindrit’ puutuv tasapind.

Umberpodrdult: koonust véi silindrit moééda mingit moodustajat |
puutuv tasapind on risti tasapinnaga, mis ldbib seda moodustajat
ja telge.

Toestus. Olgu O ja s koonuse tipp ja telg, ¢ mingi tasa-
pind, mis on risti teljega s ega ldbi tippu O, H ja T punktid, kus
tasapind o 16ikub teljega s ja koonuse iihe moodustajaga, f tasa-
pind, mis ldbib moodustajat OT ja on risti tasapinnaga OHT
(vt. joon. B7).

Peame toestama, et tasapinnal g ja koonusel on ainult {iks
ithine moodustaja OT. :

Tahistame tdhtedega I' ja b ringjoone ja sirge, mida modda
tasapind ¢ 16ikab antud koonust ja tasapinda g.

Sirge b on risti tasapinnaga OHT kui tasapinnaga OHT ristu-
vate tasapindade o ja # 1oikejoon. Jérelikult sirge b on risti ka
sirgega HT ja seetdttu puutub ringjoont I'. Asjaolust, et sirgel b
on ringjoonega I" ainult {iks {thine punkt, jareldub, et ka tasapin-
nal g on koonusega ainult iiks iihine moodustaja OT.

Umberpoordult, kui tasapinnal g on koonusega ainult fiks iihine
moodustaja OT, siis sirge b puutub ringjoont I' ja jérelikult on
risti sirgega HT. Sirge b, olles risti koonuse teljega s ja sir-
gega HT, on risti ka tasapinnaga OHT. Jarelikult ka sirget b l&biv
tasapind # on risti sama tasapinnaga OHT. Koonuse juhul on teo-
reem toestatud.

Analoogilisel viisil saab teoreemi téestada ka . silindri juhul.

Jireldused. 1. Koonusel on tema igas punktis, mis erineb
tipust, iks ja ainult iks puutuv tasapind.

9. Silindril on tema igas punktis iiks ja ainult iks puutuv
tasapind.

Niiiid on voimalik véita jargmist.

Geomeetriline koht XXXIV. Geomeetriliseks kohaks
koonuse koigile puutujatele, mis puutuvad teda iihes ja samas,
tipust erinevas punktis, on koonust selles punktis puutuv tasapind.

Geomeetriline koht XXXV. Geomeetriliseks kohaks
silindri koigile puutujatele, mis puutuvad teda dhes ja samas
punktis, on silindrit selles punktis puutuv tasapind.

ST

t Vt. Izvolski [13] ja Hadamard [1], 2. osa.




Et neid viiteid esitada nii lihtsal kujul, ilma iihegi kitsendu-
seta, peame ka koonuse vo6i silindri mingit punkti ldbiva moodus-
taja lugema koonust voi silindrit selles punktis puutuvate sirgete
hulka. .

Koonuse ja silindri vaadeldud omadused voimaldavad lahen-
dada jargmisi iilesandeid. g

Konstruktsioon 95. Konstrueerida antud koonust puu-
tuv tasapind, mis lébib antud punkti.

Kui antud punkt/asetseb koonusel, tuleneb lahendusviis teoreemist 248.

Uldisel juhul saab iilesannet lahendada jargmisel viisil. L&bi antud punkti
paneme tasapinna o, mis on risti koonuse teljega, ja konstrueerime ring-
joone I', mida mooda tasapind o 16ikab koonust. Labi antud punkti tombame
puutujad ringjoonele I'. Tasapinnad, mis ldbivad iiht neist puutujatest ja koo-
nuse tippu, ongi otsitavad puutuvad tasapinnad.

Konstruktsiooni tuleb oluliselt muuta, kui tasapind ¢ 14bib koonuse tippu.
Jitame selle juhu vaatlemise lugeja hooleks.

Ulesandel on kas kaks lahendit voi iiks lahend (kui antud punkt asetseb
koonusel) voi tal ei ole iihtki lahendit. Ulesanne muutub médramatuks, kui
antud punkt ithtib koonuse tipuga.

Konstruktsioon 96. Konstrueerida antud silindrit puu-

tuv tasapind, mis ldbib antud punkti.
Lahendatakse analoogiliselt eelmise iilesandega.

Lopuks jatame lugeja toestada jargmise kahe vdite kehtivuse.

Geomeetriline koht XXXVI. Geomeetriliseks kohaks
antud kera puutujatele, mis ldbivad vdiljaspool kera antud punkti,
on koonus.

Geomeetriline koht XXXVII. Geomeetriliseks kohaks
antud kera puutujatele, mis on paralleelsed antud sirgega, on
silinder. ; P I

Seda koonust ja seda silindrit nimetatakse kera {imber
kujundatud koonuseks ja silindriks.



XV peatiikk
Kujundite vordsus.

§ 129. Kolmetahuliste nurkade vordsuse tunnused.

Kidesoleva raamatu eelmistes peatiikkides konelesime juba ruu-
miliste kujundite vordsusest ja nimelt 16ikude ja nurkade vordsu-
sest, kuid samuti ka kahetahuliste nurkade vordsusest (§ 96 ja
§ 117).

Asume niiiid kolmetahuliste nurkade vordsuse uurimisele. Kaht
kolmetahulist nurka nimetame vordseteks, kui nende kolme-
tahuliste nurkade tasanurgad ja kahetahulised nurgad on vasta-
valt vordsed.!

Kolmetahuliste nurkade vordsust mérgime kirjas nii, et vord-
sete kahetahuliste nurkade servad esineksid selles kirjutises iihe-
sugustel kohtadel. Niisiis, védide «kolmetahulised nurgad SABC
ja S’A’B’C’ on vordsed» viljendab mitte ainult kolmetahuliste nur-
kade vordsuse fakti, vaid nditab ka, et esimese kolmetahulise
nurga serva SA juures olev kahetahuline nurk on vordne teise
nurga serva S’A’ juures oleva kahetahulise nurgaga, et esimese
tasanurk BSC on vordne teise tasanurgaga B’S’C’ jne.

Kui kolmetahulised nurgad SABC ja S’A’B’C’ on vordsed, siis
orienteeritud kolmetahulised nurgad SABC ja S’A’B’C’ voivad olla
kas samaselt orienteeritud voéi vastandlikult orienteeritud. See voi-
maldab jiargmise definitsiooni tarvituselevotmist.

Vordseid kolmetahulisi nurki SABC ja S’A’B’C’ nimetame
parisvordseteks, kui orienteeritud kolmetahulised nurgad
SABC ja S’A’B’C’ on samaselt orienteeritud, ja peegeldus-
vordseteks, kui nad on orienteeritud vastandlikult.?

Peegeldusvordsete kolmetahuliste nurkade nditena voib nime-
tada kaht kolmetahulist tippnurka, kui lugeda vastavateks iga

1 Seejuures eeldatakse, et vordsed kahetahulised nurgad asetsevad vord-
sete tasanurkade vastas.

2 Ei ole voimatu, et kolmetahulised nurgad SABC ja S"A’B’C’ on piris-
vordsed ja samal ajal kolmetahulised nurgad SABC ja S'A’B'C’ (pdorata
tahelepanu tihtede jarjekorrale!) on peegeldusvordsed; vt. viidet Tk. 87.
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kaks serva, mis on teineteise pikendusteks (§ 110; vt. joon. 27).
Toepoolest, vastavad tasanurgad ja kahetahulised nurgad on vord-
sed kui tippnurgad; samal ajal kolmetahulised tippnurgad on siin
vastandlikult orienteeritud.

Midrkus. Termini «vordsed» tarvitamise suhtes iihenduses. ruumiliste
l_gmlllnxiitega ja eriti kolmetahuliste nurkadega ei ole kirjanduses tdielikku
u ust.

Nii nimetatakse vordseteks kolmetahulisteks nurkadeks védga sageli ainult
neid kolmetahulisi nurki, mida {ilalpool nimetasime «périsvordseteks». Nii-
sugune terminoloogia on-seletatav sellega, et ainult périsvordseid kolmetahu-
lisi nurki saab teineteisega iihtivaks teha, kasutades «pidevat nihutamists
(viimase moiste tdpsel defineerimisel me praegu ei peatu). Peegeldusvordseid
kolmetahulisi nurki ei saa «pideva nihutamise» abil iihtivaiks teha nii, et vas-
tavad servad {ihtiksid. Selles on soovitav lugejal veenduda kahe peegeldus-
vordse kolmetahulise nurga mudeli abil, kus kummalgi nurgal on kolm oma-
vahel mittevordset tasanurka. Erinevus nende kahe kolmetahulise nurga vahel
on seejuures samasugune nagu niiteks erinevus ithte paari kuuluvate parema
ja vasaku jala iithesuuruste saabaste vahel.

Analoogiline mérkus kdib ka ruumiliste kujundite vordsuse moiste kohta
ildiselt: vaga sageli nimetatakse «vordseteks» ainult neid kujundeid, mida
allpool nimetame périsvordseteks (§§ 133—134).

Ruumilise kujundi «pideva nihutamise» kiisimuse juurde tuleme veel tagasi
(vt. markust paragrahvis 141).

Kolmetahuliste nurkade vordsusel on ilmselt refleksiivsuse,
siimmeetrilisuse ja transitiivsuse omadused. Seejuures kaks kolme-
tahulist nurka, mis on périsvordsed kolmandaga, ja samuti kaks
kolmetahulist nurka, mis on peegeldusvordsed kolmandaga, on
omavahel pdrisvordsed. Kui iiks antud kahest kolmetahulisest
nurgast on parisvordne kolmandaga, teine aga peegeldusvordne
sellega, siis antud kolmetahulised nurgad on peegeldtisvordsed.

Kolmetahuliste nurkade kohta kehtivad teoreemid, mis on tea-
tava mdadrani analoogilised kolmnurkade vordsuse tunnustega ja
mida nimetatakse kolmetahuliste nurkade vordsuse tunnusteks.
Vaatamata sellele, et vaatleme neid vordsuse tunnuseid teises
jarjekorras kui tasapinnal, sidilitame neile analoogia pohjal kolm-
nurkade vastavate tunnustega nimetused «esimene, teine, ...
tunnus». Sellel pohjusel nimetame néiteks jérjekorras esimesena
vaadeldavat teoreemi «kolmandaks tunnusekss.

Teoreem 249 («kolmetahuliste nurkade vordsuse kolmas tun-
nus»). Kui dhe kolmetahulise nurga kolm tasanurka on vastavalt
vordsed teise kolmetahulise nurga kolme tasanurgaga, siis need
kolmetahulised nurgad on vordsed.

Toestius. Olgu kahe kolmetahulise nurga SABC ja S’A’B’C’
puhul kehtivad vordused £ ASB = £ A’S’B’, £ ASC = £ A’S'C’,
Z BSC = £ B’S’C’. Toestame kahetahuliste nurkade vordsuse
B SAL Gt Ble STAB G

Selleks mérgime molema kolmetahulise nurga servadel vordsed
loigud $A° = 8B = SC = §'A” = §’B’ = 8’C’ (joonis 59) !. Saame

t Joonisel 59 ja veel monel jargnevatest joonistest on kujutatud ainult
iiks kahest vordsest kolmetahulisest nurgast; lugeja kujutleb kergesti ka teist,
temaga vordset nurka.
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kolm paari vordseid vordhaarseid kolmnurki: ASB ja A’S’B’, ASC
ja A’S’C’, BSC ja B'S’C’. Siit saame vordused £ SAB = £ S'A'B/,
L SAC = £ S'TAC+AB = A'B’, AC =A'CS ja BC = B'Ci it el
kolmnurgad ABC ja A’B’C’ on samuti vordsed ja seega £ BAC =
e A RANCY,

Et nurgad SAB, SAC, S’A’B’ ja S’A’C’ on
teravnurgad, siis 1oikudel SA ja S’A’ saab
valida niisugused punktid E ja E’, et 1oigud
AE ja A’E’ on vordsed ja et servale SA
punktis £ tommatud ristloigud, mis asetse-
vad tahkudel ASB ja ASC, loikavad loike
AB ja AC endid (aga mitte nende piken-
dusi) mingeis punktides F ja G, ning et ser-
vale S’A’ punktis E’ tommatud analoogilised
ristldigud 16ikavad loike A’B’ ja A’C’ endid
mingeis punktides F’ ja G’. Lugeja toestab
raskusteta, et selleks tuleb punktid E ja £
votta punktidele A ja A’ «kiillalt ldhedal», ja
fikseerib selle véljendi tépse tédhenduse.
Taisnurksed kolmnurgad AEF ja A’E’F’ osu-
tuvad vordseteks (AE = A’E’, Z EAF = Joonis 59.
= LE’A’F’), millest jéreldub, et AF = A'F’
ja EF = E'F’. Analoogiliselt jéreldub tais-
nurksete kolmnurkade AEG ja A’E’G’ vordsusest, et AG = A’G’ ja
BGi—eEGE

Vaatleme 16puks veel kaht paari vordseid kolmnurki. Kolmnur-
gad AFG ja A’F’G’ on vordsed (AF = A’F/, AG = A’G’, £ FAG =
= /£ F'A’G’), nii et FG = F'G’. Jirelikult ka kolmnurgad EFG ja
E’'F’G’ on vordsed (kolme kiilje pohjal), millest £ FEG =
= / F'E’'G’. Servade SA ja S’A’ juures olevad kahetahulised nur-
gad on vordsed, sest neil on vordsed joonnurgad FEG ja F'E'G.

Analoogiliselt toestatakse ka iilejddnud kahetahuliste nurkade
vordsus.

Jiareldus. Kui kolmetahulise nurga kaks tasanurka on vord-
sed, siis on vordsed ka kahetahulised nurgad, mis asetsevad nende
vordsete tasanurkade vastas.!

Toepoolest, kui kolmetahulisel nurgal SABC on vordsed tasa-
nurgad ASB ja ASC, siis kolmetahulise nurga SABC ja temaga
iihtiva kolmetahulise nurga SACB suhtes on rakendatav &sjatoes-
tatud teoreem.

Kolmetahulist nurka, millel on kaks vordset tasanurka, nime-
tatakse monikord vordhaarseks kolmetahuliseks nurgaks.

1 Kasutades seda omadust, on kerge toestada, et kui kolmetahuline nurk
SABC vordsete tasanurkadega ASB ja ASC on pirisvordne kolmetahulise
nurgaga S'A’B’C’, siis ta on peegeldusvordne kolmetahulise nurgaga SIAC"B-
(poorata tihelepanu tihtede jérjekorralel); vt. viidet 2 lk. 85
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Teoreem 250 («kolmetahuliste nurkade vordsuse esimene tun-
nus»). Kui iihe kolmetahulise nurga kaks tasanurka on vastavalt
vordsed teise nurga kahe tasanurgaga ja nende tasanurkade vahe-
lised kahetahulised nurgad neis kolmetahulistes nurkades on vord-
sed, siis need kolmetahulised nurgad on vordsed.

Toestus. Olgu kahe kolmetahulise nurga SABC ja S’A’B’C’
puhul kehtivad vordused £ ASB = £ A’S’B’, £ ASC = £ A’S'C’
ja £LB-SA-C= £ B'-S’A’-C’. Kui toestame, et tasanurgad
BSC ja B’S’C’ on vordsed, siis kolmetahuliste nurkade vérdsus
jareldub teoreemist 249.

Nende tasanurkade vordsuse tdestamiseks toimime analoogi-
liselt teoreemi 249 toestamisega.

Mdlema kolmetahulise nurga servadel mirgime jélle vordsed
16igud SA = SB = SC = S’A’ = S8’B’ = S'C’ (joonis 59). Saame
kaks paari vordseid vordhaarseid kolmnurki ASB ja A’S’B’/, ASC
ja A'SC/, ‘milledes: £ SAB = / S'A’'B’,  / SAC = £ S'4A’C’,
AB = A'B’ ja AC =A'C..

Edasi votame servadel SA ja S’A’ punktid E ja E’ ning konst-
rueerime punktid F, F/, G ja G’ samuti, nagu seda tegime iilal-
pool. Saame jille, et AF = A’F/, EF = E'F/, AG = A'G’' ja
BG - G

Lopuks tuleb jérjestikku vaadelda nelja paari vordseid kolm-
nurki, nimelt kolmnurki EFG ja E’F'G’ (EF = E'F’, EG = E'G’,
Z FEG = £ F'E'G’ kui vordsete kahetahuliste nurkade joonnur-
gad), millede vordsusest jareldub, et FG = F’G’, edasi kolmnurki
AFG ja A’F'G’ (mis on vordsed kolme kiilje pdhjal), millede vord-
susest jdreldub, et £ FAG = £ F’A’G’, siis kolmnurki ABC ja
A'B'C" (AB = A'B’, AC = A’C", £ BAC = £/ B’A’C’), millede
vordsusest jéreldub, et BC = B’C’, ja 1opuks kolmnurki BSC ja
B’S’C” (mis on vordsed kolme kiilje pohjal), millede vordsusest
jareldubki. et & BSC = o~ B/S'C’. i

Kolmetahuliste nurkade vordsuse jirgnevate tunnuste, eriti
«teise tunnuse» toOestamiseks vajame iiht uut maistet.

Votame antud kolmetahulise nurga SABC (joonis 60) sees
vabalt punkti S, ja tombame sellest kolmetahulise nurga tahkude
tasapindadele BSC, CSA ja ASB vastavalt ristloigud S;4,, S,B,
ja SIC1.

Tasapinnad B;S,C;, C:S:4; ja A,S,B; on vastavalt risti sirge-
tega SA, SB ja SC ning 16ikavad neid teatud punktides A, B ja C.
Punkti S, saab alati votta nii, et punktid A4,, B, ja C, asetseksid

antud kolmetahulise nurga tahkudel endil (aga mitte nende laien-
dustel)!.

! Saab niiteks toestada, et selle omadusega on iga punkt Si, mis aset-
seb antud kolmetahulise nurga sees sellel sirgel s, mida mooda 1oikuvad tema
seesmiste kahetahuliste nurkade bisektortasapinnad (vt. teoreemi 240 toestust).
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Punktid A, B ja C vdivad asetseda nii antud kolmetahulise
nurga servadel endil kui ka nende pikendustel iile tipu.

Vahekord kolmetahuliste nurkade SABC ja S:4,B,C, vahel on
vastastikune: iga serv iihel neist on risti teise vastava tahuga;
iga kahetahulise nurga joonnurk iihel neist tdiendab teise vasta-
vat tasanurka kahe taisnurgani. 24

Ao

Joonis 60. Joonis 61.

Toepoolest, £ B{ACy + £ B1S,C, = 2d, sest LABS; =
= / AC,S, = d. Edasi, £ BA,C + £ BSC = 2d, sest £ A\BS =
= £/ A,CS = d nii sel juhul, kui molemad punktid B ja C asetse-
vad antud kolmetahulise nurga servadel endil (joonis 60), kui ka
sel juhul, kui {iks neist asetseb serva pikendusel iile tipu {joo-
nis 61). Kerge on naha, et mélemad punktid B ja C korraga ei
saa olla servade pikendustel. Analoogiline on olukord ka teiste
nurkadega.

Niisiis, konstrueeritud kolmetahulised nurgad SABC ja S;4:B,C,
on jargmiste omadustega.

Kummagi kolmetahulise nurga iga serv on risti teise kolme-
tahulise nurga iihe tahuga; kummagi kolmetahulise nurga iga
kahetahulise nurga joonnurk tdiendab teise iiht tasanurka kahe
tdisnurgani.

On muidugi olemas mitte ainult {iks kolmetahuline nurk, mil-
lel on antud kolmetahulise nurga SABC suhtes need kaks oma-
dust; need omadused on igal kolmetahulisel nurgal, mis on vordne
iilalpool konstrueeritud kolmetahulise nurgaga S,A,B,C; ja mille
servad on paralleelsed viimase servadega.

Ulalsonastatud omadustega on muude hulgas ka kolmetahuline
nurk SA¢BoCy (joonis 60), mis on vordne nurgaga S;4:B,C; ja
mis antud kolmetahulisest nurgast on saadud jdrgmisel viisil: serv
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SA, on risti antud kolmetahulise nurga tahuga BSC ja asetseb
selle tahu tasapinnast samal pool, kus antud kolmetahulise nurga
serv SA; analoogiliselt on maaratud servad SB, ja SC.
Seejuures, {imberpoordult, ka algul antud kolmetahulise nurga
SABC saab nurgast SA,BoC, selsamal viisil. Toepoolest, et kiir
SAp on risti tasapinnaga BSC ja asetseb kiirega SA sellest tasa-
pinnast {ihel ja samal pool, siis nurk ASA, on teravnurk. Edasi,
et see nurk on teravnurk ja kiir SA on risti tasapinnaga BSoCo,
siis asetsevad kiired SA ja SA, sellest tasapinnast tihel pool. Sama
kehtib ka servade SB ja SB,, samuti servade SC ja SC, kohta.
Kokkuvottes jouame jargmisele teoreemile.

Teoreem 251. Olgu kolmetahulisel nurgal SAB.C, antud
kolmetahulise nurga SABC suhtes jirgmised omadused: serv SAy =
on risti antud kolmetahulise nurga tahuga BSC ja asetseb selle
tahu tasapinnast samal pool, kus serv SA, ja analoogilised
omadused on ka servadel SB, ja SCo. Sel juhul

1) kolmetahulisel nurgal SABC on nurga SA.B,Cy suhtes need-
samad omadused;

2) kummalgi kolmetahulisel nurgal iga kahetahulise nurga
joonnurk tdiendab kahe tdisnurgani teise kolmetahulise nurga iht
tasanurka.

Kumbagi kahest kolmetahulisest nurgast, millest koneldakse
teoreemis 251, nimetatakse teise tdiendusnurgaks (ehk
teise polaarseks nurgaks).

Jareldus. Kui kaks kolmetahulist nurka on vordsed, siis
on vordsed ka nende kolmetahulised tdiendusnurgad.

Kasutades kolmetahuliste tdiendusnurkade moistet, saab kahest
varemtoestatud vordsusetunnusest (teoreemid 249 ja 250) tuletada
kaks uut kolmetahuliste nurkade vordsuse tunnust.

Teoreem 252 («kolmetahuliste nurkade vordsuse teine tun-
nus»). Kui dhe kolmetahulise nurga iiks tasanurk on vordne teise
kolmetahulise nurga ihe tasanurgaga ja nende tasanurkade juu-
res olevad kolmetahuliste nurkade kahetahulised nurgad on vasta-
valt vordsed, siis need kolmetahulised nurgad on vordsed.

Toestus. Olgu kahe kolmetahulise nurga SABC (joonis 60)
ja S’A’B’C’' puhul kehtivad jargmised vordused: £ ASB =
e LS B 2 BESAY G B SIAT AU LA SB G —
= A SRS IGE

Vaatleme kolmetahulist nurka SA¢B¢Co, mis on tdiendusnur-
gaks nurgale SABC ja kolmetahulist nurka S’A’yB’,C’y, mis on
taiendusnurgaks nurgale S’A’B’C’.

Teoreemi 251 pohjal on kolmetahulistel nurkadel SA,BoCy
ja S’A’,B’,C’y antud juhul jargmised omadused: £ Aq-SCy- By =
N A’o . S’C’o' B’o; o4 B()SC[) o B’oslclo; o AoSCo = A’oS'C'o.

Vi viidet lk. 86.
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Jarelikult kolmetahulised nurgad SA,BoCo ja S’A’4B’4C’ on vordsed
esimese tunnuse jargi (teoreem 250).

Nende nurkade vordsusest jdreldub (teoreem 251, jéreldus)
ka nende kolmetahuliste tdiendusnurkade SABC ja S’A’B’C*
vordsus. St

Jargmist vordsusetunnust loeme kuuendaks tunnuseks, sest
temale ei leidu analoogilist tasapinnageomeetrias, kus loetlesime
viis vordsusetunnust (I, teoreemid 12, 13, 15, 18 ja 27). :

Teoreem 253 («kolmetahuliste nurkade vordsuse kuues tun-
nus»). Kui ithe kolmetahulise nurga kolm kahetahulist nurka on
vastavalt vordsed teise kolmetahulise nurga kolme kahetahulise
nurgaga, siis need kolmetahulised nurgad on vordsed.

Toestus. Olgu kolmetahuliste nurkade SABC ja S’A’B’C’
puhul kehtivad jirgmised vordused: £ BaSAC =i BLaSTAN 65
2 ELSBUN I A O STE AT A A SCIB S A SRICY B

Joonis 62.

Konstrueerides jille antud nurkade kolmetahulised taiendus-
nurgad SAyBoCo ja S’A’4B’,C’y, saame (teoreemi 251 jargi) vordu-
sed £ BySCy = Z B’,S'C’,, £ CoSAy = £ ChS'A’ ja £ AsSBe =
= L A'S'B’. Jarelikult kolmetahulised nurgad SAoBoCo ja
S’A’\B’,C’y on vordsed kolmanda tunnuse jargi (teoreem 249).

Nende kolmetahuliste nurkade vordsusest tuleneb (teoreem 251,
jareldus) ka nende kolmetahuliste tadiendusnurkade SABC ja
S’A’B’C’ vordsus. -

Toestatud nelja vordsusetunnust saab teatavas mottes vaadelda
kolmetahuliste nurkade vordsuse pohitunnustena. Toestame niiiid
viimased kaks vordsusetunnust, mis on analoogilised kolmnurkade
vordsuse neljanda ja viienda tunnusega.

Teoreem 254 («kolmetahuliste nurkade vordsuse viies ftun-
nus»). Kui ihe kolmetahulise nurga kaks tasanurka on vastavalt
vordsed teise kolmetahulise nurga kahe tasanurgaga, esimese
kolmetahulise nurga kahetahuline nurk, mis asetseb iihe nimetatud
tasanurga vastas, on vdrdne teise kolmetahulise. nurga vastava
kahetahulise nurgaga ja kolmetahuliste nurkade kahetahulised nur-
gad, mis asetsevad teiste, eelduse jdrgi vordsete tasanurkade vas-
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tas, on molemad teravnurgad v6i molemad nurznurgad siis need
kolmetahulised nurgad on vordsed.

Toestus. Olgu kahe antud kolmetahulise nurga SABC ja
S’A’B’C’ (joonis 62) puhul kehtivad vordused £ ASB = £ A’S’B’,
£LASC = L A'S'C"ja LA-SB.C = £ A’-S'B'.C’ ning vorratu-
sed Z£A-SC-B<d ja LA’.SC'-B'<d voi vorratused .
LA-SC-B>dja £ A-S8C'-B’>d. Kui toestame, et nurgad
BSC ja B’S’C’ on vordsed, siis kolmetahulised nurgad on vordsed
kolmanda vordsusetunnuse jargi (teoreem 249).

Toestame selle vastuvditeliselt. Oletame, et nurk BSC ei vordu
nurgaga B’S’C’ ja olgu, konkreetsuse moéttes, £ BSC < £ B’S’C".
Sel juhul votame nurga B’S’C’ sees kiire S’C” nii, et £ BSC =
= £ B'S'C". Kolmetahulised nurgad SABC ja S’A’B’C” on vord-
sed esimese tunnuse jargi (teoreem 250), millest saame, et
L ASC - Bi=f A-SCT- B ja. L ASC = £ ASICY; | jarelikult
L A'S'C" = £ A’S’C”. Vaordhaarsel kolmetahulisel nurgal S’A’C’C”
kahetahulised nurgad £ A’-S’C’-C” ja £ A’-S’C”.C’ on vord-
sed¥Niisiis saame; et L A-SC-Biti/ ALGSIG, . Bl = £ A% SCY. ..
-B’ + £ A”-SC” . C’' = 2d, mis on vastuolus eeldusega, et nurgad
ZA.SC-Bja £ A”-8C - B’ on molemad teravnurgad voi mole-
mad niirinurgad. Saadud vastuoluga on teoreem toestatud.

Miarkus. «Kolmnurkade vordsuse viiendaks tunnusekss loetakse moni-
kord jargmist lauset, mis on analoogiline teoreemiga 254:

Kui ihe kolmnurga kaks killge on vastavalt vordsed teise kolmnurga
kahe kiljega, esimese kolmnurga nurk, mis asetseb iihe nimetatud kiilje vas-
tas, on vordne teise kolmnurga vastava nurgaga ja kolmnurkade nurgad, mis
asetsevad teiste, eelduse jirgi vordsete kilgede vastas, on molemad terav-
nurgad voi molemad niirinurgad, siis need kolmnurgad on , virdsed. )

Selle lause toestus on taiesti analoogiline {ilaltoodud teoreemi 254 toes-
tusega.

Tasapinnageomeetria teoreem 27 (I, lk. 45) jéareldub kergesti #dsjasonas-
tatud: lausest, sest kolmnurga mingi kahe kiilje hulgast vidiksema vastasnurk
on ikka teravnurk.

Kiisimuse detailsem uurimine naitab, et kolmetahuliste nurkade kohta ei
kehti teoreem, mis on analoogiline' teoreemiga 27 tasapinnageomeetriast.

Teoreem 255 («kolmetahuliste nurkade vordsuse neljas tun-
nus»). Kui ithe kolmetahulise nurga kaks kahetahulist nurka on
vastavalt vordsed teise kolmetahulise nurga kahe kahetahulise
nurgaga, esimese kolmetahulise nurga tasanurk, mis asetseb ihe
nimetatud kahetahulise nurga vastas, on vordne teise kolmetahu-
lise nurga vdstava tasanurgaga ja kolmetahuliste nurkade tasa-
nurgad, mis asetsevad teiste, eelduse jargi vordsete kahelahuliste
nurkade vastas, on mélemad teravnurgad voi molemad nirinurgad,
siis need kolmetahulised nurgad on vordsed.

Toestus. Olgu kolmetahuliste nurkade SABC ja S’A’B’C’
puhul kehtivad vordused Lo ESCN B = AL SICLY B,
LA SB Qi LIALNS'B Ol ja L ASC =« A'S'C sning vorra-
tused £ ASB < d ja £ A’S'B’ < d voi vorratused /£ ASB > d ja
Z A'S'B’ > d.
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Antud nurkade kolmetahulised tdiendusnurgad - SAoBoCy ja
S’A’B’yC’, on teoreemi 251 pohjal vaadeldaval juhul jarg-
miste omadustega: £ ApSBy = £ A%S'B’y; £ AySCy = £ A’S'Cy;
#d A()'SBO'CO == A’o-S,B/o'CIU; 4'140-360-30 > ja Z A’o '
'S/C'()'B'0> d V6i 2 AO'SCQ‘BO <d ja 2 A,()'S/C,()‘ ,o<d.
Jarelikult kolmetahulised nurgad SA¢BoCo ja S’A’4B’C’s on vord-
sed viienda tunnuse pohjal (teoreem 254).

Joonis 63.

Nende kolmetahuliste nurkade vordsusest tuleneb (teoreem 251,
jareldus) ka nende kolmetahuliste tdiendusnurkade SABC ja
S’A’B’C’ vordsus.

Mirkus. Kolmetahuliste nurkade vordsuse neljas tunnus erineb tasa-
pinnageomeetria vastavast teoreemist (I, teoreem 18) lisatingimuste tottu:
kolmetahuliste nurkade tasanurgad, mis asetsevad teiste, eelduse jargi vord-

‘sete kahetahuliste nurkade vastas, on molemad teravnurgad voi molemad
niirinurgad.

Selles, et see lisatingimus on oluline, saab veenduda vaadeldes jooni-
sel 63 kujutatud kolmetahulisi nurki. Kolmetahuliste nurkade SABC ja SAB:C
puhul kehtivad vordused £ A.-SC-B= ZA-SC-Bi=a ning L A-SB-C =
= / A-S8B1-C ja nurk ASC on iihine, kuid kolmetahulised nurgad ei ole vord-
sed, sest iilalpool nimetatud lisatingimus ei ole tdidetud (£ ASB >d,

Z ASB; < d).

Sellega 10petame kolmetahuliste nurkade vordsuse tunnuste
késitluse. Nagu ndeme, on moned neist tunnustest, nimelt esi-
mene, teine, kolmas ja viies, tdiesti analoogilised kolmnurkade
vordsuse tunnustega. Kolmetahuliste nurkade vordsuse neljas tun-
nus erineb monevorra kolmnurkade vordsuse vastavast tunnusest.
Lopuks, kolmetahuliste nurkade vordsuse kuuendale funnusele ei
leidu analoogilist kolmnurkade vordsuse tunnust.

Sedasama voib delda ka kolmetahuliste nurkade muudest oma-
dustest. Uhed neist on tdiesti analoogilised tasapinna kolmnur-
kade vastavate omadustega, teised erinevad neist.

Kolmetahulise nurga omadusena, mis on analoogiline kolm-
nurga vastava omadusega, meenutame jargmist.

Teoreem 256. Kolmetahulise nurga iga tasanurk on vdiksem
kahe teise tasanurga summast ja suurem nende vahest.

Toestuse loeme tuntuks koolikursusest.
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Jareldus. Iga kolmetahulise nurga tasanurkade summa on

. vaiksem kui neli tdisnurka.

Selle omaduse iiht toestust ja scejuures niisugust, mis kolbab mitte ainult
kolmetahulise, vaid iga hulktahulise nurga puhul, teab lugeja koolikursusest.
Kolmetahulise nurga juhul saab anda lihema toestuse. : -

Olgu SABC antud kolmetahuline nurk ja SA; serva SA piken-
dus iile tipu S (joonis 64). Kolmetahulisest nurgast SA;BC saame
viimase teoreemi jargi, et £ BSC < £ A\SB + £ A,SC, ja siit
ZASBIE L ASC 7 BSC = (L ASB ¥ 2 sl o o £ ASC ot
+ £ A SC)=4d.
~ Toome niiiid niiteid kolmetahuliste nurkade niisugustest oma-
dustest, mis oluliselt erinevad kolmnurkade vastavatest omadustest.

Teoreem 257. Iga kolmetahulise nurga kahetahuliste nurkade
summa on suurem kui kaks tdisnurka.

Toestus. Olgu SABC (vt. joon. 60) antud kolmetahuline
nurk ja SAoBoCo tema tdiendusnurk. Teoreemi 256 jérelduse pohjal
voime Kkirjutada:

/ BoSCqo + £ CoSAq + £ ASBo < 4d.

Asendades siin tasanurgad BySC, ... nende avaldistega teo-
reemi 251 pohjal, saame

(2d — £ BSC)+ (2d — £ CSA)+(2d — £ ASB) < 4d
ehk
YiBSE L GSA S ASE 520,

) Teoreem 258. Kolmetahulise nurga
kahetahuline vdlisnurk (s. o. kahetahu-
line nurk, mis on kolmetahulise nurga
mingile kahetahulisele nurgale korvu-
nurgaks) v6ib olla suurem temaga
mitte korvuti olevast sisenurgast v0i
viiksem sellest v6i vordne  sel-
lega.

Toestus. Olgu SABC mingi kol-
metahuline nurk (joon. 64) ja SA, tema
serva SA pikendus iile nurga tipu.

Kui kolmetahulise nurga SABC
valime nii, et tema kahetahulised nur-
gad servade SB ja SC juures on terav-
nurgad, siis tema kahetahuline viélis-
nurk C-SB-A; on ilmselt suurem kui
sellega mitte korvuti olev kahetahu-

Joonis 64. line sisenurk A -SC - B. Uhtlasi kolme-
; tahulise nurga SA,BC kahetahuline
vilisnurk A-SC- B on viiksem kui temaga mitte korvuti olev

sama kolmetahulise nurga kahetahuline sisenurk C-SB - A,.

Ei ole raske tuua ndidet ka niisuguse kolmetahulise nurga

A
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kohta, mille kahetahuline vélisnurk serva SB juures on vordne
kahetahulise sisenurgaga ‘serva SC juures. Selleks tuleb ainult
kolmetahuline nurk SABC valida nii, et tasapind BSC oleks risti
servaga SA.

§ 130. Taisnurksete kolmetahuliste nurkade vordsuse tunnused.

Liheme iile taisnurksete kolmetahuliste nurkade, s. o. kahetahu-
list tdisnurka omavate kolmetahuliste nurkade vordsuse tunnuste
uurimisele.

Mirgime, et erinevalt kolmnurgast saab kolmetahuline nurk
olla ithe kahetahulise tdisnurgaga, kahe kahetahulise tdisnurgaga
voi isegi kolme kahetahulise tdisnurgaga.

Kahe voi kolme kahetahulise tdisnurgaga kolmetahulise nurga
omadused tuletuvad véga lihtsalt ega paku erilist huvi. Nii toestab
lugeja kergesti (kasutades teoreemi 227 jdreldust 2 ja teo-
reemi 213) jargmise lause.

Teoreem 259. Kui kolmetahulise nurga kaks kahetahulist nurka
on taisnurgad, siis nende vastas asetsevad tasanurgad on samuti
tiisnurgad. :

Umberpoordult:  kui kolmetahulise nurga kaks tasanurka on
taisnurgad, siis nende vastas asetsevad kahetahulised nurgad on
samuti tdisnurgad.

Jireldus. Kui kolmetahulise nurga koik kolm kahetahulist
nurka on tdisnurgad, siis ka koik kolm tasanurka on tdisnurgad.

Umberpoordult: kui kolmetahulise nurga koik kolm tasanurka
on tdisnurgad, siis ka koik kolm kahetahulist nurka on tdisnurgad.

Seetottu votame allpool uurimisele iiksnes niisugused tédis -
nurksed kolmetahulised 'nurgad, millel on
ainult iiks kahetahuline tdisnurk.

Niisuguse kolmetahulise nurga tasanurki, mis moodustavad
kahetahulise taisnurga, nimetame kaatetiteks, ja tasanurka,
mis asetseb kahetahulise tdisnurga vastas, nimetame hiipote-
nuusiks.

Formuleerime esiteks need tdisnurksete kolmetahuliste nurkade
vordsuse tunnused; mis otseselt tulenevad iildiste kolmetahuliste
nurkade vordsuse tunnustest. Nende toestamiseks tarvitseb ainult
viidata vastavale iildisele teoreemile.

Teoreem 260. Kui iihe tdisnurkse kolmetahulise nurga kaks
kaatetit on vordsed teise tdiisnurkse kolmetahulise nurga kahe kaa-
tetiga, siis need kolmetahulised nurgad on vordsed. (Teoreem 250.)

Teoreem 261. Kui iithe tdisnurkse kolmetahulise nurga iiks
kaatet on vordne teise tdisnurkse kolmetahulise nurga iihe kaate-
tiga ja nende kaatetite juures olevad kolmetahuliste nurkade kahe-
tahulised nurgad, mis erinevad tdisnurgast, on vordsed, siis need
kolmetahulised nurgad on vordsed. (Teoreem 252.)

95



Teoreem 262. Kui iihe tdisnurkse kolmetahulise nurga kaks
kahetahulist nurka, mis erinevad tdisnurgast, on vastavalt vordsed
teise tdisnurkse kolmetahulise nurga kahe kahetahulise nurgaga,
siis need kolmetahulised nurgad on vordsed. (Teoreem 253.)

Teoreem 263. Kui ihe tdisnurkse kolmetahulise nurga iiks
taisnurgast erinev ‘kahetahuline nurk on vordne teise tdisnurkse
kolmetahulise nurga iithe kahetahulise nurgaga, nende kahetahu-
lisie nurkade vastas asetsevad kolmetahuliste nurkade kaatetid on
vordsed ja kolmetahuliste nurkade hipotenuusid on molemad
teravnurgad voi molemad niirinurgad, siis need kolmetahulised
nurgad on vordsed. (Teoreem 255.)

Markus. Tingimus, et kolmetahuliste nurkade hiipotenuusid oleksid
molemad teravnurgad voi molemad niirinurgad, on oluline; vt. teoreemi 255
puhul tehtud maérkust ja joonist 63.

Jargmised kaks tédisnurksete kolmetahuliste nurkade vordsuse
tunnust ei jareldu enam otseselt eelmise paragrahvi teoreemidest,
vaid nouavad tuletamiseks moningaid tédiendavaid kaalutlusi.

Teoreem 264. Kui ihe tdisnurkse kolmetahulise nurga hipo-
tenuus ja iiks kaatet on vastavalt vordsed teise tdisnurkse kolme-
tahulise nurga hipotenuusi ja ithe kaatetiga, siis need kolmetahu-
lised nurgad on vordsed.

Toestus. Olgu kahe kolmetahulise nurga SABC ja S’A’B’C’
puhul kehtivad jargmised vordused: £ A-SC-B = /£ A’-S'C’-
wBt=—d s £ ASB—" 4 ASIBI A ASC — a0 ALSTON ) Kuil foestame,
et kahetahulised nurgad £ A-SB.C ja L A’-S8’B’-C’ on mole-
mad teravnurgad voi molemad niirinurgad, siis antud kolmetahu-
liste nurkade vordsus jareldub teoreemist 254.

Tihistame siimboliga SA, (joonis 65) punktist S valjuva Kiire,
mis on risti tasapinnaga BSC ja asetseb sellest samal pool, kus
on serv SA. Serv SA on ilmselt tasapin-

Ao nal AeSC. Kui nurk ASC (kaatet) on
A/ teravnurk, siis kiir SA asetseb tasanurga

ApSC sees ja jarelikult kahetahulise
taisnurga Ao-SB-C sees; seetottu aset-
seb ka tahk ASB sellesama kahetahulise
nurga sees, nii et kahetahuline nurk
A-SB.C on teravnurk (koik need véited
jarelduvad teoreemist 206 ruumi jaota-
mise kohta kahetahulise nurga poolt ja
tasase teravnurga ning kahetahulise terav-
~—— nurga definitsioonidest). Umberpoordult,
kui kahetahuline nurk A -SB-C on terav-

nurk, siis analoogilistel kaalutlustel ka
nurk ASC on teravnurk. Kui nurk ASC

on tdisnurk, siis ilmselt ka kahetahuline

nurk A-.SB-C on tidisnurk, ja {imber-
Joonis 65. poordult. Siit jéareldub, et kui tasanurk




ASC on niirinurk, siis ka kahetahuline nurk A -SB --C on niiri-
nurk, ja timberpoordult.

Juhtu, kus vordsed tasanurgad ASC ja A’S’C’ on tdisnurgad, ei
tarvitse vaadelda, sest antud kolmetahulistel nurkadel on sel juhul
veel teine kahetahuline tdisnurk, nimelt servade SB ja S’B’ juures.
Kui need tasanurgad on molemad teravnurgad (molemad niiri-
nurgad), siis iilaloeldu pohjal kahetahulised nurgad servade SB ja
S’B’ juures on molemad teravnurgad (vastavalt molemad niirinur-
gad). Teoreem on toestatud.

Teoreem 265. Kui iihe tdisnurkse kolmetahulise nurga ks
kahetahuline nurk, mis erineb tdisnurgast, on vordne teise tdis-
nurkse kolmetahulise nurga iihe kahetahulise nurgaga ja kolme-.
tahuliste nurkade hiipotenuusid on vordsed, siis need kolmetahuli-
sed nurgad on vordsed.

Selle teoreemi toestus on niivord ldhedane eelmise toestusele,
et jatame selle lugeja hooleks; teoreemi 254 asemel tuleb toetuda
teoreemile 255.

§ 131. Konstruktsioone.

Eelmistes paragrahvides késitletud kolmetahuliste nurkade vord-
suse tunnused viivad jargmisele jareldusele. Kui vordseid kolme-
tahulisi nurki mitte lugeda erinevateks, siis kolmetahuline nurk on
tdiesti mdaratud tema kolme sobivalt valitud «elemendi», s. o. tasa-
nurga ja kahetahulise nurga andmisel.

See annab pohjust vaadelda rida iilesandeid kolmetahuliste nur-
kade konstrueerimisest nende elementide jargi. Piirdume ainult
monega neist. ;

Konstruktsioon 97. Konstrueerida kolmetahiline nurk
kahe tasanurga ja nende vahel oleva kahetahulise nurga jargi.

Konstruktsioon 98. Konstrueerida kolmetahuline nurk
tasanurga ja kahe temaga kiilgneva kahetahulise nurga jargi.

Kummagi iilesande lahendamine on véga lihtne ja selle voime jitta lugeja

teha. Molemad iilesanded on voimalikud ja kummalgi on iiksainus lahend, mui-
dugi kui iga antud tasanurk ja kahetahuline nurk on vidiksem kui 2d.

Konstruktsioon 99. Konstrueerida kolmetahuline nurk
tema kolme tasanurga jargi.

Olgu vaja konstrueerida kolmetahuline nurk SABC, teades tema kolme
tasanurkay /. BSC'=ia,; / GSA = f'ja: / ASBi=y.

Votame nurga servadel punktid A, B ja C nii, et oleks SA = SB = SC, ja
miirame punktid E, F ja G samuti, nagu on tehtud teoreemi 249 toestamisel
(vt. joon. 59).

«Loikamey niiiid mottes kolmetahulise nurga SABC mooda serva SC lahti
ja «laotame ta tasapinnales. Saame joonisel 66 niidatud kujundi, kus siimbo-
litega So, Ao, Bo, Eo, Fo ja Go on tahistatud punktide S, A, B, E, F ja G uued
asukohad ja siimbolitega Co ja C’o punkti C uued asukohad. .

See viib jirgmisele konstruktsioonile. Konstrueerime mingil tasapinnal nur-
gad CoSoAo, AcSoBa ja BoSoC’o, mis on vastavalt vordsed antud nurkadega
B, v ia a, ja mirgime nende nurkade haaradel vordsed loigud Sods = SoBo =
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= 8SoCo = SoC%. Votame 16igul SoA¢ punkti Eo nii, et punkti Eo ldbiv ja Ioi-
guga SoAo ristuv sirge I6ikaks 1ike 4oBo ja AoCo endid (aga mitte nende
pikendusi) punktides Fo ja Go. Edasi konstrueerime kolmnurga A:BiCi kolme
‘kiilje A1B1 = AoBo, Ai1C1 = AcCo ja BiCi = BoC’ jirgi ja mirgime tema kiilge-
del loigud A:iF1 ja AiGi, mis on vastavalt vordsed loikudega AoFo ja AoGo.
Lopuks konstrueerime kolmnurga E:F2Ge kolme kiilje E2Fe: = EoFo, E2Gs =
= EoGo ja F2G2 = FiG1 jérgi. Viimase kolmnurga tipu Es juures olev nurk on
vordne otsitava kolmetahulise nurga serva SA juures oleva joonnurgaga. Nii-
siis jouame konstruktsiooni 97 juurde.

A
¥ £ £
Ap &
£ B o
6» o /-0 G’
Co Blr G
So
Ba 8’_
o
Joonis 66.

Kirjeldatud konstruktsiooni saab asendada tunduvalt lihtsamaga (missugu-
sega?), kui antud nurkade o, # ja y hulgas leidub kaks teravnurka.

‘Selleks, et iilesandel leiduks lahend, on teoreemi 256 ja selle jdrelduse poh-
jal tarvilik, et {iks' antud kolmest tasanurgast oleks viiksem kahe teise sum-
mast, kuid suurem nende vahest!, nende summa aga oleks viiksem kui 4d.

Samad tingimused osutuvad ka piisavateks. Nende tingimuste piisavuse
range toestus aga ei ole hoopiski litne ja me saame selle anda alles hiljem
(§ 152, konstruktsioon 105, mirkus).

Konstruktsioon 100. Konstrueerida kolmetahuline nurk
tema kolme kahetahulise nurga jargi.

Kui 4, # ja » on antud kahetahulised nurgad, siis otsitava kolmetahulise
nurga kolmetahulise tdiendusnurga saab konstrueerida tema kolme tasanurga
jargi (konstruktsioon 99). Toepoolest, teoreemi 251 jirgi on selle tdiendus-
nurga tasanurgad 2d — A, 2d — p ja 2d — ».

Konstrueeritud kolmetahulise tdiendusnurga kahetahulised nurgad miira-
vad (jille teoreemi 251 jargi) otsitava kolmetahulise nurga tasanurgad. Nii-
siis iilesanne taandub iihele (iikskoik missugusele) konstruktsioonidest 97—99.

1 Vorrelda vastavate arutlustega kolmnurga kiilgede kohta raamatu esi-
meses osas (I, lk. 42).
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§ 132. Tetraeedrite vordsus.

Kaht tetraeedrit nimetatakse vordseteks, kui nende servad,
tasanurgad, kahetahulised nurgad, tahud ja kolmetahulised nurgad
on vastavalt vordsed. Saab konelda ka, nagu paragrahvis 129,
parisvordsetest ja peegeldusvordsetest tetraeedritest.

On voimalik sonastada rida teoreeme, mida tuleks nimetada
tetraeedrite vordsuse tunnusteks. Et need tunnused ja nende toesta-
mine ei paku huvi, siis piirdume ainult iihe niisuguse vaatlemisega,
millele meil tuleb edaspidi toetuda.

Teoreem 266. Kui iihe tetraeedri iiks kahetahuline nurk on
vordne teise tetraeedri iihe kahetahulise nurgaga ja nende tetraeed-
rite tahud, mis moodustavad neid kahetahulisi nurki, on vastavalt
vordsed ja ihteviisi asetatud, siis tetraeedrid on vordsed.

A

Joonis 67.

Sonad «iihteviisi asetatud» tdhendavad jargmist: esimese tet-
raeedri iihest tipust védljuvale kolmele servale vastavad teisel tet-
raeedril eelduse jargi nendega vordsed servad, mis samuti véile'u-
vad {ihest tipust.

Joonisel 67 on kujutatud kaks tetraeedrit, mis tdidavad teoreemi eeldust,
ja nimeltY 2Z5A < CD- B = . Z AT« €D éBl INACD = A'A/CID% 'ja " ABCD:=

.1 Meenutame, et kirjutis A ACD = AA'C’D’ tihendab meil mitte ainult
kolmnurkade ACD ja A’C’'D’ endi vordsust, vaid ka kiillgede vordsust:
AC = A'C, AD =A'DY ja CD =C'D’ (vi. 1, lk. 33).

7+
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= A B’'C’D’. Eelduse jargi vordsed tahud on «iihteviisi asetatud». To6epoolest,
tipust C viljuvatele servadele CA, CB ja CD vastavad nendega vordsed ser-
vad C’A’, C’'B’ ja C’D’, mis viljuvad tipust C’. Sama on kehtiv servade DA,
DB, DC ja D’A’, D'B’, D'C’ kohta.
; Joonisel 68 on kujutatud kaks tet-

A raeedrit, millede kahetahulised nurgad
servade CD ja C’D’ juures on vordsed

ja neid kahetahulisi nurki moodustavad

tahud on vastavalt vordsed (tahk ACD

on vordne tahuga A’D’C’ ja tahk BCD

on vordne tahuga B’C’D’). Need kaks

tetraeedrit ei rahulda siiski teoreemi

C D eeldust. Vastavalt vordsed tahud ei ole
«iihteviisi asetatud»: tipust C viljuva-

A tele servadele CA, CB ja CD vastavad

eelduse jargi nendega vordsed servad

B D'A’, C’B’ ja C’D’, mis ei vilju iihest
ja samast tipust. Niisugused kaks tet-
raeedrit iildiselt ei ole vordsed.

Toestus. Olgu kahe tetraeed-

c W ot CABCDL ja ) AMBCDY  -(joor
nis 67) puhul kehtivad vordused'!
\V AA‘CD'BZLA,'C/D/.B/’
)2 AACD — A AC D g 7N BCD —
; = FARBIC 10Y
Jegigif i Kolmnurkade ACD ja A‘C'D’

vordsusest jareldub, et £ ACD =

= L AC'D" ja £ ADC = £A’D’C’; niisamuti jareldub kolmnur-
kade BCD ja B’C’D’ vordsusest, et £ BCD = / B’C’D’. Kolme-
tahulised nurgad CABD ja C’A’B’D’ on vordsed esimese tunnuse
jasgtisE(teoreemi« 2601 5 iseste il AGD — S ACIP e BCD —
= /ZBCD ja ZA-CD-B= £ A’.CD’'-B’. Analoogiliselt on
vordsed ka kolmetahulised nurgad DABC ja D’A’B’C’.

Kolmetahuliste nurkade CABD ja C’A’B’D’ vordsusest jareldub
tasanurkade ACB ja A’C’B’ vordsus ja, tdhendab, ka kolmnurkade
ABC ja A’B’C’ vordsus. Tdpselt niisamuti jéreldub kolmetahuliste
nurkade DABC ja D’A’B’C’ vordsusest tasanurkade ADB ja A’D’B’
vordsus ja, tdhendab, ka kolmnurkade ABD ja A’B’D’ vordsus.

Koikide vastavate servade, tasanurkade ja tahkude vordsus
jareldub oeldust otseselt. Vastavate tasanurkade vordsuse tottu on
vordsed (teoreemi 249 jérgi) koik vastavad kolmetahulised nurgad
ja jérelikult. ka koik vastavad kahetahulised nurgad. Tetraeedrite
vordsus on toestatud.

1 Vt. eelmist viidet.
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§ 133. Mistahes kujundite vordspus.

Asume ruumi juhule iildistama mistahes liiki kujundite vord-
suse moistet (I, § 18).

Seejuures kujundi all moistame nagu tasapinnageomeetriaski
iga punktide hulka. Kujundeid tahistame endiselt rasvaste plist-
tahtedega.

Kujundit F nimetatakse vordseks kujundiga F’, kui nende
kujundite punktide vahel saab korraldada iiksiihese vastavuse nii,
et iga 16ik, mis {ihendab esimese kujundi F mingit kaht ‘punkti, on
vordne 16iguga, mis iihendab neile vastavaid teise kujundi F’
punkte. !

Saab toestada, et vordsed kahetahulised nurgad, vordsed kolme-
tahulised nurgad ja vordsed tetraeedrid (mis on defineeritud para-
grahvides 117, 129 ja 132) on dsjaantud definitsiooni mottes vord-
sete kujundite erijuhud. :

Sellest definitsioonist, mis sona-sonalt kordab vastavat definit-
siooni tasapinnageomeetriast, tuleneb rida vordsete kujundite oma-
dusi. Me ei anna toestusi neile omadustele, mida saab toestada
taiesti analoogiliselt vordsete kujundite vastavate omadustega tasa-
pinnageomeetrias.

1°. Kujundite vordsusel on refleksiivsuse, siimmeetrilisuse ja
transitiivsuse omadus.

2°. Kujundi F punktidele, mis asetsevad ihel sirgel, vastavad
temaga vordse kujundi ' punktid, mis samuti asetsevad ithel sir-
gel; mingi l6igu punktidele vastavad samuti mingi [6igu punktid.

Siit jareldub, et kujundi F igale kiirele vastab kujundis F’
samuti kiir ja igale tasanurgale samuti tasanurk.

3°. Vérdsete kujundite vastavad tasanurgad on vordsed.

4°. Kui kujundis F punktid C ja D asetsevad punklidega A ja
B iihel ja samal tasapinnal ning sirgest AB eri pooltel (ihel pool)
ja punktidele A, B, C ja D vastavad kujundis F' punktid Al Bl €
ja D', siis asetsevad ka punktid C’ ja D’ punktidega A’ ja B’ ihel
tasapinnal ning sirgest A’B’ eri pooltel (vastavalt ihel pool). Kui
kujundi F mingid neli punkti ei asetse iihel ja samal tasapinnal,
siis ei asetse iihel ja samal tasapinnal ka neile vastavad kujundi F’
punktid.

Toepoolest, omaduse 3° jirgi £ BAC = £ B'A'CY, £ BAD =
= £/ 'B’A'D"ja 4 €CAD =" £ C'A’D..

Olgu punktid C ja D punktidega A ja B thel tasapinnal ja sir-
gest AB eri pooltel. Siis nurk CAD (mille seesmiseks piirkonnaks
loeme selle piirkonna, kus asetseb kiir AB) on nurkade BAC ja
BAD summa. Jirelikult on ka nurgaga CAD vordne nurk C’A’D’
nurkade B’A’C’ ja B’A’D’ summa, kuid see on (teoreemi 256 poh-

i Vordsete kujundite sellise definitsiooni kohta vt. mérkust paragrah-
vis 129 (lk. 86).
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jal) voimalik ainult sel juhul, kui kiired A’C” ja A’D’ asetsevad sir-
gega A’B’ iihel tasapinnal ja sellest sirgest eri pooltel. Analoogi-
line mottekdik on rakendatav ka sel juhul, kui punktid C ja D on
sirgest AB {ihel pool.

Kui niitid kujundi F punktid A, B, C ja D ei asetse iihel tasa-
" pinnal, siis .

|£ BAC — £ BAD | < £ CAD < / BAC + £ BAD.
Jarelikult _

bl B BT < AP RO O T B,
Kuid see seos on voimalik ainult juhul, kui kiired A’B’, A’C’ ja
A’D’ ei asetse iihel ja samal tasapinnal.

Toestatud omadusest jareldub, et tasapinnale vastab tasapind,
pooltasapinnale pooltasapind, poolruumile poolruum, kahetahulisele
nurgale ja kolmetahulisele nurgale kahetahuline nurk ja kolmetahu-
line nurk, tetraeedrile tetraeeder, tasanurga, kahetahulise nurga
ja kolmetahulise nurga seesmisele piirkonnale seesmine piir-
kond jne.

5°. Vordsete kujundite vastavad kolmetahulised nurgad on
vordsed. '

Toepoolest, olgu SABC kujundi F mingi kolmetahuline nurk
ja &, A’, B’ ja C’ kujundi F” punktid, mis vastavad punktidele
S, A, B ja C. Kolmetahulised nurgad SABC ja S’A’B’C’ osutuvad
vordseteks, sest on vordsed tasanurgad £ BSC = £ B’S’C’,
£L CSA = £ C'S’A’ ja £ ASB = £ A’S’B’, mis jéreldub vordsete
kujundite omadusest 3°. i

Siit jdreldub, et vordsete kujundite vastavad kahetahulised nur-
gad on vordsed. .

Nimetame niifid kujundi tasaseks, kui tema koik punktid
asetsevad iihel ja samal tasapinnal, ja ruumiliseks, kui
tema punktide hulgas leidub neli mitte {ihel tasapinnal asetsevat
punkti o0

Vordsete kujundite omaduse 4° pohjal mingi tasase kujundiga
vordne kujund on samuti tasane ja mingi ruumilise kujundiga
vordne kujund on samuti ruumiline.

Meelevaldselt antud tasase voi ruumilise kujundiga vordse
kujundi olemasolu niitavad jirgmised kaks teoreemi.

Teoreem 267. Olgu F ja F’ kaks vordset tasast kujundit ja X
mingi punkt, mis asetseb kujundi F tasapinnal. Kujundi F’ tasa-
pinnal leidub niisugune punkt X', et kujund FX, mis koosneb
kujundi F koikidest punktidest ja punktist X, on vordne kujundiga
F'X’. Niisuguse omadusega punkt X’ on ainus, kui kujundi F punk-
tide hulgas leidub kolm punkti, mis ei asetse iihel sirgel.

Selle teoreemi toestus on sedavord lihedane teoreemi 49 toes-
tusele (I, § 18), et ei ole vajadust tema juures peatuda. Margime
ainult seda, et punkt X” peab iilalpool sonastatud vordsete kujun-
dite omaduse 4° pohjal asetsema kujundi F’ kaikide punktide iihisel
tasapinnal.
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Jiareldused. 1. Olgu antud tasane kujund F missugune
tahes, ikka leidub [opmatu hulk kujundeid F’, mis on vordsed
kujundiga F.

Kui kujundi F koik punktid asetsevad iihel sirgel, siis iga nii-
sugune kujund F’ on tiiesti méiératud, kui antakse kaks punkti A”
ja B’, mis vastavad kujundi F antud punkfidele A ja B; need punk-
tid peavad olema niisugused, et AB = A’B’ (aga muus osas mis-
sugused tahes).

Kui tasase kujundi F punktide seas leidub kolm punkti, mis ei
asetse iihel sirgel, siis iga niisugune kujund F’ on téiesti madra-
tud, kui antakse kolm punkti A’, B’ ja C’, mis vastavad kujundi F
mitte iihel sirgel antud punktidele 4, B ja C; need punktid peavad
olema niisugused, et A ABC = A A’B’C’ (aga muus osas mis-
sugused tahes). '

9. Kui tasase kujundi F kolm mitte iihel sirgel asetsevat punkti
A, B ja C ihtivad kujundiga F vordse kujundi F’ vastavate punk-
tidega A’, B’ ja C’, siis iihtib ka kujundi F iga punkt kujundi F’
vastava punktiga.

Teoreem 268. Olgu F ja F’ kaks vordset (tasast voi ruumilist)
kujundit ja X mingi punkt. On olemas niisugune punkt X', et
kujund FX on vérdne kujundiga F'X’. Niisuguse omadusega punkt
X’ on ainus, kui kujund F on ruumiline.

Toestus. Tihistame kujundi F punktidele A, B, C, D, E, . ..
vastavad kujundi F/ punktid tahtedega A’, B, C’, D', E',...
Kui kujund F (ja jérelikult ka F’) on tasane ja punkt X aset-
seb kujundi F koikide punktide iihisel tasapinnal, siis toestatav
lause taandub teoreemile 267. '

Vaatleme kaht teist voimalikku juhtu.

1) Kujund F (ja jérelikult ka kujund F’) on tasane,
kuid punkt X ei asetse kujundi F koikide punktide iihisel tasapin-
nal (joon. 69). Siis ka punkt X’ ei asetse kujundi F” koikide punk-
tide tihisel tasapinnal.

Olgu A, B ja C kujundi F mingid kolm punkti, mis ei asetse
ithel sirgel. Niisuguseid punkte kindlasti leidub, sest vastasel juhul
punkt X asetseks kujundi F koikide punktide iihisel tasapinnal. On
olemas kaks ja ainult kaks niisugust sirgest A’B” viljuvat pool-
tasapinda ja kummalgi neist iiks niisugune punkt X" ja X", et
L/C-AB.X=/LC -AB -X'=/£C-A'B"-X"' ja AABX =
= A A'B’X’ = A A’B’X”. Seejuures tetraeedrid ABCX, A’B’C'X’ ja
A’B’C’X” on vordsed ? ja jérelikult CX = C'X’ = C’X".

Kui D on sirge AB mingi punkt, siis kolmnurkade ADX, A’D’X",
ja A’D’X” vordsuse tottu DX = D’X’ = D'X”.

1 Vt. viidet 1 lk. 99.

* Tetraeedrite vordsus siin ja kogu edasises toestuskdigus jéreldub teo-
reemist 266.
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Téhistame tdhega E kujundi F mingi punkti, mis ei asetse sir-
gel AB (eelduse kohaselt punkt E asetseb tasapinnal ABC). Kahe-
tahuliste nurkade vordsuse ZE-AB.-X= £ E -A’B’.X" =
= L E'-A’B’- X" tottu (nad on vastavalt vordsed kahetahuliste
nurkadega £ C-AB-X, £ C'-A’'B’-X" ja £ C’'- A’B’ - X" vdi siis

X

Joonis 69.

kahetahuliste nurkadega, mis on viimase kolme nurga korvunurka-
deks) ja kolmnurkade vordsuse A ABE = A A'B’'E’, N ABX =
= A AB’X" = A A’B’X” tottu on tetraeedrid ABEX, A’B'E’X’ ja
A'B'E’X”  vordsed, millest jareldub 15ikude vordsus EX =
e — i

Niisiis antud juhul on olemas mitte iiks, vaid kaks punkti X’ ja
X”, mis tdidavad teoreemi eeldust.

2) Kujund F on ruumiline. Kujundi F punktide hul-
gas leidub neli punkti A, B, C ja D, mis ei asetse iihel tasapinnal.

Kui punkt X asetseb tasapinnal ABC, siis temale vastay punkt
X’ miaratakse vordustest < BAX = / B'A’X’ ja AKX = A'X
nagu on niidatud teoreemi 49 toestuses (I, § 18). Loikude vordsus
EX = E’X’, kus E on kujundi F mistahes punkt, jéreldub kolmnur-
kade AEX ja A’E’X’ vordsusest, kui punkt E asetseb tasapinnal
ABC, ja tetraeedrite ABEX ja A’B’E’X’ vordsusest, kui punkt E ei
asetse tasapinnal ABC.

Olgu niilid punkt X viljaspool tasapinda ABC (joonis 70).!

! Joonisel 70 on kujutatud ainult kujund F; lugeja kujutleb kergesti ka
sellega vordset kujundit F’.
\
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Otsitav punkt X’ peab téditma tingimusi Z£ C-AB-X =
= ZC-A'B'-X' ja AABX = NA'B’X”; kui punktid D ja X on
seejuures tasapmnast ABC eri pooltel (uhel pool), siis peavad ka
punktid D’ ja X’ asetsema eri pooltel (vastavalt iihel pool) tasa-
pinnast A’B’C’. Nende nouetega on punkti X’ asukoht taielikult
médratud. Tetraeedrite ABCX ja A’B’C’X’ vordsuse tottu saame
seejuures, et CX = C'X".
Toestame, et kujundi F mistahes punkti

E kaugus punktist X on vordne kujundi I
F’ vastava punkti E’ kaugusega punk-
tist X".

Kui punkt E asetseb sirgel AB, siis 10i-
gud EX ja E’X’ on vordsed kolmnurkade
AEX ja A’E’X’ vordsuse tottu. Kui punkt
E asetseb tasapinnal ABC, kuid mitte sir-
gel AB, siis loigud EX ja E’X’ on vord-
sed tetraeedrite ABEX ja A’B’E’X’ vord-
suse tottu. Kui punktid E ja X asetse-
vad tasapinnast ABC. eri pooltel (ithel ,

£
\\
8
pool), siis ka punktid £ ja X’ asetsevad
eri pooltel (iihel pool) tasapinnast A’B’C’,
nagu on kerge veenduda (kasutades punkte

D ja D’). Seejuures kahetahulised nur- £

gad E-AB-X ja E’-A’B’- X’ on vordsed Yoorits. T0:

kui vastavalt vordsete kahetahuliste nur-

kade -E - AB ..C, X-AB - C ja E/- A'Bt-C/,

X' - A’B"- C’ summad (vahed). Loigud EX ja E’X’ osutuvad vord-
seteks tetraeedrite ABEX ja A’B’E’X’ vordsuse tottu. :

Niisiis kujundid FX ja F’X” on vordsed.

Jareldused. 1. Olgu antud ruumiline kujund F missugune
tahes, ikka leidub [6pmatu hulk kujundeid ¥’, mis on wvardsed
kujundiga F.

Iga niisugune kujund F’ on tdiesti maadratud, kui antakse tema
neli punkti A’, B, C’ ja D’, mis vastavad kujundi F mitte iihel
tasapinnal antud punktidele A, B, C ja D; need punktid peavad
olema valitud nii, et tetraeedrid ABCD ja A’B’C’D’ oleksid vord-
sed (aga muus osas missugused tahes). ‘

2." Kui kujundi F neli mitte ihel tasapinnal asetsevat punkti
A, B, C ja D ahtivad kujundiga F vordse kujundi F’ vastavate
punktza'ega Al B CliijaiDl, " slis uhtib ko ku]undz F iga punkt
kujundi F’ vastava punktiga.

3. Kui A, B ja C on ruumilise kujundi F kolm punkti ja A’, B’
ja C" on mzngtd kolm punkti, millede puhul N\ ABC = A A’B’C’
siis on olemas kaks ja ainult kaks kujundiga F vordset kujundit,
milledes kujundi F punktidele vastavad etteantud .punktid A’, B’
i¢ G’

Toepoolest, olgu D kujundi F mingi punkt, mis ei asetse tasa-
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pinnal ABC. Sellele vastav teise kujundi punkt voib omada iiht
kahest asukohast D’ ja D”, mis on méairatavad nii, nagu on néiida-
fud teoreemi esimese juhu toestuses. Kui valida iiks neist kahest
punktist D’ ja D”, siis kujundiga F vordse kujundi muud punktid
on fitheselt méaratud. ~

Kasutades iilalpool antud vordsete kujundite iildist definit-
siooni ja teoreemi 268, saaksime niiiid anda tadpse tdhenduse ja
range toestuse jargmisele teoreemile.

Teoreem 269. Kaks vordsete raadiustega kera on vordsed.

§ 134. Kujundite vordsuse kaks liiki.

Olgu antud kaks vordset ruumilist kujundit F ja F’. Vaatleme
tetraeedrit ABCD, mille tippudeks on esimese kujundi mingid neli
punkti, ja temale vastavat tetraeedrit A’B’C’D’. Need kaks tetra-
eedrit on vordsed. Seejuures voivad kaks orienteeritud tetraeedrit
ABCD ja A’B’C’D’ (§ 110) olla kas sama orientatsiooniga voi vas-
tandorientatsioonidega. On kehtiv jirgmine teoreem (vrd. I, teo-
reem 51).

Teoreem 270. Kui vordsete kujundite mingid kaks vastavat
tetraeedrit ABCD ja A’B’C’D’ on sama orientatsiooniga, siis nende
kujundite iga kaks vastavat tetraeedrit on sama orientatsiooniga;

kui aga tetraeedrid ABCD ja A’B’C’D’ on vastandorientatsiooni-
dega, siis ka iga kaks vastavat tetraeedrit on vastandorientat-
sioonidega.

: Toestus. Piirdume esimese juhuga, kus tetraeedrid ABCD

ja A’B’C’D’ on sama orientatsiooniga; analoogilise toestuse teise

jubu kohta jiatame lugeja anda.

Olgu XYZT esimese kujundi mistahes tetraeeder ja X'Y’Z'T’
temale vastav teise kujundi tetraeeder.

Kui punktid D ja T on tasapinnast ABC iihel pool, siis ka punk-
tid D" ja 7" an tasapinnast A’B’C’ iihel pool (§ 133, 4°). Sel juhul
saame kolm paari sama orientatsiooniga tetraeedreid, nimelt paari
ABCD ja A’B’C’D’, paari ABCD ja ABCT ning paari A’B’C’D’ ja
A’B’C’T’. Jarelikult on tetraeedrid ABCT ja A’B’C’'T’ sama orien-
tatsiooniga. ,

Kui punktid D ja T on tasapinnast ABC eri pooltel, siis ka
punktid D’ ja T’ on tasapinnast A’B’C” eri pooltel. Sel juhul saame
iihe paari sama orientatsiooniga tetraeedreid ABCD ja A’B'C'D’

ning kaks paari vastandorientatsioonidega tetraeedreid: ABCD ja
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ABCT ning A’B’C'D* ja A’B’C'T’. Jarelikult on tetraeedrid ABCT
ja A’B’C’T’ jallegi sama -orientatsiooniga.

Et tetraeedrid ABCT ja A’B’C’T’ on sama orientatsiooniga, siis
ka tetraeedrid TABC ja T’A’B’C’ on sama orientatsiooniga. Korra-
tes tetraeedrite TABC ja T’A’B’C’ ning punktide Z ja Z’ puhul
arutlust, mis &sja toimus tetraeedrite ABCD ja A’B’C’D’ ning’
punktide 7 ja 77 puhul, jouame jdreldusele, et ka tetraeedrid’ TABZ
ja T’A’B’Z’ on sama orientatsiooniga ja seega ka tetraeedrid
ZTAB ja Z'T’A’B’ on sama orientatsiooniga. Korrates sama arut-
lust kolmandat korda, jouame jéareldusele, et tetraeedrid ZTAY ja
Z'T’A’Y’ ja jarelikult ka tetraeedrid YZTA ja Y/Z'T’A’ on sama
orientatsiooniga. Korrates 16puks sama ‘arutlust neljandat korda,

saame toestada, et ka tetraeedrid XYZT ja X’Y’Z’T” on sama orien-
tatsiooniga.

&

Joonis 71. Joonis 72.

See mottekdik ei ole oige, kui neli punkti A, B, C ja T voi

A B,Z jaTvoi A, Y, Z jaT asetsevad iihel tasapinnal. Et vél-

tida neid juhte, voib tetraeedri XYZT tippe tdhistada ikka nii, et

tipp T ei asetseks tasapinnal ABC, serv ZT ei asetseks sirgega AB
iithel tasapinnal ja tahk YZT ei ldbiks tippu A.

Toestatud teoreemist jareldub ruumiliste kujundite vordsuse
kahe eri liigi olemasolu (vrd. I, teoreem 52).

' Teoreem 271. On olemas kaks ruumiliste kujundite vordsuse

litki. Uhel juhul vordsete kujundite iga kaks vastavat tetraeedrit

on sama orientatsiooniga ja iga kaks kolmetahulist nurka on sama-

suunalised; teisel juhul vastavad tetraeedrid on vastandorientat-

sioonidega ja vastavad kolmetahulised nurgad on vastandsuuna-
lised.
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Esimesel juhul nimetame kaht vordset ruumilist kujundit (joo-
nis 71) parisvordseteks, teisel juhul (joonis 72) pee-
geldusvordseteks.

Kaks kujundit, mis on périsvordsed kolmandaga, samuti kaks
kujundit, mis on peegeldusvordsed kolmandaga, on ilmselt péris-
vordsed; kaks kujundit, millest {iks on kolmandaga périsvordne,
, teine sga sellega peegeldusvordne, on omavahel peegeldus-
vordsed.



XVI peatiikk.
Liikumine ja siimmeetria.
§ 135. Liikumise moiste.

Vordsete kujundite uurimisel puudutasime seni ainult vordsete
kujundite endi omadusi ega pooranud {ildse tdhelepanu vordsete
kujundite vastastikusele asendile ruumis. Asudes niiiid selle kiisi-
. muse juurde, votame tarvitusele kujundi liilkumise moiste.

Ruumigeomeetrias nagu ka tasapinnageomeetrias moistetakse
liitkumisena (ehk nihkumisena), mis antud kujundi F viib
temaga vordseks antud kujundiks F’, lihtsalt seda vastavust, mis
leiab aset kujundi F punktide ja kujundi F’ punktide vahel. Vaib
oelda ka, et liikumine on antud kujundi teisendamine temaga
vordseks kujundiks.

Niiviisi moistetud liikumisel ruumis on omadused, mis on tdiesti
analoogilised tasapinnalise liikumise omadustega (I, § 30). See-
tottu piirdume lihtsalt tdhtsamate omaduste loetlemisega.

1°. Liikumine kujutab endast iiksihest vastavust kahe vordse
kujundi punktide vahel vdi isegi kogu ruumi punktide vahel.

9°. Liikumise poordvastavus on ka liikumine.

3°. Kahe liikumise korrutis (s. o. nende jérjestikuse teostamise
tulemus) on ka litkumine. Mingi liikumise ja tema poérdliikumise
korrutison samasusliikumine, s. o. liikumine, milles igale
punktile vastab seesama punkt.

4°. Uhel sirgel asetsevad punktid muutuvad liikumisel punkti-
deks, mis samuti asetsevad iihel sirgel; iihel tasapinnal asetsevad
punktid muutuvad samuti iihel tasapinnal asetsevateks punktideks.
Mingi [6igu punktid muutuvad litkumisel samuti teatud loigu
punktideks.

Siit jdreldub, et kiirest saab liikumisel kiire, pooltasapinnast
pooltasapinna, poolraumist poolruumi, tasanurga, kahetahulise
‘nurga ja hulktahuka seesmisest piirkonnast samuti vastava sees-
mise piirkonna.

5°. On olemas iiks ja ainult iks liilkumine, millés antud punk-
tile A vastab antud punkt A’, punktist A viljuvale antud kiirele
h vastab punktist A’ vdljuv antud kiir W, kiirest h vdljuvale antud

109



pooltasapinnale u vastab kiirest b’ viljuv antud pooltasapind n’ ja
pooltasapinnast n vdljuvale antud poolruumile H wastab pooltasa-
pinnast v’ vdljuv antud poolruum H'.

Kujundite vordsuse kahele liigile (§ 134) vastavalt eristame
ka liikumiste kaht liiki: kui kujundid F ja F’ on périsvordsed, siis
kujundit F kujundiks F’ viivat liikumist nimetatakse esimest
liiki liikumiseks, ja kui nad on peegeldusvordsed, - siis
teist Itiki litkumiseks:

Kahe iiht - ja sama liiki liikumise korrutis on esimest liiki liiku-
mine ja kahe eri liiki liikumise korrutis on teist liiki liikumine.

Piirdudes liikumiste loetletud iildiste omadustega, asume niiiid
liikumise {iksikute tiifipide tundmaoppimisele ja liikumiste liigi-
tamisele. ;

§ 136. Peegeldumine tasapinnast.

- Kaht punkti A ja A’ nimetatakse tasapinna ¢ suhtes siimmeetri-
listeks, kui 10ik AA’ on risti tasapinnaga o ja see tasapind poolitab
Ioigu AA’. Analoogiliselt ka kaht kujundit, mis koosnevad antud
tasapinna subtes paariti siimmeetrilistest punktidest, nimetatakse
stimmeetrilisteks selle tasapinna suhtes.
Tasapinda ¢ nimetatakse seejuures peegeldustasapin-
naks (ehk siimmeetriatasapinnaks).
Peegeldustasapinnal asetsevad punktid {ihtivad oma siimmeetri-
liste punktidega.
Siimmeetriliste punktide pohiomadus véljendub jargmise teo-
Teemina. .
Teoreem 272. Kui kahe l0igu otsad on vastavalt siimmeetri-
lised mingi tasapinna suhtes,
APy siis need digud on vordsed.
W Toestus. Olgu punktid
‘ A”ja B’ (joonis 73) vastavalt
siimmeetrilised punktidega A
ja B tasapinna o suhtes. Et
sirged AA” ja BB’ on risti
tasapinnaga o, siis nad on
omavahel paralleelsed ja see-
parast asetsevad {ihel tasa-
pinnal . Tasapind « I6ikab
tasapinda o; tdhistame nende
16ikejoone tahega s. Loigud
AB ja A’B’ tasapinnal a
on slimmeetrilised si~ge s

B suhtes, sest ldigud AA’ ja
i BB’ on risti sirgega s ja
: poolituvad sellel sirgel. Jare-
Joonis 78. - likult 16igud AB ja A’B’ on
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vordsed tasapinnageomeetria vastava teoreemi pohjal (I, teo-
reem 73).

Jdreldused: 1. Kaks tasapinna suhtes simmeetrilist kujun-
dit on vordsed.

Toéepoolest, kui kujundi F” punktid A%, B”, C’, ... on antud tasa-
pinna suhtes siimmeetrilised kujundi F punktidega A, B, C, ...,
siis tGestatud teoreemi jirgi AB = A’B’, AC = A’C’, BC = B'C/, ...
Need vordused niitavadki, et kujundid F ja F’ on vordsed.

' 2. Loiguga simmeetriline kujund on [0ik; sirgega siimmeetri-
line ku]und on sirge; tasapinnaga simmeetriline kujund on tasa-
pind jne.

3. Vastavus mingi kujundi F punktide ja temaga tasapinna
suhtes siimmeetrilise kujundi F’ punktide vahel on liikumine.

Seda liikkumise eriliiki nimetatakse peegeldumiseks
tasapinnast ehk lihtsalt peegelduseks (kasutatakse ka
vdljendit «siimmeetria tasapinna suhtes»!).

4. Iga kaks ruumilist kujundit, mis on tasapinna suhtes sim-
meetrilised, on teineteisega peegeldusvordsed (aga mitte paris-
vordsed).

Toepoolest, olgu Ay, By ja Co peegeldustasapinna o kolm punkti,
mis ei asetse {ihel sirgel, D antud kujundi mingi punkt ja D’
temale vastav punkt. Tetraeedrile A¢BoCoD vastab antud peegel-
duses tetraeeder A¢BoCoD.

Need kaks tetraeedrit on vastandorientatsiconidega, sest punk-
tid D ja D’ asetsevad tasapinnast ¢ eri pooltel. Jarelikult on (teo- .
reemi 270 jargi) vastandorientatsioonidega ka siimmeetriliste
kujundite iga kaks vastavat tetraeedrit.

Niisiis, peegeldumine tasapinnast on teist liiki liikumine.

Nagu juba markisime, iihtib peegeldustasapinnal asetsev punkt
temaga stimmeetrilise punktiga.

Punkti, mis {ihtib temale mingis 111kumlses vastava punktiga,
nimetatakse selle liikumise kahekordseks punktiks (ehk
piisipunktiks ehk invariantseks punktiks). Ana-
loogiliselt defineeritakse kahekordset (ehk invariantset) sirget ja
kahekordset (ehk invariantset) tasapinda: kahekordseks sir-
geks (tasapinnaks) nimetatakse sirget (tasapinda), mis
iihtib temale mingis liikumises vastava sirgega (tasapinnaga).
Kahekordse sirge (tasapinna) punktid iildiselt ei ole kahekordsed
punktid (iihest punktist voib liikumisel saada teise).

Niiiid voime 6elda, et peegeldustasapinnal asetsevad punktid on
kahekordsed punktid.

Peegelduse kahekordseteks sirgeteks on ilmselt koik peegeldus-
tasapinnal asetsevad sirged ja koik selle tasapinnaga ristuvad

! Eelistame siin nagu ka tasapinnageomeetrias kasutada terminit «pee-
geldus», aga mitte terminit «siimmeetria», sest vastasel juhul sona «siim-
meetriay omandab kahese tdhenduse (vt. I, viide lehekiiljel 93).
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sirged. Tapselt samuti‘on kahekordseteks tasapindadeks peegel-
dustasapind ja koik sellega ristuvad tasapinnad.

Kahekordsete (ehk invariantsete) punktide, sirgete ja tasapin-
dade moistet kasutatakse mitte ainult liikumise, vaid ka teiste tei-
senduste piihul.

§ 137. Liike; poore.

Vaatleme niiiid kahe peegelduse korrutist.

Et peegeldus on teist liiki liikumine (kaks tasapinna suhtes
simmeetrilist kujundit on peegeldusvordsed), siis kahe peegelduse
korrutis on esimest liiki litkumine. Vaatleme eraldi kaht juhtu:
kui kaks peegeldustasapinda on paralleelsed ja kui nad 16ikuvad.

Teoreem 273. Paralleelsele peegeldustasapindade korral on
kahe peegelduse korrutis jargmiste omadustega liikumine: koik
loigud, mis dhendavad kaht vastavat punkti, on vordsed, paralleel-
sed ja samasuunalised. Igaiiks neist loikudest on vordne kahe
peegeldustasapinna vahelise kauguse kahekordsega.

Nimetatud omadusega liikumist nimetatakse 1iikkeks (kasu-
tatakse ka teisi termineid: paralleelnihe, paralleelliike jne.). Liike
on tdiesti madratud vastavate punktide {ihe paariga A ja A’ ehk,

mis on seesama, vekioriga AA’. Seepirast voib konelda liik-
kest AA".

/5/ Pt b

A A A"
£ e =G - el 7
e
e X Z
__.LH
£
J=
/ = = E;:?
.‘ = . =4
[ Y —
8.; ----- 51 ----- BH

Joonis 74.

Toestus. Olgu o esimene peegeldustasapind ja o’ teine
peegeldustasapind- (joonis 74). Tahistame antud kujundi mingit
kaht punkti tdhtedega A ja B, nendega tasapinna ¢ suhtes siim-
meetrilisi punkte tdhtedega A’ ja B’ ning punktidega A’ ja B’
tasapinna ¢” suhtes siimmeetrilisi punkte tdhtedega A” ja B”.

Punktid A, A’ ja A” asetsevad iihel sirgel, punktid B, B’ ja B”
teisel, esimesega paralleelsel sirgel (voi erijuhul selsamal sir-
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gel [). Neid kaht paralleelset sirget ldbiv tasapind « (voi erijuhul
seda sirget / ldbiv mistahes tasapind «) 16ikab tasapindu o’ ja ¢”
modda kaht paralleelset sirget s” ja s”.

Punktid A” ja B’ tasapinnal « on sirge s’ suhtes siimmeetri-
lised punktidega A ja B ning punktid A” ja B” on siimmeetrilised
punktidega A” ja B’ sirge s” suhtes. Jérelikult saadakse punktid
A” ja B” punktidest A ja B liikke abil tasapinnal a (I, teoreem 74).
Seetottu 16igud AA” ja BB” on vordsed, paralleelsed ja sama-
suunalised. Niisiis, nende omadustega on iga kaks [6iku, mille-
dest kumbki ithendab kaht vastavat punkti.

Loik AA” (ja jérelikult ka igaiiks 16ikudest BB”,...) vordub
sirgete s” ja s” vahelise kauguse kahekordsega, s. o. tasapin-
dade o’ ja o” vahelise kauguse kahekordsega (sellesama teoreemi
pohjal).

Jdreldused. 1. Iga Viiket saab vaadelda kahe peegelduse
korrutisena; molemad peegeldustasapinnad o ja o” on risti liikke
sihiga ja nendevaheline kaugus vordub poolega [Gigust, mis ihen- .
dab vastavaid punkte; suund tasapinna o’ poolt tasapinna o” poole
iihtib liikke suunaga; muus osas on tasapinnad o ja o’ meele-
valdsed. ;

Toepoolest, kui peegeldustasapinnad ¢ ja ¢” on voetud nii,
nagu ndidatud, siis kahe peegelduse resultantliike iihtib antud liik-
kega, sest neil litkketel on iihine suund ja suurus.

2. Liikkel puuduvad kahekordsed punktid, kuid tal on [Gpmatu
hullk kahekordseid sirgeid ja kahekordseid tasapindu; nendeks sir-
geteks ja tasapindadeks on koik litkke sihiga paralleelsed sirged ja
tasapinnad.

Et kahe (peegeldustest erineva) liikumise korrutamise kiisimuse
stistemaatiline uurimine oma ulatuselt ei mahu kéesoleva raa-
matu raamidesse !, siis esitame siin {ihe teoreemi kahe liikke kor-
‘rutise kohta, mida allpool tuleb kasutada.

Teoreem 274. Kahe liikke korrutis on samuti like; see liike ei
soltu tegurite jdrjekorrast ja liikete AA’ ja A’A” korrutis on
like AA”.

Selle teoreemi toestus on sdna-sGnalt vastava teoreemi toestuse
kordamine tasapinnageomeetriast (I, teoreem 81), mispdrast me
seda ei anna. :

Jdareldus. Iga liket saab lopmatult mitmesel viisil vaadelda
kahe liikke korrutisena, ja nimelt liket AA’ saab vaadelda liikete
AAy ja AcA’ korrutisena, kusjuures A, on ruumi mistahes punkt.

Me vaatlesime kahe peegelduse korrutist juhul, kus peegeldus-
tasapinnad on paralleelsed. Siirdume niiiid selle juhu vaatlemisele,
kus kaks peegeldustasapinda 16ikuvad, ja alustame ristuvate tasa-
pindadega. ' :

' Vt. nditeks Bogomolov (5], 1lk. 20—3l.
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Teoreem 275. Ristuvate peegeldustasapindade korral on kahe
peegelduse korrutis jargmiste omadustega liikumine: kéik [6igud,
milledest igaiiks iithendab kaht vastavat punkti, l6ikavad iht ja
‘sama sirget tdisnurga all ja poolituvad sellel sirgel.

Sellise omadusega liikumist oleks loomulik nimetada poordeks
(sirge iimber) "180° vorra, kuid arvestades seda, et sellel liikumisel
on ruuimigeomeetrias eriline osa!, on soovitav anda sellele eri
nimetus. Seda liikumist voiks nimetada peegeldumiseks
sirgest, poolpoordeks ehk Hadamard’i jargi transpositsiooniks
sirge suhtes (kasutatakse ka terminit «siimmeetria sirge suhtes»).

S
d.
,7’/1”
G’ ’4_,——"/
U e o7
ey / &
AEE, s
A Ve
5’
Joonis 75.

Sirget s, millel asetsevad koikide kahe kujundi vastavaid
punkte paariti iihendavate I6ikude keskpunktid, nimetatakse
poodrdeteljeks (ehk poolpodrdeteljeks, peegeldusteljeks, trans-
positsiooniteljeks, siimmeetriateljeks).

Kaht punkti A ja A’ nimetatakse siimmeetrilisteks
sirge s suhtes, kui 16ik AA’ I6ikab sirget s tdisnurga all ja
see sirge poolitab 16iku AA”; kaht kujundit, mis koosnevad mingi
sirge suhtes paariti slimmeetrilistest punktidest, nimetatakse
simmeetrilisteks selle sirge suhtes.

Toestus. Olgu o ja ¢” kaks peegeldustasapinda ja s nende
16ikejoon (joonis 75). Téhistame antud kujundi mingi punkti
tahega A, selle punktiga tasapinna ¢’ suhtes siimmeetrilise punkti
tahega A’ ja punktiga A’ tasapinna o” suhtes siimmeetrilise punkti
tihega A”. Kerge on niha, et punkte A, A" ja A” libiv tasapind a
on risti tasapindadega o’ ja o” ning jérelikult on risti ka nende

vt cHadamard [1], 2.'0sa, 1k F11=2115.
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I6ikejoonega s. Tédhistame sirged, mida mooda tasapind a 1Gikab
tasapindu o’ ja ¢”, tdhtedega s’ ja s” ning selle tasapinna ja
sirge s loikepunkti tdhega A,.

Tasapinnal « on punkt A’ siimmeetriline punktiga A sirge s’
suhtes ja punkt A” stimmeetriline punktiga A’ sirgega‘s’ ristuva
sirge s” suhtes. Jarelikult 1abib 16ik AA” punkti A, ja poolitub sel-
les punktis. Loik AA” l6ikab sirget s punktis Ao tdisnurga all,
sest tasapind « on risti sirgega s.

Jareldus. Peegeldumisel sirgest on [opmatu hulk kahe-
kordseid punkte, ja nimelt koik teljel asetsevad punktid, lopmatu
hulk kahekordseid sirgeid, nimelt peegeldustelg ja koik sirged, mis
loikavad teda tiisnurga all;y ja lopmatu hulk kahekordseid tasa-
pindu, nimelt kbik telge ldbivad tasapinnad ja koik teljega ristu-
vad tasapinnad.

Enne kui edasi minna, teeme moned markused suunaga kahe-
tahuliste nurkade kohta. '

Sirgnurgast erinevat kahetahulist nurka £ 5% nimetame suu -
naga kahetahuliseks nurgaks, kui eristame tema algustahku #
tema lopptahust x.

Suunaga kahetahuliste nurkade kohta saab toestada jargmise
teoreemi: kui kaks suunaga kahetahulist nurka, millel on ihine
serv voi paralleelsed servad, moodustavad l6ikumisel mingi iihe ja
sama, servaga ristuva tasapinnaga samasuunalised (vastandsuuna-
lised) joonnurgad, siis moodustavad nad samasuunalised (vasta-
valt vastandsuunalised) joonnurgad ka loikumisel iga teise tasa-
pinnaga, mis on risti kahetahulise nurga servaga. :

See teoreem, mille toestamisel me ei peatu, voimaldab tarvi-
tusele votta jargmise definitsiooni.

Kaht iihise servaga voi paralleelsete servadega kahetahulist
nurka nimetatakse samasuunalisteks v0oi vastand-
suunalisteks soltuvalt sellest, kas nad moodustavad sama-
suunalised voi vastandsuunalised joonnurgad loikudes mingi tasa-
pinnaga, mis on risti kahetahulise nurga servaga.

Paralleelsete (voi {ihtivate) servade korral on suunaga kahe-
tahuliste nurkade kohta kehtivad koik tasapinna suunaga nurkade
omadused (I, § 8).

Erinevate ja mitteparalleelsete servade korral on suunaga kahetahuliste
nurkade suundade vordlemine voimatu.

Vaatleme 16puks kahe peegeldustasapinna juhtu, kui need tasa-
pinnad loikuvad tdisnurgast erineva mistahes nurga all.

Teoreem 276. Tdisnurgast erineva nurga all ioikuvate peecgel-
dustasapindade korral on kahe peegelduse korrutis jargmiste oma-
dustega litkumine: iga [6ik, mis ihendab kaht vastavat punkti, on
risti teatud sirgega s; iga kaks vastavat punkti on sellest sirgest
vordsetel kaugustel; koik kahetahulised nurgad iikise servaga s,
millede tahkudeks on kaht vastavat punkti ldbivad pooltasapinnad,
on vordsed ja samasuunalised.
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Sirge s on kahe antud tasapinna o’ ja ¢” loikejoon; kahe sir-
gest s viljuva ja kaht vastavat punkti [dbiva pooltasapinna  poolt
moodustatud kahetahuline nurk ¢ vérdub tasapindade o ja o”
vahelise teravnurga kahekordsega ja on sellega samasuunaline.

Nimetatud omadustega liikumist nimetatakse poordeks;
sirget s nimetatakse p66rdeteljeks ja nurka ¢ pooérde-
nurgaks.

Toestus. Olgu o esimene peegeldustasapind, o” teine peegel-
dustasapind ja s nende kahe tasapinna 16ikejoon (joonis 76). Téhis-
tame antud kujundi mingi punkii tihega
A, selle punktiga tasapinna o suhtes
stimmeetrilise punkti tahega A’ ja punk-
tiga A’ tasapinna o¢” suhtes siimmeet-
rilise punkti tdhega A”. Kerge on niha,
et punkte A, A” ja A” l4biv tasapind «
on risti sirgega s. Jdrelikult on ‘sirgega
s risti ka (joonisel mitte ndidatud) 16ik
AA”. Téhistame tasapinna o ja sirge s
Ioikepunkti tdhega A, ning tasapinna a
l6ikejooned tasapindadega o" ja ¢” tih-
tedepa s’ ja'5”.

Tasapinnal o on punkt A’ sirge s
suhtes siimmeetriline - punktica A ja
punkt A” on sirge s” sithtes siimmeetri-
line punktiga A’. Jirelikult tasapinnal
o saadakse punkt A” punktist A poirde
abil punkti A, iimber, nii et A,A =
= AoA”; podrdenurk £ AAA” taca-
pinnal a vordub sirgete s’ ja s” vahe-
lise teravnurga kahekordsega ja on
sellega samasuunaline (I, teoreem 76).
Jarelikult on sirgest s viljuvate ja
punkte A ja A” ldbivate pooltasapindade poolt moodustatud kahe-
tahuline nurk vordne tasapindade o’ ja ¢” vahelise teravnurga
kahekordsega ja sellega samasuunaline.

Jareldused. 1. Iga péoret saab vaadelda kahe peegelduse
korrutisena. Molemad peegeldustasapinnad o ja o” libivad poorde-
lelge. Nendevaheline nurk (suunaga o poolt ¢" poole) vordub poo-
lega podrdenurgast ja on sellega samasuunaline. Muus osas on
tasapinnad o ja ¢” meelevaldsed.

Toepoolest, kui peegeldustasapinnad ¢ ja ¢” on valitud nii,
nagu naidatud, siis kahe peegelduse resultantpsore iihtib antud
poordega, sest neil poodretel on iihine telg ning {iiks ja sama
poordenurk. it

2. Peegeldumist sirgest saab vaadelda kui piérde erijuhtu, kus

poordenurk on sirgnurk. Seejuures peegeldustasapinnad on teine-
- teisega risti. '

Joonis 76.

116



3. Piirdel on (opmatu hulk kahekordseid punkte, nimelt kdik
poordetelje punktid.
4. Pddre, mis ei ole peegeldumine sirgest, omab iiht kahekord-

set sirget — pddrdetelge — ja lopmatut hulka kahekordseid tasa-
pindu, milledeks on koik teljega ristuvad tasapinnad.

§ 138. . Peegeldumine punktist; poordepeegeldus.

Asume kolme peegelduse korrutise vaatlemisele.

Et peegeldumine tasapinnast on teist liiki liikumine (kaks tasa-
pinna suhtes stimmeetrilist kujundit on peegeldusvordsed), siis
kolme peegelduse korrutis on teist liiki liikumine (kolme peegel-
duse tulemusena kolmetahulise nurga suund muutub vastand-
suunaks).

Kolm peegeldustasapinda voivad ruumis asetseda mitmel vii-
sil (§ 100, teoreem 200).

Alustame selle juhuga, kus kolm peegeldustasapinda loikuvad
iihes punktis ja ristuvad paariti.

Teoreem 277. Kolme paariti ristuvate peegeldustasapindadega
peegelduse korrutis kujutab endast liikumist, millel on jdrgmine
omadus: koikidel [oikudel, milledest igaiiks ihendab molema
kujundi kaht vastavat punkti, on iihine keskpunkt.

Niisuguse omadusega liikumist nimetatakse monikord pee -
geldumiseks punktist (kasutatakse ka viljendeid «siim-
meetria punkti suhtes» ja «tsentraalne siimmeetrias).

Mo6lema kujundi paariti vastavaid punkte {ihendavate loikude
AA’, BB’,... {ihist keskpunkti O nimetatakse peegeldus -
keskpunktiks (ehk stimmeetriakeskpunktiks). Kaht punkti A
ja A" nimetatakse siimmeetrilisteks punkti O suh-
tes, kui punkt O on loigu AA’ keskpunkt; kaht kujundit, mis koos-
nevad punkti O suhtes paariti siimmeetrilistest punktidest, nime-
tatakse stimmeetrilisteks selle punkti suhtes:

Toestus. Kolmest paariti ristuvast tasapinnast oy, o2 ja a3
saadavate peegelduste korrutist voib vaadelda (teoreemi 275 jargi)
kui tasapindade o, ja o, loikejoonest s saadava peegelduse ja sir-
gega s ristuvast tasapinnast o; saadava peegelduse korrutist.
Tédhistame tdhega A antud kujundi mingi puirkti, tdhega A’ punkti,
mis on sirge s suhtes siimmeetriline punktiga A, ja tdhega A”
punkti, mis on tasapinna o; suhtes siimmeetriline punktiga A’
Punktid A” ja A” ilmselt asetsevad tasapinnal «, mis ldbib punkti
A ja sirget s (joonis 77).

Tasapinnal « punktid A ja A” on siimmeetrilised sirge s suhtes
ning punktid A” ja A” on siimmeetrilised sirge a suhtes, mis on
tasapindade a ja os l6ikejooneks. Jérelikult punktid A ja A” on
tasapinnal a siimmeetrilised sirgete a ja s loikepunkti O suhtes.
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Teisiti oeldes, 16ik AA” poolitub sirge s ja tasapinna o3 loike-
punktis O, s. o. kolme peegeldustasapinna iihises punktis.

Jdreldused. 1. Peegeldumine punktist omab iht kahe-
kordset punkti — peegelduskeskpunkti — ja lopmatut hulka kahe-
kordseid sirgeid ja kahekordseid tasapindu: nendeks sirgeteks ja
lasapindadeks on kéik sirged ja tasapinnad, mis libivad pee-
gelduskeskpunkti.

Joonis 77.

2. Vaatleme kolme liikumist: peegeldumist mingist sirgest s,
peegeldumist tasapinnast s, mis ristub sirgega s, ja peegeldumist
punktist O, milles [6ikuvad sirge s ja tasapind os. Neist kolmest
litkumisest mistahes kahe liikumise korrutis on samane kolmanda
litkumisega.

See jdreldub kergesti konstruktsioonidest, mis on teostatud
joonisel 77. . ;

3. Kahe, punkti suhtes simmeetrilise kujundi vastavad sirged
ja vastavad tasapinnad on paralleelsed.

Vaatleme niiiid kolme iihes punktis 15ikuva meelevaldse (s. o
mistahes nurga all 16ikuva) peegeldustasapinna juhtu. :
Teoreem 278. Kolme peegelduse korrutis, kui peegeldustasa-
pinnad lbikuvad ihes ja-samas punktis, kujutab endast péérde

korrutist peegeldusega niisugusest tasapinnast, mis on risti
poordeteljega.
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Niisugust liikumist nimetatakse monikord po6rdepeegel-
duseks!; poordetelge ja peegeldustasapinda, millest koneldakse
teoreemis, nimetatakse podrdepeegelduse teljeks ja
tasapinnaks; poordepeegelduse telje ja tasapinna loikepunkti
nimetatakse poordepeegelduse keskpunktiks ja vas-
tavat poordenurka poordepeegelduse nurgaks. Poorde-
peegeldus on kujutatud joonisel 78. Kujund A¢BoCy ... saadakse
kujundist ABC ... poordega timber telje s, kujund A’B’C’... aga
kujundist AoBoCo ... peegeldusega, nii et kujund A’B’C’... saa-
dakse kujundist ABC ... pdordepeegeldusega.

Joonis 78.

[

Toestus. Olgu oy, o2 ja o3 antud- peegeldustasapinnad ja
punkt O nende 16ikepunkt.

Tasapindadest o, ja o, saadud peegelduste korrutis kujutab
endast teoreemi 276 jdrgi pooret nende tasapindade loikejoone s
fimber. Sama teoreemi jdrelduse 1 pohjal saab seda pooret vaa-
delda ka kui kahe teise peegelduse korrutist, kusjuures peegeldus-
tasapinnad ¢,” ja oo’ libivad sama sirget s, nendevaheline nurk on
‘vordne nurgaga tasapindade o; ja o vahel ja molemal nurgal on
iiks ja sama suund (lugedes seda oy poolt o, poole ja &’ poolt
as’ poole). :

/

' See nimetus on tarvitusel nditeks geomeetrilises kristallograafias.
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Votame tasapinnaks q." tasapinna, mis labib sirget s ja on
risti tasapinnaga o;, ning valime tasapinna ¢, nii, et niidatud
nurkade vordsuse tingimus oleks tdidetud. Vaadelday liikumine
esineb siis kolme peegelduse korrutisena, kusjuures peegeldustasa-
- pinnad e/, oy’ ja o3 ldbivad punkti O ning tasapinnad o)’ ja o3 on
teineteisega risti.

Vastastikku ristuvatest tasapindadest o, ja o3 saadud peegel-
duste korrutis on teoreemi 275 jérgi peegeldus nende tasapindade
Ioikejoonest s’. Sama teoreemi jirelduse 1 pohjal saab seda korru-
tist vaadelda ka mistahes kahest ristuvast, sirget s’ ldbivast tasa-
pinnast ¢,” ja 03" saadud peegelduste korrutisena. Tasapinna oy’
voib valida nii, et ta oleks risti tasapinnaga ¢,". Vaadeldav liiku-
mine esineb siis kolme peegelduse korrutisena, kusjuures pee-
geldustasapinnad o/, 0,” ja oy’ ldbivad punkti O ning tasapinnad
o' ja oy” on risti tasapinnaga oy’

Tasapindadest o)’ ja 6,” saadud peegelduste korrutis on poore
timber telje, mis on risti tasapinnaga o3’; sellest jareldubki teo-
reem. . "

Jareldused. 1. Peegeldumist tasapinnast ja peegeldumist
punktist saab vaadelda poordepeegelduse erijuhtudena, kus selle
nurk on vastavalt vordne nulliga voi 180 kraadiga.

Esimesel juhul voib teljeks votta mistahes sirge, mis on risti
peegeldustasapinnaga; teisel juhul voib peegeldustasapinnaks ja
-teljeks votta mistahes teineteisega ristuva tasapinna ja sirge, mis
libivad peegelduskeskpunkti. -

2. Pdérdepeegeldus, mis ei ole peegeldumine tasapinnast voi
punktist, omab iht kahekordset punkti, iiht kahekordset sirget ja
dht kahekordset tasapinda, milledeks on pdordepeegelduse kesk-
punkt, telg ja tasapind.

3. Pdordepeegelduse tasapind poolitab iga sirgloigu, mis iihen-
dab kaht péordepeegelduses teineteisele vastavat punkti.

See jareldub sellest, et kaks vastavat punkti asetsevad sellest
tasapinnast vordsetel kaugustel.

4. Pdore mingi telje iimber ja peegeldumine punktist, mis
asetseb samal teljel, annavad (mistahes jarjekorras) korrutamisel
poordepeegelduse, mille telg iihtib poordeteljega ja keskpunkt
antud punktiga. '

Toepoolest, kui vaadelda niiteks poorde korrutamist peegeldu-
sega, siis peegeldumist antud punktist saab kujutada Kui pooret
timber antud poordetelje nurga 2d vorra, mis on korrutatud pee-
geldusega selle teljega ristuvast tasapinnast (teoreem 277, jirel-
dus 2). Seejuures antud poérde ja nurga 2d vorra tehtud poérde.
korrutis on jélle poore sama telje iimber, selle uue poorde ja tel-
jega ristuvast tasapinnast saadava peegelduse korrutis aga on
poordepeegeldus. Analoogilised kaalutlused on rakendatavad ka
punktist peegeldumise ja poorde korrutamisel.
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Vaatlesime kolme peegelduse korrutist juhul, kus peegeldus-
tasapinnad o1, o2 ja o3 ldbivad {iht ja sama punkti. Tasapindade
01, 02 ja o3 vastastikuse asendi koikidel muudel juhtudel need kolm
tasapinda on risti {ihe ja sama tasapinnaga. Selle asemel, et vaa-
delda neid juhte eraldi, vaatleme jargnevas paragrahvis kuitahes
mitmest {ihe ja sama tasapinnaga ristuvast tasapinnast saadavate
peegeldyste korrutist. .

§ 139. Liikumine - paralleelselt tasapinnaga.

Asume niiiid lihtsamate liikumiste (peegeldumine, liike, poore)
vaatlemiselt niisuguste liikumiste vaatlemisele, mis kujutavad
endast meelevaldse hulga peegelduste korrutist.

Joonis 79.

Kéesolevas paragrahvis piirdume selle juhuga, kus koik pee-
geldustasapinnad on risti {ihe ja sama tasapinnaga. Naiteks selle
kohta (peale peegelduse, litkkke ja poorde) voib olla kolmest tasa-
pinnast oy, 02 ja o3 saadud peegelduste korrutis, kui esimesed kaks
tasapinda on paralleelsed ja kolmas tasapind on nendega risti
(joonis 79). Vaatleme seda litkumist veidi {iksikasjalisemalt.

Et peegeldusi on kolm, siis on meil tegemist teist liiki liiku-
misega. Tahistame esimese kujundi mingi punkti tdhega A, selle
punktiga tasapinna o, suhtes s{immeetrilise punkti tdhega A,
punktiga A, tasapinna ¢, suhtes siimmeetrilise punkti tahega A,
ja punktiga A, tasapinna o; suhtes slimmeetrilise punkti tdhega
As. Vaadeldav liikumine on ilmselt lilkke AA, korrutis peegeldu-
sega tasapinnast o;.

Niisugust teist liiki liikumist, mis kujutab endast mingi tasa-
pinnaga paralleelse liikke korrutist peegeldusega sellest tasa-
pinnast, nimetatakse monikord libisevaks peegelduseks
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{vrd. I, teoreem 80)." Vastavat peegeldustasapinda nimetatakse
tibiseva peegelduse tasapinnaks.

Libiseval peegeldusel on ilmselt jargmine omadus: libiseva
peegelduse tasapind poolitab iga loigu, mis ihendab kaht vasta-
vat punkfti.

‘Siin vaadeldavate liikumiste ithiseid omadusi iseloomustab
jargmine teoreem. ®

Teoreem 279. Mitmesi iihe ja sama tasapinnaga o ristuvast
tasapinnast saadavate peegelduste korrutis kujutab endast liiku-
mist, millel on jirgmised omadused: iga [5ik, mis iihendab kaht
vastaval punkti, on paralleelne tasapinnaga oo; sirgele, mis on
risti  tasapinnaga oy, vastab sirge, mis on samuti risti tasa-
pinnaga o,.

Q,

Joonis 80.

Esimesena nimetatud omaduse tottu nimetatakse seda litkumist
liikumiseks paralleelselt tasapinnaga.

Foestus. Kujutagu antud liikumine endast naiteks kolme
peegelduse korrutist, millede tasapinnad o1, 02 ja o3 on risti tasa-
pinnaga oo (joonis 80). Tahistame tahega A antud kujundi mingi
punkti, tdhega a antud kujundi. mingi sirge, mis on risti tasa-
pinnaga oo, tihtedega A, ja q, punkti ja sirge, mis on tasapinna
o1 suhtes siimmeetrilised punktiga A ja sirgega a, tihtedega A, ja
a, punkti ja sirge, mis on tasapinna o, suhtes siimmeetrilised punk-
tiga A, ja sirgega a,, ning tihtedega A, ja a; punkti ja sirge, mis
on tasapinna o; suhtes siimmeetrilised punktiga A, ja sirgega a,.

Loigud AA,, A\A; ja A,A; on vastavalt  risti tasapindadega
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o1, 0 ja oz jdrelikult koik nad on paralleelsed tasapinnaga oo.
Koik punktid Ay, A, ja A, asetsevad tasapinnal, mis ldbib punkti
A ja on paralleelne tasapinnaga oo. Seetottu ka (joonisel mitte
ndidatud) 16ik AA;, mis tihendab kaht vastavat punkti, on paral-
leelne tasapinnaga oy.

Tasapinnaga oo ristuv sirge a on paralleelne tasapindadega o,
oy ja oz Sellest fjareldub, et ka sirged ai, a» ja a; on paralleelsed
samade tasapindadega ning jarelikult ka sirgega a.

Toestatud teoreemist jareldub, et mistahes kujundi AB... lii-
kumise uurimine, kui see liikumine toimub paralleelselt tasa-
pinnaga gy, taandub selle kujundi projektsiooni MN ... liikumise
uurimisele tasapinnal ¢,. Peegeldumisele tasapinnast ¢, vastab
peegeldumine tasapindade o, ja oo loikejoonest s; tasapinnaga oo
paralleelsele litkkkele vastab liike tasapinnal oo endal jne.

Tasapinnaliste liikumiste uurimise tulemused (I, § 33) viivad
meid seega vahetult jargmiste lausete juurde.

Teoreem 280. Iga liikumine paralleelselt tasapinnaga on ili-
malt kolme peegelduse korrutis.

Teoreem 281.. Iga esimest liiki liikumine paralleelselt tasa-
pinnaga on kas like voi péére (kaasa arvatud ka peegeldumine
sirgest) vOi. samasus.

Iga teist liiki liikumine paralleelselt tasapinnaga on kas libi-
sev peegeldus voi peegeldus,

Jiareldus. Mingi tasapinnaga paralleelse likke korrutis
poordega, mille telg on risti sama tasapinnaga, on poore samas
suunas ja sama nurga vorra dmber teatava telje, mis on risti
sellesama tasapinnaga.

Toepoolest, vaadeldav korrutis on antud tasapinnaga paral-
leelne liikumine, kuid ei saa olla liikke, nagu on kerge naha. Sel-
les, et nende poorete nurgad on vordsed ja samasuunalised, on
kerge veenduda, kui vaadelda suundasid kahel vastaval loigul,
mis on risti kummagi poorde teljega.

§ 140. Piisipunktiga liikumine.

Paragrahvis 136 juba: nimetasime mingi liikumise kahekord-
seks punktiks ehk piisipunktiks iga punkti, mis iihtib temale vas-
tava punktiga. Kéesolevas paragrahvis vaatleme koiki (esimest ja
teist liiki) liikumise tiilipe, milledel on vidhemalt iiks piisipunkt.
Niisuguseid liikumisi nimetatakse pilisipunktiga liiku-
misteks.

Teoreem 282. [ga piisipunktiga liilkumist on voimalik vaadelda
iilimalt kolme peegelduse korrutisena.

Toestus.! Oletame, et mingi liikumine piisipunktiga O viib

1 Vrd. 1, § 33 (tasapinnageomeefria teoreemi 78 toestus ja joonis 79
lehekiiljel 100).
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kujundi F kolm punkti A, B ja C, mis ei asetse punktiga O iihel
ja samal tasapinnal, kujundi F’ punktideks A’, B’ ja e

Tahistame tdhega o, nurga A0A’ bisektortasapinna, s. o. tasa-
pinna, mis on risti tasapinnaga OAA’ ja mis poolitab nurga AOA’
(§ 125). Peegeldumine tasapinnast ¢, viib kujundi F punktid O,
A, B ja C mingi uue kujundi F, punktideks O, A’, B, ja C,. (Kui
juhuslikult punkt A i{ihfib punktiga A7, siis peegeldumist tasa-
pinnast ¢, ei tarvifse vaadelda ja kujundiks F; voib votta antud
kujundi F.)

Edasi tahistame tdhega o, nurga B,0B’ bisektortasapinna. Et
Z A'OBy = ZAOB = 2 A’OB’, siis kiir OA’ ja jdrelikult ka punkt
A’ ‘asetsevad tasapinnal o, (§ 125, geomeetriline koht XXIII, mér-
kus). Peegeldumine tasapinnast o, viib kujundi F; punktid O, A4’,
B, ja C, teatava uue kujundi F, punktideks O, A’, B’ ja C,. (Kui
juhuslikult punkt By iihtib punktiga B’, siis peegeldumist tasapin-
nast o, ei tarvitse vaadelda ja kujundiks F, voib votta kujundi F;.)

Téhistame 16puks nurga C,0C’ bisektortasapinna tihega o..
Bt £ AO0C = « AQC, = A0C = 2 ADC” ja- 2 BO0E, =
= £ B0C, = £ BOC = £ B’OC’, siis kiired ‘OA’ ja OB’ ning
jarelikult ka punktid A’ ja B’ asetsevad tasapinnal os. Peegeldu-
- mine tasapinnast oy viib kujundi F, punktid O, A’, B’ ja Cs kujundi
F3 punktideks O, A’, B’ ja C’. (Kui punkt C, iihtib punktiga C’.
. siis peegeldumist tasapinnast o; ei tarvitse vaadelda ja kujundiks
F3 voib votta kujundi F.,.)

Oeldust jireldub, et kolmest tasapinnast o1, 6> ja o5 (vOi iilal-
pool mérgitud erijuhtudel monedest neist) saadud peegelduste kor-
rutis teisendab antud kujundi F punktid O, A, B ja C kujundiga
F ja jérelikult ka kujundiga F’ vordse kujundi F; punktideks O,
. A’, B’ ja C'. See kujund F; iihtib kujundiga F” (teoreem 268, jirel-

~ dus 2), sest tema neli punkti O, A%, B ja C’ iihtivad neile vasta-
vate kujundi F” punktidega.

Niisiis, antud liikumine on kolme peegelduse korrutis, kusjuu-
res peegeldustasapindadeks on oy, 65 ja 05 (VOi erijuhtudel korrutis
monedest neist peegeldustest).

Jareldus. Iga esimest liiki liikumist pusipunktiga, kui see
liitkumine ei ole samasus, saab vaadelda kahe peegelduse korru-
tisena. !

- Toepoolest, et peegeldumine tasapinnast on teist liiki liikumine.
sils esimest liiki liilkumine saab olla ainult paarisarvu peegelduste
korrutis. Toestatud teoreemi pahjal see peegelduste arv on kaks.

Paragrahvis 137 toestati, et kahe peegelduse korrutis on pOore
voi litke. Et liikkel ei ole liikumatuid punkte, siis jouame jargmi-
sele tulemusele.

Teoreem 283 (D’Alembert). Iga esimest liiki liikumine piisi-
punktiga on pdire.
Teisiti oeldes: kui mingi punkt iihel kahest parisvordsest kujun-
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dist iihtib teisé kujundi vastava punktiga, siis kummagi kujundi
saab teisest pdorde abil.

Kui- antud liikumine piisipunktiga on teist liiki litkumine, siis
peegeldustg arv, millest koneldakse teoreemis 282, on vordne
kolmega voi {ihega, ja (teoreemi 278 jirgi) saame jargmise lause.

Teoreem 284. [ga teist liiki liikumine pisipunktiga on podrde- .
peegeldus voi peegeldumine tasapinnast.

Toestatud teoreemid voimaldavad késitleda jargmisi konst-
ruktsioone.

Konstruktsioon 101. Konstrueerida antud kahe péris-
vordse kujundi poordetelg, teades, et esimese kujundi antud
punkt O {ihtib teise kujundi vastava punktiga.

Olgu A ja B esimese kujundi mingid kaks punkti, mis ei asetse punk-
tiga O ithel ja samal sirgel, ning A’ ja B’ neile vastavad teise kujundi punk-
tid. Et otsitav poordetelg moodustab kiirtega OA ja OA’, samuti ka kiir-
tega OB ja OB’ vordsed nurgad, siis ta iihtib nurkade AOA’ ja BOB’ bisektor-
tasapindade « ja f loikejoonega (vrd. I, konstruktsioon 18).

Juhul, kui tasapinnad o ja p iihtivad, ei ole poordetelg selle konstrukt-
siooniga mairatud, kuid sel juhul on podrdeteljeks, nagu on kerge niha,
tasapindade OAB ja OA’B’ loikejoon.

Analoogiline iilesanne teist liiki liikumise kohta sonastub ja
laheneb jargmisel viisil.

Konstruktsioon 102. Konstrueerida iiht antud kahest pee-
geldusvordsest kujundist teisega {ihtivaks tegeva poordepeegel-
duse tasapind ja telg, teades, et esimese kujundi antud punkt O
iihtib teise kujundi vastava punktiga.

Kahe kujundi paariti vastavate punktide ihendusldikude keskpunktid
asetsevad : otsitaval poordepeegelduse tasapinnal (teoreem 278, jdreldus 3).
Kahe niisuguse 16igu keskpunktid, mis ei asetse ithel sirgel punktiga O, maa-
ravad selle tasapinna asendi.

§ 141. Vintnihe. Liikumiste liigitelu.

Vaatleme niiiid esimest voi teist liiki liikumise meelevaldset
juhtu ruumis. !

Teoreem 285. Iga liikumist saab vaadelda ilimalt nelja peegel-
duse korrutisena.

Toestus. Oletame, et mingi liikumine viib antud kujundi F
mingi punkti A kujundi F/ punktiks A’.

Peegeldumine tasapinnast o), mis on risti 16iguga AA’ ja ldbib
selle keskpunkti, viib punkti A punktiks A’ ja kujundi F kujun-
diks F,, mis on vordne kujundiga F ja jérelikult ka kujundiga F”.

Seejuures kujundi Fy; punkt A’ {ihtib kujundi F” vastava punk-
tiga. Jarelikult kujund F’ saadakse kujundist F, iilimalt kolme pee-
gelduse abil (teoreem 282) ja kujundist F ilimalt nelja peegel-
duse abil. v

Jidreldus. Iga teist liiki litkumine on peegeldumine tasa-
pinnast voi kolme niisuguse peegelduse korrulis.

Toepoolest, et peegeldumine tasapinnast on teist liiki liiku-
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mine, siis teist liiki liikumine saab olla ainult paaritu arvu pee-
gelduste korrutis. Toestatud teoreemi pohjal see peegelduste ary
on vordne iihega voi kolmega.

Kui antud teist liiki liikumine ei ole peegeldumine tasapinnast,
siis saab teda kujutada kolme peegelduse korrutisena. Juhul, kui
vastavad kolm peegeldustasapinda 16ikuvad iihes punktis, saame
poordepeegelduse (teoreem 278), muudel juhtudel aga liikumise,

Joonis 81.

mis on paralleelne tasapinnaga (mis ristub koigi kolme peegeldus-
tasapinnaga). Viimasel juhul antud liikumine on libisev peegel-
dus (teoreem 281). ;

Niisiis saame jargmise tulemuse.

Teoreem 286. Iga teist liiki liikumine, mis ei- kujuta endast
peegeldumist tasapinnast, on péérdepeegeldus vdi libisev peegeldus.

Siirdume esimest liiki liikumiste juurde. Teoreemi 285 pohjal on
igatiks neist kas kahe voi nelja peegelduse korrutis. Kahe peegel-
duse korrutis on poore voi liike. Vaatleme niiiid nelja peegel-
duse juhtu.

Teoreem 287 (Chasles). Iga esimest liiki liikumine, mis ei ole
poore ega like, kujutab endast likke ja péorde korrutist, kusjuu-
res poordetelg on paralleelne likke sihiga.

Niisugust liikumist nimetatakse vintliikumiseks (ehk
vintnihkeks); poordetelge, millest koneldakse teoreemis, nimeta-
takse vinditeljeks ja selle poorde nurka vintnihke
nurgaks. ‘ ;
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Toestus. Oletame, et antud liikumine viib kujundi F mingi
pungi) A kujundiga F périsvordse kujundi F’ punktiks A’ (joo-
nis 81).

Liike AA’ viib punkti A punktiks A" ja kujundi F mingiks
kujundiks F,, mis on pdrisvordne kujundiga F ja jarelikult ka
kujundiga F’. Seejuures kujundi F, punkt A’ {ihtib kujundi F’ vas-
tava punktiga. Et kujundid F; ja F’ on périsvordsed, siis -liikumine,
mis viib kujundi F; kujundiks F’, on esimest liiki liikumine piisi-
punktiga A”. Viimane litkumine on teoreemi 283 pohjal poore iimber
teatava telje s’, mis 1dbib punkti A’

Niisiis, antud liikumine on korrutis liikkkest AA’ ja poordest
timber teatava telje s/, mis labib punkti A"

Tédhistame tdhega o tasapinna, mis 1dbib punkti A’ ja on risti
sirgega s/, ja tdhega Ao, punkti A ristprojektsiooni tasapinnal o.
Liiket AA” saab vaadelda kui liikete AA, ja A¢A” korrutist (teo-
reem 274, jareldus).

Niisiis, antud liikumine on kolme liikumise, nimelt liikke AA,,
lilkke ApA’ ja teatava, telje s’ iimber teostatud podrde korrutis.

Neist kolmest liikumisest viimase kahe korrutis kujutab endast
pooret .teatava telje s timber, mis on paralleelne teljega s’ (teo-
reem 281, jareldus). :

Jarelikult antud liikumine on liikke AA, ja fihe poorde korru-
tis, kusjuures poordetelg s on paralleelne sirgega AA,. Teoreem
on toestatud.

Mirgime veel, et telje s ja tasapinna ¢ l0oikepunkt O on tdiesti
madratud jargmiste nouetega: nurk AoOA’ peab vorduma telje s’
timber tehtava poorde nurgaga, mis tihitab kijundi F kujundiga F7,
ja peab olema sellega samasuunaline; 16igud OA, ja OA’ peavad
olema vordsed.

Jiareldused. 1. Pdéret telje iimber ja liket voiks vaadelda
kui vintnihke erijuhte (tdpsemalt piirjuhte). Poorde juhul 16ik AA,
(liikke suurus) muutub nulliks; liikke juhul muutub nulliks
poordenurk. '

2. Vintnihe, mis erineb likkest ja pdérdest, ei ama kahekord-
seid punkte ja omab iiht kahekordset sirget, milleks on vinditelg.

3. Kui vintnihke nurk erineb sirgnurgast, siis vintnihe ei oma
kahekordseid tasapindu; kui ta on vordne sirgnurgaga, siis kahe-
kordseks tasapinnaks on iga tasapind, mis libib vinditelge.

Midrkus. Teoreemist 287 jéareldub, et iga kaht parisvordset kujundit saab
teineteisega tihitada, kui iiht neist «pidevalt nihutadas.! Toepoolest, nii poore
kui ka liike, jdrelikult ka nende korrutis, on teostatavad kujundi pideva nihu-
tamise teel ruumis. &l :

Miirates tdpselt pideva’ nihutamise moiste, saaksime toestada iseenesest
ilmse lause, et kaht peegeldusvordset ruumikujundit ei ole véimalik ihitada
pideva nihutamise teel.?

t Vt. mirkus lk. 86.
* Vt. Delone, Padurov ja Aleksandrov [10}, k. 17—19.
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Tehes oeldust kokkuvotte, saame (teoreemide 287 ja 286 pohjal)
jargmise liikumiste liigitelu.
I. Esimest liiki liikumine:
a) vintliikumine (4),
b) poore (2), 4 - 7
c) like (2),
d) samasus (0).

I1. Teist liiki liikumine:
a) poordepeegeldus (3),
b) libisev peegeldus (3),
c) peegeldus (1).

Number sulgudes nditab viikseimat peegelduste arvu, millede
korrutamisel on voimalik saada antud tiifipi liikumist.

Teoreemi 287 tbestus juhatab kitte jiargmise iilesande lahen-
dusviisi. :

Konstruktsioon 103. Konstrueerida telg vintnihkele, mis
teisendab iihe antud kahest parisvordsest kujundist teiseks.

Olgu 4, B ja C esimese kujundi (joonis 81) kolm punkti, mis ei asetsé
ihel sirgel, ning A%, B’ ja C’ teise kujundi vastavad punktid. Konstrueerime
16igud BB:1 ja CCi, mis on vordsed, paralleeised ja samasuunalised 16i-
guga AA’. (Punktid Bi ja Ci saadakse liikke AA’ abil punktidest B ja C ning
seetottu vastavad kujundis Fi, millest koneldakse teoreemi 287 toestuses,
kujundi F punktidele B ja C.)

Edasi konstrueerime kahe périsvordse kujundi A’BiCi ... ja A’B'C’ ...
poordetelje s (konstruktsiopn 101). Vastav poérdenurk @ on miiratav pool-
tasapindadega, mis viljuvad sirgest s’ ja ldbivad punkte Bi ja B
(voi Ci ja C').

Labi punkti A" paneme tasapinna ¢ risti sirgega s’ ja punktist A konst-
rueerime ristloigu AAo tasapinnale 0. Leiame tasapinnal ¢ punkti O nii, et
nurk A¢0A’ oleks vordne ja samasuunaline pdérdenurgaga @ ning OAo = OA’.
Sirge s, mis 1dbib punkti O ja on risti tasapinnaga o, ongi otsitavaks vindi-
teljeks (vt. teoreemi tGestuse 1opul tehtud mirkust).

« Kui punkt B: iihtib punktiga B’ ja punkt Ci punktiga C’, siis vintnihe
muutub likkeks AA’; kui telg s’ ristub sirgega AA’, siis vintnihe muutub
poordeks telje s {imber.

Vaatleme vastavat iilesannet teist liiki liikumise puhul.

Konstruktsioon 104. Konstrueerida tasapind ja telg
poordepeegeldusele voi tasapind libisevale peegeldusele, mis {ihi-

tab Gihe antud kahest peegeldusvordsest kujundist teisega.

Antud kujundite paariti vastavate punktide iihendusloikude AA’, BB/,
CC, ... keskpunktid A, B, C, ... (vt. joon. 78) asetsevad otsitaval tasapin-
nal ¢; poordepeegeiduse juhul see tuleneb teoreemi 278 jireldusest 3 ja libi-
seva peegelduse juhul sellest, mis on oeldud paragrahvis 139. Punkte A, B
ja C saab valida nii, et vastavate l16ikude AA’, BB’ ja CC’ keskpunktid ei
asetse iihel sirgel. Toepoolest, poordepeegelduse ja libiseva peegelduse oma-
dustest on kerge jdreldada, et peegeldustasapinna ¢ mistahes punkt Mo on
keskpunktiks Ioigule MM’, mis iihendab kaht vastavat punkti M ja M’. Kolme
niisuguse 16igu keskpunktid, mis ei asetse iihel sirgel, mdidravad tasa-
pinna ¢ asendi. : ;

Olgu Ao, Bo, Co, ... ja Ay, Bo’, Co, ... esimese kujundi punktide A4, B,
C, ... ja teise kujundi punktide A’, B’, C’, ... projektsioonid tasapinnal o,
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Tasapinnal o kujundit AoBoCo ... kujundiga Ao’Bo’Co’ ... iihitava poorde kesk-
punkt O ongi poordepeegelduse keskpunktlks ja tasapinnaga o punktis O ris-
tuv sirge poordepeegelduse teljeks.

Kui kujundid AoBoCo ... ja Ad’Bo’Co’ ... saadakse teineteisest litkke abil,
siis antud kujundid saadakse teineteisest libiseva peegelduse abil. Kui punk-
tid Ao, Bo, Co, ... ithtivad punktidega Ao, B¢/, Co, ... (piisab kahe punkti
ihtimisest), siis antud kujundid on ilmselt siimmeetrilised tasapinna ¢ suhtes.

§ 142. Siimmeetria.

Samuti nagu tasapinnageomeetrias (I, § 36) omavad ruumi-
geomeetrias olulist tdhtsust liikumised, mis teisendavad antud
kujundi sellekssamaks kujundiks (1seendaks)

Kui mingi kujund teisendub iseendaks monede liikumiste puhul
mis erinevad samasusliikumisest, siis 6eldakse, et sel kujundil on
olemas siimmeetria; kujundit iseendaks teisendavaid liikumisi
nimetatakse selle kujundi stimmeetriateisendusteks.

Asetsegu antud kujund piiratud ruumiosas, nditeks mingi kera
sees (kui pole deldud vastupidist, siis vaatleme ainult niisuguseid
kujundeid). Niisugusel juhul selle kujundi siimmeetriateisenduseks
ei saa olla liike, libisev peegeldus ega vintnihe. Toepoolest, teos-
tades korduvalt iiht neist kolmest teisendusest, saame antud
kujundi mingist punktist A punktide jada A,, A, ..., As, ..., mil-
les n suurenemisel kaugus AA, tokestamatult kasvab (vrd. I, § 36).

Niisiis piiratud kujundil saavad esineda ainult jargmised siim-
meetriateisendused: peegeldumine (tasapinnast), péore ja selle
erijuht — peegeldumine sirgest, peegeldumine punktist ja poorde-
peegeldus. Vaatleme monda siin voimalikest juhtudest.

a) Kujund voib lubada peegeldumist mingist tasapmnast Seda
tasapinda nimetatakse . kujundi siimmeetriatasapinnaks
ja kujundit ennast siimmeetriliseks tasapinna suh-
tes. Sel juhul Geldakse ka, et kujundil on siimmeetria tasa-
pinna suhtes. Ndited kujunditest seda liiki siimmeetriaga on
iildiselt tuntud.

b) Kujund voib lubada peegeldumist mingist sirgest. Seda sir-
get nimetatakse siimmeetriateljeks ehk, eristamiseks muu-
dest voimalikest juhtudest, teist jadrku siimmeetria-
teljeks; kujundit “ennast nimetatakse siimmeetriliseks
telje suhtes. Sel juhul 6eldakse ka, et kujundil on teljeline
simmeetria. :

Niiteks kujunditest seda liiki siimmeetriaga voib olla piistrocp-
tahukas. Tema s{immeetriateljeks on sirge, mis iihendab pohjade
keskpunkte.

¢) Kujund voib lubada pooret mingi sirge s {imber. Vaatleme
ainult juhtu, kui vdikseim voimalik poéordenurk on suurusega

@ = ‘-1;?, kus n>2 on naturaalarv [kui n = 2, siis saame juhu b),

kui n > 2, siis oluliselt uued juhud]. Sel juhul kujund véimaldab
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e R : ; 4dk
ka poordeid (ithes ja teises suunas) nurkade ¢, = -, vorra, kus

=1,2,..., n—1. Sirget s nimetatakse sel juhul n-ndat
jdrku siimmeetriateljeks. Ka voib siis delda, et kujundil
on n-ndat jarku pédrdesiimmeetria.

Néitena vaatleme jargmist kujundit ‘(joonised 82 ja 83). Ruudu
ABCD kiilgedel, alates tema tippudest (ja minnes tema piiret
mooda iihes ja samas suunas), mérgime vordsed 1oigud AK =
= BL = CM = DN ja iihendame saadud punktid; saame uue
ruudu KLMN. Seejuures tekkinud kolmnurgad AKN, BLK, CML ja
DNM kééname dra nii, et nad oleksid {ihel pool tasapinnast KLMN
ja asetseksid sellega ristuvatel tasapindadel (joonis 83). Saadud
kujundil leidub neljandat jarku siimmeetriatelg s: selleks teljeks
on ruudu KLMN tasapinnaga ristuv sirge, mis 1dbib ruudu kesk-
punkti. Seejuures siimmeetriatasapindu saadud kujundil ei leidu.

Joonis 82. Joonis 83.

d) Kujund voib lubada peegeldumist mingist punktist. Seda
punkti nimetatakse kujundi siimmeetriakeskpunktiks ja
kujundit ennast stimmeetriliseks punkti suhtes. Sel
juhul éeldakse, et kujundil on tsentraalne siimmeetria.

Niisuguse kujundi nditena voib tuua mistahes rooptahuka. Toe-
poolest, kooligeomeetriast on teada, et rééptahuka diagonaalid
I6ikuvad iihes ja samas punktis, mis neid poolitab. Siit jareldub,
et rooptahuka diagonaalide 16ikepunkt on tema siimmeetriakesk-
punktiks.

e) Vaatleme keerukamat juhtu, kus kujund lubab poordepeegel-
dust. Alustame niitest. Konstrueerime, nagu joonisel 82, ruu-
dud ABCD ja KLMN. Kiiname kolmnurgad AKN, BLK, CML ja
DNM nii dra, et nad oleksid tasapinnast KLMN vaheldumisi iihel
ja teisel pool ja asetseksid sellega ristuvatel tasapindadel. Nii tekib
kujund, mida kujutab joonis 84. Ruudu KLMN tasdpinnaga ristuv
sirge s, mis 1dbib ruudu keskpunkti, on ilmselt antud kujundi (teist
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jarku) siimmeetriateljeks. Kuid antud kujund lubab peale peegel-
dumise sirgest s veel muid siimmeetriateisendusi.

Toepoolest, kui teostada poore tdisnurga vorra iimber sirge s
ja selle jdrel peegeldumine tasapinnast KLMN, siis kujundi uus
asend fihtib endisega (punktid A, B, C, D; K, L, M, N {ihtivad vas-
tavalt punktidega B, C, D, A; L, M, N, K voi punktidega D, A,
B, C; N, K, L, M). Niisiis konstrueeritud kujund lubab pddrdepee-
geldust nurgaga d sirge s iimber.

Korrates analoogilist konstruktsiooni
ja arutelu mistahes korrapdrase hulk-
nurga kohta, millel on paarisarv 2n
kiilge, jouame jargmisele tulemusele.

Kujund vo6ib lubada poordepeegel-
dust, mille védikseim nurk ¢ = -—2;-,
kus n =2 on naturaalarv. Selle poorde-
peegelduse telge nimetatakse 2n-ndat
jirku poordepeegeldusteljeks
(ehk monikord lihtsalt peegelduste!-
jeks)y . :

~ On kerge niha, et 2n-ndat jirku poérdepeegeldustelg on samal
ajal n-ndat jarku stimmeetriatelg.

Joonis 84.

Stimmeetriatasapindu, siimmeetriatelgi, siimmeetriakeskpunkti
ja poordepeegeldustelgi nimetatakse iihise nimega siimmeet-
riaelementideks.

Vaatleme niiiid lihtsamaid juhtumeid, kus kujundil on mitu
stimmeetriaelementi.

f) Olgu kujundil kaks siimmeetriatasapinda o, ja os, mis 16iku-
vad méoda sirget s nurga v = 2d : n all, kus n on naturaalarv.
Samuti nagu tasapinnageomeetrias (I, § 36, d) toestame, et kujun-
dil on sel juhul n siimmeetriatasapinda, mis ldbivad {ihist sirget s
ja millede vahelised nurgad on 2d:n. Sirge s, on n-ndat jarku
siimmeetriateljeks.

Niisuguseid siimmeetriaelemente omava kujundi néiteks voib
olla korrapédrane n-nurkne piiramiid.

g) Vaatleme (tasase) korrapidrase n-nurga siimmeetriaelemente.
Hulknurga keskpunkti ldbiv sirge, mis on risti tema tasapinnaga,

" on ilmselt n-ndat jarku siimmeetriatelg. Sirged, mis  {ihendavad
hulknurga kegkpunkti tema tippudega voi kiilgede keskpunktidega,
kujutavad endast n teist jirku siimmeetriatelge. Paarisarvulise 1
korral pooled neist siimmeetriatelgedest on hulknurga diagonaali-
deks ldbi tema Keskpunkti, teine. pool siimmeetriatelgedest aga on
vastaskiilgede keskpunkte iihendavateks sirgeteks: Paarituarvu-

t Need nimetused on kasutamisel geomeetrilises kristallograafias.
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lise n korral iga siimmeetriatelg ithendab tippu selle vastas aset-
seva kiilje keskpunktiga.

Hulknurga tasapind on tema siimmeetriatasapinnaks. Peale
selle on korrapirasel n-nurgal veel n siimmeetriatasapinda, mille-
dest igaiiks 1abib n-ndat jarku slimmeetriatelge ja iiht teist jarku
stimmeetriatelge. -

Lopuks, paarisarvulise n korral leidub korrapédrasel hulknurgal
siimmeetriakeskpunkt.

Korrapdrasel n-nurksel prismal on ilmselt samad siimmeetria-
elemendid, mis on tema «keskloikeks» oleval korrapdrasel n-nurgal
(joonis 85; n = 6).
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Joonis 85. ; Joonis 86.

Esitame veel iihe ndiite hulktahukatest, millel on samad siim-
meetriaelemendid kui korrapérasel hulknurgal.

Kaksikpiiramiidiks nimetatakse hulktahukat, mille moo-
dustavad kahe iihist pohja omava n-nurkse piiramiidi 2n kiilgtahku
juhul, kui piiramiidid asetsevad nende pohja tasapinnast eri pool-
tel. Kui molemad piiramiidid on korrapdrased ja omavahel vordsed,
siis - kaksikpiiramiidi nimetatakse korrapiaraseks (joo-
nis 86; n =5). ;

Korrapérasel n-nurksel kaksikpiiramiidil leiduvad samad siim-
meetriaelemendid, mis korrapérasel n-nurgal.

h) Kujundil v6ib leiduda mitu siimmeetriatelge, ilma et tal
leiduks {ihtki s{immeetriatasapinda. Piirdume lihtsaima niitega
seda liiki kujunditest, millel on kolm teist jarku siimmeetriatelge.

Konstrueerime ruudu KLMN kiilgedel neli vordset mittevord-
haarset kolmnurka AKN, BKL, CML ja DMN, mis on asetatud nii,
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nagu on niidatud joonisel 87. Kadname need kolmnurgad nii, et
nad oleksid vaheldumisi eri pooltel tasapinnast KLMN ja asetsek-
sid sellega ristuvatel tasapindadel. Saame kujundi, mida kujutab
joonis 88. Ruudu diagonaalid KM ja LN ning ruudu tasapinnaga
ristuv sirge ldbi tema keskpunkti on saadud kujundi teist jérku
siimmeetriatelgedeks; siimmeetriatasapindu niiviisi konstrueeritud
kujundil ei leidu. Edaspidi (§ 143, e) tuuakse veel iiks nédide kujun-
difest, millel on kolm paariti ristuvat teist jarku siimmeetriatelge,
kuid ei leidu siimmeetriatasapindu.

Joonis 87. Joonis 88.

Siimmeetriaelementide monede teiste kombinatsioonidega puu-
tume kokku edaspidises kasitluses (vt. §§ 143 ja 170).!

§ 143. Tetraeedrite ja rooptahukate sﬁmmeetria.'

Edasiste niidetena siimmeetria kohta vaatleme tetraeedrite ja
rooptahukate stimmeetriat.

Et iga tetraeedri iimber saab kujundada rooptahuka ja iga
rooptahuka sisse saab kujundada tetraeedri (§ 111), siis on sobiv
vaadelda ro6biti molema hulktahukaliigi siimmeetriat.

- Loetleme siin esineda voivad juhud. Selle toestamise juures, et
nendega on ammendatud koik siin esinevad voimalused, me ei
peatu. v

a) Meelevaldsel rooptahukal ei leidu peale simmeetriakesk-
punkti muid siimmeetriaelemente (§ 142, d).

Meelevaldsel tetraeedril ei leidu {ildse siimmeetriaelemente.

b) Réoptahukal ABCDA’B’C’D’ leidub siimmeetriatasapind
ACC’A’, kui tema pohjaks ABCD on romb ja teise pohja iiks
tipp C’ projekteerub punkti H, mis asetseb selle rombi diagonaalil
(joonis 89). Et rédptahukal on peale selle veel siimmeetriakesk-

i S{immeetria kohta ruumis vt. Subnikovi raamatut (271 ja Bogomolovi
raamatut [51.



punkt, siis antud juhul tal leidub (teoreem 277, jareldus 2) ka
teist jarku stimmeetriatelg; see stimmeetriatelg 1dbib servade BB’
ja DD’ keskpunkte M ja N. Muid siimmeetriaelemente sellel roop-
tahukal {ildiselt ei leidu.

Vastav sissekujundatud tetraeeder omab iiht siimmeetriatasa-
pinda ja {ildiselt muid siimmeetriaclemente ei oma.

___________

Joonis 89. - Joonis 90.

¢) Piistrooptahukal, mille pohjaks on iildkujuline roopkiilik
(s. o. mitte romb ega ristkiilik), leidub teist jirku siimmeetria-
telg, mis ithendab pohjade stimmeetriakeskpunkte, iiks siimmeetria-
keskpunkt ja stimmeetridtasapind, mis on vordsetel kaugustel poh-
jade tasapindadest (joonis 90). Niisiis on olemas needsamad
stimmeetriaelemendid, mis juhul b), kuid nad on rooptahuka suh-
tes teisiti asetatud. ,
- Vastaval sissekujundatud tetraeed-
- ril on ainult teist jirku siimmeetria-
) telg.
. d) Piistrodptahukas, mille pohjaks on
: (ruudust erinev) romb, omab kolme paa-
N v riti ristuvat teist jarku siimmeetriatelge

N (joonis 91). Uks neist ithendab pohjade
\\vk-l . stimmeetriakeskpunkte, teised kaks kiilg-
TR W Tk el Seat VST keskpunkte. Sel piistrooptahu-
},}\!/ kal leidub ka kolm siimmeetriatasa-
/T’, & pinda, milledest igaiiks ldbib kaht kol-
e e e mest stimmeetriateljest, ja muidugi siim-

meetriakeskpunkt.
Vastaval sissekujundatud tetraeedril
| on ainult tiks teist jirku s{immeetria-
telg ja kaks seda libivat siimmeetria-

Joonis 91. tasapinda.
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¢) Risttahukal (millel ei leidu ruudukujulisi tahke) on kolm
paariti ristuvat teist jarku siimmeetriatelge, mis {ihendavad vas-
tastahkude siimmeetriakeskpunkte, kolm siimmeetriatasapinda, mil-
ledest igaiiks ldbib kaht kolmest siimmeetriateljest, ja muidugi
siimmeetriakeskpunkt. .

Niisiis on siin olemas needsamad siimmeetriaclemendid, mis
juhul d), kuid nad on réoptahuka suhtes teisiti asetatud.

Vastav sissekujundatud tetraeeder on vordtahkne (§ 122) ja
omab kolme teist jarku siimmeetriatelge, kuid ei oma siimmeetria-
tasapindu (vrd. § 142, h).

f) Korrapirasel nelinurksel prismal on (§ 142, g) iiks neljan-
dat jarku siimmeetriatelg, neli teist jarku siimmeetriatelge, iildse
viis siimmeetriatasapinda ja iiks siimmeetriakeskpunkt.

Vastavale sissekujundatud tetraeedrile on, nagu kerge naha,
prisma neljandat jirku siimmeetriatelg teist jarku siimmeetriatel-
jeks ehk, tdpsemalt Oeldes, neljandat jérku poordepeegeldus-
teljeks.

Peale selle leidub sissekujundatud tetraeedril veel kaks teist
jarku stimmeetriatelge, mis lébivad prisma vastastikku asetsevate
kiilgtahkude keskpunkte.

Siimmeetriatasapindu leidub sel tetraeedril kaks: nendeks on
prisma diagonaalloigete tasapinnad, mis ldbivad prisma neljan-
dat jarku stimmeetriatelge.

g) Tetraeeder, mis kujutab endast korraparast piiramiidi, omab
kolmandat jarku siimmeefriatelge. Jarelikult peab leiduma kolman-
dat jarku siimmeetriatelg ka tetraeedri iimber kujundatud r66p-
tahukal — romboeedril (§ 122). Vaatleme seda rooptahukat mone-
vorra iiksikasjalisemalt.

Romboeeder on moodustatud kuuest vordsest rombist. Kui need
rombid on ruudud, siis on tegemist kuubiga. Vaatleme esiteks
romboeedrit, mis erineb kuubist (joonis 92). On kerge nélm, et
romboeedri neljast diagonaalist ithe kummaski otsas koonduvad
kolm vordset tasanurka; joonisel 92 on nendeks tippudeks A ja C’.
Punkt A ja sellest viljuvate tahkude diagonaalide otsad, s. o. punk-
tid B/, D’ ja C’, on korrapirase kolmnurkse piiramiidi AB’D’C tip-
pudeks. Sel piiramiidil ja jdrelikult ka romboeedril leidub kolman-
dat jarku siimmeetriatelg, mis 1ébib tippu A ja selle vastas aset-
seval romboeedri tippu C’. Niisiis romboeeder omab kolmandat
jarku siimmeetriatelge.

Ei ole raske niha, et korrutis poordest 120°-se nurga vorra
mingi telje s iimber ja peegeldusest punktist O, mis asetseb samal
teljel, on poordepeegeldus (teoreem 278, jéreldus 4; joonis 93).
Poordepeegelduse teljeks on sama sirge s; poordepeegelduse tasa-
pind on risti sirgega s ja 1dbib punkti O; poordepeegelduse ntrk
on 60° ja on suunatud vastupidiselt esialgse poorde nurgale.

Siit jareldub, et romboeedri kolmandat jarku siimmeetriatelg
on ka tema kuuendat jarku poordepeegeldusteljeks. Toepoolsst,
romboeeder omab, nagu iga rodptahukas, stimmeetriakeskpunkii,
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ja see siimmeetriakeskpunkt asetseb stimmeetriateljel, sest viimane
iihtib romboeedri diagonaaliga.

Romboeedri tipud A, B, C, D, A’, B’, C’ ja D’ joonisel 92 siir-
duvad poordel (iihes voi teises suunas) 60°-se nurga vorra iimber
telje s ja jérgneval peegeldumisel keskpunktist O vastavalt tippu-
desse (', C, B D, B, B, A A v6i DL B Co s D,

Edasi, kolmnarksel piiramiidil AB’D’C ja jdrelikult ka rom-
boeedril on kolm simmeetriatasapinda, mis libivad kolmandat
jarku siimmeetriatelge. Lopuks, stimmeetriatasapindade ja siim-
meetriakeskpunkti olemasolu toob endaga kaasa (teoreemi 277
jarelduse 2 pohjal) kolme teist jarku siimmeetriatelje olemasolu.

A ,. A
120°
TR
Ao
)
Ty
S
\
c, N / »

Joonis 92. Joonis 93.

Niisiis romboeedril leidub kolmandat jarku siimmeetriatelg,
tapsemalt kuuendat jirku poordepeegeldustelg, kolm teist jarku
siimmeetriatelge, kolm stimmeelriatasapinda ja siimmeetriakesk-
punkt.

Romboeedri sisse kujundatud tetraceder on korrapédrane kolm-
nurkne piiramiid. Tal feidub kolmandat jarku siimmeetriatelg ja
kolm siimmeetriatasapinda (§ 142, Tz ,

h) Asume-16puks kuubi juurde. Kuupi saab kolmel erineval vii-
sil vaadelda korrapirase prismana, sest tema iga paralleelsete
tahkude paari voib lugeda prisma-pohjadeks. Edasi saab kuupi
neljal viisil vaadelda romboeedrina, sest tema neljast diagonaalist
igaiihe kummaski otsas koonduvad kolm vordset tasanurka.

Siit jdreldub, et kuubil leidub kolmi neljandat jarku siimmeetria-
telge, mis paariti iihendavad paralleelsete tahkude keskpunkte.
Edasi leidub kuubil neli kolmandat jarku siimmeetriatelge, tipse-
malt neli kuuendat jirku poordepeegeldustelge, mis iihtivad tema
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diagonaalidega. Lopuks on kuubil kuus teist jarku. stimmeetria-
telge, milledest igaiiks iihendab kahe paralleelse vastasserva kesk-
punkte.

Kuubil on iiheksa siimmeetriatasapinda. Kuus neist {ihendavad
tema diagonaale kahekaupa ja iilejadnud kolm on vordsetel kau-
sustel iga paralleelsete tahkude paari tasapindadest.

Nagu igal rooptahukal, leidub ka kuubil siimmeetriakeskpunkt.

Kuubi sisse kujundatud tetraeeder on Kkorrapdrane tetraeeder
(§ 122). Tal on neli kolmandat jérku siimmeetriatelge, kolm teist
jarku siimmeetriatelge, tdpsemalt kolm neljandat jarku poorde-
peegeldustelge (mis iihtivad kuubi neljandat jarku siimmeetria
telgedega), ja kuus sitmmeetriatasapinda.

Mirkus. On peaaegu ilmne, et kuubil ja korraparasel tetraeedril et
leidu peale ilalloetletute muid simmeetriaelemente. Seda asjaolu on voimalik
ka rangelt toestada (vt § 170, mérkus I).



XVII peatiikk.
Sfddrigeomeetria.

§ 144. Algmaisted.

Kujundit nimetatakse sfadriliseks, kui tema koik punk-
tid kuuluvad iihele ja samale kerale, iihele ja samale sfédrile.
Geomeetria osa, mis uurib iihel ja samal keral asetsevaid kujun-
deid, nimetatakse sfddrigeomeetriaks!

Nagu selgub jirgnevast kisitlusest, meenutab sféddrigeomeetria
monevorra geomeetriat tasapinnal (margime, et geomeetria tasa-
pinnal ja geomeetria sfdiril kujutavad endast lihtsamaid pinna-
geomeetria nditeid). Seejuures kera suurringid osutuvad analoogi-
listeks sirgjoontega tasapinnal. Samal ajal reas olulistes kiisi-
mustes sfddrigeomeetria erineb geomeetriast tasapinnal.

Juhtudel, kui sfdérigeomeetria iiks voi teine lause on analoogi-
line tasapinnageomeetria mingi lausega, teeme sonastuse I6pui
vastava viite, mirkides seda nurksulgudega.

Sfadrigeomeetria algmoisteteks on punkti ja suurringi moisted
(§ 123). Kéesolevas peatiikis tdhistame punkte nagu alati suurte
ladina tihtedega A, B, C,... ja suurringe véikeste ladina téhte-
dega‘a, b, ¢, 7.

Kera kaht punkti, mis on iihe ja sama diameetri otsteks, nime-
tame diametraalseteks punktideks. Kahe mittediametraalse
punkti kohta kehtib jirgmine lause.

Teoreem 288. On olemas iiks ja ainult iks suurring, mis libib
kera kaht antud mittediametraalset punkti. [Aksioom 1]

Toestus. Kera kaks mittediametraalset punkti- koos tema
keskpunktiga médravad {iheainsa tasapinna, mis 16ikabki kera
mooda otsitavat suurringi.

Toonitame veel, et aksioom 1 on tasapinnal oige iga kahe
punkti kohta, kuna teoreem 288 on dige ainult mittediametraalsete

punktide kohta. :

k0 Muide, moned sfddrigeomeetria laused, niiteks need, mis kidivad vord-
sete kujundite kohta, on oiged mitte ainult iihel ja samal keral asetsevate
kujundite, vaid ka kahel vordsel keral asetsevate kujundite kohta.
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Mittediametraalseid punkte A ja B ldbivat suurringi téhista-
takse siimboliga AB vii BA.

Kaht mittediametraalset punkti A ja B ldbiva suurringi kohta
oeldakse, et ta iihendab punkte A ja B.

Kui kaks suurringi ldbivad iiht ja sama punkti, siis Geldakse,
et nad 16ikuvad selles punktis.

Teoreem 289. Kera kaks suurringi [6ikuvad kahes punktis.

Toestus. Kahe suurringi tasapindadel leidub {ihine punkt —
kera keskpunkt — ja seepirast nad loikuvad mooda sirget. Selle
sirge ja kera 1oikepunktid ongi punktideks, kus 16ikuvad kaks
suurringi.

Mirgime teoreemi 289 olulist erinevust vastavast tasapinna-
geomeetria teoreemist 1.

Me ei hakka peatuma niisuguste lausete juures, nagu «iga suur-
ring 1dbib 16pmatu hulga punkte», «on olemas kera punkte, mis
ei asetse iihel ja samal suurringil», «kera iga punkti 14bib Iopmatu
hulk suurringe» [aksioomid 1b ja lc; I, teoreem 2] ja teised ana-
loogilised laused. Neid lauseid, mis on iseenesest ilmselt oOiged,
saaks toestada, toetudes varemoeldule.

Olgu keral O antud suurring a ja sellel kaks punkti A ja B.
Need kaks punkti jaotavad suurringi a iilejddnud punktid kaheks
kaareks (I, lk. 49), millede otsteks on punktid A ja B. .

Kasutades teoreemi tasapinna jaotamisest nurga haarade poolt
(1, teoreem 4), saaks toestada jdrgmise lause.

Teoreem 290. Need kaks kaart, milleks jaotavad kera suurringi
tema kaks punkti A ja B, on jirgmiste omadustega: kui kaks
punkti M ja N asetsevad ithel ja samal kaarel, siis iiks kaartest,
mille otsteks on punktid M ja N, ei sisalda ei punkti A ega ka
punkti B, teine aga sisaldab molemaid neid punkte; kui aga kaks
punkti M ja N asetsevad eri kaartel, siis iiks kahest kaarest, mille
otsteks on punktid M ja N, sisaldab punkti A, teine punkti B.

Kasutades tasapinna jaotamise teoreeme ja teoreeme mitte-
vordsete kaldloikude kohta, saaks edasi toestada veel jédrgmise
teoreemi.

Teorcem 291. Neist kahest kaarest, milleks jaotavad suurringi
tema kaks punkti A ja B, asetseb iiks selle suurringi tasapinnal
sirgest AB iihel pool ja teine teisel pool.!

Suurringi kaart, mille otsteks on punktid A ja B, tdhistame
lihtsalt siimboliga AB.

Kui punktid A ja B on diametraalsed punktid, siis kumbagi
kaart, milleks nad jaotavad suurringi, on loomulik nimetada suur-
ringi poolringjooneks. Kui punktid A ja B ei ole dia-
metraalsed punktid, siis iihele kahest kaarest, mille otsteks on
punktid A ja B, vastab sirgnurgast vidiksem kesknurk AOB (vrd. I,

1 Teoreemid 290 ja 291 on kehtivad muidugi iga ringjoone punktide kohta,
kuid me sonastame need ainult suurringi punktide kohta, sest sel juhul on
neil eriline tahtsus.
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k. 14 ja lk. 49); selle kaare nimetame poolringjoonest
vidiksemaks kaareks. Seejuures teisele kaarele vastab
kesknurk, mis on sirgnurgast suurem; selle kaare nimetame
poolringjoonest suuremaks kaareks. Manikord
koneldakse lihtsalt suurringi viiksemast ja suuremast kaarest,
mille otsteks on punktid A ja B.

Edaspidi moistame igal pool, kus pole deldud vastupidist, antud
kaht punkti {ihendava suurringi kaare all voi lihtsalt «kaare» all
poolringjoonest -vidiksemat kaart. Suurringi kaart (poolringjoonest
vaiksemat), mille otsteks on punktid 4 ja B, nimetatakse punktide
A ja B vaheliseks sfddriliseks kauguseks.

Vaatleme kera jaotamist suurringidega.

Analoogiliselt vastavate moistetega tasapinnageomeetriast
(I, 1k. 10) saab defineerida sfadrilise murdjoone, tema
otste, tippude ja liilide (kiilgede) maisted. Seejuures sirgjoone
16ikude asemel tuleb muidugi vaadelda suurringide kaari, mis
voivad olla poolringjoonest viiksemad, sellega vordsed voi sel-
lest suuremad. -

Oeldakse, et mingi sfairiline kujund F jaotab kera kaheks
piirkonnaks D, ja D;, kui see kujund voimaldab jaotada
koik temale mitte kuuluvad kera punktid kahte jargmiste oma-
dustega klassi: 1) iihe ja sama klassi iga kaht punkti saab iihen-
dada sfadrilise murdjoonega, millel ei ole kujundiga F {ihiseid
punkte; 2) eri klasside mingit kaht punkti ei saa iihendada nii-
suguse murdjoonega.

*Niiiid saame sonastada jargmise teoreemi.

Teoreem 292. Iga suurring, mis asetseb mingil keral, jaotab
selle kera kaheks piirkonnaks. [Aksioom 3.]

Toestus. Olgu a suurring, mis asetseb antud keral.

Suurringi @ tasapind « jaotab ruumi kaheks poolruumiks H ja
F (teoreem 203). Esimesse klassi loeme need kera punktid, mis
kuuluvad poolruumi H, tdhistades selle punktide klassi tdhega #:
analoogiliselt defineerime nende kera punktide klassi », mis kuulu-
vad poolruumi K. Néiitame, et nii defineeritud kaks kera punktide
klassi kujutavad endast kaht piirkonda. ;

Olgu M ja N kaks kera punkti (joonis 94), mis kuuluvad iihte
ja samasse Kklassi, iitleme, konkreetsuse mottes, klassi #. Need
kaks punkti ei saa olla diametraalsed punktid, sest vastasel juhut
16igul MN leiduks tasapinnaga a iihine punkt, nimelt kera kesk-
punkt, ja punktidest M ja N iiks kuuluks iihte, teine teise pool-
ruumidest H ja K, seega ka iiks kuuluks iihte ja teine teise klassi-
dest % ja = Jarelikult punkte M ja N 1ibib {iksainus suurring b.
Téhistame selle suurringi tasapinna tihega p, tasapindade « ja §
16ikejoone tdhega [ ning suurringide a ja b 16ikepunktid tahte-
dega P ja Q.

Et punktid M ja N kuuluvad klassi #, siis asetsevad nad méle-
mad poolruumis H. Siit jireldub, et punktid M ja N asetsevad

140



" tasapinnal g sirgest / iihel ja samal pool ning ringjoone & iihel ja
samal kaarel, mille otsteks on punktid P ja Q

Et punktid M ja N asetsevad suurringi & iihel ja samal kaarel,
mille otsteks on punktid P ja Q, siis iiks kaartest, mille otsteks on
punktid M ja N, ei sisalda kumbagi punktidest P ja Q (teo-
reem 290). Teiste sonadega, klassi s kaht punkti M ja N saab
ihendada suurringi kaarega, millel ei ole ithiseid punkte suur-
ringiga a. Sama on ilmselt kehtiv ka klassi » kohta.

Joonis 94.

Korrates seda arutelu vastupidises jdrjekorras, jouame jargmi-
sele jareldusele: kui punkt M kuulub esimesse klassi % ja kaarel
MN ei ole suurringiga a iihiseid punkte, siis kuulub esimesse
klassi ka punkt N. Rakendades seda viidet korduvalt, saame kind-
laks teha, et kui punkt M kuulub esimesse klassi ja sfadrilisel
murdjoonel MAB ... N ei leidu iihiseid punkte suurringiga a, siis
kuulub esimesse klassi ka punkt N. Teiste sonadega, esimese klassi
punkti M ei saa ithendada teise klassi punktiga murdjoone abil,
millel ei ole iihiseid punkte suurringiga a. Sellega on teoreem
toestatud.

Kumbagi kahest piirkonnast, milleks suurring a jaotab kera,
nimetatakse suurringiga a piiratud poolkeraks.

Uhel ja samal suurringiga a piiratud poolkeral asetseva kahe
punkti kohta deldakse, et nad on suurringist a ithel poo 1; kahe
punkti kohta, mis asetsevad eri poolkeradel, oOeldakse, et nad on
suurringist @ eri pooltel g

Kasutades teoreemi 292, saab toestada ka jdrgneva lause
kera jaotamise kohta suurringidega.

Teoreem 293. Kaks suurringi jaotavad kera neljaks piirkonnaks
(I, teoreem 3]. '

Toestus. Olgu a ja b antud suurringid ning P ja Q nende
I6ikepunktid (joonis 95). Tahistame tdhtedega h ja hi need pool-
ringjooned, milledeks punktid P ja Q jaotavad suurringi a, ning
tahtedega k ja k- need poolringjooned, milledeks punktid P ja Q
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jaotavad suurringi b. Suurring a jaotab kera kaheks poolkeraks.
Seejuures poolringjooned k ja k; asetsevad eri poolkeradel, sest
kumbki kahest kaarest, mis {ihendab poolringjoone £ mingit punkti
poolringjoone k; mingi punktiga, sisaldab iiht punktidest P ja Q.
Neist kahest poolkerast seda, millel asetseb poolringjoon &, téhis-
tame tdhega 7 ja seda, millel asetseb poolringjoon ki, tdhega #;.
Analoogiliselt tdhistame tdhtedega x ja %, need kaks suurrin-
giga b piiratud poolkera, mis sisaldavad vastavalt poolringjooni
h ja h;. Jaotame niiid punktid, mis ei asetse suurringidel a ja b,
jargmiselt nelja klassi. ;

Esimesse klassi loeme need kera
punktid, mis kuuluvad poolkerale 7
- ja samal ajal poolkerale x%; tahistame
selle punktide klassi siimboliga .
Analoogiliselt defineerime punktide
klassid nx1, Mix ja N1x1.

Selle teoreemi toestuse edasine
kdik on analoogiline tasapinnageo-
meefria teoreemi 3 'toestusega.

Igaiiks neist neljast piirkonnast,
mille olemasolu néiitab teoreem 293,
on «piiratud» kahe poolringjoonega,
milledel on {ihised otsad. Nii on piir- -
kond #ux piiratud poolringjoontega
ja k, piirkonnad o1, mix ja g
' vastavalt poolringjoontega 4, ja
k, h ja ki, hy ja ki See asjaolu oigustab jirgmise definit-
siooni tarvituselevotmist. Kogu, mis koosneb kera kahest diamet-
raalsest punktist ja kahest poolringjoonest, mille otsteks on need
punktid, nimetatakse sfadriliseks kaksnurgaks. Kaks-
nurka moodustavaid poolringjooni nimetatakse kaksnurga kiil -
gedeks ja nende iihiseid otsi tema tippudeks.

Joonis 95.

Saab toestada, @t sfiiriline kaksnurk jaotab kera kaheks piir-
konnaks [I, teoreem 4]. Kui kaksnurga kaks kiilge (koos tema
tippudega) moodustavad iihe suurringi (millisest juhust me eran-
dit ei tee), siis kumbki neist piirkondadest on poolkera. Kui kaks-
nurga kiiljed (koos tema tippudega) ei moodusta {iht suurringi,
siis iiks neist piirkondadest on poolkerast «vidiksem» ja teine
«suurem». Soltuvalt sellest, kumma neist kahest piirkonnast loeme
seesmiseks piirkonnaks, saab vaadelda poolkerast vdikse-
maid kaksnurki ja poolkerast suuremaid kaksnurki.
[Vrd. sirgnurga, sirgnurgast viiksema nurga ja sirgnurgast suu-
rema ‘nurga moistet; I, 1k. 12—=14.]

Sféddrilise kaksnurga moistega seostub loomulikult sfddrilise
nurga moiste.

Sfddriliseks nurgaks nimetatakse kogu, mis koosneb
mingist punktist ja kahest poolringjoonest, mille iihiseks otsaks on
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see punkt; seda punkti nimetatakse nurga tipuks ja poolring-
jooni tema haaradeks.

Kahest poolringjoonest, mille iihiseks otsaks on punkt A ja mis
labivad vastavalt punkte B ja C, moodustatud nurka tdhistatakse,
nagu tasapinnageomeetriaski, sumbohga Z BAC voi £ CAB.

Sféirilise nurga haarad (koos nurga tipuga ja haarade teise
tihise otsaga) moodustavad sféirilise kaksnurga. Vastavalt pool-
keraks muutunud sfdédrilisele kaksnurgale ja poolkerast vaikse-
matele ning poolkerast suurematele sfddrilistele kaksnurkadele
saab konelda sfaérilisest sirgnurgast ja sirgnurgast viiksematest
ning sirgnurgast suurematest sfdarilistest nurkadest.

Mirgime 10opuks, et analoogiliselt suunaga 16ikudega sirgel ja
suunaga nurkadega tasapinnal (I, § 8) saab tarvitusele votta
suurringi suunaga kaarte moiste ja samuti ka suunaga sfddriliste
nurkade moiste. Seejuures peame kujutlema, et «vaatleja», kellest
oli seal juttu, asub alati véljaspool kera (voi alati kera sees).

§ 145. Sfddrilised hulknurgad.

Sfddrilise hulknurga all selle koige laiemas tidhen-
duses moistetakse iga kinnist sfddrilist murdjoont.

Kitsendame siiski monevorra seda moistet ja nouame, et selle
murdjoone iga liili oleks poolringjoonest véiksem.

Niisiis sfddriliseks hulknurgaks mmetame kogu,
mis koosneb Ioplikust arvust kera punktidest A, B, C, D, . K,
L ja koigi poolringjoonest véiksemate suurringi kaarte AB BC,
Chii i, KL ja LA punktidest:spunkte 4, B, .C; v, K4a L nime-
tatakse hulknurga tippudeks ning kaari AB, BC, ..., KL ja
LA tema kiilgedeks; nurki LAB, ABC, ..., KLA nimetatakse
hulknurga nurkadeks.

Eelmises paragrahvis vaadeldud sfadriline kaksnurk ei rahulda
meie sfddrilise hulknurga definitsiooni. Seetottu lihtsaimaks sfaa-
riliseks hulknurgaks on sfddriline kolm nurk, millel on
kolm tippu A, B ja C, kolm kiilge AB, BC ja CA ning kolm nurka
CAB, ABC ja BCA. Edasi jargnevad sfadriline nelinurk, viis-
nurk jne.

Analoogiliselt tasapinnageomeetriaga (I, lk. 20) votame tar-
vitusele lihtsa sfdarilise hulknurga moiste: sfadrilist hulknurka
nimetame lihtsaks, kui tema mingid kaks kiilge ei loiku, iikski
tipp ei asetse tema kiiljel ja iga tipp on ainult kahe kiilje otsaks.

Lihtsate hulknurkade hulgast tuleb esile tosta kumerad sfééri-
lised hulknurgad: sfdarilist hulknurka nimetatakse kumeraks,
kui tema koik iilejidnud kiiljed asetsevad {ihel ja samal poolkeral
iga suurringi suhtes, mille kaareks on hulknurga iiks kiilg
gvrdechdks Ty

Sfiiriliste hulknurkade iildiste omaduste range toestamine ei
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mahu oma iseloomult ja ulatuselt kédesoleva raamatu raamidesse.
Seepdrast piirdume kdesolevas paragrahvis ainult monede nii-
suguste omaduste loetlemisega, peatumata nende toestamise juures
(vrdSIANT Y

Lihtsa sfdarilise hulknurga tdhtsaimat omadust viljendab jarg-
mine lause, mida voiks nimetada Jordan’i teoreemiks
sfadriliste hulknurkade kohta (vrd. I, lk. 21).

Iga lihtne sfddriline hulknurk jaotab kera kaheks piirkonnaks.

Erinevalt sellest, mis kehtib tasapinnal, on need kaks piirkonda
ithebiguslikud, ja meil iildiselt ei ole objektiivset alust seesmise
piirkonna eristamiseks valisest. Kahest piirkonnast, milleks lihtne
sfadriline hulknurk jaotab kera, voib iiht meelevaldselt nimetada
valiseks ja teist seesmiseks.

Poolringjoonest viiksemat, sellega vordset voi sellest suuremat
suurringi kaart, mille otsteks on hulknurga kaks tippu ja mis ei
ole tema kiiljeks, nimetatakse sfiarilise hulknurga diago-
naaliks.

Saab toestada, et igal lihtsal sfaarilisel hulknurgal leidub kolm
niisugust jarjestikust tippu — téhistame need tdhtedega A, B ja
C —, et diagonaal AC asetseb tiielikult hulknurga sees (tdpsemalt
kera selles piirkonnas, mille lugesime seesmiseks). See diagonaal
tilkeldab lihtsa n-nurga seesmise piirkonna kolmnurga ABC sees-
miseks piirkonnaks ja lihtsa (n — l)-nurga seesmiseks piirkon-
naks (kui mitte arvestada diagonaali AC enda punkte). Seda
arutelu jitkates jouame tulemusele, et iga lihtsa sfddrilise n-nurga
seesmist piirkonda saab tema diagonaalidega tiikeldada n— 2
kolmnurgaks.

_Nimetasime juba, et mistahes lihtsa sfddrilise hulknurga
seesmiseks piirkonnaks voib lugeda iikskoik kumba neist kahest
piirkonnast, milleks ta jaotab kera.

Teisiti on olukord juhul, kui antud hulknurk tdielikult asetseb
ainult ihel, mingi suurringiga a piiratud poolkeral. Saab muide
toestada, et viimane omadus on igal kumeral hulknurgal. Sel
juhul on loomulik nimetada hulknurga suhtes seesmiseks piirkon-
naks seda piirkonda, mis ei sisalda suurringi a iihtki punkti. Nii-
siis seesmise ja vélise piirkonna moiste on tdiesti méaratud néii-
teks iga kumera sfddrilise hulknurga puhul, eriti sfdérilise kolm-
nurga puhul.

§ 146. Kaarte ja nurkade vordsus; ristuvus.

Kera suurringi kaarte kohta saab kehtestada vordsuse mbiste.

Kaht suurringi kaart, mis on poolringjoonest viiksemad, sel-
lega vordsed voi sellest suuremad, nimetatakse vordseteks
kui neile vastavad kesknurgad on vordsed.

See definitsioon on kooskolas vordsete kujundite {ildise defi-
nitsiooniga (vt. I, teoreem 50).

144




Nii defineeritud vordsetel kaartel on vordsete I6ikude omadus-
tega analoogilised omadused, vilja arvatud omadus, mida vil-
jendab aksioom 4d.

Viimane omadus kera puhul ei kehti, sest keral puudub kiire
moiste, ja selle omaduse voib asendada jérgmisega.

Olgu AB ja A’X’ kaks suurringi kaart, milledest kumbki voib
olla poolringjoonest viiksem, sellega vordne voi sellest suurem:
sel juhul keral leidub iks ja ainult iiks niisugune punkt B’, et
kaar AB on vérdne kaarega A’B’ ja punkt B’ ihtib punktiga X’
voi punkt B’ asetseb kaarel A’X’ voi punkt X' asetseb kaarel A’B’. -

Siitisaaks tuletada vordsete kaarte jirgmise omaduse.

Olgu AB mingi kaar, mis erineb poolringjoonest, ja & suurring,
mis ldbib antud punkti A’; suurringil a’ leidub kaks ja ainult kaks
niisugust punkti B’, et kaar AB on véordne iihega kahest kaarest,
mille otsteks on punktid A’ ja B’.

Suurringi kaart, mis vastab sirgnurgaga vordsele kesknurgale,
nimetasime poolringjooneks (§ 144); koik suurringi poolringjooned
on vordsed, sest koik sirgnurgad on vordsed (I, teoreem 16,
jdreldus 2).

; Suurringi kaar, mis vastab tdisnurgaga vordsele kesknurgale,
kannab kvadrandi nimetust. Et koik tdisnurgad on vordsed
(I, teoreem 28, jdreldus), siis on vordsed ka koik kvadrandid.
Vastavalt sellele, kas kesknurk on teravnurk voi niirinurk, nime-
tame kaart kvadrandist vdiksemaks voi suu-
remaks. i
Poolringjoone ja kvadrandi moistega analoogilisi mdisteid tasa-
pinnageomeetrias ei leidu.

Asume sfédriliste nurkade vordsuse vaatlemisele. Igale sfadrili-
sele nurgale BAC vastab kahetahuline nurk B-OA - C, mille serv
labib antud kera keskpunkti O. See annab voimaluse defineerida
vordseid sfdarilisi nurki kui nurki, mis vastavad niisugustele vord-
setele kahetahulistele nurkadele, millede servad libivad kera
keskpunkti.

Sellele definitsioonile saab anda teise kuju, mis on niitlikum
ja, peaasi, mis lubab {ildistamist mistahes pinnageomeetria juhule.
Et anda sellele uuele definitsiooni kujule suuremat tidpsust, votame
tarvitusele kaarele tema otspunktis tommatud poolpuutuja maiste.

Olgu sirge a ringjoone O puutuja punktis A (joonis 96). Ring-
joone O mingi punkt B, mis erineb punktist A, jaotab koos punk-
tiga A ringjoone O kaheks kaareks AM’B ja AM”B. Puutepunkt A
jaotab sirge a kaheks kiireks. Uks neist kahest kiirest — tdhistame
selle tdhega a” — asetseb sirgest AB samal pool, kus asetseb
kaar AM’B. Teine kiir a” asetseb sirgest AB iihel pool kaa-
rega AM”B. Nende eelduste juures kiirt a’ nimetatakse pool-
puutujaks kaarele AM’B tema otspunktis A7 analoogiliselt
kiir a” on poolpuutujaks kaarele AM”B punktis A.
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Me iitleme, et sfadriline nurk BAC on v or dne sfddrilise nur-
gaga B’A’C’, kui tasanurk kaartele AB ja AC punktis A tommatud
poolpuutujate vahel on vordne samalaadilise nurgaga kaartele A’B”
ja A’C’ punktis A’ tommatud poolpuutujate vahel.

Nurk kaartele AB ja° AC punktis A tommatud poolpuutujate
vahel on ilmselt kahetahulise nurga B - OA - C joonnurk. Seetottu
dsja tarvitusele voetud sfdiriliste nurkade vordsuse definitsioon
sisuliselt ei erine varemantust.

Niiviisi defineeritud sfdariliste nurkade vordsuse mbiste on
téiesti analoogiline tasapinnaliste nurkade vordsuse moistega ja
lubab sfédriliste nurkade kohta tarvitusele votta moisted «on suu-
rem» ja «on vidiksem», samuti ka nurkade summa, talsnurga terav-
nurga jne. moisted.

Joonis 96. Joonis 97.

Peatume veel kera ristuvate suurringide moiste juures.

Kera kaht suurringi nimetatakseristuvateks, kui nad moo-
dustavad oma iihe (itkskoik kumma) 16ikepunkti juures tdisnurga.

Kera suurringide ristuvuse vaatlemisel on otstarbekohane tarvi-
tusele votta jargmine moiste. Antud suurringi poolusteks
nimetatakse selle suurringi tasapinnaga ristuva diameetri ja kera
16ikepunkte. On kehtivad jargmised teoreemid.

Teoreem 294. Ldbi kera antud punkti, mis on erinev antud
suurringi molemast poolusest, ldheb iiks ja ainult iks suurring,
mis on risti antud suurringiga [, teoreemid 28 ja 29].

Antud punkt vaib seejuures asetseda antud suurringil, voib aga
ka mitte asetseda sellel.

Selle teoreemi Gigsus jareldub otseselt konstruktsioonist 77.

Oletame, et punkt P ei asetse suurringil a (joonis 97) ega iihti
tema kummagi poolusega. Punkti P ldbiv ja suurringiga a ristuv
suurring & loikab suurringi a kahes punktis // ja K. Nende eel-
duste korral vidiksemat kahest kaarest PH ja PK (joonisel 97 on
see kaar PH) nimetatakse punkti P kauguseks suur-
ringist a
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Niisiis, kui punkt ei ithti suurringi poolusega, siis tema kaugus
sellest suurringist on kvadrandist vaiksem.

Suurringi kummagi pooluse kaugust suurringist on loomulik
lugeda vordseks kvadrandiga.

Teoreem 295. Kahe suurringi ristuvuse tarvilikuks ja ptisa-
vaks tingimuseks on see, et ks neist libib teise pooluseid.

Seejuures ka teine ring 1dbib esimese pooluseid.

Teoreem 296. On olemas iks ja ainult iiks suurring, mis on
risti kahe antud suurringiga. :

Viimase kahe lause toestamise jédtame lugeja hooleks.

§ 147. Sfadrigeomeetria seos miihigeomeetriaga.

Kiirte miihiks nimetame kogu, mis koosneb koikidest
iihest ja samast punktist véljuvatest kiirtest (poolsirgetest) ruu-
mis !; seda punkti nimetame miithi keskpunktiks.

" Kiirte miihki keskpunktiga O nimetame monikord lithidalt
«miihiks O».

Miihi O kujundiks nimetame iga kujundit, mis koosneb
selle miihi kiirtest, s. o. kujundit jirgmise omadusega: kui A on
antud kujundi F mingi punktist O erinev punkt, siis kiire OA koik
punktid kuuluvad kujundile F. Punkti O on seejuures otstarbe-
kohane lugeda samuti kujundile F kuuluvaks.

Miihi O kujundite ja kujundite vahel, mis asetsevad mingil keral
keskpunktiga O, on olemas iiksithene vastavus. See vastavus pohi-
neb sellel, et 14bi kera iga punkti ldheb miihi {iksainus kiir ja miihi
iga kiir loikab kera iithesainsas punktis.

Esitame loetelu lihtsamatest kujunditest, mis miihis ja keral
vastavad teineteisele.

Miihk ; Kera
Kiir ~ Punkt
Sirge Diametraalsete punktide paar
Tasapind Suurring

Pooltasapind

Tasanurk (koos seesmise piirkonnaga)
Taisnurk

Vordsed nurgad

Kahetahuline nurk

Vordsed kahetahulised nurgad

Suurringi poolringjoon

Suurringi kaar

Kvadrant

Vordsed kaared

Sfadriline kaksnurk (sfdériline nurk)

Vordsed sfddrilised kaksnurgad
(vordsed sfddrilised nurgad)

Ristuvad suurringid

Punkti kaugus suurringist

Ristuvad tasapinnad
Nurk sirge ja tasapinna vahel

Kolmetahuline nurk, tema tasanurgad
ja kahetahulised nurgad

Sfddriline kolmnurk, tema kiiljed ja
nurgad

1 Analiiiitilises gevmeetrias ja projektiivses geomeetrias ‘tuleb sagedamini
vaadelda sirgete miihki, s. o. antud punkti libivate sirgete kogu.
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Kolmetahulised tippnurgad «Diametraalsetes sfdariliste kolmnur-

kade paar
Kolmetahulised tdiendusnurgad «Polaarsed»_sféddrilised kolmnurgad
Suunaga kolmetahuline nurk «Orienteeritud» sfédériline kolmnurk
Samasuunalised (vastandsuunalised) Uhteviisi (vastupidiselt) orienteeritud
kolmetahulised nurgad sfdarilised kolmnurgad
Hulktahuline nurk Sfadriline hulknurk
Koonus «Diametraalsete» viikeringide paar

jne.

Nagu ndhtub sellest loetelust, pohjustab vastavus miihikujun-
dite ja sfadriliste kujundite vahel rea uute moistete tarvituselevot-
mist; nendeks uuteks moisteteks on «diametraalsete» sfidriliste
kolmnurkade moiste, «orienteeritud»  sfdérilise  kolmnurga
moiste jne. -

Jatame vastavate definitsioonide formuleerimise lugeja hooleks,
tuues nditena ainult iihe neist. .

Joonis 98.

Sfddrilist kolmnurka A¢BoCy (joonis 98) nimetatakse sfdirilise
kolmnurga ABC suhtes polaarseks, kui punkt Ay on suurringi
BC poolus, mis asetseb temast samal pool, kus punkt 4, ja punk-
tid Bo ning Cy on analoogiliste omadustega.

Kui A4¢B¢Cy on kolmnurga ABC suhtes polaarne kolmnurk, siis
ka ABC on A¢BoC, suhtes polaarne kolmnurk (see jireldub kolme-
tahuliste tdiendusnurkade vastavast omadusest; teoreem 251).

Kirjeldatud vastavus miihikujundite ja sfaériliste kujundite vahel
leiab geomeetrias laialdast rakendamist. Tegelikult oleme seda juba
kasutanud paragrahvides 144—146. Toestades teoreemi 289 kahe .
suurringi 10ikumisest, me taandasime kiisimuse neile vastavate
tasapindade loikumisele. Toestades teoreemi 292 kera jaotamisest
suurfingiga, toetusime vastavale teoreemile miihi kohta,*s. o. teo-
reemile 203 ruumi jaotamisest tasapinnaga. Kaarte ja sfidriliste
nurkade vordsuse moisted taandasime neile vastavate tasanurkade
ja kahetahuliste nurkade vordsuse moistetele.

Esitame veel nditeid selle vastavuse rakendamisest. Teoreemist
204 ruumi jaotamise kohta kahe 16ikuva tasapinnaga tuleneb teo-
reem 293 kera jaotamisest. Teoreemist 205 tuleneb otseselt jérg-
mine sfadrigeomeetria lause.
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Teoreem 297. Kera kolm suurringi, kui nad koik kolm ei libi
kaht diametraalset punkti, jaotavad kera kaheksaks piirkonnaks,
moodustades seejuures kaheksa sfddrilist kolmnurka.

Kui iiks neist kaheksast kolm--
nurgast tdhistada stimboliga ABC,
siis tilejdanud seitsmest kolmnur-
gast kolm on ABC naaberkolmnur- 4
kadeks ja iiks on tema diametraal-
seks kolmnurgaks. Ulejdanud kolm 8,
kolmnurka on naaberkolmnurka-
deks kolmnurgale, mis on diamet-
raalne kolmnurgaga ABC (joo-
nis99).

Edasist rakendamist leiab vaa-
deldav vastavus kédesoleva peatiiki
jargnevates paragrahvides. Seejuu-
res iihtedel juhtudel tuletame miihi-
kujundite kohta kéivatest lausetest
vastavad sfaarigeomeetria laused,
teistel juhtudel, iimberpoordult, sfddrigeomeetria lausetest miihi
kohta kaivad laused. ; :

Joonis 99.

§ 148. Sfidirilised kolmnurgad ja nende omadused.

Kaht sfadrilist kolmnurka nimetatakse vordseteks, kui
nende kolmnurkade kiiljed ja nurgad on vastavalt vordsed. ! Kasu-
tades allpool tdestatud sféariliste kolmnurkade vordsuse tunnuseid,
saab niidata, et see definitsioon on kooskdlas vordsete ruumikujun-
dite iildise definitsiooniga.

Suunaga sfdiriliste nurkade omadustest, mis on téiesti analoo-
gilised tasapinna suunaga nurkade omadustega (vrd. I,
k. 24—25), jireldub kergesti, et iga sfadrilise kolmnurga ABC
kolm nurka £ BAC, 2 CBA ja Z ACB on samasuunalised. See
asjaolu voimaldab konelda sfaédrilise kolmnurga orien-
tatsioonist (vrd. I, 1k. 26—27).

Kaht vordset sfidrilist kolmnurka nimetame pdrisvord-
seteks juhul, kui nad on iihteviisi orienteeritud, ja peegel-
dusvordseteks juhul, kui nad on vastupidiselt orienteeritud.

Sfadriliste kolmnurkade vordsusel on ilmselt refleksiivsuse,
siimmeetrilisuse ja transitiivsuse omadus. Seejuures kaks sféddrilist
kolmnurka, mis on périsvordsed kolmandaga, ja samuti kaks sfédéri-
list kolmnurka, mis on peegeldusvordsed kolmandaga, on teine-
teisega péarisvordsed. Kui iiks antud kahest sfdérilisest kolmnur-
gast on kolmandaga pirisvordne, teine aga temaga peegeldus-

+

1 Selle definitsiooni puhul vt. mirkust paragrahvis 129, lk. 86.
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vordne, siis antud sfadrilised kolmnurgad on teineteisega peegel-
dusvordsed.

Sféddriliste kolmnurkade vordsuse kohta kehtivad tunnused, mis
on tdiesti analoogilised kolmetahuliste nurkade vordsuse tunnus-
tega ja mis kergesti jarelduvad neist paragrahvis 147 esitatud
printsiibi abil.

Loetleme siin need vordsuse tunnused, piirdudes neist esimese
toestamisega:

Teoreem 298 («sfairiliste kolmnurkade vordsuse esimene tun-
nus»). Kui ihe sfadrilise kolmnurga kaks kiilge on vastavalt vord-
sed teise sfddrilise kolmnurga kahe kiiljega ja nende kiilgede vahe-
lised kolmnurkade nurgad on vérdsed, siis need kolmnurgad on
v@rdsed [I, teoreem 12].

Toestus. Olgu kahe sfddrilise kolmnurga ABC ja A'BIC!
puhul kehtivad vordused AB = A’B/, AC = A’C’ ja £ BAC =

= 4 B/AIC/.
: Vaatleme kolmetahulisi nurki OABC ja A BIC, skias 0. on
antud kera keskpunkt. Antud sféériliste kolmnurkade kiilgede AB
ja A’B’ vordsuse tottu neil kolmetahulistel nurkadel ~ AOB =
£ A’O’'B’; analoogiliselt vordustest AC = A’C’ ja / BAC =
L B'AC jareldub, of £ ADC = L A0 §oa ZB.0AC =
£ B'- OA’-C’. Jarelikult kolmetahulised nurgad OABC ja
OA’B’C’" on vordsed esimese tunnuse jirgi (teoreem 250). See-
tottu on vordsed ka tasanurgad £ BOC ja £ B'OC’ ning jarelikult
ka antud sfidariliste kolmnurkade kiiljed BC ja B’C’. Edasi, kolme-
tahuliste nurkade vordsusest jéreldub nende iilejasinud kahetahu-
liste'! nurkade vordsus, nimelt £ C-OB-A= / C’-OB’ . A’ ja
ZA-0C-B= LA -0C B, s. o. stairiliste kolmnurkade iilejda-.
nud nurkade vordsus: £ CBA = £ C’'B’A’ ja £ ACB = / A’C'B’.

Jargnevate vordsuse tunnuste tdestamisel tuleb toimida analoo-
giliselt, toetudes iga kord vastavale kolmetahuliste nurkade vord-
suse tunnusele (§ 129).

Teoreem 299 («sfédriliste kolmnurkade vordsuse teine tun-
nus»). Kui ihe sfddrilise kolmnurga iiks kiilg on vordne teise sfdii-
- rilise kolmnurga ihe kiljega ja nende kiilgede ldhisnurgad on
kolmnurkadel vastavalt vordsed, siis need kolmnurgad on vérdsed
[I, teoreem 13].

Teoreem 300 («sfadriliste kolmnurkade vordsuse kolmas tun-
nus»).

Kui_dhe sfddrilise kolmnurga kolm kiilge on vastavalt vérdsed
teise sfddrilise kolmnurga kolme kiiljega, siis need kolmnurgad on
vordsed [I, teoreem 15].

Teoreem 301 («sfddriliste  kolmnurkade  vordsuse neljas
tunnus»). '
 Kui _ahe sfdidrilise kolmnurga kaks nurka on vastavalt vérdsed
teise sfddrilise kolmnurga kahe nurgaga, esimese kolmnurga neist
nurkadest iihe vastaskiilg on vordne teise kolmnurga vastava kiil-
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jega ja nende kolmnurkade kiiljed, mis asetsevad feiste, eelduse
jargi vérdsete nurkade vastas, on mélemad kvadrandist viiksemad
06i molemad kvadrandist suuremad, siis need kolmnurgad on vord-
sed [1, teoreem 18].

Teoreem 302 («sfddriliste kolmnurkade vordsuse viies tun-
nus»).

Kui iihe sfddrilise kolmnurga kaks killge on vastavalt vordsed
teise sfddrilise kolmnurga kahe kiljega, esimese kolmnurga neist
kiilgedest iihe vastasnurk on vordne teise kolmnurga vastava nur-
gaga ja nende kolmnurkade nurgad, mis asetsevad teiste, eelduse
jdrgi vordsete kiilgede vastas, on molemad teravnurgad voi mole-
mad nirinurgad, siis need kolmnurgad on vordsed [1, teoreem 27].
Teoreem 303 («sfidriliste kolmnurkade vordsuse kuues tun-
nus»). ;

Kui iihe-sfddrilise kolmnurga kolm nurka on vastavalt vordsed
teise sfddrilise kolmnurga kolme nurgaga, siis need kolmnurgad
on vordsed.

Siairilist kolmnurka nimetatakse tdisnurkseks, kui tal
leidub iiks ja ainult {iks tdisnurk; tdisnurga vastaskiilge nime-
tatakse, nagu tasapinnageomeetriaski, hiipotenuusiks ja
iilejadnud kaht kiillge kaatetiteks.

Loetleme niiiid tédisnurksete sfdiriliste kolmnurkade vordsuse
tunnused, ilma et peatuksime nende toestamise juures. Need tun-
nused jarelduvad otseselt paragrahvis 130 vaadeldud taisnurksete
kolmetahuliste nurkade vordsuse tunnustest.

Teoreem 304. Kui -iihe tdisnurkse sfddrilise kolmnurga kaks
kaatetit on vordsed teise tiisnurkse sfddrilise kolmnurga kahe kaa-
tetiga, siis need kolmnurgad on vordsed [, teoreem 30].

Teoreem 305. Kui ihe tdisnurkse sfddrilise kolmnurga ks
kaatet on vordne teise tiisnurkse sfddrilise kolmnurga iihe kaate-
tiga ja nende kaatetite juures olevad kolmnurkade nurgad, mis eri-
nevad tiisnurgast, on vdrdsed, siis need kolmnurgad on vordsed
[1, teoreem 31].

Teoreem 306. Kui iihe tdisnurkse sfddrilise kolmnurga ks
nurk, mis erineb tiisnurgast, on vérdne teise tdaisnurkse sfddrilise
kolmnurga ihe nurgaga ja nende kolmnurkade hiipotenuusid on
vordsed, siis need kolmnurgad on vérdsed [I, teoreem 32].

Teoreem 307. Kui iihe tdisnurkse sfddrilise kolmnurga (ks
nurk, mis erineb tdisnurgast, on vordne teise tdisnurkse sfdadrilise
kolmnurga iihe nurgaga, nende nurkade vastas asetsevad kolm-
nurkade kaatetid on vordsed ja mdlema kolmnurga hipotenuusid
on kvadrandist viiksemad v6i kvadrandist suuremad,. siis need
kolmnurgad on vordsed (I, teoreem 33].

Teoreem 308. Kui iihe tdisnurkse sfddrilise kolmnurga, hipote-
nuus ja iiks kaatet on vastavalt vordsed teise tdisnurkse sfadrilise
kolmnurga hipotenuusi ja ihe kaatetiga, siis need kolmnurgad on
vordsed (I, teoreem 35].
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Teoreem 309. Kui iihe tdisnurkse sfddrilise kolmnurga kaks
nurka, mis erinevad tdisnurgast, on vastavalt vérdsed teise tdis-
nurkse sjdirilise kolmnurga kahe nurgaga, siis need kolmnurgad
on vordsed, ;

Siirdume sfiiriliste kolmnurkade muude omaduste vaatle-
misele.

Sféérilist kolmnurka nimetatakse vordhaarsek 8, ki fal
on kaks wordset kiilge, ja vordkiil gseks, kui tema koik kiil-
jed on vordsed.

Kasutades sfaariliste kolmnurkade vordsuse esimest ja teist
tunnust, saab lugeja ilma raskuseta toestada vordhaarse sfiiri-
lise kolmnurga jirgmise omaduse (vrd. I, teoreemide 11 ja 14
toestused).

Teoreem 310. Vérdhaarse sfddrilise kolmnurga vérdsete hiil-
gede vastas asetsevad nurgad on vordsed.

Umberp6ordult: kui sfddrilise kolmnurga kaks nurka on vord-
sed, siis see sfddriline kolmnurk on vordhaarne.

Teoreem 311. Sfdidrilise kolmnurga iga kiilg on viiksem kahe
teise kilje summast ja suurem nende vahest.

Jédreldus. Iga sfddrilise kolmnurga kolme Riilje summa on
vdiksem kui suurring. 3 :

Jareldus tuleneb teoreemist 256 ja selle jareldusest.

Teoreem 312. Jgqs sfddrilises kolmnurgas asetseb suurema
nurga vastas ka suurem kiilg.

Toestus. Kehtigu sfiirilise kolmnurga
A ABC kohta vorratus Z C> ~ B (joonis 100).
Selle vorratuse pohjal saab oelda, et libi
D ot tipu C ldheb kolmnurga sees niisugune
kaat CD ol ARG o« BCD. Kolmnurk
BCD on vordhaarne (teoreem 310), seega
BD = CD. Teoreemi 311 jargi
AC < AD + DC = AD + DB — a5
8 € seega teoreem on toestatud.
Sasi it Jédreldus. Igas sfddrilises kolmnurgas
; - asetseb suurema kilje vastas ka suurem
nurk. k£
Toepoolest, kehtigu sfirilise kolmnurga ABC kohta vérratus
, AB > AC' Kui oleks oigey et £ C= /B, siis saaksime (teo-
reemi 310 jérgi), et ka AB = AC, v5i kui oleks OIFG e A0 « AR
siis _saaksime (teoreemi 312 jargi), et ka AB < AC. Jirelikulf
Tiae Sin A

Bisektori, mediaani ja korguse moisted on ketgesti iildistata-
vad sféérilise kolmnurga juhule. ;

Sfédrilise kolmnurga bisektoriks nimetatakse suurringi,
mis poolitab tema iiht nurka, ja ka selle suurringi kaart, mille ots-
teks 'on kolmnurga tipp ning suurringi 1oikepunkt selle tipu vas-
taskiiljega. Antud sfdarilist nurka poolitava suurringi olemasolu
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jareldub kahetahulise nurga bisektortasapinna olemasolust (§ 117).
Analoogiliselt saab defineerida vélist bisektorit. Antud sfaarilise
kolmnurga véline bisektor on iihtlasi selle kolmnurga kahe naa-
berkolmnurga (seesmiseks) bisektoriks.

Sfddrilise kolmnurga mediaaniks (ehk seesmiseks
mediaaniks) nimetatakse suurringi, mis ldbib tema iiht tippu
ja selle tipu vastaskiilje keskpunkti, ja ka selle suurringi kaart,
mille otsteks on needsamad kaks punkti. Analoogiliselt vélise
bisektoriga nimetatakse sfdérilise kolmnurga ABC tippu A labi-
vaks valiseks mediaaniks suurringi, mis 1dabib punkti A
ja on iihiseks mediaaniks kahele sfdarilisele kolmnurgale AB;C ja
ABC,, s. o. antud kolmnurga naaberkolmnurkadele vastavalt kiil-
gede AC ja AB juures (meil kahel sfdérilisel kolmnurgal on

mediaan iihine, sest nende kolmnurkade kiilgede CB; ]a BC, kesk-
punktid on diametraalsed punktid).

Joonis 101. ,Joonis 102.

Lopuks, sfddrilise kolmnurga korguseks nimetatakse suur-
ringi, mis ldbib tema iiht tippu ja on risti selle tipu vastas aset-
seva kiiljega, ja ka selle suurringi {iht kaart neist kahest kaarest,
mille otsteks on kolmnurga antud tipp ja punktid, kus suurring
16ikab selle tipu vastaskiilge (voi selle pikendust). Kui sféddrilise
kolmnurga nurgad tema kahe iilejddnud tipu juures on molemad
teravnurgad voi molemad niirinurgad, siis on korguseks loomalik
lugeda seda kaart, mis asetseb kolmnurga sees (joonised 101 ja
102). Saab toestada, et neil kahel juhul iiks kahest kaarest, mil-
lest oli jutt, asetseb sfiirilise kolmnurga sees, teine aga viljas.
Kui aga iiks kahest nurgast kahe {ilejdanud tipu juures on terav-
nurk ja teine niirinurk, siis molemad kaared, millest oli jutt, aset-
sevad viljaspool sfadrilist kolmnurka, nagu saab toestada; sel
juhul on loomulik lugeda korguseks seda kaart, mis on kvadran-
dist vidiksem (joonis 103). Lopuks, kui nurgad kahe {ilejadnud
tipu juures on tédisnurgad, siis sfaarilise kolmnurga antud tipust
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valjuva korguse moiste kaotab motte; sel juhul iga suurring, mis
1dbib antud tippu, on risti selle tipu vastaskiiljega.

Teoreemid kolmnurga bisektorite, mediaanide, korguste ja kiil-
gede keskristsirgete loikumisest iihes punktis on laiendatavad ka
sfadrigeomeetriale.

: Toepoolest, jargmised laused tule-

nevad kolmetahuliste nurkade kohta

kdivatest teoreemidest 240, 241, 249

ja 243. Seejuures vaatleme koos

antud kolmnurgaga veel seitset uut,

tema kiilgede pikenduste poolt mco-

dustatud kolmnurka (teoreem 297).

Teoreem 313. Sfadrilise kolm-

nurga sise- ja vdlisnurkade kuus

bisektorit Ibikuvad kolmekaupa ka-

heksas punktis: iihes neist kaheksast

punktist [oikuvad antud kolmnurga

kolme sisenurga bisektorid ja, iga-

ihes dlejadnud seitsmest punkiist

Joonis 103. sisenurkade bisektorid iihel neist iile-

jadnud seitsmest kolmnurgast, mille

moodustavad samad suurringid, mis moodustavad antud kolm-
nurga.

Teoreem 314. Kuus Suurringi, mis on risti sfddrilise kolmnurga
kilgedega (ja nende pikendustega) ja libivad antud kolmnurga
ning tema naaberkolmnurkade kiilgede keskpunkte, [6ikuvad
kolmekaupa kaheksas punktis: iihes neist kaheksast punktist [5i-
kuvad antud kolmnurga kiilgede keskpunkte libivad kolm suur-
ringi ja igaihes iilejddnud seitsmest punktist suurringid, mis
labivad kiilgede keskpunkte iihel neist ilejadnud seitsmest kolm-
nurgast, mille moodustavad samad suurringid, mis moodustavad
antud kolmnurga.

Teoreem 315. Sfddrilise kolmnurga kuus seesmist ja vdlist
mediaani l6ikuvad kolmekaupa kaheksas punktis: ihes neist kahek-
sast punktist loikuvad antud kolmnurga kolm seesmist mediaani
ja igaihes alejiadinud seitsmest punktist seesmised mediaanid iihel

neist dlejadnud seitsmest kolmnurgast, mille moodustavad samad
suurringid, mis moodustavad antud kolmnurga.

Teoreem 316. Sddrilise kolmnurga kolm kérgust [6ikuvad
kahes diametraalses punktis.

On ilmne, et need kolm korgust on korgusteks ka neis iile-
jaanud seitsmes kolmnurgas, mille moodustavad samad suur-_
ringid, mis moodustavad antud kolmnurga.

Ulalpool juba tutvusime sfiiriliste kolmnurkade monede nii-
suguste omadustega (teoreem 303 ja sellest tuleney teoreem 309),
mis oluliselt erinevad tasaste kolmnurkade omadustest. Esitame
veel kaks sfidriliste kolmnurkade niisugust omadust.
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Teoreem 317. Sfddrilise kolmnurga nurkade summa on Suuremn
kui 2d.
See jdreldub teoreemist 257.

Teoreem 318. Sjddrilise kolmnurga vélisnurk (s. o. tema mingi
nurga korvunurk) vdib olla suurem sisenurgast, mis ei ole temale
kérvunurgaks, voi vdiksem sellest voi vordne sellega.

See jéareldub teoreemist 258.

§ 149. Kera viikeringid.

Viikeringiks nimetatakse, nagu teame (§ 123), ringjoont, mida
mooda kera 10ikub tema keskpunkti mitte ldbiva tasapinnaga.

Kiesolevas paragrahvis vaadeldavatest véikeringide omadus-
test selgub, et vdikeringidel on sfddrigeomeetrias analoogiline osa
sellega, mis on ringjoontel tasapinnageomeetrias.

Seda kinnitab koigepealt jdrgmine teoreem.

Teoreem 319. Viikering on geomeelriliseks kohaks kera punk-
tidele, millede sfddrilised kaugused kera mingist punktist P on
vbrdsed iihe ja sama kaarega; vdikeringi punktidel on seesama
omadus ka punktiga P diametraalse punkti P suhtes.

Toestus. Olgu O antud kera keskpunkt (vt. joon. 47), A
punktist O antud viikeringi tasapinnale o tommatud ristldigu alus,
B antud viikeringi mingi fikseeritud punkt, M tema mistahes
teine punkt ja P punkt, kus kiir OA 16ikub keraga.

Tiaisnurksed kolmnurgad MOA ja BOA on vordsed; jérelikult
on vordsed ka nurgad MOA ja BOA, s. o. nurgad MOP ja BOP.
Vordsetele kesknurkadele aga vastavad ka vordsed kaared. Jareli-
kult sfadriline kaugus PM punktist P viikeringi mingi punktini M
on vordne kaarega PB.

Kaarte PM ja PB vordsusest jédreldub ka kaarte PiM ja P\B
vordsus, kui P, on punktiga P diametraalne punkt. Teoreem on
toestatud.

Viikeringi koikidest punktidest vordsetel kaugustel olevaid
punkte P ja P, nimetatakse selle viikeringi poolusteks, poo-
luste ja vaikeringi vahelisi sfdarilisi kaugusi aga tema sfédéri-
listeks raadiusteks.

Uhele poolusele — meie juhul poolusele P — vastab kvadran-
dist viiksem sfddriline raadius, teisele poolusele P, kvadrandist
suurem sfadriline raadius. Kui koneldakse lihtsalt véikeringi «poo-
lusest» ja «sfiirilisest raadiusest», siis moeldakse kvadrandist
viiksemat raadiust ja sellele vastavat poolust.

Teoreemi toestusest ndhtub, et viikeringi poolusteks on véike-
ringi tasapinnaga ristuva keradiameetri otsad. ]

Toestatud teoreem on ilmselt &ige ka suurringi puhul; sel
juhul kumbki sféddriline raadius on vordne kvadrandiga.
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Teoreem 320. Iga vdikering, mis asetseb mingil keral, jaotab
selle kera kaheks piirkonnaks.

Selle teoreemi tdestus on tiiesti analoogiline teoreemi 292
toestusega.

Kumbagi kahest piirkonnast, milledeks védikering jaotab kera,
nimetatakse sfiddri segmendiks ehk dihtsalt segmen -
diks! (kasutatakse ka nimetusi «kera volv» ja «segmendi pind»).
Uks neist kahest piirkonnast on poolkerast viiksem selles mottes,
et tema koik punktid kuuluvad {ihele ja samale poolkerale; teine
piirkond on poolkerast suurem, s. t. ei leidu niisugust poolkera,
mis sisaldaks koiki selle piirkonna punkte.

Neist kahest piirkonnast esimest, s. o. poolkerast viiksemat
piirkonda ja tema koiki punkte nimetatakse seesm i steks selle
védikeringi suhtes; teine, poolkerast suurem piirkond ja tema koik
punktid on védlised selle viikeringi suhtes. e ”

Teoreem 321. Libi kera iga kolme punkti, mis ei asetse iihel
ja samal suurringil, liheb iiks ja ainult iks viikering.

Toestus :Olgu 4, B ja G antid kera kolm punkti, mis ei
asetse iihel ja samal suurringil. Need kolm punkti ei asetse (teo-
reemi 234 pohjal). iihel ja samal sirgel, mistottu neid labib {iks-
ainus tasapind ABC. Tasapind ABC 16ikub keraga mooda viike-
ringi, mis labib punkte A, B ja C, sest eelduse kohaselt need punk-
tid ei asetse iihel ja samal suurringil.

Selliseid viikeringe leidub ainult liks, sest tasapindu ABC on
ainult iks. ‘

§ 150. Kahe ringi vastastikune asend keral.

Asume viikeringi ja suurringi 16ikumise ja kahe vdikeringi
vastastikuse asendi- kiisimuse juurde.

Mirkus. Selle kiisimuse kisitlemisel on voimalikud kaks vaatekohta.

Koige lihtsam on vaadelda ainult neid vdikeringide sfdarilisi raadiusi,
mis on kvadrandist viiksemad, ja meile vastavaid pooluseid. Sellele vaate.
kohale asudes saame tasapinnageomeetriaga tiiesti analoogilised tulemused
(teoreemid 322 ja 324). Sféddrigeomeetria mitmed kiisimused nouavad siiski
avaramat vaatekohta: tuleb vaadelda nii kvadrandist véiiksemaid kui ka suu-
remaid vdikeringide sfiérilisi raadiusi (teoreem 322, jireldus; teoreem 324,
jdreldused 1 ja 2). See teine vaatekoht voimaldab muuseas lahendada antud
kiillgedega sfiirilise kolmnurga olemasolu kiisimuse (teoreem 324, jéreldus 3).

Teoreem 322. Suurringil on vdikeringiga kaks iihist punkti véi
iiks dhine punkt véi tal ei ole temaga dhiseid punkte soltuvalt
sellest, kas antud vdikeringi kvadrandist vdiksem sfddriline raa-
dius on suurem kui sellele raadiusele vastava vdikeringi pooluse
sfddriline kaugus antud suurringist voi vordne selle kaugusega voi

! Nagu on teada -koolikursusest, nimetatakse kera segmendiks
teatavat keha, nimelt kera Isikavast tasapinnast {ihel pool asetsevate kera
enda punktide ja kera suhtes seesmiste punktide kogu.
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vdiksem sellest kaugusest (vrd. I, teoreemid 39—43-ja kokkuvote
raamatu esimese osa lehekiiljel 51).

Toonitame, et teoreemi sonastuses esineb kvadrandist véiksem
vaikeringi sféddriline raadius ja sellele vastav poolus; véikeringi
pooluse sfddrilise kaugusena suurringist moistetakse kvadrandist
viiksemat voi sellega vordset kaart (§ 146).

Joonis 104. Joonis 105.

Toestus. Olgu P antud véikeringi see poolus, millele vastav
sfadriline raadius on kvadrandist véiksem, ja a antud suurring
(joonised 104, 105 ja 106). Tdhistame tdhtedega H ja K punktid,
kus antud suurring 16ikub suurrin-
giga b, mis ldbib poolust P ja on
risti suurringiga a; tdhised valime
nii, et kaar PH ei {iletaks kvadranti,
s. t. oleks punkti P sfddriliseks kau-
guseks suurringist a (voimalus, el
punkt P {ihtib punktiga H, on kaasa
arvatud).

Antud viikeringi poolust ldbiv
suurring b 1oikab seda vdikeringi
kahes punktis M ja N. Toepoolest,
suurringil b saab leida kaks punkti,
millede kaugused punktist P on vord-
sed viikeringi raadiusega (vt. § 146, :
kaarte vordsus keral). Joonis 106.

1) Vaatleme esmalt seda juhtu,
kus antud viikeringi kvadrandist viiksem sfairiline raadius on
suurem kui sellele raadiusele vastava pooluse P sfaériline kau-
gus PH suurringist a (joonis 104). Sel juhul kaar PH on viiksem
vordsetest kaartest PM ja PN ning jirelikult punkt H asetseb kaa-
rel MPN. Et viimane kaar on poolringjoonest vaiksem, siis punkti
H diametraalne punkt K ei asetse kaarel MPN.
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Siit jéreldub (teoreemide 290 ja 291 abil), et suurringi 4 tasa-
pinnal punktid H ja K on sirgest MN eri pooltel ning punktid
M ja N on sirgest HK eri pooltel. Viimasest asjaolust jareldub
omakorda, et koolud MN ja HK 16ikuvad ringjoone b sees, jire-
likult ka antud kera sees.

Nii oleme tdestanud, et antud véikeringi tasapinna ja suurringi
a tasapinna l6ikejoone [ iiks punkt (nimelt koolude MN ja HK
I6ikepunkt) asetseb kera sees. Kasutades teoreemi 234, saab siit
kergesti jdreldada, et sirge [ I6ikab kera kahes punktis A ja B.
Need punktid asetsevad nii antud vaikeringil kui ka suurringil a.

2) Olgu niifid antud véikeringi kvadrandist viiksem sfdiriline
raadius vordne kaugusega PH. Sel juhul asetseb punkt H
antud véikeringil (joonis 105), punkt K aga viljaspool seda, sest
PH = PM = PN ja PK > PH.

Téhistame tédhega S suurringi a selle pooluse, mis ei ole punk-
tiga P iihel pool suurringist a, ja tdhega X suurringi a mingi
punkti, mis ei ole H ega K. Sfddrilisest kolmnurgast XPS saame.
et PX + XS > PS ehk PX + XS > PH + HS, millest PX > PH.
Niisiis punkt X asetseb viljaspool antud véikeringi.!

3) Lopuks, kui antud viikeringi kvadrandist viiksem sfiiriline
raadius on vdiksem kui kaugus PH, siis punktid / ja K on
molemad véljaspool antud véikeringi (joonis 106). Antud suur-
ringi @ iga punkti X puhul, mis erineb punktidest H ja K, saame
jélle, et PX + XS > PS, kust PX > PH > PM.

Teoreem on toestatud.

Jédreldus. Kui tihistada viikeringi ikskéik kumma pooluse
sfadrilist kaugust antud suurringi iihest, iikskéik kummast poo-
lusest tdhega D, viikeringi sfddrilist raadiust, mis vastab valitud
poolusele, tihega R ja kvadranti tihega q, siis antud ringidel on
kaks iihist punkti sel juhul, kui kdigis kolmes seoses

lg—R|<D; D<g+R; D+ R 3q (1)

kehtivad vorratusmirgid. Samadel ringidel on ks ihine punkt
juhul, kui neis seostes kas véi ainult iiks vorratusmérk asendub
vérdusmdrgiga, ja neil ei ole dhiseid punkte juhul, kui kas voi
ainult iks seostest (1) ei kehti. ;

Piirdume selle juhu vaatlemisega, kus antud ringidel leidub
kaks iihist punkti. Kui sfdarilise kauguse PH tihistame tihega h
ja antud viikeringi kvadrandist viiksema sfiirilise raadiuse
tihega r, siis kahes punktis 16ikumise tingimus avaldub kujul

N, (2)

! Me ei oleks saanud siin arutleda nii, nagu tasapinnageomeetria vas-
taval juhul. Toepoolest, tdisnurkse sfdirilise kolmnurga kaatet vdib olla hiipo-
tenuusist nii vaiksem kui ka suurem (vorrelda niiteks kolmnurki ACH ja ACK
joonisel 101).
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: Votame niiiid vabalt kummagi antud ringi ithe voi teise poo-
use.
Kui antud véikeringi pooluseks votta punkt P ja antud suur-
_ringi pooluseks Q, s. o. tema see poolus, mis asetseb suurringist a
punktiga P {ihel pool (joonis 104)!, siis peame eeldama. et
D =q—h ja R = r, seega vorratiis (2) omandab kuju

g—D <R.

Et-seejuures D < ¢q ja R < g, siis.saame vorratusmargi koigis
kolmes seoses (1). :

Kui antud vaikeringi pooluseks votta punktiga P diametraalne
punkt P, ja suurringi pooluseks seesama punkt Q, mis varem,
siis tuleb eeldada, et

D=h+gqR=24—r,
ja vorratus (2) omandab kuju
D—q<2q—R.

Et seejuures ¢<C D < 2¢q ja g < R < 2g, siis saame jallegi vorratus-
margi koigis kolmes seoses (1). :

Kui antud viikeringi pooluseks votta punkt P ja suurringi
pooluseks punktiga Q diametraalne punkt S, siis tuleb eeldada, et

D = h + gja R = r, nii et vorratus (2) omandab kuju
D—gq<R.

Et sel juhul ¢ < D< 2¢ ja R < g, siis koigis kolmes seoses (1)
saame uuesti vorratusmargi. .

Lopuks yoime votta viikeringi pooluseks punkti P, ja suur-
ringi pooluseks punkti S; siis D = ¢ — hja R = 2q — r ning seega
tingimus (2) omandab kuju

g—D <2q—R.

Et niiiid D < g ja ¢ < R < 2q, siis kehtivad seostes (1) ka
sel juhul vorratusmargid.

Kui suurringil on antud véikeringiga ainult iiks {ihine punkt,
siis teda nimetatakse wviikeringi puutuvaks ringiks; nende
ringide fihist punkti nimetatakse puutepunktiks. Teo-
reemi 322 toestusest saab teha jargmise jédrelduse.

Teoreem 323. Vdikeringi iga punkti puhul leidub wvdiikeringi
selles punktis puutuv suurring; see suurring on risti vdikeringi
sfddrilise raadiusega, mis on tommatud puutepunkti. ;

Vaatleme niiiid kahe viikeringi vastastikuse asendi kiisimust.

Teoreem 324. Kui kahe vdiikeringi kvadrandist vdiksemate
sfddriliste raadiuste vahe on suurem kui neile raadiustele vasta-

' 1 Kui punkt P asetseb suurringil a, siis punktiks Q voib votta selle suur-
ringi iikskdik kumma pooluse.
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vate pooluste vaheline sfddriline kaugus, siis kahel ringil ei leidu
dhiseid punkte ja dks vdikering asetseb teise sees, teine aga
vdljaspool esimest.

Kui samade raadiuste vahe on vérdne neile vastavate pooluste
vahelise sfddrilise kaugusega, siis kahel ringil on ainult iiks iihine
punkt ja neist kahest ringist iihe kéik iilejadnud punktid asetse-
vad fteise sees, teise koik iilejidinud punktid aga véljaspool esi-
mest.

Kui samade raadiuste vahe on
vdiksem kui neile vastavate poo-
luste vaheline sfddriline kaugus ja
nende raadiuste summa on suurem
kui see kaugus, siis kahel vdiketin-
gil on kaks iihist punkti.

Kui samade raadiuste summa on
vordne neile vastavate pooluste vahe-
lise sfddrilise kaugusega, siis kahel
ringil on ainult “iks hine punkt ja
kummagi ringi k6ik ilejidinud punk-
tid asetsevad viljaspool teist ringi.

Lopuks, kui samade - raadiuste
summa on vdiksem kui neile vasta-
vate pooluste vaheline sfddriline kau-
gus, siis kahel ringil ei leidu iihiseid
punkte ja kummagi ringi kéik punktid asetsevad véljaspool teist
antud ringi [I, teoreemid 44—48].

Toonitame, et teoreemi sonastuses esinevad kvadrandist viik-
semad viikeringide raadiused ja neile vastavad poolused.

Toestus. Olgu r ja r’ antud viikeringide kvadrandist viik-
semad sfddrilised raadiused, P ja P’ neile raadiustele vastavad
poolused (joonis 107), M ja N véikeringi P loikepunktid suur-
ringiga @, mis l4bib punkte P ja P’, ning M’ ja N’ viikeringi P’
l6ikepunktid sama suurringiga a.

Vaatleme juhtu, kus [r —r' | < PP’ <r + 1.

Sel juhul, nagu on kerge veenduda, iiks punktidest M ja N
kuulub kaarele M’P’N’, teine aga ei kuulu sellele. Siit jireldub,
samuti nagu teoreemi 322 esimese osa toestamisel, et koolud MN
ja M’N’ loikuvad suurringi a sees, jarelikult ka antud kera sees.
Edasi saab niidata, jdlle samuti nagu nimetatud teoreemi esimese
osa toestamisel, et antud kahe viikeringi tasapindade 16ikejoon
I6ikab kera kahes punktis; need punktid ongi kahe antud viike-
ringi iihisteks punktideks.

Teoreemi iilejddnud viiteid saab toestada analoogiliselt kahe
ringjoone juhuga tasapinnal.

Jareldused. 1. Tdhistame antud vdikeringide mistahes
kahe pooluse vahelise kauguse tihega D, voetud poolustele vasta-
vad vllikeringide raadiused -tihtedega R ja R’ ning kvadrandi

Joonis 107.
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tahega q; siis antud kahel vdikeringil leidub kaks- iihist punkti
juhul, kui koigis kolmes seoses

IR—R'|<D; DLR+R; D+R+R< 44 (3)

kehtivad vorratusmdrgid, s. o. kui poolustevaheline sfidriline kau-
gus on vdiksem vastavate sfddriliste raadiuste summast, kuid suu-
rem nende vahest, ja kui poolustevahelise sfddrilise kauguse ning
molema sfddrilise raadiuse summa on vdiksem suurringist. Kahel
ringil on ainult iiks ihine punkt juhul, kui neis seostes kas voi
ainult iiks vorratusmérk asendub vordusmdirgiga, ja neil ei ole
ithiseid punkte juhul, kui kas v6i ainult iks seostest (3) ei kehti.
Piirdume selle juhu vaatlemisega, kus antud véikeringidel lei-
dub kaks {ihist punkti. Kui tdhistada kvadrandist viiksematele
vaikeringide sfdarilistele raadiustele vastavate pooluste P ja P’
vahelist sfddrilist kaugust tdhega d, siis ringide loikumise tingi-
museks on
r—r|<d<r+r. (4)

Votame niiiid vabalt antud véikeringide {ihe voi teise pooluse.

Kui antud véikeringide poolusteks votta punktid P ja P’, siis
peame eeldama, et D = d, R = r ja R’ = r’; vorratused (4) oman-
davad siis kuju :

|IR—R'|<D<R+R.

Et sel juhul D<C 2q, R < g ja R" < g, siis kehtib vorratusmark
ka viimases seostest (3).

Kui antud viéikeringide poolusteks votta punkt P ja punktiga P’
diametraalne punkt, siis peame eeldama, et D =29 —d, R =r ja
R’ = 2q — r’; seega vorratused (4) omandavad kuju

| R +=2¢ SR <2 DF<\R 4 2~ R

Siit jéreldub, et D + R + R <49, D <R + R ja D > R"—R.
Et peale selle R < g < R/, siis kehtivad koigis kolmes seoses (3)
vorratusmérgid.

Vottes antud védikeringide poolusteks punktiga P diametraalse
punkti ja punkti P’, jouaksime analoogilise arutelu kaudu sama-
dele tulemustele.

Lopuks, kui votta antud viikeringide poolusteks punktidega P
ja P’ diametraalsed punktid, siis tuleb eeldada, et D =d,
R = 29 —r ja R = 2q — r’; seega vorratused (4) omandavad kuju

|R" —R|< D < 49— (R + R)).

Siit jéreldub, et |[R—R’| <D ja D+ R + R’ < 4q.
Et sel juhul D<2q, R > ¢q ja R’ > g, siis kehtivad vorratus-
margid koigis seostes (3).

11 Elementaargeomeetria II
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2. Tingimused, mis on ndidatud jdrelduses 1, jadvad kehtima
ka siis, kui iiks antud kahest ringist on suurring ja teine vdikering.

Toepoolest, kui tingimustes (3) lugeda R’ =g, siis tingimused
(3) muutuvad tingimusteks (1).

Mirgime, et kahe suurringi puhul kehtivad seostes (3) ikka
vorratusmérgid (kaks suurringi 16ikuvad alati).

3. Kui iiks antud kolmest kaarest on viiksem kahe teise sum-
mast, kuid suurem nende vahest, ja nende kolme kaare summa on
vdiksem suurringist, siis leidub sfddriline kolmnurk, mille kiljed
on antud kaartega vastavalt vordsed.

Tingimusest, et iiks antud kaartest on vidiksem kahe teise sum-
mast, kuid suurem nende vahest, jareldub kéigepealt, et iga antud
kaar on viiksem kahe teise summast, kuid suurem nende vahest
(vt. I, Ik. 42). Sellest ja eeldusest, et kolme kaare summa on viik-
sem suurringist, jareldub edasi, et iga antud kaar on viiksem kui
suurringi - poolringjoon. Toepoolest, kui a<b+ ¢ ja a+ b +
+ ¢ < 4q, siis a < 2g.

Olgu niiiid AB iiks antud kolmest kaarest. Ringid, mille poolus-
teks on punktid A ja B ja mille sfiirilised raadiused on vastavalt
vordsed kahe teise antud kaarega, omavad (jarelduste 1 ja 2 poh-
jal) kaht iihist punkti €’ ja C”. Kolmnurk ABC’ (ja samuti
ka ABC”) ongi noutud omadustega.

Juhul, kui kahel viikeringil on ainult {iks iihine punkt, ei ole
raske toestada jargmist lauset.

Teoreem 325. Kui kahel vdikeringil on ainult iiks Gdhine punkt,
siis see iihine punkt asetseb ringide poolustega iihel ja samal suur-
ringil ning molemal vdikeringil on nende iihises punkiis ka Ghine
puutuv suurring.

Sel juhul Geldakse, et kaks viikeringi puutuvad teineteist
(«viliselts voi «seesmiselt»).

§ 151. Punkiide geomeetrilised kohad keral.

Tasapinnageomeetrias vaadeldud lihtsamad punktide geomeetri-
lised kohad on kergesti laiendatavad ka kera juhule.

Geomeetriline koht XXXVIIL. Geomeetriliseks kohaks
kera punktidele, millede sfddrilised kaugused kera antud punk-
tist P on vérdsed suurringi ithe ja sama kaarega r, on viikering
poolusega P ja sfddrilise raadiusega r [1, geomeetriline koht I].

Geomeetriline koht XXXIX. Geomeetriliseks kohaks
kera punktidele, millede sfddrilised kaugused antud suurringist on
vordsed iihe ja sama (kvadrandist vdiksema) kaarega a, on paar
vordseid viikeringe, millede poolusteks on antud suurringi poolu-
sed ja sfddriliseks raadiuseks on kaar, mis tdiendab kaart a kuni
kvadrandini [1, geomeetriline koht II].

Geomeetriline koht XL. Geomeetriliseks Fkohaks kera
punktidele, mis asetsevad selle kera kahest punktist A ja B vord-
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setel kaugustel, on kaarega AB ristuv suurring, mis ldbib kesk-
punkte neil kahel kaarel, mille otsteks on punktid A ja B [1, geo-
meetriline koht III].

Geomeetriline koht XLI. Geomeetriliseks kohaks kera
punktidele, mis asetsevad vordsetel kaugustel kahest suurringist,
on kaks teineteisega ristuvat suurringi, mis poolitavad antud suur-
ringide vahelised nurgad (1, geomeetriline koht IVb].

Kera punktide geomeetrilistest kohtadest, milledele ei leidu ana-
loogilisi tasapinnageomeetrias, vaatleme ainult {iht.

Geomeetriline koht XLIl. Geomeetriliseks kohaks antud
wvdikeringi puutuvate suurringide poolustele on diametraalsete vii-
keringide paar; nende vdikeringide poolused iihtivad antud vdike-
ringi poolustega ja kummagi sfddriline raadius tdiendab kvadran-
dini antud vdikeringi seda sfddrilist raadiust, mis on kvadrandist
vdiksem.

Toepoolest, olgu P antud véikeringi see poolus, millele vastav
raadius r on kvadrandist védiksem. Et punkti P kaugus antud véike-
ringi ja mingi suurringi puutepunktist on r, siis sama punkti P
kaugus selle suurringi {ihest poolusest tdiendab kaart r kvadrandini.

§ 152. Konstruktsioonid keral.

Konstruktsiooniilesanne keral omab, nagu ka tasapinnageo- -
meetrias (I, § 17), ainult siis kindlat sisu, kui on nimetatud need
vahendid, mille abil {ilesanne tuleb lahendada, — need riistad, mil-
lega konstruktsioon tuleb teostada. Tasapinnageomeetrias me defi-
neerisime tapselt, mis tdhendab lahendada iilesanne sirkli ja joon-
laua abil. Keral, nagu tasapinnalgi, kasutame kindlaksmaiira-
tud riistu.

Geomeetriliste konstruktsioonide teostamisel keral kasutame
riistadena sféddrilist joonlauda ja sfdarilist sirklit. Sfddrilise
joonlaua all moistetakse niisugust riista (instrumenti), mis
voimaldab konstrueerida suurringi, teades selle iiht poolust, ja
sfddrilise sirkli all riista, mis voimaldab konstrueerida
mistahes ({ildiselt vdike-) ringi, teades selle iiht poolust ja sellele
vastavat sfdirilist raadiust.

Vastavalt sellele lahendada keral konstruktsiooniilesanne sfda-
rilise sirkli ja sfdarilise joonlaua abil tihendab teostada tema lahen-
damiseks tdpselt mddratud arv jargmisi konstruktsioone: !

a) suurringi konstrueerimine, kui tema iiheks pooluseks on tea-
tud punkt; v

b) kahe teatud suurringi 16ikepunktide mairamine;

. ' Nende konstruktsioonide mudelil realiseerimise voimaluste kohta vt.
1k. 164, mirkus 1.
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¢) mingi ringi konstrueerimine, kui tema iiheks pooluseks on
teatud punkt ja vastavaks sfiiriliseks raadiuseks teatud kaar;

d) teatud suurringi ja mingi teatud ringi 16ikepunktide maira-
mine (selle iilesande erijuhuks on teatud suurringil teatud punktist
alates teatud kaarega vorduva kaare «mirkimine»);

e) mistahes kahe teatud ringi 16ikepunktide miiramine.

Terminit «teatud» kasutatakse siin tdiesti analoogilises mottes
sellega, mida ta tihendas konstruktsioonide puhul tasapinnal
(L 1l :55) &

Miarkused. 1. Konstruktsioonide teostamist keral saab niitlikuks teha
naiteks jargmiselt. Keraks votame tuhmi musta virviga kaetud gloobuse, mil-
lele saab kriidiga tommata jooni. Sfddrilise sirkli realiseerime klassitahvli sirk-
liga analoogilise sirklina, mille harud on kdverad ja voimaldavad teostada
konstruktsioone - kumeral pinnal. Kaugust sirkli teravike vahel peab saama
muuta (on ilmne, et sirkli teravike vaheline suurim kaugus, mida sfdariline
sirkel lubab, peab vorduma kera diameetriga). Lopuks, sfdériliseks joonlauaks
on samasugune sirkel, kuid muutumatu kaugusega teravike vahel (harud on
liikumatult kinnitatud sirklipeasse); see kaugus sirkli teravike vahel peab ilm-
selt olema Rv2, kus R on kera raadius.

2. Konstruktsioonide teostamine keral on libiviidav ainult sfasrilise sirkli
abil ilma erilise sfiarilise joonlauata, kui koos konstrueerimisega keral lubada
konstrueerimist tasapinnal.

Tépsemalt Geldes, oletame, et on vdimaldatud:

1) teostada antud keral konstruktsioone sféarilise sirkli abil (s. o. teostada
iilalpool punktide c, d ja e all loetletiud konstruktsioone);

2) teostada mingil mairatud tasapinnal konstruktsioone sirkli ja joon-
laua abil;

3) «iile kanday 16ik keralt tasapinnale, s. o. konstrueerida tasapinnal kaks
punkti nii, et nendevaheline kaugus vordub kera kahe teatud punkti vahelise
kaugusega (mitte sféirilise kaugusega, vaid kaugusega ruumis harilikus mot-
tes), ja teostada poordkonstruktsioon, s. o. «iile kanda» 16ik tasapinnalt kerale.

Saab toestada !, et nende eelduste korral on voimalik tasapinnal konstruee-
rida 16ik, mis vordub antud kera raadiusega R. Jarelikult saab konstrueerida
ka 1oigu Rv2. «Kandes iiles selle 15igu kerale, saame vdimaluse suurringi
konstrueerimiseks sfddrilise sirkli abil.

Lugejale ei voinud mirkamatuks jdfida see sarnasus, mis on
olemas iilalloetletud konstruktsioonide a) -— e) ja vastavate konst-
ruktsioonide a) — e) vahel tasapinnal (I, 1k. 55). See sarnasus ula-
tub veel kaugemalé: ta avaldub ka paljude, sisult analoogiliste
iilesannete lahendusviisides.

; Esitame niiiid loetelu neist iilesandeist, mida voiks vaadelda kui

~ «pohikonstruktsioone» keral. Juhtudel, kus mitte ainult iilesande
sonastus, vaid ka lahendusviis on analoogiline vastava iilesande
lahendusviisiga tasapinnal, piirdume ainult viitega.

Konstruktsioon 105. Konstrueerida suurring, mis labib
kaht antud punkti.

Kasutades sfédrilist joonlauda,” konstrueerime suurringid, millede poolus-
teks on antud punktid. Nende suurringide (iikskoik kumb) 16ikepunkt on otsi-
tava suurringi pooluseks.

t Vt. Hadamard [1], 2. osa, lk. 56.
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Samal viisil saab konstrueerida antud suurringi poolused. Vii-
masele konstruktsioonile taandub ka antud punktiga diametraalse
punkti konstrueerimine.

Konstruktsioon 106. Konstrueerida sfdiriline kolmnurk
kolme kiilje jargi [I, konstruktsioon 1].

Lahendi olemasolu tarvilikud ja piisavad tingimused on jérgmised:

1) iiks antud kiilgedest peab olema viiksem kahe teise kiilje summast,
kuid suurem nende vahest, ja

2) antud kolme kiilje summa peab olema vidiksem suurringist.

Nende tingimuste tarvilikkus nédhtub teoreemist 311 ja selle jéreldusest,
piisavus teoreemi 324 jareldusest 3.1

Neist kahest tingimusest esimese saab asendada noudega, et iga antud
kiilg oleks viiksem kahe teise kiilje summast, v6i et suurim antud kolmest
kiiljest oleks viiksem kahe teise killje summast (vrd. I, lk. 42—43).

Mirkus. Kolme antud kiiljega sfdérilise kolmnurga olemasolu tingimus-
test tulenevad ka kolme antud tasanurgaga kolmetahulise nurga olemasolu
tingimused (vt. § 131, konstruktsioon 99).

Viimaste tingimuste tuletamiseks piisab, kui vaadelda otsitava kolmetahu-
lise nurga servade loikumist mistahes keraga, mille keskpunktiks on kolme-
tahulise nurga tipp.

Konstruktsioon 107. Konstrueerida antud nurgaga
vordne nurk, mille tipuks on antud punkt ja iiheks haaraks sellest
punktist viljuv antud poolringjoon [I, konstrukisioon 2].

Konstruktsioon 108. Konstrueerida sfdériline kolmnurk
kahe kiilje ja nendevahelise nurga jérgi [I, konstruktsioon 3].

Konstruktsioon 109. Konstrueerida sfdériline kolmnurk
kiilje ja selle kahe ldhisnurga jérgi [I, konstruktsioon 4].

Konstruktsioon 110. Konstrueerida sfdériline nurk, mis
«mootuby suurringi antud kaarega ja, timberpoordult, kaar, mis
«mootub» antud nurgaga.

Selle iilesande mote seisab selles, et tuleb konstrueerida sfairi-
line nurk, mis vordub antud kaarele vastava kesknurgaga.

Olgu AB antud kaar. Konstrueerime suurringi AB pooluse O (konstrukt-
sioon 105) ja suurringid OA ning OB. Nurk AOB ongi otsitav nurk. P6o6rd-
konstruktsiooni teostamiseks piisab, kui kujundada suurring, mille pooluseks
on nurga tipp, ja vaadelda punkte, kus ta loikub antud nurga haaradega.

Analoogiliselt saab konstrueerida nurka, mis «tdiendab antud
kaart kuni 2d-ni», ja kaart, mis «tdiendab antud nurka kuni 2d-ni».

Konstruktsioon 111. Konstrueerida antud sfdérilise kolm-
nurgaga polaarne 2 kolmnurk. :

Konstrueerime vajalikul viisil valitud poolused neile suurringidele, mille
kaarteks on antud koimnurga kiiljed (vt. 1k. 148). Kui ABC on antud sféari-
line kolmnurk ja AoB¢Co on otsitav, antud kolmnurga suhtes polaarne sfééri-
line kolmnurk, siis Ao on suurringi BC see poolus, mis asetseb temast samal
pool, kus punkt A jne. ’

! Teise, nditlikuma, kuid vidhem range toestuse nende'tingimuste piisa-
viise kohta voib leida Hadamard’i raamatust [1], 2. osa, lk. 64—65.
t Vt. k. 148 .
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: Konstruktsioon 112. Konstrueerida sfdariline kolmnurk
kolme nurga jérgi.

Konstrueerime kaared, mis antud nurki tiiendavad kuni kahe tdisnurgani
(konstruktsioon 110), ja kolmnurga, mille kiilgedeks on need kaared (konstrukt-

sioon 106). Konstrueeritud kolmnurgaga polaarne kolmnurk ongi otsitav
kolmnurk. i

(Vorrelda seda konstruktsiooni konstruktsiooniga 100 — kolmetahulise
nurga konstrueerimisega tema kolme kahetahulise nurga jargi.)

Konstruktsioon 113. Konstrueerida suurring, mis on risti
antud suurringiga ja ldbib antud punkti [I, konstruktsioon 5].

Antud punkt voib siin asetseda antud suurringil voi ka mitte
asetseda sellel. :

Ulesandel on iiksainus lahend, vilja arvatud see juhtum, kus
antud punkt on antud suurringi pooluseks (teoreem 294).

Konstruktsioon 114. Konstrueerida suurring, mis on risti
antud kaarega AB ja libib selle kaare keskpunkti (ja jérelikult ka
keskpunkti teisel kaarel, mille otsteks on punktid A ja B [I, konst-
ruktsioon 6].

Samal teel leiame ka antud kaare keskpunkti, s. 0. poolitame
suurringi kaare.

Konstruktsioon 115. Konstrueerida antud sféaarilise
nurga bisektor ehk, teisiti deldes, poolitada antud sfiiriline nurk
[I, konstruktsioon 7].

Konstruktsioon 116. Konstrueerida suurring, mis puutub
antud véikeringi tema antud punktis [I, konstruktsioon 8.

Konstruktsioon 117. Konstrueerida tiisnurkne sféddriline
kolmnurk hiipotenuisi ja selle lahisnurga jargi [I, konstrukt-
sioon 9].

Konstruktsioon 118. Konstrueerida tiisnurkne sfiiriline
kolmnurk hiipotenuusi ja kaateti jirgi [I, konstruktsioon 10].

Mirgime, et taisnurkse sfairilise kolmnurga konstrueerimine
kahe kaateti jargi ning samuti kaateti ja selle juures oleva miitte-
tédisnurga jargi on (pérast konstruktsiooni 113 késitlemist) ainult
konstruktsioonide 108 ja 109 erijuht.

Konstruktsioon 119. Konstrueerida suurring, mis puutub
antud viikeringi ja 14bib antud punkti.

Olgu O antud viikeringi iks poolus, A antud punkt ja T, (voi Ty) otsi-
tav puutepunkt. :

Kui suurringil ToAo, mis puutub antud véikeringi meelevaldses punktis 7,
(joonis 108), mirgime (iihes voi teises suunas) kaarega AT, vordse kaare T,oA,
siis tdisnurksed sfairilised kolmnurgad AOT, ja A¢OTy on vordsed kaatetite
vordsuse tottu.

Siit selgub jargmine konstruktsioon. Konstrueerime suurringi ToA,, mis
puutub antud viikeringi meelevaldses punktis 7, ja peale selle ringi, mille
pooluseks on O ja raadiuseks OA. Olgu A, konstrueeritud ringide l6ikepunkt.
Ring poolusega A ja raadiusega, mis on vordne kaarega ATy, loikab antud
viikeringi otsitavates puutepunktides.

Saab toestada, et iilesandel on kaks lahendit juhul, kui punkt A asetseb
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nii valjaspool antud viikeringi kui ka viljaspool antud ringiga diametraalset
viikeringi, iiks lahend juhul, kui punkt A asetseb antud véikeringil voi sel-
lega diametraalsel viikeringil, ja illesandel ei ole lahendit juhul, kui punkt A
asetseb antud viikeringi sees voi sellega diametraalse viikeringi sees.

Toome niiiid niiteid keerukamatest konstruktsiooniilesannetest
keral.

Konstruktsioon 120. Konstrueerida sfdariline kolmnurk
kahe kiilje ja nende {ihe vastasnurga jargi.

Otsitava kolmnurga saab konst-
rueerida analoogiliselt konstruktsiooniga
12 tasapinnal, kuid uurimine osutub kera
juhul tunduvalt keerukamaks kui tasa-
pinnal ja sellel me ei peatu. Suurim
lahendite arv on kaks.

Konstruktsioon 125
Konstrueerida sfaariline kolmnurk
kahe nurga ja nende iihe vastas-
kiilje jérgi.

On voimalik konstrueerida otsitava
kolmnurgaga polaarne kolmnurk (vor-
relda konstruktsiooniga 112) kahe Kkiilje
ja nende iithe vastasnurga jargi
(konstruktsioon 120). Teades otsitava
kolmnurgaga polaarset kolmnurka, saab )
konstrueerida ka otsitava kolmnurga Joonis 108.
{konstruktsioon 111).

Konstruktsiooni 121 erijuhuks on jargmine konstruktsioon.

Konstruktsioon 122. Konstrueerida taisnurkne sfdériline
kolmnurk kaateti ja selle vastasnurga jargi.

Peale konstruktsioonist 121 tuleneva lahendusviisi, mis pohineb polaarse
kolmnurga kasutamisel, on i{ilesandel veel otsene lahendus.

Konstrueerime antud nurga ja kujundame tema iihe haara pooluse i{imber
viikeringi (geomeetriline koht XXXIX), mille sfdériline raadius on vordne
kvadrandi ja antud kaateti vahe absoluutvdirtusega. Konstrueeritud véike-
ringi ‘ja nurga teise haara Ioikepunkt on otsitava kolmnurga tipuks. Suurim
lahendite arv on kaks.

Konstruktsioon 123. Konstrueerida viikering, mis labib
antud kolme mitte {ihel suurringil asetsevat punkti.

Teisiti deldes, konstrueerida viikering, mis on antud sfédarilise
kolmnurga {imberringjooneks [I, konstruktsioon 14].

Konstruktsioon 124. Leida punkt, mis on kolmest antud
suurringist vordsetel kaugustel [I, konstruktsioon 15].

Selle iilesandega kaasub otseselt jargmine: konstrueerida vdike-
ring, mis puutub kolme antud suurringi [I, konstruktsioon 15a].

Kui koik kolm antud suurringi ei 14bi kaht diametraalset punkti,
siis iilesandel on kaheksa lahendit. Igaiiks kaheksast véikeringist,
mis rahuldavad iilesande tingimusi, puutub iihe sfaarilise kolm-
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nurga kiilgi (aga mitte nende pikendusi) neist kaheksast kolmnur-
gast, mis on moodustatud antud suurringide poolt; niisugust viike-
ringi nimetatakse antud sfiirilise kolmnurga sisse joonestatud ring-
jooneks ehk siseringjooneks. -

Viimase kahe iilesande lahendustest jarelduvad paragrahvis 147
kasitletud printsiibi abil kolmetahuliste nurkade jargmised
omadused.

Teoreem 326. On olemas neli ja ainult neli koonust, milledest
igaiihel on moodustajateks antud kolm mitte iihel tasapinnal aset-
sevat sirget, mis libivad iht ja sama punkti.

Tdestuseks vaatleme antud sirgete 16ikepunkte mistahes keraga,
mille keskpunktiks on antud kolme sirge 1oikepunkt. Need kuus 16i-
kepunkti maaravad kaheksa sfdrilist kolmnurka (vorrelda teoree-
miga 297). Nende kolmnurkade kaheksa timberringjoont (konst-
ruktsioon 123) asetsevad paariti neljal koonusel.

Kui kolme sirge asemel anda kolm kiirt, mis viljuvad ihest ja
samast punktist ega asetse iihel tasapinnal, siis neljast kone all
olevast koonusest iiks nagu iseenesest paistab teiste hulgast silma.
See on koonus, mille iih el ja samal kattel asetsevad koik
kolm antud kiirt. Seda koonust nimetatakse antud kiirte poolt moo-
dustatud kolmetahulise nurga iimber ku jundatud koo-
niiiseks

Teoreem 327. On olemas neli ja ainult neli koonust, mis puu-
tuvad antud kolme iihes ja samas punktis l6ikuvat tasapinda.

Toestuseks vaatleme kolme suurringi, mida moé6da antud tasa-
pinnad. 16ikavad mingit kera, mille keskpunktiks on kolme antud
tasapinna I6ikepunkt. Sel keral tekib kaheksa sfiirilist kolmnurka.
Nende kaheksa sfiirilise kolmnurga kaheksa siseringjoont asetse-
vad paariti neljal koonusel.

Jareldus. On olemas iiks ja ainult iks koonus, mis puutub
antud kolmetahulise nurga tahke endid (mitte nende laiendusi).

Seda koonust nimetatakse kolmetahulise nurgasisse kujun-
datud koonuseks.

Konstruktsioon 125. Konstrueerida suurring, mis puutub
kaht antud viikeringi.

Olgu C, ja C, antud véikeringid. Antud viéikeringi. C; puutuvate suurrin-
gide pooluste geomeetriline koht koosneb kahest teineteisega diametraalsest
viéikeringist C," ja C,” (geomeetriline koht XLII).

Koosnegu analoogiline geomeetriline koht teise antud viikeringi puhul
viikeringidest Cy’ ja C,”.

Otsitavate suurringide poolusteks on punktid, kus viikering €, I6ikub vii-
keringidega Cy’ ja Cy” (punktid, kus viikering C,” l6ikub samade viikeringi-
dega, ei anna uusi lahendeid, sest punktid, kus ring C,” loikub ringidega C,’
ja Cy”, on diametraalsed punktidega, kus viikering C,” 16ikub vastavalt rin-
gidega.Cy” ja Cy).

Ulesande suurim lahendite arv on neli nagu tasapinnageomeetriaski
(konstruktsioon 31). Ulesandel vaib ka lahend puududa: nii on see niiteks
juhul, kui viikering C, asetseb viiksema segmendi sees neist kahest sfdiri
segmendist, ‘milledeks C, jaotab kera. Kahe véikeringi vastastikuse asendi
monede juhtude korral voib lahendite arv olla ka viiksem kui neli.
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§ 153. Vordsus ja liikumine keral.

Sféaariliste kujundite vordsuse opetust saab iiles ehitada taiesti
analoogiliselt vastava teooriaga tasapinna kohta (I, §§ 18—19).

Sfaarilist kujundit F nimetatakse vordseks kujundiga F’,
mis asetseb samal keral' kus F, kui nende kujundite punktide
vahel saab korraldada iiksiihese vastavuse nii, et iga suur-
ringi kaar (poolringjoonest viiksem voi vordne sellega), mis iihen-
dab kujundi F mingit kaht punkti, on vordne analoogilise kaarega,
mis ithendab vastavaid kujundi F/ punkte.

Vordsete tasapinnaliste kujundite omadused 1°—4° (I, lk. 58—

- 59) on kergesti {ile kantavad sfédariliste kujundite juhule.

Vordsete sfddriliste kujundite pohiomadus viljendub jargmise
teoreemina.

Teoreem 328. Olgu F ja F’ kaks vordset sfddrilist kujundit ja
X kera mingi punkt. On olemas niisuguse omadusega punkt X', et
kujund FX, mis koosneb kujundi F koikidest punktidest ja punk-
tist X, on vordne kujundiga F’X’. Niisuguse omadusega punkte X’
on iksainus, kui kujundi F punktide hulgas leidub kolm punkti,
mis ei asetse iihel ja samal suurringil [I, teoreem 49].

Seda teoreemi saab toestada tadiesti analoogiliselt tasa-
pinnageomeetria vastava lausega, kuid jargmist markust kasutades
jouame siiski kiiremini eesmargile. Kui sfdériline kujund F on
vordne kujundiga F’, siis ka kujund FO, mis koosneb kujundi F
koikidest punktidest ja antud kera keskpunktist O, on vordne ana-
loogilise kujundiga F’O, ja timberpoordult. Sama kehtib ka kujun-
dite FX ja F’X’ ning kujundite FOX ja F’OX’ kohta.

Rakendame niiiid kujunditele FO ja F’O ning punktile X teo-
reemi 268. Selle teoreemi pohjal leidub niisugune punkt X’, mille
puhul” kujundid FOX ja F’OX’ ning jarelikult ka kujundid FX ja
F’X’ on vordsed. Seejuures punkt X’ asetseb antud keral, sest 1oi-
gud OX ja OX’ on vordsed.

Kui kujundi F punktide hulgas leidub kolm punkti, mis ei
asetse iihel ja samal suurringil, siis kujund FO on ruumiline ja
jarelikult punkte X’ on iiksainus.

Teoreemi 49 jareldused 1—3 (I, k. 62) kanduvad vahetult iile
kera juhule.

Vottes arvesse kahe vordse sfddrilise kujundi vastavate sfaari-
liste kolmnurkade orientatsiooni, saab toestada tdiesti niisamuti
nagu tasapinnal jargmised kaks lauset.

Teoreem 329. Kui vordsete sfddriliste kujundite mingid kaks
vastavat sfadrilist kolmnurka on idhteviisi (vastupidiselt) orien-
teeritud, siis nende kujundite iga kaks vastavat sfddrilist kolm-
nurka on iihteviisi (vastupidiselt) orienteeritud [I, teoreem 51].

! Vi selle keraga vordsel keral (vt. viidet lk. 138).
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Teoreem 330. On olemas kaks vordsete sfadriliste ,éujundite
liiki. Uhel juhul vordsete kujundite iga kaks vastavat sfddrilist
kolmnurka on iihteviisi orienteeritud ja iga kaks vastavat nurka on
samasuunalised; teisel juhul vastavad sfddrilised kolmnurgad on
- vastupidiselt orienteeritud ja vastavad nurgad on vastandsuuna-
lised [I, teoreem 52]. '

Esimesel juhul nimetame kaht vordset sfaarilist kujundit
parisvordseteks, teisel juhul peegeldusvordse-
teks.

Siirdume liikumise vaatlemisele keral.

Keral liikumise (ehk nihkumise) all maistame, nagu ikka,
seda vastavust, mis on olemas iihel ja samal keral asetseva kahe
vordse kujundi punktide vahel.

‘Nii tasapinnal liikumise pohiomadused (I, § 30) kui ka poord-
liikumise, kahe liikumise korrutise, samasusliikumise, esimest liiki
ja teist liiki liikumise moisted kannab lugeja kergesti iile kera
juhule.

Vaatleme niiiid peegeldumist kera
suurringist. Kaht kera punkti A ja A’
nimetatakse siimmeetrilisteks
mingi suurringi s suhtes, kui suur-
ring AA’ on risti suurringiga s ja
liks kaartest, mille otsteks on punk-
tid A ja A’ (ja jérelikult ka teine
samade otstega kaar), poolitatakse
suurringi s poolt. Analoogiliselt, kaht
sfadrilist kujundit, mis koosnevad
antud suurringi s suhtes paariti siim-
meetrilistest punktidest, nimetatakse
simmeetrilisteks selle suur-
ringi suhtes. Suurringi s nimetatakse
siinjuures  peegeldusteljeks
(ehk siimmeetriateljeks).

Siimmeetrilisi sfadrilisi kujundeid saaks uurida tépselt sama
meetodiga, mida kasutasime tasapinnal (I, § 31), kuid jiargmine
teoreem kergendab tunduvalt seda uurimist.

Teoreem 331. Kaks punkti, mis on keral simmeetrilised mingi
suurringi suhtes, on ruumis simmeetrilised selle suurringi tasa-
pinna suhtes.

Toestus. Olgu punktid A ja A’ keral siimmeetrilised suur-
ringi s suhtes (joonis 109). Tihistame antud kera keskpunkti
tahega O, kaare AA’ keskpunkti tihega A, ja sirge AA’ loike-
punkti suurringi s tasapinnaga tihega A,.

Et punkt A, poolitab kaare AA’, siis suurringi raadius OAg on
risti kooluga AA’ ja poolitab selle punktis 4,. Et suurring AA’ on
risti suurringiga s, siis ka tasapind OAA’ on risti suurringi s tasa-
pinnaga. Tasapinnal OAA’ asetsev sirge AA’, mis toestuse jargi on
risti sirgega OA,, on siis risti ka suurringi s tasapinnaga.

Joonis 109.
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Niisiis, 16ik AA’ on risti suurringi s tasapinnaga ja see tasa-
pind poolitab teda. i

Jareldused. 1. Kaks sfddrilist kujundit, mis keral on sim-
meetrilised mingi suurringi suhtes, on ruumis simmeetrilised selle
suurringi tasapinna suhtes.

2. Kaks sfdadrilist kujundit, mis on simmeetrilised mingi suur-
ringi suhtes, on vordsed. :

Teisiti deldes: vastavus mingi sfddrilise kujundi punktide ja
temaga suurringi suhtes simmeetrilise kujundi punktide vahel on
litkumine keral.

Seda liikumise eriliiki nimetatakse peegeldumiseks suurringist
(siimmeetriaks suurringi suhtes!) ehk lihtsalt peegelduseks
keral.

3. Kaks suurringi suhtes simmeetrilist sfdadrilist kujundit on
keral peegeldusvordsed (aga mitte pdrisvordsed).

Teisiti oeldes: peegeldumine suurringist on teist liiki liilkumine
reral.

Toepoolest, olgu ABC ja A’B’C’ kaks sféérilist kolmnurka, mis
on siimmeetrilised suurringi s suhtes. Toestatud teoreemi pohjal on
kolmetahulised nurgad OABC ja OA’B’C’, kus O on antud kera
keskpunkt, siimmeetrilised suurringi s tasapinna suhtes ja seetottu
vastandsuunalised. Jérelikult on vastupidiselt orienteeritud ka
sfadrilised kolmnurgad ABC ja A’B’C’ (§ 147). See nditabki, et
peegeldumine suurringist on teist liiki liikumine.

Et kera kaks suurringi alati 16ikuvad, siis kahe peegelduse kor-
rutis keral on alati iihesuguste omadustega (samal ajal kui tasa-
pinnal on see kas litke voi poore).

Teoreem 332. Kahe peegelduse korrutis keral kujutab endast
litkumist, millel on jirgmised omadused: iga kaks vastavat punkti
on vordsetel kaugustel teatud punktist P (ja jarelikult ka punk-
tiga P diametraalsest punktist P,); koik kaared, mis ihendavad
kaht wvastavat punkti, paistavad sellest punktist P virdsete ja
samasuunaliste nurkade all.

Punkt P (nagu ka P,) on peegeldustelgede s’ ja s” iiks loike-
punkt; nurk @, mille all paistavad punktist P paariti vastavaid
punkte ihendavad kaared 2, vordub telgede s’ ja s” vakhelise terav-
voi tdisnurga kahekordsega ja on sama suunaga kui nende telgede
vaheline nurk punkti P juures (sama omadus kehtib ka punkti P,
kohta) [I, teoreemid 75 ja 76].

Nimetatud omadustega liikumist nimetatakse p66rdeks (ehk
pooramiseks); punkte P ja P; nimetatakse po6rdekeskpunk-
tideks, nurka ¢ podrdenurgaks. Punktidele P ja P, vas-
tavad poordenurgad on molemad vordsed ¢-ga, kuid vastand-
suunalised.

1 Terminite «peegeldus» ja «siimmeetria» kohta vt. viidet lk. l1L
z Nurgaks, mille all punktist P paistab punkte A ja B iihendav kaar,
nimetatakse analoogia pohjal tasapinna juhuga sfidrilist nurka APB.
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Me ei hakka peatuma selle lause tdestusel. Lugeja saab selle
kergesti anda iseseisvalt, korrates kera kohta seda arutlust, mida
kasutasime teoreemi 76 tGestamisel, voi asendades (teoreemi 331
pohjal) peegelduse keral peegeldumisega tasapinnast ruumis ja
kasutades teoreemi 276. :

Jéreldused. 1. Pdére on esimest liiki liikumine.

2. Iga pdoret saab lopmatult mitmel viisil vaadelda kahe pee-
gelduse korrutisena. Molemad peegeldusteljed s’ ja s” libivad
poordekeskpunkte P ja P,. Punkti P juures olev nurk nende vahel
(lugedes - esimesest peegeldusteljest s’ teise peegeldustelje s”
poole) wvérdub poolega péordenurgast ja on samasuunaline selle-
sama punkti P juures oleva péordenurgaga.

Muus osas on telgede .s” ja s” valik vaba, nii et kui poére on
antud, siis iiheks neist voib votta mistahes suurringi, mis libib
antud poordekeskpunkte. _ '

3. Kui peegeldusteljed ristuvad, siis kahe peegelduse korruti-
sel on jirgmine omadus: kumbki suurringi kaar, mille otsteks on
mingid kaks vastavat punkti, poolitub telgede ihes [bikepunktis.

‘Kolme peegelduse korrutise kohta on keral kehtiv jdrgmine
lause.

Teoreem 333. Kolme peegelduse korrutis keral kujutab endast
kas péérde korrutist peegeldumisega suurringist, mille poolusteks
on poordekeskpunktid, voi lihtsalt peegeldust.

Pdorde korrutist peegeldumisega suurringist, mille poolusteks
on poordekeskpunktid, on loomulik nimetada poordepeegel-
duseks keral. :

Toestus. Toestamisel vaatleme eraldi kaht juhtu.

1) Koik kolm peegeldustelge ei 14bi iiht ja sama diametraalsete
punktide paari.

Sel juhul need kolm tasapinda, millel asetsevad suurringid —
peegeldusteljed —, 16ikuvad iihes punktis. Asendades (teoreemi 331
pohjal) peegeldumised suurringidest peegeldumistega tasapinda-
dest ja toetudes teoreemile 278, saame kergesti vajaliku tulemuse.

2) Koik kolm peegeldustelge s;, s, ja s3 ldbivad kaht diamet--
raalset punkti P ja P,. :

Korrutades peegeldused, mille telgedeks on s, ja s, saame
podrde iimber punktide P ja P,. Seda pooret saab vaadelda kahe
peegelduse korrutisena (teoreem 332, jareldus 2), kusjuures iiheks
peegeldusteljeks on teatav telg s, mis iibib punkte P ja P,, teiseks
telg s3. Antud peegelduste korrutis esineb siis jargmise kolme pee-
gelduse korrutisena: teljest s, teljest s3 ja uuesti teljest s;. Et iihe
ja sama telje korral kahe peegelduse korrutis on samasus, . siis
antud peegelduste korrutis on peegeldumine teljest s. Teoreem on
toestatud.

Minnes meelevaldse liikumise juurde keral, toestame koigepealt
jargmise lause. -
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Teoreem 334. Iga litkumist keral on voimalik vaadelda dlimalt
kolme peegelduse korrutisena [I, teoreem 78].

Toestus. Arutelu, mida rakendasime tasapinnageomeetrias
teoreemi 78 toestamisel, saaks korrata ka kera juhul, kuid Kiire-
mini jouame siiski eesmargile jdrgmisel teel. Oletame, et mingi
litkumine viib sfdarilise kujundi F kujundiks F’. Seejuures
kujund FO, mis koosneb kujundist F ja antud kera keskpunktist O,
on vordne analoogilise kujundiga F’O. Kuid kujundit FO kujun-
diks F’O viival liikumisel ruumis on ilmselt liikumatu punkt O ja
seetottu seda liikumist voib vaadelda {ilimalt kolme peegelduse
korrutisena, kusjuures peegeldustasapinnad ldbivad punkti O (teo-
reem 282). See nditabki (teoreemi 331 pohjal), et kujundi F’ saab
keral kujundist F iilimalt kolme peegelduse abil.

Jareldus. Iga liikumine keral, kui ta erineb samasusliiku-
misest, on kas peegeldus, péore voi poérdepeegeldus.

See selgub teoreemi 334 korvutamisel teoreemidega 332 ja 333.

Lopuks saame liikumistest keral jdrgmise liigitelu:

I. Esimest liiki liikumine:
a) poore (2),
b) samasusliikumine (0).
II. Teist liiki litkumine:
a) poordepeegeldus (3),
b) peegeldus (1).

Number sulgudes nditab viikseimat peegelduste arvu, millede
korrutamisel on voimalik saada antud tiiipi liikumist.

§ 154. Siadrilise hulknurga pindala.

Selles paragrahvis vaatleme ainult lihtsaid sfdarilisi murd-
jooni ja lihtsaid sfaérilisi hulknurki (§ 145), nimetades neid liihi-
duse mottes lihtsalt murdjoonteks ja hulknurkadeks. On otstarbe-
kohane lugeda siin hulknurkade hulka ka sfddrilised kaksnurgad
erinevalt sellest, kuidas see oli sfddrigeomeetria muude kiisimuste
uurimisel.

Sfédariliste hulknurkade vaatlemisel arvestame ka seda voima-
lust, kus hulknurga kaks (voi isegi mitu) jdrjestikust kiilge kuu-
luvad iihele ja samale suurringile, moodustades teineteise
pikenduse.!

Eeldame, et sfairilise hulknurga andmisel on iga kord niida-
tud, missugune piirkond kahest temale vastavast piirkonnast on
loetud seesmiseks (vt. lk. 144). Sellega iihenduses moistame hulk-
nurga nurga suuruse all tema seesmise piirkonna poole suunduva
nurga suurust.

! Vt. viidet 1 raamatu esimeses osas lehekiiljel 10.
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Sféériliste hulknurkade pindala mootmise iilesande saab seada
taiesti analoogiliselt vastava iilesande seadmisega tasaste hulk-
nurkade kohta (I, § 58).

Kujundada (antud kera) sfddriliste hulknurkade pindalade
mootmise siisteem tihendab seada igale (lihtsale) sfddrilisele hulk-
‘nurgale vastavaks iks positiivne arv, mida nimetatakse selle sfaa-
rilise hulknurga pindalaks ja millel on jirgmised kaks omadust:

a) vordsetele sjddrilistele kolmnurkadele vastab iiks ja sama
pindala (liikkumise suhtes invariantsuse omadus ehk, fithemalt.
«invariantsuse omadus»);

b) kahe sfddrilise hulknurga summa pindala vordub nende
hulknurkade pindalade summaga («aditiivsuse omadtis»).

Sfadriliste hulknurkade summa defineeritakse seejuures
tdiesti analoogiliselt  tasapinnaliste  hulknurkade summaga
(1, § 53). :

. Aditiivsuse omadust saab otsekohe iildistada iga I6pliku arvu
liidetavate hulknurkade juhule. :

On ilmne (ja seda toestame allpool rangelt), et kera pindala-
tihiku valik jdab esialgu tiiesti meelevaldseks. Paragrahvi [6pul
tuleme selle kiisimuse juurde veel kord tagasi.

Mirgime kohe niifid, et vaatamata tiielikule analoogiale {iles-
andeis erineb pindala moGtmise teooria kera puhul oluliselt pind-
ala mootmise teooriast tasapinna puhul. ~

Enne kui asuda hulknurga pindala midramisele, vaatleme sama
iilesannet sfadrilise kaksnurga puhul. Seda on kerge teha.

Vastavalt vordsete nurkadega kaksnurgad on vordsed ja see-
tottu on neil {iks ja sama pindala; kui mingi kaksnurga nurk on
vordne kahe teise kaksnurga nurkade summaga, siis ka esimese
kaksnurga pindala peab (aditiivsuse omaduse ‘pohjal) vorduma
kahe teise kaksnurga pindalade summaga. Siit jareldub (I, teoreem
103a), et sfdérilise kaksnurga pindala peab olema vordeline tema
nurgaga:

S—Dks, (1)

kus S on kaksnurga pindala, « on tema nurk ja 2k on vordetegur.!

Et kordaja % arvuline vdirtus oleks tiiesti madaratud, tuleb
peale pindalaiihiku valida veel nurga mé&otmise iihik. Selles para-
grahvis eeldame, et nurki moodetakse radiaanides
(I, 1k. 152).2 Seejuures poolkera kui kaksnurk nurgaga s peab
omama pindala, mis viljendub arvuga 2kn.

Asume sfdérilise kolmnurga pindala juurde.

! FEt edasistes valemites (2) ja (4) viltida teguri % ilmumist, tdhistame
vordeteguri siin 2k-ga (aga mitte lihtsalt k-ga). .

* Nurkade mootmine radiaanides viib lihfsamate pindalavalemite juurde,
kui mootmine mistahes muudes iihikutes; vt. teoreemi 338 sonastust ja sellele
jargnevaid ridu (vGrrelda ringjoone kaare pikkuse valemeid nurkade mootmisel
radiaanides ja kraadides; I, lk. 152).
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Olgu ABC mingi sfdariline kolmnurk. Téhistame-téhtedega Ay,
B, ja C; kera punktid, mis on diametraalsed punktidega A, B ja C
(joonis 110).

Jeonis = 110.

Mairgime siimboliga «pa ABA,C» niisuguse sfadrilise kaksnurga
pindala, mille tippudeks on 4 ja A, ja mille kiiljed ldbivad punkte
B ja C. Aditiivsuse omaduse pohjal saame siis, et

pa ABC + pa A;BC = pa ABA,C
ehk, vottes arvesse vordust (1),
pa ABC + pa A;BC = 2ka

ja analoogiliselt:

pa ABC + pa AB,C = 2kB;
pa ABC + pa ABC, = 2ky,

kus «, f ja y on antud kolmnurga nurgad.
Viimasest kolmest vordusest saame:

2-paABC + (pa ABC + pa A\BC + pa AB,C + pa ABC,) =
= 2k(a+ B+ 7).
Invariantsuse omaduse alusel asendame sulgudes olevas avaldises
kolmnurga ABC, pindala temaga vordse kolmnurga A,B,C pind-

alaga. Pirast seda saab aditiivsuse omaduse ja poolkera kohta
tehtud markuse pohjal sulgudes oleva summa, s. o. '

pa ABC + pa A,BC + pa AB,C + pa AB,C,
asendada poolkera pindalaga, mis en 2kx.
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Parast kergesti ndhtavaid teisendusi omandab eelmine vordus
kuju

paABC——*Z?(.aﬁ-ﬂ-I-y—n). (2)

Sulgudes olevat sfadrilise kolmnurga nurkade summa ja tasa-
pinnalise kolmnurga (radiaanides vailjendatud) nurkade summa
vahet a + § + y — n nimetatakse kolmnurga sfddriliseks
ekstsessiks ehk lihtsalt ekstsessiks; teoreemi 317 jirgi on
kolmnurga sfddriline ekstsess alati- positiivne.

Tulemust, mida viljendab vordus (2), saab sonastada jirg-
miselt. v

Teoreem 335. Kui pindala mootmine keral -osutub voimalikuks,
siis sfddrilise kolmnurga pindala peab olema vordeline tema sfdd-
rilise ekstsessiga.

Vordetegur valemis (2) erineb sellest, mis esineb valemis (1);
edaspidi see ebakdla korvaldatakse.

Sfédrilise kolmnurga kohta tarvitusele voetud sfiirilise ekst-
sessi moistet saab jirgmisel viisil laiendada sfaarilise hulknurga
juhule. Sfédrilise n-nurga sfddriliseks ekstsessiks ehk
lintsalt ekstsessiks nimetatakse tema nurkade summa ja tasapin-
nalise n-nurga (radiaanides viljendatud) nurkade summa vahet.

Téhistades sfadrilise n-nurga nurki tihtedega a, AN e o
saame tema ekstsessi ¢ jaoks jargmise avaldise:
e=(a+pf+y+...+2)—(n— 2a (3)

Stairilise ekstsessi pohiline omadus viéljendub jiargmise lau-
sega.

Teoreem 336. Sfddriliste hulknurkade summa gkstsess on
vordne liidelavate hulknurkade ekstsesside summaga.

Toestus. Piisab teoreemi toestamisest sellel juhul, kui antud
hulknurk P on kahe hulknurga P’ ja P” summa. Toestamisel tuleb
eraldi vaadelda kolme juhtu soltuvalt sellest, kas hulknurka P
hulknurkadeks P’ ja P” jaotava murdjoone otsteks on hulknurga P
tipud voi tema kiilgede punktid (joonised 111, 112 ja 113).

1) Murdjoone KM .. .NL molemad otsad on hulknurga P tipud
(joonis 111).

Tédhistame hulknurkade P, P’ ja P” tippude arvu vastavalt
tahtedega n, n’ ja n” ning hulknurga P sees asetsevate murd-
joone KM ... NL tippude arvu tdhega ». Analoogiliselt tihistame
nende hulknurkade nurkade summad tdhtedega o, o’ ja o” ning
nende ekstsessid tahtedega ¢, ¢ ja ¢”. Nende arvude vahel kehtivad
ilmselt jargmised seosed:

n4+n"=n+2+2jad + ¢ =0+ 2mw.
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Siit jareldubki, et

4+ =0 —an —2)+ 0" —a(n” - 2)=
=(G,+0”)—n(n,+n”-—4)
= (0 + 2av) — a(n + 2» — 2)

=o0—a(n—2)=e¢

1

Joonis 111. Joonis 112.

Joonis 113.

2) Murdjoone KM ...NL iiheks otsaks, iitleme otsaks K, on

hulknurga P tipp, teiseks otsaks L aga on selle hulknurga iihe
kiilje punkt (joonis 112).

' Vaatleme n-nurka P (n + 1)-nurgana, mille (n + 1)-seks tipuks
on punkt L ja selle tipu juures olev nurk on vordne s-ga. Sellest
hulknurga P ekstsess ei muutu, sest vorduse (3) parema poole
kumbki liige suureneb & vorra. Jarelikult koik teoreemi toestuse
esimeses osas esitatud vordused jddvad piisima.

3) Murdjoone KM ... NL molemad otsad on hulknurga P kiil-
gede punktid (joonis 113). Antud n-nurka P vaatleme niiiid
{n + 2)-nurgana, mille tippude hulka kuuluvad ka moélemad punk-
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tid K ja L. Nurga kummagi nimetatud tipu juures loeme vordseks
a-ga. Hulknurga P ekstsess ei muutu ja eelmised vordused on
uuesti kehtivad.

Viimati toestatud teoreem vbdimaldab viga lihtsalt lahendada
sfddrilise hulknurga pindala kiisimuse.

Teoreem: 337. Igale (lihtsale) sfddrilisele hulknurgale saab
vastavaks seada iihe positiivse arvu S — tema pindala — nii, et
hulknurkade pindalad on invariantsuse omadusega a) ja aditiivsuse
omadusega b).

Need arvud S on defineeritud vérdusega
S — b (4)

kus ¢ on antud hulknurga ekstsess ja k > 0 on meelevaldne jddv
arv.

Toestus. Antud sfddrilise hulknurga P saab (lk. 144) tema
diagonaalidega tiikeldada n — 2 kolmnurgaks.

Tiikeldame hulknurga P mingil viisil (kas voi mitte diagonaa-
lidega) ¢ kolmnurgaks ja tédhistame viimaste ekstsessid tihte-
dega &1, &,..., & Valemi (2) jirgi nende kolmnurkade pindalad
peavad olema vastavalt

] S] = kel, 82 = ksz,...,StZ ké‘g.
Aditiivsuse omaduse pohjal saame, et
S=814+8S+ ... +Si=kla+e+...+e).

Teoreemi 336 jargi aga on summa & + & + ... + & vordne e-ga.
Siit jdreldubki S jaoks avaldis (4). Arv S ei soltu sellest, kuidas
hulknurk on tiikeldatud kolmnurkadeks, sest ta on tiiesti méira-
tud antud hulknurga nurkadega.

Niitame, et leitud arvudel S on kéik pindala omadused.

Koigepealt koik arvud S on positiivsed. Toepoolest, nagu juba
markisime, on iga kolmnurga ekstsess positiivne arv, ja jarelikult
on positiivne arv ka ¢ kui kolmnurkade ekstsesside summa.

Edasi, vordsetele hulknurkadele vastab iiks ja seesama arv S,
sest vordsetel hulknurkadel on vastavalt vordsed nurgad, hulk-
nurga ekstsess aga on téiesti midratud tema nurkadega.

Lopuks, valemist (4) saadavad S viirtused on aditiivsuse oma-
dusega, sest ekstsessid on sellise omadusega (teoreem 336).

Niisiis on toestatud, et sfaariliste, hulknurkade pindalade mdot-
mine on voimalik ja et pindala iildises avaldises (4) esineb meele-
valdne konstant & > 0.

Rakendades valemit (4) erijuhul sfdirilisele kaksnurgale, mille
nurk on ¢, peame valemis (3) lugema: n = 2, mistottu & = 2a.
Valemist (4) saame sel juhul valemi (1). Kolmnurga juhul saame
ilmselt valemi (2).

Konstant & on taiesti mairatud siis, kui keral valime pindala-
tihiku, s. o. kui mingi taiesti madratud sfiirilise hulknurga pind-
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ala loeme vordseks iihega; kui ¢ on selle hulknurga ekstsess, siis
kR =%. Voib ka, iildisemalt, mingil tdiesti médaratud hulknurgal,
mille ekstsess on &, lugeda pindala vordseks antud arvuga So > 0.
Siis & =‘§—2. Tegelikult ldhtutakse konstandi & valikul jargmistest
kaalutlustest.

Tasaste hulknurkade ja sfddriliste hulknurkade pindalade
otsene vordlemine ei ole voimalik, sest pindalade vordlemise
aluseks on aditiivsuse tingimuse korval veel eeldus, et vordse-
tel kujunditel on vordsed pindalad. Lugeja teab aga kooli geo-
meetriakursusest, et see vordlemine on teostatav kaudsel teel,
nimelt piiriprotsessi abil. Motleme siin kera ja sfddri segmendi
pindala iildtuntud tuletust.

Sellest tuletusest selgub, et poolkera pindala on 27R?, kus R on
kera raadius. Kuid poolkera saab vaadelda ka sfédrilise kaksnur-
gana, mille nurk on = (vo0i, kui soovitakse, sfdérilise n-nurgana,
mille iga nurk tema n nurgast on z). Siit saame sféddrilise ekst-
sessi vairtuseks 2z ja pindala véartuseks 2ka. Vordsustades need
kaks pindala avaldist, saame k jaoks vddrtuse B = R Nii jouame
jargmisele lopptulemusele.

Teoreem 338. Kui pindalaiihik valida nii, et poolkera pindala
on 27R2, kus R on antud kera raadius, siis iga sfddrilise hulknurga
pindala avaldub vordusega

Sl R4

kus & on hulknurga ekstsess (radiaanides).
On ilmne, et ekstsessi mootmisel kraadides saame monevaorra
keerukama wvalemi:

2n 4
= ¢R2?
S 360 eR? (e kraadides).
Mirkused. |. Sféddrilise hulknurga pindala mootmine annab voima-

luse hulktahulise nurga mootmiseks. Selleks vaatleme mistahes raadiusega
kera, mille keskpunktiks on antud hulktahulise nurga tipp. Antud hulktahuline
nurk médarab sellel keral teatud sfédérilise hulknurga. Viimase sféériline
ekstsess, mis, nagu on kerge niha, ei soltu kera raadiusest (voi mingi selle
ekstsessiga vordeline suurus), voetakse antud hulktahulise nurga mooduks ja
nimetatakse harilikult ruuminurgaks?! Ruuminurgad on ilmselt aditiiv-
suse ja invariantsuse omadusega.

2. Samuti nagu tasapinnaliste hulknurkade puhul voiks pindala kiisimuse
korval vaadelda ka sfdiriliste hulknurkade tiikeldusvordsuse kiisimust (vrd. I,
§ 53 ia § 60).

Kaht sfddrilist hulknurka nimetatakse tiikeldusvordseteks, kui
neid saab tiikeldada iiheks ja samaks arvuks vastavalt vordseteks kolm-
nurkadeks. Igal kahel tikeldusvordsel sfadrilisel hulknurgal on teoreemi 336
jirgi iks ja sama sfddriline ekstsess. Saab toestada ka poordlauset:

Iga kaks sfadrilist hulknurka, milledel on iks ja sama sfddriline ekstsess,
on tiikeldusvordsed. .

1 See nimetus on tarvitusel néiteks fiiisikas.
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Siit jareldub, et iga kaks pindvordset sfaarilist hulknurka on tikeldus-
vordsed.

3. Kui «vordsete» kujundite all moista ainult neid kujundeid, mida me
nimetame péarisvordseteks (vt. markust paragrahvis 129), siis pindala moot-
mise iilesande seadmisel tuleb piirduda invariantsuse noudega ainult esimest
liiki liikumiste suhtes, sonastades lk. 174 toodud ndudeist esimese jirgmiselt:

«a) Périsvordsetele sféirilistele hulknurkadele vastab iiks ja sama
pindala.» i

Esitatud teooriat tuleb seejuures kohati muuta, sest teoreemi 335 toesta-
misel kasutasime peegeldusvordsete kolmnurkade ABC, ja A,B;C vordsust
(joonis 110). Et jouda samale tulemusele kui tekstis, tuleks eraldi téestada,
et peegeldusvordsete kolmnurkade pindalad on vordsed.



XVIII peatiikk.

Homoteetsus ja sarnasus.

§ 155. Homoteetsuse definitsioon ja omadused.

Kiesolevas peatiikis iildistame ruumi juhule tasapinnageomeet-
rias (I, peatiikk VIII) tundma Opitud homoteetsuse ja sarnasuse
moisted. Paljudel juhtudel on tdestused ruumi korral Gige ldheda-
sed vastavatele toestustele tasapinna puhul. Neil juhtudel ainult
skematiseerime toestuse voi jitame ta taiesti andmata.

Kahe homoteetse ruumikujundi definitsioon on tasapinnageo-
meetria vastava definitsiooni sonasonaline kordamine.

Kujundit F/ nimetatakse homoteetseks ehk perspek-
tiivselt sarnaseks (ehk sarnaseks ja sarmaselt asetse-
vaks) kujundiga F, kui nende kahe kujundi punktide vahel on kor-
raldatud jargmiste omadustega vastavus:

a) koik kaht vastavat punkti ithendavad sirged lébivad iht ja
© sama punkti S;

b) iga kaks vastavat punkii asetsevad punktist S iihel pool voi
iga kaks vastavat punkti asetsevad punktist S eri pooltel;

¢) kui A ja B on esimese kujundi mingid kaks punkti ning A’
ja B’ on neile vastavad teise kujundi punktid, siis SA’:SA =
=RSHE S Y ;

Punkti S, millest koneldakse selles deflinitsioonis, nimetatakse
sarnasuskeskpunktiks (ehk homoteetsus-keskpunktiks);
jadvat suhet k= SA’:SA =SB’ :SB=... nimetatakse kujundi
F’sarnasusteguriks (ehk homoteetsusteguriks) kujundi F
suhtes. Vastavust nende kahe kujundi punktide vahel ehk, teiste
sonadega, teisendust, mille abil kujundi F punktidest saadakse
kujundi F” punktid, nimetatakse homoteetsuseks.

Kui iga kaks vastavat punkti asetsevad punktist S ithel pool,
siis  kujundeid nimetatakse péaripidi homote etseiks
(k > 0), ja kui mitte iihel pool, siis vastupidi homoteet-
seiks (k< 0); sarnasuskeskpunkti nimetatakse, esimesel juhul
vialiseks ja teisel juhul seesmiseks sarnasuskeskpunktiks.

Vaatleme niiiid homoteetsuse pohiomadusi.
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1°. Kui sarnasuskeskpunkt lugeda homoteetsuses iseendale
vastavaks, s. o. molema kujundi kahekordseks punktiks, siis homo-
teetsus on iksiihene vastavus kahe kujundi punktide vahel. Teda
saab vaadelda ka iiksiihese vastavusena kogu ruumi punktide vahel.

2°. Homoteetsusel on refleksiivsuse ja simmeetrilisuse oma-
dus.!

3°. Kujundi F iihel sirgel asetsevatele punktidele vastavad
homoteetses kujundis F’ punktid, mis samuti asetsevad iihel
sirgel; mingi I6igu punktidele vastavad samuti mingi loigu punktid.

Siit jdreldub, et kiirega, nurgaga, kolmnurgaga jne. homoteetne
kujund on samuti kiir, nurk, kolmnurk jne.

4°. Kahe homoteetse kujundi vastavad sirged, mis ei libi sar-
nasuskeskpunkti, on paralleelsed.

5°. Uhe kujundi kahele paralleelsele sirgele vastavad homo-
teetses kujundis samuti paralleelsed sirged.

6°. Iga kahe vastava [6igu suhe on vordne sarnasusteguri abso-
luutvddrtusega. ;

7°. Iga kaks homoteetset kolmnurka on sarnased.

8°. Iga kaks vastavat tasanurka on vordsed.

9°. Kui kujundis F punktid C ja D asetsevad iihel tasapinnal
punktidega A ja B ning sirgest AB eri pooltel (ithel pool) ning
kujundi F punktidele A, B, C ja D vastavad kujundi F" punktid A’,
B, C’ ja D', siis asetsevad ka punktid C’ ja D’ ihel tasapinnal
punktidega A’ ja B’ ning sirgest A’B’ eri pooltel (vastavalt iihel
pool). Kui kujundi F mingid neli punkti ei asetse iihel ja samal
tasapinnal, siis ei asetse ihel ja samal tasapinnal ka vastavad
kujundi F’ punktid.

Seda omadust saab tGestada tdpselt samuti nagu vordsete
kujundite vastavat omadust (§ 133, omadus 4).

Sellest omadusest jireldub, et tasapinnale vastab tasapind,
pooltasapinnale pooltasapind, poolruumile poolruum jne. (vorrelda
§ 133, omadus 4).

10°. Homoteetsete kujundite vastavad kolmetahulised nurgad
ja_jarelikult ka vastavad kahetahulised nurgad on vordsed (vor-
relda § 133, omadus 5).

11°. Iga kaks vastavat [Giku on kahel paripidi homoteetsel
kujundil samasuunalised, kahel vastupidi homoteetsel kujundil aga
vastandsuunalised.

Siit jdreldub, et ka iga kaks vastavat kiirt on kahel pdripidi
(vastupidi) homoteetsel kujundil samasuunalised (vastavalt vas-
tandsuunalised).

12°. Iga kaks pdripidi homoteetset kolmetahulist nurka on
samasuunalised (§ 110 mottes), iga kaks vastupidi homoteetset
kolmetahulist nurka aga vastandsuunalised.

! Homoteetsusel on selle maiste teatava iildistuse korral ka transitiiv-

suse omadus (vt. I, lk. 187, mirkus, ja teoreemi 340).
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Jarelikult on iga kaks paripidi homoteetset tetraeedrit iihteviisi
orienteeritud, iga kaks vastupidi homoteetset tetraeedrit aga vastu-
pidiselt orienteeritud.

See jéareldub otseselt omadusest 11°.

[y

Omaduse 12° rangem tuletamine omadusest 11° toimub jérgmiselt.

Kahel péripidi homoteetsel kolmetahulisel nurgal OABC ja O’A’B’C’ on
iga kaks vastavat serva OA ja O’A’, OB ja O’B’, OC ja O'C’ paralleelsed
ja samasuunalised. Siit selgub, et kolmetahulise nurga OABC saab viia

likke OO’ abil iihtivusse kolmetahulise nurgaga O’A’B’C’. Et likke on esi-
mest liiki liilkumine, siis kolmetahulised nurgad OABC ja O’A’B’C’ on piris-
vordsed.

Kahe vastupidi homoteetse kolmetahulise nurga OABC ja O’A’B’C’ juhul

like OO’ asendub teist liiki liikumisega, nimelt peegeldumisega Idigu OO’
keskpunktist. :

Toonitame, et kahe homoteetse kujundi omadus 12° ruumis on
oluliselt erinev homoteetsete kujundite vastavast omadusest tasa-
pinnal (I, § 62, omadus 9).

Peegeldumine punktist S on nagu tasapinnageomeetriaski homo-
teetsuse erijuhtum (k= —1) ja iga vastupidine homoteetsus
(sarnasusteguriga k < 0) on korrutis, mille teguriteks on pari-
pidine homoteetsus (sarnasusteguriga |k|[) ja peegeldumine sarna-
suskeskpunktist.

§ 156. Sarnasustelg. Sarnasustasapind.

Rida homoteetsete kujundite omadusi, mida oleme vaadelnud
tasapinnageomeetrias (I, teoreemid 134—136), on ilma tthegi muu-
datuseta koos toestustega iile kantavad ruumi. Seetottu piirdume
ainult nende sonastamisega.

Teoreem 339. [Iga iiksiihene vastavus kohe kujundi punktide
vahel on homoteetsus voi liike, kui sellel vastavusel on jdrgmised
omadused:

a) [6igu punktidele vastavad loigu punktid;

b) iga kaks vastavat l6iku on paralleelsed ning omavad iiht ja
sedasama suhet;

¢) iga kaks vastavat [biku on samasuunalised voi iga kaks
vastavat l6iku on vastandsuunalised. 5

Teoreem. 340. Kui kummagi kujunditest Fs ja F3 saab kujundist
F, homoteetsuse voi liikke abil, siis saab ka kujundid Fs: ja
F; teineteisest homoteetsuse voi likke abil.

Jiareldus. Kaks kujundit, mis on kolmandaga pdripidi homo-
teetsed, ja samuti kaks kujundit, mis on kolmandaga vastupidi
- homoteetsed, on piripidi homoteetsed (voi saadakse teineteisest
liikke abil); kui kahest kujundist iks on kolmandaga pdripidi, teine
aga vastupidi homoteetne, siis need kaks kujundit on vastupidi’
homoteetsed.
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Teoreem 341. Kolme paariti homoteetse kujundi sarnasuskesk-
punktid asetsevad iihel sirgel.

Sirget, millel asetsevad kolme paariti homoteetse kujundi kolm
sarnasuskeskpunkti, nimetatakse nende kujundite sarnasus-
tel ] eks. ® : .

Jdreldus. Sarnasusteljel asetsevast kolmest sarnasuskesk-
- punktist on viliseid sarnasuskeskpunkte kolm véi iiks ja seesmisi

vastavalt ei ihtki voi kaks. :

Vaatleme niilid nelja paariti homoteetset kujundit. Niisugustel
kujunditel on jdrgmine omadus.

Joonis 114.

A}

Teoreem 342. Nelja paariti homoteetse kujundi kuus sarnasus-
keskpunkti asetsevad iihel tasapinnal.

Toestus. Olgu Fy, Fy, F; ja F, antud homoteetsed kujundid
ning Sia, Sis, Sis, Sos, Sa24 ja Sss neist moodustatud kujundipaaride
sarnasuskeskpunktid. Seejuures S, tdhistab kujundipaari F, ja Fo
sarnasuskeskpunkti jne. Kujunditest Fy, Fs ja F; moodustatud paa-
ride sarnasuskeskpunktid S.s, S»s ja Ss; asetsevad teoreemi 341
jargi iihel sirgel s,. Kujunditest Fi, Fs ja F, moodustatud paaride
sarnasuskeskpunktid Sys, Si4 ja Sssasetsevad samuti iihel sirgel s,.

Kui need kaks sirget ei iihti, siis nad asetsevad iihel ja samal
tasapinnal o, sest nad 16ikuvad punktis Ss; (joonis 114).

Sirged S:S814 ja S53S1; ldbivad molemad punkti Sy, sest nad
on vastavalt kujundite F), F, ja Fs ning Fi, F, ja F; sarnasus-
telgedeks s; ja s Niisiis koik kuus sarnasuskeskpunkti asetsevad
tasapinnal o.

Kui sarnasusteljed s, ja s, iihtiksid, siis kdik kuus sarnasus-
keskpunkti asetseksid fihel ja samal sirgel.

Tasapinda, millel asetsevad nelja paariti homoteetse kujundi
kuus sarnasuskeskpunkti, nimetatakse nende kujundite sarna -
sustasapinnaks.

Jareldused. 1. Nelja paariti homoteetse kujundi kuus sar-
nasuskeskpunkti asetsevad kolmekaupa neljal sirgel — nende
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kujundikolmikute sarnasustelgedel. Iga sarnasuskeskpunkti libivad
neljast sarnasusteljest kaks.

2. Sarnasustasapinnal asetsevast kuuest sarnasuskeskpunktist
on vilisteks sarnasuskeskpunktideks kéik kuus voi kolm, mis aset-
sevad seejuures iihel ja samal sarnasusteljel, voi kaks, mis ei
asetse ihel ja samal sarnasusteljel.

Joonis 116.

Toepoolest, voib esineda kolm juhtu: nelja kujundi iga neli was-
tavat 16iku on iihe ja sama suunaga voi kolm neist on iihe ja sama
suunaga, kuid neljas vastandsuunaga voi, 16puks, kaks neist on
fihe ja sama suunaga, iilejainud kaks aga vastandsuunaga. Need
kolm juhtu on skemaatiliselt kujutatud joonistel 114, 115 ja 116,
kus vilised sarnasuskeskpunktid on mirgitud mustade ringikestega
ja seesmised valgetega.
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§ 157. Kerade sarnasuskeskpunktid ja sarnasusteljed.

Rakendame paragrahvides 155 ja 156 saadud tulemusi sellele
juhule, kus antud kujundeiks on kerad. Nii saame I, § 65 tulemuste
iildistuse. ;

Teoreem 343. Keraga homoteetne kujund on samuti kera ja
nende kerade keskpunktid on teineteisele vastavateks punktideks.

Teoreem 344. Iga kaht mittevordset kera saab vaadelda homo-
teetsete kujunditena ja seejuures kahel viisil.

Nende kahe teoreemi toesiused on teoreemide 139 ja 140
(I, § 65) toestuste sonasonaliseks kordamiseks.

Viimases teoreemis mirgitud kahe homoteetsuse keskpunkte,”
teiste sonadega punkte, mis jaotavad kahe kera keskpunktide
vahelise kauguse viliselt ja seesmiselt nende raadiuste suhtes,
nimetatakse nende kerade vidliseks ‘sarnasuskesk-
punktiks ja seesmiseks sarnasuskeskpunktiks.

Kahel vordsel keral on ainult {iks sarnasuskeskpunkt, nimelt
seesmine. Sel juhul iiks kahest homoteetsusest, ‘'mis teisendavad
ithe kera teiseks, asendub liikkega, teine aga muutub tsentraal-
seks peegelduseks.

See, mis on Geldud tasapinnageomeetrias (raamatu esimene
osa, lk. 192) kahe ringjoone sarnasuskeskpunktide ja nende ring-
joonte vastastikuse asendi kohta, on ilma igasuguste muudatusteta
kehtiv ka kahe kera sarnasuskeskpunktide puhul.

Konstruktsioon 126. Konstrueerida kahe antud kera
sarnasuskeskpunktid.

Seda iilesannet saab lahendada samuti nagu vastavat iilesanhet tasa-
pinnal (I, konstruktsioon 30).

Olgu kerade O ja O’ iiks sarnasuskeskpunkt, niiteks viline
sarnasuskeskpunkt S viljaspool kera O. Vaatleme selle kera iiht
puutuvat tasapinda, mis 14bib punkti S. Olgu T vastav puutepunkt.
Seesama tasapind puutub ka teist kera O’ punktis 7/, mis on
homoteetne punktiga 7. See jireldub punktide vahelise vastavuse
iiksiihesusest homoteetsuse korral. Niisiis, iihe kera iga puutuv
tasapind, mjs ldbib kahe kera vilist voi seesmist sarnasuskesk-
punkti, puutub ka teist kera ja on nende kerade iihiseks puu-
tuvaks tasapinnaks. Kui ta ldbib vilist sarnasuskesk-
punkti, siis puutepunktidesse tommatud raadiused OT ja O’T’ on
samasuunalised, ja kui seesmist sarnasuskeskpunkti, siis vastand-
suunalised. Esimesel juhul saame iihise vilise puutuva tasa-
pinna, teisel juhul iihise seesmise puutuva tasapinna.

Oletame timberpoordult, et kahe kera O ja 0’ mingi iihine
puutuy tasapind puutub neid kerasid punktides T ja 7’. Et raa-
diused OT ja O’T” on paralleelsed, siis sirge TT’ 16ikab kesk-
punktide sirget OO’ iihes sarnasuskeskpunktis voi on selie sirgega
panalleelne. Niisiis 1dbib kahe kera iga iihine puutuv tasapind

186



nende kerade itht sarnasuskeskpunkti voi on paralleelne nende
keskpunktide sirgega. :
Analoogiliselt, kahest kerast ithe iga puutuja, mis labib nende
kerade seesmist vdi vilist sarnasuskeskpunkti, puutub ka teist
kera ja on kahe kera iihiseks puutujaks. :

Poordjareldus oleks, erinevalt puutuva tasapinna juhust, ebadige. Kahe
kera iga ithine puutuja ei ldbi nende kerade iiht sarnasuskeskpunkti. TGe-
poolest, vaatleme ringjooni, mida médda molemad kerad Ioikuvad mingi tasa-
pinnaga. Neil kahel ringjoonel voib leiduda iihiseid puutujaid, mis kuuluvad
nende kerade ithiste puutujate hulka. Juba siit saab jdreldada, et kahe kera
koikide iihiste puutujate kogu kujutab endast ruumis Gige keerukalt asetse-
va‘iie sirgete peret. Nende uurimine ulatub vilja elementaargeomeetria raa-
midest.

Kahe kera iihised puutujad, mis ldbivad nende kerade iiht
sarnasuskeskpunkti viljaspool kumbagi antud kera, moodustavad
koonuse. Seda koonust voiks nimetada kahe kera fihiseks
iimberkujundatud koonuseks. Vottes arvesse sarnasus-
keskpunktide asetust antud kerade suhtes, saame jdrgneva lause.

Teoreem 345. Kahel mittevordsel keral, mis asetsevad teinefei-
sest vdljaspool, on kaks iihist dmberkujundatud koonust; kahel
keral, mis puutuvad teineteist viliselt, on iiks iihine puutuv
koonus ja iks ihine puutuv tasapind; kahel keral, mis loikuvad
médda ringjoont, on ainult iiks iihine iimberkujundatud koonus;
kahel keral, mis puutuvad teineteist seesmiselt, on ainult iiks thine
puutuv tasapind; [6puks, kahel keral, milledest iiks asetseb teise
sees, ei leidu ildse iihiseid iimberkujundatud koonuseid ega iihiseid
puutuvaid tasapindu.

Seda teoreemi saab vaadelda kui teoreemi 141 iildistust ruumi
juhule.

Kahe vordse kera juhul ithine viline imberkujundatud koonus
muutub {ihiseks iimberkujundatud silindriks.

On kerge niidata, et kahe kera iga ihine puutuv tasapind
(vilja arvatud kahe teineteist puutuva kera puutuv tasapind nende
iihises punktis) puutub nende iiht iihist imberkujundatud koonust
(voi iimberkujundatud silindrit). See mirkus vGimaldab lahen-
dada jargmist iilesannet.

Konstruktsioon 127. Konstrueerida kahe antud kera
iihine puutuv tasapind, mis 1dbib antud punkti.

Asiadeldu pohjal taandub iilesanne konstruktsioonile 95 (voi konstrukt-
sioonile 96). 2

4

Siirdume kolme antud kera juhule.

Teoreem 346. Kui kolme paariti mittevordse kera keskpunktid
ei asetse ihel sirgel, siis asetsevad nende kerapaaride kuus
sarnasuskeskpunkti kolmekaupa neljal sirgel.

Selle teoreemi toestus erineb nii vihe vastava teoreemi toestu-
sest kolme ringjoone kohta (teoreem 142, I, 1k. 193), et tema juu-
res ei tarvitse peatuda.
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Nelja sirget, millel kolmekaupa asetsevad kolme .puaariti mitte-
vordse kera sarnasuskeskpunktid, nimetatakse kolme kera
sarnasustelgedeks.

‘Kui kolme kera vilised sarnmasuskeskpunktid tihistada siimbo-
litega Sy, Si3, ja S1» ning seesmised sarnasuskeskpunktid siimbo-
litega Si3*, Sis* ja Si»*, siis need keskpunktid asetsevad sarnasus-
telgedel jargmiselt:

telg s : keskpunktid Sgs;, Sis, Siz;
telg s; : keskpunktid Si;, Siz*, Sio¥;
telg s, : keskpunktid Ss3*, S13, Si2*;
telg s3 : keskpunktid Sos*, Siz*, Sio.

Konstruktsioon 128. Konstrueerida kolme antud kera
sarnasusteljed.

Oletame niiiid, et kerade O;, O; ja O; iiks sarnasustelg, nii-
teks s, millel asetsevad antud kerade vilised sarnasuskeskpunktid
S23, S13 ja Si, ei 16ika kera O;. Paneme libi sirge s tasapinna, mis
puutub kera O,, ja tdhistame vastava puutepunkti tihega 7. Et
see tasapind 14bib kerade O, ja O, sarnasuskeskpunkti Sis, siis ta
puutub ka kera O,. Puutepunktiks T» on kera O, punkt, mis on
homoteetne punktiga T, sarnasuskeskpunkti S;, suhtes.

Samade kaalutluste pohjal puutub vaadeldav tasapind ka kol-
mandat antud kera. Niisiis, kolme kera mingit {iht sarnasustelge
1dbiv tasapind, mis puutub iiht neist keradest, puutub ka {ilejaanud
kaht kera ja on kolme kera ifihiseks puutuvaks fasa-
pinnaks.

Oletame iimberpoordult, et kolmel keral O, O, ja O millede
keskpunktid ei asetse iihel sirgel, on mingi {ihine puutuv tasapind,
mis puutub neid vastavalt punktides T,, T, ja Ts. Et raadiused
OnTi ja OsT; on paralleelsed, siis 1dbib see tasapind kerade O, ja O,
iiht sarnasuskeskpunkti voi on paralleelne nende keskpunktide sir-
gega. Sama kehtib ka kerade O; ja O; kohta.

Siit selgub, et see {ihine puutuv tasapind libib kolme antud
kera iiht sarnasustelge vai on paralleelne nende keskpunktide tasa-
pinnaga.

Jarelikult kolmel keral, millede keskpunktid ei asetse iihel ja
samal sirgel, saab olla iilimalt kaheksa ithist puutuvat tasapinda,
mis kahekaupa 14dbivad nende kerade nelja sarnasustelge. (Kui kaik
kolm kera on vordsed, siis iiks neljast sarnasusteljest puudub ja
kaks iihist puutuvat tasapinda on paralleelsed keskpunktide tasa-
pinnaga.) Kui kolm kera asetsevad iiksteisest viljaspool, siis on
olemas koik kaheksa {ihist puutuvat tasapinda (nagu detailsem
uurimine nditab). Kui antud kolmest kerast iiks asctseb teise sees,
siis ei ole kolmel keral ilmselt iihtki iihist puutuvat tasapinda.
Kolme kera vastastikuse asendi muude juhtude korral voib neil
keradel leiduda ka vidhem kui kaheksa iihist puutuvat tasapinda.

Oeldust ndeme jdrgmise iilesande iiht lahendusviisi.
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Konstruktsioon 129. Konstrueerida antud kolme kera
iihised puutuvad tasapinnad.

‘Esimene viis. Konstrueerime antud kerade sarnasusteljed ja paneme
1bi iga telje tasapinnad, mis puutuvad {iht antud kera. Saadud tasapinnad
ongi kerade iihisteks puutuvateks tasapindadeks.

Suurim lahendite arv on kaheksa.

Selle iilesande teine lahendusviis antakse allpool (§ 177).

§ 158. Nelja kera sarnasustasapinnad.

Teoreem 347. Kui nelja paariti mittevordse kera keskpunktid
ei asetse iihel tasapinnal, siis asetsevad nende kerapaaride kaks-
teist sarnasuskeskpunkti kuuekaupa kaheksal tasapinnal.

Toestus. Olgu Oy, Oz Os ja O4 antud nelja kera keskpunktid,
Si2, Si3, Sis, S23, S24 ja Sa nende kenade vilised sarnasuskesk-
punktid ning S1»*, ... ja Sa.* nende seesmised sarnasuskeskpunktid.
Seejuures Syp ja Sio* tdhistavad kerade O ja O: vastavalt vélist
ja seesmist sarnasuskeskpunkti jne. .

Antud nelja kera saab (teoreemi 344 pGhjal) vaadelda kujundi-
tena, mis on paariti paripidi homoteetsed. Vastavateks sarnasus-
keskpunktideks on siis valised sarnasuskeskpunktid Si, ..., Ss1.
Need kuus sarnasuskeskpunkti asetsevad teoreemi 342 pohjal iihel
ja samal sarnasustasapinnal, mille tdhistame tdhega o. 3

Edasi saab kolme antud keradest vaadelda kujunditena, mis on
paariti paripidi homoteetsed, ja neljandat kujundina, mis on vastu-
pidi homoteetne esimese kolmega. Kui néiteks vaadelda kerasid O,,
Os ja 0,4 kujunditena, mis on paariti péripidi homoteetsed, ja kera
0, kujundina, mis on nendega vastupidi homoteetne, siis vastava-
teks sarnasuskeskpunktideks on Si2*, Sis*, Sis*, Sas; Sas ja Sas.
Teoreemi 342 pohjal need kuus sarnasuskeskpunkti asetsevad
samuti iihel ja samal tasapinnal, mille tdhistame tahega o1.

Analoogiliselt voib saada tasapinnad os, 03 ja o4, vaadeldes vas-
tavalt igaiiht keradest O, O; ja O4 kujundina, mis on vastupidi
homoteetne iilejdédnud kolme keraga.

Lopuks, antud kenadest kaht saab vaadeldg kahe paripidi homo-
teetse kujundina ja teist kaht nendega vastupidi homoteetsete (ja
jarelikult teineteisega paripidi homoteetsete) kujunditena. Kui néi-
teks vaadelda kerasid O; ja O, paripidi homoteetsete kujunditena
ja kumbagi keradest O; ja O, nendega vastupidi homoteetsetena,
siis vastavateks sarnasuskeskpunktideks on Siz, Sis*, Su*, Ses®,
Sos* ja Sas. Teoreemi 342 pohjal asetsevad ka need kuus sarnasus-
keskpunkti iihel ja samal tasapinnal, mida on loomulik tdhistada
siimboliga 1o vOi 634 Analoogiliselt voib saada tasapinna o3 (voi
024), kui jaotada antud neli kera paarideks Oi, Os ja O Oy, ja
tasapinna o4 (V0i o23), kui vaadelda kerapaare O, Os ja Oz, Os.

Uldse on olemas 1 4+ 4 + 3 = 8 niisugust tasapinda.

189



On kerge ndidata, et juhul, kui antud kerade keskpunktid ei
asetse ithel ja samal tasapinnal, need kaheksa tasapinda on iiks-
teisest erinevad. Teoreem on toestatud.

Kaheksat tasapinda, milledel kuuekaupa asetsevad nelja paariti
mittevordse kera sarnasuskeskpunktid, nimetatakse nelja kera
sarnasustasapindadeks. :

Nelja kera sarnasuskeskpunktid asetsevad sarnasustasapindadel
jargmiselt:

tasapind o : keskpunktid Sis, Sis, S1s, S23, Sos, Sas;
tasapind o;: keskpunktid Sio*, Si3*, S14*, Sas, Sos, Saq;
hasapind 0. 'keskpunktid Smf, S13, 814, 823*, S'24*, 534;
tlasapind 03 keskpunktid S[z, 313*, 814, 823*, 824, 834*;
hasapind 012 voi 034: keSkpUl’lktid S[z, 813*, 814*, 823*, 824*, 834;
tasapind o13 vOi o24: keskpunktid Sio*, Sis, Si4*, Sos*, Sos, S3a*;
tasapind o14 VOi 023: keskpunktid Sio*, Sis*, Sis, Sos, S2s*, Sai*.

Mirkus. Sellest tabelist voib kergesti mirgata jirgmisi seaduspirasusi
antud kerade 12 sarnasuskeskpunkti, 16 sarnasustelje ja 8 sarnasustasapinna
asetuses.

1) Labi iga sarnasuskeskpunkti ldheb neli sarnasustelge.

Lébi sarnasuskeskpunkti S;, néditeks ldhevad sarnasusteljed, mis sisaldavad
jargmisi sarnasuskeskpunktide kolmikuid: S12S13S2s, S12S13*Ses*, S12S81:S24 ja
812814 Sa4*. Lébi sarnasuskeskpunkti Sio* ldhevad sarnasusteljed Si2*Si3Sys*,
S12*814824*1 312*813*823 ja 812*514*S24, jne'

2) Lébi iga sarnasuskeskpunkti liheb neli sarnasustasapinda.

Lébi sarnasuskeskpunkti S, nditeks ldhevad sarnasustasapinnad o, o;, o4
ja oy, 14bi sarnasuskeskpunkti Si2* sarnasustasapinnad a;. 0y, o735 ja oq4, jne.

3) Igal sarnasusteljel asetseb kolm sarnasuskeskpunkti.

4) Labi iga sarnasustelje ldheb kaks sarnasustasapinda.

5) Igal sarnasustasapinnal asetseb neli sarnasustelge.

6) Igal sarnasustasapinnal asetseb kuus sarnasuskeskpunkti.

See oigustab jdrgmise iildise definitsiooni vastuvotmist. Loplikust hulgast
punktidest A, sirgetest a ja tasapindadest « koosnevat kogu nimetatakse ruu-
miliseks konfiguratsiooniks, kui tal on jirgmised omadused: 1ibi iga
punkti A ldheb iiks ja sama arv sirgeid a ming iikks ja sama arv tasapindu o;
igal sirgel a asetseb iiks ja sama arv punkte A ning ldbi iga sirge a liheb
ilks ja sama arv tasapindu «; igal tasapinnal a asetseb iiks ja sama arv
punkte A ning iiks ja sama arv sirgeid a.

Konfiguratsiooni lihtsaima (kuigi mittehuvitava) néaitena voiks nimetada
tetraeedri 4 tipust, 6 servast ja 4 tahust koosnevat kogu.

Niiiid voime oelda, et mistahes nelja kera 12 sarnasuskeskpunkti, 16 sar-
nasustelge ja 8 sarnasustasapinda moodustavad konfiguratsiooni.

Analoogiliselt saab vaadelda konfiguratsioone ka tasapinnal. Mingi tasa-
pinna Ioplikust hulgast punktidest A ja sirgetest a koosnevat kogu nimetatakse
(tasaseks) konfiguratsiooniks, kui libi iga punkti A liheb iiks ja
sama arv sirgeid a ja igal sirgel a asetseb iikks ja sama arv punkte A.

Tasase konfiguratsiooni néditena voib nimetada kolme ringjoone voi kera
6 sarnasuskeskpunktist ja 4 sarnasusteljest koosnevat kogu (I, teoreem 142;
11, teoreem 346): iga sarnmasuskeskpunkti l4bib kaks sarnasustelge ja igal
sarnasusteljel asetseb kolm sarnasuskeskpunkti. Samasuguse konfiguratsiooni
moodustavad antud nelja paariti homoteetse kujundi 6 sarnasuskeskpunkti ja
4 sarnasustelge (teoreem 342 ja joonis 114).
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§ 159. Konstruktsioone.

Homoteetsete kujundite omadusi saab nagu tasapinnageomeet-
riaski (I, §66) kasutada konstruktsiooniilesannete lahendamiseks
ruumis.

Siin on lihtsamateks ja iihtlasi pohilisteks konstruktsioonideks
jargmised kaks konstruktsiooni.

Konstruktsioon 130. Konstrueerida antud hulknurgaga
homoteetne hulknurk voi antud hulkiahukaga homoteetne hulk-
tahukas, teades sarnasuskeskpunkti ja {ihe tipuga homoteetset
punkti (voi teades sarnasuskeskpunkti ja kahe 16igu suhtega antud
sarnasustegurit). :

Lahendusviis, mida kasutasime vastava iilesande puhul tasapinnal (I, konst-"
ruktsioon 33), on tdiesti rakendatav ka ruumis.

Konstruktsioon 131. Konstrueerida antud keraga homo-
teetne kera, teades sarnasuskeskpunkti ja antud kera antud punk-
tiga homoteetset punkti (voi teades sarnasuskeskpunkti ja kahe
16igu suhtega antud sarnasustegurit). :

Meenutame, et kera konstrueerimise all moistetakse (§ 127)
selle kera keskpunkti ja raadiuse konstrueerimist.

Lahendusviis, mida kasutasime vastava iilesande puhul ringjoone kohta
tasapinnal (I, konstruktsioon 34), on tiiesti rakendatav ka kera juhul.

Tiiiipiliseks nditeks - homoteetsuse rakendamisest konstruktsioo-
nidele ruumis voib lugeda jirgmist iilesannet (mida saab vaadelda
raamatu esimeses osas esitatud konstruktsiooni 36 iildistusena).

Konstruktsioon 132. 'Konstrueerida kera, mis puutub
kolme antud tasapinda ja ldbib antud punkti, mis ei asetse
iithelgi antud tasapinnal

Esimene viis. Piirdume selle juhu vaatlemisega, kus antud kolm
tasapinda loikuvad iihes punktis; {ilejadnud juhtudel (missugustel?) iilesanne
laheneb lihtsamalt (kuidas?). ;

" Olgu vaja konstrueerida kera, mis puutub punktis S Ioikuvaid tasapindu a,
B ja y ning ldbib punkti A, mis ei asetse iihelgi tasapindadest «, f ja 7.
Nimetame «kolmetahuliseks nurgaks Sa.» selle tasapindade «, f ja » poolt
moodustatud kolmetahulise nurga, mille sees asetseb punkt A.

Vaatleme mingit kera O/, mis puutub kolme antud tasapinda ja asetseb
kolmetahulise nurga S» sees.

Selle kera keskpunkt on vordsetel kaugustel kolmest antud tasapinnast ja
asetseb seetdottu kolmetahulise nurga S» seesmiste kahetahuliste nurkade
bisektortasapindade ldikejoonel s. Igaiiks tasapindadest a, f ja » on ilmselt
kera O’ ja ofsitava kera O iihiseks viliseks puutuvaks tasapinnaks (§157).
Jarelikult kolme tasapinna 16ikepunkt S on kerade O ja O’ viliseks sarnasus-
keskpunktiks.! Otsitava kera O antud punktiga A homoteetseks kera O’ punk-
tiks on kera O’ ja sirge SA iiks 16ikepunkt.

1 Voiks vaadelda ka kera O/, mis asetseb kolmetahulise nurga S,

tippnurea sees. Siis igaiiks tasapindadest a, f ja y on kerade O’ ja O iihiseks
seesmiseks puutuvaks tasapinnaks ja punkt S on nende kerade seesmiseks
sarnasuskeskpunktiks.

Antud tasapindade poolt moodustatud kuuest iilejaznud kolmetahulisest
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Oeldust tuleneb vaadeldava iilesande jirgmine lahendusviis. Konstruee-
rime kolmetahulise nurga S. kahe seesmise kahetahulise nurga bisektortasa-
pindade I6ikejoone s. Sirge s mingist punktist O/, mis asetseb kolmetahulise
nurga S, sees!, Konstrueerime iihele antud tasapinnale, niiteks tasapinnale «,
ristsirge O’H’. Edasi konstrueerime sirge SA 16ikepunkti A’ keraga, mille kesk-
punktiks on O’ ja raadiuseks 16ik O’H’ (konstruktsioon 81). Lopuks konst-
rueerime viimase keraga homoteetse kera, teades sarnasuskeskpunkti S ja
punktiga A’ homoteetset punkti A.

Sirge SA voib kas 16ikuda keraga O’ kahes punktis (milledest iikskoik
kumma voib votta punktiks A’) voi puutuda teda mingis punktis voi mitte
omada temaga iihiseid punkte. Jirelikult vaadeldaval {ilesandel voib olla (eri-
nevalt vastavast iilesandest tasapinnal) kaks lahendit vai iiks lahend voi mitte
ithtki lahendit. :

Ulesandel on ilmselt kaks lahendit, kui punkt A asetseb seespool kera O’
damber kujundatud koonust, mille tipuks on S, iiks lahend, kui punkt A asetseb
sellel koonusel, ja mitte ithtki lahendit, kui punkt A asetseb viljaspool seda
koonust.

Sama iilesande teise lahendusviisi anname allpool (§ 176).

Mirgime, et konstruktsiooni 132 sonastuses esinev noue, et
antud punkt ei asetseks iihelgi antud tasapinnal, on oluline.

Toepoolest, iildiselt ei leidu iihtki kera, mis puutuks kolme antud
tasapinda ja seejuures f{iht neist antud punktis. Kena konstrueeri-
miseks on kiillalt, kui anda mitte kolm, vaid kaks puutuvat
tasapinda ja puutepunkt iihel neist.

See nahtub jargmise iilesande lahendusest.

Konstruktsioon 133. Konstrueerida kera, mis puutub
kaht antud tasapinda ja seejuures iiht neist antud punktis.

Olgu vaja konstrueerida kera, mis puutub tasapindu a ja f ja seejuures
esimest neist punktis A.

On kiillalt, kui vaadelda loikuvate tasapindade juhtu; paralleelsete tasa-
pindade juhul on lahendus ilmne.

Otsitava kera keskpunktiks on punkt, kus l6ikuvad tasapinnale « punktist
A pistitatud ristsirge ning iiks tasapindade a ja f# poolt moodustatud kahe-
tahuliste nurkade bisektortasapind.

Ulesandel on kaks lahendit (muidugi kui punkt A ei asetse tasapindade
a ja p loikejoonel).

Markus. Konstruktsioonide 132 ja 133 vaatlemisel tekib jiargmine Kkiisi-
mus. Mispédrast kera on madratud kolme antud puutuva tasapinnaga ja
tema antud punktiga juhul, kui antud punkt ei asetse iihelgi antud tasapinnal,
aga kahe antud puutuva tasapinnaga ja neist ithe puutepunktiga juhul, kui
antud punkt asetseb antud tasapinnal?

Sama kiisimuse voib teisiti sonastada nii: mispdrast kolme antud tasapinda
puutuva ja antud punkti ldbiva kera konstrueerimise iilesandel iildiselt leiduvad
lahendid juhul, kui antud punkt ei asetse iihelgi antud tasapinnal, ja iildiselt
ei leidu lahendit juhul, kui antud punkt asetseb iihel antud tasapinnal?
nurgast mingi ithe nurga sees asetseva abikera vaatlemine ilmselt ei vii ees-
margile. Formaalselt on see seletatav sellega, et siis iiks tasapindadest «, f
ja 7 on kerade iihiseks viliseks {:uutuvaks tasapinnaks, teised aga seesmisteks,
ja punkt S ei ole nende kahe kera ei viliseks ega seesmiseks sarnasuskesk-
punktiks.

! Noue, et punkt O” asetseks kolmetahulise nurga S, sees, ei ole oluline;

vi. eelmist viidet.
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Seda litkki kiisimuste téielik Iahendus ulatub vilja elementaargeomeetria
raamidest.! Antud {ilesande juhul esinevaid olukordi saab selgitada jargmise
arutlusega.

Rakendame konstrukitsiooni 132 teostamiseks iilalpool antud viisi sel juhul,
kui punkt A asetseb tasapinnal o. Puutugu abikera O’ tasapinda a mingis
punktis 7/. Sirge SA 14bib seda punkti ainult erandjuhul, punkti A asukoha
spetsiaalsel valikul: punkt A peab asetsema sirgel ST’. Ainult sel juhul leidub
iilesandel lahend.

Jirgmise kahe iilesande lahendust saab kergesti taandada konst-
ruktsioonile 132 (vorrelda I, konstruktsioon 37).

Konstruktsioon 134. Konstrueerida keraﬂy mis puutub
kaht antud tasapinda ja ldbib kaht antud punkti, .mis ei asetse
antud tasapindadel. :

Esimene viis. Olgu vaja konstrueerida kera, mis puutub antud tasa-
pindu « ja f ning ldbib antud tasapindadel mitte asetsevaid punkte A ja B.

Et otsitav kera lidbib punkte A ja B, siis tema keskpunkt asetseb tasa-
pinnal 6, mis on risti ldiguga AB ja ldbib selle keskpunkti. Et otsitav kera
puutub tasapinda e, siis ta puutub ka tasapinnaga « tasapinna ¢ suhtes siim-
meetrilist tasapinda o/. Nii jouame vilja konstruktsioonile 132: konstrueerida
kera, mis puutub kolme tasapinda o, f ja «/ ning ldbib {iht antud punkti,
iitteme punkti A. Kuid sellele lisandub siin tdiendav tingimus: otsitava
kera eskpunkt peab asetsema tasapindade o ja « poolt
moodustatud kahetahuliste nurkade tdiesti méddratud
bisektortasapinnal o.

Ulesandel voib olla kaks lahendit voi iiks lahend voi mitte iihtki lahen-
dit. Ulesandel voib leiduda ka 1opmatu hulk lahendeid: see "esineb siis, kui
tasapinnad « ja § on siimmeetrilised tasapinna suhtes, mis ristub loiguga AB
ja libib selle keskpunkti (tasapind o iihtib tasapinnaga f).

Sama iilesande teine lahendusviis tuleb vaatluse alla allpool

(§ 176).

Konstruktsioon 135. Konstrueerida kera, mis puutub
antud tasapinda ja 1dbib kolme antud punkti, mis ei asetse sellel
tasapinnal.

Olgu vaja konstrueerida kera, mis puutub tasapinda « ja labib sellel tasa-
pinnal mitte asetsevaid punkte A, B ja C. :

Et otsitav kera libib punkte A, B ja C, siis tema keskpunkt asetseb tasa-
pinnal ¢y, mis on risti 1diguga AB ja ldbib selle keskpunkti, ning ka analoogi-
lisel tasapinnal o, mis on risti loiguga AC ja ldbib selle keskpunkti. Et otsi-
tav kera puutub tasapinda ¢, siis ta puutub ka tasapinnaga « tasapindade o
ja 0, suhtes siimmeetrilisi tasapindu a; ja os.

Nii jouame vilja konstruktsioonile 132: konstrueerida kera, mis puutub
kolme antud tasapinda «, a; ja ap ning ldbib iiht antud punkti, @itleme punkti A
Kuid sellele lisandub ka siin tdiendav tingimus: otsitava kera kesk-
punkt peab asetsema tasapindade « ja vastavalt-a VvOi
s poolt moodustatud kahetahuliste nurkade tédiesti
midratud bisektortasapindadel o7 ja oo

Ulesandel voib olla kaks lahendit voi iiks lahend voi mitte iithtki lahendit.

Konstruktsioonide 134 ja 135 puhul voiks teha vastavate muu-
datustega samad mirkused, mis konstruktsiooni 132 puhul.

Kui iiks antud punktidest asetseb {ihel antud tasapinnal, siis
ei ole vaja konstruktsioonis 134 anda teist tasapinda ja konstrukt-
sioonis 135 on kiillalt, kui kolme punkti asemel anda kaks.

t Lahenduse voib saada analiiiitilise geomeetria meetoditega.

13 Elementaargeomeetria II 193



See nahtub jargmise iilesande lahendusest.
Konstruktsioon 136. Konstrueerida kera, mis puutub
antud tasapinda tema antud punktis ja 14bib teist antud punkti.

Olgu vaja konstrueerida kera, mis puutub tasapinda a punktis A ja libib
punkti B.

Otsitava kera keskpunktiks on ilmselt punkt, kus tasapinnale a punktis A
piistitatud ristsirge 16ikub tasapinnaga, mis on risti Idiguga AB ja libib selle
keskpunkti.

Ulesandel on iiks lahend (muidugi kui punkt B ei asetse tasapinnal «).

Lopuks juhime tdhelepanu veel jirgmisele homoteetsuse abil
lahenduvale iilesandele.

Konstruktsioon 137. Konstrueerida kera, mis puutub
kolme antud tasapinda ja antud kena.

Oletame, et antud tasapinnad 15ikuvad ithes punktis. Jitame lugeja hoo-
leks laiendada sellele juhule tasapinnageomeetria vastava iilesande <esimese»
ja «teise» lahendusviisi, mida vaatleme raamatu esimeses osas (I, §66, konst-
ruktsioon 38). Selle iilesande «kolmanda lahendusviisiy (I, § 94) iildistamist
ruumi juhule vt. allpool, § 177.

Jitame lugeja hooleks vaadelda ka teisi antud tasapindade vastastikuse
asendi juhte.

§ 160. Ortotsentrilise tetraeedri omadusi.

Homoteetsete kujundite omaduste ja eriti kahe kera sarnasus-
keskpunktide kasutamise néitena vaatleme siin tasapinna iiheksa-
punkti ringjoone (I, teoreemid 72 ja 143) mdiste iildistamist orto-
tsentrilise tetraeedri juhule (§ 121).

Eelnevalt vaatleme jargmist teoreemi.

Teoreem 348. Ortotsentrilise tetraeedri iimber kujundatud kera
keskpunkt ja ortotsenter on siimmeetrilised tetracedri raskuskeskme
suhtes. !

Toestus. Olgu ABCD antud ortotsentriline tetraeceder, H
tema ortotsenter (§ 121), G raskuskese (§ 111) ja O iimberkujun-
datud kera keskpunkt (§ 127).

Tasapind, mis ldbib tetraeedri serva AB ja tema ortotsentrit
H (joonis 46), labib tetraeedri tahkude ACD ja BCD korgusi AL
ja BK, olles seega risti servaga CD (vorrelda teoreemi 230 toestu-
sega). Jdrelikult saab ortotsentrit # vaadelda punktina, kus 15i-
kuvad kuus tasapinda ai,...,as milledest igaiiks labib {iht tet-
raeedri kuuest servast ja on risti selle vastasservaga.

Analoogiliselt saab {imberkujundatud kera keskpunkti O vaa-
delda punktina (teoreem 244, jireldus 1), kus 16ikuvad kuus tasa-
pinda i, ..., fs, milledest igaiiks on risti tetraeedri iihe servaga ja
14bib selle keskpunkti.

Tasapinnad « ja # on paariti siimmeetrilised tetraeedri ras-
kuskeskme G suhtes. Toepoolest, tasapind, mis 1dbib tetraeedri
serva AB ja ristub servaga CD, on paralleelne tasapinnaga, mis
ristub servaga CD ja ldbib selle keskpunkti. Peale selle libivad
need kaks tasapinda servade AB ja CD keskpunkte, mis (teoreemi
211 pohjal) on siimmeetrilised punkti G suhtes. Et kaks vaadelda-
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vat tasapinda on paralleelsed ja ldbivad vastavalt punkti G suhtes
siimmeetrilisi punkte, siis on nad punkti G suhtes summeetrlhsed
(vrd. teoreem 277, jareldus 3).

Asjaolust, et tasapmnad a ja f on paariti siimmeetrilised punkti
G suhtes, jdreldub, et tasapindade.a 16ikepunkt H on punkti G suh-
tes siimmeetriline tasapindade g loikepunktiga O.

Asume niiiid kdesoleva paragrahvi pohiliste teoreemide juurde.

Teoreem 349. [gal ortotsentrilisel tetraeedril - on jargmised
omadused: :

1) nelja tahu raskuskeskmed, nelja korguse aluspunktid ja
ortotsentrit tippudega ithendava nelja l6igu punktid, mis jaotavad
igaiihe neist loikudest suhtes 1:2 arvates ortotsentrist, asetsevad
ithel ja samal keral Oy;

2) iimberkujundatud kera keskpunkt O, raskuskese G, kera O,
keskpunkt ja ortotsenter H asetsevad iihel ja samal sirgel selles
jdrjekorras, nagu nad on siin loetletud, ja nendevahelised kaugu-
sed suhtuvad nagu

0G:G0O,:0:H =3:1:2;

3) kera O raadius vordub ithe kolmandikuga umberku;undatud
kera raadiusest.

Kera O;, mille olemasolu fikseerib see teoreem, nimetatakse
ortotsentrilise tetraecedri esimeseks kaksteistpunkti
keraks. Sirget, millel asetsevad punktid O, G, O, ja H, vbiks
nimetada ortotsentrilise tetraeedri Euleri sirgeks.

Toestus. Olgu ABCD antud tetra-
eeder. Tahistame tema korguste aluspunktid )
tahtedega Ao, Bo, Co ja Dy, tahkude ras-.
kuskeskmed tdhtedega A,, By, Ci ja D,
ning punktid, mis jaotavad 1oike HA,
HB, HC ja HD suhtes 1:2 arvates punk-
tist H, tdhtedega As, By, C2 ja Ds. A,

Et 16igud AA,, BB,, CC, ja DD, lébivad
punkti G ja jaotuvad selles punktis suhtes
3:1 arvates tetraeedri tippude poolt (teo- 4
reem 211), siis on tetraeeder A;B,C:D,
punkti G suhtes vastupidi homoteetne 64,
letraeedriga ABCD; vastav sarnasustegur
GA,: GA = ...on — /3. Jarelikult tetra-
eedri AB;C:D, fiimber kujundatud kera 4 A 4
keskpunkt O, asetseb sirgel OG ja rahuldab ! 0
tingimust GO,: GO = — /5 (joonis 117),
nii et kera O, raadius 0,4, on vordne
ithe kolmandikuga tetraeedri ABCD {imber
kujundatud kera raadiusest. Punkt G on kerade O ja O, seesmi-
seks sarnasuskeskpunktiks. Sellest ja teoreemist 348 jéreldubki, et
punk]tid O, G, O, ja H asetsevad teoreemi sonastuses naidatud
viisil.

Joonis 117.
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Edasi on ilmne, et HO, : HO = 1: 3. Et kera O, raadius on {iks
kolmandik kera O raadiusest, siis viimane vorre nditab, et punkt
H on kerade O, ja O viline sarnasuskeskpunki. Jérelikult 16ikab
kera O, 10iku HA (A on kera O punkt) punktis A, mis rahuldab
tingimust HA,: HA =1:3, s. t. HA,: AsA = 1:2; analoogiline
omadus on ka l6ikudel HB, HC ja HD.

Lopuks, kera O, punkt A; on homoteetne kera O punktiga A
kerade O; ja O seesmise sarnasuskeskpunkti G suhtes ja kera O,
punkt A, on homoteetne sama punktiga A kerade O, ja O vilise
sarnasuskeskpunkti H suhtes. Jarelikult on punktid A; ja A, kera
0O, diametraalsed punktid. Et nurk A;A0A, on tdisnurk, siis siit
jéreldub, et kera O, ldbib ka punkti Ao. Analoogilisell saab tdes-
tada, et kera O, labib punkte By, Co ja Do.

Teoreem on taielikult toestatud.

Selleks, et lugeja Oigesti moistaks jargmise teoreemi sonastust,
teeme enne jargmise markuse. Ortotsentrilise tetraeedri tahkude
ACD ja BCD (joonis 46) korgused AL ja BK loikaviad serva CD
ithes ja samas punktis H.; (aga mitte kahes eri punktis nagu mee-
levaldsel tetraeedril, kus serv AB ei ole risti servaga CD). Niisiis
leidub ortotsentrilise tetraeedri igal serval ainult ii k s punkt, mis on
selle serva juures oleva kahe tahu korguste iihiseks aluspunktiks.

Teoreem 350. Orfotsentrilise tetraeedri servade kuus keskpunkti
ja tahkude korguste kuus aluspunkti asetsevad iihel ja samal keral,
mille keskpunktiks on tetraeedri raskuskese.

Seda kera nimetatakse ortotsentrilise tetraeedri teiseks
kaksteistpunkti keraks.

Toestus. Olgu ABCD antud tetraeeder. Téhistame siimboli-
tega Mg ja Hg vastavalt serva AB keskpunkti ja tahkude ABC
ning ABD korguste CH,, ning DH, ihist aluspunkti. Analoogilised
punktid teistel servadel tahistame siimbolitega Mae, Hoe, - - -

Vaatleme tahku ABC. Loikude AB, AC ja BC keskpunktid
Muw, Mg ja My, ning kolmnurga ABC korguste aluspunktid He,
Hgae ja Hye asetsevad iihel ja samal ringjoonel, nimelt kolmnurga
ABC iiheksapunkti ringjoonel; tédhistame selle ringjoone tdhega Iy
Vaadeldes tetraeedri kolme iilejadnud tahku, saame tahul ABD
asetseva ringjoone I, ja veel kaks analoogilist ringjoont I', ja I%.

Plunktid M ja H asetsevad ringjoontel I',, Iy, I'. ja Iy jarg-
miselt:

ringjoon I'y : punktid My, Hpe, Mpa, Hya, Mea, Hea;
ringjoon I'y : punktid Mac, Hac, Mad, Haay Meay Hea s
ringjoon I'e : punktid Map, Far, Maa, Haa, Mba, Hpa ;
ringjoon I'y : punktid Mas, Hapb, Mac, Hacy Mo, Hye.

ngjoontel I'y ja Iy leidub nende definitsiooni jéargi kaks
Llhl%t punkti Mg ja He Jéarelikult asetsevad nad iihel ja samal
keral (teoreem 244, jireldus 5). See kera ldbib ringjoont I, sest
tal on sellega neli iihist punkti Mga, Haa, Mpy ja Hpz. Analoogiliselt
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pohjusel ldbib sama kera ka ringjoont I';. Niisiis, koik kaksteist
kone all clevat punkti asetsevad iihel ja samal keral.

Kui iiks punktidest M iihtib temale vastava punktiga A, siis eel-
mine arutlus kaotab kehtivuse ja vajab muutmist.

Oletame niiteks, et punktid M,; ja H,, iihtivad. Sel juhul kolmnurkade
BCD ja ACD korgused AM_; ja BM, poolitavad kiilje CD. Kolmnurgad BCD
ja ACD on siis vordhaarsed. Vastavad iiheksapunkti ringjooned I', ja I%
ilmselt puutuvad serva CD selle keskpunktis.

Niisiis, kui mingi serva keskpunkt-M iihtib punktiga H, siis vastavad kaks
ringjoont I' puutuvad teineteist selle serva keskpunktis.

Kui see toimub serval CD, siis ringjooned I', ja I', ei 15iku kahes punk-

tis, vaid puutuvad teineteist. Siiski asetsevad nad jille iihel ja samal keral
(teoreem 244, jareldus 6). Kui analoogiline olukord leiab aset tetraeedri teistel
servadel, siis ringjoonel I, v6i I'y saab olla keraga, mis labib ringjooni I,
ja Iy, mitte neli thist punkti, vaid kolm iihist punkti ja ithine puutuja iihies
peist punktidest v&i isegi kaks iihist punkti ja ithised puutujad molemas neis
punktides. On kerge naha, et ka neil juhtudel ringjoon I, voi Iy asetseb
keral, mis 14bib ringjooni I', ja I'.

Niisiis, koikidel juhtudel asetsevad kaksteist punkti, millest koneldakse
teoreemi sonastuses, ithel ja samal keral.

Jaab toestada, et selle kera keskpunktiks on tetraeedri raskus-
kese G. Selles on kerge veenduda jargmiselt. 5

Ortotsentrilise tetraeedri iimber kujundatud rdoptahuka koik
tahud on rombid ja jérelikult selle rodptahuka koik servad on vord-
sed (§ 122). Téhendab, loigud MgpMea MMz ja  MaiMupc
on vordsed (teoreem 211, jireldus). Seetottu punkt G — vii-
mase kolme 15igu iihine keskpunkt — on vordsetel kaugustel koi-
gist kuuest punktist M.

Mirkus. Esimese kaksteistpunkti kera moiste on iildistatav mistahes
tetraeedri juhule. See ildistus, mis ei kujune kaugeltki triviaalseks, sest mee-
levaldse tetraeedri korgustel ei leidu iihiseid punkte (§ 121), ulatub vilja kées-
oleva raamatu raamidest. 3

Mainime sel puhul veel, et XIX sajandil moodustasid tetraeedriga teatud

viisil seotud «tihtsamate» punktide, sirgete, kerade jne. omadused geomeet-
ria suure osa, mis on tuntud tetraeedri geomeetria nime all

§ 161. Kahe kujundi sarnasuse iild juhtum.

Ruumigeomeetrias nagu tasapinnageomeetriaski nimetatakse
kujundit F’ sarnaseks kujundiga F, kui nende kujundite punk-
tide vahel saab korraldada iiksiihese vastavuse nii, et kujundi F’ iga
kaht punkti iihendava 16igu suhe kujundi F vastavaid punkte {ihen-
davasse 1oiku on nende kujundite kdikide punktide puhul ihe ja
sama vadrtusega.l

Niisiis, vastavate punktide A, B, C, ... ja A’, BlACH~ e pihi]
on k= A'B’:AB = A’C’ : AC = B'C’ : BC = ... = konst.

Seda jadvat suhet k nimetatakse kujundi F* sarnasus te-

! » h' Vt. paragrahvis 162 (lk. 200§ tehtud markust sarnasuse definitsiooni
ohta.
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guriks kujundi F suhtes. Vastavust nende kahe kujundi
punktide vahel ehk, teiste sonadega, teisendust, millega esimese
kujundi F punktidest saadakse teise kujundi F’ punktid, nimeta-
takse sarnasuseks (ehk sarnasusteisenduseks).

Sellest definitsioonist tuleneb rida sarnasuse omadusi.

1°. Sarnasusel on refleksiivsuse, siimmeetrilisuse ja transitiiv-
suse omadus.

2°. Kujundi F punktidele, mis asetsevad iihel sirgel, vastavad
temaga sarnases kujundis F' punktid, mis samuti asetsevad ihel
}siégel; mingi loigu punktidele vastavad samuti mingi lGigu punk-
La. E
Sarnaste tasapinnaliste kujundite vastava omaduse tdestus
(I, § 68, 2°) jdab tiiesti jousse ka ruumi korral,
* Siit jéreldub, et kiirega, nurgaga, kolmnurgaga jne. sarnane
kujund on samuti kiir, nurk, kolmnurk jne.

3°. ‘Kahe sarnase kujundi vastavad tasanurgad on vordsed.

Tdestatakse samuti nagu tasapinnal (I, § 68, 3°.

4°. Kui kujundis F punktid C ja D asetsevad iihel tasapinnal
punktidega A ja B ning sirgest AB eri pooltel (iihel pool) ja punk-
tidele A, B, C ja D vastavad kujundis F' punktid A’, B, C’ ja D',
siis ka punktid C’ ja D’ asetsevad iihel tasapinnal punktidega A’ ja
B’ ning sirgest A’B’ eri pooltel (vastavalt ihel pool). Kui kujundi
F mingid neli punkti ei asetse iihel ja samal tasapinnal, siis ei
asetse iihel ja samal tasapinnal ka neile vastavad kujundi F’
punktid.

Seda saab tGestada tdpselt samuti nagu vordsete kujundite
vastavat omadust (§ 133, 4°).

Sellest omadusest jareldub, et tasapinnale vastab tasapind,
pooltasapinnale pooltasapind jne. (vrd. § 133, 4°).

5°. Sarnaste kujundite vastavad kolmetahulised nurgad ja jdre-
likult ka vastavad kahetahulised nurgad on vordsed (vt.§ 133, 5°).

Vordsed kujundid, samuti ka homoteetsed kujundid on sarnaste
kujundite erijuhtudeks.

Teisiti oeldes, liikkumine ja homoteetsus on sarnasuse erijuhud.

Jédrgmine teoreem annab iildise votte antud kujundiga sarnaste
kujundite saamiseks.

Teoreem 351. Iga kujund F’, mis on sarnane kujundiga F,
vordub ihe kujundiga Fo, mis on paripidi homoteetne kujundiga T
amberpdordult; iga kujund F’, mis vordub mingi kujundiga, mis on
(paripidi voi vastupidi) homoteetne kujundiga F, on sarnane
kujundiga F.

Teiste sonadega, iga sarnasus on paripidise homoteetsuse ja
liikkumise korrutis; timberpéordult, iga (piripidise voi vastupidise)
homoteetsuse ja liikumise korrutis on sarnasus.

Tasapinnageomeetria vastava teoreemi tdestus (I, teoreem 144)
jdab jousse ka ruumi juhul.

Jdreldused. 1. Ruumilise kujundiga F sarnane kujund F’
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on tiiesti mddratud, kui on antud kujundi F neljale mitte iihel
tasapinnal asetsevale punktile A, B, C ja D vastavad punktid A’,
B’, C" ja D’. (Seejuures punktid A", B, C’ ja D’ tuleb valida
nonda, et tetraeeder A’B’C’D’ oleks sarnane tetraeedriga ABCD.)

Toepoolest, neil eeldustel saab konstrueerida kujundi Fo, millest
koneldi teoreemis 351. Kujundiga Fo vordne kujund F” on tdiesti
méiratud punktide A7, B’, C’ ja D’ andmisega (teoreem 268,
jareldus 1).

2. Kui F on ruumiline kujund, siis leidub kaks ja ainult kaks
kujundiga F sarnast kujundit, milles kujundi F antud punktidele
A, B, ja C, mis ei asetse ihel sirgel, vastavad antud punktid
A’, B” ja C’(valitud nii, et kolmnurk A’B’C’ on sarnane kolm-
nurgaga ABC).

Toepoolest, neil eeldustel saab jélle konstrueerida kujundiga
F vordse kujundi Fo, millest koneldi teoreemis 351. Seejuures on
olemas kaks ja ainult kaks kujundiga Fo vordset kujundit F’, milles
kujundi Fo punktidele Ao, Bo ja Co vastavad antud punktid AL B
ja C’ (teoreem 268, jareldus 3).

Sarnaste ruumikujundite siigavamaks omaduseks on jargmine.

Liikumisest erineval sarnasusel leidub iiksainus kahekordne
punkt.

Et selle lause tdestust on sobiv rajada esimest ja teist liiki sar-
nasuse moistele, siis toestame selle jargmises paragrahvis. .

§ 162. Sarnasuse kaks liiki.

Kiesolevas paragrahvis piirdume ainult ruumiliste kujunditega.

Nagu asja nigime (teoreem 351), iga kujund F/, mis on sar-
nane antud kujundiga F, vordub iithe kujundiga Fo, mis on paripidi
homoteetne kujundiga F. Seejuures v&ib esineda, nagu tasapinnalgi
(1, § 69), kaks juhtu: kujund F” voib olla kujundiga Fo kas padris-
vordne voi peegeldusvordne.

Esimesel juhul kujundi F iga orienteeritud tetraeeder ABCD on
sama orientatsiooniga kui temale vastav kujundi Fo tetraeeder
AoBoCoDy (§ 155, omadus 12°); samal ajal ka tetraeedrid
AoBoCoDy ja A’B’C’'D’ on sama orientatsiooniga, sest kujundid
Fo ja F/ on pirisvordsed. Jérelikult on sel juhul sarnaste kujun-
dite iga kaks vastavat tetraeedrit iihteviisi orienteeritud ja kaks
vastavat kolmetahulist nurka samasuunalised.

Analoogiliselt saab niidata, et teisel juhul (kui kujundid Fo ja
F’ on peegeldusvordsed) on iga kaks vastavat tetraeedrit vastu-
pidiselt orienteeritud ja iga kaks vastavat kolmetahulist nurka
vastandsuunalised.

. Seega kehtib jargmine lause (vorrelda teoreemiga 271 ja I, teo-
reemiga 145).
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Teoreem 352. On olemas kaks sarnaste ruumikujundite liiki ja
vastavalt sellele kaks sarnasuse liiki. Uhel juhul on sarnaste kujun-
dite iga kaks vastavat tetraeedrit iihteviisi orienteeritud ja iga
kaks vastavat kolmetahulist nurka on samasuunalised; teisel juhul
on vastavad tetraeedrid vastupidiselt orienteeritud ja wvastavad
kolmetahulised nurgad vastandsuunalised.

Nimetame kaht sarnast ruumikujundit esimesel juhul Pauli 5+
sarnasteks, teisel juhul’peegeldussarnasteks, Vas-
tavalt eristame esimest liiki ja teist liiki sarnasust.

On ilmne, et kaks kujundit, mis on périssarnased kolmandaga,
ja samuti kaks kujundit, mis on peegeldussarnased kolmandaga,
on teineteisega pirissarnased: kaks kujundit, millest {iks on kol-
mandaga pédrissarnane, teine aga temaga peegeldussarnane, on
teineteisega peegeldussarnased. ;

Antud kujundiga F pirissarnane kujund F’” on taiesti mairatud,
kui on antud kolm punkti A’, B’ ja €', mis vastavad kujundi F
kolmele mitte {ihel sirgel antud punktile A, B ja C; sama omadus
kehtib peegeldussarnaste kujundite kohta. (Seejuures tuleb punktid
A’ B. ja Crwvalida nii, et kolmnurk A’B’C’ oleks sarnane kolm-
nurgaga ABC.)

Toepoolest, punktide A7, B’ ja C’ andmisega on méiratud kaks
antud kujundiga sarnast kujundit (teoreem 351, jareldus 2);: need
kaks kujundit on siimmeetrilised tasapinna A’B’C’ suhtes. Jire-
likult on iiks neist antud kujundiga péirissarnane, teine aga peegel-
dussarnane.

Miéirkus. Omal ajal mérkisime (§ 129, mérkus), et «vordsetey ruumi-
kujundite all maistetakse sageli neid kujundeid, mida meie nimetasime péris-
vordseiks kujundeiks. >

Jérjekindluse mottes tuleb siis ka «sarnasteksy kujunditeks nimetada
ainult neid kujundeid, mida meie nimetame pédrissarnasteks. t

Kujundit, mis meie terminoloogia jirgi on peegeldussarnane kujundiga F,
iseloomustatakse siis kui kujundit, mis «on sarnane kujundiga, mis on siim-
meetriline kujundiga Fy.

Tuleme niilid tagasi eelmise paragrahvi 16pul sénastatud, kuid
mitte toestatud sarnasuse omaduse vaatlemisele.

Teoreem 353. Liikumisest erineval sarnasusel leidub iiksainus
kahekordne punkt.

Toestus. Olgu kujund F’ sarnane kujundiga F. Ehitame
kujundi F, nii, et ta oleks meelevaldse punkti S suhtes homoteetne
kujundiga F ja samal ajal vordne kujundiga F’ (vorrelda teoree-
miga 351). Seejuures votame kujundi Fopédripidi homoteet-
seks kujundiga F, kui kujund F’ on périssarnane kujundiga F,
ja vastupidi homoteetseks kujundiga F, kui kujund F’
on peegeldussarnane kujundiga F. Nii on kujund F’ alati pairis-
vordne kujundiga F, ja on seetottu kujundist F, saaday mingi
esimest liiki liikumisega. :

1 Vit. niiteks Hadamard [1], 2./ osa, 1k." 124.
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Kui selleks liikumiseks on liike, siis kujundid F ja F’ tdidavad
teoreemi 339 eeldust, sest iiks neist saadakse teisest homoteetsuse
ja liikke korrutise abil. Jarelikult on kujundid F ja F’ teineteisega
homoteetsed. Viastav sarnasus on homoteetsus ja jarelikult omab
kahekordset punkti, milleks on homoteetsuse keskpunkt.

Jaib iile vaadelda juhtu, kui kujund F’ saadakse kujundist Fo
vintnihke voi, erijuhul, poorde abil. Méargime selle vintnihke voi
poorde telje tihega s. Paneme veel 1dbi punkti S tasapinna o risti
teljega s.

Tahistame kujundite F, Fo ja F’ projektsioone tasapinnal o
vastavalt tihtedega f, fy ja I/ (joonis 118).

(

Joonis 118.

Kujundid F ja F, on homoteetsed tasapinnal ¢ asetseva punkti
S suhtes. Sellest on kerge jireldada, et ka nende projektsioonid f ja
f, tasapinnal ¢ on homoteetsed sama punkti suhtes. Edasi, kujund
F’ saadakse kujundist Fp vintnihkega, mille telg s on risti tasa-
pinnaga o (voi erijuhul poordega, mille teljeks on sama s). See
vintnihe on (teoreem 287) korrutis poordest, mille telg on s, ja
selle telje sihilisest liikkest (erijuhul see litke voib muutuda sama-
suseks). Seetottu saab tasapinnal ¢ kujundi F’ projekisiooni f
kujundi Fy projektsioonist fo poorde abil iimber punkti So, milles
16ikuvad telg s ja tasapind o.

Niisiis, tasapinnal o saadakse kujund fo kujundist f homoteetsuse
abil ja kujund ¥ kujundist fo poorde abil. Jérelikult on tasapinnal o
kujund ¥ périssarnane kujundiga f. Tahistame tasapinnal o aset-
sevate kujundite f ja ¥ kahekordse punkti tdhega O (I, teoreem 146,
jareldus 1) ja seda punkti ldbiva, tasapinnaga o ristuva sirge, mis
on paralleelne sirgega s, tdhega p.

On kerge veenduda, et sirgele p, kui see lugeda kujundile F
kuuluvaks, vastab kujundis F’ seesama sirge p, nii et p on kujun-
dite F ja F’ kahekordne sirge (paragrahvis 136 ndidatud mottes).
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Toepoolest, kujundit F kujundiks F’ teisendav sarnasus esineb
kolme teisenduse korrutisena, milledeks on homoteetsus punkti S
suhtes, teatav poore iimber sirge s ja teatav liike piki sirget s. Esi-
mese kahe teisenduse korrutis teisendab kujundi f kujundiks ¥ ja
jarelikult punkti O (tema definitsiooni pohjal) sellekssamaks punk-
tiks, seega ka sirge p sellekssamaks sirgeks. Liike sirgega p paral-
leelse sirge s sihis teisendab sirge p ilmselt sellekssamaks sirgeks.

Niisiis on toestatud, et kujunditel F ja F’ leidub kahekordne
sirge p. Ei ole raske toestada, et sellel sirgel leidub tingimata ka
kujundite F ja F” kahekordne punkt.

+ P

M N i M
Joonis 119.
~,

Olgu M ja N sirge p mingid kaks punkti, mida vaatleme
kujundi F punktidena, ning M’ ja N’ neile vastavad kujundi F’
punktid. Seejuures MN £ M'N’, sest kujundid F ja F’ ei ole vord-
sed. Konstrueerime sirgel p punkti P, mis tiidab tingimust !
MP : M'P = MN : M'N’ (joonis 119). Siit jireldub, et
MP : MN = M’P : M'N’ = PN : PN’

ehk
MP : PN = M’P : PN'.

Viimane vordus niitab, et kujundi F punktile P, mis jaotab 16igu

MN suhtes MP: PN, vastab kujundis F’ seesama punkt P, mis

jaotab ka 16igu M’N’ sellessamas suhtes. Niisiis, kujunditel F ja

F’ leidub kahekordne punkt P. :

Kui neil kujunditel leiduks veel teine kahekordne punkt Q, siis
kujundi F” sarnasustegur kujundi F suhtes oleks PO ROy 1 wnis
oleks vastuolus eeldusega, mille jirgi kujundid F ja F ei ole vord-
sed. Jérelikult on olemas ainult iiks kahekordne punkt P.

Sarnaste kujundite viimatitdestatud omadus voimaldab luua
konkreetsema kujutluse kahe sarnase ruumikujundi vastastikusest
asendist. Selle eesmirgiga vaatleme jirgmist teoreemi (vorrelda I,
teoreem 146).

Teoreem 354. Liikumisest erinev esimest véi teist liiki sarna-
sus on korrutis vastavalt pdripidisest voi vastupidisest -homoteet-
susest teatava punkti suhtes ja pdérdest iimber teatava telje, mis
labib seda punkti.

Toestus. Olgu P sarnaste kujundite F ja F/ kahekordne
punkt, mille olemasolu on kindlaks tehtud teoreemiga 353.

Ehitame samuti nagu teoreemi 353 toestamisel kujundi Fy nii,
et ta oleks paripidi voi vastupidi homoteetne kujundiga F ja samal

! Siimbolid MN, MP, ... tihistavad suunaga ldike.
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ajal parisvordne kujundiga F’/, vottes seekord homoteetsus-
keskpunktiks mitte meelevaldse ruumipunkti, vaid kujundite F ja F’
kahekordse punkti P. On ilmne, et punkt P on kahekordseks punk-
tiks ka kujunditel Fo ja F’.

Et kujundid Fo ja F’ on parisvordsed ja omavad kahekordset
punkti P, siis kujundi F’ saab kujundist Fo (teoreemi 283 jérgi)
poorde abil iimber teatava telje p, mis ldbib punkti P. Teoreem on
toestatud.

Jareldused. 1. Homoteetsus keskpunk-
tiga P ja pdoore imber sama punkti libiva
telje s on vahetatavad.

Selles on kerge veenduda, kui vaadelda
joonist 120. Toepoolest, teostades esmalt
homoteetsuse ja siis poorde, saame kujundi
F mingist punktist A esmalt kujundi Fo
punkti A, ja sellest kujundi F’ punkti A’,
mis on vastav punktile A. Teostades aga
esmalt poorde ja siis homoteetsuse, saame
punktist A esmalt teatava punkti A* ja sellest
sama punkti A’.

2. Liikumisest erinev teist liiki sarnasus
on pdripidise homoteetsuse korrutis poorde-
peegeldusega, mille keskpunkt iihtib homoteet-
~ sus-keskpunktiga (vorrelda I, teoreem 147).

Toepoolest, teist litki sarnasus on vastu- _
pidise homoteetsuse ja péorde korrutis. Joonis 120.
Vastupidine homoteetsus on omakorda pari-
pidise homoteetsuse korrutis peegeldusega
punktist (§ 155, 16ppméarkus), viimase korrutis poordega aga on
poordepeegeldus (teoreem 278, jdreldus 4).

3. Liikumisest ja homoteetsusest erineval sarnasusel leidub iiks-
ainus kahekordne sirge ja iksainus kahekordne tasapind.

Selleks kahekordseks sirgeks on poordetelg p ja kahekordseks
tasapinnaks on tasapind, mis ldbib punkti P ja ristub sirgega p.

Lopuks vaatleme veel jargmist iilesannet.

Konstruktsioon 138. Konstrueerida kahe antud sarnase
kujundi kahekordne punkt.

Esimene viis selle iilesande lahendamiseks tuleneb otseselt teoreemi
353 toestuskdigust. Konstrueerinud kujundi Fo, millest koneldakse selles toes-
tuses, saab siis iiksteise jdrel konstrueerida kujundite Fo ja F’ vintnihke telje s
(konstruktsioon 103), tasapinna o, punkti O (I, konstruktsioon 39), sirge p ja
16puks punkti P.

Saab aga siiski anda ka liihema lahenduse.

Teine viis. Olgu A, B ja C ithe antud kujundi F kolm punkti, mis ei
asetse iihel sirgel, ja A’, B’ ja C’ neile vastavad teise, kujundiga F paris-

sarnase kujundi F’ punktid! (voi teise, kujundiga F peegeldussarnase kujundi
F” punktid).

t Punktid A%, B’ ja C’ tuleb valida nii, et kolmnurgad ABC ja A'B'C’
oleksid sarnased, muus osas aga vabalt (teoreem 351, jéreldus 2).
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Otsitav kujundite F ja F (voi F ja F”) kahekordne punkt P peab
ilmselt tditma tingimusi PA’: PA=PB’: PB= PC’: PC =k, kus k= A'B’: AB
on kujundi F’ (v6i F”) sarnasustegur kujundi F suhtes. Siit jireldub, et
punkt P peab kuuluma kerale O, s. t. tingimust MA”: MA = g taitvate punk-
tide M geomeetrilisele kohale (geomeetriline koht XXV), ja analoogilistele
keradele O, ning O, mis on midratud tingimustega MB’: MB =k ning
MEESMG —F.

Et kujundid F ja F’ (samuti ka F ja F”) teoreemi 353. pohjal teatavasti
omavad kahekordset punkti, siis &sjandidatud viisil konstrueeritud kolmel
keral O, O, ja O, leidub iihiseid punkte (muidugi kui kolmnurgad ABC ja
A’B’C’ on sarnased).

Olgu neil kolmel keral kaks ithist punkti P’ ja P” (teoreem 239). Siis iiks
kahest punktist P’ ja P” — olgu see P’ — peab olema kujundite F ja F’ kahe-
kordseks punktiks; teda iseloomustab see, et tema puhul on tetraeedrid
P'ABC ja P’A’B'C’ sama orientatsiooniga. Teine punkt P” on kujundite F
ja F” kahekordseks punktiks; seejuures tetracedrid P”ABC ja P”A’B'C’ on
vastandorientatsioonidega.

Nii jouame jidrgmise konstruktsiooni juurde.

Konstrueerime kera O, — tingimust MA’: MA = k tiitvate punktide geo-
meetrilise koha — ja kahe analoogilise kera 0, ja 0, iihised punktid P’ ja P”.
Neist punktidest valime iihe, pidades silmas vastavate tetraeedrite orientat-
siooni, nagu &sja ndidati.

Me ei hakka siin peatuma esineda vaivate erijuhtude juures (kolmel keral
voib nditeks olla mitte kaks, vaid iiks ithine punkt jne.).



XIX peatikk.

Euleri teoreem. Korrapirased hulktahukad ja nende
iildistused.

§ 163. Null-liiki hulktahukad.

Omal ajal defineerisime (§ 109) hulktahulise pinna, hulktahuka,
lihtsa hulktahulise pinna ja lihtsa hulktahuka moisted. Kédesolevas
paragrahvis moistame hulktahulise pinna ja hulk-
tahuka all lihtsat hulktahulist pinda ja lihtsat hulktahukat (kui
pole deldud vastupidist).

Nagu ndgime, leidub (lihtsate) hulktahukate hulgas hulktahukaid, mis
paistavad silma oma rongataolise kujuga (nditeks joonisel 25 kujutatud hulk-
tahukas). Votame endale iilesandeks rangelt eristada niisuguseid «keerukaid»
ja «ebaharilikke» hulktahukaid hulktahukatest selle sona harilikus, meile tun-
tud tihenduses, nagu rooptahukatest, tetraeedritest jne. Selle iilesande lahen-
dusele viivad meid jirgmised kaalutlused.

Nimetame hulktahuka 16ikeks iga® kinnise lihtsa
murdjoone, mille iga kiilg kuulub hulktahuka servade hulka. Loike
niitena voib nimetada hulktahuka mingi iihe tahu koikide kiilgede
kogu. Keerukama niitena voib nimetada joonisel 121 kujutatud
réoptahuka kuue serva poolt moodustatud murdjoont ABCDEFA.

Loige voib antud hulktahuka jaotada kaheks hulktahuliseks pin-
naks, voib aga ka mitte jaotada. Nii jaotab iihe ja sama tahu koi-
kide kiilgede poolt moodustatud 16ige hulktahuka kaheks pinnaks:
iiheks neist on antud tahk ja teine koosneb hulktahuka koigist iile-
jaanud tahkudest. Joonisel 121 kujutatud loige ABCDEFA jaotab
rooptahuka kaheks hulktahuliseks pinnaks, millest kumbki koosneb
kolmest tahust. Hulktahukat kaheks hulktahuliseks pinnaks mitte
jaotava loike nditena voib tuua 16ike AA’A” joonisel 25: see ldige
muudab antud hulktahuka {iheks hulktahuliseks pinnaks, mis on
piiratud kahe (iihtiva) kontuuriga.

See asjaolu, et 1oige voib jaotada voi ka mitte jaotada hulk-
tahuka kaheks hulktahuliseks pinnaks, digustab jargmise definit-
siooni vastuvotmist.

Mingit hulktahukat nimetatakse null-liiki hulktahukaks
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{ehk <hulktahukaks liiki null»), kui iga 16ige jaotab tema kaheks
hulktahuliseks pinnaks, ja mittenull-1iiki hulktahukaks, kui
leidub I6ige, mis ei jaota teda kaheks hulktahuliseks pinnaks.

Joonis 121. Joonis 122.

Naidetena null-liiki hulktahukate kohta voib esitada tetraeedri,
rooptahuka, prisma ja piiramiidi. Null-liiki mittekumera hulk-
tahuka nditena voib tuua prisma voi piiramiidi, mille pohjaks on
lihtne mittekumer hulknurk (joonis 122). Mittenull-liiki hulktahuka
nditeks on iilaléeldu pohjal hulktahukas, mida kujutab joonis 25.

Saab toestada, et iga kumer hulktahukas on .null-liiki hulk-
tahukas. Selle peaaegu ilmselt Gige lause toestamine ei ole aga
kuigi lihtne ja me ei peatu sellel.

Joonis 123.

Miarkus. Mittenull-liiki hulktahukad jaotatakse esimest liiki, teist
liiki, ..., p-ndat liiki hulktahukateks (teisiti — hulktahukateks liiki iiks, liiki
kaks, ..., liiki p) jirgmise definitsiooni alusel.

Hulktahukat nimetatakse p-ndat liiki hulktahukaks, kui leidub
iikski p iihiste punktideta 16iget, mis ei jaota teda kaheks hulktahuliseks pin-
naks, kuid iga p + | iihiste punktideta 16iget jaotavad tema kaheks hulktahu-
liseks pinnaks. 1

Joonisel 25 kujutatud hulktahukas kuulub esimest liiki hulktahukate hulka.
Naite teist liiki hulktahukate kohta voib saada jargmiselt. Korvaldame jooni-
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sel 25 kujutatud hulktahukalt tahu BCC’B’ ja {ihendame jirelejadnud hulk-
tahulise pinnaga teise samasuguse hulktahulise pinna; saame joonisel 123
kujutatud hulktahuka, mis on piiratud kuueteistkiimne nelinurkse tahuga. See
hulktahukas on teist liiki hulktahukas; 16iked AA’A” ja DD’D”, milledel ei ole
ithiseid punkte, ei jaota teda kaheks hulktahuliseks pinnaks. Analoogiliselt
saab konstrueerida niiteid ka korgemat liiki hulktahukatest.

Niitlikult, kuid mitterangelt vGib Gelda, et esimest liiki hulktahukal on
rongataoline kuju, teist liiki hulktahukas koosneb kahest omavahel ithendatud
rongast jne.; null-liiki hulktahukas ei oma rongataolist kuju. Nende niitlike
tosiasjade tépse viljenduse saab anda jargmiste lausetega.

Iga null-litki hulktahuka punktide ja sfddri punktide vahel saab korraldada
«pidevas iksiihese vastavuse; niisugune vastavus ei ole véimalik mittenull-
litki hulktahuka korral.

Iga esimest liiki hulktahuka punktide ja réongaspinna (s. o. pinna, mis
moodustub ringjoone poorlemisel tema tasapinnal asetseva ja teda mitte 16i-

i{ava sirge {imber) punktide vahel saab korraldada <«pideva» iiksithese vas-
avuse.

Puudutatud kiisimuste iiksikasjaline uurimine, eriti siin toodud lausete
toestamine ulatub vilja elementaargeomeetria raamidest ja kuulub topo-
loogia valdkonda, mille iiheks pohiliseks iilesandeks on kahe kujundi punk-
tide vaheliste «pidevates iiksiiheste vastavuste uurimine («pidevas vastavuse
moiste tdpne definitsioon antakse topoloogias) 1.

§ 164. Uhelisidusad ja mitmelisidusad hulktahulised pinnad.

Asume hulktahukatest erinevate hulktahuliste pindade wvaatle-
misele. Kogu jirgnevas kisitluses vaatleme ainult niisuguseid hulk-
tahulisi pindu, mida piirab {iksainus kontuur (lk. 33), ja nimetame
neid lihtsalt hulktahulisteks pindadeks.

Hulktahulise pinna 16ikeks nimetatakse iga lihtsat
murdjoont, mille koik kiiljed kuuluvad hulktahulise pinna servade
hulka, mille otsad asetseviad selle pinna piirdel ja millel peale otste
ei ole pinna kontuuriga muid {ihiseid punkte.

Hulktahulise pinna 16ige voib jaotada hulktahulise pinna kaheks
pinnaks, voib aga ka mitte jaotada. Seetottu votame vastu jairgmise
definitsiooni.

Hulktahulist pinda nimetatakse iihelisidusaks, kui ei leidu
niisugust selle pinna 16iget, mis ei jaota teda kaheks hulktahuliseks
pinnaks, ja mitmelisidusaks, kui leidub kas voi {ikski nii-
sugune 16ige.? :

Uhelisidusa hulktahulise pinna niiteks voib olla kumbki kahest

1 Topoloogia algmaistete kohta vt. niiteks Aleksandrovi ja Jefremovitsi
raamatut [2] ja nende elementaarset brogiiiiri [3].

* Esimesel pilgul voib lihtsamana ndida jargmine iihelisidusa pinna defi-
nitsioon.

Hulktahulist pinda nimetatakse iihelisidusaks, kui iga 16ige jaotab tema
kaheks hulktahuliseks pinnaks.

Kuid sellekujulise definitsiooni korral iihest hulknurgast koosnev hulk-
tahuline pind ei oleks ei iihelisidus ega mitmelisidus. Ometi on loomulik iihe
tas,huga hulktahulist pinda lugeda iihelisidusaks (vt. nditeks teoreeme 356 ja
357).
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pinnast, milleks kinnine murdjoon ABCDEFA (joonis 121) jaotab
rooptahuka pinna. Mitmelisidusa pinna niite voib saada jargmisel
viisil. Korvaldame joonisel 25 kujutatud huiktahukalt iihe tahu, nai-
teks tahu BCC’B’. Saame hulktahulise pinna, mis on pnratud ithe
kontuuriga BCC'B’B. See pind on mitmelisidus. Toepoolest, 16ige
BB”B’ ei jaota konstrueeritud pinda kaheks: ta muudab selle iiheks
pinnaks, mida piiravad kaks (osaliselt tihtivat) kontuuri BB”B’B
ia BB“BIC'CB:

Uhelisidusa hulktahulise pinna moiste on tihedalt seotud null-
liiki hulktahuka moistega, nagu ndhtub jargmisest lausest.

Teoreem 355. Kumbki kahest
hulktahulisest pinnast, milleks mee-
levaldne loige jaotab null-liiki
hulktahuka, on ihelisidus.

& oesitars Jaotagu  loige
ABCDEFGHKLA (joonis 124) an-
tud hulktahuka P kaheks hulktahu-
liseks pinnaks P’ ja P” (joonisel
mitte ndidatud). Oletame, et iiks
neist pindadest, néiteks P’, on mit-
melisidus. See tahendab, et hulkta-
hulisel pinnal P’ leidub loige
AMNOF, mis ei jaota teda kaheks
pinnaks. Teiste sonadega, pinna P’
igalt tahult on voimalik pdédseda
tema mistahes tahule, minnes jérjest tahult selle tahu mingile naa-
bertahule, ilma et seejuures iiletataks 1oiget AMNOF ja mmdugl
loiget ABCDEFGHKLA. Nii on pinna P’ igalt tahult voimalik péa-
seda ka sama pinna tahule ¥/, mille kiiljeks on hulktahuka serv AB.
Samal ajal pddseb pinna P” igalt tahult samal viisil pinna P”
tahule 7, mille kiiljeks on sama AB, ilma 1oikest ABCDEFGHKLA
(ja muidugi 1oikest AMNOF) iile minemata.

Viaatleme niiiid antud hulktahuka 16iget FGHKLAMNOF. Tehtud
oletuse kohaselt pddseb pinna P’ igalt tahult sama pinna igale
tahule, ka tahule 1/, ilma sellest 1oikest {ile minemata. Samal ajal
paaseb pinna P” igalt tahult sama pinna igale tahule, ka tahule t”,
ilma samast 16ikest iile minemata. Et tahult " pddseb tema naaber-
tahule 7 samuti ilma vaadeldavast 106ikest iile minemata, siis antud
hulktahuka P-igalt tahult pddseb tema mistahes teisele tahule ilma
1oikest FGHKLAMNOF {ile minemata. See aga on vastuolus eeldu-
sega, et antud hulktahukas P kuulub null-liiki.

Saadud vastuoluga on teoreem toestatud.

Taiesti analoogiliselt saab toestada iihelisidusa pinna jargmist
omadust.

 Teoreem 356. Kumbki kahest hulktahulisest pinnast, milleks

meelevaldne ldige jaotab helisidusa hulktahulise pinna, on samuli
iihelisidus.

Joonis 124.
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Mirkus. Uhelisidusa hulktahulise pinna oluline omadus valjendub jirg-
mises elementaargeomeetria raamidest vilja ulatuvas lauses: iga dhelisidusa
hulktahulise pinna punktide ja ringi punktide vahel saab korraldada «pidevas
iksiihese vastavuse (pinna kontuurile vastab seejuures ringjoon, pinna iile-
jadnud punktidele aga vastavad ringi seesmised punktid); niisugune vastavus
ei ole voimalik mitmelisidusa pinna puhul.

§ 165. Euleri teoreem.

Hulktahukate ja hulktahuliste pindade geomeetrilised omadused
saab jaotada kahte rithma.

Uhte rithma kuuluvad omadused, mis on seotud servade pikkus-
tega, tasaste ja kahetahuliste nurkade suurustega, tahkude pindala- -
dega jms. Seda liiki omadusi nimetatakse meetrilisteks.

Selleks, et tdpselt iseloomustada teise rithma omadusi, votame
vastu jargmise definitsiooni.

Kaht hulktahukat (kaht hulktahulist pinda) nimetatakse iso -
morfseteks, kui nende tahkude, servade ja tippude vahel saab
korraldada {iksiihese vastavuse, milles

1) vastavad tahud on iihenimelised, s. 0. omavad iihepalju tippe;

2) kahele iihise servaga tahule vastavad tahud, milledel on
samuti iihine serv; iihise tipuga tahkudele vastavad tahud, milledel
on samuti iihine tipp.

Kahe hulktahuka (kahe hulk-
tahulise pinna) isomorfsuse maistel
on ilmselt refleksiivsuse, siimmeet-
rilisuse ja transitiivsuse omadus.

Kahe isomorfse hulktahuka
(hulktahulise pinna) kohta Geldak-
se, et nad kuuluvad iihte ja samasse
topoloogilisse tiifipi.

Koikide iiksteisega isomorfsete
hulktahukate (hulktahuliste pinda-

de) iihiseid omadusi nimetame _ Joonis 125.
nende topoloogilisteks
omadusteks.

Uksteisega isomorfsete hulktahukate niitena nimetame kas voi
koiki nelinurkseid prismasid ja nelinurkseid tiivipiiramiide. Samasse
topoloogilisse tiiiipi kuulub ka joonisel 125 kujutatud, ménikord
obeliskiks nimetatay hulktahukas (erineb tiivipiiramiidist sel-
lega, et tema kiilgservade pikendused ei 14bi iiht ja sama punkti).

Topoloogiliste omaduste ndidetena voib nimetada tippude arvu,
servade arvu, tahkude arvu, kolmnurksete tahkude arvu, iihelisidu-
sust ja mitmelisidusust jne.

Hulktahuliste pindade ja hulktahukate tdhtsamad topoloogilised
omadused viljenduvad jargmises kahes lauses. Nende lausete sdnas-
tuse liihendamiseks votame vastu jirgmise definitsiooni.

Olgu hulktahulise pinna v6i hulktahuka tippude arv e, tahkude
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arv [ ja servade arv k; avaldist e + | — k& nimetatakse hulktahulise
pinna voi hulktahuka Euleri karakteristikuks.

Teoreem 357. Iga ihelisidusa hulktahulise pinna Euleri karak-
teristik vordub iihega. .

Teisiti oeldes: ihelisidusa hulktahulise "pinna tippude arvu e,
tahkude arvu | ja servade arvu k vahel valitseb séltuvus

pade b (1)

Toestus. Teoreem on oige ithest tahust koosneva pinna
puhul, sest sel juhul e = kja f = 1. _

Oletame niitid, et teoreem on oige koikide iihelisidusate pin-
dade puhul, millel tahkude arv on vidiksem kui f. Kui saame toes-
tada, et sellel oletusel teoreem on Gige ka | tahuga iihelisidusate
pindade puhul, siis on teoreem taielikult toestatud.

Olgu niisiis antud iihelisidus pind, millel on e tippu, f tahku
ja k serva. Vaatleme selle pinna mingit 16iget ja tdhislame tidhega
ko selle 16ike liilide arvu ning téhtedega ¢/, [/, &’ ja-e”, ", B” vas-
tavalt tippude, tahkude ja servade arvu neil kahel iihelisidusal pin-
nal, milleks antud l6ige jaotab pinna.

Oletuse kohaselt

el+f/__k/=1; e,/_l_f/,——k/,:l,
millest

(el ¢ e//)+(]t/ Al lc//)_(k/ SE k”)= 92

Kuid ilmselt kehtivad jargmised seosed:
edel'=et kit bt P = kLB =k+ k.
Asetades need viirtused eelmisse vordusse, saamegi seose (1).
Teoreem 358 (Euler). /ga null-litki hulktahuka Euleri karakte-
ristik vordub kahega.
Teisiti 6eldes: iga null-liiki hulktahuka tippude arvu e, tahkude
arvu | ja servade arvu k vahel valitseb séltuvus

e+f—k=2 ' (2)
See seos kehtib eriti iga kumera hulktahuka kohta.!

Toestus. Kui korvaldame antud hulktahuka {ihe tahu, siis
saame hulktahulise pinna, mis on (teoreemi 355 jirgi) iihelisidus
ja omab e tippu, f — 1 tahku ning % serva. Teoreemi 357 pohjal

saame:

e+(f—1)—k=1 ehk e+f—k=2
Nii saimegi vorduse (2).

1 Oige lihtsa, kuid ainult kumerate hulktahukate puhul kélbava toes-
tuse Euleri teoreemile voib leida nditeks Glagolevi raamatust 9], 2. osa,

k. 68—69.
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Miarkus. Euleri teoreem on jargmisel viisil laiendatav. hulktahukatele
liiki p > 0:

p-ndat liiki hulktahuka Euleri karakteristik on 2—2p, kus p>0.

Teisiti éeldes: iga p-ndat liiki hulktahuka (p > 0) tippude arvu e, tahkude
arvu f ja servade arvu k vahel valitseb séltuvus :

e+f—k=2—2p (3)

Selle lause toestusel me ei peatu.

Vordust (3) saab kasutada hulktahuka liigi méddramiseks tema tippude,
servade ja tahkude arvu pohjal. Néiteks joonisel 25 kujutatud hulktahukal
e=9 =9 ja k=18, seega p= 1. Analoogiliselt saame joonisel 123 kuju-
tatud hulktahuka puhul, kus e= 14, f = 16 ja # = 32, et p=2.

§ 166. Jireldused Euleri teoreemist.

Selles paragrahvis vaatleme null-liiki hulktahukate moningaid
topoloogilisi eriomadusi. Nende tuletamisel on aluseks vordu-
sega (2) véljendatav Euleri teoreem ja samuti iga (ka mittenull-
liiki) hulktahuka jdrgmine omadus. :

Teoreem 359. Iga hulktahuka tippude arv e, tahkude arv | ja
servade arv k rahuldavad tingimusi

3e < 26k, (4)
3f < 2k. (5)

Toestus. Leiame antud hulktahuka iga hulktahulise nurga
servade arvu ja liidame koik saadud arvud. Saadud summa on 2k,
sest hulktahuka iga serv on arvestatud tidpselt kaks korda. Samal
ajal ei ole saadud summa viiksem kui 3e, sest hulktahuliste nur-
kade arv on e ja igal hulktahulisel nurgal on vihemalt kolm serva.
Siit tulenebki seos (4). :

Analoogiliselt saab tuletada seose (5): ainult niiiid tuleb vaa-
delda iga tahu kiilgede arvu ja liita kdik need arvud.

Null-liiki hulktahukate omadused, mida kavatseme vaadelda,
formuleerime niiiid jargmiste lausete kujul.

Teoreem 360. /ga null-litki hulktahuka tippude arv- e, tahkude
arv [ ja servade ‘arv k rahuldavad tingimusi

k+ 6 <3e < 2k, (6)
k+6< 3f < ok (7)
e+ 4< 2f < 4e —8, (8)
F+4<2 < 4f—8 (9)

Toestus. Vordusest (2) saame 3¢ + 3f — 3k = 6. Et seose
(5) pohjal 3f <2k, siis jareldub siit, et 3e 4+ 2k — 3k >6, s. {.
k + 6<C 3e. Nii on saadud esimene seostest (6); teine seostest (6)
on samane juba toestatud seosega (4). Analoogiliselt saab {oestada
seose (7).

Seosest (2) saame edasi, et 2e + 2] = 2k + 4. Et seose (4) poh-
14*
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jal 3e< 2k, siis jareldub siit, et 2e + 2f >3e + 4, s. t. e + 4<Z 2f
ehk 2e < 4f — 8. Nii on saadud esimene seostest (8) ja teine seos-
test (9). Analoogiliselt saab teise seostest (8) ja esimese seos-
test (9).

Allpool kasutame null-liiki hulktahuka tippude, tahkude ja ser-
vade iarvu tahiste e, f ja & korval veel jargmisi tdhiseid. Margime

tdhistega e;, es, ..., e, hulktahuka kolmetahuliste, neljatahuliste,
.. ., s-tahuliste nurkade arvu ja tdhistega fs, [4, . .., [, kolmnurksete,
nelinurksete, ..., n-nurksete tahkude arvu.
Siis on ilmne, et
e=e3+es+e+ ..., (10)
f=f3+f4+f5+... (11)

Summad vorduste (10) ja (11) paremates pooltes sisaldavad
1opliku hulga litkmeid, kuid lihtsuse mottes me siiski ei kirjuta
nende summade viimaseid liikmeid. Analoogiline mérkus kdib ka
selle paragrahvi jargneviate vorduste kohta.

Po6érame jille tahelepanu iga hulktahulise nurga servade arvule
ja lildame koik need arvud. Saame iihelt poolt, nagu nigime, 2k;

teiselt poolt aga on ilmne, et saame 3e; + 4es + . .., seega
: 2k = 3es + 4dey + Bes + . .. (12)
Analoogiliselt leiame, et
2k = 3f; + 4f4 + 5f5 + ... (13)

Teoreem 361. [gal null-litki hulktahukal on kolmetahulisi nurki
ja kolmnurkseid tahke kokku vihemalt 8; neid on tipselt kaheksa,
kui ihelgi hulktahulisel nurgal ei ole iile nelja tahu ja iihelgi tahu!
ei ole iile nelja tipu.

Toestus. Anname vordusele (2) kuju 2e + 2f =4 + 2k,
asendame vasakus pooles e ja f nende avaldistega (10) ja (11),
paremas pooles aga 2k iiks kord avaldisega (12), teine kord aval-
disega (13). Saame:

2(fs +fe+fs+..)=4+es+24+3e5+..., (14)
2(es+es+es+..)=4+f+2f+3fs+... (15)

Liites liikmeti vordused (14) ja (15), saame pirast vastavaid liht-
sustusi vorduse

e3+f3=8+(€5+f5)+2(€6+f6)+... (16)

Siit 63+f3>8 jla kui €5=f5=6’5=f5=... =0, siis 93+f3=‘=
= 8, millega teoreem on toestatud.

Teoreem 362. Null-liiki hulktahukal, millel puuduvad nelinurk-
sed ja viisnurksed tahud, on vihemalt 4 kolmnurkset tahku: null-
liiki hulktahukal, millel puuduvad kolmnurksed ja viisnurksed tahud,
on vdhemalt 6 nelinurkset tahku; null-liiki hulktahukal, millel puu-
duvad kolmnurksed ja nelinurksed tahud, on vihemalt 12 viisnurk-
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set tahku. Ei ole olemas null-liiki hulktahukat, mille igal tahul oleks
rohkem kui viis serva.

Toestus. Korrutame vorduse (14) molemad pooled kahega
ja lildame saadud vorduse liikmeti vordusega (15). Pédrast liht-
sustusi saame:

s+ 2fs+fs=124+2es +4es+ ... +fr +2fs + ... (17)

Vordusest (17) saab kergesti koik teoreemi vdited. Nii saab, kui
f.; = f5 = O, et f:i > 4; kui f3 = f5 =-0, et f4> 6; kui fg = f4=0,
et fs > 12. Lopuks, eeldus [s = 4+ = fs = 0 viib vastuolule.

Teoreem 363. Null-liiki hulktahukal, millel puuduvad neljatahu-
lised ja viietahulised nurgad, on vihemalt 4 kolmetahulist nurka;
null-litki hulktahukal, millel puuduvad kolmetahulised ja viietahu-
lised nurgad, on vdihemalt 6 neljatahulist nurka; null-litki hulk-
tahukal, millel puuduvad kolmetahulised ja neljatahulised nurgad,
on vihemalt 12 viietahulist nurka. Ei ole olemas null-liiki. hulk-
tahukat, mille igal hulktahulisel nurgal oleks rohkem kui viis tahku.

Toestus. Korrutades vorduse (15) molemad pooled kahega
ja liites saadud vorduse liitkmeti vordusega (14), saame:

3es+ 24 +e5=12+ 2y +4fs+ ... + er + 2es+ ... (18)
Sellest vordusest tulenevadki koik teoreemi viited.

Teoreem 364. Null-liiki hulktahukal, millel puuduvad kolm-
nurksed ja nelinurksed tahud, on vihemalt 20 kolmetahulist nurka;
null-liiki hulktahukal, millel puuduvad kolmetahulised ja neljatahu-
lised nurgad, on /vihemalt 20 kolmnurkset tahku.

Toestus. Korrutades vorduse (14) molemad pooled kolmega
ja vorduse (15) molemad pooled kahega ning liites saadud vor-
dused liikmeti, saame:

4f3+2]c4+€3=20+2€4+56’5++2f6+4f7+. (19)

Niisamuti, korrutades vorduse (14) 'molemad pooled kahega ja vor-
duse (15) molemad pooled kolmega ning liites saadud vordused liik-
meti, saame:

4ez + 2e, +f:s=20+2f4+5f5+ ...+ 2e6 + der +. .. (20)
Teoreemi molemad viited jdrelduvad vordustest (19) ja (20).

Mirkus. Vordustes (2), (4) ja (5), mille alusel on saadud selle para-
grahvi tulemused, esinevad hulktahuka tippude arv e ja tema tahkude arv f
tdiesti samaviirsetena. Samuti esinevad vordustes (10) ja (11) ning vordustes
(12) ja (13) samavéirsetena mitte ainult e ja f, vaid ka es ja f3, es ja [, es
Ja Isy -«

Seetottu vastab selle paragrahvi igale viitele iiks teine viide, milles tip-
pude arvu e ja tahkude arvu [ osad on vahetunud ja vastavalt on vahetunud
arvud es ja fs, es ja f4, €5 ja fs, ... -

Nii néiteks vastavad teineteisele vordused (6) ja (7), (8) ja (9), (14) ja
(15), (17) ja (18), (19) ja (20); vordus (16) vastab iseendale.

. Tiépselt samuti vastavad teineteisele teoreem 362 ja teoreem 363, esimene

pm}l Ite)orccmist 364 ja teine pool temast (teoreem 361 vastab seejuures ise-
endale).
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Siin késitletud asjaolu kannab duaalsuse printsiibi nimetust. See
ulatub kaugemalegi. Osutub, et igale hulktahukatiiiibile, millel on e tippu ja f
tahku, es kolmetahulist nurka ja fs kolmnurkset tahku, e, neljatahulist nurka ja
[+ nelinurkset tahku jne., vastab iiks teine hulktahukatiiiip, millel on f tippu ja
e tahku, f; kolmetahulist nurka ja e; kolmnurkset tahku, f, neljatahulist nurka
ja eq nelinurkset tahku jne.

Duaalsuse printsiip laieneb teataval mazral isegi hulktahukate meetrilistele
omadustele (vt. niiteks vordnurkseid poolkorraparaseid ja vérdtahkseid pool-
korrapéraseid hulktahukaid paragrahvis 169 ning duaalselt vastavaid korrapira-
seid hulktahukaid, vordnurkseid ja vordtahkseid hulktahukaid paragrahvis 170).

§ 167. Topoloogiliselt korrapirased hulktahukad.

Teoreemid 361—363 voimaldavad lahendada jargmise iilesande.
Nimetame null-liiki hulktahuka topoloogiliseltkorra-
pédraseks, kui tema koikidel tahkudel on iiks ja sama arv tippe
ja tema koikidel hulktahulistel nurkadel on iiks ja sama arv fahke:
katsume mairata niisuguste hulktahukate koik topoloogilised tiiiibid.
Séilitades koik endised tdhistused, mérgime tahu tippude arvu
tdhega n ja hulktahulise nurga tahkude arvu tédhega s.
Teoreemi 361 pohjal peab vihemalt iiks arvudest n ja s olema 3.
Kui n = s = 3, siis vorduse (16) pohjal e; + fs = e + | = 8, ja
et e >4, f>4, siis e=e; =4, f=f; = 4. Vorduse (2) pohjal
saame, et £ = 6.
Kuin = 3 jas # 3, siis peab teoreemi 363 pohjal olema s = 4 véi
s =05. Kui n = 3 ja s = 4, siis vorduste (18) ja (17) pohjal e =
= e =6 ja] =J;=8. Euleri teoreemi (2) jérgi k= 12. Kui aga
n=3jas =75, siis vorduste (18) ja (20) pdhjal e = e; = 12 ja
[ =fs=20; vorduse (2) jirgi # = 30.

Kui s = 3 ja n # 3, siis teoreemi 362 pohjal peab olema n = 4
VOi n = 5. Kui s = 3 ja n =4, siis vorduste (17) ja (18) pdhijal
f=1TI1=6 ja e=e;=8ning (2) pohjal k£ = 12. Kui aga s = 3 ja
n = 5, siis vorduste (17) ja (19) pohjal f = fs = 12 ja e = e; = 20;
vorduse (2) pohjal siis k& = 30. ’

Niisiis oleme joudnud jargmisele tulemusele.

Teoreem 365. [ga topoloogiliselt korrapirane hulktahukas kuu-
lub iihesse neist viiest tidibist, mida iseloomustatakse tabelis lk. 215.

Neist viiest tiiiibist esimesse kuuluvaks hulktahukaks on tet-
raeeder; neljandat tiilipi hulktahuka niiteks voib olla nelinurkne
prisma (voi mistahes hulktahukas, mis on temaga isomorfne). Ule-
jaédnud kolme tiitipi kuuluvate hulktahukate olemasolu toesfatakse
jargmises paragrahvis.

Arvestades seda tdhtsust, mis teorcemil 365 on edasises kasitluses, anname
talle veel otsese, teoreemidest 361—363 mitte oleneva toestuse.

Kui liiddame topoloogiliselt korrapirase hulktahuka kaikide tahkude tippude
arvud, siis saame vorduse nf — 2k. Liites koikide hulktahuliste nurkade tah-
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n s e ¥ R
I 3 3 4 4 6 Tetraeeder
11 S 4 6 8 12 Oktaeeder
11 { 3 5 12 20 30 Tkosaeeder
|
v 4 3 8 6 12 Heksaeeder
A% 5 3 20 12 30 Dodekaeeder

kude arvud, saame analoogiliselt se == 2k. Maiidrates viimasest kahest vordu-
sest f ja e ning asendades need vorduses (2), saame pérast jagamist arvuga
2k jargmise seose:

Teatale il
siaT gl e

S n

Sellest vordusest nahtub, et vihemalt iiks arvudest s ja n peab vorduma
kolmega; tGepoolest, kui oleks s =>4 ja n > 4, siis saaksime é+,—l\<%, mis
on vastuolus eelmise vordusega.

Kui n =3, siis 326-1-% ja s < 6. Viairtused s =3, 4, 5 viivad (seoste
nf = 2k ja se = 2k kaudu) samadele tulemustele, mis on saadud iilalpool.

1 i 1
Analoogiliselt saame s =3 korral =g+ ja n<6.

§ 168. Korrapirased hulktahukad.

Seni vaatlesime kiesolevas peatiikis ainult hulktahukate topo-
loogilisi omadusi. Selles paragrahvis vaatleme iiht hulktahukate
klassi, mida iseloomustavad tema meetrilised omadused.

Hulktahulist nurka nimetatakse korrapédraseks, kui tema
koik tasanurgad on vordsed ja kdik kahetahulised nurgad on
vordsed.

Hulktahukat nimetame (meetrilises mottes) korrapdra-
seks, kui tema koik tahud on vordsed korrapadrased hulknurgad
ja kéilflhulktahulised nurgad on vordsed korraparased hulktahulised
nurgad.

%\érkus. Niisuguse definitsiooni anname korraparasele hulktahukale

rainult suurema néitlikkuse huvides. Voiks piirduda ka viiksemate noudmistega.
Nii piisaks juba noudmistest, et koik tahud oleksid korrapidrased ithenimelised
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(s. o. ithesuguse tippude arvuga) hulknurgad ja et koik kahetahulised nurgad
oleksid vordsed. Siit juba jdrelduks, et koik tahud on vordsed ja koik hulk-
tahulised nurgad on korrapirased ja vordsed.

Vaatleme ainult kumeraid korrapdnaseid hulktahukaid. Et
iga kumer hulktahukas on null-liiki, siis iga korrapirane hulktahu-
kas on korrapirane ka topoloogilises mattes.

Teoreemist 365 jdreldub otseselt jargmine lause.

Teoreem 366. Iga kumer korrapdrane hulktahukas kuulub

ithesse neist viiest tuibist, mida iseloomustatakse teoreemis 365
toodud tabelis.

e A
¢ ‘ /'/ ¢
y» /] e es SR ;
D 4 % ’ D
B X/ A ‘

s

: S

Joonis 126. A Joonis 127.

Esimene neist viiest korrapirasest hulktahukast on korrapdrane
tetraeeder (vt. § 122); neljas neist — korrapdrane heksaeeder ——
ei ole midagi muud kui kuup. Ulejdéinud kolme nimetatakse vas-
tavalt korrapdraseks oktaecedriks, korrapdraseks
ikosaeedriks ja korrapiraseks dodekaeedriks.

Selleks, et toestada koigi viie korrapirase hulktahuka tiiiibi ole.
masolu (ja jérelikult ka koigi viie topoloogiliselt korrapirase hulk-
tahuka tiiiibi olemasolu), vaatleme nende konstrueerimist.

Seejuures selgub- (mida me ei toesta), et igale viiest teoreemis
365 loetletud juhust vastab ainult iiks korrapédrane hulktahukas selles
mottes, et kaks korrapirast hulktahukat iihe ja sama tahkude
arvuga on sarnased.

Konstruktsioon 139. Konstrueerida korrapdrane tetraee-
der.

Konstruktsioon 140. Konstrueerida korrapiarane hek-
saeeder (kuup).

Nende konstruktsioonide teostamise jatame lugeja hooleks.
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Konstruktsioon 141. Konstrueerida korrapiarane okbaee-
der.

Konstrueerime kolm paariti ristuvat sirget labi ithe ja sama punkti (joo-
nis 126) ning méirgime neil sirgeil kummalgi pool nende iihisest punktist O
vordsed 16igud. On kerge veenduda, et nende Ioikude kuus loppu X, X/, Y,
Y’, Z ja Z’ on korrapdrase oktaeedri tippudeks.

Konstruktsioon 142. Konstrueerida korrapdrane iko-
saeeder.
Koige lihtsamaks ja lithemaks konstrueerimisviisiks on jargmine.

i

Joonis 128. Joonis 129.

Konstrueerime nagu korrapidrase oktaeedri puhulgi kolm vordset paariti
ristuvat 16iku XX’, YY” ja ZZ’ iihise keskpunktiga O (joonis 127). Lébi esi-
mese 16igu otste X ja X’ paneme sirged AB ja A’B’ paralleelselt teise 16iguga
YY’ ja méargime neil vordsed loigud XA = XB = X’A’ = X’B’. Tapselt samuti
paneme lidbi teise 16igu otste Y ja Y’ sirged CD ja C’D’ paralleelselt kolmanda
Idiguga ZZ' ja mirgime neil vordsed 1oigud YC = YD = Y/C’ = Y'D’, millest
igaiiks on vordne loiguga XA. Lopuks paneme libi kolmanda 16igu otste Z
ja Z’ sirged EF ja E’F’ paralleelselt esimese 1oiguga ja margime neil vordsed
Ioigud ZE = ZF = Z’'E' = Z'F’, millest igaiiks on samuti vordne l6iguga XA.
Uhendades punkti A punktidega C, D, E ja E’, punkti A’ punktidega C, D, F
ja F' jne., saame kumera hulktahuka (joonis 128).

On ilmne, et selle hulktahuka moodustavad kaksteist vordhaarset kolm-
nurka ABE, ABE’, CDA, ..., millel paariti on alusteks loigud AB, CD, EF,
A’B’, C'D’" ja E'F’. ja kaheksa vordkiilgset kolmnurka ACE, ADE’, .. !

Nagu kohe nditame, saab omavahel vordsed 16igud XA = XB = XA’ = . ..
= Z'F’ = x valida nii, et igaiiks kaheteistkiimnest vordhaarsest kolmnurgast
on ka vordkiilgne.

Selleks, et see leiaks aset, on kiillalt, kui kehtib vordus AC = CD. Tihis-
tades igaiithe vordsetest Ioikudest OX = OX' = ... = 0Z’ tdihega m, saame
(joonis 129) AC® = AY? + YC? = (OY — XA)2 -} OX2 + Y_C’, 8. 0 vAGE =

1 Joonisel 128 on kaksteist vordhaarset kolmnurka kujutatud mittelabi-
paistvatena, kaheksa vordkiilgset ldbipaistvatena.
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=m— 22+ at ja .GD =292 Nordus AC= €D annab vorrandi
(m—x)® + m® + x2 = 4x® ehk, pirast mond lihtsat teisendust,

m "
x m—x’

See vorre niitab (I, § 77), et x on kuldldikes jaotatud 16igu m suurem osa.

Niisiis, konstrueeritud hulktahukas moodustub kahekiimnest vordkiilgsest
kolmnurgast, kui igaiiks vordsetest ldikudest XA — XB — ... on vordne suu-
rema osaga kuldldikes jaotatud 16igust OX = OX’ = . ..

Selle toestamiseks, et saadud hulktahukas on korraparane ikosaeeder, on
kiillalt, kui nditame, et koik tema kahetahulised nurgad on vordsed (vt. mér-
kust paragrahvi alguses).

Koige lihtsamalt tuleneb see jirgmistest kaalutlustest. Antud hulktahuka
koik tipud on punktist O ilmselt vordsetel kaugustel. Selle punkti O ithenda-
misel iga tahu tippudega saame kakskiimmend korraparast kolmnurkset piira-
miidi. On kerge nidha, et kdik need piiramiidid on omavahel vordsed ja see-
tottu on vordsed ka nende pohjade juures. olevad kahetahulised nurgad. Konst-
rueeritud hulktahuka iga kahetahuline nurk on aga ilmselt kaks korda suurem
nende piiramiidide pohjade juures olevatest kahetahulistest nurkadest.

Uldpilt korrapérasest ikosaeedrist on antud joonisel 130.

Mirkus. Korrapirase ikosacedri konstrueerimise korval pakub huvi ka
tema mudeli valmistamine niiteks kartongist. Et lugejale seda t66d kergen-
dada, toome korrapirase ikosaeedri pinnalaotuse (joonis 131).

Konstruktsioon 143. Konstrueerida korrapédrane dode-
kaeeder.

Koige lihtsam on selleks kasutada korrapérast ikosaeedrit. TGepoolest,
korrapdrase ikosaeedri tahkude keskpunktid on korrapirase dodekaeedri tip-
pudeks, millest 14htubki tema konstruktsioon.t

Selle toestamiseks, et korrapirase ikosaeedri tahkude keskpunktid on kor-
raparase dodekaeedri tippudeks, tuleb esmalt niidata, et korrapirase iko-
saeedri viis iihise tipuga tahku-moodustavad korrapirase piiramiidi, s. t. et
nende tahkude viis iilejaanud tippu asetsevad iihel ja samal tasapinnal (me ei
hakka peatuma selle tGestuse formaalsel teostamisel). Edasi on kerge veen-
duda, et korrapdrase viisnurkse piiramiidi kiilgtahkude keskpunktid moodusta-
vad korrapirase viisnurga. Korrapirase ikosaeedri kahekiimne tahu keskpunk-
tid moodustavad niisiis hulktahuka, mis on piiratud kaheteistkiimne korra-
parase viisnurgaga. Teoreemi 249 ja tema jirelduse pohjal on konstrueeritud
dodekaeedri kahetahulised nurgad vordsed. Jirelikult oleme saanud korra-
pérase dodekaeedri (joonis 132).

Miarkus. Korrapirase dodekaeedri pinnalaotusel on joonisel 133 esita:
tud kuju. Kasutades seda laotust, saab valmistada ka vastava mudeli.

Nii on toestatud koigi viie korrapiraste hulktahukate tiiiibi ole-
masolu.

Ulaltoodud konstrueerimisviisidest selgub, et iga korrapirase
hulktahuka kohta kehtib jirgmine teoreem.

Teoreem 367. Igal korrapdirasel hulktahukal leidub iimber-
kujundatud kera, sissekujundatud kera ja kera, mis puutub koiki
tema servi; koigi kolme kera keskpunktid ihtivad.

Nende kolme kera iihist keskpunkti nimetatakse korrapirase
hulktahuka keskpunktiks.

! Korrapirase dodekaeedri konstrueerimine viisil, mis ei noua Kkorra-
pérase ikosaeedri konstrueerimist, on kirjeldatud néaiteks autori artiklis [20].
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Toestus. Korrapirase tetraeedri iimber kujundatud kera ja
sisse kujundatud kera olemasolu jéreldub teoreemist 244 ja konst-
ruktsioonist 88a. Nende kerade keskpunktid tihtivad. Toepoolest,
korrapirase tetraeedri ABCD iimber kujundatud kera keskpunkt O
on nelja vordse tetraeedri OBCD, OCDA, ... iihiseks tipuks ja aset-

Joonis 130.

ey

Joonis 131.

seb seetottu koigi nelja tahu tasapindadest vordsetel kaugustel.
Lopuks, sama punkt on kolmnurkade OAB, OAC, ... vordsuse tottu
vordsetel kaugustel korrapirase tetraeedri koigist kuuest servast,
olles seega keskpunktiks kolmandale kerale, millest koneldakse teo-
reemi sonastuses.

Kuubi ja korrapirase oktaeedri juhu vaatlemise jitame lugeja
hooleks. 5

Korrapirase ikosaeedri juhul asetseb konstruktsiooni 142 teos-
tamisel kasutatud punkt O koikidest tippudest vordsetel kaugustel,
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olles jdrelikult timberkujundatud kera keskpunktiks. Sama punkt on,
nagu juba mdrgiti, iihiseks tipuks kahekiimnele vordsele piiramii-
dile, mille pohjadeks on ikosaeedri tahud, ja asetseb seetdttu koiki-
dest neist tahkudest vordsetel kaugustel. Jirelikult on punkt O ka
sissekujundatud kera keskpunktiks. Lopuks, sama kahekiimne piira-

Joonis 132.

Joonis 133.

miidi kiilgtahkude vordsuse tottu asetseb punkt O vordsetel kau-
gustel ikosaeedri koikidest servadest, olles seetdttu ka koiki servi
puutuva kera keskpunktiks.

Analoogilised kaalutlused on voimalikud ka korrapérase dode-
kaeedri juhul.!

Mirkus. Peale kiesolevas paragrahvis vaadeldud viie kumera kor
rapirase hulktahuka on olemas veel neli tdhelist korraparast hulktahukat

! Mistahes korrapérase hulktahuka iimber kujundatud kera ja sisse kujun-
datud kera olemasolu iildine toestus, mis ei ole seotud vaadeldava hulktahuka
tiiiibiga, on toodud Hadamard’i raamatus [1], 2. osa, Ik. 381,
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(mida monikord nimetatakse Poinsot’ hulktahukateks). Kaik need
neli hulktahukat saab korrapirasest dodekaeedrist ja korrapirasest ikosaced-
rist, kui vaadelda nende diagonaaltasapindu voi servade pikendusi.

Kui korrapérasel ikosaeedril panna diagonaaltasapinnad l4bi iihest tipust
vdljuva viie serva 16ppude, niiteks 14bi punktide A, B, C, D ja E (joonis 130),
ja igal saadud tasapinnal konstrueerida tahtviisnurk, mille tippudeks on iko-
saeedri tipud, siis saadakse korrapdrane tdhtdodekaeeder (joo-
nis 21), millel on 12 tédhelist viisnurkset tahku ja 12 kumerat viietahulist nurka.
Sama hulktahuka voib saada ka dodekaeedrist, kui pikendada selle servi nii,
et igal tahul tekiks tahtviisnurk.

Analoogiliselt saab konstrueerida ka iilejdinud kolm korrapérast tiht-
hulktahukat.t :

§ 169. Poolkorrapirased hulktahukad.

Korrapdrase hulktahuka maistet on voimalik mitmeti {ildistada.
Kéesolevas paragrahvis vaatleme lithidalt monda neist iildistus-
test, piirdudes kumerate hulktahukatega. Siin puudutatud
kiisimuste detailsem vaatlemine ulatub vilja kidesoleva raamatu’
raamidest.

Joonis 134.

Hulktahukat nimetatakse vordnurkseks poolkorra-
pdraseks (ehk lihtsalt poolkorrapédraseks ehk Arhime-
dese hulktahukaks), kui tema tahkudeks on mitut eri tiiiipi korra-
parased hulknurgad ja koik tema hulktahulised nurgad on vordsed.

Esitame niiteid seda liiki hulktahukatest.

Lihtsaima ndiitena voib nimetada ruudukujuliste kiilgtahkudega
korrapdnast n-nurkset prismat (iga n korral). P

Jargneva nditena nimetame kuubik-oktaeedrit (joonis
134) — neljatahuliste nurkadega hulktahukat, mis on piiratud
kaheksa vordkiilgse kolmnurgaga ja kuue ruuduga. Koige -lihtsam
on seda hulktahukat konstrueerida, kui tema tippudeks votta kuubi
kaheteistkiimne serva keskpunktid (voi korrapérase oktaeedri kahe-
teistkiimne serva keskpunktid).

t Uksikasjalisi andmeid korrapiraste tdhthulktahukate kohta leiab lugeja
artiklitest [22].
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Analoogiliselt on korraparase dodekaeedri (voi korraparase iko-
saeedri) servade keskpunktid tippudeks vordnurksele poolkorra-
parasele hulktahukale, mida nimetatakse dodekaeedrik-iko-
saeedriks (joonis 135) ja mis moodustub kaheteistkiimnest kor-
raparasest viisnurgast ja kahekiimnest vordkiilgsest kolmnurgast,

Joonis 135.

Lopuks nimetame keerukama néitena 62-tahukat (joonis 136),
mis moodustub kaheteistkiimnest korrapérasest viisnurgast, kahe-
kiimnest vordkiilgsest kolmnurgast ja kolmekiimnest ruudust.!

Korrapédrase hulktahuka moiste teiseks iildistuseks on jargmine
moiste.

Hulktahukat nimetatakse vordtahkseks poolkorra-
paraseks, kui tema hulktahulisteks nurkadeks on mitut eri tiifipi
korrapdrased hulktahulised nurgad ja koik tema tahud on vordsed.

Lihtsaima niitena voib tuua eespool juba vaadeldud korrapirase
n-nurkse (iga n korral) kaksikpiiramiidi (joonis 86; n = 5), kui
selle pohja kiilg ja kiilgserv on sobivalt valitud.

Teise nditena nimetame rombik-dodekaeedrit (mida
nimetatakse monikord ka rombjaks dodekaeedriks), millel on kaheksa
korrapérast kolmetahulist nurka ning kuus korrapirast neljatahu-
list nurka ja mis moodustub kaheteistkiimnest vordsest rombist
(joonis 137).

‘Rombik-dodekaeedrit saab konstrueerida, kui panna lidbi mingi

! Vordnurksete poolkorrapdraste hulktahukate koikide tiiiipide kirjeldus,
varustatud. jooniste, pinnalaotuste ja iilesvotetega, leidub Nikolski artiklis [19'.
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kuubi (kuubi ABCDA’B’C’'D’ joonisel 137) koikide servade tasapin-
nad, mis asetsevad viljaspool kuupi ja moodustavad selle tahku-
dega 45-kraadised nurgad. ;

Molemad vaadeldud hulktahukatiiiibid — vordnurksed poolkor-
raparased hulktahukad ja vordtahksed poolkorrapirased hulktahu-
kad — kujutavad endast, nagu juba 6eldud, korrapérase hulktahuka
moiste iildistusi ja on iseloomustatavad nende meetriliste omadus-
tega. Jargnevaid meetrilise iseloomuga {ildistusi kohtame jargmi-
ses paragrahvis, niiiid aga vaatleme hoopis kaugemale ulatuvaid,
puhttopoloogilise iseloomuga iildistusi.
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Joonis 136. Joonis 137.

Nimetame hulktahuka tdheks tipu A juures selle hulk-
tahulise pinna, mis koosneb hulktahuka koikidest tahkudest iihise
tipuga A. Uldine hulktahuliste pindade isomorfismi moiste (§ 165)
on rakendatav ka hulktahuka tdhtede puhul.

Null-liiki hulktahukat nimetame tippude suhtes topo-
loogiliselt poolkorrapdraseks ehk lihtsalt topo-
loogiliselt poolkorrapédraseks, kui koik tema tahed
on omavahel isomorfsed. See tdhendab, et seda liiki hulktahuka

a) iga tipu juures on {iks fia sama arv kolmnurki, {iks ja sama
arv nelinurki jne.;

b) koikidel hulktahulistel nurkadel asetsevad iihe ja sama kiil-
gede arvuga tahud ithes ja samas jérjekorras.

Vordnurksed poolkorrapdrased hulktahukad on ilmselt tippude
suhtes topoloogiliselt poolkorrapdraste hulktahukate erijuhud.

Mirkus. Kasutades duaalsuse printsiipi (§ 166, mirkus), saab tippude
suhtes topoloogiliselt poolkorrapéirase hulktahuka moistest tuletada jargmise
uue moiste. .

Null-liiki hulktahukat nimetame tahkude suhtes topoloogili-
selt poolkorrapédraseks, kui tal on kaks jédrgmist omadust:
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a) tema iga tahk on itks ja sama arv korda hulktahuka kolmetahuliste
nurkade tahuks, itks ja sama arv korda neljatahuliste nurkade tahuks jne.;

b) koikide tahkude tippude juures asetsevad iihe ja sama tahkude arvuga
hulktahulised nurgad iihes ja samas jarjekorras.

Allpool tippude suhtes topoloogiliselt poolkorrapiraste hulktahukate kohta
toodavad andmed saab duaalsuse printsiibi alusel iile kanda ka tahkude suh-
tes topoloogiliselt poolkorrapéirastele hulktahukatele. ;

Votame tarvitusele jargmised tdhised. Olgu topoloogiliselt pool-
korrapdrasel hulktahukal n;-nurksed, n,-nurksed, ns-nurksed, ...
tahud. Téhistame nj-nurksete tahkude iildarvu siimboliga f; ja
samade tahkude arvu iga tdhe koosseisus siimboliga s;; analoogi-
liste tdhendustega olgu ng-nurksete tahkude puhul f, ja s,

ns-nurksete tahkude puhul f, ja ss, ... Need tihised valime nii, et
oleks sz =8, > sy 105 Ja kui sy =55, SiiSiA = g, kil s5 =5,
sils n, < ny, ... Tédhtedega e, f ja k tihistame nagu tavaliselt

hulktahuka tippude arvu, tahkude iildarvu ja servade arvu.

Me ei hakka iiksikasjaliselt peatuma kdikide voimalike topoloo-
giliselt poolkorrapanaste (ja jdrelikult ka vordnurksete pool-
korrapdraste) hulktahukate tiiiipide méadramisel, vaid esitame
ainult vastavad tulemused.

Mirgime lithidalt tee, mida kiies need tulemused voib saada.

Et kone all on null-liiki hulktahukad, siis kehtib nende kohta Euleri
teoreem

e+f—k=2. (1)

Kui antud hulktahukas on topoloogiliselt poolkorrapirane, siis on tema kiki-
del {;‘a{ltgdel (hulktahulistel nurkadel) iiks ja sama arv tahke; olgu see arv s.
ordus

D=2 . oh gl et a (2)
mis on oOige iga hulktahuka puhul, omandab niiiid kuju
se = 2k. (3)

Méirates siit £ ja asetades selle vorrandisse (1), saame

se 3
etf—5=2 : (4)
ehk, teisendatult,
2(f—2
et | 5
Vorduse (3) pohjal vorratus
3f < % (6)

[vorratus (5) lehekiiljel 211] omandab kuju
3f < se. (7)
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Asendades selles vorratuses e tema avaldisega (5), saame péirast moningaid
teisendusi :

(6 —s) f>4s.

Siit jdreldub, et s < 6. Nii oleme saanud jargmise tulemuse:

Topoloogiliselt poolkorrapirase (ja erijuhul voérdnurkse poolkorrapirase)
hulktahuka dhelgi tdahel (ithelgi hulktahulisel nurgal) ei ole iile viie tahu.
Edasi arutleme jargmiselt. Koikidel nj-nurksetel tahkudel on kokku iihelt
poolt mf; tasanurka, teiselt poolt sie tasanurka, nii et nif; = sie. Analoogilise

vorduse saame np-nurksete, ng-nurksete, ... tahkude kohta. Siit saame rea
vorrandeid:
Sy Sy S
fl——nl'e, f"’—"nz'e' fs = e i (8)

Asetades need vidartused ilmselt Gigesse vordusse

=l Plete (9)
saame

f=e<n1+n2+n3 ASE )
Asendades niiiid vorduses (4) suuruse f selle viimase viirtusega, leiame
(pdrast jagamist e-ga), et
2

S pfapfa o
n1+n2+n3+---— sy ; (10)

kusjuures on ilmne, et
Si+Sa+8+4...=8,°

kus s vadrtuseks on iilaloeldu pohjal 3, 4 voi 5.

Topoloogiliselt poolkorrapirased hulktahukad, mille koikidel tahkudel on
iiks ja sama arv kiilgi, muutuvad topoloogiliselt korrapérasteks hulktahuka-
teks, mida vaatlesime juba paragrahvis 167.

Seepirast peame s = 3 juhul vaatlema hulktahukaid kaht tiifipi tahku-
dega — ny-nurksete ja no-nurksetega (s;=2; s; =1) — ja kolme tiiiipi tah-
kudega — nj-nurksete, no-nurksete ja ns-nurksetega (s;=s2=s3=1)

Olgu niiiid s = 4 ja hulktahukal nelja erinevat tiiiipi tahke (s; = s2 = s3 =
=gs,=1; ny<nyg<ng<ny). Vorrand (10) omandab sel juhul kuju

1 1 1 1 25
R AN S
kuid n, >> 3, ng >4, n3 >>5, ny > 6 ja seetottu
1 1 1 1 1 et 1
) 0 B P e B o e

g A
ng g ny ny

EEID ;
millest 1+ Z< g5, mis on voimatu. Seepirast tuleb ka juhul s =4 vaadelda

hilktahukaid kaht tiifipi tahkudega (si =3, sy =1 voi s =8, =2) ja kolme
tiiiipi tahkudega- (sy = 2; s2 = s3 = 1).
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Vaatleme lopuks viimast voimalust s = 5. Kui sel juhul hulktahukal on
kolme, nelja voi viit tiiiipi tahke, siis

——

ol ==

@l w
-

-+

Sy sy s ;
— —= 4+ — ST
’11+"2 i ”3+

3,2 29 ; L Gadea s
ja vorduse (10) pohjal saame §+ 2 = 9p» mis on voimatu. Niisiis juhul
s = b tuleb vaadelda hulktahukaid ainult kaht t21"xi'1pi tahkudega. Kui seejug‘res
: LS S i Sl der = Sl
;=23 ja s, =2 siis E‘I“TL ;;~~n—1+;2~2\<.3+4 ja vorduse (10) pohjal -+
g\‘!g, mis on voimatu. Seepérast s = 5 korral on kiillalt, kui vaadelda kaht
tiiiipi tahkude seda Juhtu, kuss; =4 ja s; = 1.

Oeldust jéreldub, et topoloogiliselt poolkorrapiiraste (eriti vordnurksete
poolkorrapéraste) hulktahukate koikide tiiiipide mairamiseks tuleb positiivsetes
taisarvudes lahendada kolme tundmatuga n,, n, ja-e vorrand

bR e S
e D) +e L

jargmiste eelduste juures:

a) =810 81 = 2: s =11
b) s=4; si=3; sa=1;
e) S =iy — ks = 0s

ja samuti nelja tundmatuga n;, ny, ns ja e vérrand

81y Se Sy s D
Ny Dirla \ons 2
jdrgmiste eelduste juures:

+% : (12)

€) §5=238; 81 =8 =8§3="1
£) s =4y =9 sy =55 =],

Leides vorrandist (11) tundmatute ny, n, ja e vdéidrtused voi vérran-
dist (12) tundmatute ny, ny, ns ja e viirtused, leiame valemite (8) jargi fi ja
“f2 vOi fi, fo ja f3 vddrtused ning valemite (9) ja (3) jargi f ja k viartused.

Mirgime, et iilaldeldust sugugi ei jéreldu, et vorrandi (11) voi (12) iga
positiivne téisarvuline lahend (isegi niisugune, mis rahuldab néiteks vérra-
tusi n,> 3, e > 4) annab iihe otsitava hulktahuka.

Seetottu ei ole motet leida pohivorrandite (I1) ja (12) koiki positiivseid
tadisarvulisi lahendeid, vaid kasutades geomeefrilisi kaalutlusi, tuleb kalbmatud
lahendid algusest peale korvale jitta.

Me ei peatu tuletatud vérrandite lahendamisprotsessil ja kolbmatute lahen-
dite korvalejdtmisel, mis ei paku erilist huvi. Esitame ainult loetelu nende
vorrandite neist lahendeist, millele vastavad mingid hulktahukad.

Siin toodud tabelis on niidatud S, S1, S, ..., & [ ja k vaidrtused
}léc”)}il%i tildse voimalike topoloogiliselt poolkorrapéraste hulktahukate
ohta. |

Seejuures osutub, et igale selle tabeli viieteistkiimnest reast
vastab (reas 1 ja 7 — antud n korral) ainult iiks hulktahukatiiiip.
Teisiti Geldes, kdik topoloogiliselt poolkorrapirased hulktahukad, °
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Ne| s |8 | selss | ng!i-n3 P AR U P U e
71‘3 At 4!n(—ln|2|—§2n|n+2‘3n n=3,5,6.
2|3|2|1|—§6]3i—!4‘4|—!12‘8 18
3‘3’2]1‘~l6‘4[-—38]6?-—!24}14 3 |
41‘3]2'1]—1 6|5 |— 20‘12|— 60 | 32 ‘gol
si4iailce 1|—[8f3'—|6|81—[24|14 36
6|3]a2 1!—!10i3{—12 20[— 60 | 32 | 90
Tlafsf1]|—|3]na|= 2n | 2 | — | 20|2n49) 4n | n=1,56...
843\1—]4[3)-.188-24’26 4 |
9|4|2 2 —|3l4|—§8 6 —!12!141'2”’
0] 4|2 2]—!315 o lan il 30'32]60!
11!5|4|1,—f3‘4!——l32(6 —’24‘38,60’
12| 5]4l1 —fslsl—jsoflz(—lso 92 |150 |
13'3 1,1[1\4‘6!8i12‘-8 64826 |72]
14| 3 1lllll4‘)6\10.\3()\‘20\12‘1201‘62 180 |
15.4\211\1\4t315‘30’20’12‘60|62 !120‘

mis vastavad suuruste s, si, s3, ..., e, f, & (ja n) iihele ja samale
vadrtusesiisteemile, on omavahel isomorfsed.

Edasi osutub, et iga loetletud tiiiibi hulktahukate seas leidub ka
vordnurkseid poolkorrapédraseid hulktahukaid. Seejuures kaik vord-
nurksed poolkorrapdrased hulktahukad, mis vastavad suuruste s,
St, S2, ..., € [, B (ja n) {ihele ja samale vairtusesiisteemile, osu-
tuvad omavahel sarnasteks.

Selgitame selle tabeli sisu mone néitega.

Nr. I all on kirjeldatud n-nurkse prismaga isomorfne hulk-
tahukas. Toepoolest, sel hulktahukal on kolmetahulised nurgad
(s = 3) ja tema iga tipu juures on kaks nelinurkset tahku (s
=2, ny=4) ning iks n-nurkne tahk (s; =1; n, = n); neli-
nurksete tahkude tildarv on f; = n; n-nurksete tahkude iildarv
f2 = 2. Hulktahukal on iildse 2n tippu, n + 2 tahku ja 3n serva.

Analoogiliselt saab veenduda, et nr. 9 tihendab kuubik-
oktaeedriga isomorfset hulktahukat, nr. 10 dodekaeedrik-ikosaeed-

15*
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riga isomorfset hulktahukat ning nr. 15 hulktahukat, millel on

62 tahku ja mis on isomorfne joonisel 136 kujutatud hulktahukaga. .

Mirkus! Topoloogiliselt poolkorrapirase hulktahuka moistet saab veel
edasi iildistada. Kasutame selleks jargmist definitsiooni.

Kaht hulktahukat (kaht hulktahulist pinda ja eriti hulktahuka kaht tihte)
nimelatakse allomorfseteks, kui nende tahkude vahel saab korraldada
iiksithese vastavuse, milles vastavad tahud on iihenimelised, s. t. omavad iihe-
palju tippe. ; -

Selle definitsiooni jargi on isomorfsed hulktahukad (§ 165) allomorfsete
hulktahukate erijuhuks. Allomorfsetel, kuid mitte isomorfsetel hulktahukatel
asetsevad vastavad tahud miffe tingimata ithes ja samas jirjekorras: kahele
naabertahule voivad vastata tahud, mis ei asetse korvuti.

Allomorfsete hulktahukate iiheks lihtsamaks niiteks on kuubik-oktaeeder
(joonis 134) ja joonisel 138 kujutatud hulktahukas. Kumbki neist on piiratud
6 nelinurgaga ja 8 kolmnurgaga, kuid need hulktahukad ei ole isomorfsed:
kuubik-oktaeedril mingid kaks nelinurka ei asetse koérvuti ja mingid kaks
kolmnurka ei asetse korvuti, kuna teisel hulktahukal leiduvad korvutiasetsevad
nelinurgad ja korvutiasetsevad kolmnurgad.

Nimetame hulktahuka tippude suhtes topoloogiliselt homo-
geenseks ehk lihtsalt topoloogiliselt homogeenseks, kui tema
iga kaks tihte on omavahel allomorfsed. See tihendab, et selle hulktahuka
koikides tippudes koondub iiks ja sama arv kolmnurki, {ikks ja sama arv neli-
nurki jne., kuid iihe ja sama kiilgede arvuga tahud ei asetse erinevatel hulk-
tahulistel nurkadel iihes ja samas jéirjekorras.

Joonisel 138 kujutatud hulktahukas on topoloogiliselt homogeense, kuid
mitte topoloogiliselt poolkorrapirase hulktahuka niiteks (ja seejuures, nagu
selgub, lihtsaimaks).

Vérrandid (11) ja (12) koos nende tuletusega on Giged ka topoloogiliselt
homogeensete hulktahukate puhul.

Kiisimuse ldhem vaatlus viib jargmistele jareldustele:

_ 1° On olemas kuus "ja ainult kuus topoloogiliselt homogeensete, Fkuid
mitte topoloogiliselt poolkorrapiraste hulktahukate erinevat tiiiipi.

2°. Hulktahukad iihest neist kuuest tiiiibist

' on allomorfsed kuubik-oktaeedriga, teisest —
dodekaeedrik-ikosaeedriga ja ilejiinud neljast —
joonisel < 136  kujutatud 62-tahulise  hulktahu-
kaga. g ;

3°. Iga tiibi hulktahukate seas neist kuuest
leidub hulktahukas, millel on jargmised kaks meet-
rilist omadust:

a) tema koik tahud on korrapdrased hulk-
nurgad;

b). tema kéik hulktahulised nurgad jaotuvad
kahte rithma nii, et kummaski rithmas on nurgad
omavahel vordsed.

Lihtsaim kone ail olevast kuuest hulktahukast
on kujutatud joonisel 138.

Kasutades duaalsuse printsiipi, saab luua tahkude suhtes topo-
loogiliselt homogeensete hulktahukate moiste ja jouda nende kohta
tulemustele, mis on duaalsed tulemustega 1° kuni 3°

Joonis 138.

1 Kiaesolevas méirkuses késitletud tulemused on autori poolt saavutatud
tema avaldamata to6s ja, kuivord temal teada, ei esine kirjanduses.
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§ 170. Korrapiraste hulktahukate siimmeetria.

Varem vaatlesime juba kujundite siimmeetriat {ildiselt (§ 142)
ning eriti tetraeedrite ja réoptahukate siimmeetriat (§ 143). Kées-
olevas paragrahvis vaatleme korrapdraste hulktahukate siimmeet-
riat. Kisitluse rajame jargmisele lausele.

Teoreem 368. Leidub -iiks ja ainult iiks korrapdrase hulktahuka
siimmeetriateisendus, mis viib hulktahuka ihe tahu AoBoCo. ..
antud kolm jirjestikust tippu Ao, Bo ja Co tema meelevaldse tahu
ABC ... mistahes kolmeks jirjestikuseks tipuks A, B ja C.

Toestus. Et antud korrapédrase hulktahuka koik tahud on
vordsed korrapirased hulknurgad, siis on kolmnurgad AoBoCo ja
ABC ilmselt vordsed. Jarelikult on olemas (teoreemi 268 jérelduse
3 pohjal) kaks ja ainult kaks liikumist, milles punktid Ao, Bo ja Co
siirduvad vastavalt punktideks A, B ja C. On ilmne, et molemad
need liikumised teisendavad tahu A¢BoCo . .. tahuks ABC ...

Soovides saada antud hulktahuka siimmeetriateisendust, peame
neist kahest liikumisest valima selle, mis teisendab tasapinnaga
AoBoC, piiratud ja antud hulktahukat sisaldava poolruumi selleks
kahest tasapinnaga ABC piiratud poolruumist, mis samuti sisaldab
antud hulktahukat. Viimast tingimust rahuldab, nagu on kerge
niha, minult iiks kahest vaadeldavast liikumisest.

Nii valitud liikumine teisendab antud korrapdrase hulktahuka
toepoolest iseendaks: ta teisendab antud hulktahuka tahu
AoBoCo . .. tema tahuks ABC...; kdikide kahetahuliste nurkade
vordsuse ja kdikide hulktahuka tahkude vordsuse tottu teisendab
filalndidafud viisil valitud liikumine tahu A¢BoCo ... naabertahud
tahu ABC ... naabertahkudeks. Seda warutelu jitkates veendume
jark-jargult, et hulktahuka iga tahk teisendub sama hulktahuka
mingiks teiseks tahuks.

Jireldused. 1. Leidub kaks ja ainult kaks korrapdrase
hulktahuka simmeetriateisendust, mis tema antud tasanurga tei-
sendavad tema teiseks antud tasanurgaks.

Toepoolest, kui servade BoAo ja BoCo poolt moodustatud tasa-
nurk teisendub servade BA ja BC poolt moodustatud tasanurgaks,
siis teisenduvad punktid Ao, Bo ja Co kas vastavalt punktideks A,
B ja C voi vastavalt punktideks C, B ja A.

2. Korrapiirase hulktahuka siimmeetriateisenduste iildarv (kaasa
arvatud ka samasus) vdrdub tema tasanurkade arvu kahekordsega,
s. 0. tema servade arvu neljakordsega.

See tuleneb jireldusest 1, kui votta arvesse, et tasanurkade arv
on servade arvust kaks korda suurem (iga serv on nelja tasanurga
kiiljeks, kuid iga tasanurk asetseb kahe serva vahel).

Niisiis siimmeetriateisendusi on Kkorrapdrasel. tetraeedril 24,
kuubil ja korrapirasel oktaeedril 48 ning korrapérasel ikosaeedril
ja korrapidrasel dodekaeedril 120.
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Korrapéraste hulktahukate iiksikute tiiiipide siimmeetriaelemen-
tide uurimist lihtsustab jargmise lause kasutamine.

Tecreem 369. Kumera korrapirase hulktahuka tahkude kesk-
punktid on iihe teise, samuti kumera ja korrapérase hulktahuka
tippudeks. :

Toestus. Vaatleme (joonis 139) antud korraparase hulk-
tahuka tahke ASB..., BSC... millel on iihine tipp S. On olemas
(teoreemi 368 jéirgi) siimmeetriateisendused, mille puhul tasanurk
ASB siirdub vastavalt tasanurkadeks BSC ja CSD. Koigi nende
siimmeetriateisenduste puhul jaivad ilmselt oma kohale vaadelda-
vate tahkude fihine tipp S ja fimberkujundatud kera keskpunkt O

Joonis 139.

kui ainus punkt, mis on koikidest tippudest vérdsetel kaugustel-
Siit on kerge jireldada, et kone all olevad teisendused kujutavad
endast poordeid iimber sirge OS.

Et koikide iihist tippu S omavate tahkude keskpunktid teisen-
duvad podretel timber telje OS iiksteiseks, siis asetsevad nad
kGik iihel ja samal tasapinnal ning moodustavad sellel korrapérase
s-nurga, kusjuures s on nagu varemgi iihist tippu S omavate tah-
kude arv. Niisiis, antud hulktahuka tahkude keskpunktid moodus-
tavad e korrapérast hulknurka (e on nagu alati antud hulktahuka
tippude arv). Koik need hulknurgad on ilmselt vordsed.

Iga saadud hulknurga iga kiilg on veel iihe teise hulknurga
kiiljeks. Niiteks tahkude ASB . .. ja BSC ... keskpunkte {ihendav
kiilg kuulub kahele ja ainult kahele korrapdrasele hulknurgale: iiks
neist vastab antud hulktahuka tipule S ja teine tipule B. Niisiis
moodustavad kone all olevad hulknurgad hulktahuka.

Saadud hulktahuka koik kahetahulised nurgad on omavahel
vordsed. Toepoolest, on olemas antud hulktahuka siimmeetria-
teisendus, mis viib tema serva A¢B; tema mistahes teiseks ser-
vaks AB. Tippudele Ao ja B, vastavad korrapdrased hulknurgad
lahevad selle teisendusega iile tippudele A ja B vastavateks korra-
parasteks hulknurkadeks, millest tulenebki saadud hulktahuka koi-
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kide kahetahuliste nurkade vordsus. Jarelikult on antud hulktahuka
tahkude keskpunktide poolt moodustatud hulkbahukas korrapérane.

Lopuks, jatame formaalselt toestamata, et uus hulktahukas on
kumer, kui antud hulktahukas seda oli. Selle asjaolu voime lugeda
ilmselt oigeks.

Jireldused. 1. Kummagi kéne all oleva korrapirase hulk-
tahuka tippude arv on vordne teise hulktahuka tahkude arvuga.
See jdreldub teoreemi toestuskdigust.

9. Korrapirase tetraeedri tahkude keskpunktid moodustavad
samuti korrapirase tetraeedri; kuubi tahkude keskpunktid moodus-
tavad korrapdrase oktaeedri ja imberpoordult; korrapdrase dodeka-
eedri tahkude keskpunktid moodustavad korrapdrase ikosaeedri ja
iimberpéordult.

See jdreldub jareldusest 1. °

Kuupi ja korrapdrast oktaeedrit nimetatakse selle omaduse
tottu duaalselt vastavateks korrapdrasteks hulktahuka-
teks; sama kiib ka dodekaeedri ja ikosaeedri kohta. Korrapérane
tetraeeder on duaalselt vastav iseendale.

3. Kahel duaalselt vastaval korrapdrasel hulktahukal on ihed
ja samad siimmeetriaelemendid.

Toepoolest, antud korrapdrase hulktahuka iga siimmeetria-
teisendus on siimmeetriateisenduseks ka hulktahukale, mille tippu-
deks on antud hulktahuka tahkude keskpunktid. :

Asudes niiiid korrapdraste hulktahukate fiksikute tiifipide
siimmeetriaelementide kirjeldamisele, peame vaatlema ainult kolme
juhtu: a) korrapirane tetraeeder, b) kuup ja Kkorrapdrane okta-
eeder, ¢)” korrapirane ikosaeeder ja korrapirane dodekaeeder.

a) Korrapédrase tetraeedri siimmeetriat oleme
juba vaadelnud (§ 143, h). Tal on neli kolmandat jdrku
siimmeetriatelge, kolm teist jirku siimmeetriatelge (tapsemalt
kolm neljandat jirku poordepeegeldustelge) ja kuus stimmeetria-
tasapinda.

b) Kuubi siimmeetria onka juba vaadeldud (§ 143, h).
Ulalbeldust jéreldub, et oktaeedril on samad siimmeetriaelemendid,
mis on kuubil, ja et nende siimmeetriaelementide (erinevat jdrku
siimmeetriatelgede, siimmeetriatasapindade) vastastikune asetus
ruumis on samasugune nagu kuubil.

Kuid siimmeetriatelgede ja siimmeetriatasapindade asend hulk-
tahuka enda elementide suhtes on korrapdrasel oktaeedril teist-
sugune kuj kuubil. Neljandat jirku teljed néiteks libivad kuubil
tahkude keskpunkte, korrapirasel tetraeedril aga tippe jne. :

Niisiis korrapirasel oktaeedril on kolm neljandat  jarku
siimmeetriatelge, mis paariti iihendavad tema vastastippe. Edasi
on korrapirasel oktaeedril neli kolmandat jarku stimmeetriatelge
ehk tdpsemalt neli kuuendat jarku poordepeegeldustelge, mis paa-
iti tihendavad tema paralleelsete tahkude keskpunkte, ning kuus
teist jarku siimmeetriatelge, millest igaiiks {ihendab kahe paral-
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leelse vastasserva keskpunkte. Korrapirasel oktaeedril on iiheksa
siimmeetriatasapinda. Kolm neist iihendavad paariti tema diago-
naale ja iilejddnud kuus tasapinda poolitavad esimese kolme vahe-
lisi 1;mrki. Lopuks, korrapérasel oktaeedril leidub siimmeetriakesk-
unkt. « :

5 ¢) Liéheme edasi korrapidrase ikosaeedri siim-
meetria juurde,

Korrapérase ikosaeedri iilaltoodud konstrueerimisviisist (konst-
-ruktsioon 142) selgub koigepealt, et punkt O, millest koneldakse
selles konstruktsioonis, on hulktahuka stimmeetriakeskpunktiks.
Jarelikult asetsevad korrapirase ikosaeedri kaksteist tippu kahe-
kaupa kuuel tema keskpunkti ldbival sirgel. Igaiiks neist sirgeist
on, nagu kohe naitame, tema viiendat jirku stimmeetriateljeks.

Selleks vaatleme korrapirase ikosaeedri mingit tippu S (joo-
nis 130) ja sellest tipust véljuvate servade ofsi 4, B, C, D ja .E:
Viie kolmnurkse piiramiidi OSAB, OSBC, ... vordsuse tottu on
vordsed viis tasanurka OSA, OSB, ... ja samuti viis serva OS
juures olevat kahetahulist nurka, mille moodustavad jarjestikku
teineteisega pooltasapinnad OSA, OSB, ... Nende tasanurkade ja
kahetahuliste nurkade vordsusest on kerge jareldada, et p6ore iimber

telje OS nurga %‘—i vorra iihes voi teises suunas teisendab ikosaeedri

tipud A, B, C, D ja E vastavalt sama ikosaeedri tippudeks B, C,
D, E ja A voi tippudeks E, A, B, C ja D (ja jatab muidugi tipu S
kohale). Et ikosaeedri koik tahud on vordsed ja tema koik kahe-
tahulised nurgad on vordsed, siis jareldub siit, et ikosaeedri iga
tipp (iga tahk, iga serv) iihtib sama ikosaeedri mingi teise tipuga
(teise tahuga, teise servaga). :

Yoo A 3 : =
Niisiis p66re nurga & Vorra tmber sirge OS on Kkorrapirase

ikosaeedri siimmeetriateisendus. Teisiti 6eldes on sirge OS Kkorra-
pérase ikosaeedri viiendat jirku stimmeetriatelg. Sama kdib mui-
_ dugi ka vile iilejddnud, sirgega OS analoogilise sirge kohta.

- Péore iimber felje OS iihes kindlas suunas nurga 3- %d:%ii
vorra on samuti antud hulktahuka siimmeetriateisendus, mida on
ka selle poorde korrutis peegeldusega punktist O. Kuid see korru-
tis on (teoreem 278, jareldus 4) poordepeegeldus teljega OS ja

késkpunktiga .0. Poordepeegelduse nurk on siin 1_;5 + 2d = 4d +
- %d, st %d. Sellest jareldub, et sirge OS ja jarelikult korra-
pérase ikosaeedri iga viiendat jrku siimmeetriatelg on tema kiim-
nendat jérku poordepeegeldusteljeks.

Arutledes analoogiliselt sellega, mida tegime viiendat jirku
stimmeetriatelgede puhul, on kerge veenduda, et kahekiimne
vordse ja punkti O suhtes paariti siimmeetrilise piiramiidi OSAB,
- OSBC, ... korgused on kornapirase ikosaeedri kiimneks kolmandat
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jarku siimmeetriateljeks. Et igaiiks neist telgedest 1dbib siimmeetria-
keskpunkti, siis nad on iihtlasi ka kuuendat jarku poordepeegeldus-
telgedeks (vorrelda romboeedri juhuga; § 143, g).

Edasi, korrapérase ikosaeedri konstruktsioonist tuleneb, et iga-

iiks sirgetest XX’, YY’, ZZ’ (joonis 127) ja jérelikult ka igaiiks
viieteistkiimnest sirgest, mis ithendavad vastasservade keskpunkte,
on korrapirase ikosaeedri teist jarku siimmeetriateljeks.
- Lopuks, et iga teist jarku slimmeetriatelg 1ldbib siimmeetria-
keskpunkti, siis korrapirasel ikosaeedril on (teoreem 277, jérel-
dus 2) ka viisteist siimmeetriatasapinda, mis ldbivad siimmeetria-
keskpunkti ja on risti teist jarku siimmeetriatelgedega; .néidetena
neist siimmeetriatasapindadest olgu toodud tasapinnad XOY, YOZ ja
Z0OX jooniselt 127.

Niisiis korrapirasel ikosaeedril on kuus viiendat jirku siim-
meetriatelge (tdpsemalt kuus kiimnendat jdrku poordepeegeldus-
telge), kiimme kolmandat jarku siimmeetriatelge (tdpsemalt kiimme
kuuendat jiarku pdordepeegeldustelge), viisteist teist jérku
siimmeetriatelge, viisteist siimmeetriatasapinda ja siimmeetriakesk-
punkt. Viiendat jarku siimmeetriateljed iihendavad vastastippe, kol-
mandat jirku siimmeetriateljed vastastahkude keskpunkte ja teist
jarku siimmeetriateljed vastasservade keskpunkte. -

Et korrapirase ikosaeedri tahkude keskpunktid on korrapirase
dodekaeedri tippudeks, siis on korrapdrasel dodekaeed-
ril samad siimmeetriaelemendid, mis on korrapérasel ikosaeedril,
ja nende elementide (erineviat jarku siimmeetriatelgede, siimmeetria-
tasapindade) vastastikune iasetus ruumis on samasugune nagu
korrapérase ikosaeedri juhul.

Siimmeetriatelgede asend hulktahuka enda elementide suhtes
aga on dodekaeedril teistsugune kui ikosaeedril. Néiteks viiendat
jarku siimmeetriateljed 1dbivad korrapérasel ikosaeedril vastastippe,
korrapérasel dodekaeedril aga vastastahkude keskpunkte; kolman-
dat jarku siimmeetriateljed ldbivad, timberpoérdult, korrapérasel
ikosaeedril vastastahkude keskpunkte, korrapédrasel dodekaeedril
aga vastastippe.

Mirkused. 1. On peaaegu ilmne, et korrapirastel hulktahukatel ei
leidu muid siimmeetriaelemente peale iilalloetletute. Seda asjaolu saab rangelt
toestada jargmisel viisil.

Alustame korrapidrase tetraeedriga. Temal on iildse (teo-
reem 368, jireldus 2) 24 siimmeetriateisendust.

Igaiiks neljast kolmandat jdrku siimmeetriateljest annab kaks samasusest
erinevat siimmeetriateisendust. Igaiiks kolmest teist jarku siimmeetriateljest on
ithtlasi neljandat jirku poordepeegeldusteljeks ja annab seetottu iihe  poorde
ning kaks poordepeegeldust, seega kokku kolm samasusest erinevat siimmeetria-
teisendust. Igaiiks kuuest siimmeetriatasapinnast annab iihe samasusest eri-
neva teisenduse. Lisades juurde veel samasuse, saame fildse

2:44+3:3+6+1=24

siimmeetriateisendust. Jirelikult ei leidu peale iilalloetletute muid siimmeetria-
teisendusi ja seega ei leidu ka muid siimmeetriaelemente.
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Analoogiline- mottekiik on rakendatay iga ilejaanud korrapirase hulk-
tahuka puhul.

Kuubi (ja oktaeedri) puhul iga neljandat jirku siimmeetriatelg
on iihtlasi, nagu kergesti nihtub, ka neljandat jarku pocrdepeegeldusteljeks.
Jdrelikult annab igaiiks kolmest neljandat jirku siimmeetriateljest kolm pooret
ja kaks poordepeegeldust, mis on erinevad samasusest ja peegeldumisest
punktist, seega kokku viis niisugust siimmeetriateisendust. Igaiiks neljast
kuuendat jarku poérdepeegeldusteljest annab neli siimmeetriateisendust, kaasa
arvamata samasust ja peegeldumist punktist. Igaiiks kuuest teist jarku siimmeet-
riateljest ja igaiiks iiheksast siimmeetriatasapinnast annab {the samasusest
erineva siimmeetriateisenduse. Arvestades veel siimmeetriat keskpunkti suhtes
ja samasust, jouame jireldusele, et iilalpool loetletud kuubi siimmeetria-
elemendid maaravad iildse

3-5+4-44+6+9+1-}F1=48

siimmeetriateisendust, s. 0. tema kaik siimmeetriateisendused (teoreem 368,
jareldus 2).

Korrapirase ikosaeedri (ja korrapirase dodeka eedri) juhul iga-
ilks kuuest kiimnendat jirku poordepeegeldusteljest annab kaheksa samasusest
ja punktist peegeldumisest erinevat siimmeetriateisendust, igaiiks kiimnest
kuuendat jirku poérdepeegeldusteljest annab meli niisugust teisendust ning
igaiiks viieteistkiimnest teist jirku siimmeetriateljest ja igaiiks viieteistkiimnest
stimmeetriatasapinnast annab iihe teisenduse. Arvestades veel silmmeetriat
keskpunkti suhtes ja samasust, jouame jareldusele, et iilalloetletud siimmeetria-
elemendid méiravad iildse

8-6+4-10+ 15+ 15+ 1-+1=120

siimmeetriateisendust, s. o. ikosacedri koik stimmeetriateisendused.

Neist arvestustest selgubki, et peale iilalpool loetletute ei ole korraparastel
hulktahukatel muid siimmeetriaelemente.

2. Korrapdrane hulktahukas lubab, nagu jireldub teoreemist 368,
stimmeetriateisendusi, mis viivad tema mistahes antud tipu tema mistahes
teiseks tipuks. See digustab jargmist iildistamist.

Hulktahukat nimetatakse vordnurkseks hulktahukaks (ehk
isogooniks), kui ta lubab siimmeetriateisendusi, mis viivad tema mis-
tahes antud tipu tema mistahes teiseks tipuks.

Siit jéreldub, et niisuguse hulktahuka iga kaks tihte on vordsed ja jare-
likult ka isomorfsed. Seega kuuluvad vordnurksed hulktahukad topoloogiliselt
poolkorraparaste hulka’ (§ 169). Lihemal uurimisel selgub, et vordnurkse hulk-
tahuka tahud on alati vordnurksed poolkorrapdrased hulknurgad (I, § 10),
erijuhul korraparased hulknurgad. .

Korrapdrased hulktahukad on vord-
' nurksete hulktahukate erijuhud; edasi .saab
toestada, et ka vordnurksed poolkorrapira-
sed hulktahukad kujutavad endast vord-
nurkseid hulktahukaid. Niitena vordnurk-
sest hulktahukast, mis erineb korrapiras-
test ja . vordnurksetest poolkorrapirastest
hulktahukatest, véib tuua hulktahuka, mille
saab kuubist jargmise konstruktsiooni teel

Mirgime kuubi koikidel servadel, ala-
tes tema tippudest, vordsed 16igud (joo-
nis 140) ja ithendame omavahel iihest ja
samast tipust viljuvate 16ikude otsad. Saame
hulktahuka, mis on piiratud 8 vordkiilgse
kolmnurgaga ja 6 kaheksanurgaga. Need

- kaheksanurgad on iildiselt vordnurksed pool-
Joonis 140. korrapirased ja hulktahukas ise on vord-
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nurkne. Erijuhul voivad need kaheksanurgad olla korrapédrased; siis hulk-
tahukas on vordnurkne poolkorrapérane.

Analoogiliselt voib anda ka jirgmise definitsiooni: hulktahukat nimeta-
takse vordtahkseks hulktahukaks (ehk isoeedriks), kui ta
lubab siimmeetriateisendusi, mis yiivad tema mistahes antud tahu tema mis-
tahes teiseks tahuks.t

Kaesolevas peatiikis vaadeldud hulktahukate mitmesuguste erikujude

loetelu ja vastastikuse loogilise seose nende erikujude vahel saab anda jarg-
mise skeemiga:

HULKTAHUKAD
Topoloogitiseff homo- : Topoloogiliself hamo-
geensed Hjppude geensed fahkude
 subtes suhtes
Topaloogiliselt pool- Topoloogiliselt pool-
korrapdrased Hppu- korrapdrosed foh-
de suhfes kude suhfes
Vordnurksed Topoloogiliself Vordtahksed
{ - (isogoonid) korrapérased (Isoeearid)
Vo'/'dnuC/(sed pool- Korrapirased Virdtahksed
korraparased (Ar- il ;
himedese hulkta- Keiedliies i
hukad) moffesy Korraporased

3. Paragrahvides 142 ja 143 ning ka kéesolevas paragrahvis on toodud
rida siimmeetriaclementide mitmesuguseid kombinatsioone, milliseid voib
omada I6plikust hulgast punktidest koosnev ruumiline kujund, niiteks hulk-
tahuka tippude kogu. Tekib kiisimus, kuidas kindlaks teha koik voimalikud
sellised siimmeetriaelementide kombinatsioonid. Selle puhtgeomeetrilise kilsi-
muse tiielik lahendus ulatub vilja kdesoleva raamatu raamidest.?

t Vordnurksed ja eriti vordtahksed hulktahukad omavad olulist tahtsust
geomeetrilises kristallograafias ja on iiksikasjaliselt uuritud Fjodorovi poolt
tema suures toos [21]. 3

Fjodorov, Jevgraf Stepanovits (1853—1919), akadeemik ja suur vene

' kristallograaf, on ka rea geomeetria-alaste toode autoriks.
® Lugeja leiab selle niiteks Bogomolovi raamatust [5], 1. osa, lk. 33—35.
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§ 171. Kumerate hulktahukate omadusi.

Koneldes kidesoleva peatiiki eelmistes paragrahvides iihtedest
voi teistest hulktahuka erikujudest, eeldasime, et vaadeldavad hulk-
tahukad on kumerad. Selle eelduse tegime arutluste lihtsuse huvi-
des; suurem osa saadud tulemustest on iildistatavad (sageli aga
suurte raskustega) ka mittekumeratele hulktahukatele.

Vastupidiselt sellele on olemas rida kumerate hulktahukate kau-
geleulatuvaid omadusi, mille puhul eeldus kumeruse
kohtaon oluline. Need omadused parinevad kaasaegse geo-
meetria iihest suurest harust (osaliselt elementaarsest, kuid pohili-
selt elementaarsest kaugel olevast); selle geomeetria osa eesmir-
giks on kumerate kehade ja kumerate pindade spetsiaalne uuri-
mine. Nende kiisimuste kisitlus ulatub vilja kédesoleva raamatu
* raamidest. Seepirast piirdume sellega, et toome siin ilma toesti-
seta kolm olulist teoreemi kumeratest hulktahukatest.!

Esimene neist teoreemidest on Cauch yleoreemkumera
hulktahuka jdikusest, mille voib sonastada jargmiselt.

Kui kahe isomorfse kumera hulktahuka iga kaks vastavat tahku
on vordsed, siis on ka need hulktahukad vérdsed.

Selle teoreemi mote seisab niitlikult selles, et kumerat hulk-
tahukat ei saa «deformeerida» ilma tema iiksikute tahkude suuruse,
kuju voi vastastikuse asetuse jarjekorra muutmiseta. Selles méttes
on kumer hulktahukas «jdiks. Kumer hulktahukas erineb selle poo-
lest teravalt kumerast tasasest hulknurgast: kumerat tasast hulk-
nurka (kui tema kiilgede arv on iile kolme) saab kujutleda «3arniir-
ithendustegay, s. t. tema nurkade suurusi saab muuta, ilma et mun-
tuksid tema kiilgede pikkused voi nende kiilgede jarjekord.

Voib ka oelda, et kumer hulktahukas on tiiesti madratud, kui
on antud tema tahud ja nende asetuse jérjekord.

Teine teoreem kisitleb samuti tingimusi, mis tdiesti madravad
kumera hulktahuka, kuid need tingimused on tiiesti teist tiidipi kui
Cauchy teoreemis. Kui seal oli antud tahkude kuju ja suurus, siis
siin antakse tahkude «suunad»”ja seatakse moned kaunis iildised
kitsendused tahkude suuruse kohfa. Seejuures tahu «suunds antakse
suunaga tema vilisel normaalil, s. o. kiirel, mis on tommatud risti
selle tahuga tema mingist punktist ja suundub hulktahuka suhtes
vilisesse piirkonda.

Kone all olev teoreem kuulub noukogude geomeetrile A. D.
Aleksandrovile? ja sénastub nii:

Olgu véimalik korraldada kahe kumera hulbtahuba tahkude
- vahel iiksiihest vastavust nii, et iga kahe vastava tahu vilised

! Esimese kahe teoreemi toestused ja jdrgneva siiakuuluva materjali leiab
lugeja Ljusterniki raamatust [18], kolmanda teoreemi téestuse Delone, - Padu-
rovi ja Aleksandrovi raamatust [10]. .

2 Aleksandrov, Aleksandr Danilovit§ — akadeemik, Stalini preemia
laureaat, mitmete uurimuste autor kumerate kehade ja pindade geomeetria alal.
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normaalid on paralleelsed ja samasuunalised; kui iga kaks vasta-
vat tahku on niisugused, et iihtki neist ei saa likke abil paigutada
teise sisse, siis hulktahukad on vordsed.

Seejuures iitleme, et hulknurga P, «saab liikke abil paigutada
hulknurga P, sisse», kui leidub jargmiste omadustega litke (§ 137):
hulknurk P; teisendub selle liikkega hulknurgaks P’,, mille iikski
punkt ei asetse viljaspool hulknurka P, ja vahemalt iiks kiilg aset-
seb hulknurga P, sees.

Lopuks, kolmas teoreem kuulub samuti A. D. Aleksandrovile ja
kolab nii: ;

Kui kumera hulktahuka igal tahul leidub siimmeetriakeskpunkt,
siis leidub siimmeetriakeskpunkt ka hulktahukal endal.

Toonitame, et iikski neist teoreemidest ei jd& kehtima, kui vaa-

delda ka mittekumeraid hulktahukaid.



XX peatiikk.

.

Kerade geomeetria elemendid.
§ 172. Punkti potents kera sihtes.

Esimese osa X peatiikis vaadeldud ringjoonte omadusi saab
iildistada kerade juhule ruumis. Et vastavate teoreemide toestused
on paljudel juhtudel analoogilised ringjoonte kohta kiivate teoree-
mide toestustega, siis kisitleme neid liihidalt ja jatame lugeja
hooleks vajalike arutluste tiiéliku teostamise, juhindudes vajaduse
korral X peatiiki tekstist.

Teoreemi 165 (I, X ptk.) saab jirgmiselt iildistada kera juhule.

Teoreem 370. Kui libi mingi punkti M t6mmata moned kera
loikajad, siis kaugustel punktist M kuni iga loikaja ja kera kahe
loikepunktini on jadv korrutis (antud punkti puhul); see korrutis
sdilitab oma vdirtuse ka juhul, kui loikaja ja kera [Gikepunktid
ihtivad, s. t. kui 16ikaja muutub puutujaks.

Joonis 141].

Toestus. Oletame, et mingi iiks lo6ikaja, mis 14bib keral
mitte asetsevat punkti M, 16ikab seda kera punktides A ja A" ning
teine sama punkti libiv I6ikaja punktides B ja B’ (joonis 141).
Neli punkti A, A, B ja B’ asetsevad iihel ja samal ringjoonel,
nimelt antud kera ja tasapinna MAB l6ikejoonel. Teoreemi 165
pohjal siis MA - MA’ = MB - MB. Analoogiliselt saab arutleda ka
juhul, kui iiks kahest 16ikajast asendub puutujaga.

Jadvat korrutist, millest koneldakse teoreemis 370 ja mis on
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voetud vastava margiga, nimetatakse punkti M potentsiks
kera suhtes; punkti potents kera suhtes loetakse positiivseks voi
negatiivseks soltuvalt sellest, kas antud punkt asetseb viljaspool
kera voi kera sees; keral asetseva punkti potents on vordne nulliga.

Kasutades suunaga 16ikude tahiseid, saab punkti M potentsi
kera suhtes anda kujul

MA-MA’ = MB-MB’ = ...

Teoreemi 165 jdreldused 1—2 saab otseselt {ile kanda kera
juhule.

Jéidreldused. 1. Punkti M potents kera suhtes, mille kesk-
punkt on O ja raadius r, vordub igal juhul (méirgi ja suuruse poo-
lest) avaldisega MO? — r2.

2. Vilise punkti M potents kera suhtes vordub punktist M
kerale tommatud puutuja ruuduga (lugedes puutujat punktist M
kuni puutepunktini).

Punkti potentsiga kera suhtes seotud kiisimuste késitlemisel
osutub otstarbekohaseks vaadelda punkti kerana, mille raadius vor-
dub nulliga, ja nimetada teda null-keraks. Punkti M potents null-
kera (punkti) O suhtes on MO?2.

§ 173. Radikaaltasapind, radikaaltelg, radikaalpunkt.

Kahe ringjoone radikaaltelje ja kolme ringjoone radikaalpunkti
moisted ning nende omadused saab jargmiselt iile kanda ruumile.
" Geomeetriline koht XLIIl. Geomeetriliseks kohaks
punktidele, milledest igaiihel on vérdsed potentsid kahe antud mitte-
konés]en.trilise kera suhtes, on keskpunktide sirgega ristuv tasa-
pind.

Seda tasapinda nimetatakse kahe kera potentstasapin-
naksehk radikaaltasapinnaks.

Geomeetrilise koha XLIII tuletamine ei erine milleski geomeet-
rilise koha XI tuletamisest (I, § 81); iainult geomeetrilise koha
VII asemel tuleb toetuda geomeetrilisele kohale XXVI.

Kahe ringjoone radikaaltelje omadustele 1—8, mis on loetletud
pwaéagrnahvis 81, vastavad radikaaltasapinna ianaloogilised omadu-
sed. :

l. Kui kaks kera [6ikuvad mdoda ringjoont, siis nende radi-
kaaltasapinnaks on tasapind, millel asetseb see ringjoon.

2. Kui kaks kera puutuvad teineteist, siis radikaaltasapinnaks
on kerasid nende iihises punktis puutuv tasapind.

3. Kui kahel keral ei ole ithiseid punkte, siis ei ole ka radikaal-
tasapinnal antud keradega ithiseid punkte.

t Kahel kontsentrilisel keral ei ole radikaaltasapinda, sest vordus
MO? —r? = MO? — r’? on voimatu juhul r =£7".
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4. Kui kaks kera asetsevad teineteisest valjaspool, siis radikaal-
tasapind [6ikab keskpunktide sirget nende kerade vahel.

5. Kui kahest mittekontsentrilisest kerast iiks asetseb teise sees,
siis radikaaltasapind on viljaspool molemat kera.

6. Kahe kera radikaaltasapind (kui keradel ei ole iihiseid
punkte) véi tema osa, mis on viline molema kera suhtes, on geo-
meetriliseks kohaks punktidele, milledest saab kahele antud kerale
tommata vérdsed puutujad (lugedes puutujaid antud punktidest
kuni puutepunktideni).

7. Kui kahel keral leidub iihine puutuja, siis nende radikaal-
tasapind poolitab iihise puutuja 16igu puutepunktide vahel.

Votame edasi tarvitusele ortogonaalsete kerade moiste. Kaht
kera nimetatakse teineteisega ortogonaalseteks juhul, kui
nende puutuvad tasapinnad kerade iihes (iikskdik missuguses)
I6ikepunktis on teineteisega risti. Teisiti voib Gelda, et kaks kera
on ortogonaalsed, kui nende iihte iihisesse punkti témmatud raadiu-
sed on teineteisega risti.

Radikaaltasapinna omadusest 6 tuleneb niiiid veel iiks tema
omadus.

8. Radikaaltasapinna iga punkt, mis on viline mélema kera
suhtes, on molema antud keraga ortogonaalse kera keskpunktiks.

Siirdume kolme kera juhule. :

Teoreem 371. Kui kolme kera keskpunktid ei asetse iihel sir-
gel, siis ldbivad nendest keradest paariti voetud kerade radikaal-
tasapinnad iht ja sama sirget.

Seda sirget nimetatakse kolme kera potentssirgeks ehk
radikaalteljeks.

Toestus. Et antud kolme kera keskpunktid O;, Oz ja O3 ei
asetse ithel ja samal sirgel, siis kerade O, ja 0, radikaaltasapind
(mis on risti sirgega 0,0,) ja kerade O; ja O3 radikaaltasapind
(mis on risti sirgega 0,0;) loikuvad mooda teatavat sirget [
Selle sirge [ igal punktil M on iiks ja sama potents nii kerade O,
ja O, kui ka kerade O; ja O, suhtes. Jarelikult asetseb see punkt
M ka kerade O, ja O, radikaaltasapinnal. Niisiis kerade O ja O3
radikaaltasapind 1dbib ka sirget 1.

Toestatud teoreemist tuleneb jargmine geomeetriline koht.

Geomeetriline koht XLIV. Kui kolme kera keskpunktid
ei asetse iihel sirgel, siis geomeetriliseks kohaks punktidele, mille-
dest igaihel on vordsed potentsid koigi kolme kera suhtes, on
antud kolme kera radikaaltelg. .

Jatame lugeja enda uurida, missugusel médiral kahe ringjoone
radikaaltelje omadused 1—8 (I, § 81) laienevad kolme kera radi-
kaaltelje juhule.

Kolme kera radikaaltelje omadusi saab kasutada jargmise
iilesande lahendamisel.

" Konstruktsioon 144, Konstrueerida kahe antud kera
radikaaltasapind.
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Kui antud kerad I6ikuvad voi puutuvad teineteist, siis konstrueerimisviis
tuleneb otseselt radikaaltasapinna omadusest 1 voi 2

Oldisel juhul saab konstruktsiooni teostada jéirg'misel viisil, mis pakub
erilist huvi juhul, kui kerad ei 15iku.

Olgu O ja O’ antud kerad. Konstrueerime mingi kera I'’, mis loikab
kerasid O ja O’ médda kaht ringjoont. Nende ringjoonte tasapindade 1Gike-
joon !’ asetseb antud kerade radikaaltasapinnal.

. Konstruktsiooni 16petamiseks voib kas panna lébi sirge I’ (mis. ristub
sirgega OO’) tasapinna, mis on risti antud kerade keskpunktide sirgega, voi
madrata uue kera I'” abil veel iihe sirge /7, mis asetseb radikaaltasapinnal.

Vaatleme 16puks nelja kera juhtu.

Teoreem 372. Kui nelja kera keskpunktid ei asetse ihel tasa-
pinnal, siis neist keradest kahekaupa véetud kerade radikaaltasa-
pinnad ja kolmekaupa voetud kerade radikaalteljed libivad iiht ja
sama punkti.

Seda punkti nimetatakse nelja kera potentspunktiks ehk
radikaalpunktiks.

Toestus. Et antud kerade keskpunktid O;, 0, Os ja Oy ei
asetse {ihel tasapinnal, siis kerade O, ja Os, Oy ja O3, Op ja O4
kolm radikaaltasapinda ei ole paralleelsed ithe ja sama sirgega.
Jarelikult nad 16ikuvad mingis punktis I. Sel punktil / on iiks ja
sama potents koigi nelja kera suhtes ja ta wasetseb seetottu ka
kerade O, ja O3, O, ja O4, O; ja O, radikaaltasapindadel. Punkt J
asetseb ka neil sirgetel, mida mooda kahekaupa l6ikuvad kuus
radikaaltasapinda, s. t. kolmekaupa voetud kerade radikaaltelgedel.

Toestatud teoreemist tulenevad jireldused on tdiesti analoogi-
lised teoreemi 166 jareldustega 1-—4 (I, § 82)..

§ 174. Kerade kimp.

Kui kerade O, ja O, radikaaltasapind iihtib kerade O, ja O3
radikaaltasapinnaga, siis on kerge niha, et sama tasapind on ka
kerade O, ja O; radikaaltasapinnaks. See mirkus  digustab  jirg-
mise definitsiooni vastuvotmist.

Kerade kimbuks nimetatakse koikide nende kerade kogu,
mille paaridel on iiks ja sama radikaaltasapind. Seda iihist radi-
kaaltasapinda nimetatakse kimburadikaaltasapinnaks.

Sellest definitsioonist jareldub vahetult (vorrelda I, § 83), et
kerade kimp on tiiesti madratud tema kahe kera andmisega v5i
tema ithe kera ja radikaaltasapinna andmisega ja et kimbu kerade
keskf;unktia’ asetsevad ithel ja samal sirgel — kimbu keskpunktide
sirgel.

Edasi veendume, nagu I osa paragrahvis 83, et kerade kimpe
on kolm tiilipi: 1) elliptiline kimp, mis koosneb koikidest {iht
ja sama ringjoont ldbivatest keradest; 2) paraboolne kimp,
mis koosneb koikidest iiksteist {ihises punktis puutuvatest keradest;
3) hiiperboolne kimp, mis koosneb iihiseid punkte mitte oma-
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vatest keradest. Konkreetse kujutluse saamiseks hiiperboolsest
kerade kimbust Idikame selle kimbu kerasid mingi tasapinnaga,
mis 14bib keskpunktide sirget. Loikes saame hiiperboolse ringjoonte
kimbu; selle ringjoonte kimbu radikaalteljeks on antud kerade
kimbu radikaaltasapinna ja l6iketasapinna ~ I5ikejoon ning ring-
joonte kimbu keskpunktide sirgeks antud kerade kimbu kesk-
punktide sirge.

Elliptiline kerade kimp ei sisalda iihtki null-kera, s. t. iihtki
kera, mille raadius vordub nulliga. Paraboolne kimp sisaldab iiht
null-kera, milleks on kéikide kimbu kerade iihine puutepunkt.
Hiiperboolne kerade kimp sisaldab, analoogiliselt hiiperboolse ring-
joonte kimbuga, kaks null-kera (kaks punkti); neid kaht null-kera
nimetatakse kerade kimbu piirpunktideks.

Kerade kimbu omadustest saab endale luua {isna konkreetse
kujutluse, kui teda vaadelda kujundina, mis tekib teatava ring-
joonte kimbu koikide ringjoonte «pooriemisel» iimber selle kimbu
keskpunktide sirge.

Nii saab peaaegu ilmseks ka kerade kimbu jirgmine omadus.

Teoreem 373. Labi iga punkti, mis ei asetse kimbu radikaal-
tasapinnal, liheb iiks ja ainult iks kimbu kera.

Viaatleme niilid jargmist konstruktsiooniilesannet, mida allpool
tuleb kasutada.

Konstruktsioon 145. Konstrueerida antud kimpu kuu-
luy kera, mis puutub antud kera (vrd. I, § 84, konstruktsioon 56) .

Olgu ©Q antud kera, 1 kimbu radikaaltasapind ja O iiks kimbu keradest.
Téhistame otsitava kera tihega O’ ja tema puufepunkti keraga Q tihega
T’. Kerade O’ ja Q iihine puutuv tasapind = punktis 7 on nende kerade radi-
kaaltasapinnaks ja tasapind 2 on kerade O ja O’ radikaaltasapinnaks. Jire-
likult 14bib kerade O ja @ radikaaltasapind 2 tasapindade 7 ja 2 loikejoont [.
Siit tuleneb jérgmine konstruktsioon. Konstrueerime kerade O ja Y radi-
kaaltasapinna A’. Libi tasapindade 2 ja A’ Ioikesirge ! paneme kera Q puutu-
vad tasapinnad. Nende puutuvate tasapindade puutepunktid 7 ja T7” ongi
punktideks, kus kera @ puutub otsitavaid kerasid O’ ja O”. Viimaste kesk-
punktid asetsevad punktides, kus sirged Q7' ja ©7” loikavad kimbu kesk-
punktide sirget (on kerge niha, et need sirged ldikavad keskpunktide sirget).
Ulesandel voib olla kaks lahendit vGi iiks lahend vai mitte {ithtki lahendit.

Selle iilesande erijuhuks on jdrgmine iilesanne.
Konstruktsioon 146. Konstrueerida kera, mis puutub

antud kera ja-lidbib kolme antud punkti (mis ei asetse antud
keral).

On ilmne, et kerad, mis ldbivad kolme antud punkti, ldbivad ka iiht ja
sama ringjoont ja moodustavad seepirast kimbu. Konstruktsiooni teostamise
jdtame lugeja hooleks (vrd. I, § 84, konstruktsioon 57).

Konstruktsiooni 146 teostamisel mingib olulist osa eeldus, et
itkski antud punktidest ei asetse antud keral. Toepoolest, jargmise
iilesande lahendusest nihtub, et antud kera puutuva ja kolme antud
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punkti Idbiva kera konstrueerimise iilesandel iildiselt ei ole lahen-
dit, kui iiks antud punkt asetseb antud keral.!

Konstruktsioon 147. Konstrueerida kera, mis puutub
antud kera tema antud punktis ja 14bib teist antud punkti.

k(t)]gu O antud kera keskpunkt, 7 antud puutepunkt ja A teine antud
punkt.

Otsitava kera keskpunktiks on punkt, kus sirge OT 16ikab"tasapinda, mis
on risti 16iguga AT ja 14dbib selle keskpunkti. :

§ 175. Antud kerasid puutuvad kerad.

Kaht antud kera puutuvate kerade uurimisel on oluline osa jarg-
misel moistel. Kaht punkti A ja A’, mis asetsevad vastavalt kera-
del O ja O/, nimetame nende kerade antihomoteetseteks
punktideks? nende ithe sarnasuskeskpunkti suhtes (§ 157),
kui sirge AA’ labib seda sarnasuskeskpunkti S, kuid punktid A ja
A’ ei ole homoteetsed punkti S suhtes.

Antihomoteetsetel puriktidel on jargmine omadus.

Teoreem 374. Kahe kera vilise sarnasuskeskpunkti kaugused
igast kahest selle sarnasuskeskpunkti suhtes antihomoteetsest punk-
tist omavad (absoluutvadrtuselt ja margilt) iht ja sama korrutist.

Sama omadus on ka seesmise sarnasuskeskpunkti suhtes anti-
homoteetsetel punktidel.

Selle teoreemi toestus on sama, mis vastaval teoreemil kahe
ringjoone kohta tasapinnal (I, teoreem 169).

Jadvat korrutist, millest koneldakse teoreemis, nimetatakse
monikord kahe kera iihispotentsiks, nimelt vdliseks voi
seesmiseks fihispotentsiks soltuvalt sellest, kas vaadeldav sar-
nasuskeskpunkt on véline voi seesmine.

Teoreem 375. Iga kera, mis puutub kaht antud kera, puutub
neid kahes antihomoteetses punktis; kui kera puutub molemat antud
kera iihel ja samal viisil (s. o. molemat. viliselt voi molemat sees-
miselt), siis puutepunktid on antihomoteetsed vdilise sarnasuskesk-
punkti suhtes, kui aga erinevatel viisidel (s. o. {iht viliselt, teist
seesmiselt), siis seesmise sarnasuskeskpunkti suhtes.

Jareldus. Vilisel (seesmisel) sarnasuskeskpunktil on koi-
kide kaht antud kera ihel ja samal viisil (vastavalt erinevatel vii-
sidel) puutuvate kerade suhtes iks ja sama potents, mis vordub
antud kerade vilise (vastavalt seesmise) ihispotentsiga.

Teoreem 376. Kera, mis libib kahe kera kaht antihomoteetset
punkti ja puutub iht neist keradest, puutub ka teist.

Nende teoreemide toestused on samad, mis vastavatel teoree-

1 Vorrelda sellega, mis on oOeldud paragrahvis 159 konstruktsioonide 132
ja 133 puhul. A

2 Laiemalt on kasutamisel nende punktide teine nimetus — antihomoloo-

‘ gilised punktid.
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midel kahe ringjoone kohta tasapinnal (I, teoreemid 170—171), ja
seepdrast me neid ei anna.

Rakendame niiiid kaht antud kera puutuvate kenade vaadeldud

omadusi jargmise iilesande lahendamiseks (vrd. I, konstruktsioon
58)

Konstruktsioon 148. Konstrueerida kera, mis puutub
kolme antud kera (millede keskpunktid ei asetse iihel ja samal
sirgel) ja labib antud punkti, mis ei asetse antud keradel.

Esimene viis. Olgu vaja konstrueerida kera €, mis puutub kolme
antud kera O, O; ja Os ning ldbib antud punkti M. Vaatleme juhtu, kus otsi-
tav kera puutub koiki kolme antud kera iithel ja samal viisil.

Téhistame tahega Sj, kerade O, ja O, vilise sarnasuskeskpunkti, tihega
N sirge SM ja otsitava kera teise 15ikepunkti ning tdhtedega K, ja K, kerade
O, ja O, mingid punktid, mis on antihomoteetsed Si12 suhtes (nditeks kesk-
punktide sirgel asetsevad punktid). Kaht antud kera puutuvate kerade oma-
dustest jareldub, et SM - SN = SK; - SK,. See vordus voimaldab konstrueerida
16iku SN ja punkti V.

Analoogiliselt saab konstrueerida ka sirge S;sM ja otsitava kera teise
16ikepunkti P, kus Sis on kerade O: ja Os viline sarnasuskeskpunkt. Pirast
punktide N ja P konstrueerimist taandub iilesanne konstruktsioonile 146.

Kolme antud kera erinevatel viisidel puutuvad kerad konstrueeritakse
analoogiliselt; ainult mélemad vilised sarnasuskeskpunktid S, ia S;; voi iiks
neist tuleb asendada samade kerade seesmiste sarnasuskeskpunktidega.

Ulesande suurim vGimalik lahendite arv on kaheksa. TGepoolest, tuleb
ju vaadelda nelja sarnasuskeskpunktide kombinatsiooni Siz Sis, Si* Sy,
Si2 Sis* ja Sip* Sip*; iga kombinatsiooni puhul neist neljast annab vastav
konstruktsioon 145 iilimalt kaks lahendit. 3

Sama iilesande teist lahendusviisi vaatleme hiljem (§ 176).

Analoogiliselt, kuid ménevorra lihtsamalt lahendub jargmine
iilesanne.
Konstruktsioon 149. Konstrueerida kera, mis puutub

kaht antud kera ja 14bib kaht antud punkti, mis ei asetse antud
keradel.

Jiatame lugeja hooleks lahendada see iilesanne analoogiliselt #sjavaadel-
dud lahendusega. Suurim lahendite arv on neli. :
Teist lahendusviisi vaatleme hiljem (§ 176).

Konstruktsioonide 148 ja 149 sonastustes sisalduv eeldus, et
tikski antud punktidest ei asetse antud keradel, on oluline. T&e-
poolest, iildiselt ei leidu {ihtki kera, mis puutuks kolme antud kera
ja seejuures {iht neist antud punktis, ja ei leidu iihtki kera, mis
puutuks kaht antud kera ja seejuures {iht neist antud punktis ning

peale selle ldbiks teist antud punkti. See nihtub jdrgmise files-
ande lahendusest.!

Konstruktsioon 150. Konstrueerida kera, mis puutub
kaht antud kera ja seejuures iiht neist antud punktis.

! Varrelda sellega, mis on deldud paragrahvis 159 konstruktsioonide 132
ja 133 puhul.
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Olgu O ja O’ antud kerade keskpunktid ja 7 antud punkt, kus otsitav
kera puutub kera O.

Otsitava kera keskpunktiks on sirgete OT ja O'T’ l6ikepunkt, kus 7’ on
punktlga'T antihomoteetne punkt kahe kera iihe sarnasuskeskpunkti suhtes.
Suurim lahendite arv on kaks (iikks kummagi sarnasuskeskpunkti puhul).

§ 176. Inversioon.

Inversiooni moistet ja omadusi (I, §§ 87—89) saab jargmiselt
laiendada ruumile.

Olgu antud kera, mille keskpunkt on P ja raadius r. Kaht
punkti M ja M’, mis asetsevad antud raadiusega r kera keskpunk-
tist P véljuval iihel ja samal kiirel, nimetatakse teineteisega
inversseteks punktideks selle kera suhtes, kui nende kaugu-
sed keskpunktist rahuldavad seost ‘

PM - PM’ = r2.

On ilmne, et antud kera mingi punktiga inversne punkt iihtib
sellek punktiga ja et kera keskpunktil puudub temaga inversne
punkt. :

Vastavust inverssete punktide vahel ehk, teiste sonadega, teisen-
dust, millega saadakse igast punktist M temaga inversne punkt M’,
nimetatakse inversiooniks kera suhtes ehk hiiper-
boolseks inversiooniks. Kera ennast nimetatakse
inversioonikeraks, tema keskpunkti inversiooni-
pooluseks (ehk inversioonikeskpunktiks) ja tema raadiuse
ruutu inversiooni potentsiks. Kaht mingis inversioonis
teineteisele vastavat kujundit nimetatakse teineteisega invers-
seteks kujunditeks,

Niisiis inversioon kujutab endast iiksiihest ruumipunktide (vélja
arvaktud punkt P) teisendust. Inversioonipoolusel puudub inversne
punkt. ?

Punktidevaheline vastavus inversioonis on vastastikune: kui
punkt M’ vastab punktile M, siis ka punkt M vastab punktile M’.
Inversioonikera iga punkt on kahekordne punkt.

Vaatleme niiiid, kuidas inversiooni puhul teisenduvad tasapin-
nad, kerad, sirged ja ringjooned.

Teoreemr 377. [nversioonipoolust libiv tasapind vastab ise-

endale. Inversioonipoolust mitte ldbivale tasapinnale vastab seda
poolust libiv kera.

Toestus. Teoreemi esimene pool tuleneb inversiooni definit-
sioonist endast. Tema teise poole tdestamisel saab kasutada sama
mottekiiku, mis tasapinnageomeetrias teoreemi 173 toestamisel.

Jiareldused. 1. Inversioonipoolust ldbivale kerale vastab

i tasapind, mis ei ldbi seda poolust.
2. Inversioonipoolust labiv sirge vastab iseendale. Inversiooni-
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poolust mitte libivale sirgele vastab ringjoon, mis libib inversioo-
nipoolust, ja dmberpdordult. '

TGepoolest, iga sirget saab vaadelda kahe tasapinna 16ikejoo-
nena ja iga ringjoont kera loikejoonena.

Teoreem 378. [nversioonipoolust mitte libivale kerale vastab
kera, mis samuti ei libi seda poolust; inversioonipoolus iihtib nende
kahe kera iihe sarnasuskeskpunktiga.

Toestus on tdiesti analoogiline tasapinnageomeetria teoreemi
174 toestusega.

Jareldus. Inversioonipoolust mitte libivale ringjoonele vas-
tab ringjoon, mis samuti ei libi inversioonipoolust. A

Toepoolest, ringjoont saab vaadelda kahe kera 16ikejoonena.

Inversiooni muud omadused, mis on vaadeldud raamatu esi-
mese osa paragrahvides 87—=89, on samuti laiendatavad ruumile.
Piirdume koige olulisemaga neist — nurgapiisiga.

Kahe kera vaheliseks nurgaks nimetatakse iga
nurka nende kerade iihest ({ikskdik missugusest) iihisest punktist
1dbi pandud puutuvate tasapindade vahel.

Uks neist kahest nurgast on vordne nurgaga nende kerade {ihi-
sesse punkti tommatud raadiuste vahel (tdpsemalt nurgaga kahe
kiire vahel, mis viljuvad kerade iihisest punktist ja ldbivad vasta-
valt nende keskpunkte). Kahe kera vaheline nurk on null voi kaks
tdisnurka, kui kerad puutuvad teineteist.

Kera ja tasapinna vaheliseks nurgaks nime-
tatakse iga nurka kera ja tasapinna mingist iihisest punktist tom-
matud kera puutuva tasapinna ja antud tasapinna vahel. Need nur-
gad on vastavalt vordsed nurkadega, mis antud tasapinna ja kera
16ikepunkti tommatud raadius moodustab antud tasapinna ristsir-
gega.

Teoreem 379. Kahe kera vaheline nurk on uvérdne nendega
inverssete kerade vahelise nurgaga; see omadus kehtib ka juhul,
kui moned siin nimetatud keradest asenduvad tasapindadega.

Toestus. Olgu P inversioonipoolus ning O ja O, antud kahe
16ikuva kera keskpunktid. Vaatleme kujundit, mille saame @antud
kerade ja nendega inverssete kerade 1dikamisel tasapinnaga
POO; (kui punktid P, O ja O, asetsevad iihel sirgel, siis mistahes
tasapinnaga, mis 14bib seda sirget). Rakendades saadud kujundile
zeﬁreemi 175, saamegi inversiooni vaadeldava omaduse kindlaks
eha. :

Analoogiline arutlus on ldbiviidav ka juhul, kui iiks keradest
O ja O, v6i nad mdlemad on asendatud tasapindadega; antud kera
keskpunkti lébiva Iiketasapinna asemel tuleb siis vaadelda antud
tasapinnaga ristuvat loiketasapinda.

Inversiooni kera suhtes saab jargmiselt iildistada.

Olgu antud punkt P ja mingi jadv arv h=£0. Kaht punkti M
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ja M’, mis asetsevad punktiga P iihel ja samal sirgel ja rahuldavad
tingimust

PM . B = h,

nimetatakse inversseteks punktideks. Punktide M ja
M’ vahel aset leidev vastavus on inversioon, punkt P —
inversioonipoolus, konstant kA — inversiooni
potents; paariti inverssetest punktidest koosnevad kujundid on
inverssed kujundid.

Kui A >0, siis voime eeldada, et A = r2. Vastavad punktid
M ja M’ asetsevad siis iihel ja samal punktist P véljuval kiirel ja
me saame hiiperboolse inversiooni ehk inversiooni kera suhtes,
mille keskpunktiks on P ja raadiuseks r.

Kui & < 0, siis saame uut liiki inversiooni — elliptilise
inversiooni. Erinevalt hiiperboolsest inversioonist ei ole
elliptilises inversioonis {ihtki kahekordset punkti; toepoolest, vor-
dus PM2? = h ei ole voimalik, kui ~ < 0.!

Elliptilise inversiooni uurimisel omab erilist tdhtsust jargmine
asjaolu.

Elliptiline inversioon potentsiga h < 0 on korrutis hiiperbool-
sest inversioonist, mille poolus on seesama ja potents on |h|, ja
peegeldusest, mille keskpunktiks on inversioonipoolus.

See elliptilise inversiooni omadus on peaaegu ilmne. To6epoo-
lest, vastaku punktile M antud elliptilises inversioonis, mille poolus
on P ja potents A < 0, punkt M’ ja sama poolusega ning potent-
siga |A| hiiperboolses inversioonis punkt M”. Saame :

_PM-PH =
PM-PM” = |h| = — h,
millest PM” = — PM”. Niisiis, punkti M’ vdib saada punktist M,

teisendades viimase hiiperboolse inversiooni abil punktiks M” ja
konstrueerides punktiga M” punkti P suhtes siimmeetrilise
punkti M’.

Kasutades dsjadeldut, saame teoreemid 377—379 ilma iihegi
muudatuseta otsekohe laiendada elliptilise inversiooni juhule.

Inversiooni rakendamise néidetena vaatleme jargmisi iiles-
andeid.

Konstruktsioonid 134, 149 ja 151. Konstrueerida kera,
mis puutub

a) kaht antud tasapinda voi

b) kaht antud kera voi

c¢) antud tasapinda ja antud kera

1 Terminid <hiiperboolne inversioon» ja «elliptiline in'versioox_u seletuvadki
! just sellega, et esimesel juhul on olemas kahekordseid punkte, teisel juhul aga
mitte (vorrelda I, k. 257, mirkus).
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ning 1dbib kaht antud punkti, mis ei asetse antud tasapindadel
ega keradel.

Juhud, kus on antud kaks tasapinda (§ 159, konstruktsioon 134) voi kaks
kera (§ 175, konstruktsioon 149), on juba vaadeldud. Inversioon voimaldab
anda ildise lahendusviisi, mis kolbab nii neil kahel juhul kui ka juhul, kus
on antud kera ja tasapind (konstruktsioon 151).

Olgu a ja f antud tasapinnad voi kerad, A ja B antud punktid. Votame
punkti A inversioonipooluseks ja valime inversiooni potentsi vabalt. Konst-
rueerime keradega « ja f inverssed kerad o ja #/ ning punktiga B inversse
punkti B’. Otsitav kera teisendub siis kerade o ja ' iihiseks puutuvaks tasa-
pinnaks, mis libib punkti B’. Seda tasapinda me oskame konstrueerida
(konstruktsioon 127). Punktid, kus see tasapind puutub kerasid o ja £, on
inversseteks punktideks punktidele, kus otsitav kera puutub kerasid (vai
tasapindu) « ja 8 =

Kui on antud kaks kera voi kera ja tasapind, siis saab inversiooni
potentsi otstarbekohasel valikul konstruktsiooni monevarra lihtsustada,

Oletame, et @ on kera. Votame inversiooni potentsiks punkti A4 potentsi
kera a suhtes. Kera o {ihtib siis keraga e ja konstruktsioon kujuneb jirg-
miseks. Konstrueerime punktiga B inversse punkti B’. Libi punkti B’ paneme
tihised puutuvad tasapinnad Kkerale « ja keraga (voi tasapinnaga) g invers-
sele kerale f’. Nende ithiste puutuvate tasapindadega inverssed kerad ongi
otsitavad.

Suurim lahendite arv on neli.

Konstruktsioonid 132, 148, 152 ja 153.
- Konstrueerida kera, mis puutub
a) kolme antud tasapinda voi
b) kolme antud kera voi
- ¢) kaht antud kera ja antud tasapinda voi
d) kaht antud tasapinda ja antud kera
ning 1dbib antud punkti, mis ei asetse antud keradel ega tasa-
pindadel.

Juhud, kus on antud kolm tasapinda (§ 159, konstruktsioon 132) voi kolm
kera (§ 175, konstruktsioon 148), on juba vaadeldud. Inversioon voimaldab
anda iildise lahendusviisi, mis kolbab nii neil kahel juhul kui ka juhul, kus
on antud kaks kera ja iiks tasapind (konstruktsioon 152) voi kaks tasapinda
ja iiks kera (konstruktsioon 153).

Olgu «, B ja y antud tasapinnad v6i kerad ja A antud punkt. Votame
punkti A inversioonipooluseks, valides inversiooni potentsi vabalt. Konstruee-
rime keradega «, # ja y inverssed kerad o, B’ ja y’. Otsitav kera teisendub
siis kerade o/, f ja " iihiseks puutuvaks tasapinnaks. Seda tasapinda me
oskame konstrueerida -(konstruktsioon 129). Punktid, kus see tasapind puutub
kerasid*a’, f’ ja 7, on inversseteks punktideks punktidele, kus otsitav kera
puutub kerasid (tasapindu) @, # ja y.

Konstruktsiooni saab inversiooni potentsi otstarbekohase valikuga jille
monevorra lihtsustada, kui andmete seas on vahemalt iiks kera. Oletame, et a
on kera. Kui inversiooni potentsiks votta punkti A potents kera a suhfes, siis
kera o iihtib keraga a, nii et konstrueerida jdab ainult keradega f ja y invers-
sed kerad' §’ ja »".

Suurim lahendite arv on kaheksa.
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§ 177. Suunaga kerad. Dilatatsioon.

Suunaga kera moistet on koige lihtsam defineerida jargmiselt.
Méérame kera igas punktis tema normaalil, s. o. seda punkti
kera keskpunktiga iithendaval sirgel, positiivse suuna, valides koik
need suunad {iihteviisi - kera suhtes vilisesse piirkonda voi koik
fihteviisi seesmisse piirkonda.! Kera, mille igas punktis on niiviisi

Joonis 142.

suund vilisesse piirkonda loetud positiivseks voi mille igas punk-
tis on suund seesmisse piirkonda loetud positiivseks, nimetatakse
suunaga (ehk orienteeritud) keraks; esimesel juhul nimetame
teda positiivse suunaga, teisel juhul negatiivse
suunaga keraks (joonis 142).

)
e |
I A |
‘N8
Joonis 143. Joonis 144.

Suunaga kerade vaatlemisel tuleb ka tasapindu vaadelda suu-
naga tasapindadena. Tasapinda nimetame suunaga (ehk orien-
teeritud) tasapinnaks, kui selle tasapinna koigil ristsirgetel on
valitud positiivne suund iihele ja samale poole tasapinnast (joo-
nis 143). Seejuures suundade vordlemine on voimalik ainult paral-
leelsete tasapindade korral (nii et ei saa konelda positiivse voi
negatiivse suunaga tasapindadest). ;

Mirkus. Tasapinnageomeetrias kasutasime teist orienteeritud tasapinna
definitsiooni (I, § 8): me nimetasime tasapinda orienteerituks, kui temal oli
valitud nurkade positiivne suund. -

! Kera kahes diametraalses punktis tuleb iihel ja samal sirgel votta kaks
vastandsuunda.
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Orienteeritud ruumis (§ 110) need kaks definitsiooni osutuvad
teineteisest tulenevaiks. TGepoolest, antud tasapinnal asetseva nurga BAC
positiivse suuna valikuga on médratud positiivne suund AD mnormaalil ja
timberpoérdult, kui nduda, et kolmetahuline nurk ABCD oleks alati positiivse
suunaga (joonis 144).

Analoogiline markus kiib ka kera kohta; mormaali positiivse suuna vali-
mise asemel voib keral valida nurkade positiivse suuna (joonis 145). Selles
mottes voib suunaga kera moistet vaadelda suunaga ringjoone moiste iildis-
tusena (I, § 92).

Suunaga kera raadiust on loomulik
varustada madrgiga: positiivse (nega-
tiivse) suunaga kera raadiuse loeme
positiivseks  (vastavalt negatiivseks).
Punkti loeme seal, kus see on kiisimuse
iseloomu kohane, suunaga keraks raa-
diusega null.

Oeldakse, et suunaga kera puutub
suunaga tasapinda ainult sel juhul,
kui kera puutub tasapinda harilikus
mottes ja tasapinna ristsirgel valitud
suund {ihtib suunaga, mis on wvalitud
puutepunktist tdmmatud kera normaa-

e lil. Analoogiliselt defineerime, et kaks
oonis 145. / A
suunaga kera puutuvad {eineteist
ainult juhul, kui nad puutuvad teine-
teist harilikus mottes ja puutepunktist témmatud normaa-
lide suunad iihtivad. Kahe teineteist puutuva suunaga kera
keskpunktide vaheline kaugus ja raadiused on seotud valemiga
00" = |[r—7|. !

Kaht suunaga tasapinda loeme paralleelseteks, kui nad on mitte
ainult paralleelsed, vaid ka samasuunalised.

Dilatatsiooni. moiste on samuti lihtsalt laiendatav ruumile.
Dilatatsiooniks nimetatakse suunaga kerade teisendust,
milles igale suunaga kerale raadiusega r vastab temaga kontsent-
riline suunaga kera raadiusega r + a, kus =0 on jadav arv, mida
nimetatakse dilatatsiooni parameetriks.

Jdtame lugeja hooleks jilgida, kuidas iildistuvad ruumile I osa
paragrahvis 93 vaadeldud dilatatsiooni omadused, ja eriti néidata,
et dilatatsioon teisendab suunaga tasapinna jdlle suunaga tasa-
pinnaks.

Suunaga kera ja dilatatsiooni moiste rakenduste niidetena esi-
tame jargmised iilesanded.

Konstruktsioon 129. Konstrueerida kolme antud kera
tihised puutuvad tasapinnad.

]§7simene viis selle iilesande lahendamiseks on juba vaadeldud
8 Te)ine viis. Olgu Oy(r1), Oz(r:) ja Os(rs) antud kerad: konkreetsuse
mottes valime tahised nii, et ry > ry >rs.

Alustame “iihiste viliste puutuvate tasapindade otsimisega. Kolme kera
iihist puutuvat tasapinda nimetatakse vialiseks, kui koigi kolme kera
keskpunktid asetsevad sellest tasapinnast ithel ja samal pool, teisiti Geldes,
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kui koigi kolme kera raadiused, mis on to
suunalised.

Vaatleme antud kolme kera suunaga keradena. Selleks, et nende iihist
vilist puutuvat tasapinda saaks vaadelda antud kolme suunaga kera iihise,
suunaga puutuva tasapinnana, tuleb neile anda iiks ja sama, niiteks positiivne
tsuund. Koigi kolme kera raadiusi tuleb seejuures samuti vaadelda positiivse-
ena.

Rakendame niiiid antud kolme suunaga kera ja nende iihise otsitava
vilise puutuva tasapinna suhtes dilatatsiooni parameetriga a = —r;. Antud
kerad teisenduvad vastavalt suunaga keradeks O, (ri—rs)  ja Og(ro—rs)
ning kolmanda antud kera keskpunktiks Os. Otsitav tasapind « feisendub vii-
mase kahe kera iihiseks viliseks puutuvaks tasapinnaks o/, mis libib punkdi
03. Nii oleme i6ugnud konstruktsiooni 127 iuurde. Pirast tasapinna o konst-
rueerimist ei paku tasapinna a konstrueerimine mingeid raskusi.

Analoogiliselt saab arutleda ka iihiste seesmiste puutuvate tasapindade
konstrueerimisel. Kolme kera iihist puutuvat tasapinda. nimetatakse sees-
miseks, kui kahe antud kera keskpunktid asetsevad temast iihel pool ja
kolmanda kera keskpunkt teisel pool ehk, teisiti deldes, kui puutepunktidesse
tommatud kolmest raadiusest kaks on samasuunalised, kolmas aga vastand-
suunaline.

Uhiste seesmiste puutuvate tasapindade konstrueerimisel tuleb kaht antud

kolmest kerast vaadelda samasuunalistena, kolmandat aga neile vastandsuu-
nalisena.

mmatud puutepunktidesse, on sama-

Konstruktsioon 137. Konstrueerida kera, mis puutub
kolme antud tasapinda ja antud kera.

Selle iilesande kaks lahendusviisi on juba antud (§ 159). Jitame lugeja
hooleks laiendada ruumi juhule ka tasapinnageomeetria vastava iilesande kol-
mas lahendusviis (I, § 94, konstruktsioonid 38" ja 38).

Konstruktsioon 148". Konstrueerida kera, mis puutub
antud kolme suunaga kera (millede keskpunktid ei asetse iihel sir-

gel) ja ldbib antud punkti, mis ei asetse antud keradel (vrd. §§ 175
ja 176, konstruktsioon 148).

. Erinevalt sellest, mis kehtib suunata kerade puhul, on suurim lahendite
arv siin kaks. Toepoolest, kui koik kolm antud kera on samasuunalised (kaks
antud kera on samasuunalised, kolmas aga teile vastandsuunaline), siis otsi-
tav kera puutub koiki kolme antud kera iihel ja samal viisil (vastavalt kaht
kera iihel ja samal viisil, kolmandat aga teistsugusel viisil kui kaht esimest).

Konstruktsioon 154’. Konstrueerida suunaga kera, mis
puutub antud nelja suunaga kera.!

Olgu Oi(r1), Os(rs), Os(rs) ja O4(rs) antud suunaga kerad ja O(r)
iiks otsitavatest suunaga keradest. Konkreetsuse mattes valime tihised nii, et
[ril > Irel > Irgl > Iry).

Rakendame antud nelja suunaga kera ja otsitava suunaga kera suhtes
dilatatsiooni, mille parameeter a = — ry. Siis antud kerad teisenduvad vasta-
valt suunaga keradeks O,(ry—ri), Os(ro—rs) ja Osz(rs—ry) ning neljanda
antud kera keskpunktiks O,. Otsitav kera teisendub uueks suunaga keraks
O(r —ry), mis puutub viimast kolme suunaga kera ja ldbib punkti O, Nii
jouame konstruktsiooni 148 juurde. Pirast seda, kui punkt O kui kera
O (r —rs) keskpunkt on konstrueeritud, ei paku otsitava kera O(r) konstruee-
rimine mingeid raskusi.

Olesandel leidub {ilimalt kaks lahendit.

! Analoogiline iilesanne suunata kerade kohta tuleb vaatlemisele jarg-
mises paragrahvis.
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§ 178. Fermat’ iilesanne.

Apolloniose iilesanne tasapinnal antud kolme ringjoont puu-
tuva ringjoone konstrueerimisest on prantsuse matemaatiku
Fermat’ poolt jargmiselt laiendatud ruumile. :

Konstruktsioon 154 (Fermat’ tilesanne). Konstrueerida
kera, mis puutub nelja antud kera.

Vaatleme selle iilesande kaht erinevat lahendusviisi. Neist iiks pohineb
kaht antud kera puutuvate kerade omadustel, mida me vaatlesime paragrah-
vis 175, ja teine kasutab paragrahvis 177 tarvitusele voetud dilatatsiooni
moistet. Toonitame, et need: lahendusviisid on tiiesti analoogilised Apolloniose
iifesande kahe vaadeldud lahendusviisiga (I, §§ 86 ja 94).

Esimene viis.  Alustame ' nende kerade konstrueerimisega, mis
puutuvad nelja antud kera O;, O, O; ja O, ithel ja samal viisil (vt. skemaa-
tilist joonist 146). Selleks vaatleme kera O, mistahes punkti A,. Tahistame

Joonis 146.

tdhega A, kera O, punkti, mis on antihomoteetne punktiga A; vilise
sarnasuskeskpunkti Sy, suhtes, tihega As kera Os punkti, mis on antihomo-
teetne punktiga A, vilise sarnasuskeskpunkti Sos suhtes, ja tdhega A, kera O,
punkti, mis on antihomoteetne punktiga A; vilise sarnasuskeskpunkti Sas
suhtes. Punkti S, potents ofsitava kera suhtes on (teoreemi 375 jirelduse

jargi) Si2A;-Siz A;. Analoogiliselt on punktide S3 ja Sy potentsid otsitava

kera - suhtes vastavalt SpAs-SyAs ja Sy As- Sy A, Jarelikult on igaithel

! Pierre Fermat (1601-—1665) on tuntud oma toddega arvuteooria alalt
(«Fermat’ teoreem») ja teistelt matemaatika aladelt.
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punktidest Sia, Sgs ja Ssy iiks ja sama potents nii otsitava kera kui ka kera
A AA3A, suhtes. Seetottu tasapind S1S23Sss, s. 0. antud kerade sarnasus-
tasapind o on otsitava kera ja kera A,;4,A434, radikaaltasapinnaks.! Teisiti
voib Gelda, et ofsitav kera kuulub kimpu, mis -on miiratud radikaaltasa-
pinnaga o ja keraga A;A4,4:A,.

Oeldust tuleneb jdrgmine konstruktsioon. Konstrueerime kerade O, ja O
vilise sarnasuskeskpunkti Sy, kerade O, ja O vilise sarnasuskeskpunkti Sss,
kerade O; ja Oy vilise sarnasuskeskpunkti Ss; ja sarnasustasapinna o, millel
asetsevad need sarnasuskeskpunktid. Votame keral O, vabalt punkti A, ja
konstrueerime keral O, punkti A, mis on S, suhtes antihomoteetne punk-
tiga A, keral O; punkti As, mis on Sy suhtes antihomoteetne punktiga A,
ja keral O; punkti As, mis on Ss; suhtes antihomoteetne punktiga As. Lopuks
onstrueerime - kimbus, mis on méiratud radikaaltasapinnaga ¢ ja keraga
AAyA3A4, kera O; puutuva kera (konstruktsioon 145). Selleks ehitame kerade
O: ja A1A»A3A4 radikaaltasapinna 1. Lébi tasapindade 4 ja o Idikejoone
paneme kera O, puutuva tasapinna. Selle puutuva tasapinna puutepunkt T
ongi kera O, ja otsitava kera puutepunktiks. Otsitava kera keskpunkt O
asetseb sirgel O\T ja sirgel, mis 14bib kera A,4,45A, keskpunkti @ ning ristub
sarnasustasapinnaga o.

Konstrueeritud kera O 1abib kera O, punkti, mis on S;; suhtes antihomo-
teetne punktiga T, sest punktil Si; on kerade A,4,434, ja O suhtes iiks ja
sama potents. Jérelikult kera O puutub (teoreemi 376 pohjal) ka kera O..
Samal viisil toestame edasi, et konstrueeritud kera O puutub ka kerasid O,
ja 04.

Et 13bi antud sirge (tasapindade o ja 2 Idikejoone) saab panna iilimalt
kaks tasapinda, mis puutuvad kera Oy, siis nelja antud kera fihel ja samal
viisil puutuva kera O konstrueerimise {ilesandel saab olla kaks lahendit voi
fiks lahend voi mitte iihtki lahendit. :

Seni vaatlesime ainult kerasid, mis puutuvad nelja antud kera iihel ja
samal viisil. Et konstrueerida kerasid, mis puutuvad nelja antud kera mitte
ithel ja samal viisil (nditeks kerasid O;, O, ja Oj ithel ja samal viisil, kuid
kerasid O, ja O, mitte iithel ja samal viisil ine.), peame kasutama teisi
sarnasuskeskpunkte. Jouame sama konstruktsiooni juurde, mis iilalpool, kuid
milles {iks voi kaks sarnasuskeskpunktidest Sio, Sss, Si; voi nad koik on
asendatud vastavate seesmiste sarnasuskeskpunktidega Sis*. Sos*, Si*. Peaie
iilalvaadeldud juhu, kus kera puutub nelja antud kera iihel ja samal viisil,
peame siis vaatlema veel seitset juhtu: kolme juhtu, mis saame, kui votame
tihe seesmise sarnasuskeskpunkti ia kaks vilist, kolme juhtu, mis saame, kui
votame kaks seesmist sarnasuskeskpunkti ja iihe vilise, ja Iopuks itht juhty,
kus on tecemist kolme seesmise sarnasuskeskpunktiga. Neile seitsmele juhule
?astas};ad antud kerade seitse sarnasustasapinda, mis erinevad tasapinnast o
§ 158).

Nelja antud kera puutuva kera konstrueerimise filesandel saab niisiis olla
ilimalt kuusteist lahendit. (Saab t5estada, et kui antud keradest ica kaks kera
on teineteisest viljaspool, siis {ikski sarnasustasapind ei 16ika iihtki antud kera
ja kdik kuusteist lahendit on olemas. Kui aga niiteks kera O, asetseb kera
O, sees ja kera O; sellest viljaspool, siis iilesandel ilmselt ei ole iihtki

lahendit. Nelia kera vastastikuse asendi muudel juhtudel v&ib iilesandel olla ka
vihem kui kuusteist lahendit.

Teine viis. Olgu 0y, 0;, O; ja O, antud kerad ja O iiks otsitavatest
keradest.

Omistame {ihele antud neli.ast kerast — iitleme kerale O, — teatava
suuna, nditeks positiivse. Kerale O saab omistada niisuguse suuna, et ta
puutub suunaga kera O, ja keradele O;, O, ja O3 niisugused suunad, et nad

; Juhtu, kus punktid Sy, Sss ja Ss; asetsevad iihel ja samal sirgel, me ei
vaatle. g
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koik kolm puutuvad suunaga kera O. Fermat' iilesanne suunata kerade kohta
taandub seega samaks iilesandeks suunaga kerade kohta — iilesandeks, mida
vaatlesime iilalpool (konstruktsioon 154’). Seejuures saame kaheksa nii.
sugust iilesannet, sest igaiihele kolmest antud kerast O;, O, ja O3 saab sdltu-
matult teistest omistada iihe kahest voimalikust suunast.

Et igal saadud kaheksast Fermat’ lilesandest suunaga kerade kohta on
iilimalt kaks lahendit, siis Fermat’ iilesandel suunata kerade kohta on iildse
iilimalt 16 lahendit, nagu veendusime esimese lahendusviisi puhul,

Mirkus. Kiesolevas paragrahvis kisitletud Fermat’' iilesande piir-
juhtudena saab vaadelda analoogilisi i{ilesandeid, milledes otsitava kera ja
antud kera puutumise ndue on asendatud noudega, et otsitav: kera puutuks
antud tasapinda véi lidbiks antud punkti.

Asendades koik neli antud kera v6i moned neist tasapindadega voi
punktidega, saame neliteist iilesannet, Kui tihistada antud kerad indeksiga
varustatud tdhega O, antud tasapinnad analoogiliselt tdhega a ja antud punk-
tid tdhega P, siis saab neid iilesandeid lihidalt iiles kirjutada nii:

1) Oy 0; O3 ay

2) O1 Oy Os P, (§§ 175 ja 176, konstruktsioon 148);
3) O0; O; 04 04,

4) O, Oy o3 P, (§ 176, konstruktsioon 152);

5) 01 O; Ps P, (§§ 175 ja 176; konstruktsioon 149);
6) O) a5 a3 ¢y (§§ 159 ja 177, konstruktsioon 137);
7) Oy a3 a3 Py (§ 176, konstruktsioon 153);

8) O; ay P3 P, (§ 176, konstruktsioon 151);

9) O: Py, Py Py (§ 174, konstruktsioon 146) ;

10) a; ap a3 oy (§ 127, konstruktsioon 88a):

11) a1 ay a3 P, (§§ 159 ja 176, konstruktsioon 132);
12) oy ay Py P, (§§ 159 ja 176, konstruktsioon 134):
13) oy Py P3 P, (§ 159, konstruktsioon 135);

14) Py Py P; P, (§ 127, konstruktsioon 87).

Neist iilesandeist kahtteist oleme juba vaadelnud (vastavad viited on
antud sulgudes). Ulejdénud kahe — esimese ja kolmanda — ifilesande puhul
piirdume jargmiste mérkustega.

Analoogiliselt sellega, nagu paragrahvis 175 vaatlesime kaht antud kera
puutuvate kerade omadusi, saaks vaadelda antud kera ja antud tasapinda
puutuvaid kerasid, kusjuures saaksime eelmistega analoogilised tulemused.
Kahe kera sarnasuskeskpunktide osas esinevad siin antud tasapinnaga ristuva
antud kera diameetri otsad. Siis on vdimalik konstruktsiooni 154 (Fermat’
iillesanne) esimest teostamisviisi laiendada ka esimesele ja kolmandale iilal-
loetletud iilesannetest, s. o. kolme antud kera ja antud tasapinda vo6i kaht
antud kera ja kaht antud tasapinda puutuva kera konstrueerimisele.

Konstruktsiooni 154 teine teostamisviis (dilatatsiooni kasutamine) on
samuti kergesti laiendatav neile kahele iilesandele. :

Kui mingis iilalloetletud iilesandes antud punkt voi iiks antud punktidest
asetseb antud keral voi antud tasapinnal, siis lahendus muutub oluliselt
(vt. § 159, konstruktsioonid 132, 133, 134, 135 ja 136; § 174, konstruktsioonid
146 ja 147). :



LISk
Elementaargeomeetria aksioomidest.

Kédesoleva kursuse sissejuhatuses (I, Ik. 6) mérkisime, et geo-
meetrilisi aksioome puudutavate kiisimuste detailne vaatlus kuulub
geomeetria aluste valdkonda.! Anname siin moningad teadmised
elementaargeomeetria aksioomidest, arvestades eeskitt neid selle
{aar_r(ljatu lugejaid, kes geomeetria aluseid spetsiaalselt ei kavatse
oppida.

Nagu juba maérkisime (I, lk. 5), véljendavad geomeetrilised
aksioomid fakte, mis on meil teada paljusajandilise praktika pohjal,
kuid aksioomid ei ole siiski isegi kollektiivsete kogemuste lihtsaks
kirjelduseks. Nad tekivad kogemustest abstraktsiooni protsessi
tulemusena, mis voimaldab esile tosta antud kiisimuse kdige oluli-
semaid jooni.

Vaatleme néitena paralleelsuse aksioomi (§ 96, aksioom 7):

Libi punkti, mis ei asetse antud sirgel, ldheb mitte rohkem kui
iiks sirge, mis on paralleelne antud sirgega.

See aksioom ei ole otseselt kogemuse teel kontrollitav,
kuid praktika siiski veenab meid selle aksioomi oigsuses ja nimelt
jargmiselt. Paralleelsuse aksioom koos iilejddnud geomeetriliste.
aksioomidega (mis on loetletud paragrahvides 95—96) on selle geo-
meetria aluseks, mis kannab eukleidilise geomeetria
nimetust ja mida késitletakse nii kédesolevas raamatus kui ka
teistes elementaargeomeetria opikutes. Selle geomeetrilise siisteemi
oigsust kinnitabki inimsoo praktika.

Eukleidiline geomeetria aga ei kujuta endast ainuvoimalikku
geomeetrilist siisteemi. Meie geniaalne kaasmaalane LobatSevski 2

1 Vt. nditeks Kostini raamatut [17] ja Jefimovi raamatu [12] esimest poolt.

2 Lobat3evski, Nikolai Ivanovits (1792—1856) — suur vene geomeeter,
esimese eukleidilisest erineva geomeetrilise siisteemi looja. Mitteeukleidilise geo-
meetria avastamine LobatSevski poolt oli geomeetria ajaloos péordepunktiks ja
avaldas olulist moju matemaatiliste ideede kogu edasisele arengule.

LobatSevski elu ja tegevusega saab tutvuda Kagani raamatu [16] pdohjal;
vt. ka tema populaarset broSiiiiri [14] ning Aleksandrovi ja Kolmogorovi raa-
matut [4]. LobatSevski geomeetria pohitded antakse geomeetria aluste kursustes
_ja kirjanduses mitteeukleidilise geomeetria alalt; eeskétt juhime tédhelepanu
Sirokovi artiklile [26].
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nditas, et hariliku paralleelsuseaksioomi asemel voib aksioomiks
votta ka jdrgmise lause («<LobatSevski aksioomy):

Labi punkti A, mis ei asetse antud sirgel, liheb loendamatu
hulk sirgeid, mis asetsevad antud sirgega a iihel ja samal tasa-
pinnal, kuid ei loika seda; koik need sirged tiidavad seesmised
piirkonnad kahel tippnurgal BAC ja B’AC’ tipuga punktis A
(joonis 147); nende nurkade haarad BB’ ja CC’ kuuluvad ka mitte-
l6ikavate sirgete hulka.

e S 8

Joonis 147.

Asendades hariliku paralleelide aksioomi selle aksioomiga,
arendas LobatSevski vélja uue geomeetrilise siisteemi, mis oluliselt
erineb eukleidilisest. Seda siisteemi nimetatakse LobatSevski
geomeetriaks (ehk, mitte péris tdpselt, mitteeuklei-
diliseks geomeetriaks). Selle geomeetria detailne uurimine nii-
tab, et ka tema pohiviited ei ole vastuolus kogemustega.!

LobatSevski ajal ei olnud veel tiielikku, elementaargeomeetria
iilesehitamiseks piisavat aksioomide loetelu. Oma {éddes Loba-
tSevski puudutab mitte ainult paralleelide teooria kiisimusi, vaid
ka kogu geomeetria pohjendamise kiisimusi. Téielikud, kogu ele-
mentaargeomeetria {ilesehitamiseks piisavad aksioomide siisteemid
loodi aga siiski alles XIX sajandi Iopul.

Teaduslikus kirjanduses iiheks levinumaks eukleidilise geo-
meetria aksioomide siisteemiks on Hilberti aksioomide
siisteem.?

Algmoisteks on Hilberti siisteemis sisult samad maisted, mis
kdesolevas raamatus (I, lk. 5), ja nimelt: «punkt asetseb
sirgel», «punkt asetseb tasapinnal», «punkt on kahe punkti
vahel» «iiks I6ik on vordne teisega», «iiks nurk on vordne
teisegas.

Oma aksioomid jaotab Hilbert jargmiselt viide rithma:

! Kogemustega kooskdlas oleva kahe erineva matemaatilise teooria —
eukleidilise geomeetria ja Lobat3evski geomeetria — voimalikkus ise ei peaks
meid imestama. Meil ei ole kahjuks siin voimalik peatuda sellel huvitaval
kiisimusel; vt. nditeks Kagan [16], lk. 220—221, voi Kostin {17], 1k. 237—239.

* Hilbert esitas oma aksioomide siisteemi raamatus «Geomeetria
alused» [7]. Esitame Hilberti aksioomide siisteemi monede olulise tdhenduseta
muudatustega, nimelt Hilberti aksioom V. on lihtsustamise mottes asendatud
lugejale juba tuntud Cantori aksioomiga (aksioom 9): mones aksioomis on
tehtud ka redaktsioonilisi muudatusi.
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[. Uhendamise aksioomid.

li. Kui A ja B on kaks punkti, siis on olemas sirge, millel
asetsevad punktid A ja B.

I, Kui A ja B on kaks punkti, siis ei ole olemas rohkem kui
liks sirge, millel asetsevad punktid A ja B.

I3. Igal sirgel asetseb vdahemalt kaks punkti; on olemas kolm
punkti, mis ei asetse iihel sirgel. 24

ls. Kui A, B ja C on kolm punkti, mis ei asetse iihel sirgel,
siis on olemas tasapind, millel asetsevad punktid A, B ja C; igal
tasapinnal asetseb vahemalt iiks  punkt. :

Is. Kui A, B ja C on kolm punkti, mis ei asetse iihel sirgel, siis
ei ole olemas rohkem kui iks tasapind, millel asetsevad punktid
A, B jaC. :

le. Kui sirge a kaks punkti A ja B asetsevad tasapinnal a, siis
" ka sirge a iga punkt asetseb tasapinnal a.

I;. Kui kahel tasapinnal a ja B on iihine punkt A, siis on neif
veel vihemalt iiks ithine punkt.

Is. On olemas vahemalt neli punkti, mis ei asetse iihel tasa-
pinnal.

II. Jarjestuse aksioomid.

I,. Kui punkt B on punkti A ja punkti C vahel, siis A, B ja C
on ihe ja sama sirge kolm erinevat punkti ja punkt B on ka
punkti C ja punkti A vahel.

.. Kui A ja B on kaks punkti, siis alati on olemas vihemall
iiks niisugune punkt C, et punkt B on A ja C vahel. -

Il5. Uhe sirge kolmest punktist on alati mitte rohkem kui iiks
punkt kahe teise vahel.

Enne jdrgmise aksioomi sonastamist on vaja defineerida
161igu mbiste (vt. I, 1k. 9). :

I1; (Paschi aksioom). Olgu A, B ja C kol punkti, mis. ei
asetse iihel sirgel, ja a tasapinna ABC sirge, millel ei asetse iikski
punktidest A, B ja C; kui seejuures sirge a labib [bigu AB iiht
punkti, siis ta labib iiht punkti ka vihemalt iihel kahest [6igust
AC ja BC. :

. Enne jargnevate aksioomide formuleerimist on vaja defineerida

kiire moiste (vt. I, 1k. 9); seejuures lauset, mille me votsime
sirgjoone jaotamise aksioomiks (aksioom 2c), osutub voimalikuks
toestada, toetudes ainult I ja II rithma aksioomidele.

III. Kongruentsuse aksioomid.

IIl;. Olgu AB mingi loik ja W' mingi kiir, mis viljub punktist
A’; kiirel I’ on olemas niisugune punkt B’™et l6ik AB on vérdne
loiguga A’B’.
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11,. Kui l6ik AB ja l6ik A’B’ on vérdsed loiguga A”B”, siis ka
l6ik AB on vordne loiguga A’B’. |

1115, Kui punkt B on punktide A ja C vahel ja punkt B’ on
punktide A’ ja C’ vahel ning l6ik AB on vordne loiguga A’B’ ja
I6ik BC liguga B'C’, siis ka 16ik AC on vordne loiguga A'C’.

Enne jdrgmise aksioomi sonastamist on wvaja defineerida
nurga moiste (vi. I, k. 12) ja pooltasapinna moiste
(vt. 1, Ik. 11); seejuures lauset, mille me votsime tasapinna jaota-
mise aksioomiks (aksioom 3), osutub voimalikuks toestada, toetudes
ainult I ja II rithma aksioomidele. :

11, Olgu £ hk mingi nurk ja v iks sirgega o' piiratud pool-
tasapind; kui ' on punktist O’ valjuv sirge a’ kiir, siis pooltasa-
pinnal v on olemas iiks ja ainult iks niisugune punktist O" viljuv
kiir k', et £ hk = Z W'EK’. Iga nurk on vérdne iseendaga.

Enne jargmise aksioomi sonastamist on wvaja defineerida
%(kollir;nurga, tema kiilgede ja nurkade mdiste (vt I,

111;. Kui kahel kolmnurgal ABC ja A’B’C’ kilg AB on vordne
kiljega A’B’, killg AC killjega A’C’ ja nurk BAC nurgaga B'A’C’,
siis ka nurk ABC on vordne nurgaga A’B'C’.

IV. Paralleelsuse aksioom.

IV. Olgu a mingi sirge ja A punkt, mis ei asetse sirgel a; siis
sirge a ja punkti A poolt mddratud tasapinnal ei ole olemas roh-
kem kui iiks niisugune sirget a mitte [oikav sirge, millel asetseb
punkt A.

V. Pidevuse aksioomid.

V; (Arhimedese aksioom). Kui AB ja CD on mingid loigud, siis
sirgel AB on olemas mingi hulk niisuguseid (erinevaid) punkte
Ay, As, ..., An_y, Ay, et iga 16ik AAy, AjAs, ..., AnaA, on virdne
léiguga CD 'ja punkt B on A ja A, vahel.

Defineerides 1opuks tokestamatult kahaneva sises-
tatud 16ikude jada moiste (vt. I, k. 136), saame sonas-
tada ka viimase aksioomi.

V, (Cantori aksioom). Kui on antud tokestamatult kahanev
sisestatud l6ikude jada, siis on olemas niisugune punkt, mis iga-
iihel neist l6ikudest on seesmiseks voi otsmiseks punktiks. ¥

Hilberti aksioomid kujutavad endast, nagu juba margiti,
eukleidilise geomeetria aksioomide siisteemi. Kui soovime saada
Lobatgevski geomeetria vastavat aksioomide siisteemi, siis tarvit-
seb vaid asendada aksioom IV Lobat3evski aksioomiga (vt. lk. 256),
jattes siisteemi teised aksioomid muutmata.

Vorreldes Hilberti €ukleidilise geomeetria aksioomide siisteemi
selle siisteemiga, mis on meie poolt kdesolevas raamatus vastu
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voetud (§§ 95—96), markab lugeja kahtlemata jargmist oige olu-
list asjaolu. :

Kdesolevas raamatus aksioomidena vastu voetud geomeetriliste
tosiasjade loetelu osutub tunduvalt ulatuslikumaks kui Hilberti
siisteemis. Me votsime naiteks aksioomina (aksioom 1b), et igal
sirgel asetseb lopmatu hulk punkte, kuna aksioom I3 nouab ainult,
et igal sirgel asetseks vahemalt kaks punkti. Pohilised tosiasjad
ringjoone loikumisest sirgega ja teise ringjoonega me votsime
ringjoone aksioomidena (aksioom 5 ja aksioom 6), kuna Hilberti
siisteemis vastavad aksioomid iildse puuduvad jne.

On iseenesest arusaadav, et mida rohkem geomeetrilisi fakte
votame aksioomidena, seda lihtsamaks osutub geomeetria esita-
mine. Mida vdhem fakte voetakse aksioomidena, seda suurem on
toestamist vajavate lausete arv. Niisiis, Hilberti aksioomidel pohi-
neva geomeetriakursuse iilesehitamine osutub tunduvalt keeruka-
maks kui nditeks see, mis on teostatud kdesolevas raamatus.

Teisest kiiljest on teaduse vaatekohalt oluline ja taiesti
loomulik nouda, et aksioomidena voetaks voimalikult vadike hulk
geomeetrilisi fakte. Tdpsemalt oeldes piistitatakse noue, et siisteemi
iikski aksioom ega {ihegi aksioomi mingi osa ei oleks loogiliseks
jarelduseks teistest vastuvoetud aksioomidest. Seda aksioomide
siisteemi omadust iseloomustatakse kui siisteemi aksioomide vas -
tastikust soltumatust. Kidesolevas raamatus vastu voe-
tud aksioomide siisteemil puudub vastastikuse soltumatuse omadus,
nagu selgub selle korvutamisel Hilberti omaga. Ta on, nagu Gel-
dakse, iilekiillane aksioomide siisteem.
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AINEREGISTER.

aditiivsus 174 geomeetriline koht vt. «Geomeetrilised
jaksioom, Arhimedese 8, 258 kohad» (lk. 266)
— Cantori 8, 258 Glagolev 23 210
— LobatSevski 256
A paralieeisiise 8, 258 Hadamard 26, 43, 83, 114, 164,
— Paschi 257
ks : d : 165, 200, 220
— sirgjoone, tasapinna jaotamise 7 Baks eator <348 915
aksioomid, intsidentsi 6 Hilbart 256

—  jarjestuse 7, 257
— kongruentsuse 7, 257

prdevuse 258 homoteetsustegur . 181

— ringjoone 8 it
L aBeddatise. 61 087 <hulknurgad, tlikeldusvordsed ssefgarll%)

Alekislandrov: A= D! 127,:236, 237
’ ; 2 hulknurk, sfaariline 143
— P.S. 207, 255 — tasane, ruumiline 24

g f-
allomorfsus vt. hulktahukad, allomt;;d shulktahukad. aflomorised’ 298

homoteetsus 181
homoteetsus-keskpunkt 181

Arhimedes 8, 258 — duaalselt vastavad korrapéra;g({l
LI .
bisektorpooltasapind 55 f ;stonz((;rfls(i?uﬁg?d
bisektortasapind 55, 69 'hulktdhukas 34
Bogomolov 113, 133, 235 thlmedkese 291
i ; — kera sisse kujundatud 75
Cantor 8 258 — . {imber kquundatud 76
Cauchy 236 — korrapdrane 215, 220
Chasles 126 —  kumer 36, 236—237
o — lihtne 34
D’Alembert 124 — liiki p 206
Delone 127, 236 — mittenull-liiki, null-liiki 205, 206
dilatatsioon 250 -~ poolkorrapirane 221
dilatatsiooni parameeter 250 — topoloogiliselt homogeenne 288
dodekaeeder 34, 215 - — — korrapdrane 214
' korrapdarane 216, 218, 221, 233, ~— — poolkorrapdrane 223
234 — vordnurkne 234
dodekaeedrik-ikosaeeder 222 — — poolkorrapirane 221
duaalsus 214 —  vordtahkne 235
P — — poolkorrapirane 222
ekstsess, sfdiriline 176 hulktahuline nurk 29
eukleidiline geomeetria 255 b — — korrapérane 215
Euler 195, 210, 211 —  ~— kumer_ 30
Euleri karakteristik 210 — — lihtne 30
sirge 195 — — taheline 30
iy Wigag hulktahulme pind 32
Fermat 252 — — lihtne 34
Fjodorov 235 — — mitmelisidus, iihelisidus 207

—
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hulktahulise nurga mootmine 179
tasanurk 29

hulktahulised pinnad, allomorfsed 228
isomorfsed 209

s

ikosaeeder 34, 215
— korrapirane 216, 232, 234
inversioon 245, 247
inversioonikera 245 -
inversioonipoolus (inversioonikesk-
punkt) 245, 247

inversiooni potents 245, 247
isoeeder 235

isogoon 234

isomorfsed hulktahukad 209
Izvolski 83

—"J;imov 255
Jefremovits 207
joonnurk 54
Jordan 36, 144

Ll
kaar (keral) 139
Kagan 256
Kahe kiivsirge iihine ristsirge 58
kahetahuline nurk 26, vt. ka nurk,
kahetahuline
kahetahuliste nurkade mootmine 55
' kaksikpiiramiid 132, 222
kaksnurk, sfairiline 142
“Kaldloik 49, 50
kaldprojektsioon 49
kaugus, kiivsirgete vaheline véikseign
8
paralleelsete tasapindade vahe-
line 68
— punkti kaugus suurringist 146
kaugus tasapinnast 50
sfadriline 140
kera (sfaar) 63
jaotamine 140, 141, 156
kakstelstpunk‘u esimene 195
teine 196
— keskpunkt 63
— kiilgekujundatud 76, 79
— 16ikumine sirgega 64
tasapinnaga 64
— sissekujundatud 76, 79
— suunaga 249
— {imberkujundatud 75
kerad, ortogonaalsed 240
kerade homoteetsus 186
—  kimp 241
— sarnasuskeskpunkt 186
— vastastikune asend 6668
— vordsus 106
keskpunktide sirge 66
“"‘k‘o‘l’n‘%tahuline nurk 27, vt.
kolmetahuline
kolmetahulise nurga hiipotenuus 95
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kolmnurgad,

~TKoonus 79

ka nurk;

kolmetahulise nurga kaatet 95

(kahetahuliste, tasa-) nur-
kade summa 94

tasanurk 28

taiendusnurk (polaarne n.)

diametraal-
sed 148
peegeldusvordsed 149
périsvordsed 149
vordsed 149—152
sfaariline 143
orienteeritud 148, 149
polaarne (antu suhtes) 148
taisnurkne 151
vordhaarne 152
vordkiilgne 152
Kolmogorov 255

sfaarilised,

kol_r;lnurk,

____légghguratswon 190
onstruktsioonid 18

— keral 163—164
— vt. ka «Konstruktsioonid»
(k. 267)

— sissekujundatud, {imberkujunda-
tud 84, 168
vt. ka ithine {mberkujundatud
koonus
koonuse moodustaja, telg, tipp 79
korrapirane hulktahukas 215, 220
— piramiid 50, 51, 61
korrapirase  hulktahuka keskpunkt
218

Egst;’n 255, 256
ujund 101

— mithi 147
— sféddriline 138
— siimmeetriline punkti suhtes 136
tasapinna suhtes 129
telje suhtes 129
tasane, ruumiline 102
kujundld homoteetsed 181, 183
— inverssed 245, 247
— peegeldussarnased 200
— peegeldusvordsed 108
keral 170
— perspektiivselt sarnased 18]
— paripidi homoteetsed 181
— pdrissarnased 200
— pdrisvordsed 108
— — keral 170
sarnased 197
ja sarnaselt asetsevad 181
— . stimmeetrilised punkti suhtes 117
— sirge suhtes 114
suurringi suhtes 170
tasapinna suhtes 110
— vastupidi homoteetsed 181
— vordsed 85, 101—106
keral 169



kujutav geomeetria 23
kuubik-oktaeeder 221

kuup 61,

136, 216, 231, 234

kvadrant 145
kiilgtahk 31

litkumine (nihkumine) 109

esimest, teist liiki-110
keral 170
paralleelselt tasapinnaga

pisipunktiga 123

122

liikumiste liigitelu 128

keral 173

Ljusternik 236
LobatSevski 255

LobatSevski

-

(mitteeukleidiline)

loige 205, 207
Ioikumine, kerade 67, 68 .

litke

kera ja ringjoone 65
ja sirge 64

ja tasapinna 64
koonuse ja sirge 81

— ja tasapinna 80, 82
silindri ja sirge 82
ja tasapinna 81,
tasapindade 6, 17
tasapinna ja sirge
(paralleellitke) 112

82

10

T meetriltsed- omadused 209

murdjoon, sfddriline 140

tasane, ruumiline 24

miihi keskpunkt 147

miihk, kiirte,

sirgete 147

s s—

nihkumine vt.

lilkumine

Nikolski 222

normaal,
null-kera
nurgad,

kera 249

239

kolmetahulised  peegeldus-

vordsed 85

parisvordsed 85

tippnurgad 38

vordsed 85, 86, 87—88,
90—93, 95—97, 101

vordsed 7

kahetahulised 54, 101

sfaarilised 145, 146

hulktahuline vt. hulktahuline

nurk

kahetahulme 26
hulktahulise nurga 29
kolmetahulise nurga 28
sirgnurgast suurem, viik-

sem 27

— sirgnurk 26

suunaga 115

tetraeedri 31

korade vaheline 246

nurk, kiirte, sirgete vaheline 42
kolmetahuline 27

suunaga 36—38

tetraeedri 31

taisnurkne 95

vordhaarne 87

sfadriline 142

— sfaarilise hulknurga 143

sirge ja tasapinna vaheline 52
— tasapinna ja kera vaheline 246

obelisk 209
oktaeeder 34, 215

—  korrapérane 216, 231,
orienteeritud ruum 37
ortotsenter 60, 194

234

geomeetria 256 —~_ - __

Padurov 127, 236

paralleelprojektsioon 21,

Pasch 257

peegeldumine punktist 117

sirgest 114

suurringist 171

tasapinnast 111

peegeldus, libisev 121

peegelduskeskpunkt (siimmeetriakesk-
punkt) 117

(simmeetriatasa-
pind) 110

(siimmeetriatelg) 114

49

peegeldustasapind

peegeldustelg
keral 170
pentaeeder 34
iire vt. aar
~piirkond, kumer 24
seesmine, viline vt. punkt,
seesmine, valine

piirpunkt (kerade) 242

pindala mootmine keral 174—180

Poinsot 221

poolkera 141

poolpuutuja 145

poolringjoon 139

poolruum 25

poolus, suurringi 146

vaikeringi 155

potentspunkt 241

projektsioon (ortogonaal-,
— kald- 49

projektsioonitasapind 21
punkt 5, 138
— kahekordne (invariantne, piisi-)
111

rist-) 21,49

seesmine, valine 27, 28, 30, 32,
36, 63, 144, 156

punkti potents kera suhtes 238—239

punktid, antihomoteetsed (antihomo-
loogilised) 243

diametraalsed 138

inverssed 245, 247
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punktid, siimmeetrilised punkti suhtes

117
~— — sirge suhtes 414
— — suurringi suhtes 170
— — tasapinna ‘suhtes 110
puutepunkt 81, 82, 159
puutuja, kera 64
— koonuse 81
' — silindri 82
* — vt ka iihised puutujad
puutumine, kerade '67, 250
— kera ja sirge 64
——i8=—aa fasapinna 66, 250
— ringide (keral) 159, 162
poordekeskpunkt, keral 171
poordenurk 116
~— keral 171
poordepeegeldus 119
—  keral 172
poordepeegelduse keskpunkt 119
= nurkd 119
—tele 119,131
— tasapind 119
poordetelg 114, 116
poore 116
—« keral 171, 172
radikaalpunkt 241
radikaaltasapind 239, 241
radikaaltelg 240
raskuskese, tetraeedri 40, 194
refleksnvsus Ty 20054 86 10%, 182
198, 209

ringide puutumine keral 159, 162
— vastastikune asend keral 156—

—162
~——f7sTsirge alus 43
rombik-dodekaeeder 222
romboeeder 61, 135
ruumi jaotamine 24, 26, 28, 30, 31,

ruuminurk 179
rodptahukas, tetraeedri iimber kujun-
datud 39

samasusliikumine 109
sarnasus 198

esimest, teist liiki 200
sarnasuskeskpunkt 181
seesmine, valine 181
sarnasustasapind 184
kerade 190
sarnasustegur 181
sarnasustelg 184

kerade 188
hulktahuka 34
hulktahulise nurga 29
pinna 33
kahetahulise nurga 26
koimetahulise nurga 28
seesmine 33

serv,

36 _

serv, tetraeedri 31
darmine 33
servad, tetraeedri vastas-
sfaar vt. kera
sfadrigeomeetria 138

sfddriline joonlaud 163
raadius 155
sirkel 163

sfaarilise hulknurga diagonaal 144
kiilg 143
pindala 174, 178,
tipp 143
kaksnurga kiilg 142
tipp 142
kolmnurga bisektor 152,
hiipotenuus 151
kaatet 151
korgused 153, 154
mediaan, seesmine,

39

179

154

& viline
153, 154
155

— nurkade summa

nurga haar 143

tipp 143

sfdari segment 156

silinder 79

kera iimber kujundatud 84

vt. ka ithine timberkujundatud
silinder

silindri moodustaja 80

sirge 5
kahekordne (invariantne)
tasapinnaga paralleelne 10
ristuv 43, 45, 47, 57
sirged, kiiv- 8

komplanaarsed 8

Ioikuvad 9

paralleelsed 9, 20

ristuvad 43

sirgega ristuv 16ik 43

111

sissekujundatud, iimberkujundatud
koonus 84, 168
suurring 63, 138
— vaikeringi puutuv 159
suurringid, ristuvad 146

siimmeetria 129, vt. ka peegeldumine
korrapiraste hulktahukate 229
—234
— poorde- 130
rooptahukate 133—137
tasapinna suhtes 129
teljeline 129
tetraeedrite 133—137
tsentraalne 130
siimmeetriaelemendid 131
stiimmeetriakeskpunkt 130, vt. ka pee-
gelduskeskpunkt
L10;37829, - vi.: ka
peegeldustasapind

siimmeetriatasapind



siimmeetriatelg 129, 130, vt. ka pee-
geldustelg
siimmeetrilisus 7, 20, 54, 86, 101, 182,

198, 209

Sirokov 255
Subnikov 133

et

tahk, hulktahuka 34
— hulktahulise nurga 29
pinna 33
— kahetahulise nurga 26
— kolmetahulise nurga 28
tasapmd 5
kahekordne (invariantne) 111
— kera loikav 65
puutuv 65
— koonust puutuv 81
— libiseva peegelduse 122
— poordepeegelduse 119
silindrit puutuv 82
sirgega paralleelne 10
sirgega ristuve 43—45, 48
suunaga 249
tasapinna ristloik 50
— ristsirge 43
tasapinnad, paralleelsed 13, 57, 250
— ristuvad 55

III

teisendus, stimmeetria- 129
— vt. ka dilatatsioon, homoteet-
sus, inversioon, liikumine, sar-
nasus
tetraeeder 31, 39—41, 59—62, 215
— korrapédrane 61, 137, 216, 231,
233
— orienteeritud 39
— ortotsentriline 60, 61, 194—197

tetraeedri geomeetria 197
tetraeedri korgused 59, 60

—*+ pohi 31

—  serv 31

— tahk 31

tipp 31

tetraeedrite vordsus 99, 101
tipp, hulktahuka 34

— hulktahulise nurga 29
pinna 33
kaksnurga 142

tipp, kolmetahulise nurga 28

— koonuse 79

— sfdédrilise hulknurga 143
nurga 143

— tetraeedri 3l
topoloogia 207
topoloogiline tiiiip 209
topoloogilised omadused 209
transitiivsus 7, 20, 54, 86, 101, 182,
198, 209
transpositsioon 114
transpositsioonitelg 114
tsentroid 40
TSetveruhhin
taht 223

18, 23

vinditelg 126
vintliikumine 126
vintnihke nurk 126

vordsed kaared (keral) 144, 145

— kahetahulised nurgad 54, 101
— kerad 106
— kolmetahulised nurgad 85—88,
90—93; 95—97, 101
— kujundid keral 169
—  (iildiselt) 86, 101—106
lgigud 7
— sfadrilised kolmnurgad 149
— nurgad 145, 146
(tasased) nurgad 7
tetraeedrid 99, 101
valkenng 65, 155—156
—  sfaarilise kolmnurga  sisse,
iimber joonestatud 167—168
vilisnurk, kolmetahulise nurga 94
— sfazrilise kolmnurga 155

ddr (piire) 33

iihine timberkujundatud koonus 187

— — silinder 187
ithised puutujad, kahe kera 187
puutuvad tasapinnad,  kahe
kera 186
— — tasapinnad, kolme kera 188,
\ 250

ithispotents, kahe kera 243
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Aksioomid 1a—9 lk. 5—8
Teoreemid.
Teoreemi Teoreemi Teoreemi Teoreemi
ne Ik. nr. Ik. nr. k. { nr. Ik.
i AR, £ Yoo
178—185 6 233 63 276 115 l 338 179
186 8 234—235 64 277 117 339—340 | 183
187—188 9 286— 287 66 Ll OT8 118 || 341—342 184
189—190 10 238 —239 67 279 122 || 343—344 [ 186
191—192 11 240 72 280—282 123 || 345—346 | 187
193—195 12 241 73 283 124 | 347 189
196 13 242—243 74 284—285 125 | 348 194
197 14 244 76 286—287 126 349 195
198—199 15 245 78 288 138 350 | 196
200 16 246 80 289—291 139 351 198
201 22 247 81 292 140 || 352—353 | 200
202 23 248 83 293 141 354 202
203 24 249 86 294 146 355—356 | 208
204—206 26 250 88 295—296 147 || 357—358 | 210
207 28 251—252 90 297 149 | 359—360 | 211
208 30 253-—254 91 298-—301 150 [ 361—362 | 212
209 31 2565, 92 302—308 151 363—364 | 213
210 38 256 93 309—312 152 365 ’ 214
21 40 257—258 94 313—316 154 366 | 216
212 42 259-—261 95 317—319 155 367 I 218
213 44 262—264 96 320—322 156 | 368 229
214—218 45 265 97 323—324 159 | 369 [ 230
219220 46 266 99 325 162 370 238
221—222 49 267 102 326—327 168 371 240
223—224 50 268 103 328—329 169 372 241
25 52 269—270 106 330—331 170 373 242
226-—-228 55 271 107 332 171 || 374—376 | 243
229 58 272 110 333 172 | 377 245
230 59 273 112 © 334 173 i 378—379 | 246
231 60 274 113 335—336 176 ||
232 61 275 114 337 Ao 1Z8 R
Geomeetrilised kohad.
I
Geom. koha nr. 1k. Geom. koha nr. 1k. ” Geom. koha nr. 1k.
i
X 2l : 5 1 I A a2 0 - e NS
XII {#519 XXIHI—XXV {70 ‘ XXXVIII—XL 162
XHI—XIV 20 XXVI—XXvVII | 71 | XLI—XLII 163
XV 48 XXIX—XXX 72 XLIII 239
XVI 49 XXXI {73 XLIV 240
XVII 65 XXXI—XXXII | 79 |
XVII—XX 68 | XXXIV—XXXV | 83 |
XXla—XXIIb 69 | XXXVI—XXXVII | 84 |
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nr.

100
101—102
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105
106—111
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120—124
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128
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130—131

132

133

134

135

136

1k.

98
125
128
164
165
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167
168
186
187
188

189, 250
191
191, 248
192
193, 247

193
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Konstr. ‘ k.
nr.
137 194, 251
138 55208
130140 7L 216
14114257552 217
143 el is
144 [ 240
145—146 | 242
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148 | 244, 248
148’ 251
149 244, 247
150 244
151 247
152—153 248
154 252
154 251
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XIT

X111

X1V
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§
§

§
g
§

R N R 107 17 17 D7 1717 B ~ WY P17 17 S 707 197

95.
96.
97.
98.
99.
100.
101..
102.
103.

peatiikk. Ruumi jaotamine. Hulktahukad

104.
105.
106.
107.
y 108.
109.
110.
111.

Punkti ja sirge, punkti ja tasapinna vastastikune asend .
Ruumigeomeetria aksioomid S S N SO
Kahe sirge vastastikune asend . . .

Sirge ja tasapinna vastastikune asend .

Kahe tasapinna vastastikune asend .

Kolme tasapinna vastastikune asend
Konstruktsiooniilesanded  stereomeetrias s
Lihtsamad sirgete geomeetrilised kohad ruumis

“Paralleelprojektsioon .

Ruumi jaotamine tasapmdadega
Kahetahuline nurk L
Kolmetahuline nurk

Hulktahuline nurk

Tetraeeder 5

Hulktahukas

Suunaga kolmetahulised nurgad
Tetraeedri omadusi i

eatiikk. Sirgete ja tasapindade vahelised nurgad. Ristuvus

112.
143.
114.
115.
116.
17
118.
119

120.
121.
122.

Kahe kiivsirge vaheline nurk

Sirge ja tasapinna ristuvus . :
Konstruktsioonid ja geomeetrlhsed kohad .
Ristprojektsioon ; Lo

Sirge ja tasapinna vaheline nurk .

Kahe tasapinna vaheline nurk. Ristuvad tasapmnad
Konstruktsioone 2
Uldine markus sngete Ja tasapmdade paralleel%use%t ja
ristuvusest Rl e
Kahe kiivsirge vaheline viikseim kaugus

Tetraeedri korguste omadusi .

Erikujulised ro6ptahukad ja tetracedrid

peatiikk Kera. Geomeetrilisi kohti .

128.

. Definitsioonid. Kera loikumine sirgega ja tasapmnaga A
. Kahe kera vastastikune asend ;
. Pohilised punktide geomeetrilised kohad ruumis .
. Muid geomeetrilisi kohti e
. Tetraeedri iimber kujundatud kera, sisse kujundatud kera

ja kiillge kujundatud kera .
Koonus ja silinder kui gcomeetnhsed kohad

OOl U1 W

10

16
18
19
21

24

24
26
21
29
31
32
36
39

42
43
46
49
52
54
56

57
58
59
60

63
63
66
68

75
79



XV peat

P77

XVI peat

XVII peat
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XVIII peat

§ 155.
§ 156.
§ 157.
§ 158.
§ 159.
§ 160.
§ 161.
§ 162.
p

XIX

129.
130.
§ 131.
§ 132.
§ 133.
§ 134.

163.
164.
165.
166.
167.
168.
169.
170.
171.

itk ke oKunmdite vordsis ' St 0 LSRR pia
Kolmetahuliste nurkade vordsuse tunnused

Taisnurksete kolmetahuliste nurkade vordsuse tunnusedv:

Konstruktsioone

Tetraeedrite vordsus . i (8
Mistahes kujundite vordsus _ .
Kujundite vordsuse kaks liiki

it k k. Liikumine ja siimmeetria

. Liikumise moiste .

Peegeldumine tasapmnast

. Liike; poore" . - RGP
£ Peegeldumme punk’nst pﬁérdepeegeldus

Liikumine paralleelselt tasapinnaga .

. Piisipunktiga liikumine

. Vintnihe. Liikumiste liigitelu

. Siimmeetria

. Tetraeedrite ja rooptahukate siimmeetria

it k k. Sfddrigeomeetria

. Algmoisted

. Sflaarilised hulknurgad S

. Kaarte ja nurkade vordsus ristuvus

. Sfddrigeomeetria seos muhlgeomeetriaga

. Sfaarilised kolmnurgad ja nende omadused
. Kera viikeringid >
. Kahe ringi vastastikune ‘asend keral

. Punktide geomeetrilised kohad keral

. Konstruktsioonid keral

. Vordsus ja liikumine keral

. Sfddrilise hulknurga pindala

it k k. Homoteetsus ja sarnasus

Homoteetsuse definitsioon ja omadused
Sarnasustelg. Sarnasustasapind .

Kerade sarnasuskeskpunktid ja sarnasu§te11ed
Nelja kera sarnasustasapinnad A
Konstruktsioone

Ortotsentrilise tetracedri omadusi

Kahe kujundi sarnasuse iildjuhtum .

Sarnasuse kaks liiki . Fasind,
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