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Liihikokkuvote

Bakalaureuset6os vaadeldakse lineaarse Caputo murrulise tuletisega diferent-
siaalvorrandi Cauchy iilesande ligikaudset lahendamist. Ulesanne teisenda-
takse teist liiki Volterra integraalvorrandiks, mis lahendatakse lineaarsplai-
nidega kollokatsioonimeetodil. Leitakse veahinnang, mida vorreldakse numb-
riliste naidetega.
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LINEAR SPLINE COLLOCATION METHOD FOR SOLVING
DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH THE CAPUTO
FRACTIONAL DERIVATIVE
Bachelor thesis

Voldemar Kirss

Abstract

In this bachelor’s thesis, we study the approximate solution of a linear initial
value problem involving a Caputo fractional derivative. The problem is trans-
formed into a Volterra integral equation of the second kind, which is then
solved using a collocation method based on linear splines. An error estimate

is derived and validated through numerical experiments.
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Sissejuhatus

Kiisimus murruliste tuletiste olemuse kohta tekkis juba diferentsiaalarvutuse
varajases arengujargus. Kulus peaaegu 2 sajandit enne kui Georg Friedrich
Bernhard Riemann ja Joseph Liouville 19. sajandi keskel andsid murrulise
tuletise definitsiooni. Aja jooksul on murruliste tuletiste teooria arenenud
ja murrulised tuletised leiavad tdnapéaeval rakendust paljudes valdkondades.
Uks enimkasutatavaid murrulise tuletise definitsioonidest on Michele Capu-
to poolt aastal 1967 sisse toodud definitsioon, mis kujutab endast teatavat

modifikatsiooni Riemanni-Liouville’i murrulise tuletise definitsioonist.

Kéesolevas bakalaureusetoos tutvustatakse lithidalt Riemanni-Liouville’i ja
Caputo murruliste tuletiste moisteid ning vaadeldakse diferentsiaalvorrandi

algtingimusega iilesannet kujul

(Deapy)(t) +d(t)y(t) = f(t), 0<t<b, b>0,

y(0) = o,

kus 0 < o < 1, —00 < yp < 00 on antud arvud ja d = d(t) ning f = f(t) on
antud funktsioonid, D¢,y on otsitava funktsiooni y = y(t) a-jéirku Caputo
murruline tuletis. Ulesanne teisendatakse teist liiki Volterra integraalvorran-

diks, mis lahendatakse kollokatsioonimeetodiga kasutades lineaarsplaine.

Bakalaureuset66 koosneb neljast osast. Esimeses osas tuuakse sisse vajali-
kud moisted ja kirjeldatakse vaadeldavat diferentsiaalvorrandit. Teises osas
kirjeldatakse lineaarsplaine ja kollokatsioonimeetodit. Kolmandas peatiikis
uuritakse meetodi koondumist ja koondumiskiirust. Neljandas peatiikis tes-
titakse bakalaureusetoos saadud teoreetilisi tulemusi konkreetsete naitiilesan-
nete lahendamisega. Lisas on toodud Pythoni programmi kood, mida kasutati

numbriliste eksperimentide l&dbiviimiseks.
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1 Caputo tuletis

Selles peatiikis esitame Caputo murrulise tuletise moiste ning toome sisse
Caputo murrulise tuletisega diferentsiaalvorrandi algtingimusega iilesande,

mida hakkame lahendama. Jargnev kisitlus tugineb artiklile [1].

1.1 Eelteadmised

Tahistame tdhega N naturaalarvude hulka ja tdhega R reaalarvude hulka,
kusjuures edaspidisel funktsioonide uurimisel piirdume reaalarvuliste vair-
tustega. Olgu C|a,b] 16igus [a, b] pidevate funktsioonide hulk ning C™[a, b

16igus [a, b] m-korda (m € N) pidevalt diferentseeruvate funktsioonide hulk.

Hulk Cfa, b] on Banachi ruum normiga ||z|| = max,<¢<p |2(¢)|, kus z € Cla, b].

Definitsioon 1. Euleri gammafunktsioon I' = I'(4) on funktsioon kujul
') = / e ¥ lds, 0< 6 < o0.
0

Definitsioon 2. Olgu 0 < § < oo mingi positiivne reaalarv. Riemanni-
Liouville’i 6-jérku integraaloperaatoriks nimetatakse operaatorit .J°, mis seab

igale funktsioonile y € C[0, b] vastavusse funktsiooni J%y valemiga

1

(Joy)(t) = W/o (t—s) ty(s)ds, 0<t<b. (1.1)

Kuna J% on muutuja ¢ funktsioon, siis teda nimetatakse ka Riemanni-

Liouville’i murruliseks integraaliks.

Kui § = 0, siis definitsioon (1.1) ei ole rakendatav, sest gammafunktsioon

I'(9) pole méédratud 6 = 0 korral ja integraal fot(t — 5)°~1y(s)ds hajub. Seega



kui 6 = 0, siis defineerime J° iihikoperaatorina:
(Soy)(t) =y(t), 0<t<b, yeC[0b.

Definitsioon 3. Olgu 0 < o < o0 ja m = [«| ehk m on vdhim téisarv, mis
on suurem voi vordne arvuga «. Funktsiooni y € C|0, b] Riemanni-Liouville’i
a-jarku murruline tuletis D%,y kohal ¢ € (0,b] defineeritakse valemiga

dm

(Drey)(t) = 2 (T y)(b),

kus J™~ %y on integraaloperaator (1.1). Kui m — a = 0, siis on tegu iihik-

operaatoriga.

Riemann-Liouville’i murrulise tuletise saab esitada ka operaatorite kaudu

D%, =DmJm a>0,m=[al.

Siin operaator D osas moeldakse diferentseerimise operaatorit, mis igale di-

ferentseeruvale funktsioonile y = y() punktis ¢ seab vastavusse tema tuletise

y' ehk (Dy)(t) = Ly(t). Seega D™ =D...D, m € N.

Olgu a > 0 ja m = [«]. Siis 6eldakse, et

s/, 0<s<b (1.2)

on funktsiooni y € C™1[0, ] Taylori (m — 1)-jirku poliinoom punktis 0.

Definitsioon 4. Olgu a > 0,m = [«],y € C™10, b]. Funktsiooni y Caputo

a-jarku murruliseks tuletiseks D¢,y kohal ¢ € (0, b] nimetatakse funktsiooni



y — T—1y a-jarku Riemanni-Liouville’i tuletist (D%, (y — Tm-1y))(t):

(Deapy)(t) = (Dgp(y = T-1y))(t), 0 <t <.

[0}

Vastavat operaatorit D¢,

nimetatakse a-jarku Caputo murrulise diferent-
seerimise operaatoriks. Sarnaselt Riemanni-Liouville’i murrulise diferentsee-

rimise operaatorile on o = 0 korral loomulik defineerida
(Deapy)(t) = y(1).
Kui @« =m € N jay € C™[0,b], siis D"T,,_1y = 0, millest jareldub, et
Depy =D"(y — Trry) = D™y — DTy = D™y

ehk taisarvulist jarku Caputo tuletis langeb kokku vastava tavatuletisega.
Esitame ka moned vajalikud funktsionaalanaliiiisi moéisted ja tulemused (vt

2]).

Definitsioon 5. Hulka £ C X nimetatakse pohihulgaks normeeritud ruumis

X, kui span(E) = X ehk hulga E lineaarne kate on koikjal tihe.

Definitsioon 6. Oeldakse, et operaatorite jada A, : X — Y koondub punk-

tiviisi ehk koikjal ruumis X, kui iga x € X korral jada A,z koondub ruumis

Y.

Olgu X,Y normeeritud ruumid iile sama korpuse. Téahistame siimboliga
L(X,Y) hulka, mis koosneb koigist pidevatest lineaarsetest operaatoritest

ruumist X ruumi Y.

Teoreem 1. (Banach-Steinhausi teoreem). Olgu X,Y Banachi ruumid ning



E pohihulk ruumis X. Jada A, € L(X,Y) koondub punktiviisi operaatoriks
Ae L(X,)Y) (st Apx — Az iga v € X korral) parajasti siis, kui

1. dM € R, HAnHL(X,X) < M Vn € N,

2. Apx — Ax, Yo € E.

1.2 Caputo tuletisega vorrandi Cauchy iilesanne

Vaatleme Caputo tuletisega diferentsiaalvorrrandi Cauchy tlesannet, mis on

kujul

(Déapy)(t) +d(t)y(t) = f(t), 0<t<b, b>0, (1.3)

y(0) = vo, (1.4)

kus 0 < o < 1, —00 < yp < 00 on antud arvud ja d = d(t) ning f = f(t) on
antud funktsioonid. Otsitava funktsiooni a-jarku Caputo murruline tuletis
on D%apy.

Ulesande (1.3)-(1.4) lahendite kirjeldamiseks defineerime funktsioonide hul-
ga C?7(0,b], kus ¢ € N ja v € (0,1) on vaadeldavat funktsioonide klassi
iseloomustavad parameetrid. Tapsemalt, C%(0,b] on selliste funktsioonide
u = wu(t) hulk, mis on pidevad 16igus [0, b] ja ¢ korda pidevalt diferentseeru-

vad poolloigus (0, b] ning mille korral

WO < et 0<t<h i=1.0,

kus ¢ on mingi positiivne konstant.

Paneme téhele, et kehtib C?[0,0] < C%*(0,b] iga ¢ € N ja iga v € (0,1)

korral.



Jargnev teoreem on voetud artiklist [1].

Teoreem 2. Olgu 0 < o < 1,40 € R. Olgu d, f € C[0,b]. Siis on iilesanne
(1.3)-(1.4) diheselt lahenduv ja tema lahend y € C|0,b] ning D,y € C[0,b].

Kuid, f € C**[0,b],0 < pu < 1, siis dilesande (1.3)-(1.4) lahend y ning tema
Caputo  murruline  tuletis D,y  kuulwad hulka  C*¥(0,0], kus

v = max{l — o, pu}. Kui d,f € C?[0,b], siis y ja D¢,y kuuluvad hulka
C*"(0,b], kusv=1— .

Laheme vaadeldavalt diferentsiaalvorrandilt iile Volterra teist liiki integraal-

vorrandile.

Kui 0 < v < 1 (vt [3], Teoreem 3), siis y € C[0, b] korral
(J*Deapy)(t) = y(t) —y(0), 0<t <D,

kus J“ on Riemann-Liouville’i integraaloperaator. Rakendades seda operaa-

torit vaadeldava diferentsiaalvorrandi molemale poolele, saame vorduse
y(t) —yo + (J(d-y)(t) = (J*f)(?).
Néeme, et iga t € [0, b] korral

y<t>——% [ e= o aoes i+ s [ =0 e
— ald() L t — ) f(s)ds
/o (S)ds+yo+m/0(t ) f(s)d
/OK (s)ds + g(0),

kus
(t—s)*"td(s)

K(t7 8) == F(Oé) ’

(1.5)



g(t) = yo + F—/o (t — 5)* "1 f(s)ds. (1.6)

Saadud vorrand

y(t) = / K(t, s)yy(s)ds + g(t), 0<t<b (L.7)

on Volterra teist liiki integraalvorrand otsitava funktsiooni y = y(t) suhtes.

Saadud integraalvorrand on samavadrne tilesandega (1.3)-(1.4).
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2 Kollokatsioonimeetod

2.1 Gradueeritud vork

Olgu n € N ning vaatame 16igul [0, b] vorku

An = {to,tl, ,tn\O =<t <..<t,= b}

Punktid tg, t1, ..., t, on vorgu A,, sdlmed. Nad méaravad 16igu [0, b] osaloiku-
deks [t;—1,t;] (i = 1,...,n) nii, et [0,b] = U}, [ti—1,t;]. Olgu vork A,, selline,

et

ti:b(3> Ci=0,1,..,n. (2.1)

n

Parameeter » > 1 néitab vorgu ebaiihtlust. Kui » = 1, siis on tegu iihtlase
vorguga, sest solmed avalduvad kujul ¢; = ih,2 = 0,1,...,n, kus h = % on
iga osaloigu [t;_1,t;] (i = 1,...,n) pikkus. Kui r > 1, siis paiknevad vorgu
A, solmed tihedamalt 16igu [0, b] vasaku otspunkti 0 ldheduses. Sellist vorku

nimetatakse gradueeritud vorguks.

Punktide t; ja t;_; vaheline kaugus t; — t;_; on osaldigu [t;_1,t;] pikkus.

Té&histame h,-ga maksimaalse osaloigu pikkuse:

hn = Imax (tz — ti—l)'
i=1,...,n

Osutub, et kui n — oo, siis vorgu A,, punktide (2.1) korral h,, — 0. Toepoo-
lest




Jarelikult

b
hy, = max (t; —ti1) < N 0, kui n — oo. (2.2)
i=1,..., n n

2.2 Lineaarsed baassplainid

Olgu l6igul [0, 8] antud vork A,,n € N. Olgu ¢; : [0,0] = R (i =0,1,...,n)

funktsioonid, mis on defineeritud jargmiselt:

Lot kui tg <t <ty
po(t) = ¢ 17 (2.3)
0, t, <t <b,

Pl kuit, o <t <t

ti—ti—1’
pilt) = § 225, kit <t <ti,i=1,..,n—1, (2.4)
0, mujal ,

St - kit <t <t
tn—tn_1’ n—1 >0 > ln,

Pn(t) = ' (2.5)
0, 0<t<t,_1.

Valemitega (2.3)-(2.5) defineeritud funktsioonid on lineaarsplainid, sest nad
on igas osaldigus [t;_1t;] (¢ = 1,...,n) esimese astme poliinoomid ja nad on
pidevad kogu 16igus [0, b]. Funktsioonide g, ¢; (i = 1,...,n—1), ¢, graafikud

on esitatud Joonisel 1.

Funktsioonide (2.3)-(2.5) puhul saame i, j = 0, .., n korral, et

1, kuii=j
wi(ty) = (2.6)
0, kuii# 7.
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0h 4 tn, =10 00ty & tis1 t,=b

0

Joonis 1: Funktsioonid ¢g(t), wi(t) ja @n(t).

On ka lihtne ndha, et funktsioonid ¢, @1, ..., @, on lineaarselt soltumatud

16igus [0, b]. Toepoolest, vordus

agpo(t) + arpr(t) + ... + appon(t) =0, Vt €0,0], (2.7)

saab kehtida ainult siis, kui koik kordajad ay, ..., a, on vordsed nulliga.

Nimelt vottes seoses (2.7) t = ty, saame (2.6) pohjal

ao@g(to) + CL1(,01<t0) + ...+ CLnQOH(to) = Aap " 1+ ap - 0+...+ Qp * 0=0

ehk ag = 0. Vottes seoses (2.7)t =t; (i=1,...,n),saamea; =0 (i = 1,...,n).
Jarelikult vordus (2.7) kehtib ainult juhul, kui

ap=a; =...=a, = 0.
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2.3 Kollokatsioonimeetod

Vaatleme integraalvorrandit

y(t) = g(t) + /OtK(t, Sy(s)ds, 0<t<b, (2.8)

kus y = y(t) on otsitav ning ¢ ja K on funktsioonid, mis on defineeritud

vastavalt valemitega (1.6) ja (1.5).

Olgu 16igul [0,b] antud vork A, (n > 2) ja olgu ¢; (j =0, ...,n) valemitega
(2.3)-(2.5) defineeritud lineaarsplainid. Vorrandi (2.8) lahendile y(¢) otsime
ldhendit kujul

n

un(t) = cjps(t), 0<E <D, (2.9)

=0
kus ¢; (j = 0,...,n) on konstandid, mis tuleb leida. Nende leidmiseks ase-
tame y,(t) vorrandisse (2.8) otsitava y(t) kohale ning noéuame, et vorgu A,

solmedes t; (i =0, ...,n) kehtiksid vordused

yn(t;) = g(t;) + /0 i K(t;, 8)yn(s)ds, 1 =0,...,n. (2.10)

Need seosed saab definitsiooni (2.9) tottu kirjutada kujul

Zn; cip;(ti) = g(t:) + z} (/Ot K(t;, S)(,oj(s)ds) ¢, i=0,..,m.

Jj=

Saadud vordused kujutavad endast lineaarset algebralist vorrandisiisteemi

suuruste ¢y, ..., ¢, leidmiseks, mille tdnu omadusele (2.6) saame esitada kujul

[ g(tl) =+ Zkijcj, Z = 0, N,
7=0
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kus

Et

QOO(t) = O,kui t 2 tl,

0;(t) =0,kul t ¢ (tj_1,t41), 5 =1,....,n—1,

on(t) =0,kui t <t, 4,

siis saame suuruste k;; leidmiseks jargnevad valemid.

Kui 7 = 0, siis kgp = 0 ning

t1— s
10—/ K (t;, s)— ds, i=1,..,n.
t—to

Kui 7 = 7, siis

Kui i — 1> j, siis

ti+1 tilq —
ki; / Kt“s fi- 1ds+/ K(ti,s)LSds, i=2,..,n, j=1,..
t

. t;—t; 1 ) ti1—t

Kui 7 < 7, siis
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3 Kollokatsioonimeetodi koonduvus

3.1 Uleminek operaatorvorrandile

Volterra integraalvorrandit (2.8) saab Banachi ruumis C'[0, b] vaadelda operaator-

vorrandina

y=g+Ty, (3.1)

milles g on funktsioon kujul (1.6) ja operaator 7' : C[0,b] — C10,b] on

defineeritud seosega
t
- / K(t, s)y(s)ds, 0<t<b, (3.2)
0

kus K (t,s) omab kuju (1.5). On lihtne néha, et operaator T on lineaarne.

Toepoolest, kui y, z € C[0,b] ja A,y € R, siis

(T(A\y +v2))( / K(t,s)(\y(s) +vz(s))ds

—)\/Kts ds—l—v/Kts

— ANTy)(t) +(T=)(t), 0<t<b.

Operaator T': C[0,b] — C10,b] on kompaktne. Téepoolest, integraaloperaa-
tori T tuuma K (¢, s) saab esitada kujul

(t—s)*td(s)  Ko(t,s)

K(t,s) = — — <t<b
EI= =Ty G S0
kus f = 1 — «a ja Koy(t,s) = lilgz)). Et 0 < a <1,slis 0 < f < 1 ning

et Ko(t,s) on pidev, siis on tuum K (¢,s) norgalt singulaarne ning vastav

integraaloperaator 7' on samuti norgalt singulaarne ja norgalt singulaarsed
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integraaloperaatorid on kompaktsed (vt [2], 1k 215).

Et integraaloperaator 7' on norgalt singulaarne, siis homogeensel vorrandil

y = Ty on ainult null-lahend (vt [6], 1k 18-19).

Analoogiliselt t66dega |5, 4] toome sisse operaatori P, : C[0,b] — C]0,b],
n € N, mis seab suvalisele funktsioonile ruumist C[0, b] vastavusse funktsioo-
ni:

(Pay)(t) = Zy(tj)%(t), 0<t<b, (3.3)

kus ¢; (j =0,...,n) on lineaarsplainid (2.3)-(2.5). Jargnevalt esitame moned

valemiga (3.3) defineeritud operaatori P, olulisemad omadused.
Operaator P, on lineaarne. Toepoolest, kui y, z € C[0,b] ja A,y € R, siis

n

(Pahy +72))(1) = Y (My(ty)e;(8) + 72 (t;)e; (1)

— Z y(t)e;(t) + 7 Z 2(t;);(t)

= APay)(t) +7(Paz)(t), 0<t<b.

Jargnevalt veendume, et operaator P, : C[0,b] — C]0,b] on tokestatud ehk
iga y € C[0,b] korral ||Py||crop < cl|yllcps, kus ¢ € R on mingi konstant.
Toepoolest, kui y € C10, b], siis

n

> ulty)ei(t)

< t) o (t
< max 2 ly(t;)|e;(t)

P, —
e max

n

< lsllesn max >~ (0
) ]:0

= [|yllefo.y-

17



Seega P, € L(C|0,b],C[0,b]) ja

1 Pullzciom,cop <1, n€N. (3.4)
Operaatori P, definitsiooni (3.3) ja omaduse (2.6) tottu saame

(Puy)(ti) = Zy(tj)%(ti) =y(t), i1=0,1,...n. (3.5)

Seega iga y € C[0,b] korral

n

(BXy)() = (Pa(Pay))(t) = Y (Pay)(t;)05 (1)

= ylt))e;(t) = (Py)(t), 0<t<b,

j=0

mis tihendab, et P2 = P, ehk P, on projektor ning jérelikult kehtib
HPnHL(C[O,b},C[O,b]) > 1,n € N (|2], Ik 259). Et samuti kehtib (3.4), siis

|1 PollLicop.co =1, n=1,2,... .

Samuti selgub, et P,y = 0 parajasti siis, kui y(¢;) = 0 iga i = 0, ..., n korral.

Toepoolest, olgu P,y = 0, kus y € C[0,0]. Siis (P,y)(t;) =0igai=0,...,n
korral. Omaduse (3.5) tottu (P,y)(t;) = y(t;)) = 0 ehk y(t;) = 0 iga
i = 0,...,n korral. Teistpidi, kui y(¢;) = 0 iga ¢ = 0,...,n korral, siis saa-

me otse definitsioonist (3.3), et P,y = 0.

Niisiis kollokatsioonitingimused (2.10) on samavéérsed noudega
P.(yp—g—Ty,) =0 (3.6)
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ja operaatori P, lineaarsusest ning vordusest P,y, = vy, saame

Jérgneva teoreemi toestuse voib leida raamatust [5], Ik 59.

Teoreem 3. Olgu T lineaarne kompaktne ehk tdielikult pidev operaator Ba-
nacht ruumis E. Homogeensel vorrandil y = Ty olgu vaid null-lahend y = 0.
Projektorid P,(n = 1,2, ...) koondugu n — oo korral punktiviisi ihikoperaa-
toriks:

Py —y, kuin— oo (Yy€E). (3.8)

Siis vorrand (3.1) on iga g € E korral tiheselt lahenduv ning leidub selline
no, et n > ng korral on ka vorrandid (3.7) theselt lahenduvad. Vorrandite
(3.7) lahendid y,, koonduvad n — oo korral vorrandi (3.1) lahendiks y ning

kehtib veahinnang
lyn = ylle < clly — Paylle, n = no, (3.9)

kus konstant ¢ ei soltu arvust n.

3.2 Koonduvushinnang

Olgu antud valemi (3.3) abil médratud operaatorid P,(n > 2) ning olgu

y € C*0,b]. Leiame {ilemise tokke suurusele maxep) [y(t) — (Pay)(t)].
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Olgu t e [tzfl,tl](l = 1, ,Tl) Siis

ly(t) = (Py)(1)]

ly(t) — y(ti1) i1 (t) — y(t:)ei(t)]

Li-1)+1 —1 t—ti 1
£) —y(tig) —DTL T,
¥ —ul l)t(i—l)—i-l — i vl )ti_ti—l
t—ti_l t_ti—l
) —y(tiq) |1 — —y(t;
(0 = ylti) [ 1= =] = e =
y(ti) —y(tiza
ol0) =yt 2) — (¢ = 1) =YD

Lagrange’i keskvéértusteoreemi pohjal on olemas selline £ € (¢;_1,t;), et

/ y(ti) —y(ti—1)
y'(&) = B

Et y € C1[0,b], siis voime selle kirjutada Taylori valemi abil kujul

y(t) =y(ti) +y' ()t —ticr), € (tia,t).

Seega iga t € [t;_1,t;] jai=1,...,n korral

ly(t) — (Pay) ()| = |y(t) — y(ti-1) — (¢ — ti1)

y(t:) — y(ti-1)
ti —ti

= ly(tic1) +y' (M)t —tioa) —y(tica) — ¥ ()t — tia)]

= (n) —y' ()t —tiz1)]
<Ily'(n) =y (It — tia|

<9 "(t)|h,,
< gne[%ly()l

<9 ") |brn~!
< tme[%!y()\m :
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millest jéreldub, et

t)— (Py) ()] < ent
max |y(t) — (Pay)(B)] < en™,
kus ¢ = 2maxsep ) |/ (t)|br. Niisiis, kui y € C1[0,b], siis leiab aset koondu-
mine
Iy = Patlcton = ma ly(®) — (Pay)(®)] = 0, ki o
Kuna kehtib vorratus (3.4) ja C'[0,b] on koikjal tihe ruumis C10,b], siis
Banach-Steinhausi teoreemi (Teoreemi 1) pohjal saame, et iga y € C|0, ]

korral

1y — Paylleros — 0, kui n — oo. (3.10)

Sonastame ja toestame teoreemi ldhendi iihesuse ja koonduvuse kiiruse kohta.

Teoreem 4. Vaatleme tlesannet (1.3)-(1.4), kus o € (0,1),d, f € C|0,].
Siis tlesandel (1.3)-(1.4) leidub parajasti ks lahend y € C[0,b]. Olgu kollo-
katsioonimeetodis (2.9)-(2.10) aluseks gradueeritud vork

A, (n > 2), mille solmed on kujul

ti:b(l> , 1=0,1,...,n, r>1.
n

Siis leidub ng € N nii, et n > ng korral on tlesande (1.3)-(1.4) lahendile
y € C[0,b] kollokatsioonimeetodiga (2.9)-(2.10) leitud lihsilahend y,, € C10, b|

tiheselt madratud ning leiab aset koondumine

max |y, (t) —y(t)| = 0, kui n — oc. (3.11)
t€[0,0]
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Kui d, f € C**(0,0], u € (0,1), siis kehtib hinnang

nTr) ki 1 << 2
— 1-v?

ma [y, (1) — y(t)] < ¢ (3.12)

t€[0,b _ .
(0.2 n=2, kui r > %,

kus v = max{1—«, u}, ¢ on mingi positiivne konstant, mis ei soltu suurusest

n, n > ng.

Toestus. Teoreemi viide, et iilesandel (1.3)-(1.4) on iiks lahend y € C[0, ],

tuleb Teoreemist 2.

Jargnevalt néitame, et kollokatsioonimeetodiga (2.9)-(2.10) leitud lahisla-
hend y,, € C[0,b] on iiheselt maaratud ja kehtib koondumine (3.11).

Teisendame iilesande (1.3)-(1.4) kujule (2.8) ning kirjutame vorrandi (2.8)
projektori P,(n € N) abil kujul

yp = P,g+ P, Ty,, (3.13)

milles 7" on defineeritud valemiga (3.2).

Et operaator T : C[0,b] — C]0,b] on lineaarne ja kompaktne, vastaval ho-
mogeensel vorrandil y = Ty on ainult null-lahend ja kehtib koondumine
(3.10), siis kehtivad koik Teoreemi 3 eeldused. Selle pohjal leidub selline
no € N nii, et n > ny korral on vorrand (3.13) iiheselt lahenduv. Kehtib

veahinnang

iy = Yllcpg < clly — Payllcpy, n > no, (3.14)

kus y € C'[0,b] on iilesande (1.3)-(1.4) lahend ja ¢ on mingi positiivne kons-
tant mis ei soltu suurusest n. Koondumine (3.11) tuleb tulemustest (3.14) ja

(3.10).
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Eeldame, et d, f € C?#(0,b] ja niitame niiiid, et kehtib hinnang (3.12). Selle
niitamiseks tugineme Teoreemist 2 jirelduvale viitele, et y € C%¥(0,b], kus
v = max{1l — «, u}. Vaatame kéigepealt juhtu, kui ¢ € [0,¢;]. Et ldhend y,(t)
on lahendit y(¢) punktides t, = 0 ja t = t; interpoleeriv funktsioon, siis

saame kirjutada

Yn(t) — y(t) = y(0)po(t) +y(t1)ea(t) — y(t)

t—t t—0
= y(0 t —y(t
y( )t1_0+y(1)t1_0 y(t)

_ y(O)t =) +y(t)t — y(D)h
t1
_yO)(t =) +ylt)t —y@t +y)t —y@)t
1

(t1 —t)(y(0) —y(#)) — t(y(t) —y(t1))

L () — y(t).

) — —
ty ty

Et lahend y € C?%(0,b], siis saame ¢ € [0,t;] korral vea y,(t) — y(t) esitada

kujul

Seega 16igul [0, ¢1] on maksimaalne viga v, () — y(t) hinnatav jargmiselt

t [h th—t [*
r / y(s)ds — 2 / o (s)ds
t1 ‘ t1 0

t1 t
< max ( [ wias+ ry'<s>rds), |
t

T te[0t

ma; n(t) —y(t)] = ma
e |y (t) — ()] nax,
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Et y € C*7(0,b], siis |¢/(s)] < ¢;87%, kus ¢; on mingi positiivne konstant.

Jarelikult

t1 t t1 t
max (/ |y’(s)|ds—i—/ |y’(s)|ds) < max (/ cls”ds+/ clg”ds)
t€[07t1] t 0 te[O,tl] 0 0

8171/ t1 8171/ 3
= 2¢; max +
o] \1—=v |, 1—v|,
tl*ll tl—l/
tefoty] 1 —v
t].—l/
< 4
1—v
PG
1—v n
1—v
_ 401[) —r(l1-v) __ CQn—'r(l V)
1—v ’
(3.15)
kus ¢p = % on positiivne konstant.

Jargmisena olgu ¢ € [t;—1,t;] (i = 2,...,n). Vahe y,(t) — y(t) saame timber
kirjutada kujul (vt [7], 1k 17)

yn(t) —y(t) = (t = tia)(t — ta),
kus € € (t;_1,t;). Bt y € C*¥(0,0], siis
()] <& <t €€ (i t), =2, .0

Et ¢ >t;_1 jav € (0,1), siis —v — 1 < 0, ning seetdttu 771 <t

Liiget (¢t — t;_1)(t — t;) saame ilevalt hinnata lilkmega W See tuleb

sellest, et poliinoomi (¢t — t;_1)(t — ;) ekstreemumkoht on kohal “=1*% ja

24



seega

(ti —tic1)(tics — ;)
4
(t; — ti1)?
—

tioatt tioa+t
|<t—ti_1><t—ti>|s’< 5 —ti_l)( > —ti)

Kasutades neid hinnanguid saame ¢ € [t;—1,t;] (i = 2,...,n) korral

Cgti_ljl_l (tl — ti_l)z
W) — y(t)] < :
[Yn(t) = y(0)] < —3 1

)T RO ()T
e () (5

= Syl G 1y (- 1)
= V(= 1D [ — (- )

Kasutades Lagrange’i keskvaartusteoreemi, saame leida iilemise tokke liik-

mele i" — (¢ — 1)". Nimelt leidub w € (7 — 1,7) nii, et

i —1)" =" (= (i 1) = <

Seega

C31—v, _rv—r/; r(—v=1) j2(r=1)
W) —y(t)] < =b -1 '
tég:?ffti] ‘y ( ) y( ) - 8 " (Z ) "
_ %bl—uran—TO‘ . 1)7”(—’/—1) . 2'2(7"_1)7 1= 2, ey N
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Hindame tegurit (i — 1)"*=1 . 420=D kui i = 2, ...,n. Ndeme, et
('l _ 1)7‘(—1/—1)7:2(7‘—1) — (/L _ 1)7”(—1/—1),1;27‘7:—2
. 2r . -2
— (/L _ 1)7"(—V—1),L'27‘ L= 1 /L‘—Q (. 1
1—1 1—1
. 2r . -2
_ (2 . 1)r(71/71)+27“72 L L
1 —1 1—1
. 2r—2
— (l . 1)7‘—1’1/—2 ¢
1—1

S (Z o 1)1”77‘1/72221”72.

Kasutades seda hinnangut, saame

max ’yn(t) — y(t)‘ < ﬁbl—urnﬂj—r(i o 1)r—ru—222r—2
tG[ti_l,ti} 8

=™ (i = 1) T2 =92 o,

milles ¢, = 2b17Vr2% 7% = ¢3b! V220

Kui (1 —v) —2 < 0 ehk r < 2(1 —v)7!, siis

max |y,(t) —y(t)| < can™ (i — 1) 2 <o) =2 0.
tE[ti_hti]

Teisel juhul r(1 — v) > 2 ning seetottu

max |yn(t) —y(t)] < ean™ (i — 1) 2 <en? i =20 (3.17)

te[ti,l,ti]

Hinnangutest (3.15)-(3.17) jéreldub hinnang (3.12).
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4 Numbrilised eksperimendid

4.1 Naide 1

Vaatleme tilesannet

3F(§l) 1 s

1
(Déupy)(t) +y(t) = Qﬁt2+t4+4, 0<t<1,

kus y = y(t) on otsitav funktsioon.

See iilesanne on kujul (1.3)-(1.4), kus

30(2) . 3 3
=4, dt)=1 )= —242 +¢t1 44, b=1 ==,
Yo ) ( ) ) f( ) 2ﬁ + + ) 9 14 4
Teisendame tilesande teist liiki Volterra integraalvorrandiks (2.8) ja kasutame
peatiikis 2.3 kirjeldatud kollokatsioonimeetodit 1ahendi y,,(¢) leidmiseks. Vor-
guks on gradueeritud vork A,(n > 2), kus vorgupunktid ¢; (i = 0,1,...,n)
saab esitada valemiga (2.1). Tépne lahend on y(t) = t1 + 4.

Viga ¢, on ligikaudu arvutatud jargmiselt erinevate n-i vaartuste korral:

.....

kus t;; = tj—1 + 15(t; —tj—1) ja y = y(t) on tipne lahend. Et niha, kas
teoreetiline hinnang vastab katsete tulemustele, on tabelites vélja arvutatud

vigade suhted 0, = €,,/2/¢n.
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Teoreemi 4 jargi on teoreetiline hinnang jargmine:

n~i, kuil<r<S§,

max |y, () — y(t)] < ¢
tel0] n2 kuir>8

Suhted oy peaksid olema seega r = 1 korral 21 ~ 1,19, r = 4 korral 2t = 2
ja r = 8 korral 22 = 4.

Tabel 1: Vead ja nende suhted erinevate r-i vaartuste korral

n en(r=1) On en(r=14) On en(r =28) On

4 3.160 - 10° 7.395- 1071 1.624 - 1071
8 2.360-10° 1.339 3.385-10"' 2.185 3.939-1072 4.122
16 1.814-10° 1.301 1.624-10"' 2.085 9.775-107% 4.030
32 1.423-10° 1.275 7.956-1072 2.041 2.439-10"% 4.007
64 1.132-10° 1.257 3.939-1072 2.020 6.096-10~* 4.002
128 9.113-107' 1.243 1.960-107%2 2.010 1.524-10"* 4.000
256 7.395-107' 1.232 9.775-1073 2.005 3.809-10"° 4.000

Tabelist 1 on nédha, et arvulised tulemused on kooskolas teoreetilise vea-

hinnanguga.

4.2 Naide 2

Vaatleme tilesannet

1
(Deapy)(t) + ty(t) = g F52 412, 0<t<I1,

kus y = y(t) on otsitav funktsioon. See tilesanne on kujul (1.3)-(1.4), kus

28



a = —|—5t2+tg, b=1, v=1-a.

Low=s A0 =1 )=
Teisendame tilesande teist liiki Volterra integraalvorrandiks (2.8) ja kasutame
peatiikis 2.3 kirjeldatud kollokatsioonimeetodit lahendi v, (t) leidmiseks. Vor-
guks on gradueeritud vork A, (n > 2), kus vorgupunktid ¢; (i = 0,1,...,n)
saab esitada valemiga (2.1). Arvutame ligikaudse vea ¢,, ja vigade suhted p,

erinevate n-1 vaartuste korral.

Selle {ilesande tapne lahend on

y(t) = vVt +5.

Teoreemi 4 jérgi on teoreetiline hinnang jargmine:

n~z, kuil <r <4,

max |y, (1) —y(t)] < c
tel0) n=2,  kuir > 4.

Suhted o, peaksid olema seega r = 1 korral 27 ~ 1,41, r = 2 korral 2! = 2
ja r = 4 korral 22 = 4.

Tabelist 2 on nédha, et arvulised tulemused on kooskolas teoreetilise veahin-

nanguga.
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Tabel 2: Vead ja nende suhted erinevate r-i viirtuste korral

n en(r=1) On en(r=2) On en(r=4) On

4 1.237-1071 6.193 - 1072 2.990 - 1072
8 8.756-1072 1.413 3.097-10"%2 2.000 7.645-10"3 3.911
16 6.193-1072 1414 1.548-10"2 2.000 1.939-10"2 3.943
32 4.379-107%2 1.414 7.741-1073 2.000 4.872-10"* 3.980
64 3.097-1072 1.414 3.871-1073 2.000 1.220-10"* 3.994
128 2.190-1072 1.414 1.935-10"% 2.000 3.051-10"° 3.998
256 1.548-1072 1.414 9.677-10~* 2.000 7.629-107% 3.999

4.3 Naide 3

Vaatleme tilesannet

g I'i4 11
(D)()+ #h9(0) = st 2+ 2h, 0 <e<n,
4
y(0) =2,

Teisendame tilesande teist liiki Volterra integraalvorrandiks (2.8) ja kasutame
peatiikis 2.3 kirjeldatud kollokatsioonimeetodit lahendi y,,(¢) leidmiseks. Vor-
guks on gradueeritud vork A, (n > 2), kus vorgupunktid ¢; (i = 0,1,...,n)
saab esitada valemiga (2.1). Arvutame ligikaudse vea ¢,, ja vigade suhted p,

erinevate n-1 vaartuste korral.

Selle iilesande lahendiks on

y(t) =13 + 2.
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Teoreemi 4 jargi on teoreetiline hinnang jargmine:

3r .
n"a, kuil<r< %,

max |y, (t) —y(t)] < c
el n2, kuir>?%
’ - 3

Suhted oy peaksid olema seega r = 1 korral 21 ~ 1,68, r = 2 korral
22 ~ 2,83 ja r = 4 korral 22 = 4.

Tabel 3: Vead ja nende suhted erinevate r-i véirtuste korral

n o eu(r=1) on  En(r=2) on  en(r=4) On

4 2.791-1072 2.925 - 1072 9.158 -107°
8 8.601-1073 3.245 1.955-1072 1.497 2.416-107% 0.379
16 2.300-107% 3.739 7.226-107% 2.705 1.682-1072 1.437
32 5.898-107* 3.900 2.136-107% 3.382 6.663-107% 2.524
64 1.490-107* 3.958 5.763-10"* 3.707 2.058-107% 3.238
128 3.742-107° 3.982 1.493-107* 3.859 5.683-10"* 3.621
256 9.376-107¢ 3.992 3.798-107° 3.931 1.491-10"* 3.813

Néaeme, et praktilised tulemused, mis on Tabelis 3 on paremad kui teoreetiline
hinnang. Voimalike pohjustena voib vilja tuua, et iilesande tédpne lahend

y(t) = t* + 2 on viiga sile ning teoreetiline hinnang kisitleb halvimat juhtu.
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Lisa

Pythoni kood

import math
import numpy as np

import scipy

#esialgse diferentsiaalvdrrandi antud konstandid(ndide 1)

alpha = 0.5
a=20

b=1

yO =5

#antud funktsioon f(ndide 1)
def f(t):

return np.sqrt(math.pi)/2 + b*t**2 + t**2.5

#antud funktsioon d(ndide 1)
def d(t):

return t**2
#vdrrandi tédpne lahend(ndide 1)

def tapne(t):

return t**0.5 + 5
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#teisendused volterra integraalvorrandi jaoks
def K(t,s):

return -1 * ((t-s)**(alpha-1)*d(s))/(math.gamma(alpha))

def g(t):
if t==0:
return yO
return 1/math.gamma(alpha)*integraal (lambda s:(t-s)**(alpha-1)*f(s),0,t)

+yO

#integraali arvutamine
def integraal(g,a,b):
def paris(x):
return np.real(g(x))
pdrisosa = scipy.integrate.quad(paris, a, b, points=[b])

return parisosal0]

#vdrgupunktid
def grad_vdrk(a,b,n,r):
vork = []
for i in range(n+1):
vork.append( a + (b-a)*(i/n)**r )

return vork
#lineaarsplaini phi_i va&artus kohal z

def phi(i,z):
if i==0:
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if vork[0] <= z <= vork[1]:
return (vdrk[1]-z)/(vdrk[1]-vdrk[0])
else: return O
elif i==n:
if vérk[n-1]<= z <= vérk[n]:
return (z-vdrk[n-1])/(vdrk[n]-vdrk[n-1])
else: return O
else:
if vdrk[i-1] <= z <= vdrkl[i]:
return (z - vork[i-1])/(vdrk[i]-vork([i-1])
elif vork[i] <= z <= vdrk[i+1]:
return (vork[i+1]-z)/(vork[i+1]-vork[i])

else: return O

#kordajad k_ij
def k(i,j):
if § ==
return integraal(lambda y: K(vork[i],y)*phi(0,y),vdrk[0],vork[1])
elif i == j:
return integraal(lambda y: K(vork[i],y)#*phi(j,y),vérk([i-1],vérk[i])
elif i-1>= j
return integraal(lambda y: K(vork[i],y)#*phi(j,y),vérk[j-1],vérk[j])
+integraal (lambda y: K(vdrk[i],y)*phi(j,y),vdrk[j],vdrk[j+1])
else:

return O
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#lineaarvdrrandisilisteemi kordajate maatriks
def maatriks_K(n):
M = np.zeros((n+1,n+1),dtype=float)
for i in range(n+1):
for j in range(n+1):
M[i ,j1=k(i,])
M = np.identity(n+l) - M

return M

#integraalvdrrandi vabaliikmete ilheveeruline maatriks
def maatriks_vabaliige(n,vdrk):
F = np.zeros((n+1))
for i in range(len(F)):
Fli]l=g(vorkl[il])

return F

#lineaarvorrandisiisteemi lahendamine
def lahend(kordajad,vabaliige):

return np.linalg.solve(kordajad,vabaliige)

#kordajatega c_j ligikaudse l&hendi vaartus kohal x
def ldhend(x,c_j):
summa = 0
for i in range(len(c_j)):
summa = summa + c_j[i]*phi(i,x)

return summa
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#leiame vead erinevate r-i ja n-i vaartustel
N_véddrtused = [4,8,16,32,64,128,256]
vead = []

for R in [1,2,4]:
for N in N_vé&artused:
max_viga = 0
n=N
r =R
vork = grad_vork(a,b,n,r)
vabaliige_maatriks = maatriks_vabaliige(n,vdrk)
kordaja_maatriks = maatriks_K(n)
¢ = lahend(kordaja_maatriks,vabaliige_maatriks)
t=vork
for j in range(1,N):
for i in range(11):
tij = t[j-11+i*(t[j]1-t[j-11)/10
vahe = abs(tdpne(tij)-ldhend(tij,c))
if vahe > max_viga:
max_viga=vahe

vead.append (max_viga)
esimesed=vead[0:7]

teised=vead[7:14]
kolmas=vead[14:21]
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#prindime v&lja tabeli

veerunimed = ["N", "eps(r=1)", "suhe", "eps(r=2)", "suhe", "eps(r=4)", "suhe"]

print(" ".join(f"{h:>14}" for h in veerunimed))

for i in range(len(N_vadrtused)):

if i ==
rl=r2=r3=""
else:
rl = esimesed[i-1] / esimesed[i]
r2 = teised[i-1] / teised[i]
r3 = kolmas[i-1] / kolmas[i]
row = [

f"{N_vaartused[i] :144d}",

f"{esimesed[i] :14.3e}",

f'"{r1:14.3f}" if r1 1= "" else £"{’’:14}",
f"{teised[i]:14.3e}",

f"{r2:14.3f}" if r2 != "" else f"{’’:14}",
f"{kolmas[i]:14.3e}",

f"{r3:14.3f}" if r3 != "" else f"{’’:14}",

]

print("". join(row))
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