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Saateks esimesele osale

Kaesolev Oppevahend on autorite poolt rea aastate jook-
sul THU matemaatika ja fulsika osakondade Ulidpilastele loe-
tud analiitilise geomeetria kursuse konspekti esimene osa.
Esitatud materjal uletab ulatuselt mdnevdrra fulsikute jaoks
kehtivas kdrgema matemaatika programmis anallUidtilisele geo-
meetriale pihendatud aineldigu. Matemaatikutele maaratud
téiendava programmilise materjali (projektiivse ja afiinse
geomeetria alused, ruhmateoreetiline printsiip geomeetrias)
kasitlemine on ette ndhtud konspekti teises osas.

Esimene osa on jaotatud kolmeks peatikiks, mis avalda-
takse eraldi kolmee vihikus. Esimene vihik sisaldab vektor-
algebra slstemaatilist Ulesehitust; teises vihikus vaadel-
dakse koordinaatmeetodit ja selle rakendamist sirgete ja
tasandite analiitilisel esitamisel (lineaargeomeetrla); kol-
mas vihik on piuhendatud teist jarku algebraliete joonte ja
pindade uurimisele (ruutgeomeetria) elementaarselt vaateko-
halt.

Alne kasitlemisel on pultud valtida jarsku hipet ulemi-
nekul elementaarmatemaatika moétteringist kdrgema matemaati-
ka valdkonda. Pideva Ulemineku tagamiseks ja algmdistete

ning meetodi selge omandamise huvides on konspektis osuta-
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tud aakslaaalset tdhelepanu naitlikkusele, ais valjendub en-
nekdike jooniste rohkuses ja ndidete valikus.

Aine -esitus konspektis erineb mdneti analuutilise geo-
meetria kasitlusest kaibel olevais Oplkuis. Nonda on vektor-
algebra eraldatud eslaesee sissejuhatavasse peatikki, kus-
Juures koordinaadid vietakse kasutusele alles peatiki 16pus.
Selline aaterjali paigutus avab autorite arvates reljeefse-
aalt kursuse loogilise struktuuri. EoonuselQigete teooriale
on konspektis lahenetud uudsel viisil: harilikule kasitluse-
le eelneb koonuseldigete slnteetiline (koordlnaatvaba) uuri-
mine. Niisugune korvalekalle kursuse analiitilisest laadist
valdib aine foraaalset omandamist seal, kus veel puuduvad
killaldased harjumused "adtlemiseks valealte abil".

Bleaentaarne ja piltlik k&sitluslaad peaks auutaa kons-
pekti sobivaks abivahendiks loengullse aaterjali oaandaalsel
Ja soodustaaa keskkooli I8petanu esiaest tutvumist kdrgeaa
mateaaatlkaga.

Autorid avaldavad siirast tanu dotsent tJ.Luaistele, kes
luges 1abi konspekti kasikirja ja tegi seejuures palju vaar-

tuslikke aarkusl.



I peatikk

NAITLIK TEKTOEALGEBRA
81. Algmdisted

1. Eelmzrkused,
Esimeses peatilkis vaadeldakse kaht liiki Objekts: ska-
laare ja vektoreid.

Need mdisted on tuttavad kooli fuusika kursusest. Teata-
vasti eristatakse fulsikas kaht liiki suurusi:

1) skalaarsuurused. mis on taielikult iseloomustatavad
oma reaalarvuliste vaartustega, kusjuures viimaseid saab ku-
Jutada arvsirge punktidena (skalaar - arvskaala abil kirjel-
datav suurus; nait. aeg, temperatuur, nurk, pindala, mass,
Juhtme takistus, jne.);

2) vektorsuurused. mille taielikuks iseloomustamiseks on
peale arvulise vaartuse tarvis teada veel suunda (tung, Kkii-
rus, kiirendus, elektrivdlja tugevus jne.); vektorit kujuta-
takse ""noolega”.

Kaesolevas kursuses mbistetakse skalaaride all alati re-
aalarve. Juhul, kui on tegemist muutuva suurusega, mille
vaartusi saab esitada arvskaala abil, raagitakse skalaarmuu-
tujast.

Esimeses peatikis defineeritakse rida tehteid vektorite-
ga; nende tehete omaduste uurimine moodustab vektorarvutuse

esimese osa - vektoralgebra. Et kdesolevas on vektori méa-
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ritlemlsel aluseks vdetud vektorsuuruste naitlik kujutamis-
viis, siis kbneleme naitlikust vektoralgebrast. Vektori mdis-
te abstraktne kasitlus antakse kdrgema algebra kursuses.
Vektorarvutuse teisi osi (vektoranallis, vektorvaljade teoo-
ria) vaadeldakse diferentsiaalgeomeetrias.

Margime, et vektorarvutusel on kaasaegses matemaatikas
jJa fuusikas véga lai rakendusvéali. Tektoralgebra ei kuulu
vahetult analudtilise geomeetria pdhitemaatikasse. Kuld kaes-
olevas esituses on anallitilise geomeetria kursus lles ehi-
tatud viisil, mis eeldab vektoralgebra head tundmist. Luge-
jal tuleb labi todtada ka lisatud naited, millest enamik

laiendab pdhimaterjali ja on vajalik jargneva moistmiseks.

2. Vektori mdiste.
Vektor ca sirgldik« millele on omistatud suund,
Vektori puhul kdneldakse tema sihist,
&7/ suurast ja pikkusest, samuti tema algus-
// Ja 16pp-punktist.

Vektor on taielikult médratud oma
algus- je 16pp-punktiga; s.o. jarjesta-
tud (nummerdatud) punktipaariga. Vekto-
rit alguspunktiga A ja 18pp-punktiga B
(oon. 1) tahistatakse sumboliga TE.

Joon. 1 Vektori sihi mddrab sirge, millel
asub vektor (sirge a joonisel 1), vdi mistahes sellega pa-
ralleelne sirge. Vektori suuna mddrab otspunktide jarjestus;
suunda kujutatakse noole teravikuga. Antud suund maarab ka

sihi; antud sihi korral on suuna valikuks kaks voimalust.
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Vektori JS pikkuseks nimetatakse 18igu AB pikkust.

Naide 1. Kui punkt F liigub mbdda teatud trajektoori
oon. 2), siis iseloomustab punkti kii-
rust antud hetkel vektor, mille algus-
punkt Uhtib punkti F asendiga vaadelda-
val hetkel, sihi mddrab trajektoori puu-
tuja, suuna - punkti liikumise suund
(puutuja liikumisesuunaline poolsirge),

Joon. 2 on vordne punkti F lineaarkli-
rusega antud hetkel; vektori 18pp-punkt Q on nende tingimus-
tega Uheselt madratud. Vektorit 7Q nimetatakse punkti F Kii-

rusvektoriks antud hetkel.

3. Vordsete vektorite klassid.

Vektori pikkus ja suund (seega ka siht) oﬁ vektori
mdistega lahutamatult seotud, sest nad iseloomustavad oluli-
selt vektoriga kujntatud suurust (hdide 1). Kuid vektorarvu-
tuse paljudes rakendustee ei ole vektori alguspunktil (Ja
jJarelikult ka 18pp-punktil) sellist tahtsust. Illustreerime
seda asjaolu naidetega.

Naide 2. Liikugu
jaik keha Uhest asen-
dist teise rooplukke
teel. (Joon. 3). Keha
iga punkti alg- ja
10ppasend raddravad vek-
tori: BT, UTT*, ...

Joon. 3 Neil vektoreil on Uhine



pikkus ja suund. Antud algasendi korral on keha 18ppasend
taielikult mdaratud iga sellise vektoriga. Samuti maarab ke-
ha uue asendi ruumi suvalisse punkti rakendatud vektor OU,
millel on sama pikkus ja suund. Siit ilmneb, et jaiga keha
rooplikete iseloomustamisel on kdik tihise suuna ja pikkusega
vektorid samavaarsed soltumatult nende alguspunktide vali-
kust. Booplikete kirjeldamisel vdib niisuguseid vektoreid
samastada, s.t. lugeda nad Uheks ja samaks vektoriks erine-
vais asendeis.

Naide 3. Vabale jaigale kehale rakendatud tung N (joon.
4) avaldab kehale Uhesugust toimet
s6ltumatult rakenduspunkti A vali-
kust tungi mdjusirgel a. Kui aga
raienduspunkt valida valjaspool
sirget a, siis tungi toime kehale
muutub. Seega on vaadeldaval juhul
samavadrsed kdik Uhise suuna ja Joon. 4
pikkusega vektorid, mille algus-
punktid asuvad Uthel sirgel. Jaigale kehale rakendatud tungi-
de kirjeldamisel vOib kbik sellised uUhele sirgele kuuluvad
vektorid samastada, s.t. lugeda nad Uheks ja samaks vekto-
riks erinevais asendeis.

Vektorite mdne rakenduse puhul (nait. elektrivéalja tuge-
vuse iseloomustamisel) osutub alguspunkt vektori oluliseks
karakteristlkuke ja Uhise suuna ning pikkusega, kuid erine*
vate alguspunktidega vektoreid ei saa lugeda samavaarseike.

Juhul, kui vektori alguspunkti asend loetakse mitteolu-



liseks - e.t. samastatakse kdik vektorid, millel on Uhine
suund ja pikkus - raagitakse vabavektorltest. Kui mitteoluli-
seks loetakse vektori alguspunkti asend sirgel, millel rek-
tor asub - s.t. samastatakse kdik vektorid, mis asuvad Uhel
sirgel ja omavad Uhist suunda ning pikkust - siis kéneldakse
libisevatest vektoritest. Kui kdiki erinevate alguspunktide-
ga vektoreid loetakse erinevaiks, siis Oeldakse, et tegemist
on seotud vektoritega.

Matemaatilise teooria Ulesehitamisel on otstarbekas asu-
da kbige uldisemale seisukohale, et garanteerida teooria
maksimaalselt laia rakendusvélja. 1lmneb, et seotud jei libi-
sevat vektorit saab kasitleda vabavektorite abil (vt. § 2 p.
5); selleparast voetakse vektorarvntuse aluseks viimane mdis-
te.

Iseloomustame vabavektoreld vektorite klasside abil.

Nagu markisime eelnevas punktis, mddrab iga jarjestatud
punktipaar Uhe vektori. Jarelikult vdib igasse punkti P ra-
kendada I8pmata palju vektoreid} igale punktile Q vastab vek-
tor 7$. Vaatleme kdigi punktipaaridega maaratud vektorite
hulka, s.o. koigi voimalike vektorite hulka (tasandil vOi
ruumis). Jaotame selle hulga klassideks tingimusega, et uhte
klassi kuuluvad kdik Uhise suuna ja pikkusega vektorid. 1Im-
selt on igasse punkti rakendatud lgast klassist parajasti
Uks vektor - selle esindaja vaadeldavas punktis.

Uhte klassi kuuluvaid vektoreid nimetatakse vordseteks.
Seega: kaks vektorit on vordsed parajasti siis, kui neil on

Uhine suund .a pikkus. Vektorite vdrdsust tdhistatakse nagu
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skalaaride puhul margiga

Vektorite vBrdsust tuleb eristada 18ikude vBrdsusest.
NOnda joonisel 5 AB = BC s CA, kuid TS & W =+ Ul. Bombi PQRS
puhul (Joon. 6) HJ- X, WLl 3 TS, = 13, kuid Pp ¢ $5,

FS t TP

lga kaht vOrdset vektorit saab viia Uhtimisele roopluk-
kega (Joon. 7). Vektorite klass on vektorite hulk, mis on
saadud antud vektorist kdigi voimalike rdoplikete teel.

Vordsed vektorid samastatakse, s.t. vOrdseid vektoreid
vaadeldakse Uhe ja selle sama vektorina erinevais asendeis.
Nagu margitud, saadakse sellise samastamise teel vabavektor,
mis on maaratud oraa suuna ja pikkusega soltumatult alguspunk
ti asendist. Ilgale vektorite klassile vastab parajasti uks
vabavektor; klass on vabavektori kdigi vOimalike asendite
hulk.

Edaspidi mdistame vektorite all alati vabavektoreid.

Vektoreid, mille alguspunkti ei ole mainitud, margitakse
simbolitega a, b, c, ... Seega on a teatud klassi mingi esin
daja, s.t. teatud vabavektor mingis asendis. VOrdus a = b
tdhendab, et a ja b kuuluvad Uhte klassi, s.o. esitavad Uht

jJa sama vabavektorit. Tihti kasutatakse siumboleid &, 15, c,--



vektorite lUhikeseks téhistamiseks ka siis, kui alguspunktid
on joonisel antud. Sama sumbolit vdib kasutada koguni mitme
vordse vektori markimiseks, et rohutada nende kuuluvust Uhte
klassi (Joon. 8).
Soovi korral vOib kbik vaadeldavad vek-
torid vdi osa nendest viia roopliketega
\ mistahes fikseeritud punkti (joon. 8);
~ selle juures réagitakse vektorite kandmi-

sest Uhisesse alguspunkti. Vektori a kand-

mine punkti C tahendab vektoriga | mdara-

tud klassi esindaja leidmist punktis O,

. s.o. sellise punkti P leidmist, et If s a.

4. Ll18adefinltsloonid.

1) Vektorit pikkusega 1 nimetatakse Uhlkvektorlks. Vek-
tori S suunalist Uhikvektorit téhistatakse sumboliga aO.

2) Vektorit, mille otspunktid Uhtivad, nimetatakse null-
vektorlks. Seega koosneb nullvektor uUhest punktist, tema
siht ja suund on mddramata ning pikkus on null. Nullvektori
simbol on G (vBi 0, kui tahendus on vahetult selge).

3) Kaht vektorit, millel on Ghi-
ne pikkus ja siht, kuid vastupidised
suunad, nimetatakse vastandvektori-
teks. Vektori i vastandvektorit mar-
gitakse -a ("miinus a'") (oon. 9).

4) Vektoreid, rais parast Uhises- Joon. 9
se algusesse kandmist asuvad Uhel sirgel, nimetatakse kolll-

neaarseteks. Kollineaarseid vektoreid iseloomustab Uhine



siht, s.t. paralleelsus. Kasutatakse
tShistusl (Joon. 10):
ajbl|6 (vektorid a, b ja o on kolli-
neaarsed),
a ff ¢ (rektorid 5 ja c on samasuuna-
lised),
a Ij b (rektorid I ja b on vastassuu-
nalised).
Vastandrektorid on kollineaarsed. Nullvektorit voib lugeda
soori korral koilineaarseks iga rektoriga.

5) Vektoreid, ais parast Uhisesse algusesse kandaist asu-
vad Uhel tasandil, nimetatakse koaplanaarseteks. Komplanaar-
sed rektorid r6irad erineda nii sihilt, suunalt kui ka pik-
kuselt, kuld nende sihid on paralleelsed Uhe tasandiga. Kol-
lineaarsed rektorid on alati koaplanaarsed; vastupidine uldi-
selt el kehti. Kui kolae rektori hnlgas on kaks kollineaar-
set, siis rektorite kolaik on komplanaarne; vastupidine uUl-
diselt el kehti.

6) Skalaare margime mitmeti: a, b, o,..., z, vy, z, ...,
A, B, C, ..., X, T, Z, p-,JFf, ... Skalaari a abso-
luutvdartust lal nimetatakse tema mooduliks. lgale rektori-
le rastab Uheselt maaratud skalaar - tema pikkus; seda mitte-
negatilrset skalaari nimetatakse rektori mooduliks. Vektori-
te a ja IS mooduleid margitakse sumbolitega |a] ja [|XS[-

Naide 4. Vaatleme rOrdhaarse kolmnurga ABC (AB a BC)
poorlemist Umber kdrguse BO (joon. 11). Olgu BC keskpunkt D.
Punktide A, C ja D kiirusi kujutarad rektorid a, 6 ja 3,
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Joon.

C
11

Bille puhul kehtib: alls||<l; [I] * |cl,
1H 6; KJAgYl, 3 M 6. Kolmnurga pdorle-
misel muutuvad k6lk kola vektorit, sest
muutuvad nende shhld; sellejuures saili-
tavad vektorid koaplanaarsuse - jaavad
paralleelseiks telje BO risttasandlga;
tihtlase pdorleaise puhul vektorite aoodu-

1ld el auutu.

Lineaartehted vektoritega

1. Vektorite liitmine.

Koolifllsikast on teada Uhte punkti rakendatud tungide

ja kiiruste liitmise roopkiliku reegel: kahe vektori suaaat

kujutab neile vektoreile ehitatud roopkiliku diagonaal. Va-

bavektori mdiste vOimaldab seda reeglit oluliselt Uldistada.

Iga kaht vektorit saab kanda Uhisesse alguspunkti, seega

ka liita. SoOnastame roopkiliku reegli vastaval kujul: kahe

-0

Joon.

12

mittekollIneaarse vektori liitmiseks
kantakse nad Uhisesse alguspunkti;
summavektori maarab llldetavaile
vektoreile ehitatud réopkiuliku dia-
gonaal, mis lahtub Ghisest algus-
punktist (joon. 12).

Seda reeglit ei s"aa rakendada

kollineaarsetele vektoritele; pealegi on teda tulikas kasu-

tada suurema arvu vektorite liitmisel.

Vektorite sOltumatus alguspunktist lubab anda praktili-
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sema eeskirja: kahe vektori liitmiseks rakendatakse teine
liidetav esimese liidetava 16pp-pnnktl: gimmnvpTctor

esimese liidetava algusest teise liidetava 10pp—punkti (joon.
13)« MIttekollineaarsete vektorite puhul tuleneb see i*eegel
vahetult eelnevast: joonisel 12 TOTI -

Kaks raittekollineaarset vektorit
jJa nende summa moodustavad selle kok-
kuleppe pdhjal vektorkolmnurga, selle-
parast nimetatakse vektorite liitmise
teist eeskirja kolmnurga reegilk3.
See reegel sobib ka kollineaarsete

vektorite puhul, mil kolmnurk kddub sirgldiguks (joon. 14).

Esimese liidetava algus- &
punkt O on valitud taiaeti su- ®
valiselt. Kui TOtxa tema al-
guspunktiks raingi teine punkt n+&
0* ja rakendada uuesti liitmi-
se reeglits siis tekib kolm-
nurk (slrgldik), i3 on kong- c{l’
ruentne esialgsega, sest ta on Joon. 14

saadud sellest rooplukke teel. Jarelikult on ka kahe vektori
summa sdlturad&tu alguspunktist, s.t. ta on vabavektor.
Kolmnurga reeglis on liidetavail vektoreil erinev osa -
vektorid on jarjestatud. Kuid joonistelt 12 (ll = a) ja 14
ilmneb, et kahe vektori summa on sGltumatu liidetavate jar-
jekorrast - kahe vektori liitmine on kommutatiivne:

a+bpb+a
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Nende tahelepanekute p&hjal voib telda, et kahe rektori
summa on liidetavatega Uheselt maaratud vektor. Valjendume
tipsemalt: Uheselt on maaratud vektorite klass, kuhu kuulub
summavektor. Toepoolest, konstruktsiooni sdltumatus algus-
punktist téhendab seda, et on valitud suvalised esindajad
liidetavate vektoritega maddratud klassidest ja on saadud
teatud esindaja klassist, kuhu kuulub summavektor. Jareli-
kult seob llitmisoperatsloon &ieti vektorite klasse: kolm-
nurga reegel seab igale kahele vektorite klassile vastavusse
Uheselt maaratud kolmanda klassi.

Kui vektoreid on enam kui kaks, siis saab neid liita
jJarjestikku: liidetakse esmalt kaks vektorit, nende summaga
liidetakse kolmas vektor jne. Sel viisil saab leida mistahes
16pliku arvu vektorite summa:

5i+ & + s + N2N + S3”
4l + E2 + 43+ a™ * @+ a2 + &) + N,

Ej +82 + ... +5n = (@ + a2 + ee= + + an.

Liitmisprot-

n sessis rakendatak-

Joon. 15



eelneva liidetara 16pp—punkti, kusJuures summavektorl maarab
tekkisad KurdJoone sulgeja. Siit saane vektorite liitmise
Uldeeskirja - hnlknurga reegli: 16pliku arvu ve~n"ite liit-
miseks kantakse iga vektor eelneva vektori sum-
mavektor viib esimese liidetava alkuattaY-mst vllmasa liide-
tava 16pp—pmwirt-t. Esimese liidetava alguspunkti valik on su-
valine; vektorkolmnurga puhul tehtud markus vektorite klassi**
de kohta kandub ule ka UldJuhule.

IImselt on kolmnurga reegel hulknurga reegli lihtsaim
eriJuht. Eollineaarsete vektorite puhul on hulknurk "laota-
tud™ sirgele. Komplanaarsete vektorite liitmisel on hulknurk
tasandiline, mittekomplanaarsete puhul - ruumiline.

Vektorite liitmisel on kaks p6hiomadust:

1} kommutatilvsus (eumma ei sO6ltu liidetavate jarjekor-
rast),

2) assotsiatiivsus (summa ei sd6ltu liidetavate ruhmita-
mlsest sulgude abil).

Eolme vektori summa assotsia-
tiivsuses on kerge veenduda Joo-
nis® 16 abil. Sasal viisil saab
seda naidata 4, 5 Jne. liidetava
korrale

Summa konaratatiivsue kahe
liidetava puhul ilmnes eelnevas.
Kui liidetavaid on kolm, siis

toetume seni tdestatule:

l+b+ocer (a+U) +0 6+ (+b)*
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= lass* 6+5) +bdSFd + a+ b,
kogm. c + + a) @ +b) +1 c+b+a.
Samal viisil saab tdestada 4, 5 jne. rektori summa kommuta-
tiivsuse.

Liitmise pdhiomaduste tdestamiseks mistahes I6pliku arvu
vektorite puhul kasutatakse matemaatilist induktsiooni. (Soo-
ritage vastavad tbestused iseseisvalt!).

Edaspidises arutluses on suur tdhtsus juhul, kui liide-
tavaiks on kas kaks mittekollineaarset voi kolm mlttekompla-
naarset vektorit. Esimesel juhul saab kasutada rdopkuliku
reeglit. Teisel juhul kehtib selle lUldistus - rddptahuka
reegel: kolme mittekomplanaarse vektori summavektori mddrab ,

neile vektoreile ehitatud
rodptahuka diagonaal) mis
lahtub liidetavate vektori-
te Uhisest alguspunktist
(oon. 17).

Lugeja veendugu roop-
tahuka servade ja tahkude
diagonaalide abil veel kord,

Joon. 17 et kolme vektori summa ei
soltu liidetavate jarjekorrast ega rihmitamisest sulgude
abil.

2. Vektori korrutamine skalaarlga.
Vektorsumma a + & + ... +5, milles | esineb liidetava-
na n korda, on kolllneaame vektoriga a ja omab moodulit

ibjaj. On loomulik nimetada summavektorit vektori a n-kord-
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seks ja tahistada na.

Newtoni teine seadus on esitatav vektorkujus vdrdusega
7 =ma, kus 7 on tung, a on kiirendus ja m on keha mass
(mingi positiivne skalaar).

uldistame sellise korrutise mdistet.

Vektori korrutiseks skalaarlga nimetatakse vektorit« mis
on lahtevektoriga kollineaarne, mille moodul vdrdub skalaari
ja lahtevektorl moodulite korrutisega ja mis on lahtevektorl«
ga sama- vOi vastassuunaline vastavalt sellele, kas skalaar
on positiivne vdi negatiivne.

Niisiis vektori & ja skalaari k korrutis kl rahuldab

tingimusi:
(1) ka on vektor,
@ kall 1,

® kar= KHal,
ka l S, kui k>0,
ka a, kui k<O.
IImselt on k& nende tingimustega Uheselt maaratud vabavektor.

Vektori skalaarlga korrutamisel on jargmised omadused:

1) (kbHa = k(18) (assotsiatiivsus skalaaride korrutamise
suhtes;
2) 1 = kD = -(k&);

3) k& = U parajasti siis, kui kehtib vahemalt Uks tingi-
mustest K 4 0, & a I.

Need vOrdused jarelduvad definitsiooni tingimustest (I1)-
(4. Toestame naiteks esimese. VBrduse mélemad pooled on

vektorid (I). Need vektorid on kollineaarsed (2). Nende moo-
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dulld on vdrdsed tingimuse (3) ja skalaaride korrutamise as-
sotsiatiivsuse tottu:
10t)S] = [k4ls].  dkI-Itl>Ist,
IktS)I = Ikl \elj=[IKL(Ifc]-ISD.
Vektoreil on Uhine suund, sest (4) pbhjal on nad mélemad kae
a-suunalised (kui Kk ja C on samamargilised) voi -5-suunali-
sed (kui K ja i on vastandmargilised). Seega on need vekto-
rid vordsed.
Lugeja Ulesandeks jaab tdestada samal viisil uUlejéénud
vOrdused.
IImselt on vektorite a, a0 ja -1 vahel on jargmised seo-
sed (pdhjendadal):
a S |a]5«,

-aa (-1)5 * (-]1Pao.
Kaks defineeritud tehet - vektorite liitmine ja korruta-
mine skalaarlga - on omavahel seotud dletrlbutllvselt:
1) k(a + B) * ka + Kb,
2) (k + £)S m ka + ga. m
Esimese omaduse - vek-
torsumma distributiivsuse
skalaarlga korrutamise
suhtes - tdestuseks margi-
me, et vektorite 5 ja b
Joon. 18 korrutamisel Uhise ska-
laartegurlga k teiseneb neile vektoreile ehitatud réopkilik

sarnaseks roopkulikuks (Joon. 18) ja summavektorl a + B k-
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kordne osutub uue roopkuliku diagonaaliga m&firatud rektoriks
Joonisel 18 on kujutatud juhtu k > 1; uurida ieeseisralt
juhte 0"k~ 1 jak < O.

Teise omaduse — skalaaride summa distributiirsuee rekto-
riga koTrutamise suhtes — tdestame rektori skalaarlga korru-
tamise definitsiooni abil* lImselt on siin tegeaiet kolline—

aarsete rektoritega. Vaatleme juhte: 1) Kk ja t on samam&r-

Il lal +1UHI« (IK] +1CI3\4]esimesel juhul

IklJa] -laiale (&\ - ]£|>]i]teisel juhul.
Eui \k\\ £\ , siis on tulemus analoogiline; kui aga |k] =
=|E|l, siis rastandmargiliste kordajate puhul esinerad null-
rektorid. Niisiis on rektorite moodulid rbrdsed. Eerge on
naha, et (k + £)a ja ka + ta on samasuunalised rektorid K ja
t iga markide ja moodulite kombinatsiooni korral.

Mstributiirsusest kahe liidetara puhul saab selle kor-

dura rakendamise teel jareldada, et distributiirsus kehtib
ka siis, kuil rektor- r6i skalaariiidetaraid roi molemaid on
mistahes I6plik arv. (Anda rastar tdestus matemaatilise in-
duktsiooni teell)

S Naide 5. Araldame korraparase
tetraeedri ABCS kdrgusega maaratud
rektori serrarektorite TS, ja
U kaudu (joon. 19).

mMargime esmalt, et kui n kompla—

-iye Joon.19 naarset rektorit kanda Uhisesse al-
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guspunkti ja selle jarel neid kdiki pddrata amber alguspunk-
ti samas suunas Uhesuguse nurga vlrra, siis poordub nende
summa samas suunas sama nurga vorra (pdhjendadal!). Jareli-
kult niisugusel poorlemisel ei muutu summa parajasti kahel
Juhul: 1) poéordel 2kr vorra (ks 0, il, -2, ...), 2) kui
summa on null.

Korraparase kolmnurga keskpunkti tippudega tUhendavate
vektorite summa ei muutu pddrdel /3& vdrra. Seega on nende
vektorite summa null (geomeetriliselt: nende vektorite abil
saab jalle moodustada kolmnurga).

Kasutame seda tulemust Ulesande lahendamisel:

£3 mS3 + TS,

ET =TE + T3?,

u? a 0? + 78{
375 — (0 + E5 + eC) + (@6 + UC + d5),
IS = 1/3 (TS + 152 + U5).

3. Vektorvdrrand x a té.

Olgu antud vektor a + U ja mingi skalaarmuutuja t. VOr-
dus x = ta seab igale t vaartusele vastakusse teatud vektori
X; erinevatele t vairtustele vastavad erinevad vektorid.
Seega on X muutuva vektori simbol; analoogia pbhjal skalaar-
muutujaga rédgime vektormuutulast i. Muutumise kaigus x Na,
s.t. vOrdust x a ta rahuldavad ainult teatud vektorid - see
vOrdus ei ole samasus, vaid vektorvfrrand. Et muutuja x
vaartused on vabavektorid, siis*on nende alguspunktid ja ja-
relikult ka 10pp-punktid madramata. Koigi vorrandit rahulda-

vate vektorite hulk (vorrandi lahendite hulk) koosneb para-



Jasti koigist rektoriga 5 kollineaarsetest rektoritest (nhen-
de hulgas on ka nullrektor - vastab vaartusele t * 0). N11-
slls vorrand eraldab ksigi vektorite hnlgast (tasandil VOi
ruumis) valja vektorid, millel on vektoriga a iUhine siht.

Télgendame vaadeldavat vorrandit geomeetriliselt. Sel-
leks valime mingi punkti O Ja loeme selle kdigi muutujaga t
maaratud vektorite Uhiseks alguseks. Siis asuvad need vekto-
rid thel sirgel. Vektormuutuja i = UF muutumist kirjeldab
niid tema 16pp-punkti P liikumine mddda sirget (joon. 20).
Kui t omandab jarjestikku kdik reaalarrullsed vaartused,

/ siis punkt P kirjeldab sirge, mis la-
P/ bib punkti O ja on paralleelne vekto-
riga 5. Sellepdrast nimetatakse vOr-
randit Ur » ta sirge vektorvorrandiks«
/ vektorit a sirge sihlvektoriks ja
Jcon. 20 skalaarmuutujat t - koordlnaatmnutu-
Jaks sirgel.

Hargime, et sama tulemuseni jouame iga nullist erineva
vektori B iil korral. Seega on sirge sihivektori puhul oluli-
ne ainult tema siht, mitte suund ja pikkus.

Sul suuruse t all mdista aega, siis vérrand UF o tl maa-
rab Uhtlaselt ja sirgjoonselt liikuva punkti P trajektoori,

kusjuures a on kiirusvektor.

4. P6Ordtehted.
Vektorite lahutamine defineeritakse liitmise pddrdtehte-
na (analoogiliselt skalaaride lahutamisele): kahe vektori &

ja B vaheks nimetatakse vektorit, mille summa vektoriga b
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on vOrdne vektoriga a.
Naitame, et vektorite hulgas on lahutamine alati teosta-
tav ja tulemus on Uheselt maaratud vabavektor.
Vahevektori madrab vorrand
a»B + x.
Yektorvordus sailib, kui tema pooltele liita Uks Ja seesama
vektor (pdhjendadal)= Liidame vBrrandi pooltega lahutatava
vektori vastandvektori -B jr. kasutame vektorsumma kdmmuta-
tllvsust ning assotsiatiivsust:
S+ (BB B+x)+ (-B)
x +B) + (-B)
Ax+ B+ (-B)

* X + 0 s

= X.
IlImneb, et vaadeldaval vektorvorrandil on parajasti iUks la-
hend, sest vektorsumma on Uheselt méaratud.

Vektorite a ja b vahet tahistatakse sumboliga a - B.
Kiislis & - b a9 & + (-b): vektori lahutamiseks tuleb liita
vastandvektor .

Vektorvahe geomeetriliseks konstrueerimiseks kanname
vektorid 1, B ja -b Uhisesse alguspunkti (Joon. 21) ja

moodustame summa a + (-B)
roopkiuliku reegli abil.
Saadud vektor ongi otsitav
vahe. Kasutame tema algus-
punkti suvalisust ja ra-

kendaBie ta vektori b
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16pp—punkti. Siis Uhtib vektori a — b 18pp—punkt véhendata-
va vektori a I8pp—punktiga (pdhjendadal}.

Sonastame selle tuleanee reeglina vektorvahe geomeetri-
liseks maaramiseks: kahe vektori vahe leidmiseks kantakse
need vektorid Uhisesse algusesse: nende vahe on vektor« mis
viib lahutatava 18pp-punktist véhendatava 18pp-punktl.

Paneme tahele, et kahe
vektori summa ja vahe on maa-
ratud neile vektorelle ehita-
tud roopkiliku kahe diagonaa-
liga (Joon. 22).

Eksimist vektorvahe suuna mdaramisel on hdlpus valtida,
kui pidada silmas vektorvahe definit-
siooni, mida valjendab samasus

B+ (@-b)»a
(vorrelda kaht vektorkolmnurka jooni-
sel 23).
Vektori korrutamisel skalaarlga
Joon. 23 on tegurid erinevat liiki suurused,
selleparast on mdeldav kahe pddrdtehte olemasolu (analoogia
tavalisest algebrast: astendamisel on kaks pddrdtehet - juu—
rimine ja logaritmimine).

Antud skalaarteguri K ja korrutise a puhul maarab vek-
torteguri vBrrand kx » &. Kui k ji O, siis on lahend Uheselt
maaratud. Lahendit téhistatakse £ ja nimetatakse vektori &
Jagatiseks skalaariga k. Jagatist skalaarlga voib vaadelda

5 1.
korrutisena skalaari poordvaartusega: 8 (pdhjendadal) .
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lutud vektortegurl B ja korrutise i puhul maarab avm]aar-
teguri vorrand xB * a. See vorrand el ole uldiselt lahenduv
(nait. leul 54°B vol B B U ja I ¢ U); selleparast podrdtehet
el leidu.

Vektori skalaarlga korrutamise eeskiri maarab vorrandi
xB a a lahenduvuse tarviliku tingimuse: B || a. Lahendit ni-
metatakse vektorite a ja B suhteks ja tahistatakse a : B.

Oluline on markida, et juhul, kui B ji U, on leitud tar-
vilik tingimus ka piisav: kui 1 1B, siis leidub suhe a : B.
Selles veendumiseks kirjutame vaadeldava vOrrandi Uhikvekto-
rite abil:.

x |BJ BOa |Il1a0.
Bt Be]] 10, siis kas BO * a0, voi BO * -a0; jarelikult

f jfj "taisy'

" t-{fT,kaiSUB-
Niisiis leidub iga kahe kolllneaarse rektori a jaB d U
korral parajasti Uks skalaar x nil, et xB s 5.
Naited.

6. Vektorite ja skalaaridega sooritatavate lineaartehe-
te pohiomadused (kommutatlivsus, assotsiatiivsus, distribu-
tlivsus) Uhtivad vastavate arltmeetlliste tehete omadustega
arvuvallas. Selle Uhtimise tdttu saab vektorarvutusse ule
kanda rea avaldiste teisendusi, naga Uhisele nimetajale
votmine, sulgude avamine ja samaste liikmete koondamine.

Naide:



Pdhjendada lihtsustamise kaiku tehete omaduste abil!
7. Toome naite lineaartehete rakenduse kohta mehhaanikas.
Porkugu kaks keha massidega ja mg. Olgu nende kehade kii-
rused enne pdrget v ja v2 n*ne Pa-

rast porget vj ja vE. Liikumishulga

N\ sailivuse seadust valjendab vektor-
- X \\ vordus
n 44 miI™l + m2*2 = mINT + m272»
\ ehk
Joon. 24 \ (1] RO B = m2N2 NN

Konstrueerida vektor v£, kui on antud v, v2, vj ja vek-

tori VvE siht (Joon. 24)f

5. Punkti kohavektor.

Vabavektorite ja punktide vahel puudub oluline seos.
Uhe vektorite klassi esindajad on algebraliselt samavadrsed:
vektoralgebra seisukohalt on vektori alguspunkti asend eba-
oluline. Selle téttu on lineaartehted vektoritega sisuliselt
tehted klassidega: liidetakse ja korrutatakse skalaariga
klasse ja saadakse tulemusena jalle klassid. Tehete geomeet-
rilised eeskirjad mdaravad vaid abikonstruktsioonid, mis
vOimaldavad klasside suvaliste esindajate abil leida uut
klassi. Etteruttavalt margime, et samal viisil toimuvad vek-
toritega ka Ule jadnud tehted, mida kasitleme edaspidi. Sel-
line algebraline vaateviis kandub ule kdigile arutlustele

vektorite vallas.



Geomeetrias vaadeldakse kujundeid, s.o. punktihulki.
Punktihulkade kirjeldamiseks vektorite abil on tarvis korral-
dada vastavus vektorite ja punktide vahel - loobumata vaba-
vektori kasutamisest.

Selline vastavus korraldatakse vajaduse puhul Uhe suva-
lise punkti fikseerimise teel (tasandil vOi ruumis). Fiksee-
ritud punkti O korral vastab igale punktile P kindel vektor
0? ja vastupidi, igale vektorile & vastab kindel punkt Q,
mille puhul Il * a.

Fikseeritud punkti O nimetatakse pooluseks. Pooluse abil
punktile vastavusse seatud vektorit nimetatakse punkti koha-
vektoriks. Seega punkti P kohavektor pooluse O suhtes on TP

Pooluse fikseerimine eraldab igast klassist Uhe esinda-
ja - sellesse klassi kuuluva kohavektori. Selline eristamine
on geomeetrilise iseloomuga; algebraliselt on iga kohavektor
samavadarne oma klassi uUlejédédnud esindajatega. Selle tdttu
saab kohavektoriga sooritada kdiki algebralisi operatsioone,
liita mistahes vektoriga, jne. Sisuliselt korraldab pooluse
fikseerimine Uksilhese vastavuse punktide ja vektorite klas-
side vahel.

Kohavektori mdiste vOimaldab vektoralgebrat rakendada
geomeetrias. Selliseid rakendusi vaatleme teises peatikis.
Uhtlasi saab vektorite vahelisi algebralisi seoseid télgen-
dada kohavektori abil geomeetriliselt. Eelnevas tdlgendasime
sel viisil vektorvorrandit x == ta.

Seotud ja libisevald vektoreid saab kohavektorite abil

vaadelda vabavektoritena. Olgu nditeks TS mingi punktiga A
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seotud rektor (joon. 25), siis saab te-

da avaldada tema otspunktide kohavekto-

rite kaudu: Xb = Cb - ul.

HfSIde 8. Kohavektori mdiste rakendusena vaatleme sirg-

10igu jaotamist antud suhtes. "

Kolme thel sirgel asuva punkti A, B, C lihtsuhteks punk-
tide antud jfirjekorrae nimetatakse skalaari (vektorite su-
het) X» XC : U5. Olgu A ja B kohavektorid pooluse O suhtes
?a ja oon. 26). Maarame C kohavek-

tori ?c. Et XC NCI5, siis lihtsuhe eksis-

teerib ja on uheselt mdaratud vOrrandi-

ga 1C =X C5. Avaldame 15 ja T3 otspunk-

tide kohavektorite kaudu: 1C * reg— "~

U5 a - ?c; asendame vérrandis:
r, - r, X(rB - ?c),
XTr 2A
- 5A +* 5B
& = = . 2.1
J0 1+ X ( )

Skalaari \ nimetatakse ka suhteks, milles punkt C jao-
tab 16igu AB. Antud definitsioon maarab selle suhte ka siis,
kui C asub sirgel AB valjaspool 10iku AB. Et sellisel juhul
ICFICE, siis-on 18igu valispunkti korral lihtsuhe negatiiv-
ne. Kui aga C on I8igu AB sisepunkt, siis 1C ttCB ja A> O.

Erijuhul, kui C on 18igu AB keskpunkt, on X = 1» s.t*
16igu keskpunkti kohavektor on otspunktide kohavektorite
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aritmeetiline keskmine

(2.2)

83. Vektorite lineaarne

s6ltuvus ja s6ltumatus

1. Vektori projekteerimine teise vektori sihile.

Olgu antud vektorid a, b B TE ja tasand O© , mis ei ole
paralleelne vektoriga E. Projekteerlme vektori 7 paralleel-
selt tasandiga 9 sirgele a, millel asub vektor a. Selleks
asetame Ifibl punktide A ja B tasandid paralleelselt tasandi-
ga AT oon. 27).
Hende tasandite
Ja sirge a 18ike-
punktid A* ja B*
on jarjestatud b
otspunktide jar-
Joon. 27 Jjestatuse tottu;

seega on vektori
b ja tasandi Ot abil sirgel a maaratud uus vektor Seda
velctorit nimetatakse vektori b koapeneadika vektori a suhtes
(tasandiga 37 mddratud projekteerimisel) ja tahistatakse
stimboliga Pr-5(1]2C). Vektori b projektsioonlkfi vektori S si-
hile (paralleelselt tasandiga £r ) nimetatakse komponendi
Pr-B(lir) moodulit, mis on varustatud pluss- v3i miinusmar-
giga vastavalt sellele, kas Pr-b on vektoriga a sama- VvOi

vastassuunaline. Projektsiooni margitakse sumboliga prgB(liS).
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Pr-6j , kui Pr-b tfa,
pr-b =
3 I "IPra™l » kui N 5.

(QJuhul, kui tasandi X valik on eelnevast ilmne vdi - nagu
kdesolevas arutluses - suvaline, jJaetakse ta sumbolite juur-
de markimata).

Et Pr-b j 40, siis Pr-b = kiO, kus

,Pr-b . ,
W - ".Nn"-*17ab

>0, kui Pr-B\\ 1,
1<0, kui Pr-b ™ a,
seega K e pr-b ja kehtib seos

Pr-6 a (pr-b)ao0. G.D

Vektorite paralleelprojekteerimisel on jargmised omadu-
sed:

la) Kahe vektori summa komponent vdrdub nende vektorite
komponentide summaga (Uhe ja sellesama vektori suhtes):

Pr-(6 + 8) * Pr-6 + Pr-c. G.2)

Ib) Kabe vektori summa projeksioon vOrdub nende vektori-
te projektsioonide summaga (Uhe ja sellesama vektori sihis):

pr-(6 + 8) * pr-b + pr—ce (3.3)

2a) Vektori ja skalaari korrutise komponent vordub vek-
tori komponendi ja selle skalaari korrutisega:

Pra(KB) = KPrb. -4



2b) Vektori ja skalaari korrutise projektsioon vordub
vektori projektsiooni ja selle skalaari korrutisega:
pr™(kB) - kpr-b . (3.5)
Kahe esimese lause
toestamiseks téhistame b »
si, cmll ja punktide A,
B, C projektsioone vasta-
valt A», B*, C* (Joon. 28).
Siis (3.1) podhjal
Pr-b = TTF a (pr-b)EO,
Pr-c s B"C* - (pr-o)aC>
Pri(b + ©) a A"0" s [pr-( + c)]& .
Kuid A*C* B TI'BI'+ Bkd*, jarelikult

Joon. 28

pr5(6 ¢ Prgb + Prcy
[pr-(b + c)]a0 - (pr-b + pr-06)ao,

pr-(b + 0) * pr-b + pr-c.
Kéhe viimase lause
tdestamiseks kanname a ja
b Uhisesse algusesse
(ilmselt projekteerimine
6. on soOltumatu alguspunkti
valikust). Olgu b = 3b ja
Kb a XT, siis (Joon. 29)
Joon. 29 Pr-b = Xb» = (pr-b)ac,
Pr5(kb) = 1C*=[pr-(xb)] a0;

BB"lIl CC* tottu AC» - KIB", seega
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Prs(kE) s k PrjB,
pp5CkB) B Kk pr;b.

Joonleol 29 on Taadeldud juhtu K> 0; uurida iseseisvalt
juhtu k < O.

Eelnevais arutlustes pidasime silmas 6idjuhtu, kui vekto-
rid asuvad ruumis. Tasandilisel juhul toimub projekteerimine
sirgete abil; projekteerimise sihi m&irab mingi antud sirge
1 . Vastavad mOttekSigud on analoogilised ja viivad samadele
tulemustele. Lugeja uurigu tasandilist juhtu iseseisvalt,
tehes vastavad joonised.

Seni ké&sitlesime paralleelprojekteerimise tildjuhtu -
kaldproiekteerimist. Kui projekteerivad tasandid (sirged) on
risti vektoriga I, siis kdneldaks* ortogonaalproJekteerlai-
seat. Sellisel juhul Pr-B nie«; takse vektori B ortogonaal-
koaponendiks vaktcri S sxihtes ja pr”3 - vektori b ortogonaal-
projektsiooniks vektori 1 sihile. lImselt kdik eelnevad tu-

lesbused kehtivad ka ortegoaaslpro jekteerimisel.

2. Vektorite llneamrko&binatsioon.

Vektoritd llneaartehete abil defineeritakse vektorite
linesarkosbinatsiooni adiste«

Vektc™t + ... >kra kus kx, k2. , . k°
on mingid skalaarld, nimetatakse vektorite 5»8 «w««
1lIns&agkcmbin™tsloonlk3. (Skalaariis eristamiseks on kasuta-
tud Ulemisi indekseid; sellis®© tSMstamisviisi otstarbekus
selgtib edaspidi (vt. p. 6)).

Niisiis on kl vektori a lineaarkombinatsioon, 1 + b ja

I - b on vektorite 1 ja bt lineaarkoabinatsioonid, &1 +
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+a2+ ...+ on vektorite &, a2, ... , ™ lineaarkombi-
natsioon (k1 « k2 * __. » K“ » 1), Jne. Tungi lahutamine
komponentideks téhendab tungi avaldamist oma komponentide li-
neaarkombinatsioonina. Naites 5 veendusime, et korraparase
tetraeedri koérgusvektor on servavektorite lineaarkombinatsi-
oon. Naites 5 saab vektoritest v\, v2, vj, VE igalhe esitada
Ulejaanute lineaarkombinatsioonina, ndit. otsitava vektori
korral Vi, = m5vy + V0 - ﬁ?? 1° Kui oletada, et kehad porkel
liituvad (nagu elavhdbedatilgad), siis on liitkeha mass

m, + m2 ja tema kiirus v 8 v4 + vi on kehade esialgsete kii-

riste lineaarkombinatsioon: ¥ » _®' mv. + BR mvO0.

12 12
Lineaarkombinatsiooni ka-, + k2a2 + ... + ki nimeta-
takse mittetrivi&alseks. kui skalaaride k*, k2, ... , kil

hulgas leidub vahemalt Uks nullist erinev, vastasel juhul -
triviaalseks. KOigis esitatud naidetes (peale esimese) on
tegemist mittetrlviaalsete lineaarkombinatsioonidega.
Projektsioonide valemid (3.2-5) saab kokku votta jargmi-

sel kompaktsel kujul:

Pr-(kt> + td) * K Pr-b + iPrjo,

pr-(kb + t6) * Kk pr-b +2,pr-6.
Kasutades matemaatilist induktsiooni, saab need omadused

hdlpsasti Uldistada mistahes 16pliku arvu vektorite lineaar-

kombinatsioonlle:

Pr-(k1b1 + k262 + ... + I”Bn) s k™Pr-B" + K2Pr-b62 +
+ ... + knPr-bn } (3.6)
pr2(klbl + k262 + ... + knbn) = k1lpr5b61 + Kk2pr-b2 +
+ ... +* Pram*
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3. Lineaarse sodltuvuse mdiste.

Eelnevas ilmnes (vt. 8 p. 4), et antud vektorit a saab
esitada mingi teise vektori b llneaarkombinatsioonina (a =
= kb) parajasti siis, kui a ja b on kollineaarsed. Kahe su-
valise vektori "puhul sellist seost pole uUldiselt vdimalik
leida. Tekib kisimus, millisel tingimusel on vdimalik esita-
da antud vektorit kahe, kolme jne. vektori lineaarkombinat-
sioonina. Selle probleemi uurimisel kasutatakse vektorite
lineaarse sdltuvuse mdistet.

Vektoreid 5°, I». ... . ag nimetatakse lineaarselt sol-
tuvaiks. kui nullvektor on avaldatav nende mittetriviaalse
lineaarkombinatsioonina; vastasel juhul nimetatakse vekto-
reid a*ta™...... En lineaarselt soltumatulks.

Lineaarse sOltuvuse mdistel on tsentraalne asend vektor-
arvutuses. Lihtne on margata selle mdiste seost eelnevaga:
vektoreist ap ... , 1™ on vahemalt Uks avaldatav ulejdanute
I Ineaarkombinatsioonina parajasti siis, kui need vektorid on
lineaarselt sdltuvad.

Toéepoolest, olgu a,, a2, ... , & lineaarselt sodltuvad
vektorid, siis leiduvad sellised skalaarid, et kehtib vordus

K +KiI2+ ... +kgj »nN, @G.7)

milles véhemalt Uks skalaartegureist pole null. Olgu nditeks
kn m O, siis on vektor an avaldatav Ulej&énute lineaarkombi-

natsioonina:



Vastupidi, kui vektor 3" on antud lineaarkombinatsiooni-

na = £ *i + 1282 + eee + sis kehtib vordus
+1lh2+ ... +£ 1M1l + DI *3, jag“ =-1 KO
toéttu on vektorid &, Sg, -.. , an lineaarselt sdltuvad.

Vordusest (3.7) saab avaldada iga vektori, mille kordaja
ei ole null; o6eldakse, et selline vektor on vaadeldavas li-
neaarkombinatsioonis oluline. Bt vBrdus (3.7) sailib null-
kordajatega liikmete &arajatmisel, siis moodustab kdigi olu-
liste vektorite hulk antud lineaarkombinatsioonis lineaar-

selt sdltuva alamhulga.

4. lLauseid lineaarse s6ltuvuse kohta.
1 Iga vektorite hulk, mis sisaldab lineaarselt sdltu-

vat alamhulka, on lineaarselt soltuv.

Leidugu antud n vektori ij, ig, ... } hulgas p line-
aarselt sdltuvat (p~n). Olgu sdltuvateks nait. p esimest
vektorit @, &g, ... , ap. Siis kehtib vordus K'a* + K22 +
+ ...+ milles vdhemalt Uks kordajatest k*, k»,

, k™ erineb nullist. Kuid sellisel juhul kehtib ka vor-
dus (B.7) (k™" a ... a kil a 0, vahemalt Uks eelnevaist
kordajaist erineb nullist), s.t. vektorite hulk &, a2, ...,
an on lineaarselt soltuv.

Sellest lausest jareldub, et vektorite hulk, mis sisal-
dab nullvektorit, on alati lineaarselt sdltuv. Toéepoolest,
samasuse ki * 0 (k ~ 0) tottu on nullvektor lineaarselt sol-
tuv.

Uhtlasi ilmneb siit, et lineaarselt séltumatute vekto-
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rite Imii el saa sisaldada lineaarselt sbltuvat alaahulka.

2) Kaks vektorit on lineaarselt s6ltuvad parajasti siis.
kui nad on kolllneaarsed.

See lause on tdestatud eelnevas (82 p. 4)«

3) Kola vektorit on lineaarselt sb6ltuvad parajasti siis.
kui nad on komplanaarsed.

Naitame eemalt, et kola koaplanaarset vektorit on line-
aarselt s6ltuvad.

Kui vektorite kolmik sisaldab kolllneaarsete vektorite
paari, siis kolmiku lineaarne s6ltuvus on lansete 1) ja 2)
vahetu jareldus. Vaatleme sellepfiraet komplanaarset kolmikut
a, b, c, milles pole uhtki kollineaarset vektoripaari. Kan-
naae need vektorid Uhisesse alguspunkti O, siis nad asuvad
Uhel tasandil. Veendume, et iga vektorit sellest kolmikust,
saab avaldada ulejdanud kahe Ilneaarkombinatsioonina; aval-
daae naiteks vektori 0.

Selleks projekteerime vektori
0 vektorite 1 Ja b sihtidele pa-
ralleelselt vastavalt b ja a-ga
(oon. 30). Komponendid
s Prc(ll T9) = pa,
uB - Prbﬁ( Ha) - 0B
Joon. 30 ($2 p-4) moodustavad roopkiliku,
mille diagonaaliks on vektor c; jarelikult
cB pa+gB 3.8
Eelnevas veendusime, et selline vordus on samavaarne vekto-

rite !', b ja c lineaarse s6ltuvusega.
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NUdd on lihtne tbestada vastupidist: kolm lineaarselt
soltuvat vektorit on komplanaarsed. Todepoolest, kui ka + £b+
+ md m O Janditeks m fi0, siis O = r‘l - f S, s.t. 0 on
selllae roopkuliku diagonaal, mille kulgedeks on vektorid
-K3 Ja - 9 B, Jarelikult asuvad vektorid a, b Ja 6 uhel
tasandil.

4) Jell vektorit on alati lineaarselt sdltuvad.
Vaatleme suvalist vektorite nelikut a, B, 0 Ja 7. Kui
nende hulgas on komplanaarseid vektorite kolmikuid, siis ne-
liku lineaarne soltuvus on lausete 1) Ja 3) vahetu Jareldus.

Selleparast eeldame, et iga vektorite kolmik vaadeldavast
hulgast on mlttekomplanaame. Naitame, et sel Juhul on iga
vektor nelikust avaldatav llejaanute lineaarkombinatsiooni-
na (Ja seega nelik on lineaarselt sdltuv).
Selleks kanname vekto-
rid Uhisesse alguspunkti.
Vektorite paarid ja, T,
B, cj Jajb, aj maaravad
kolm tasandit, mis l&bivad
Uhist alguspunkti 0; ta-
histee neid tasandeid
vastavalt , X, Janr
ProJekteerijae vektori ¥
paralleelselt nende tasanditega vektorite a9 b ja o sihti-
dele (joon. 31).

Komponendid
ur a Prad(uxl) s pl,
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ra - pp43(Jrr) s ¢B
qar r Pr.aCh™) - ro
moodustavad ro"Sptahuka, mille diagonaaliks on vektor J; ja-
relikult
= pa+ gb + ro. V.3.9
See vOrdus naitab lause kehtivust. ,

Toestatud lausetest saab teha rea edaspidiseks olulise
téhtsusega jareldusi:

(1) Maksimaalne lineaarselt sOltumatute vektorite arv
ruumis on kolm« tasandil - kaks ja sirgel - uks.

Selleparast oeldakse, et ruum on kolme-, tasand kahe- ja
sirge flhedimenslonaalne.

(2 Sirgel saab iga vektorit avaldada selle sirge mista-
ke nullist erineva vaktori lineaarkombinatsioonina.

(@) Tasandil seab iga vaktorit avaldada selle tasandi
roistahes kahe mlttekollwsaarese vektori lineaarkomMTiAt«loo-
nina.

(4) Euumis saab lga vektorit avaidade miatahes kolae

aittekomplanaarse vektori lineaarkombinatsloonlna.

5, Vektorvbr-rand s a ua + vB.

Anttid mittekollineaarsete vektorite & ja b ning kahe
skalaarmuutuja u Fa v abil mddratud vektorvdrrand 1 = aa +
+ v5 seab igale u ja v vaartuste paarile vastavusse teatud
vektori, erinevatele vaartuste paaridele vastavad erinevad
vektorid. Vektormuutuja x muutumiskaigus jaavad vektorid a,

B ja x komplanaarseiks. Oeldakse, et vektorid maaravad
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ruumis kahedimensionaalse sihi; viimane on Uhine kdigile
vektorpaariga a, b paralleelseile tasandeile (samuti, nagu
harilik - Uhedimensionaalne - siht on Uhine paralleelsete
sirgete hulgale). Vektorvdrrandi 1 a ua + vB lahendelks on
kdik vektorid, mis on paralleelsed selle kahedimenslonaalse
sihiga.

Geomeetrilisema pildi saamisoks rakendame muutuja Z kdik
vaartused fikseeritud punﬁ%i - poolusesse 0 (joon. 32; nait-
likkuse huvides on ka vektorid S ja b rakendatud poolusesse),
siis nad asuvad thel tasandil. Muutuja x * €IP muutumist Kkir-

jeldab nuud punkti P Iii;umi—

ne mddda tasandit. Kui u jav

omandavad teineteisest sdltu-

matult kdiki reaalarvullsi

vaartusi, siis punkt P kir-

jeldab kogu tasandi, mis 1&-
bib punkti O ja on paralleelne vektoritega & ja b. Sellepa-
rast nimetatakse vorrandit ftF = ud + vE tasandi vektorvor-
randlks ja muutujaid u ning v - koordinaatmuutujateks ta-
sandil.

Réhutame, et selline tdlgendus tekib siis, kui Fikseeri-
takse poolus 0 ja vaadeldakse vektormuutujat x tasandi muu-
tuva punkti P kohavektorina: r « ua + Vb.

Kui fikseerida Uhe koordinaatmuutuja vaartus selles vOr-
randis, nait. lugeda u m uc » const, siis saame Uht skalaar-
muutujat sisaldava vektorvirrandi r s uea + vB, mis méarab

sirge vaadeldaval tasandil. See sirge labib vektori u0a
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10pp-punkti ja on paralleelne vektoriga B (Joon. 33). Toe-
poolest, kai uO a4 0O, saame vorrandi r m vB (sumboliga r ta-
histame siin ja edaspidi muutava punkti F kohavektorit). See
vOrrand maarab poolust 0 labiva
sirge, aille sihivektor on b ja
koordinaatmuutuja on v (vt. § 2
p- 3). Kui u0 & 0, siis selle
sirge iga punkti on nihutatud
vektori uea vorra, s.t. vorrand
Joon. 33 r » uOa + vB mddrab paralleelse
sirge. Olgu uOa 10pp—punkt bl, s.o. uGa * M, siis vaadeldava
sirge vorrand on r » ru + vB.

Muutuja u igale vaartusele vastab teatud sirge sihivek-
toriga B. Analoogilise pildi
saame muutuja v fikseerimisel
(muutuva u korral): igale v
vaartusele vastab teatud sir-
ge, mis on paralleelne vekto-

Joon. 34 rlga a. odeldakse} et koordi-
naatmuutujad u ja v maaravad
tasandil sirget® voérgu (joon* 34).
Belnevait tdlgendasime vOrran-
ditr =1 + vB sirge vektorvor-
randina tasandil« Kuid kerge on
margata* et sama tulemuseni jor.a-
me ka ruumilisel juhul. Vorran- Joon. 35

dist jareldub, et r - s vB,
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8.0, r - r,N b igal parameetri VvV vadrtusel. Et r - r*"m 4,
mils 4 1b: muutuva vektoriga r mdaratud punktid asuvad sir-
gel, mis labib punkti N ja on paralleelne vektoriga B (joon.
35). Vorrand r * vB kujutab erijuhtu, mil sirge l&bib poolust
(vt. 8 p. 3).

Vaadeldud tasandi erran—
dit r s ui + vE saab analoogi-
lisel viisil uldistada: vOr-
rand r e rM + ua + vB maarab

tasandi, mis el 18bi poolust

<i°on- 36> Joon. 36

6. Summeer Imlskokkulepe.
Summa lihidalt markimiseks kasutatakse sageli summeeri-
missumbolit - taiteks lineaarkombinatsiooni Kk al + Kk a2 +

+ ... + kIk margitakse selle sumboli abil luhidalt
kra™ (loe: 'summa kMi™ 1 muutudes 1-st n-ni').

Indeksit i nimetatakse summeerimlsindekslks.

Maksimaalse lihtsustuse saavutamiseks on otstarbekas
jatta sumbol £ &ra ja kasutada Einsteini summeerimlsreeg-
lit: iga Uksliiget, milles mingi tdhtindeks esineb kaks kor-
da, sellejuures kord ulemises ja kord alumises asendis, tu-
leb summeerida; liidetavate arvu maarab eelnevalt kokku le-
pitud (vOi jJuurde margitud) summeerimisindeksi muutumispiir-
kond .

Naiteks kokkuleppe i » 1, 2, 3 jJja o<= 1, 2 korral

kran a ke + ka2 + khan,
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R &kt + ks
Kirjutis aktk (kai, 2, ... , p) tdhendab summat at** +
+ azZbg + ... + aPbpe

Paralleelprojekteerimise pbhiomadusi valjendavaid vale-

meid (3.6) saab summeerimiskokkuleppe abil kirjutada luhi-
dalt:

Prgkvb,= k"Prib_.,

prn_k‘b.t= k’\prﬁbk.
IImselt on summeerimisindeksi tahistus téaiesti suvaline:

kui 1, jJ, kK » 1, 2, 3, siis albL = aJb. = akbk.

84 . Vektorite skalaarkorrutis

1. Nurk kahe vektori vahel.
Nurgaks kahe vektori vahel nimetatakse nurka, mille need

vektorid moodustavad Uhisesse alguspunkti kantuina (joon.

Margime vektori%e & ja b vahelist

nurka stimboliga (a,b).

Vektorite vahelist nurka md8de-
takse O-st X -ni:
0~ (1,B)Edr .

Imselt (ép,'E) = 0 parajasti siis,
kui & T B, ja (a,B) = X parajasti siis, kui SM B. Kui
(al?B) a - , nimetatakse vektoreid ortogonaalseiks ja tdhis-
tatakse: SJ b.

Kehtib lauae: vektori ortogonaalprojektsioon teise v*k-
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tori sihile vOrdub projekteeritava vektori moadull ja vekto-
ritevah.eli.se nurga koosinuse korrutisega?
pr-6 a |Elcos(a,T>). “@.D
Kui (G,B) »

siis pra5>0; valemi
kehtivus on ilmne
(Joon. 38a). Kui
@Fr>) = : , Siis on

valemi mdlemal pool

Joon. 38 null. Kui (&,T>)>™ ,
siis (Joon,. 38b) prAb < 0, seega
prﬁE -]16]008 £5a — Ib Joos(X -et)

Bjcosots  }cos(a,B).

2. Skalaarkorrutise moiste.
Alustame nditega. Liikugu masspunkt tungi P toimel asen-
dist M asendisse N (Joon. 39). Punkti nihke maarab vektor

X s s. Kui 7FF s, siis tungi 7

N
poolt tehtud tdoks nimetatakse
skalaari
A a MN-P m Ji]-]lyi -
Kui aga 7.U" s, siis teeb t66d ai-
Joon. 39 nult nlhkesihlline komponent
Pr=7, s.t.
S
A = 1Dpr-7
*

s AN
ehk (4.1) tottu A = |9 |P|lcos(g,!F).
Saadud valemiga seatakse kahele vektorile F ja § vasta-

vusse 3kalaar A. Sellise operatsiooni algebraliste omaduste
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tottu (aida vaatleme jargnevas) raagitakse vektorite skalaar-
sest korrutamisest. Vektorite skalaarkorrutist tuleb erista-
da vektori ja skalaari korrutisest, mis on vektor.

Jatame nuid kdrvale eelnevas naites vektoritele omista-
tud konkreetse tahenduse ja sbGnastame vektorite skalaarkor-
rutise uUldise definitsiooni: kahe vektori skalaarkorrutiseks
nimetatakse skalaari. mis vordub nende vektorite moodulite
Ja vektoritevahellse nurga koosinuse korrutisega.

Margime vektorite 1 ja B skalaarkorrutist sumboliga (a,b),
siis

(G.B) » a -IBIOOB(Ef%)_ “4.2)

3. Skalaarkorrutise omadused.

Loetleme esmalt rea skalaarkorrutise geomeetrilisi omadu-

1) Skalaarkorrutis on positiivne vOi negatiivne skalaar
vastavalt vektoritevahellse nurga suurusele:
(a,b) > 0, kui (a,b)<n,
(a,b)< 0, kui (a,b)>£.
Skalaarkorrutis on null kahel juhul: (1) kui Uks tegureist
on nullvektor, (2) kui (afE) *‘l , S-t. vektorid on ortogo-
naalsed. Et nullvektorit vdib lugeda ortogonaalseks iga vek-
toriga, siis saab m6lemad juhud kokku votta lausena: skalaar-
korrutis on null parajasti siis, kui korrutatavad vektorid on
ortogonaalsed.
2) Zollineaarsete vektorite vaheline nurk on O v6i 5 ,

jJarelikult



14 ImIB If kui a tth,
(E.B) -
-ISI 461, kui aH B.

3 Vektori mooduli - seega ka kahe punkti vahelise kau-
guse saab avaldada skalaarkorrutise kaudu. Tdepoolest, vek-
tori skalaarkorrutis iseendaga e. skalaarruut (a,a) (sageli
kasutatakse ka sumbolit a ) vdrdub vektori mooduli ruuduga:
(a,a) s Ja]~. Siit jareldub valem

m a ~(1,2)" . 4.3)
Punktide A ja B vaheline kaugus - 18igu AB pikkua — vOrdub

nende punktidega maaratud vektori 1S (vBi 5X) mooduliga; jJa-

relikult
AB - YOT, )" . 4.4)
)] Skalaarkorrutise definitsioonist tuleneb valem vekto-
ritevahe ljLse_nurga maaramiseksj_
008(a.5) LU - 4.5)
VeSTST VebTeT
5 Skalaarkorrutis vOrdub iUhe vektori mooduli ja teise

vektori ortogonaalprojektsiooni korrutisega (projektsioon on
moodustatud esimese vektori sihile):
(@.,B) = lal-pr-b = |B].prra. 4.6
See seos on valemite (4.1) ja (4.2) vahetu jareldus.
Siit tuleneb omakorda, et vektori korrutis uhlkvektorlga
vOrdub vektori projektsiooniga Uhikvektori sihile:
(a,B0) s prra. “.7
6) Kahe Uhikvektori skalaarkorrutisvordub nende vaheli-

se nurga koosinusega:
x4 (4.8)



Skalaarkorrutisel on Jargmised algebralised omadused:
1°. Komarutatilvsus: (a,b) * (b,2). See omadus jareldub
vahetult skalaarkorrutise definitsioonist, skalaaride korru-
tamise kommutatiivsusest Ja asjaolust, et oos et B cos(-«-).
2°. Assotsiatiivsus skalaarteguri suhtes: (ka,b) « k(a,b)-
Toestus (4.6) Ja (3.5) abil:
(ka,b) » 6] pr~(kl) * k|Blpr"5 * k(a,b),
Kommutatiivsuse tottu ka (a,kb) A k(a,b).
3e. Distrlbutllvsus vektorite liitmise suhtes:
(a + b,0) a (4,0) + (6,0).
Toestus (4.6) Ja (3.3) abil:
(atb,0) = j6|pr&(a +B) * |c|(prea + pr,b) »
A i6|prC.S + |6|pr£5 = (a,c) + (b,0)-
Komisiutaiiivsaae tottu ka (a,b4-IN) » (a»b) + (@,0).
Distributilvsuse Ja assotsiatiivsuse seaduste korduva
rakendamise.teel saab kergesti ndidata, et vektorite lineaar-
kombinatsioonide skalaarne korrutamine toimub hulkliikmete

korrutamise eeskirja péhjal (matemaa-fciline induktsioon!):

(kI + kJa2 + ... + k™, +erbr + ... +
« kKl«l1(il,H1) +kvd-.B.,) + ... + kKlsua(51,Bn) + ... (4.9)
eee + KV <V EI>+kVOAMS.,) + ... ¢

ehk ldhistimboolikas

(74 Z £ 2 REs¢*)

Ja summeerimiskokkuleppe abil
X N kus isi, 2, ... ,n; 3*1,
2y aaa 5, M

Margime, et nendes valemites kasutatakse distributiiv-



suet mn - 1 korda (pdhjendadal).

Vektorite skalaarne korrutamine erineb aitreti skalaari—
de korrutamisest, ehkki nendel tehetel on Uhesugused algeb-
ralised pohiomadused (kommutatiivsus, assotsiatiivsus, dist-
ributiivsus). Paljud erinevused tulenevad asjaolust, et vek-
torite korrutamisel el ole tegurid ja korrutis sama liiki
suurused.

Margime téhtsamaid erinevusi.

1) Kolme vektorit ei aaa skalaarselt korrutada, sest ju-
ba kahe vektori korrutis on skalaar. Suurus b? m (a,5)1 on
vektor .

2) Vektorite puhul el kehti paljud skalaaride algebrast
tuntud korrutamise abivalemid. Haiteks Uldiselt (a - B)(a +
+ (@,B) +b ) fta - b , sest vdrdus s Es (a,b)5 saab keh-
tida vaid a || b korral.

3) Skalaarkorrutisel leiduvad nullitegurld. s.t. tegu-
rid, mis ise erinevad nullist, kuld korrutamisel annavad
nulli (vt. Omadus 1)). Selleparast vorduses (5,6) = (S,0)
el saa Uhise teguriga "taandada'. Toepoolest, teisendatud
vordusest (a,b) - (56,6) »0e. (@a,b-e) » 0 ei saa jarelda-
da, et b * ¢, kui a ™ 0; vOrdus naitab, et iJLXU-6). "Taan-
damine” en lubatav siis, kui vOrdus (x,b) ® (FE,0) kehtib
mistahes vektori Z korral: kui siin oletada, et B ™ 0, s.o.
B - ¢ s 0, siis saame vasturadkivuse. VOrdus peab kehtima
ka sellise x korral, mis ei ole ortogonaalne vektoriga b-0;

siis aga (X,b-0) ¢ 0, (X,B) + (X,0)-
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Naited.

9. Toestame koosinuslause. Téhista-
me kolmnurga kiulgedega maarairud vekto-
reid joonisel 40 naidatud viisil, siia

e « a - b,
02 Bc28B Ic2 = (c,c)= (5-b,a-b) =
* (a,a) - (5,6) - (b,a) + (B,B) *

Joon. 40 = dal2 + |6]2 - 2(5,B) =
*a + b - 2ab oo3(a,b).-
10. Toestame lause: roopkiliku diagonaalide ruutude sum-

ma vOrdub tema kulgede ruutude summaga (joon. 41).
(0 +B)2+ (5-56)2=12+ 2(5,6) +

+ B2 + s2 - 2(5,6) + B2 s 2(a2+ b2).

11. Vaatleme nelja punkti A, b, C ja D, millest Ukski
kolm ei asu uhel sirgel (Joon. 42). Uhendame k&ik punktipaa-
rid sirgetega. Tekib kujund,
mida nimetatakse nelitipuks.
Punktid on tema tipud, sir-
ged - kiljed, Uhiste tippude-
ta kiuljed - vastaskuljed.
Toestame lause: kui neli-
tipu kaks vastaskiulgede paari
on risti, siis on seda ka

kolmas paar.
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Olgu nait. ISIUE janiw, s.o. (15,00) - o, (HJ1,SFP) «
» 0. Valime pooluse 0 véaljaspool nelitipu kuigi ((Joonisel
markimata), siis ISa r&t-rg,EE . ?20 - rc, 15 = rD - ",

WF *rc - rA, SE = rD - rb ja lause eelduse saab kirjutada

vOrdustega
V 51 -5 Zmo,
(?t- > ?c - MB) = o;
v ™ - ) o 200w )0
v T™)-o0.y - 50 T wa» <0
Liidame need vOrdused, siis
C2, rc) - (5, > T e O
)" VW “ o>
(ro'%> W * o>
(Su, 1M »0,
S51.1C.

Sisuliselt tdestasime kaks lauset, ais vastavad punktide
kahele voimalikule asendile:

1) tasandil - kolmnurga kdrgused 16ikuvad Uhes punktis
@oonisel 42 on neli kolmnurka);

2) ruumis - kui tetraeedri kaks vé&stasservade paari on

risti, sile on seda ka kolmas paar.

4. Vektorvorrand (X- n) a4 o.

Skalaaride korrutamisel esineb po6rdtehe - jagamine.
Skalaaride a ja b jagatiseks nimetatakse vOrrandi bx m a
lahendit, mis eksisteerib ja on Uheselt madratud, kui b ~ O.

Vektorite skalaarsele korrutamisele ei saa podrdtehet -

""skalaarset jJagamist” - _"ddrata, sest "jagatis" ei ole uUhene.
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Toéepoolest, siin tidhendaks poodrdtehe iihe vektorteguri
leidmist antud teise teguri n ja korrutise c kaudu, s.t.
vorrandi (X, n) = c lahendamist. Kuid sellel vdrrandil on
I8pmata palju lahendeid: ks vérrand [xI|n] cos(i?ﬁ) ® o si-
saldab kaht tundmatut ii‘ ja Kn).

Olgu vektor a selle vorrandi Uks lahend, s.t. (a,n) K ¢,
siis (x,n) - (a,n) = 0 ehk

-1, n) =0,
X - 51n.

Tasandilisel juhul jareldub siit, et iga vektor Bln
maarab vektoriga x-a kollineaarse sihi: x - &a||B. Selle tot-
tu kehtib vordud

X - a + 18, @)
kus t on mingi skalaarmuutuja. Vastupidi: kui B1 a, siis
iga vektor (°0 on vorrandi (x,n) » o lahend:

(attB, n) = (@,n) + t@B,n) = (@,n) = o.
Jarelikult tasandil on vOrrand (X,n) » 0 samavaarne para-
meetrilise vektorvlOrrandiga x «@a + tB, kus a on esimese
vorrandi mingi lahend ja T> Lu.

Ruumis iga vektorpaari c, b1n, olLn korral on vekto-
rid X - a, 6 ja c komplanaarsed, seega x - & saab avaldada
b ja c lineaarkombinatsioonina:

X s & + uB + vc.
Vastupidi, iga selline vektor rahuldab vorrandit (x,n) * c
(kontrollidal). Niisiis ruumis on vdérrand (X,n) = c sama-
vaarne parameetrilise vektorvdrrandiga x = a + uB + vc, kus

a, B, c rahuldavad margitud tingimusi.
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Margime, et vorrandi (X,n) s c tUldlahend x on selle vor-
randi Uhe erilahendi & ja vastava homogeense vorrandi (X,n)*
a 0 uldlahendi (tasandil t>, raamis ub + vc) summa.

Vorrandeid (<*) ja (gb) analiisisime eelnevas (vt. § 3
p- 2. ja 8 3 p. 5). Saadud tulemused vdimaldavad anda vOr-
randile (x,n) = c lihtsa geomeetrilise tdlgenduse.

Loeme vektormuutuja x koik
vaartused rakendatuks poolusesse O;
téhistame 1 = r. Olgu vektori & =
=r I8pp-punkt M. Siis vdrrand
(r,n) = c maarab:
Joon. 43 1) tasandil - sirge, mis l1&bib
punkti M ja on risti vektoriga n (Joon. 43),
2 ruumis - tasandi, mis
bib punkti M ja on risti vekto-
riga n (Joon. 44).
Vektorit n nimetatakse vas-
tavalt sirge voi tasandi nor-

Joon. 44 maalvektoriks.

8§5. Vektorite vektorkorrutis

1. Jarjestatud mlttekomplanaarse vektorlkolmlku orientatsi-
oon.

Kéesolevas ja jargmises paragrahvis vaatleme vektorite
hulka ruumis. Sellest hulgast saab alati valida kolm mitte-

komplanaarset vektorit ja seda I8pmata paljudel erinevatel
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riisidel.

Kui kolmele rektorile a, b, Cc on omistatud kindel jarje-
kord (rektorid on nummerdatud, nSit. a loetakse esimeseks,
B teiseks ja c kolmandaks vektoriks), siis Oeldakse, et need
vektorid moodustarad jarjestatud vektorite kolmiku.

Jarjestatud mittekomplanaarset vektorite kolmikut nime-
tatakse parempoolselt orienteerituks e. parempoolseks, kui
parast Uhisesse algusesse kandmist kolmanda vektori poolt
vaadates lihem pbtore esimesest vektorist teiseni toimub vas-
tupidiselt kellaosuti liikumisele e. positiivses suunas;
podrde puhul kellaosuti liikumise suunas e. negatiivses suu-
nas kolmikut nimetatakse vasakpoolselt orienteerituks e. va-
sakpoolseks.

Vektorite kol-
mik a, b, & jooni-
sel 45a on parem-
poolne, joonisel
45b - vasakpoolne
(margitud jarjes-
tuse korral).

Joon. 52 Vektorite kol-
aiku orientatsiooni on kerge médrata jargmise reegli abil:
parempoolses kolmikus asuvad vektorid (Uhisesse alguspunkti
kantuina) nii, nagu parema kée poial, esimene sdrm ja peo-
pesa poole kdverdatud teine sdrm; vasakpoolset kolmikut mee-
nutab samal viisil vasak kasi.

Kolme vektorit saab jarjestada kuuel erineval viisil
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(permutatsioonide arv kolmest elemendist PN * 3I):
a,b,o; b,o0,a; o0,a,b;
a,o,b; c,b,3j b,a,o.
Kerge on veenduda, et esimese rea kolmikud on orienteeritud
Uhesuguselt, samuti kolmikud teises reas, kuid kolmikud eri-
nevaist ridadest on erineva orientatsiooniga. Toepoolest:
kui &,3>,7 on parempoolne kolmik (joon. 45a), siis nait. kol-
miku c,a,b korral on lihem pddre c-st a-ni b poolt vaadates
vastupidine kellaosuti liikumisele, kuid kolmiku b,a,5 puhul
on lihem ptoére B-st a-ni c poolt vaadates kellaosuti liiku-
mise suunaline. Analoogiline olukord esineb juhul, kui lah-
tekolmik 3,6,c on vasakpoolne kolmik (joon. 45b).
Kolmikute eristamiseks vOib kasutada ka jargmist meeto-
dit: vaadates leAe vektoriga moodustatud ruumlnurka néeme
lUihemat pooret esi-
mesest teise, tei-
sest kolmanda ja
kolmandast esimese
vektorini toimuvat
kellaosuti liikumi-
Joon. 46 sele vastassuunas
parempoolse kolmiku puhul (oon. 46a) ja kellaosuti Iiikumi-
se suunas vasakpoolse kolmiku korral (joon. 46b); sellejuu-
res esimeseks vektoriks on loetav iga vektor kolmikus.
Reas a,b,0,a,b on kdik jarjestikustest vektoritest moo-
dustatud kolmikud Uhesuguselt orienteeritud. Oeldakse, et

need kolmikud on saadud Uksteisest vektorite tsuklilise uUm-

- 53 -



berpalgutamlse teel. Paneme tadhele, et eelnevas vaadeldud
kuue permutatsiooni puhul on kumbki rida vektorite kolmikuid
moodustatud tsuklilise Umberpaigutamisega; Uleminek uhelt
realt teisele toimub aga kahe vektori vahetamise teel. Jare-
likult: vektorite kolmiku orientatsioon sailib vektorite
tsuklilisel Umberpaigutamisel )Ja muutub kahe vektori vaheta-
misel.

Vaatlesime vektorite kolmiku orientatsiooni soltuvust
jJarjestusest. Margime lisaks, et antud vektorite kolmiku uhe
vektori asendamisel vastassuunalise vektoriga (nait. vastand-
vektorlga) saadakse uus kolmik, millel on erinev orientatsi-
oon (veenduda iseseisvaltl); kahe vektori asendamine vastas-
suunalistega orientatsiooni ei muuda (toimub orientatsiooni
kahekordne muutus); vastassuunaliste vektoritega kolmikuil
on vastupidine orientatsioon (orientatsiooni kolmekordne muu-

tus).

2. Vektorkorrutlse mdiste.

Peale skalaarse korrutamise, millega tutvusime eelnevas,
on rakenduslikult otstarbekas defineerida ruumi vektorite
hulgas veel Uks korrutamisoperatsioon, nimelt selline, mille
tulemuseks on jéalle vektor. Skalaarsest korrutamisest eris-
tamiseks nimetatakse seda tehet vektoriaalseks korrutamiseks.

Kahe vektori & ja B vektorkcrrutiseks nimetatakse vekto-
rit c. mis rahuldab tingimusi:

1) cj_a, CLD, (sihi maaritlus)

2) a,T>,c on parempoolRe kolmik, (suuna maaritlus)

3) 16i X lailal =sin(a,b). Cmooduli maaritlus).
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Taéhistame a Ja B vektorkorrutist simboliga £a,b5].-c
Vektorkorrutise moodulil
I[a,B1l s Jlallbl31n(a7s) - (G.D)
on lihtne geomeetriline tédhendus: kui kanda tegurid & ja b
Uhisesse alguspunkti,
siis nendega maaratud
réopkuliku (Joon. 47)
pindala on
S -ah =
- ISICEISINE.B)) -

Seega: vektorite 5 Ja
B vektorkorrutl8 on vektor, mis vOrdub moodulilt tegureile

ehitatud roéopkiliku pindalaga, on risti selle roopkiliku ta-
sandiga Ja on suunatud nii, et tema 18pp-punktlst vaadates

lihem podre a-st B-nl toimub vastassuunaliselt kellaosuti

liikumisele.

3. Vektorkorrutise omadused.

Vektorkorrutis on null (vektor) parajasti kahel Juhul:
(D kui Uks tegureist on nullvektor, () kui (ECE) = 0 VOi
X »s.t. 1] B. Et nullvektorit vdib lugeda kollineaarseks
iga vektoriga, siis saab molemad juhud kokku votta lausega:
vektorkorrutis on null parajasti siis, kui korrutatavad vek-
torid on koilineaarsed.

Niisiis on ka vektorkorrutisel nullitegurid.

Vektorkorrutisel on jargmised algebralised omadused:

1) Antikommutatlivsus: [a,B] * -£B,a™.
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Kui alb, on see oma-
dus ilmne. Kui a”b, siis
[a,6] ja [6.47 on moodu-
liit vOrdsed uhe ja selle-
sama roopkiliku pindalaga
ning mdlemad on risti sel-
Joon. 48 le roopkuliku tasandiga.
Vektorkorrutise definitsioonist tuleneb, et [a,B] [b.a]l
(Joon. 48).
2) Assotsiatiivsus skalaarteguri suhtes:
£ka,b] s k[a,B],
[5.kb] « Kk [a,B]-

Kui k 3 0 vbi 1]]6, on vordueed triviaalsed. Uldjuhul
ffilrgias esiasse vorduss- tOeei &ke: Kui k )> 0, siis r('f)f)pk[]—
liku Gha kui je pikendamisel k korda (luhendamisel, kui kM)
kasvab ka roopkuliku piadala k korda (kahaneb, kui k Dj

kui aga K N 0,

siis »jkj = Kk ja juba tdestatu ning joonise
48 podhjal

[ka,B] = [IkI(-i).Bj » Ixl[~a,B] « -|k|[a,B] * k[a,B].

Teise vOrdus®© tuletame esimesest antikommutatiivsuee
abil:

[ajkBj s -Tkb,a] ® -kI'6,aT] s.k[a,Bj-

3) Pistributilvsus vektorite liitmise suhtes:

Toestame esimese vOrduse kdige uUldisemal juhul: eeldame,

et a,b,c on mittekomplanaarne kolmik. Kanname selle kolmiku
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Uhisesse alguspunkti O (Joon. 49).

ja B+d
16pp-punk-
tid B, C
ja D vek-
Joon. 49 toriga &
paralleel-
sete sir-
gete abil sellele tasandile. Projektsioonid P, Q ja H maara»
vad vektorid 7= * p, =qgja™m*r. limselt r »p + Q-
Poorame vektoreile p ja q ehitatud roopkulikut tasandil
Umber alguspunkti O taisnurga vOrra positiivses suunas a
poolt vaadates. Tahistame p, q ja r ptoéramisel saadud vekto-
reid vastavalt s, $ jav, siisv s s + £_
Skalaar |s] = \p ]| on vbrdne vektoritega p ja a0 moodus-
tatud ristkiliku OAP®"P pindalaga (alus jpj ja kdrgus |ac|*
= 1). See ristkiulik on pindvdrdne vektoritele b ja a0 ehita-

tud rodpkulikuga OAB"B. s on risti vektorite b ja a0 tasan-
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diga. Kolmik ac,b,1 on parempoolne. Jarelikult 3 »
Analoogiliselt arutledes veendume, et ! s [a0,0j jav s

= a0,b+c]. E£t T = 8§ + ~, siis [a0,b+c] = la0,B7 + [a0,0j-

Jarelikult
[1,B+6] = D5la0,6+c] = 1al] &0,6+c] = Ja] ([a0»B] +
+ [10,c]) > |al|[a0,6] + |I] [a0.c] =[]5]a0,6] +[la]&0,cjx

= [i,b] + [a,6].

Erijuhul, kui a,5,0 on komplanaarne vektorite kolmik, on
p, q ja r vektorite b, c ja b+c komponentideks mistahes vek-
tori suhtes kolmiku a,B,c tasandi ja tasandi 10ikesirgel.
Sellisel juhul tuleneb distributiivsuse valem komponentide-
vahelisest seosest (3.2).

Teine distributiiv3ust véaljendav vordus jareldub tbesta-
tust:

[a+b,c] = -[c.,5+6]1 = -([c,a] + [c.B]) a -j5.,i] - [0.B] »

» la,cJ + [b,c] -

Distributiivsuse ja assotsiatiivsuse seaduste korduva
rakendamise teel saab naidata, et vektorite lineaarkombinat-
sioonide vektoriaalne korrutamine toimub hulkliikmete korru-

tamise eeskirja pbhjal (matemaatiline induktsioon!)

[kiga1l + k212 + ... + knén, £1b1 + (262 + ... + =
= k"Ya-pb-~ + k4Y”~a”™b,,]* ... + kK4*a"B"N-b ... 6.2
... + KM + kn@>n,b2] + ... + knBula ,bTj

hk lTdhisummeerimisel

[ g £ 1°.,1-.££,4*~wmw3



ja summeerimiskokkuleppe abil:
[KY - t-j] =
Teeme skemaatilise kokkuvdtte skalaaride ja vektoritega
aooritatavaist pbhitehetest, mida kasutatakse vektoralgebras.
liitmine: Kk + £ on skalaar,
a + b on vektor.
Korrutamine: ki on skalaar,
kl on vektor,
(a,b) on skalaar,
[&, D1 on vektor.
Poordtehe leidub skalaaride liitmisel ja korrutamisel ning
vektorite liitmisel. Vektorarvutuses kasutatakse muidugi ka

skalaaride astendamist ja selle pdordtehteid.

Naited.
12. [2a- 36, 26 - 3a] = 4[a,E] - 6[a,a] - 66,61 +
+ 9[b,a] = 4[a,B] - 9[a,B] =
a -5[a,B] =
* 5[b,a]-

13. Vektori K a 15 momendiks punkti O suhtes nimetatakse
vektorkorrutist [r,a],
kus r = W. (Joon.50).
Kui vektor & libiseb
moédda sirget AB, siis
muutub kull vektor r,
kuid vektori &a moment
punkti O suhtes ei

Joon. 50 .
muutu. Todepoolest,
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libisemisel sailivad vektori [r,1] siht, suund ja moodul
(vektoritele r ja a ehitatud rodpkuliku pindala).

Vektori momendi mdistet kasutatakse mehhaanikas (tungi
moment [?,7], impulsemoment [r,mv], jne.).

14. Poodrleva keha punkti P joonkiiruse v maarab valem
v = [03,r], kus & on keha nurkkiiruse vektor (mis moodu-
lilt vOrdub nurkkiirusega, asub pddrlemisteljel ja nditab
suunda, millest pddrlemine paistab positiivsena), r m CP ja
0 on podrilemistelje mingi punkt
oon. 51). Veenduda, et punkti
0 asend teljel on ebaoluline!
Iseloomustada vektorite v ja v
asendit kaekella osutite pdorle-

misel!

15. Kui elektron laenguga e
liigub kiirusega v magnetvaljas,
millel on konstantne tugevus 7, siis valja toime elektroni-
le avaldub kérvalekallutava tungina 7 = e/cfv,H], kus c on

valguse kiirus (Lorentzi valem).

16. Monokromaatilise valguskiire murdumisseadused on
véaljendatavad uUhe valemiga [nc,I”=
=~ [n0,T>0 , kus uUhikvektorid a0,

da n0 madaravad vastavalt lange-
va kiire, murdunud kiire ja kesk-
kondi lahutava pinna normaali ning
~ ) 0 on murdumiskoefitsient (joon.

52). Toéepoolest, margitud valemi



pdhjal

1) a0, TO ja n,, on komplanaarsed, s.t. langev kiir, mur-
dunud kiir ja pinnanormaal asuvad iUhel tasandil;

2) J Yy 0 téttu [nO,ad jj Jy0.BY , selleparast nende vek-

torite suhe vOrdub moodul ¥te suhtega:

|[n0,é%| sin(n”™a0) sinoC
= >

[H-.5.1 Do Tl 3n (160) B b
4. Vektorvdrrand « C.

Vektorkorrutise definitsioonist jéreldub, et vektorvor-
randil [x,I] = ¢, kus s ja c on konstantsed vektorid, on 18p-
mata palju lahendeid (pbhjendadal). Sellepérast el saa defi-
neerida vektoriaalse korrutamise pddrdtehet.

Olgu a selle vorrandi mingi lahend, s.t. [a,s] » &, siis

[x.s] *
[x-1,s] » O,
x-a lIs.
Jarelikult vorrandi [x,1J * c iga lahend on Kirjutatav kujul
X s 5 + ti, kus t on mingi skalaarmuutuja. Vastupidi, vOr-
randi
X A a+ ts o
iga lahend rahuldab lahtevdrran-
dit (kontrollidal!). Seega on vor-
rand [Xx,1] « c samavaarne vdrran-
diga (0(Q), mida uurisime eespool
@ 3. p.5).
IImneb, et vorrandi » C

uldlahend on selle vdrrandi Uhe
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erilahendl S ja vastava homogeense vorrandi ~ 0 uldla-
hendi ts summa.

Rakendame vektormuutuja x = r vaartused poolusesse. Olgu
& =r . Vdorrand [r,s] = c mdarab sirge, mis labib punkti M
vektori a sihis (Joon. 53). Margime, et vektorkorrutise de-

finitsiooni tdttu saab vaadeldavat vorrandit ndnda tdlgenda-

da ainult ruumis.

86. Vektorite kombineeritud

Korrutised

1. Segakorrutis.

Kahe vektori vektorkorrutise skalaarkorrutist kolmanda
vektoriga nimetatakse kolme vek i segakorrutlseks. Seega
on segakorrutis skalaar, mis seatakse vastavusse vektorite
kolmikule.

Segakorrutis on null parajasti siis, kui vektor- véi
skalaarkorrutis on null. Seega ([a,BjJ,c) = 0, kui a]|b vai
jadlic.. laiselt" sisaldab teine tingimus erijuhuna ka esimest
kui ajjb, eiis [a>b] = Uj_c. Et ka a] [a,b] ja bl Ia,F],
siis on vektorid a, b ja c vaadeldaval juhul ortogonaalsed
Uhe vektoriga ;a,B], s-t. vektorite kolmik on komplanaarne.
Vastupidi, komplanaarsuse korral [&a,b] Lc. Seega: segakorru-
tis on nu3l parajasti konplanaarsete vektorite puhul.

Olgu a,b,c mittekomplanaarne vektorite kolmik; kanname
need vektorid uhisesse alguspunkti. Siis (4.6) po&hjal

([a.B]1.,c) = JI5,B]lprp”o,



Jarelikult
C[a.51.0) >0, kui ®tt[a,b] ,
<0, kui Pr*_ |’cH[a,b]-

Lihtne on veenduda,
et segakorrutis on po-
sitiivne parempoolse
kolmiku ja negatiivne
vasakpoolse kolmiku pu-
hul (Joon. 54).

[2,6] Hittekomplanaarne
vektorite kolmik maa-
rab (Uhise alguspunkti
korral) rodptahuka*
Loeme selle rodptahuka
pohjaks vektoritele a
ja b ehitatud tahu.

Joon. 54 Valjendame kolmiku
vektorite abil roédptahuka pbhja pindala Sp, kdrguse h ja

ruumala V:

P
h o
prinfd]e
v * Sph = |[5.6D-lprL_gj cj =J([S.S1.0)1-

Votame eelnevad tulemused kokku lausega, mis iseloomus-
tab segakorrutiet geomeetriliselt: kolme vektori segakorru-
tls on skalaar. mie vdrdub moodulilt neile vektoritele ehi-
tatud roéoptahuka ruumalaga .Ja on positiivne parempoolse ning

negatiivne -vasakpoolse vektorite kolmiku puhul.
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Kehtib samasus ([1,Tf3,8) = (S, |T>,<f)). Téepoolest, kolmi-

kud &,B,8 ja b,c,a on ihesuguselt orienteeritud ning maara-

Selle samasuse tOttu on otstarbekas jatta segakorrutises
vektorkorrutis eraldi markimata ning kasutada segakorrutise
téhistamiseks lihtsat sumbolit (a,b,e).

Vaatleme segakorrutise algebralisi omadusi.

1) Soltuvust tegurite jarjekorrast iseloomustab lause:
segakorrutise moodul sailib tegurite igal Umberpaigutamisel.
mark aga sailib tegurite tsiuklilisel Umberpaigutamisel ja
muutub vastupidiseks kahe teguri vahetamisel vOi Uhe teguri
mnutEisel vastassuunaliseksg Lause kehtivus tuleneb segakor-
rutise geomeetrilisest tiahendusest jJa vektorite kolmiku ori-
entatsiooni kohta tehtud markustest (8 5 p.l).

2) Segakorrutis on assotsiatiivne skalaarteguri suhtes:

(ka,b,c) = (a,kb,e) = (5,b,kc) * k(a,b,c).
Toestus:

(ka,b,c) = (k&,[b,0oD) = k(1,[b,0]) = k(1,b,c),

(a,kB,c) = -(kb,a,c) = -k(b,1;¢) - k(a,b,0),

(a,b,k&) = (kc,1,6) = k(c,a,b) - k(1,6,c).

3) Segakorrutis on distributiivne vektorite liitmise
suhtes:
(i~+12,B,¢) = (@"b,0) + (12,b,c),
(an+Bgjc) = (a,b1,0) + (1,B2,0),
(anc”cg) * @BIGIY) + (a,b,c2).
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Toestus:
(Ii+a2,E,c) = (Si+ég, [b.6D « CijjfojoD + (@2, [b,¢-
* (*1»b6,c) + (i2,B,0).
ulejédénud juhud tdestada iseseisvalt!

Assotsiatiivsuse ja distributiivsuse tdestamisel saab
kasutada ka geomeetrilist naitlikkust. No6nda on Uhise orien-
tatsiooniga kolmikute 4,5,6" ja 1,512 korral distributiiv-
8US kergesti nahtav jooniselt 56. *

udrida
erinevate
orientatsi-
oonide juhtu
ja tolgenda-
da geomeet-
riliselt ka
assotsiatiiv-

Joon. 55 sust!

Assotsiatiivsus ja distributiivsus kandub ule vektorite

lineaarkombinatsioonidele hariliku hulkliikmete korrutamise

reeglina:
(21 kc5 L, TL r*°4) -
- £ 2L kIOr4(. ,bj,cs)
ha4 le
ehk '
(kr, ,r*c6) » kIsJré(al.bj ,0s).

Mitu korda on selles valemis kasutatud distributiivsust?
Markus. Et segakorrutise distributiivsuse tdestamisel ei

ole kasutatud vektorkorrutise distributiivsust} siis vdib
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niid tdestada esimese abil teise (vrd. geoneetrlllne tdestus
§ p.3):

(~a~+agjc) a (a™a2,B,c) a (a2,B,0) + (a2,B,0),
8ete kehtib samasus

Cran+agjBj,o0) S (£a,,Bj,0) + (£a2,B”,0),

Tallies vOib "taandada™ &4 p.3 tehtud markuse 3) pohjal:
[ai+12,B] * [a~B] + [52,B].

2. Kahekordne vektorkorrutls.

Vektorkorrutise vektoriaalne korrutamine kolmanda vekto-
riga annab jéalle vektori, mida nimetatakse kahekordseks vek-
torkorrutiseka.

Naitame, et iga vektorite kolmiku I,B,c korral kehtib
samasus

[1, [B,olj = B(a,c) - c(a,B). (6.1)
i

Juhul & j [B,c] on see vOrdus triviaalne; see on ni

naiteks siis, kui B || 5.
Vaatleme uldjuhtu, mil neid kollineaarsnsi el esine. Et
siis on Ia, £8,c]j konplanaame vektorite-
ga B ja o, jarelikult saab teda esitada viimaste lineaar-
komblInatsioonina:
Js.[B.,.cl] s kB + lc.
Korrutame seda vordust skalaarselt vektoriga &a; siis
5 tottu
ké,B) + 1(a,c) = 0.
Maarame siit kordajate suhte:

K :1 » -(1,¢) : (4,B)

- 66 -



(ki alts, s.o. (@,6) » 0, vBib vaadelda podrdsunet t : K).
Ilmeb, et leldnb skalaar N1, mille puhul k = >@,c) ja
~N* —X(@a,b), s-t.

\a, [b,0] ]saX I B(1,0) - c(1,B)}-

Samasuse tdestamiseks tuleb veel niidata, et ) a 1, Tee-
me selleks kaks eelmarkust skalaari X iseloomu kohta:

(D) X ei muutu, kui mdni vaadeldavatest vektoritest
asendatakse kollineaarsega. Toepoolest, kui korrutada viimast
vOrdust mingi nullist erineva skalaarlga p, siis v6ib ska-
laar- ja vektorkorrutise omaduste tdttu kirjutada skalaari p
mistahes vektori juurde kolmikust a,b,c.

(@ X ei soltu vektori & valikust. Oletame, et vektorile
a* vastab skalaar X" ,

[a",[b.c]] aY]|BCa»,c) - 0(57.B)™,

(1. [a*, [b,clD =n"{(5.6)(a»,b) - (5,0)(a* .B)} -
Analoogiliselt (a",”a,[E,cl)) a\ | @" ,B)(1,0) - (@ ,0)@,bB)};
Kuid Ca , [ a " ) a (a,5%,[>.cD * -(@",a,[6.cD a
« -@",[a, [b,c1D; jarelikult X=X-

Kasutame neid markusi. Muudama b ja ¢ moodulid vOrdseiks
ja valime vektoriks a summa b + 6. Siis b ja c mdaravad uhte
punkti ,kantuina rombi, mille diagonaal on a (Joon. 56). Vek-
tor £a,[b,c]lj on ortogonaalne a-ga ja asub rombi tasandil;
tema moodul vOrdub rombi diagonaali ja pindala korrutisega:

ila .[6.c11 J- la[-j[b.6.

Vaatleme niid vektorit B(a,c) - c(a,b):

(a,b) a (a,c) = |1] pr_c a 5272,
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B(5,c) - 3(5,b) x ® - B),
Ie(®,c) - 0(5,B)\» %az |B-o]*

/ * B pr1b1 B
7/ ) _ _
I-c jv Diagonaalide poolkorratle
1alJS"cj. on rombi pin-

n

o\ /3.’ dalaga. Arvestades eelnevat
v tulevast Kirjutame vOrduse
B LEl ]

I[r.[B.5111 = Jecr.c) -
Joon. 56 - c(@a,b)]-

N on positiiwe, sest b-c tt[a,[6,c]® (VL. joon. 56) ja
(5,6) B (S,0). Jfirelikult Xuw 1.

Toestatust jareldub, et Uldiselt [a,[B.0]]1 4 [O5.B1.61-
Leida tingimused, mille puhul kehtib vOrdusl

Lisame veel mdned vektoralgebras olulised samasused.

1) Kahe vektorkorrutise skalaarkorrutis rahuldab saaa-

sust

LGARP®= (9 67 - 62

Toestus: ([a,B], [p.dD * (a,B,[p.dD) » (S, [b.[p.d1D -
= @,pGG.a) - ab.p)) = @.pPE.D - @ DE.p)-
2) Kahe vektorkorrutise vektorkorrutis rahuldab samasust:
[[1.B]1, [p.qll a p(S.E.q) - 5(8.6,p), ®-3)
mis jareldub vahetult valemist (6.1): [[a,61. [p.qll «
= p([a,B],5) - 5([a.B].p)-

Analoogiliselt kehtib: ,[p.dll =®T5G,p.q) -
- a(B,p,q)- Jarelikult vbrdus
p(a,E,q) - a(&,S,p) = B(a,p,q) - 1(B,p,q) ©.4)
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kehtib iga vektorineliku 1,B,p,q korral. Selles valjendub
asjaolu, et mistahes neli vektorit runmis on lineaarselt
soltuvad.
3) Samasusest (6.1) Baab tuletada Jaoobi samasuse
[a. [boll + b.[6.1 + [6f[a,B]] * O, 6.5
mille kontrollimise jatame lageja hooleks.
3. Vektonvdrrand (i.a.B) = o.
VBrrandil on 18pmata paijn lahendeid: tiks vorrand
JXII\L,B]Joos(%, [a,BE]) * c sisaldab kaht tundmatut |xj-ja
Geomeetriliselt: vektoritele & ja b saab ehitada
16pmata palju rooptahukaid, mille ruumala on o0
Olgu & selle VBrrandi mingi lahend, s.t. (6,a,1>) * o;
siis

*,a,B) » (6,4,9),

(x-0,a,b) s o,
als téhendab, et vektorid x—c, a ja b on koaplanaareed. Tu-
leb eeldada, et a”b, sest vastasel juhul on IShtevdrrand
vasturddkiv (kui o 0) vdi osutub triviaalseks samasuseks
0 * 0. Jarelikult x-c on vektorite & ja b lineaarkorbinatsi-
oon, s.t.

X = C + ua + VB, (&)
kus u ja v on mingid skalaarmuutujad.(vOrrandi uldlahendi
struktuuri kohta vt. markus 8§ 5 p. 4)

LahtevOrrand on samavddrne vorrandiga (oQ (pdhjendadal).
Viimase uurimise tulemused (vt. §3 p.5) vdimaldavad nuud
tdlgendada vérrandit (X,a,b) * o geomeetriliselt.

Kanname vektormuutuja x vaartused poolusesse O ja tahis-
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taae 2 * r. Olga tema antud

rfiSrtus 6 » . Sile maarab

mOrrand (r,a,b) s o tasandi,

ais labib punkti M ja on pa-

ralleelne rektoritega a ja b
Joon. 57 (Joon. 57).

17. Vorrandid (r,n® = o" ja (r,n2) * 02 mddravad kaks
tasandit (rt. 8§ 4 p. 4; n® ja n2 on nende tasandite normaal-
vektorid. Kui n~Eg, siis need tasandid 18ikuvad (Joon. 59).
Koostame Vvorrandi, mis *8arab tasandite I0ikesirge. St rek-

torid nx ja n2 on mdlemad 16i-
kesirgega risti, siis rektor
- 1TZ] on 18ikesirgega paral-

leelne - sirge sihirektor. Ji-
relikult on 18ikesirge rorrand
Frr»pl»H”N s 6 (rt- & p-4).

\ Joon. 58 Vektori c maaramiseks kasu-

tame ralesit (6.1):
[r.[ni,nZ]]e n1(r,n2) - n2(r,n,);

siin (rr'2) € 0r ja (r,n2) * c2, seega ldikesirge maarab
vorrand

[r.[51f2J* 0gSj - 0gSg.-
18. Valjendame kahe segakorrutise (skalsari) korrutise
rektorite skalaarkorrutiste abil.
lga nelja rektori a, B* 0 ja p korral kehtib samasus
(rt. 6.4):
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(5,6,0)p * (p,6,0)5 + Ca,p,0)b + Carb,p)o.
Olgu p a [3.8], eile
Ca,b,0)[3,e] * C[3,e],6,0)a + C1,[3,e],0)b +
+ Ca,b,[3,eD0 = C[d,e], [b,6Da + (Id,e],[6.aDb ¢
+ C[d,5",L»3)5 B
6.2 @D G0 a. GO GD @G.1) ¢*.6)
(8,6) Ce,0) Ce,0) (B, (.2 (8,b)
Zorrutame saadud vOrdust skalaarselt mingi rektoriga 7, eile
saame otsitava seose:

(.b) (3.,9)
5.0 @.e,7) = 3
@EDCED= o @ OV EB sl
G.a GB.B) B.3
;g é';g G G B (.9

{a,a {.,6) 2,0
Erijuhul, kui 3 sa, e *b jJa7 a0, saaae segakorrutise

ruudu: ,
5 (a,b)(,0)

(5.B.6)2 (G.a) B2 C6,0) (6.6)
©0,5)(.,b) c2
19. Tuletame Heroni valemi analoogi ruumilisel juhul:

valjendame tetraeedri ruumala tema servade pikkuste a, b, o,
d, e, 1 kaudu (Joon. 59)*

Olgu tetraeedri ser-

vadega mddratud vektorite

a, b, o, 3, 1 ja7 suunad

valitud joonisel naidatud

viisil. Teatavasti tetra®



eedri ruumala on ™ selle tetraeedri servadele ehitatud rédp-
tahuka ruuaalast. Jarelikult

3 52 G.B) (@,0)
Vtetr * XD \ 6.0 s2 (8.9
vV @5 6B 02

Etds5-05b, alis (rt. ndide 7) G,b) *a* { I ® ; ana-

2« 2 -2 -2 =2
loogiliselt (B,6) »~ * 1 *W% ja (5,5 = | -m~ ¥
Asendame eelneta3, siis saame parast lihtsaid teisendusi Ta-
leul

\ 2ar 2¢b2-d2 a2+ 0278
vtetr *IS\ 2 * b2 - d2 58 88 . o2 ,.<8

\ a2+02-02 ¥+2,.=2 &F°

87. Vektori koordinaadid

1. BaasJ2L koordinaadid.

Uleminekuks vektoroperateioonidelt tehetele skalaaridega
seatakse igale vektorile vastavusse teatud reaalarwud, aida
nimetatakse vektori koordinaatideks. Asendades vektorid nen-
de koordinaatidega saab voktorvalemid valjendada skalaarsete
valemitena ja sel teel geoaeetrilistelt arutlustelt file sin-
na arvutamisele.

Vektorite koordinaatide defineerimiseks kasutase vekto-
rite lineaarse soltuvuse uurimisel saadud tulemusi (83 p.4,
jareldused (D) - ).

Alustame vektorite hulgast sirgel (fildlsemalt: omavahel
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kollIneaarsete rektorite hulgaat). Valime seilest hulgaat
aingi rektori e ¥ 0. Iga rektor x raadeldaraat hulgaat on
rektori e llneaarkombinataloon (Jareldus (2)):

oeldakse, et & on sirge rektorite haiga baaa: skalaari
Z nimetatakse rektori x koordinaadid baasi | auhtea.
St IxIx. = x|e]ee, ella

Za @.D
—1 , kui xlle.
Siit on kerge naha, et rektori koordinaat rordub abaoluut-
raartuselt rektori plkkasega, kai pikkasiuhikuks sirgel rali-
da baasirektori e pikkus (s.t. lageda baaalrektor Uhikrekto-
riks); koordinaadl mirgi mdarab rektori snnnd baaairektorl
mohtes.

Baaa korraldab Ukaflhece raataraae sirge rabarektorlte
haiga ja reaalarrade haiga rahel* Toepoolest, tingimust®
(7*1) tottu raetab VOrdsetele rektoritele parajaati Uks re-
aalarr X, ja rastupidl - iga reaalarr 1 mdarab Uheselt rek-
tori suuna ning mooduli. Seega esineb Ukstihene vastawvus sir-
ge vektorite klaaside ja reaalarvude rahel.

Baasiks eirgal rOib ralida iga nullist erinera rektori
sellel sirgel.

Vaatleme niid rektorite hulka tasandil. Valime sellest
hulgast mingi kaks mittekollineaarset rektorit e ja eg. lga
rektor x raadeldarast hulgast on rektorite e ja eg lineaar-
komblnatsioon (Jareldus (3)):
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—— -~ _ - 2.

teldakse, et vektorid Ja é2 Boodastarad tasandi rek-
torite hulga baasi: skalaare 11 jJ® X2 nimetatakse rektori x
koordinaatideks baasi e/, ?2 suhtes.

X~ on rektori x komponendi Pr- xClle<) koordinaat rektori
eN suhtea, I2 on komponendi Pr- xil}l’é") koordinaat rektori e2
suhtes (rt. (3.8) ja joon. 30, samuti markus (7.1) jhrel).

Analoogiliselt mddratakse rektori koordinaadid ruumis:
Tikseeritakse mingid kolm mlttekomplanaarset rektorit e®, e2
Ja é, - rektorite hulga baas ruumis. lga rektor x on rektori-
te &, ?2 ja & lineaarkombinatsloon (Jfirelds (4)):

X*AJ +1222+A 3. « @3
Skalaare 11, ¥ ja X nimetatakse rektori X koordinaatideks

baasi ?2, e suhtes.
X1 on rektori x komponendi Pr- xQUfltj) koordinaat rekto-

ri 5" suhtes, X2 on komponendi Pr- x(JKJt2) koordinaat rekto-
ri e2 suhtes ja X3 on komponendi Pr- x( \\&t3) koordinaat rek-
tori 5" suhtes, kusjuures jJa 5 tfihendarad rektori-
te paaridega €2,8", NeeNJ jJa "en, e maaratud kahedi-
meneionaalseid sihte (rt. (3.9) ja joon. 31). (Kirjeldada
rektori x asendit, kui X2 » O! kui X* m J? « Q)

Kii tasandil kui ka ruumis on baasirektorid jarjestatud;
sellepdrast on jérjestatud ka rektori koordinaadid. Baasi-
rektorlte jarjestuse muutmine tahendab baasi muutmist.

Baas korraldab tasandil Uksuhese vastawuse tasandi raba-
rektorlte hulga ja jarjestatud reaalarrupaarlde hulga rahel,
ruumis - koigi rabarektorite hulga ja jarjestatud reaalarvu-



kolmikute hulga vahel#

Veendume selles nditeks ruumi vektorite hulga karral»
Olgu vektorite z ja 7 koordinaadid baasi e e" suhtes
vastavalt X1, X2, X3 JaYl, T2, Y3, s.t.

X = 1455 + 1% + *R3,

y = YMij + Y2e2 + Y''%3.
Lahutame Uhest vOrdusest teise:

X-y* (1 -Yel + (12 - Y2)52 + (3 - Y3)e3.

Olgu X *y, s.0. X -y = 0. Baasivektorite lineaarse soltu-
matuse tottu (mittekomplanaarsust) saab nulliga vbrduda ai-
nult nende triviaalne llneaarkomblnatsloon, seega X1 = Y1,
X2 » Y2, X3 n Y3. Jarelikult: vbrdsete vektorite vastavad
koordinaadid on vOrdsed. See aga tdhendab, et vabavektorl
koordinaadid on Uheselt méaratud.

Vastupidi, antud jarjestatud reaalarvikolmik X1, X2, X3
madrab antud baasi korral ruumis vektori, mille koordinaati-
deks on need arvud. See vektor x on baasivektorlte sihilist®
vektorite (vektori x komponentide) Xle’\, X722 ja °  suma.
(7 -1) tottu on komponentide suunad ja moodulid skalaarldega
X1, X2 ja X3 uheselt mddratud. Jarelikult médrab antud baasi
korral iga jarjestatud reaalarvikolmik ruumis parajasti uhe
vabavektori .

Seda tulemust vBib valjendada ka teisiti: iga baas ruu-
mis tekitab iksihese vastavuse ruumi vektorite klasside ja
jarjestatud reaalarvukolmikute vahel.

Analoogilise arutluse saab sooritada tasandi vektorite

hulga korral.
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Baasivektorite valikut tasandil kitsendab ainult mitte-
koilineaarsuse ndue, ruumis - mittekomplanaarsuse nBue. See-
ga baasivektoriks ei saa olla nullvektor ja baasivektorite
vabeline nurk ei voi olla 0 ega X . Ulejainus on baasivekto-
rite moodulite ja nendevaheliste nurkade valik tdiesti suva-
lire.

Vektori x puhul koordinaatidega X1, X2, J? kasutatakse
thihistust x(XJ,X2,X3); tasandil analoogiliselt xCX1,12).
Praktikas on sageli otstarbekas kasutada Oppekirjanduses le-
vinud kirjaviisi x a (I1*,X2,X3), kus vOrdus tdhendab vektori
samastamist talle vastava jarjestatud reaalarvukolmlkuga.
Tuleb aga silmas pidada, et selline samastamine on viimalik
ainult fire baasi korral, mille suhtes I1,2X Ja Ii on vekto-
ri x koordinaadid. Vektori koordinaadid erinevate baaside
suhtes on erinevad; selleparast lakkab baasi muutmisel mar-
gitud virdus kehtimast.

2. Ortonormeeritud baas.

Baasi nimetatakse ortonormeeritud baasiks, kui baaslvek-
torld ij, e2 j& on paarikaupa ortogonaalsed fihikvektorid,
s.t.

~ei»el) = Cegidg) (enfon) -1,
= m O.
Neid tingimusi saab Kirjutada lUhidalt Kroneckeri simboli
abil, mis defineeritakse jargmiselt:
£ | kel 1 m J»
\ o0, kui i/ j.

Seega baas ipdgj6j on ortonormeeritud parajasti siis, kui
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(«i»eP > 7ij a.Jj - 1,2,3). @-5
Ortonoraeerltud baasi rektorite puhul kasutatakse sageli
spetsiaalseid tihistusi I, 3 J* £; rektori koordinaate orto-
noraeeritud baasi suhtes adrgitakse sel juhul tahtedega I,
7 ja Z (tasandil rastaralt I, 3 X, T).
MSrgime, et selline tahlstaalsriis el lase kasutada Hi-
hisunneerlimist Indeksite puuduaise tdttu. Idnda rdrdua X n
x X1 (G * 1,2,3) tuleb Kkirjutada alati pikalt:
Xm Xl +T1 + ZF. ((9)
Selles suaboolikas ei saa ortonoraeerituse tinglausl réaljen-
dada kujul (7*5); neid peab klrjataaa eraldi:
(1,%)== (J,D « (S,D = I, 4
@n > a.p - 6n -o. s
Vektori koordinaadid ortoneraeeritud baasi suhtes on
rektori ortogonaalpro jektsloenid baasirektorlte sihtidele.
See asjaolu jfireldb rahetult raleaelst (7.2) ja (7.3),
kuid seda on otstarbekas pdhjendada reel teisiti: korrutaael
rordust (04) kordaaddda rektoritega I, 3 ja £ skalaarselt,
siis seoste (7.53) ja (4.7) pdhjal
Xm (@,D) » pr,
T» (1,3) - prx, (7.6)
Za (X «prX.
(Tasandi korral muidugi rilnane rida puudub).
3. Baasi orientatsioon.
Baasi sirgel, tasandil ja rauale saab ralida 18paata
paljudel riisidel. Illaneb aga, et kdik baasid jagunerad
kahte klassi, aie erinerad teineteiselt orientatsioonilt.
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Baasivektori valik sirgel omistab sirgele kindla suuna;
suunaga varustatud sirget nimetatakse teljeks» Suunda saab
sirgel valida kahel viisil.

Baasi ruumis moodustavad kolm mittekomplanaarset vekto-
rit. K6ik jarjestatud mittekomplanaarsed vektorite kolmikud
Jaguuevad orientatsioonilt kahte klassi - parem- ja vasak-
poolsed (8 5p. 1.

Baasi orientatsiooni mdaramiseks tasandil tuleb valida
tasandi kflg, s.o. suund, kustpoolt vaatlus toimub. Selle
Jarel saab ka tasandi puhul rédkida baasi kahest voimalikust

orientatsioonist - parem-
ja vasakpoolsest - vasta-
valt sellele, kas l1dhem
pobre esimesest baasivek-
torist teiseni on posl-

Joon. 60 tiivne VOi negatiivne.
Kui tasandit X joonisel
60 vaadelda *filalt’, 3iis on parempoolse orientatsi-

ooniga ja en,e2 - vasakpoolse orientatsiooniga baas. Kui
tasandit vaadelda "'alt’, siis baaside orientatsioonid muutu-
vad, kuid sailib jaotus klassideks.

Uhte klassi kuuluvate baaside korral saab tire baasi aua-
ta teiseks pideva deformeeriaise teel, s.t. vektorltevahe-
liste nurkade ja vektorite moodulite muutmise teel ndnda, et
igal vahepealsel etapil moodustavad vektorid baasi. Baaside
puhul erinevaist klassidest ei ole selline pidev filealnek
voimalik: vahepeal peavad vektorid muutuma lineaarselt sol-
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tuvaiks, s.o. lakkavad moodustamast baasi .

See arutlus kehtib muidugi ka ortonormeeritud baaside
erijunul. Siin vektoritevahellsed nurgad ja rektorite moodu-
lid el muutu, selleparast uleminekul Uhelt baasilt teisele
voib radkida liikumisest, Uhte klassi kuuluvaid ortonormee-
ritud baase on vomalik viia Uhtimisele liikumise teel; eri-
nevatest klassidest valitud baaside korral seda teha el saa
(analoogia: vasaku ja parema kde kindaid el saa vila Uhtimi-
sele) - on tarvilik sooritada veel peegeldus.

Jargnevas kasutatakse tldiselt (kui vastupidist el mar-
gita) parempoolseid vektorbaase nii tasandil kui ka ruumis*

Parempoolse ortonormeeritud
baasi korral ruumis kehtivad
Jargmised seosed

Joon. 61 Nende wvdrduste kehtivuses on
lihtne veenduda joonise 61 ablly kasutades vektorkorrutise
Ja segakorrutise definitsioone* Anda iseseisvalt detailne
péhjendus ja tuletada analoogilised valemid vasakpoolse
orientatsiooni jaoks!

4. Vektortehted koordinaatkujus.

Jargnevalt tuletame rea koordlnaatvalemeid* Margime, et
valemite tuletamine toimub vektortehete omaduste (komauta-
tlivsus, assotsiatiivsus, distributiivsus) abil. lugeja
veendugu selles igal Uksikjuhul.

Olgu x ja y mingid vektorid, mille koordinaadid artud
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basax «Ife2,i3 suhtes olgu vaetavalt 11,12,13 ja Y1,12,13,
8t . nirwi
X * XN + 1Ng + 133>
3 = Yi%r + &2 + vyl
(D Vordsete vektorite vaatavad koordinaadid on vOrdsed;
kui X » y, siis X* * Y*F 12 » Y2 jJa 1? * Y3* See asjaolu on
toestatud eespool (€ 7 p-D).
(@ lahe vektori Bwa Gvahe) koordinaatideks on nende
vektorite vastavate koordinaatide suamad (Cvahed”).
XT+ j = (1lel + X2 + X3) - (Ylel + Y222 + YV) -

8 L+ YN + (1210 Y2D)e2 + (X3 = YI)e3,
S.0. vektorite x i y koordinaadid on X* - Y** X2 - Y2, X3 -
+Y3.
Jareldus: nullvektor! koordinaadid on nullid.
(® Vektori korrutaalsel skalaarlga korrutuh selle dap»
laariga vektori iga koordinaat.
kx e kKCX1 + 1eg + 1Y) » KID™™ + (kI2)*2 +
+ (kX3)e3s
s.0. vektori kx koordinaadid on kX1, kX2 ja kX3.
(4% Vektorid on kolllneaarsed nara.iaeti siis, kui nende
koordInan~ld on vérdelised.
Xul x]ly, siis x s ky, jarelikult 3 ja (I) ot X1 -

=kYl, X2 * kY2, X3 - ky3, s.t. ks )4 »4 */ -
Y Y YJ

Kui aga =~ * \=(>% « )—(VT’/‘}, siis tahistaae suhete tihist vaar-
Y1 Y

tust stiffiboliga k: X1 » kY1, X2 * kY2, X3 = kY3. Seega x »
s ky, s.t. x lly.
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(5) Vektorid on lineaarselt sdltuvad parajasti siis. kui
seda on nende vastavad koordinaadid«

Kui klx + k?/ +kz=0, kus vektori z koordinaadid vaa-
deldava baasi suhtes on Z1, Z2 ja Z3, siis (3, @ ja (D
pohjal

n 1+ k211 + k32X nO,

k2X2 + k2T2 + k3Z2 * 0,

k' V + k213 & k3z3 = 0.
Vastupidi, nendest skalaarvordustest jareldub esialgne vek-
torvordus. Juhul, kui kordajalst Kl,%( ja t3 véhemalt Uks
erineb nullist, esineb lineaarne sdltuvus.

Naidata koordinaatide abil, et iga neli vektorit on li-
neaarselt séltuvad!

Laused (1) - (5) kehtivad muidugi ka ortonormeerltud
baasi puhul; erinevus voib olla ainult tahistustese Nait.
koliineaarsete vektorite x~""Y~NZ”N  ja y(X2,Y2,72) puhul
Kl Tl e

Margime, et erinevate vektorite koordinaatide tahistami-
seks ortonormeerltud baasi suhtes kasutatakse alumisi indek-
seid. Need indeksid ei mddra koordinaatide jéarjestust ja
neid el saa kasutada summeerimisindeksitena.

Tasandi juht erineb vaid kolmanda koordinaadi puudumise
poolest.

(6) Skalaarkorrutise puhul jéreldub valemist (4.9):

OGY) * (XI + X222 + X313, Ylel + Y2e2 + Y3) A

xVCe~lj) + xV~.Sg) + X1Y3(el,eld) +

+

X2Y1(e2,11) + X2Y2(e2,e2) + X2Y3(52,e3) +
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+

13T1(e3,el) + X*T(e3,e2) + 13T3(e3,e3) *

11T1(el,el) + 12T2(e2,e2) + xV (e 3,e3) +

(X112 + 1211)Cel,e2) + (X113 + X3T1)(el,eld) +
+ (X2T3 + X3r2)(e2]&3).

Kasutades summeerimiskokkulepet saab tulemuse Kkirjutada 1U-

hidalt:

+

x,y) - ivVCe~gp. (7.8)
IImneb, et skalaarkorrutis avaldub baasivektorite ska-
laarkorrutiste kandu. See asjaolu vdimaldab baasi sobiva va-
likuga skalaarkorrutise koordinaatkuju tunduvalt lihtsusta-
da. Toepoolest, kui valida ortonormeeritud baas, siis (7.5)
tottu

(x,y) - X1T3?"iJ.

Tegemist on kahekordse summaga, mille liikmed sisaldavad te-
gurit 1, kui i » j, ja O, kui 1 £ j. Selle tottu sailivad
summas ainult need liikmed, milles indeksid on Uhise vaartu-
sega:

(x.y) * X111 + X2Y2 + X313. 7.9
Ortonormeeritud reeperiga maaratud koordinaatide spetsiaal-
sete tdhistuste korral

,Y) — ZMK2 + YAY2 + ZXZ o (7.92)
Seega: ortonormeeritud baasil vdrdub kahe vektori skalaar-
korrutis nende vektorite vastavate koordinaatide korrutiste
summaga -

See tulemus naitab, et skalaarkorrutist kasutades on
otstarbekas avaldada vektorid ortonormeeritud baasi suhtes.

Esitame nuud (7.9a) abil skalaarkorrutisega seotud
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valemid (8 4 p-3) koordinaatkujus.
Vektori moodul vdrdub ruutjuurega vektori koordinaatide
ruutude summast (vt. 4.3):
lil = X2 +v2+2' (7.10)
Nurk kahe vektori vahel (vt. 4#5):
XjXg + TIT2 + Zz"2

-(7.11)
+ 12 + ¢] + z]

Kahe vektori ortogonaalsuse tingimus:

XIX2 + TIY2 + 7172 a °* (7.12)
Nurgad vektori ja baaslvektorite vahel:

cos(x,T) s

VX2 + Y2 + 22
cos(ij) s (7.13)

+ Y2 + Z2

00s(i,£) a

Vektori projektsioon teise vektori sihile

Tasandil kehtivad ortonormeeritud reeperi korral analoo-

gilised valemid:

Ly) = X2 YIve~ (7.9b)
al = {x2+Y2 ; (7.10a)
cos(xjy) = X1X2 + T1T2 (7.112)
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1112 + viyz O- (7.12a)

oos(x,T) = 4
(7.13a)
cos(x,3) =
Ix2 +Y2°*
Pra = X1X2 + Y1Y2 (7.14a)
fi1

(7) Vektorkorrutise puhul kasutame valemit (56.2):
Ci,yl = [12*! + 12ij + 1%3, YIN £ Tre2 ¢ =

- * xVjSj.-Sj] + xvfsj.sj ¢

- x2r3[»2>"31 b i 31[*3>5i] ¢
Antlkomnutatllvsuee tottu

[x,y] - (XV - XV j~.eld + (x43- X3vl)[elfe3] +

o [02T3 - N 2)[e2,13] 4

X1 X2 x1 x3
Y1 Y2 Y1 Y3
X2 X3

Y2 Y3 [62))831
= - _
@Q ®3 Le3>eil L«I»e2

X1 X2 X3 . (7.15)
Y1 Y2 Y3

Dovl

Kui baas on ortonormeerltud, siis (7.7) tottu

1 3 E
C*»y] - Xi Y1 71 - (7 - 15a)
X2 Y2 22
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Seega ortonormeeritud baasil vordub kaha vektori vektorkor-
rutla kolmandat Jarku determlnandiga. mille ealmesea reas on
baaslvektorid* teieea reae esimese vektori ja kolmandaa reae
teise vektori koordinaadid.

Niisiis vektorkorrutise koordinaatideks ortonormeeritud
baasi suhtes on teist jérku determinandid

1 X1 X1
4 X Xo
Jarelikult vektorkorrutise mooduli mdarab (7*10) pdhjal va-
ledmmmmmmme - —_
e \] Ti zi 2 zi xi 2 xi Ti 2
|[*>hW1*» Tr z2 + z2 12 + i2 i2

See valem vBimaldab arvutada vektoritele x ja y ehitatud
roopkiliku ja kolmnurga pindala (vt. naide 21).

(B Segakorrutla.

Ly, D = 5™ + X262 + + y3RB» 2N +

7222 ¢ Z3) »
= X1T1223(61,e2,e3) + 11T322(el,e3,e2) +

+

12T173(e2,el,e3) + 12T321(e2,€e3,el) +
+ X311z2(S3,el,e2) + 131221(e3,e2,el) a

(XIT2Z3 + X2ZT3Z1 + 1 ¥z 2 - XIT3Z2 - X2T1Z3 -
— X312Z2™) (en,e2,e3).

Lihtne on veenduda, et sulgudes olev avaldis on kolmandat

jarku determinant; seega

- 85 -
12.



11 12 13
TR T TL T2 T3 agpen.can .17
zl 72 Z3
Determinant on positiivne, kul rektorite kolmikud X,y,l ja
ei>@2»@3 on orientatsiooniga, ja negatiivne, kui ori-
entatsioonid on vastupidised (pShjendadal).
Ortonormeeritud baasil (7.7) tottu
X1 71 21
&Y. D* x 120 22t (7.173)
X3 T3 Z3
s.0. ortonormeeritud baasil vordub segakorrutis korrutatava-
te vektorite koordinaatidest moodustatud kolmsndat jsrku de»
terainandiga.

Silt tuleneb kolme vektori komplanaarsuse tingimus koor-
dinactkujus: nende vektorite koordinaatidest moodustatud
kolmandat jérku determinant on null. Halt. ortonormeeritud
baasi puhul

Margime, et valemi (7.17a) abil saab arvutada vektorite-
le X, y ja i ehitatud rdoptahuka ja tetraeedri ruumala (Vt.
naide 22).

Naited.

20. Kuubi tippu on rakendatud kolm tungi suurustega 1,
2 ja 3 kG. Tungid on suunatud médda kuubi tahkude diagonaa-
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le Cjoon* 62)» Lelaue resultanttungi suuruse™
Vali«o ortonormeeritud baa-
si, mille rektorid asuvad raa—
deldavasse kuubi tippu rakend*-
tuina kuubi serradel. IfiSrare
tungide koordinaadid selle baa-
si suhtes:
-j-» o3,
f2(*2 ,0, Xxr),
3, # , 2<L).
(@ pdhjal reraltanttung on Ar, 4™) . (7.10) ot
B » 5 kG.

21. Teatarasti rordub kahe rektori rektorkorrutise moo-
dul neile rektoreile ehitatud roopkiuliku pindalaga (joon.
63):

ascp II[n. ndl-
JSrellkult saab rektorite abil
rfiljendada ka kolnnurga pinda-
la:

Joon. 63
SAHD =~ -

Kui rektorid on antud oaa koordinaatide abil, vdimaldavad

need seosed ja ralem (7.16) arrutada pindala.

Silmas tuleb pidada asjaolu, et rektorkorrutisel on mite
ainult ruumis; tasandil el ole vektorkorrutis defineeritud.
Kui aga raadelda tasandit asurana ruumis, siis saab (7.16)
abil tuletada arvutusvalemid rodpkiliku ja kolmnurga pindala
Jaoks ka koordinaatidee tasandil.
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Toepoolest, olgu tasandil antud ortonormeeritud baas T,3
ja vektorid aCI”Yj) ning B(X2,T2). Taiendame selle baasi
ruumiliseks, lisades tasandi normaalthikvektori 2 (Joon. 64).

Selle ruumilise baasi suh-
tes on vektoreil kola koor-
dinaati: a(X®,Y»,0),
b(X2,¥2,0). Bakendame vale-
mit (7.16):

1 Y
SABCD = raod 17.19)
X2 T2

(determinandi moodul)

Joon. 64 SAHD = ~Nmod X1 4 720)
*2 4 c

Viimase valemi abil saab maarata mistahes hulknurga pin-
dala, kui tikeldada hulknurk kolmnurkadeks - ja kui on teada
vastavate vektorite koordinaadid.

Tuletatud valemeis vOib determinant osutuda negatiivseks,
sellepérast tuleb pindala véljendamisel kasutada absoluut-
vaartust. Kuid ka determinandi margil on geomeetriline ta-
hendus. Toéepoolest, (7.6) ja (7.16) tottu

=prE [a,B],

Jarelikult
X, > 0, kui [a,b] ftE,
2 12 < 0, kui [a,F] ftE.
Niisiis: determinant on positiivne, kui vektoripaarld a,b ja
1,3 kuuluvad orientatsioonilt Uhte klassi, ja negatiivne

vastupidisel juhul.

- 88 -



Viimati tuletatud pindala valemeid saab kasutada ka ruu-
mis, kui eelnevalt valida kaka baasivektorit vaadeldava roop-
kiliku voi kolmnurga tasandiga paralleelsetena. Seega on so-
biva baasi valikuga vdimalik lihtsustada arvutamiekaiku.

2. Kasutades segakorrutiae geomeetriliat tdhenduat saab
arvutada vektoritega &4(X1,T1,Z), B(X?,72,22) ja 6(X3,Y3,Z3)

maaratud rooptahuka ning tetraeedri ruumala (vrd. naide 19):

roopt.  Mod (7.21)
tetr od (7.22)
3 13 *3
23. Valemiat (7.17a) ilmneb vahetu aeos kolme vektori

segakorrutiae ja kolmandat jarku determinandi omaduste vahel.

Esitame rea naiteid.

(1) Determinandi kahe rea

vahetaaiael muutub determinan-

di mark. «

(2) Determinandi Uhe rea
korrutamisel skalaariga kor-
rutub determinant selle ska-
laariga.

(3) Kui determinandi
read on lineaarselt s6ltu-
vad, siis determinant on

nulll.

(1*) Kahe vektori vabeta-
misel muutub segakorrutiae
mark.

(27) Segakorrutis on as-
sotsiatiivne skalaarteguri

suhte8.

(3") Komplanaarsete vek-

torite segakorrutis on null.
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(@ Kai determinandi ah« (4™) Segakorrutis on diet-
rea iga element on kahe liide- rlbutilvne vektorite liitmise
tara sama, eile determinant  sohtee.

VAlrdsb kahe determinandi sam-
maga, kus juures nende deter-
minantide vaadeldavad read
koosnevad vaetavalt esimes-
test ja teistest liidetava-
test.
() Determinandi arendl She rea jargi

saab kirjutada ka segakorrutlP« definitsiooni ja valemite
(7.93) ning (7.15a) abil.

® Determinantide korrutamise reegel on esitatud vekto-
rita abil naites 18 korrutise (a@,b,0)(d ,&,?) valjendamisel
tegurite skalaarkorrutiate kaudu.
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