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EessOna.

Kéesolev raamat on méiédratud koolidele ja iseSppijaile. Olen va-
rustanud raamatu ndidete ja {ilesannetega ning teoreetiliste paladega nii-
suguses ulatuses, et ta mitmetiiiibiliste koolide Oppekavadele vastaks.
Mis puutub raamatus ettetulevatesse nididetesse, siis olen neid niisuguses
ulatuses késitlenud, et neile jargnevate iilesannete lahendamine raskusi
ei tekitaks. Teoreetilisi palasid olen katsunud viljendada, kus vihegi
voimalik, praktiliste ndidete kaudu, mdnes kohas meelega korvale kal-
dudes puht-teoreetilistest tGestusviisidest, mis peaks mirksa kergendama
niihdsti Opetaja kui ka Opilase t60d ning kokku hoidma nende aega.
Peale selle on k#esolev raamat varustatud iilesannete vastustega ja mate-
maatilise analiitisi rakendustes tarvisminevate valemite- ja mdnede teiste
tabelitega.

Sisuliselt on materjal raamatus ndnda korraldatud, et teda v&ib
jarkjdrguliste lisandustega — ilma et midagi vahele tuleks jdtta — tarvi-
tada keskkooli humanitaar- ja reaalharudes, tehnikagiimnaasiumides, s6ja-
kooli spetsiaalklassides, merekadettide klassis ja merekoolis, kisiraama-
tuna Tallinna tehnikumis ja Vabariigi kdrgemas sojakoolis. §§ 1—12
oleks midratud keskkooli humanitaarharule, §§ 1—31 reaalharule ja teh-
nikagiimnaasiumile, §§ 1-—39 — sdjakooli spetsiaalklassidele, §§ 1—47
— tehnikumile ja kdrgemale sBjakoolile. Sellega ei tuleks iihes vdi teises
Oppeasutises Opetamisel midagi materjalist vahele jitta, kuid ainult piir-
duda teatud paragraafide hulgaga.

Tdnan koiki ametivendi, kes mulle iihi v0i teist viisi raamatu kokku-.
seadmisel kaasa on aidanud. Eriti tdnu vblgnen koolide peainspektorile
J. Kiivetile, kes kisikirja ldbi luges ja asjalikke mérkusi tegi, Tallinna
I tiitarlastegiimnaasiumi inspektorile J. Griintalile korrektuuri ja J.
Vogtile graafikute valmistamise eest.

A. Borkvell.






I peatitkk. Funktsionaalne olenevus.
§ 1. Konstantsed ja muutuvad suurused.

Suuruste vidrtusi matemaatilises analiiiisis viljendatakse arvudena,
kusjuures suurused ise vdivad olla konstantsed v&i muutuvad. Kui suu-
rus tema uurimisel oma véirtust ei muuda, s. o. ta jddb alati muutu-
matuks, siis nimetatakse teda konstantseks suuruseks; kui aga suurus
tema wuurimisel omab mitmesuguseid viirtusi, siis nimetatakse teda
muutuvaks suuruseks.

Konstantseid suurusi tdhistatakse alfabeedi esimeste tihtedega

@&l e e e
vOi

@y Qo PO Qs e witecobuih

B S A WA
ja muutuvaid suurusi alfabeedi viimaste tdhtedega

b ISeURes A NRE TRt R

Konstantsete ja muutuvate suuruste viidrtusi vGime geomeetriliselt
dra mdidrata sirgjoonel joonldikudes viimaste otsapunktide kaudu, kui
sellel sirgjoonel vdtta algpunktiks ehk O-punktiks (nullpunktiks) mdni
kindel punkt. Uhele poole, niit. paremale poole O-punktist voetud viir-
tusi loeme positiivseteks, teisele poole -— negatiivseteks. Mdadtiiksused
voivad vabalt valitud olla.

0 A P B

1. joonis.

Olgu 1. joon. joonldigud OA =a, OP = x ja OB =b, kus punk-
tidele A, P ja B vastavad viirtused a, x ja 6. Olgu a ja b konstantsed
suurused ja x muutuv, mis vdib omada iga vidrtuse vahemikus a-st kuni
b-ni; sellega x-i védrtused peituvad vahemikus a-st kuni b-ni ja punkt P
voib muuta oma asendit sirgjoonel A-st kuni B-ni.

Kui muutuv suurus x voib omada igasuguseid vidrtusi nii positiiv-
seid kui ka negatiivseid, s. o. kui ta iiks piir a liheneb — oo-le ja teine
piir & ldheneb +- o<-le, siis iitleme, et x-i vddrtused peituvad vahemikus

— oo-st kuni 4 oc-ni.  Sel juhul iga punkt sirgjoonel rahuldab x-i
vddrtust.



Konstantsete ja muutuvate suuruste suhtes tuleb tdhele panna, et
nende iseloom oleneb tihti ndhtuse kiigust: suurus, mis iihe nihtuse

i

2. joonis.

kdigu juures on konstantne, vdib teise nihtuse
kdigu juures olla muutuv-ja iimberpoordult. Niit.,
oletame, et punkt A (2. joon.) liigub tasapinnal.
Kui punkt A liigub ringjoont modda, siis on ringi
raadius r konstantne suurus ja nurk « muutuv.
Kui punkt A liigub sirgjoont OC modda, siis on
r muutuv ja « konstantne suurus. Liigub aga
punkt A sirgjoont BD modda, on r ja o mdlemad
muutuvad suurused, kuid korrutis r.cos ¢ = OB on
konstantne suurus. Sarnane on ka elliptiline liiku-
mine, kus raadiusvektorid on teatud vahemikus
muutuvad suurused, kuid nende summa jdidb alati
konstantseks suuruseks.

§ 2. Funktsiooni mdiste.

Kui kaks muutuvat suurust x ja y on vdrrandina iiksteisega iihen-
duses, siis on need muutuvad suurused iiksteisega vastavas olenevuses
ehk rippuvuses: nad on iiksteisega funktsionaalselt seotud, nii et igale
vabalt valitud {ihe muutuja viirtusele vastab iiks voi rohkem teise muu-

tuja védrtusi.

Niiteks, olgu niisugune vorrandi kuju

=6—x—x%

kus igalc iiksikule x-i vddrtusele vastab iiks ja ainult iiks y-i véirtus:

kui x = — 4, siis y = — 6,
» x:_3; n Y= O)
» x=—2, 2, Y= 41
” x:—ly » Y= 61
” x: 0, » y: 6,
» X= 1, , y= 4
» X=' 2, , y= 0,
PERE - T M R TR~ o

Umberp6ordult, iga vabalt voetud y-i vidrtus madrab ka vastava
x-i véddrtuse kindlaks, kuid siin tuleb tdhele panna, et antud avaldus on
x-i suhtes teiseastmeline, sellepdrast teda x-i suhtes ilmutades

—14+)5—%
2

o, i o= 4

ndeme, et igale iiksikule y-i véirtusele vastab kaks (reaalset vdi ima-
ginaarset) x-i véddrtust:

kuiglp—=0,"slis" xr =2 ja x =—B
U = Rl s B B R,
» y=2=8, , mdlemad x-i vdidrtused on imaginaarsed.



Kui avalduses y = 6 — x — x> x omandab vabalt vBetud vidrtusi, siis
nimetatakse x rippumatuks muutujaks ehk argumendiks; teise muu-
tuja y-i vddrtused olenevad siis x-ist, sellepérast nimetatakse y rippuvaks
muutujaks ehk funktsiooniks. Nii siis y on x-i funkisioon.

Definitsioon. Muutuv suurus y nimetatakse muutuva suuruse x-i

funktsiooniks vahemikus a-st kuni b-ni, kui igale iiksikule x-i
viidrtusele selles vahemikus vastab iiks v5i rohkem y-i védrtusi.

Niiteks, ringi pikkus ja ringi pind on ringi raadiuse funktsioonid

e Tl Ny i
sarnaselt on ka kera pind ja maht ringi raadiuse funktsioonid

APl o T g— rs,
kus r on argument, mille muutumine muudab iihtlasi funktsioonide y, S
ja V vidrtusi.

Kui ringi raadius on konstantne suurus, siis
vdime ringis sektorit, segmenti ja kaart vaadelda
kui vastava kesknurga funktsioone (3. joon.), sest
argumendi_(kesknurga) kasvamisel kasvab ka vastav
funktsioon ja iimberpoordult.

Sarnaselt on valguse intensiivsus valgustava
allika kauguse funktsioon, temperatuur — aja funkt-
sioon, kellapendli vonkumise aeg on pendli pikkuse
funktsioon j. n. e. g

Kui funktsionaalne olenevus x-i ja y-i vahel 3. joonis.
on sarnaselt kujundatud, et vdrrand on lahendatud
iihe muutuja, ndit. y-i suhtes, siis nimetatakse niisugust kuju ilmutatud
kujuks ehk ilmutatud funktsiooniks, s. 0. y on x-i ilmutatud funktsioon ;
kui aga vorrand ei ole x-i ega y-i suhtes 11mutatud siis nimetatakse
seda kuju ilmutamatuks kujuks, niit.,

x>+ y2—16=0,
2x+ 4y — 3=0.
Neil juhtudel y on x-i ilmutamatu funktsioon, ehk {imberpo6rdult: x on

v-i ilmutamatu funktsioon. Kuid paljudel juhtudel voib ilmutamatule
funktsioonile anda ikka ilmutatud kuju, n#it. eelmistele:

y=)16 —

Uldjuhtudel, kui kindlat funktsiooni antud ei ole, tihistatakse ilmu-
tatud funktsioone siimboolselt

y=/(x), ehk y = F(x), ehk y = ¢ (x), jne.

Kui on tegemist paljude iiksteisest erinevate funktsioonidega, siis tdhista-
takse neid jargmiselt (indeksitega)

LRRIRED, R, 4 i ke £.09).



Ilmutamatuid funktsioone tdhistatakse

flx 3)=0, F(x,5)=0, 9(x y)=0, jne.
Viimaste tdhiste all mdistetakse ikka niisugust ilmutamatu funktsiooni
kuju, mille parempoolne osa vdrdub nulliga.

Ulalpool-toodud nédidetest selgub, et vabalt vdetud x-i vidrtus ei
piirdu alati mitte ithe y-i vidirtusega, vaid neid vdib ka kaks vdi rohkem
olla. Selle ottu jaotatakse funktsioonid iihe-, kahe-, kolme- jne. viir-
tuselisteks. Ulalpool nigime ka, et mitte iiksi x ei pruugi oila rippu-
matu muutuja, vaid seda voib olla ka y, kus siis x on rippuv muutuja
ehk funktsioon. Kui y on mdni x-i funktsioon, siis vdime ka alati x-i
lugeda y-i funktsiooniks: voib ilmutada iiht vGi teist funktsioonina, niit.:

kui y = x2, siis x=1y,
» y=10% , x=log y;
ehk {ildiselt
kui y = f(x), siis x =17 (y),
mis kujutavad ikka iiht ja sama n#htuse kiiku.

§ 3. Funktsioonide liigid.

a) Definitsioon. Kui funktsioon on moodustatud rippumatust
muutujast ja konstantsetest suurustest liitmise, lahutamise voi
korrutamise teel, siis nimetatakse seda ratsionaalseks tdis-
funktsiooniks. ;

Jagamine rippumatu muutujaga ja selle juurimine ei vdi siin esineda.

y=ax+ a
on esimese astme ratsionaalne tdisfunktsioon, sest x esineb esimeses astmes;
y=ax®+ax+a,
on teise astme ratsionaalne tdisfunktsioon ; analoogiliselt edasi arendades
saame (iildiselt

(1) y=apP +axt gt oL -+ @ X g
mis on n-astme ratsionaalne tdisfunktsioon, kus

aO’ al’ q n—1’ an

on konstautsed suurused (negatiivsed vdi positiivsed, tdis- v6i murd-
arvud, vdivad olla ka irratsionaalsed).

x-i ratsionaalne tdisfunktsioon oleks

. a

gy > e

4 1
b it T a2
y=3x5— 3 x% + g ¥ 6,
mis on moodustatud x-ist ja konstantsetest suurustest 3, %, ; ja 6 liit-

mise, lahutamise ja korrutamise teel.

Sarnaselt oleks x-i ratsionaalne tdisfunktsiogh
y=2[Bx—2x2+4) (1 —x*)—3 x)] — 4x,

8 ]



sest sulgusid avades ja liikmeid korraldades saame iildkujule (1) vastava
avalduse
y=4x* — 6x® — 12x% + 8x — 4.

b) Definitsioon. Kui funktsioon on moodustatud rippumatust
muutujast ja konstantsetest suurustest liitmise, lahutamise voi
korrutamise ja jagamise teel, kusjuures rippumatu muutuja esi-
neb jagajas, siis nimetatakse seda ratsionaalseks murd-

funktsiooniks.
Rippumatu muutuja suhtes juurimine ei v&i siin esineda.
Funktsioonid
1 —x+x2
- §ile koS B L Hao
. ax—+b i __4x—5 _—4x ey 2—x
T c+ax’ e et IR conga

RO o
T+3x —‘2x+8

on ratsionaalsed murdiunktsioonid. Siin vodrreldes ratsionaalsete tiis-
funktsioonidega esineb veel jagamine rippumatu muutujaga.
Ratsionaalseid murdfunktsioone on ikka vGimalik iimber korraldada
nonda, et esineks ainult iiks jagamine, s. o. iga ratsionaalset murd-
funktsiooni on vdimalik teisendada alati kahe ratsionaalse tdisfunktsiooni
jagatiseks. Sellega vdime igale ratsionaalsele murdfunktsioonile anda kuju

A" - apt~tal g Yt s UL X - 8
T bt 4 bt bt L by X+ b

kus n < m. Naiteks: funkisiooni

2)

S 2
Y e vt

x—2

y:5x2f2

korraldades saame kuju (2)

4x2—2) (x—2) + 1 —x+ x2
e x—2 L Ax (4 T —3x408)
Y= B T F 3P —2x+8) dx  (x—2) (12— 32 + 32x - 2)
o 4x
) 16x4 — 28x% — 12x2 4 20x
T 12x% — 24x* —3x% + 38x2 —66x + 4

Kui funktsioonis (2) n < m, siis on ta lihtratsionaalne murd-
funktsioon; kui aga n>>m, siis on ta liigratsionaalne murdiunktsioon,
mida on ikka vdimalik kujundada ratsionaalse tdisfunktsiooni ja lihtratsio-
naalse murdfunktsiooni summana. Olgu ratsionaalne murdfunktsioon

_ J»)

T %)



kus n > m; jagamise teel on ikka vOimalik eraldada tema tdisosa, s. o.

y =) + £

P(x)

X
kus f, (x) on ratsionaalne tdisfunktsioon ja %)— on lihtratsionaalne murd-

funktsioon. Eespool-olev nidide on lihtratsionaalne murdfunktsioon, nagu
16pusaadusest ndeme, on n < m, s. 0. 4 <5; kuid
f (% x®=—dx? = 6x —8
y_:?(x)_ x2—2x 41
on liigratsionaalne murdfunktsioon, sest n > m (3> 2). Jagades
X3 —4x2 4+ 6x— 8 x®—2x + 1

X3 —22 4+ x ¥ AN
_ —2x* 4 5x— §
— 2x® + 4x — 2|
x—6|
saame, et
RN 0.0 i 5 gAx,_,G
g T Vo Qi e
kus :

=x—2 ja fx)=x—6.

c) Definitsioon. Kui funktsioon on moodustatud rippumatust muu-
tujast ja konstantsetest suurustest liitmise, lahutamise, korruta-
mise vOi jagamise ja juurimise teel, kusjuures rippumatu muu-
tuja esineb juure all, siis nimetatakse seda irratsionaalseks
funktsiooniks.

Funktsioonid

5
vl e,
y=2x— ]/3)6‘2 — x—+6,
3*v7
R — £
. T BURE  ey
on irratsionaalsed funktsioonid. Siin ndeme, et rippumatul muutujal
vidhemalt iiheks astmeniitajaks on murdarv:

ol o

p ! )
ET ]/}:x?, y:]/;?_: x®;
vastasel korral ei ole funktsioon mitte irratsionaalne, vaid ratsionaalne, niit.:
y=Jx =x2, y=]8x =2+, y=]3x"=x3.

Ratsionaalseid ja irratsionaalseid funktsioone nimetatakse iihiselt
algebralisteks funktsioonideks.

10



Neid moodustatakse algebraliste tehete: liitmise, lahutamise, korru-
tamise, jagamise ja juurimise abil. Need olid ilmutatud algebralised
funktsioonid. Kuid, nagu teame, vdivad nad esineda ilmutamatus kujus

F (x,y) = 0,
mida on vdimalik ikka algebralisel teel y-i suhtes ilmutada, kui astme-
nditaja n ei ole suurem kui 4. Kui aga n >5, siis on see vdimalik
ainult monel erijuhul. Edaspidi kisitleme peaasjalikult funktsioone
ilmutatud kujus.

d) Peale algebraliste funkisioonide esinevad veel ndndanimetatud
transtsendentsed funktsioonid. Nende hulka kuuluvad:

1. eksponentfunktsioonid ;

y=a¥,
kus a on konstant,
2. logaritmfunktsioonid
y=logx,
3. trigonomeetrilised ehk nurgafunktsioonid
y=sinx, y=cosx, y=tanx, y=cotx,
4. tsiiklomeetrilised ehk arkusfunktsioonid
y=—arcsinx, y=arc cosx, y=—arctanx, y=arccotx.

Nurgafunktsioonide sin x, cosx, tanx, cotx kohta olgu tdhendatud,
et siin x-i suhtes ei tarvitata nurgamddtu mitte kraadides, minutites ja
sekundites, vaid radiaalmdddus, s. o. ringi kesknurgale vastava kaare-
pikkuse suhet ringiraadiusega. Kui ringiraadiuse votame iiksusexs, siis
x moddetakse ringi kaarepikkusega. 360° nurgale vastab sellega terve
ringi pikkus, s. o 2w, 1° nurgale vastab kaar

27 T
‘3'60_{1—@—0’01745'“
ja nurgale, milles «°, vastab kaar
7
WIW = a0,01745 Ry e
kaares, mille pikkus on sama kui ringiraadius, on
180°

a® = —— = 57° 17 45".
T

See nurk nimetatakse radiaaniks; see on iiksus-
nurk, mille kaudu teisi nurki ringis dra méiratakse.
Olgu ringis (4. joon.) nurk

AN
AOB=u
ja raadius
A0=1,
siis nurgale « vastav kaar
&N T 4. joonis.
: AR ==y 180"
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Sellest villja minnes on funktsiooni
Y= gift x
mote selles, et x on kaar (arcus), mille siinus (AC) on vdrdne y-ga;
sel juhul kirjutatakse seda iimberpdordult jargmiselt
A ==gtc Siny,

x on arkus siinus y, s. 0. x on niisugune kaar, mille siinus on y.
Analoogiliselt vdime kirjutada :

y=cosx, x=arccosy, y=tanx, x=arctany, y=cotx, x=arccoty.

Funktsioonid y = arc sin x, arc cos x, arc tan x, arc cot x saa-
dakse nurgafunktsioonidest iimberpsdramise teel — muutujaid iimber vahe-
tades, ja nimetatakse tsiiklomeetrilisteks ehk arkusfunktsioonideks Nad
on nurgafunktsioonide iimberpdordud funktsioonid, sellepirast nimetatakse
neid ka poordfunktsioonideks.

Sarnaselt on logaritmfunktsioon

y=log x
eksponentfunktsiooni
y=a*
poordfunktsioon, sest kui y=a* siis {imberpoordult x=1log,y ja
muutujaid iimber vahetades saame y = log, x.
B Nurgafunktsioonide

P == s jal Yy = co8x
vidrtused ei muutu, kui rippumatu muutuja x-i vidrtus kasvab voi kaha-
neb 2z ehk iildiselt 2nw vorra, kus » on positiivne tidisarv; tihendab

sin (x + 2aw) =sinx, cos(x+ 2a%) = cos x.

Siin sin x ja cosx vidrtused korduvad perioodiliselt; sellepirast nimeta-

takse sin x ja cosx perioodilisteks funktsioonideks. Nende periood
on 2.

Samuti on ka
y—=lanwy ja y==~Cotx
perioodilised funktsioonid, sest
tan (x + nw) =tanx, cot(x+ nw)=cotx,
kus perioodiks on .

Sellest vilja minnes ndeme, et nurgafunktsioonide i{imberpoordud
funktsioonid, s. o. arkusfunktsioonid, on iildiselt mitmeviirtuselised, sest
kui y =sin (x + 2a7%), siis x + 2nw = arc sin y,

s Fecosix-t2any L2+ 2 == arc oeRy,
o yElan (xen), ¢ xdamizidrc tan y,
s dErcot{et ar) o oot an = aE ek y;
jarelikult

arcsin =y 9nxr,

BICCOS X =3+ In,

arclam X ==y Pliw;

arc cot x =y +nm,

12



kus n vOib olla mistahes positiivne tdisarv. Argumendi x igale iiksikule
védrtusele vastab méidramata hulk funktsioonivadrtusi. Nurgafunktsioonid
on perioodilised, kuid nende poordfunktsioonid — arkusfunktsioonid -—
ei ole perioodilised, vaid mitmevéirtuselised.

Arkusfunktsioone on vdimalik kujutada iiheviirtuselistena siis, kui y-i
védrtusi piirata teatud vahemikuga.

== grteinge ja ay Sstanc fan x

~

on iihevdirtuselised funktsioonid siis, kui y muutuks piirides — —kuni—{—-g ;

N a9

W e drcieOs Xt ja sy == articolx

on iihevidrtuselised funktsioonid jélle siis, kui y muutuks piirides O-ist
kuni w-ni.

Funktsioonide liike kokku vGttes saame jdrgmise skeemi:

Funktsioonid

| I
Algebralised Transtsendentsed
|

l | | |
Ratsionaalsed Irratsionaalsed Eksponent Logaritm Nurga  Arkus

| |
Tais Murd

§ 4. Funktsioonide graafiline kujutamine.

Funktsioonide muutumist vdime kujutada kahel teel: esiteks, argu-
mendi ja temale vastavaid funktsiooni vidirtusi iiles mirkides, s. 0. nende
vidrtuste tabelit kokku seades ja, teiseks, koordinaadistikus graafilisel teel,
mérkides argumendi muutumist iiht telge moodda ja funktsiooni muutu-
mist teist telge mooda.

Meil on edaspidi tegemist kahe muutuva suurusega, sellepirast
tarvitame - kaht perpendikulaarset telge, s. o. teljestikku tasapinnal, mille
16ikepunkti votame O-punktiks.  Tédisnurksete
koordinaatide siisteemi vOtame selleks, et funk-
tsioonide uurimist, nende koverate kdiku ja muu-
tumist oleks lihtsam arvutada. "

Kui on punkti A (5. joon.) asend teada, y y
siis vOime leida tema koordinaadid x ja y, ja
fimberp6ordult, kui on punkti A koordinaadid X
x ja y antud, siis vdime punkti A asendi tasa-
pinnal dra mirkida.

Punkti analiiiitiliselt kujutame jargmiselt 5. joonis.

A=(x|y).
Argumendi ja temale vastavaid funktsiooni véirtusi vdoime saada
méddramata palju; igale niisugusele véirtusepaarile vastab tasapinnal

3
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- teatud punkt. Nende punktide dramérkimisega vdime funktsiooni graa-
filise kuju tasapinnal iiles joonestada. Mida tihedamalt vGtame punkte,
seda tdpsamaks kujuneb funktsiooni graafiline kuju.
. ndide. VOotame teise jargu funktsiooni
y=06—x—x%

ja seame kokku x ja y vastavate viirtuste tabeli ehk n. n. x ja y
védrtuste redeli: :

kuitx=|...|—4]—=3]—2|—1]0]1 2] 3.].. g

siis y=|[...|—6] 0 | 4 6./6|4|0]|—6]...]|
See tabel middrab dra punktid, mille koordinaadid on

x-ile on siin antud ainult tdisarvulised viir-
tused, et lihtsam oleks arvutada. Nonda
toimetame ka edaspidi, kui ainult mdnes
iiksikus kohas vajadust murdarvu jdrele ei
ole. Neid punkte teljestikus mirkides saame
S i funktsiooni

HHE y= 6 iy

o
6.
- X~ x i

cors  graafilise kujutise (6. joon.). See on teise
N i S jargu koverjoon. Ta teeb iihe poodrde ja ta

i harud ldhevad allapoole 16pmatusse. Nii-
sugust/*kdverjoont nimetatakse kurneraks
koverjooneks. Kumer koverjoon hakkab
tulema altpoolt 16pmatusest ja tduseb punk-
tini A, mida nimetatakse koverjoone ehk
funktsiooni maksimumpunktiks: siis hak-
6. joonis. kab langema ja ldheb allapoole 15pmatusse.

E}, Hr,%

—

i
el

ke

Mérkus. Argumendile x tuleb ikka niisuguseid véirtusi anda, et saada
punkte, mille jédrele oleks vbimalik kdverjoone podoret joones-
tada. Sellega oleks meil kdverjoone kdik enam vdi viihem teada.

2. ndide. Votame veel teise jargu funktsiooni
y=2x*+42x—3

ja joonestame ta graafilise kuju.
Seame kokku x ja y véirtuste tabeli:

x|...[—3|—2]—1|011)2]...! e iE SRS

Lt 10 |—3]—3]1|9|..,.| i
mille jdrele joonestame funktsiooni graafilise kuju
(7. joon.). Sel juhul hakkab iiks kdverjoone haru e
tulema iilevaltpoolt Iopmatusest ja langeb punktini B, [ Mﬁ
mida nimetatakse koverjoone ehk funktsiooni miini- i ik
. mumpunktiks, siis hakkab ta tousma ja ldheb iiles- T R
poole 16pmatusse. Niisugust kdverjoont nimetatakse 7. joonis.
ndogusaks koverjooneks,
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1. ja 2. ndidet kOrvu seades nédeme, et kumer
koverjoon annab maksimumpunkti ja ndgus kover-
joon — miinimumpunkti.

3. ndide. Leida funktsiooni

y=x
graafiline kuju.

Funktsiooni védrtuste tabel on:
x|...]—2|—1]|0| HQ{...’
yile..|—8/—1/0|1]8]...]

Sellest tabelist ndeme, et kdverjoon

0-punkti (8. joon.). Siin ei ole ei maksimum- ega
miinimumpunkti. Koverjoon teeb kiddnaku 0-punktis:

é%ﬁ ES ::%-
i
g"{! H i
= ;E:
23 @
liheb libi B
F

ta omandab selles punktis teise

koverusesuuna. 8. joonis

Punkti, milles kdverjoon omandab teise koveruse-

suuna,
v = x% kiiinupunkt on O-punktis.

SHEsEsE
1

T HETH H

nimetatakse kadnupunktiks.

Funktsiooni

4. ndide. Leida ratsionaalse
fmurdfunktsiooni
x2
S R

graafiline kujﬁ.
Selle funktsiooni vadrtuste ta-

- beli kokkuseadmisel tuleb punkti
: x—1 {imbruses vdtta argumendi
i + vidrtusteks murdarve, sest vastasel
T TN 5'1 korral ei saaks meie kOverjoone
i i i | Oiget kaiku dra midrata, sest et
il i i [T argumendi vidrtuse x=1 juures
S o " funktsiooni viddrtus muutub méiéra-
f}ig% - mata suureks. Tidhendab:
9. joonis.
x}.../—4|—-8]—2]|—1]0]03]06|08]09]| 1|
y1...|—82]—22]—1,3]—0,5| 0 |—0,1|—0,9] —3,2[ —8,1|— ~|

wikasa s biBid 8

2 ALT 1A INRE il

y].../62|53]45

114149]72[F |

Neid véirtusi teljestikku kandes saame kaheharulise kdverjoone (9. joon.).

~
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5. ndide. Leida eksponentfunktsiooni

= 10%
ja ta podordiunktsiooni (logaritmfunktsiooni)
y=ldgix

graafilised kujud. Nende viirtuste tabelid on: eksponentfunktsioonil
x|...|—2|—1]0/03]|06 LR 5 . i
il 001101 11 198 13,98/6,31|10]. . .
ja logaritmfunktsioonil
g R e (01105 41121 -8 f4l...llO|...]
y|...]—e|—1]—-03]0 10,3/0,48/0,6]. . .| 1].. .|
mille jérele vdime joonestada nende graafikud (10. joon.).
Jooniselt nieme, et poodrdfunktsioon on algfunktsiooni peegeldus-

kuju, Kui tdmbame 1dbi O-punkti 45° all sirgjoone, siis selle sirgjoone

suhtes algfunktsiooni igale punktile vastab poordfunktsiooni graafikul
vastav siimmeetriline punkt. \

Ulesanded. Kujutada graafiliselt funktsioonid:

) y=x
Y e AR F sseest jioaa; seatates 2) yzl/x
i i e e e 1
= : =—
gz 3))’—-—x
. ot
% 5 y_Vx
;'.: = 5 :x2_2
o )y =
i 6) y=%5+x+2
Sk 2
i 7) y=x=3x+41
s : L a2
= i 8) y_x2+l
‘éi : =t g 9) y:log]/}
,’ £ A 10) y =2* —2x
i I 5 i
10. joonis. 1) y=2 -
12) y=]/x2——x.,

§ 5. Funktsiooni piiri méiste.

a) Piiri mdistega oleme tutvunud juba geomeetrias. Seal nigime,
et ringipikkus on ringi sisse- v4i timberjoonestatud korrapirase hulknurga
perimeetri piir, kus hulknurga kiilgede arv I16pmata kasvab; ringipind on
ringi sisse- v0i iimberjoonestatud korrapirase hulknurga pinna piir, kui
hulknurga kiilgede arv I[dpmata kasvab, jne.
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Umberpoérdult, argumendi véirtuse kahanemisel funktsiooni viirtus
kasvab : ta v0ib suuremaks saada igast kui suurest tahes etteantud arvust,
s. 0. ta vbib saada nii suureks kui meie iganes soovime. Sel juhul
nimetatakse funktsiooni l0pmata kasvavaks ja kirjutatakse

lim g:.c,\v,
x>0 *

Muutub aga funktsioon ndnda, et on vdimalik nimetada kaks nii-
sugust arvu, et koik selle funktsiooni viddrtused jddvad nendest arvudest
piiratud vahemikku, siis omandab funktsioon ainult 16plikke viirtusi ning
teda nimetatakse sel juhul 10plikuks.

d) 1. lause. Kahe muutuva suuruse algebralise summa (vahe) piir

vordub nende suuruste piiride summaga (vahega). ¢

Kui meil on kaks muutuvat suurust « ja v, mille piirid on « ja b, s. o.

limreesa - 'Y =b;
siis voime kirjutada
u—a=h, v—b=h,

kus k. ja hy on I0pmata kahanevad suurused. Liites (lahutades)
viimaseid saame

(e+v)—(ab)=h+h,=nh,
kus h=h;* h; on ka I6pmata kahanev suurus. Tidhendab, vGime kirju-
tada piiri definitsiooni pohjal
lim (e v)=a+b=I1limu -+ limwv.
2. lause. Kahe muutuva suuruse korrutise piir vordub nende suu-
ruste piiride korrutisega.
Kui /
limu=a, limv=2,
siis
=gk, v==>0+4h;

korrutades viimaseid saame
uwv = ab + ah, + bh, + h h,

#v — ab = ah,+ bh, - h k= h,

kus & on Iopmata kahanev suurus, sest kui % ja hs on l6pmata kaha-
nevad suurused, siis on ka ahs, bh, ja hyh, 10pmata kahanevad suurused.
Jérelikult, piiri definitsiooni pohjal voime kirjutada

limuv —ab =1im 2 - limv. =

3. lause. Kahe muutuva suuruse jagatise piir vordub nende suu- -
ruste piiride jagatisega (kui jagaja on I0plik suurus).
Kui

ehk

imn=a,; v =248
u=a-+h, v=>b+h,;
o 19
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neid jagades saame
u__a—l—hl__a bh,—ahz_a
Rl e o E R el

kus ~ on lopmata kahanev suurus, kui 650, sest bk, ah, ja h» on
Iopmata kahanevad suurused. Piiri definitsiooni pohjal saame
Rl 0 @ o lim e
v b limv

e) Votame algebralise murdfunktsiooni
_x*—T7x+10
N it

ja vaatame, missugune on selle funktsiooni vidirtus, kui x— 2.
x =2 vdiidrtust asemele pannes saaksime
. 4—=T7e2+410 .0

T R T T )
mida nimetatakse madramatuks kvjuks: funktsioonil pole niisuguses
kujus motet. Et leida funktsiooni toelikku viirtust, kui x— 2, selleks
oletame, et x=2; lahutame funktsiooni algteguriteks ja koondame teda
fihise teguriga
_x¥*—7x4+10 (x—2)(x—5)  x—5
| N RV T | e
Laseme niiiid x— 2, vdime kirjutada
: x—5 2-—5 3

1 2 S

o PPN S o T

—7:::— on antud funktsiooni toelik viirtus, kui x— 2.

f) Votame ndite
o I &
Iy
ja vaatame, missugune on ta toelik vdartus, kui x— 0. Kui paigutaksime

x-i asemele 0, saaksime jille middramatu kuju mille tdeliku véirtuse

—O_,
o leiame aga piirile mineku abil.
‘A Votame ringi raadiusega -1 ja selles ringis

mone nurga x, millele vastab kaar AD = x (12. joon.).
Siin esinevad /\ OAB, sektor OAD ja /\ OCD, mis
Zo) p. erinevad iiksteisest pindadega, s. o.
S0aB) < Ssektor) < Si0cD);
siit jargneb
OB.AB < OB AD < 0OD.CD,
ja kui OD =1, siis

12. joonis. Cosx.isinx < x <{dn x;
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jagades sin x-iga

COs A ¥ < <—

S COos x

ja vottes iimberpoordud vadrtused, saame

sin x
e e L SO
cosx>

bt Sifder e y T ey
Siit ndeme, et vidrtus peitub kahe védrtuse CooF 1% Gosx vahel.

Laseme x minna 0-iks, siis ndeme, et
1 :
lim —— =1 ja lim cosx=1;
x—»0 COS X x—>0

tihendab, kui funktsiooni vddrtus argumendi muutumisel, piisib kahe suu-
ruse vahel, mis lihenevad iihele ja samale piirile, siis on ka funktsioonil
sama piir, s. o.

T i RO,
x—>0
Funktsiooni
vosin g
N

toeliku vadrtuse voime leida ka graafilisel teel, kui anname x-ile rea
alanevaid védrtusi, niikaua kui x—0. Kui x=0, siis peab funktsiooni
vidrtus olema y-teljel. Selle vidrtuse leiame, kui vaatame, missugusele
punktile y-teljel ldheneb seda funktsiooni kujutav kdverjoon.

}m i e 0 S +“'+£'
o Sy i ot L B B e o
yl]...] 0 |—021] 0 [o064]|0,83]090][099]...]|

Sellest arvutusest nieme, et kui x—0, siis y— 1, s. 0. kdverjoon Idikab
y-telge punktis y=1 (13. joon.).

|

/_:\v/ il

— -
A kL 2

13. joonis.

Graafiku jdrele vdime samuti kirjutada, et
(S
lim —=1.

XD %
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"Analoogiliselt vdime arvutada, et

o anax sin x i1 o e 1
lim =lim e — - lim —— =
X0 i~ X3y XCO8 X  popp X x—0 €05 X
Ulesanded. Leida piirvidrtused :
x3 42 i S
1 lim 6) lim
) X0 2x +1 ) x—0 2)6
: x2—1 sin 3x
Z lim —— 7) lim
) X—>00 O%°+3 ) x—>0 2%
. oxt—2 sin 2x
3 lim —— 8) lim ——
) x—>oo ¥+ 2 -8 piis N
x24+4x+4 : tan x
A x_l,l_*2 x2 +7x4 10 9 il_n:() tan 3x
55 Tty 1+2+32+...+n 10) lim tanx —tana .
n—>oo n X—>a X:=a

§ 6. Funktsioonide pidevus ja katkevus.

Funktsiooni pidevuse mbdiste on ligidalt seotud funktsiooni muu-
tuvuse mbistega. Funktsioon vOib muutuda pidevalt voi katkevalt.
Funktsioon voib olla pidev teatud punktis. Funktsioon v&ib olla pidev
teatud vahemikus.

Meie nimetame, et x muutub pidevalt vahemikus a-st kuni b-ni
(14. joon.), kui x kulgeb k&ik vidrtused, ratsioonalsed ja irratsionaalsed,
mis peituvad selles vahemikus a-st kuni &-ni.

o8 x b

ity SOV
T

14. joonis.

Kui vahemiku piirvddrtused a ja & kuuluvad nende vaartuste hulka,
mis x kulgeb siis tdhistatakse seda jargmiselt:

a< x=h;
kui piirvéddrtused a ja & jadvad viljapoole neist vddrtustest, mis x kulgeb,
siis tdhistatakse
G e<til
kui aga muutuv suurus x kulgeb mistahes positiivsed vdi negatiivsed
vidrtused, siis muutub x pidevalt —- o< -st kuni 4 == -ni, s. o.
— o0 i X i + oo,
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Et x muutuks pidevalt, siis ei tohi ta kulgemisel esineda mingi-
suguseid hiippeid. Nditeks, kui x kulgeb vahemikus —1-st kuni +-1-ni
koik ratsionaalsed (ainult ratsionaalsed) vadrtused, siis ei ole x-i muutu-
mine mitte pidev, kuigi x vdib sel juhul omada véirtusi, mille vahe
on viiga viike, kuid nende vahel puuduvad ikkagi irratsionaalsed védirtused.

Olgu meil antud funktsioon

y=r
ja ta geomeetriline kuju (15. joon.).
Votame sellel koverjoonel punkti A,
mille koordinaadid olgu
(x, 13

ja temale ligidal oleva mdne teise punkti B,
mille koordinaadid olgu

y-f00

(%5 | Vo)
Kui punkt B liheneb punktile A, siis
saab abstsisside vahe x,—x, viga viike- 15. joonis.

seks: see vahe ldheneb O-ile, s. o.
x,— x>0 ehk x,—>x,.
Kui abstsissidej vahe x, — x, >0, siis sellega iihtlasi saab ka ordinaatide

vahe y, —y, viga viikeseks, s. o.
Yo—y,>0 ehk’ y,—>y,.

Peale selle, nagu ndeme, on argumendil x; punktis A 1oplik vadrtus
ja sellega iihtlasi omab ka funktsioon y=/f(x) selles punktis vastavat

1oplikku véadrtust.
Neil tingimustel deldakse, et kdverjoon, mida véljendab funktsioon

y B )’::if(x)a

y=fx}
: on punktis 4 pidev.
V. : Kui argument muutub piirides a-st
i ; kuni 6-ni (16. joon.), siis nimetatakse kover-

joont pidevaks 4-st kuni M-ni, kui ta on
~x pidev iga punkti suhtes, mis peitub vahe-
mikus A-st kuni B-ni.
S Tdhendab, iga 10pliku x-i vidrtuse
16. joonis. juures vahemikus a-st kuni b-ni omab
funktsioon vastavat 16plikku véédrtust ning
argumentide vahe O-ile Jdhenemisel liheneb ka O-ile funktsioonide vahe.
Argumentide ja funktsioonide vahed
Xg— X 14 Yo :
on viikesed arvud; neid vahesid tdhistame lihtsuse mdttes siimboolselt
Ax ja Ay (delta x ja delta y), need on vahed (differentsid), s. o.

X,— X, == Ax, Yy—y, =4y,
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kus Ax nimetatakse argumendi kasvuks ja y

Ay funktsiooni kasvuks (17

pirast vdoime kirjutada, et kui Ax—0, siis
peab ka, et funktsioon oleks pidev, Ay —0, s.o0.

(x4 Ax) —f(x) >0,

ehk

li : i
Al foet 89 =1(x) ;

Kokkuvottes vdime kirjutada funktsiooni

pidevuse tunnuse:

y
C

B'/T—”I’XI
’

18. joonis.

. joon.). Selle-

17. joonis.

a) Funktsioon y =f(x) on pidev
punktis x=a, kui f(a) on loplik suurus
ja kui argumendi kasvu Ax ldhenemisel
0-ile 1dheneb ka O-ile funktsiooni kasv Ay.

b) Funktsioon y= f(x) on pidev vahe-
mikus a-st kuni b-ni, kui argumendi kasvu
Ax lihenemisel 0-ile ldheneb ka O-ile funk-
tsiooni kasv Ay iga x-i vdidrtuse juures, mis
peitub selles vahemikus.

Kui aga argumendi kasvu 4x ldhe-
nemisel O-ile funktsiooni kasv Ay ei saa
mones punktis viga viikeseks, ei ldhene

0-ile, vaid ldheneb monele teisele véirtusele, voi omab miidramatut kuju,

vOi saab mddramata suureks, —
siis on kdverjoon selles punktis
katkeyv.

Katkev funktsioon annab

katkeva kdverjoone (18.joon.).

Punktis x = a teeb kdver-
joon hiippe punktist A punkti
B. Argument muutub pide-
valt, kuid funktsioon teeb
hiippe : ta muutub katkevalt.

Argumendi véirtuse x—=a
juures katkeb funktsioon, kuid
edasi punkti C juures on funk-
tsioon jélle pidev.

Votame kaks niidet, mis
selgitaks katkevuse tunnust.

1. ndide. Olgu esimese
nditena
2

X 32

y:

mille geomeetriline * kuju on
19. joon.
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Niikaua, kui x jadb vdhemaks kui 3, on funktsioon pidev ja nega-
tilvne. Saab aga x-i ja 3 vahe vidga vidikeseks, s. 0. kui x liheneb 3-le,
siis liheneb funktsiooni viirtus — oo-le, ja teeb hiippe — oo-st 4 oco-sse,
kui x 3-st mooda liheb. Kui x jadb suuremaks kui 3, on funktsioon
jéille pidev, kuid positiivne.

"Kui x liheneb kasvavalt 3-le, s. o.

ks s )
siis funktsiooni vddrtus liheneb — oo-le; kui x ldiheneb kahanevalt 3-le, s. o.
d€cx
siis funktsiooni vidrtus ldheneb - oo-le. Sellega vdime funktsiooni
katkevust punktis x =3 tédhistada jargmiselt:

lim y=—oco, lim y=+4 oo,
x—3 J€—X
ehk
ity =3 o0,
x—3
3<—x
1. méarkus. Analoogiline juht on tangens- ja kootangensfunkisioo-
nidega
Y=danwiia 3 ="Ccotx;
Tangensfunktsiooni
Y=tanx
juures, kui x kasvab 0O-ist kuni Ié-ni, kasvab funktsioon 0-ist kuni -+ co-ni,

siis teeb ta hiippe — oo -sse ja ‘on niikaua negatiivne, kui x omab viir-
tust =, edasi on funktsioon jdlle positiivne ja saab + oo-ks, kui x lidheb

3;; edaspidisel x-i kasvamisel teeb funkisioon uue hiippe — o< -sse, jne.
Siin esineb n. n. perioodiline katkevus. Periood on .

Vahemikus
T v
B X S g
on tangensfunktsioon pidev. Katkevus tekib punktides
T T
X = o ja x=++ a
tdhendab
lim y= 4 oo, lim y=-—o0,
P B
2 2
ja
lim y =+ oo, lim i i == 5 o
x> — 5t
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Uldiselt on tangensfunkisioon katkev punktides
2k— D=
2 b

kus
oo i L NEE TS S Rl

mille pohjal voime kirjutada tangensiunktsiooni katkevuse

lim Y=+ o0, lim y=——oo,
2tk—1)= 2k— 1= b
g BT g e LI
Sarnaselt voime arvutada kootangensfunktsiooni
Y= oot
suhtes. Ta katkevus tekib punktides
e R
kus
k=0, +1, *2, *+3, ...,
8510
lim y= —o9, lim y=+4 oo
X—>RT Rresic
Vahemikus ,
O<FExLin

on kootangensfunktsioon pidev. Katkevus tekib punktides
AR T R

Kootangensfunktsiooni juures on ka perioodiline katkevus, pe-

rioodiga .
2. markus. Funktsioonid
y=sinx ja y=cosx
on pidevad iga x-i vddrtuse juures.
3. méarkus. Funktsiooni katkevus ei pruugi alati olla

lim y= + =,
X—>a /
a<—Xx

vaid 'on olemas funktsioone, mille katkevust voime tdhistada

lim y—p lim y=n,
X—>a a<X

kus m ja n on loplikud suurused, nagu ndeme iildarvuta-

misest (18. joon.)
2. naide. Votame selgituseks veel niite
2

: fennder
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Siin j4db y alati positiivseks, olgu x
positiivne vdi negatiivne. x-i absoluutse vir-
tuse vdhenemisega kasvab funktsiooni viirtus

médramata suureks (20. joon.).

minekul ei teki graafikus mingit hiipet, nagu
sellepdrast peaksime seda
funktsiooni punktis x=0 Ilugema pidevaks.
Kuid siin tekib kohe kahtlus, kas punkti x =0 i
fimbruses on tdidetud pidevuse tingimus, s. o. i
kas Ay on vidga viike, kui meie Ax-i vdga L
Et siin kiill mingit hiipet ei
paista olevat, kuid meil on siin tegemist 16p-
matusse mineva funktsiooni viirtusega, kus-
juures y—> oo, kui x—0, mispdrast funktsiooni
punktis x=10 tuleb lugeda katkevaks. Pideval
funktsioonil peab iga x-i viirtuse juures ikka
esinema mingisugune 10plik vddrtus ; kuid siin
juures on funktsiooni v#irtus

eelmises néites;

viikeseks teeme.

x-i 0-ist iile-

punkti x=0
midramata suur. T#dhendab funktsioon
S
B

on katkev punktis x =0.
Ulesanded.

20. joonis.

Missugused jdrgmistest funktsioonidest on pidevad ja

missugused katkevad? Kui katkevad, siis ndidata, missuguse x-i védértuse
juures tekib funktsiooni katkevus:

L D=5 lade 8 y=gras
2)\<y=%+2 6) y=§—§g
8 y=2717 N y=1rw
By y=72 8 y=12Z

II peatiikk. Funktsioonide differentsimine,

§ 7. Funktsiooni tuletis ja difierentsiaal.

Eespool n#gime, et vdga viikeste, Iopmata kahanevate muutuvate
suuruste suhe voib omada loplikku (konstantset) vidrtust, mida meie
nimetasime muutuva suuvruse piiriks, nagu seda niigime juhul

sin x
icklp v P

X
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Olgu meil iildiselt moni funktsioon -

y=f(x),
mille geomeetriline kuju on kdver- vdi sirgjoon (21. ja 22. joon.).

Votame koverjoonel (21. joon.) kaks teineteisele ligidal selsvat
punkti A ja B, mille koordinaadid olgu

(x5, |y ja (x,],).

21. joonis.

22. joonis.

Uhendame neid sirgjoonega, mis moodustab x-teljega nurga . Nurk g
on teada, kui on antud punktide A ja B koordinaadid, s. o. -

tan g = ___)’2 e
Xy — Xy
ehk
s AY
tan p) e A—x)

kus jagatist % nimetatakse vahede jagatiseks.

Liheneb punkt B punktile A, siis liheneb ka punkt B, punktile

A;, dx-i vadrtus ldheneb sellega O0-ile, s. 0. 4x on IGpmata kahanev
suurus; temaga iihes ldheneb siis ka O0-ile Ay, mis samuti on IGpmata
kahanev suurus. Molemad suurused 4x ja Ay vdivad saada nii viikes-
teks kui iganes soovime; nad kahanevad pidevalt. Langeb punkt B
punktiga A iihte, siis saab 18ikjoon puutujaks punktis 4; puutuja on
sellega Idikjoone piir, kui B—>A Ldikjoone ja x-telje vaheline nurk g
saab nurgaks o, mille moodustab puutuja x-teljega positiivses sihis.
Tdhendab

lim Q—_tana:m.

Ax—)OA
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Siit ndeme, et avaldise /% piirvddrtus ei ole muud kui puutuja tous
(nurga tangens), mis puutuja ldheb Idbi punkti A= (x, |y) ja mille
vorrand on
y‘——yl:m(x_x])
ehk
/ Ay
—y. = lim —(x—x),

R Ax—>0 /Jx( ;
kus x ja y, on puutepunkti koordinaadid ning x ja y jooksvad koordi-
naadid.

Kui funktsioon

y=f(x) 4
- kujutab sirgjoont, siis jd#b Jx-i ja Ay-i muutumisel nende suhe —ﬁ
muutumatuks (22. joon.), s. o. sirgjoone iga punkti suhtes

: A
Al:tanr/.: lim 1));

Ax ) 8 kAT
% piirvidrtus on sellega médratud suurus, kui Ax— 0.

Kui vahed 4x ja 4y saavad viga viikesteks, kui nad l0pmata
kahanevad, siis nimetatakse seda piirvéddrtust, millele liheneb vahede
jagatis, differentsiaaljagatiseks ja tdhistatakse siimboolselt

Ar—0 dx  dx
kus siimboleid dx ja dy nimetatakse differentsiaalideks;

dx— argumendi differentsiaal,
dy — funktsiooni differentsiaal.

4

- Funktsiooni ja argumendi differentsiaalide jagatis on differentsiaaljagatis.
Tdhendab, differentsiaaljagatis on selle nurga tangens, mis labi
punkti 4 minev puutuja moodustab a-teljega positiivses sihis.

Kui on tousev kdverjoon (23. joon.), siis puutuja moodustab nurga

a<~g~, mille tangens on positiivne, s. o.
A
fana = E > 0.
Kui on aga langev koverjoon (24. joon.), siis puutuja moodustab

T
nurga a > =

5 mille tangens on negatiivne, s. o.
)

L B
tan a_‘—i}<0.
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9 A\

23. joonis. 24. joonis.

Punktis A (23. joon.) on differentsiaaljagatis positiivne, punktis B
(24. joon.) — negatiivne.
Tdhendab: Kui funktsioon y=/(x) x-i kasvamisel kasvab, siis
dy

on E> 0; kui funktsioon y=f(x) x-i kasvamisel kahaneb,

b dy B s i :
siis on d_x<0' Ja timberpoordult: kui v >0, siis x-i k‘as-

vamisel funktsioon kasvab; kui (% < 0, siis x-i kasvamisel

funktsioon kahaneb.

Niisuguste differentsiaalidega ja differentsiaaljagatistega tuleb meil
tegemist teha differentsiaalarvutamises; neil on méiiramata suur tihtsus
vigade teoorias ja igasuguste mehaaniliste, fiiiisiliste jne. nidhtuste muu-
tuvuse uurimisel.

1. markus. Siimbolid 4x ja Ay, dx ja dy on lahutamatud tdhised:
~ siin ei ole, niiteks, tegemist 4 ja x korrutisega, vaid puhtsiim-
boolse tdhisega, mille all moistame argumendi x kasvu ; samuti

Ay on funktsiooni kasv.

2. markus. Tuleb hoiduda sellest, et siimboleid dx ja dy ei kirju-
tataks ox ja dy; pérastpoole (§ 40.) ndeme, et viimastel siim-
bolitel on isetihendused.

Vahede jagatist ja differentsiaaljagatist vGime kujundada veel teises
vormis, nimelt

dy_ Sy J( %1 (%),

7 U T Bt
it x)—f(x
B e 2 g SRS,
dx %

D e i T 5 T
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Kui vdtame koverjoonel (25. joon.) vabalt mdne punktiZA koor-
dinaatidega (x|y) ja ta iimbruses kdverjoonel mdne teise punkti B, mille
koordinaadid on (x + 4x |y -+ Ay), siis (arvestades 21. joonist)

x,=x, x,=x+4x, f(x)=Ff(x), f(x)=f(x+ 4x),

ja

ﬂ_f(w+/jx)—f(w)’ dy “mf(x"*'zlaf —J ()
Adx Ax dx -Ax—>0 Ax

mis on maksev iga vabalt voetud x-i viir-
tuse juures, kui funktsioon on igas punktis
ainult pidev. Tédhendab, funktsiooni y = f(x)
differentsiaaljagatis % on piirvéirtus, millele
ldheneb murd

f(x+ 4x) —f(x)

Ax
p = 25. joonis.
kui 4x 10pmata kahaneb.
Kui funktsioon on pidev, siis avaldis d%: on maksev iga x-i vddr-

tuse juures; jérelikult % on siis ka iihtlasi x-i funktsioon. Et ta moni

teine x-i funktsioon on, siis tdhistatakse teda jargmiselt:

dy _ o, .

;E.—f (),
kus f’(x) nimetatakse algfunktsiooni f (x)-i tuletatud funktsiooniks ehk
lihtsalt /(x)-i tuletiseks.

Tuletatud funktsiooni jaoks maksab sellega avaldis
P = tm 2EHA0 7
Ax—> 0 Ax

ja sarnaselt ka mone teise funktsiooni suhtes

¢+ A0 — ()

@ (x) = lim

Ax—>0 Ax
ehk
it~ T Rl o KL
Au—>0 Au
L dx ja dy on argumendi ja funktsiooni differentsiaalid: avaldisest
%C:f‘ (x) vilja minnes vOime funkisiooni differentsiaali kirjutada kujus

dy=f"'(x)dx.
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Funktsiooni tuletise voi differentsiaali leidmine on oluliselt iiks ja
sama tehe, mida nimetatakse funktsiooni differentsimiseks, Funktsiooni
tuletis on iildiselt 16plik suurus, kuid ta differentsiaal on 16pmata kahanev.

Meil esines siin Ax positiivse suurusena, kuid ta vdib olla ka ne-
gatiivne. Mdlemad piirvddrtused, olgu Ax positiivne voi negatiivne, on
iildiselt ikka iiks ja sama f(x), kui ainult funktsioon teatud x-i véirtuse
juures on pidev.

Kui

xg = x+ Ax’f(xz) :f(x _f_ Ax)s
siis
X, — Ax = x, f(x, = Ax) = f(x);

voime kirjutada

(%, i Ax) —f(x,) _f(x2> =~ o Ax) :f(x+ Ax) — f(x) 2

— Ax 4 Ax Ax
ja :
e f(x, — Ax) — f(x,) B e f(x+ Ax) — f(x) — (%),
— Ax—>0 — Ax Ax—>0 Ax

millest ndeme, et
lim f(x,) = f(x),
Xog—> X
kui funktsioon ainult madratud punktis on pidev.
Eespool-olevat kokku vottes vdime kirjutada:
kui 2 on nurk, mille kOverjoone puutuja moodustab x-teljega
positiivses sihis, siis
Ba T e e AT, SO
dx Ax—»OAx Ax—0 Ax

kus vy = f(x) on koverjoone vdrrand ja x ja y — puutepunkti
koordinaadid.

On y =f(x) pidev funktsioon, siis on suuremalt jaolt ikka vOima-

lik leida A—i; piirvédrtust, s. o. algfunktsiooni tuletatud funktsiooni. Kuid

on siiski funktsioone, kus iiksikute x-ide v&i ka iga x-i viirtuse juures
seda leida ei ole vdimalik, s.o. tulevad ette juhud, kus % mingit kind-
lat vddrtust ei ole: nad jddvad madramatuiks. Niisuguseid funktsioone
meie ei kisitle. Edaspidi vaatleme ainult neid funktsioone, mis on pide-

vad ja millel on tuletis, s. o. mida vdime differentsida.
Ndide. Votame kolmanda jiargu kdverjoone
y:x“—gﬁ—-ﬁx—}— v
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Kui anname argumendile kasvu Ax, siis omab ka funktsioon kasvu

Ay, s. o.

y—{-—dy:(x—}-zlx)?’—%(x+11x)2—6(x+tjx)+7

ehk

Ay = (x + 4x)® — %(x—{-z?x)?—(i(x-{- Ax)—f-7.——(x3—%x2—6x+7):

=(3x2—3x—6) Ax+ (3x— ?—;) A2 4-Ax3;
jagades Adx-ga saame

Ay
Ax

kui 4x—0, vdoime kirjutada tuletatud
funktsiooni

=3x2—3x— 6+ (3x— %) Ax~+ Ax?;

PO = Hm YL g g

Ax >0 4%

ehk
'd—y:3x2 —3x--6
dx

ia funktsiooni differentsiaali
dy = (3x> — 3x — 6) dx.
Vétame sellel kdverjoonel mdne
punkti P=(x,|y,) ja puutuja ning
normaali selles punktis, siis kover-
joone tous selles punktis on

tan @ = 3x,2 — 3x, — 6
ja puutuja ning normaali vorrandid
Y — Yo = (3% — 3%, — 6) (x — xp),
e xo
SR S e e
Olgu punktis P (26. joon.)

o Vo 1’5’
siis

o= (=158 — 3 (—1,5P — 6 (— 1,5) + 7 =9,%5,

P=(—1,5]9,25).
Sellega koverjoone tous punktis P on

26. joonis.

tan @ = 3 (—1,5)2 — 3 (— 1,5) — 6 = 5,25;

i A L o
T L T 3'3’7
Bit it e Gk
Bidiscail H o i T il
' GEF AR A
Pesizabesseusizaces ity mastss e SE3SERERESRN=3 E
ZRES NI E5 £ i
I}i[i_ i :j
T ke _:.ii%‘ H FH f 1
Bt | dhisees: G S
SH B S4aE] {18inee, i i
T TR R R R R 5
gas s i b I36Rcash O Ssesdife
¢ EREis it 8 i i!‘ 5"_ gaats: : Q
BT HE IfshRaaie i, s bl
SHEH TRLHE % i
JiH 2 et Ur i 25
e AR 3 38
asizact it Lflxic 1:- HHE 3
i %4" e e STE3TR
T i i r’:i T
i i
B AR e s fe
5t iEd] dsnisist, 1itds 2as
filii b it e
Gt ::f- 25
P P il
.. g’” i HH 2288t i HHHH
s = 8 -
e
HHL T HEFH
T ? %&Q et
e A e
Si5: peadr o B r H
i R s R B
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puutuja ja normaali vorrandid
y—9,25=5,25 (x + 1,5) ehk 42x — 8y 137 =0,

y—9925=_— x5+2;’5 ehk 16x - 84y — 753 = 0.
Missuguses punktis on kdverjoone maksifium vdi miinimum ?
Jooniselt on n#ha, et maksimum- ja miinimumpunktides ldheb puu-

tuja paralleelselt x-teljega: puutuja moodustab neis punktides x-teljega
nurga
a:= (0% ehk 1807

tdhendab
tan ee=tan 0% =4an 1800 =0,
siis ka
EQ::Bx‘z—3x—6::0.
dx
Lahendades viimast x-i suhtes leiame, et
e L e B
Kui x =— 1, siis y =J@,5, mis on joonise jirele funktsiooni maksimum,
kui' g ==218118 y:—}, mis on joonise jdrele funktsiooni miinimum.
Siit saame punktid 10,8' S .

A=(—1|%8 ja B=2] =%
punkt A vastab kdverjoone maksimumpunktile ja punkt B -— miini-
mumpunktile.
Missuguse nurga all 16ikab kdverjoon z-telge?

Jooniselt voime ligikaudu vidlja lugeda koverjoone 16ikepunktid
x-teljega. Need 16ikepunktid on P,, P, ja P,, mille abstsisside ligikaud-
sed véidrtused on

X o= =-23, #z, =11, xy=2,8.
Nurga tangensid neis punktides
tan @, = 322 — 3z, — 6=16,77
tan a, =3x,2 — 3x, — 6= — 5,67
tan a, = 3x,2 — 3x,— 6 =9,12

ja neile tangensitele vastavad nurgad

a, = 86° 35/,
o, == 1008,
a, = 83° 45/,

millede all kdverjoon 1dikab. x-telge punktides P, P, ja P,.
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§ 8. Moned differentsimislaused.

1. lause. Astme funktsiooni i

y o wll
tuletisfunktsioon on
dy —_ n—1
o

kus m on mistahes reaalarv.
a) Olgu »n positiivne tdisarv, siis

Ay R 1l xzn—xlh’j

Adx T x,— X, Xy — X,
el ey ¥ AsiE A T Doll PENETE = W tum il Bt

piirile minnes saame

Ay e 2 Yorm W a1 n—-1 ne-1 __ oty
Vo /’xﬁxlalfrnl—x_)xe—‘xn—x e T R Rt
tdhendab, tuletis
‘ ’ly n—1
e

1. ndide. Leida funktsioonide
y:xl ja y:xl.'*m
tuletised ja differentsiaalid.
Tarvitades saadud valemit, vdime kirjutada

o dy Hn_l——m_
dx_4x’ E_(l—m)x U
differentsiaalid on
—m
dy=4"dy " 4y = e dx.

. Ulesanded. Leida jirgmiste funktsioonide tuletised ja different-
siaalid:

) y=x 4) y=x" 7) y=xH
2) y=ux™ 5) y = x*+b 8) y=x*m
3) = 3209 (S b L et

10) Leida koverjoonele y = x? puutuja, kui puutepunkti abstsiss
X =—2

b) Oletame, et astmenditaja on negatiivne tdisarv, s. 0. n= — m, siis
B || 1
FEMP IR IR
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ja

1 1
ﬂ SO, S A O e 7% LR X, — x,™ L
Ax X — X% Xo =X X" X (Xg — X;)
1 g
T T,C'lm X" (™ + 5" % 4+ LA el ol RIE SN )

millest piirile minnes saame tuletise

lim s =
Ax—>0 4%

i 1 ;
= lim [— (P ™, S _+x1m——l)] e
Xy—> X <X, . An

:_x_2_}n(xm—~l+xmv~1 +xm—l+”_+xm~1):

— -—}21—!11' 4 mxm——l —_—— mxm—l——2m —— _?MI ‘F“M-‘.'N‘s .
tdhendab _

millest nieme, et negatiivse astmenditaja suhtes jd&b tuletise valemis
maksma sama reegel, mis oli maksev positiivse astmenditaja suhtes, s. o.
astmenditaja tuleb korrutada funktsiooniga, mille astmenditaja on {ihe
vorra vdhem algfunktsiooni astmenditajast.

2. naide. Leida funktsiooni
1
e

‘ tuletis ja differentsiaal.
Siin y = x1; astme tuletise valemit tarvitades vdime kirjutada .

dy Ll 1oy ik e 1 #
E-—_lr _—fz_—x—2,
differentsiaal on
dx
Aot 3
Ulesanded.
/ 1 3 %
N ll)y:F 14) y:.}zm‘
1 g 1
12)}’:? ' 15))}:F—
f 1 1
13))’::&"—3 16))’—;6,,—_‘,;‘
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17) Leida koverjoonele y= ! normaal, mis ldheb libi

x2
joone punkti, milles x = — 1.

¢) Olgu astmenditaja » murdarv, s.0. n =% , siis

m

k i
R k
y:xm—Vx )

kus k£ ja m on tdisarvud, ja

&y _Var—Var_ Va)—Vx)*

Ax T xy — % My g

WERr—Var

kusjuures tdhistame lithidalt
, l/)_cl——:zn ]'an:Zz,‘
voime kirjutada

kL b
Ay ity Ty

™ e zzm—z]E;
korrutades lugejat ja nimetajat (22 — 21)-ga saame

k-iak
P o

kover-

2y 2,
f— . TR o
Ax Qe el e 23
k—1 k—2 k—8 5 2 k—1
TS O A B Pl b L 2 :
e T g e p W
. L P2 Pt Radid RS
votame piirvédirtuse
-5k k—2 k-8 3 k—1
llm _)i: lim z2 + z2 zl + z2 Zl + € + zl EWE)
—1 —2 —3 2 —1
Ax—>0Ax 2> 2<% 2 zzm _+_z2m 21+z2m 23 +... +21m
zk—l + zkA—l + zk*l + T + Zk*l kzk-l k A
v SEs ey g —m .
_zm—l __{_zm~—1 _l_zm—l + L _|_zm~1 g mzm‘——l i m z ’
ki 2z, —>2z<2, Siis x,— x<x, jirelikult
1 2, 1 2y
mn —
2=V x,
paigutades selle vidrtuse 2-i asemele saame
/fy k B B k k—-—;m kR %qu "v&"‘
lim —ﬁ———(l X == Mg T sl S
fx—>0 Ax m m m

37



tdhendab :

dy _k X :

dx— m ;
millest ndeme, et murrulise astmeniitaja korral maksab eelmise tuletise
valemi pohimste, s. o. astmenditaja tuleb korrutada funktsiooniga, mille
astmenditaja on ithe vOrra vdhem algfunktsiooni astmendiitajast.

3. ndide. Leida funktsiooni
w=Yx
1 tuletis ja differentsiaal.

Siin y — x ?; tarvitades viimast valemit, vdime kirjutada
1 1

dy_l_x?"" 1;?_ S5
v e

B
L3 dx -u‘.;i -4
e V= FRTON

4. ndide. Leida funktsiooni

)
Y J

differentsiaal on

T8 =8 l/x Vx b
tuletis. 3
it h
Siin y = x.x2? .x*% = x*; differentsides saame
dy Pha e S T
i =T X" ==y X"
Ty 4 iV ”.
Ulesanded. 1
3 -
. — — —
18) y=Vx 1200 y=xVx 22y =y L
- Bl Er e
19) y=Vx2 Wy=x+)x 23)y=l/x_§_.__vx 3
Vx

2. lause. Funktsiooni konstantne tegur jaab differentsimisel
\ tuletise margi ette.

Olgu konstantse teguriga funktsioon

P f(x)s m
kus a = konst. Kasvab argument Ax-i vOrra, siis muutub ka ft J
sioon Ay-i vorra, nonda et

y4 Ay = a-f (x+ Ax), : &

-

kust iy e
Ay alf A=y o _

ehk y-i viidrtust asemele pannes

Ay = a .f (x + Ax)—a. f(%);



jagades viimase avaldise mdlemaid pooli A4x-ga saame vahede jagatise

dy_, St a9 —f()

Ax Ax
millest saame funktsiooni tuletise

d. h St ) —f )
=== lim —==a. lim =a-f'
dx Ax—>0 Ax Ax—>0 Ax f (x)

(sest konstantse suuruse piir on ikka sama konstantne suurus).
Funktsioon y = a . f(x) tdhendab geomeetriliselt, et kdverjoonte

y=a -f(x)jdy=f(x
ordinaadid  vOrdsete y
abstsissidega punkti-
des erinevad iiksteisest
a korda (27. joon.).
Punkti A ordinaat y
on a korda pikem kui
punkti B ordinaat y..
‘Punkti D ordinaat on _ra
a korda pikem Kkui 9
punkti E ordinaat.
Punktides Pi, P2 ja Ps
ordinaat on mdlema
kdverjoone suhtes 0,
sest kui f(x) =0, siis o
- ka a-f(x)=a.0=0. 27. joonis.

L 4

Puutuja punktist B = (x | y,) 16ikab x-telge punktis P ja moodustab
nurga ai, kus ‘
e LA R
fana, = P"—C = E —f_(X).

Punktis A = (x| y) on ordinaat a korda pikem kui punktis B, siis

dy s dyl AN / i ?_g——ég—
p Pl 1 = g« f1 10 =0 PC_PC_tana,
millest ndeme, et puutuja punktist A 16ikab x-telge samas punktis P.
5. ndide. Leida funktsioonide

L g S
I AR e I e

tuletised.

d
D348 =1208; D= 0=
dx »
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Ulesanded.

A \
= 24) y =65 27)y:%x3 30)y=i_§
:.; P A m a
4 2b). vy = ax 28)y:7 31)),____4_;2
v\ ‘\ ol
Vom g gas T ighhg o %2 32) y="Vaz

33) Leida koverjoontele y?> = x ja y? — 4x puutuja ja normaal
kui molema koverjoone puutepunktide abstsiss x = 4.

3. lause. Funktsioonide summa vdi vahe tuletis vordub funktsioo-
nide tuletiste summaga voi vahega.
Olgu funktsioon
y=u—+v—w,

kus esineb iihiselt summa ja vahe, ja kus u, v, ja w on x-i funktsioonid, s. o.

.= T v :fz(x), w = f(x). g

- Kasvab "argument Ax-i vOrra, siis #, v ja w muutuvad vastavalt A, A’u
ja Aw vorra, ja iihtlasi sellega ka y muutub Ay vorra, s. o. {

y+ oy =u+ e+ o+ Mo F(o+ Av)
Ay = Au + Av — Aw
NS TVRR R A
millest saame funktsiooni tuletise 4
Ay gz A Aw

lim 2= lim 25+ lim 22— lim 2%,
Ax—>04x Ax—>0 Ax Ax—>0 Ax Ax—>0Ax

ehk

ja

O W b
de 7 de ' dy. dx
ehk
S @)=/ + F40) — ).
6. ndide. Leida funktsiooni
y=2x>—x%2 4 3x
tuletis.
1. ja 2. lause ning saadud valemi pdhjal vdime kirjutada
dy _ d2x%) . d(x?
g dx dx
N

e

3§ &5;) =238 —2r + 30 =6+ — 2v + 3,
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7. ndide. Leida funktsiooni

o 1 b
y:?x—aVX—{—ﬁ_F,
tuletis.
) o=
dy _d(@2x) d@])x) 3 d\Jx) d(xg)__
a%. idx dx dx a5

d(x) d(xz) d(x 1) d(x?)
=2 dx + = dx

Yilleg . o
:2x°—a-7-x 2—}—(—7)4: ¥ _(yr ™ =

1"'”25;'@
X

:2—‘—:—- g
2) = 2¢)x

Ulesanded.

\[‘34) y:xlo_xﬁf_xﬁ \/ 38) y_xl___{__
{ 35) y=2x%—4x®—5x v 39) y=x%— x—z———
: Vx

. 36) y=x%4 9x%+ ax 1 40) y:%—k%x‘-&?]/x
3
37) y=3a%x®— bx®— 2cx 41) y——x]/;—c—f-l/_'
442) Missuguste nurkade all kdverjoon y = x* — 3x 161kab

x-telge?

4. lause. Funktsiooni konstantsed liikmed kaovad differentsimisel
dra.

Olgu konstantse liikmega funktsioon

y=5fx)+g¢

kus ¢ = konstant. Kui argument kasvab Ax-i vOrra, siis muutub ka
funktsioon 4y-i vorra, s. o.

y+ay=f(x+ 40 + ¢
ehk
49 = f(x + 4x) + ¢ — [f (%) 4+ ¢}] —f(x+ 4x) — f (x); °
jagades Ax-ga ja piirile minnes saame
v SR e | + 4x) o (%) _ ,
Lo S g i

s
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Eelmist lauset arvestades vdime kirjutada

dy _d[f(x)+¢]__ df(x) ‘
dx dx . +dx_f (%),

millest ndeme, et
de
dx
s. 0. konstantse liikme tuletis on 0.

=0,

Funktsioon y = ¢ kujutab geomeetri-

liselt sirgjoont, mis on paralleelne x-teljega
o (28. joon.) ja mille tdus on 0, s. o.
L Y
lana = e 0.
5 " Funktsioon y = f(x) + ¢ tahendab geo-
meetriliselt, et kdverjoonte
28. joonis. ¥ y=f(x)+c ja y=f(x)

ordinaadid vOrdsete abstsissidega punktides erinevad iiksteisest ¢ vOrra
(29. joon.). Neis (vOrdsete abstsissidega) punktides on puutujad paral~

5 leelsed, sest mnende nurga tangensid on
vordsed, s. o.

aff(x)+c_ df(x)__dy
dx e e —&}—ta““'

8. ndide. Leida funktsiooni
y=x*—4x2—3
tuletis.
* Differentsides vbime kirjutada
dy _d(x*) d(4x®) d(3)

29. joonis. %™ HE ’ P i 4x% — 8x.
9, naide. Leida funktsiooni
o x®—2
X
tuletis.

Jagades ja korrutades saame
/ y=X—2 "4+ x—=x—2x"1;
viimast differentsides leiame

.dy__ 2
v ol Tl
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Ulesanded.

43) y=x*—2x—2 / 51) y=x (x®—2)
44) y=x®+4 3x4 a® 52) y=(x—a)—24°
B) y=a—o—p - Vg y=2T1
46) y=(a+ x) (a —x) 54) . 8xb 4 5ad — 9
47) y=(1—x x*—2) 2 3x°
48) y=(4—3x?) (3x — 5) TSR et B L Sk
A 2
49) y = (mx — nx?)? 7
x3—8
50) y={a+ 2" 56) y:m-

57) Leida koverjoonele y = x>+ 2x—3 puutuja ja normaal
punktis x= — 4.

{ 58) Missugused nurgad moodustavad kdverjoone y=x®— 5x*—2
puutuja ja normaal y-teljega, kui puutepunkti abstsiss x =35.

§ 9. Nurgafunktsioonide tuletised.

a) Leida siinusfunktsiooni

yz=sin x
tuletis.
Kui
W= flr) =8 x
siis
v+ Ay =f (x 4+ Ax) = sin (x + Aw),
kust
Ay = sin (x 4+ Ax) — sin x = 2 sin % . cos (x+_A2_x_)
ja vahede jagatis
. ekl Ax Ax
Ay 2sing-cos\x+ 5] sing ( Ax),
¥+ e = = . COS x—f—T H
2
piirile minnes, kui Ax—> 0, saame
Ax
lim A'1’= im 222 . Jlim cos (x~|- é,;) = 00sX,
Ax =0 Ax Ax Ax Ax—>0
5 -0
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sest § 5 jdrele

Ax
L et
Ax —> 0 éf
T
ja
lim cos (x+ —A?ic) = oSy
Ax—>0
Tdhendab, kui y = sin x, siis
dy ;
-CE = C0S @&
ja
dy = c0s x dx.
b) Leida koosinusfunktsiooni
pi=icos X
tuletis.
Kui
y=f(x)=cos x,
siis
Y+ Ay =f(x + Ax) = cos (x + Ax),
kust ;
Ay=cos(x+ Ax) —cos x = — 23in%- sin (x+ ATx)
5 Ax e
Ay  2sin~5 'sin (x+7 AN B Ax)
A—x——‘ Ax = — Ax -sm(x—f—~2— :
B
piirile minnes, kui Ax—0, saame
. e
Ay ' lim sin g A

x
= — lim sin <x+—):—sinx.
Ax_)OAx 'A_x—>OA_x Ax —> 0 2

2 2

Tdhendab, kui y = cos x, siis

:—1 = —sina
ja
dy — —sin x dx.
c) Leida tangensfunktsiooni
y=tanx
tuletis.
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Kui

y:f(x):tan X,
siis
y + Ay:f(x+ AX) =tan (x4 AJC),
kust .
4 S0 sin Ax
Ay =tan (x+ Ax) W (x+ Ax) - cos x
ja

Ay sinAx _ sinAx 1 {
Ax Ax.cos(x+Ax) cosx™ Ax cos(x-+ Ax).cosx’
piirile minnes, kui Ax —0, saame
Ay sin Ax .. 1 1

Ailﬂoﬂ:Ailio Ax .Axlin,ocos(x—i—Ax)-cosx:cos?x'

Téhendab, kui y=tanx, siis

oy .1
dx  cos’ax

ja
dx
. Ay
d) Leida kootangensfunktsiooni
Jy=cotw
tuletis.
Kui
y=f(x) =cot x,
siis :
¥+ Ay =f(x+ Ax) = cot (x+ Ax),
kust :
{55! Sieed. sin Ax
Ay = cot (x + Ax) — cot x= S A i e
ja ®
A0 sin Ax ___ sindx 1 :
Ax~  Axsin(x—+ 4x).sinx dx  sin (x -+ 4x)-sin x’
laseme 4x— 0, saame
T IRl : MR e
Ax—04%" 4o L0 4x 4 ,osin(x4 4dx).sinx” . sin®x

Téhendab, kui y = cot x, siis
dy 1

dx~ sinPax

/ 45



ja
dx

dy =— -,
y sin®x

1. ndide. Leida funktsiooni

y=tanx — cotx

- tuletis.
Differentsides saame
dy dtanx) d(cotx) 1 e i pins 4 cofx 1 4
dx~ ~ dx dx ~ cos?x ' sin®x " 'sin?x.cos?x ~ sin?x.cosx

2. ndide. Leida funktsiooni

y=x%— su{;x_!_ cosx — 2 tanx 4 acotx
tuletis.
Differentsides saame
dy d(x* 1 d(sinx) d(cos x) d(tan x)
" IR T 3 dx e dx +
d(cotx) cos x 3 o Ao S ‘
AP TR A RO ol Pl
Ulesanded. Leida tuletised :
X1): y2=a - sinx 4) y—=sinx—cosx
1 2) y=tanx —x-+a 5) y=a—cotx—b
13) y=a+2x—2tanx 6) y=x®—2cotx—+ 3cosux.
7) Leida koverjoone y—sin x puutujate ja mormaalide vorrandid
A punktides: x =0, x=", x=12 x:z)iTE X ='x,
) 4) 2) 4 ’ 3

; § 10. Liitfunktsioonid.
Olgu meil y mdni 2-i funktsioon

y=1,

kus z on omakorda moni x-i funktsioon
= =9 (%),

siis on ka y iihtlasi x-i funktsioon, s. o.
y=Fr[¢ )]

y-i olenemine x-st ei ole siin otsene, vaid kaudne: y oleneb x-ist z-i
kaudu. 2z on sel juhul abisuurus, abimuutuja. Niisugust kaudset olene-
mist nimetatakse liitfunktsiooniks ehk funktsiooniks funktsioonist.
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Naiteks : _
y=/(a+ bx)%, y=sindx, y=|a® — X

on liitfunktsioonid, mis olenevad argumendist x kaudselt. Funkisioonid
(abimuutuja 2), mille kaudu see olenemine siinnib, on siin vastavalt

2= a4 bx, z==4x; 20"

Kui liitfunktsioonis argument x kasvab Ax-i v@rra, siis omab abimuu-
tuja 2z kasvu 4z ja sellega iihtlasi omab ka funkisioon 'y kasvu 4y;
tdhendab, kui

y=f(2),.2=19(x),
siis
y+ dy=f(z+ 42), 2+ Az = (x + 4x),
kust funktsiooni ja abimuutuja kasvud on
Ay =f(z2+ 42) — f(2), dz =19 (x + 4x) — P (x);
jagades esimest Az-ga ja teist Ax-ga saame
Ay_flz+A82)—f(@) dz__ 9 (x+ dx) — 9 (x)
ANz Az it Ax :
mille pohjal vBime kirjutada vahede jagatise kujus
dy _dy 4z _f(z+ 42) —f(2) P (x'+ %) — ()
A% "N Az Ax .
Kui laseme 4x—>0, siis ka 42>0 ja Ay—->0 (muidugi oletades, et
funktsioon on pidev), saame liitfunktsiooni tuletise
lim == = lim 4y lim A_z=
Ax—»OAx Az—*OAz Ax—»OAx
— iim 8-S o e (x4 AD—9() _
Az—>0 Az Ax—>0 Ax
:f‘ (2’) 4 :P‘ (X),

tdhendab
dy dy dz  _, s
" e I Ty W il

Et liitfunktsiooni differentsida, tuleb teda differentsida abimuutuja
suhtes, siis abimuutujat differentsida argumendi suhtes ja 16puks saadud
tuletised korrutada, s. o. liitftunktsiooni tuletis vdrdub mdlema funktsiooni
tuletiste korrutisega.

Liitfunktsiooni tuletise valemist viljudes vdime kirjutada funktsiooni

differentsiaali
dy =f(2)-9'(x)- dx,

dz = ¢' (x) dx,

kus »
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siis

dy = (2) dz,
s. o. liittunktsiooni differentsiaali saame, kui abimuutujat loeme rippu-
matuks muutujaks.

Laiendame kaudset olenevust: kui y on z-i funktsioon, z on z funki-
sioon ja # on x-i funktsioon, s. o.

R y=f@, z=9@, ws=yx),
dy=f(2)dz, dz—= ' (u)du, du=v'(x)dx
dy=f (@) de=f'(2) - %' () du = (2) - 9’ (&) - ' () d,
millest funktsiooni tuletis
W= ()7 @) v @)

Analoogiliselt voime edasi arvutada, iikskoik kui palju abimuutu-
jaid ka ei esineks.

ehk

1. ndide. Leida funktsiooni

y=(x*—a??
tuletis.
See on liitfunktsioon, sest siin

yaf@) =28, z=9x)=x"—a%
tarvitades liitfunktsiooni tuletise valemit vdime kirjutada

d d(2®) d(x2—
Y_re).p =20 D

z-i vddrtuse z = x? — a? asemele pannes saame

2820 T —=6Gxe:

dy _ 2 2)2
dx—.Gx(x a%).

2. ndaide. Leida funktsiooni
y=sin (ax -+ bx?)
tuletis.
Siin
y=f()=s8inz, z=9(x)=ax-| bx*;

d (sinz) d(ax + bx*)
dz dx

differentsime
— =f'(2)- 9 (x) =

=cos z-(a + 2bx)
ja abimuutujat x-i kaudu viljendades saame

% = cos (ax + bx?) - (a + 2bx) = (a + 2bx) cos (ar + bx?).
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3. ndide. Leida funktsiooni

y [ I/ a? gk x2
tuletis.
Siin

y=Ye=2"
differentsides

oy _d(za) a@—w 1 -'z% VAN N
dx~ dz dx g 3 il VZ
ja z-i asemele ta vididrtust pannes saame
P
ax~ Jo—x
Maérkus. Nagu eespool olevatest nédidetest ndeme, on

e ja g uldlselt isesuurused avaldised.

dx dz
Ulesanded. Le1da liittunktsioonide tuletised :
1) y=(x—3) V' 8) y=sin 6x
2) y= (2 — 3x?? >N 9) y=rcos(2x — 3)
3) y=2a(a® — 2% ¥10) y=sintx
4)y:]/1+x » 411) y=cos x®
R N P, 7

5)y=J4—2 4 12) y=4tan (ﬁ)
& d b Y :

a 1X13) y =sin?2x

8
7N y=|(a—x? 14) y=1]/cos 3x.

§ 11. Korgema jargu tuletised.

Nagu eespool nidgime, on funktsiooni y =—f(x) tuletis

. oo S -y
f P dx s sdx
omakorda jdlle moni x-i funktsioon. Me nimetame seda esimeseks tu-
letatud funktsiooniks ehk esimeseks tuletiseks.
Et f(x) on mdni x-i funktsioon, siis vdime teda omakorda x-i suh-
tes differentsida, saame teise tuletatud funktsiooni ehk teise tuletise,
mis tdhistatakse jargmiselt

) 4(Z) _
A iR WX

Viimane avaldis tahendab, et funktsiooni on kaks korda x-i suhtes
differentsitud.
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Kui viimane avaldis on ikka veel moni x-i funktsioon, vGime edasi
differentsida, s. o. v0ime saada kolmanda, neljanda jne. tuletise, mis ti-
histatakse jargmiselt:

a(%)
f;“(x)__d,f“(x)__ dx2 _@
FEE M T e
a3y
f“)(x)zdf'“(x): d dx3):dj,
dx dx dxt
d4y)
df® (x), d\dx* dy .
(5) - — —
f® (x) 7 F7 o e e

funktsiooni n-jargu tuletis on
1o @) =52
dyr
"Vastavad funktsiooni esimene, teine, kolmas j. n. e. differentsiaalid
on siis
ay L= i (X) d
Py =f (x) de
d?y = f'(x) ds®,
&y = ) i
a2y e
Mairkus. Siimbolit dx?, mis tdhendab argumendi teise jdrgu diffe-
rentsiaali, mitte dra vahetada avaldisega d (x?), sest viimane
d (%) == 2x dx]
1. ndide. Leida funktsiooni
y=x*—2x>+4 4x—5
teine tuletis.
Esimene tuletis on
| Lt T
dx }

ja teine tuletis
a’y

= 12x2 — 12x.
dx?
2. ndide. Leida funktsiooni
? S
kolmas tuletis.

Esimene tuletis on

dy dlx7Y) s il

dic 7k T A T
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teine tuletis

d?y  d(—x?) w8
- Sadme T bl ] Lo
ja kolmas
oy AT i 6
" SN s ry MRl iy
3. ndide. Leida funkisiooni
3 Ye=i8inx
n-jargu tuletis.
1. arvutus.
dy ko dly
dx— CO8 % = —sinx, [Eg_—cosx,
0 A Y. ;
d-x“_sm i ﬁ_cosx, j-n.e.

Siit ndeme, et funktsiooni véidrtused korduvad perioodiliselt, mille
pohjal voime iildiselt kirjutada

d4n : d4n+1
a}%:Slnx, ;ix‘l—n_'_)llzcosx,
w———sinx ﬂﬁl’——cosx
dxin+2 ARV L T 2
2. arvutus.. Kui
W= 81X
siis
d T
Ey)}:cosx:sm (‘7-{-x),
2
%:—sinx:sin(?-{-x),
a8 1O
3;“‘;: —cosx:sln(§+x),
4
%:sinx:sin(%—{—x},

.................
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4. ndide. Leida funktsiooni
y=Vi—p
teine tuletis. :
See on liitfunktsioon, mille esimene tuletis on meil teada eelmlsest
§-st (3. ndide), s. o.
d_y e X
dx Va2 —22
ehk
dy

=

mis on omakorda liitfunktsioon. Siin tihistame

z:(‘i)?—l:a%c‘z— 1;
X
1

—_2 2;

S118 zx = — V_; e
liitfunktsiooni tuletise valemi jdrele saame

1
dy _d(—z" 2) d(ax—2—1)

dx® dz dx =y
1 3 2
:5-3_7.(—2a2x—3):—- aiz
X822
a? a®
Y C B@@x—t— D)ex2—1
a? a?
g e NSO i ¢
N g l/a x2x (0 — x2))a? — 7
Sellega funktsiooni
i — ]/a2 — 22
teine tuletis on
C i a? )
(@@ —x?) g — &
Ulesanded. Leida funktsioonide teime tuletis:
B R A8 ik 5) y:)%2 }‘ 0 Bt by
9 y=x2—5x—7 . 6) y=J|x /100 y=acosax
PVy=x—2x4+3 , 7)) y= |/,1——x 4 11) y=tanz
4) y=(x—1)(x—2) \)8) y—_Va 2/ . 12) y=cotx.

52



Leida funktsioonide kolmas, neljas, jne. tuletised:

13) y=x2—3x2+4+ x4+ 2 16) y=}3_3 s 9
14) y=x—52—2—5 17) y=_+x %
15) y=x(a®—x?) 18) y =cos x. W

§ 12. Maksimum, miinimum ja kddnupunkt.
Kui meil on funktsioon

y=f
mis kujutab mingisugust kdverjoont, siis teame, et ta kumer osa annab
maksimumpunkti, ndgus osa miinimumpunkti ja kui kdverjoone kdverus
muudab oma suunda, saame kdidnupunkti (§ 4).

A) Kui on kumer kdverjoon (30. joon.), siis nimetatakse kdverjoone
seda punkti, mis on teiste ta fimbruses olevate punktidega vOrreldes _
koige korgemal, maksimumpunktiks ja sellele punktile vastavat ordinaati
— funktsiooni maksimumiks. Maksimumpunkt antud kdverjoonel on
‘A, mis on korgemal ta iimbruses olevatest punktidest A1 ja Ae.

Funktsiooni maksimum on ordinaat

Ymax :f(X): AP.

1
y
A
m w

e ot o T

' ' ' : o ¢

: : : * 0 Q a 61 2
Q P P P: '

30. joonis. 31. joonis.

Kui on ndgus kdverjoon (31. joon.), siis nimetatakse kOverjoone
seda punkti, mis on teiste ta i{imbruses olevate punktidega vorreldes
kdige madalamal, miinimumpunktiks ja sellele punktile vastavat ordi-
naati — funktsiooni miinimumiks. Miinimumpunkt antud koverjoonel
on B, mis on madalamal ta iimbruses olevatest punktidest B, ja B,

Funktsiooni miinimum on ordinaat

Ymin =/ (%) =B Q.
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Kuid siin tuleb tdhele panna, et kdverjoonel vdib olla mitu kumerat
ja mitu ndgusat osa; sellega on siis ka koverjoonel kas mitu maksimum-
punkti voi mitu miinimumpunkti — kas vordsete voi isesuuruste ordinaatidega.

32. joonis.

32. joonisel ndeme, et siin esineb kolm maksimumpunkti A, As, As
ja kaks miinimumpunkti By ja B;. Maksimumpunktidele A, As ja As vas-
tavad funktsiooni maksimumid

ymax:Alpl’ Y max = Az Py, ymax:ABP:-l

ja miinimumpunktidele B; ja B, vastavad funktsiooni miinimumid
Yuip = B, Q" ymin:.B2 Q.

Funktsiooni maksimum (miinimum) ei ole mitte ta viirtus, mis
koigist teistest ta védrtustest kdige suurem (vihem), vaid ainult nendest,
mis asuvad ta iimbruses, s. o. kui kdverjoonel asuvad punktid on iihe
ja sama kumeruse (ndgususe) osal.

Kui funktsioonil on mitu maksimumi ja mitu miinimumi, siis voib
olla ka monikord miinimum suurem kui maksimum.

Kumeruse korral (30. joon.) koverjoon tduseb kuni maksimum-
punktini A, siis hakkab langema. Nogususe korral (31. joon.) kdverjoon
langeb kuni miinimumpunktini B, siis hakkab tousma.

Kui punkt on kumera vGi ndgusa kdverjoone tdusval osal (33. ja
34. joon.; punktid A ja 4,, B, ja B,), siis puutuja: selles punktxs moo-

dustab alati x-teljega nurga < 900 3:70%
<A <SP, Dl << 90",
00 8, < 90% g < 0
tihendab
tan o, >0, tan a, >0,

| tan g, >0, tan g, > 0.
Nurga tangens on sellega positiivne tdusva koverjoone igas punktis, s. o.

dy
2> 0,

ja, magu jooniselt ndeme, argumendi kasvamisel funktsioon kasvab.
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ST *

v <
0

33. joonis. ; 34. joonis.

Kui punkt on kumera voi ndgusa koverjoone langeval osal (33.
ja 34. joon., punktid A, ja A, B, ja B,), siis puutuja selles punktis moo-
dustab x-teljega nurga >90° s. 0.

; 90 <o <180 90° < @, < 1809,
900 <8, <180°, 90° <g, <180%
tdhendab
tan a, <0, tan o, <0,
tan 8, <0, tan p’2 <)
Nurga tangens on sellega negatiivne langeva kdverjoone igas punktis, s. o.
dy
i <)
ja argumendi kasvamisel funktsioon kahaneb.

Kui puutepunkt langeb ihte maksimum- v0i miinimumpunktiga
(33. Jja 34. joon., punktid A ja B), siis puutuja moodustab x-teljega nurga
0° voi 180° ja :

: tan 0% =1tan 180°= 0.
Nurga tangens on sellega maksimum- voi miinimumpunktis 0, s. o.

o Al
’ i 0.
Tdhendab: a) kui —y>0, siis asub punkt kdverjoone tGusval osal

dx
ja x-i kasvamisel y kasvab ning iimberpdordult;

b) ku1 <0 siis' asub punkt kdverjoone langeval osal ja x-i
kasvamlsel vy kahaneb ning iimberpo6rdult;

% i ; : NS
¢) kui d%:—:O, siis on funktsioon kas maksimum v&i miinimum.

5 ey
Umberpoordult: a) kui x-i kasvamisel y kasvab, siis %>O;
. ‘ iy i 0
o) SECE R 4 v kahaneb, , E<O’

p W dy
¢) , on maksimum vdi miinim., , = = 0.
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Et leida x-i vidirtust, mis teeb funktsiooni maksimumiks v0i miini-
mumiks, tuleb leida funktsiooni esimene tuletis ja vorrutada 0-iga; lahen-
dades saadud vorrandit saame vastava x-i véirtuse.

%:0 on iiks ndutavatest maksimumi v6i miinimumi tunnustest.
See on maksimumi ja miinimumi dldtunnus. See tunnus on tarvilik,
kuid mitte piisav, sest temast ei ole kiillalt funktsiooni maksimumiks
vOi miinimumiks saamiseks.

Et saada kiillaldast tunnust, selleks vaatleme veel funktsiooni teist
2
tuletist Ty mille vdime kirjutada kujus

’

)
oty N di(tane)y 1 da
dx® — dx dx  cos?q dx’

kus o on puutuja ja x-telje vaheline nurk. Siin 00—12 on alati posi-

2
Y mirk ole-

tiivne, sest cos®z2> 0. Sellega funktsiooni teise tuletise %

O L R e
neb avaldise = margist.
Kui punkt on kumeral kdverjoonel (33. joon.), siis x-i kasvamisel

nurk « (joonisel @y, @, @s ja @4) kahaneb; tidhendab (arvestades eel-
olevat)

>

dog

d_<0 siis on ka <0

Kui punkt on ndgusal kdverjoonel (34. joon.), siis x-i kasvamisel
nurk o (joonisel B;, B2, f; ja Py kasvab; tﬁhendab

—>0 siis onka >O

Sellega kumera koverjoone juures, mis annab maksimumpunkti, on
z
§x2 =0
ja ndgusa kdverjoone juures, mis annab miinimumpunkti, on
2
22
See on maksimumi ja‘miinimumi'eritunnus. Tédhendab:

a) kui ;'—_ 0 ja —< 0, siis on maksimum,

dy
o it miinimum.
dax ll.’l‘2 > 0 » »

b) ,
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B) Kui punkt on niisugusel kdverjoonel, mis muudab oma kove-
ruse suunda, siis x-i kasvamisel nurk « kahaneb teatud piirini ja hakkab
siis kasvama (35. joon.) vBi iimberp&drdult: kasvab teatud piirini ja
hakkab siis kahanema (36. joon.). Sel juhul kdverjoon langeb vdi tou-
seb kogu aeg: kOverjoone kumerale osale jargneb ndgus osa vdi ndgu-
sale osale jirgneb kumer osa. Punkt C, milles kdverjoone kdveruse suund
muutub, s. o. milles 16peb kdverjoone kumer osa ja algab ndgus osa
voi iimberpodrdult, nimetatakse kOverjoone kadnupunktiks.

Y
y
4

35. joonis. 36. joonis.

Kddnupunktile vastava argumendi vidrtuse juures peab funktsiooni
teine tuletis oma méirki muutma, sest, nagu nigime, kui punkt on kume-

2
ral koverjoonel, siis Z—;;< 0, ja kui punkt on ndgusal koverjoonel, siis
- :
Py >0. Kiidnupunktis on iileminek iihest kGverusest teise koOverusse.

dx®

Sellepdrast kddnupunktile vastava x-i véirtuse juures on
%y
Fre ke

See on funktsiooni kddnupunkti tunnus.
Erijuhul vdib kdidnupunktis funktsiooni esimene tuletis

g
PR
see on sel korral, kui kddnupunktist libiminev puutuja on paralleelne

x-teljega (37. ja 38. joon.).
&i

37. joonis. 38. joonis.

y
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Tahendab :

a) kul $%,=0, siis on ka&nupunkt;

b) kui dwz_o jaZ—"’wzo, siis on kainupunkt, millest

ldbiminev puutuja on paralleelne ar-teljega.

Mirkus. Kui algebralise tdisfunktsiooni astmenditaja ei ole suurem
kui 3, siis iilalpool vaadeldud tunnused annavad ikka kas
koverjoone maksimumpunkti, miinimumpunkti voi kddnupunkti.

Kédidnupunkti suhtes on siis ikka T{;zo On aga funktsiooni

astmenditaja suurem kui 3, siis voib juhtuda, et y—O sel

juhul ei saa fitelda, kas koverjoonel on maksmum-, miini-
mum- v0i kddnupunkt.
Uldiselt, niisugusel korral kui :
- Si@)=0, £ (x)=0, f(x)=0,...r 0 (x)=0,
on maksimumpunkt siis, kui
J™ ()< 0jamon paarisarv,
miinimumpunkt, kui

J ™ (a)>0jamnon paarisary,
ja kddnupunkt, kui

Jw (w)§() jaze on paaritu arv.

1. ndide. Leida funktsiooni
y=2—6x—x?
maksimum- v0i miinimumpunkt.
Funktsiooni maksimumi v6i miinimumi leidmiseks peab ta esi-
mene tuletis vorduma nulliga, s. 0.

ay .. ¥
; o 6 —2x=0,
millest leiame, et
x=—3.
Niisuguse x-i viirtuse juures on kas maksimum vdi miinimum. Kumb
nimelt, seda niitab funktsiooni teine tuletis

d-y__

dx?

- .
Funktsiooni teine tuletis on negatiivne, siis argumendi vddrtuse x = —3
juures saab funktsiooni védrtus maksimumiks, s. o.

ymax:2"6x_“x2:2—6(;’3)-(—3)2: | i
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Jirelikult,
A=(—3]|11)

on funktsiooni y =2 — 6x — x® maksi-
mumpunkt (39. joon.).
2. ndide. Leida funktsiooni
y=x%— 6x24x — 2
kddnupunkt.
Et leida funktsiooni kddnupunkti

abstsissi, selleks tuleb votta funktsiooni
teine tuletis ja vdrrutada 0-iga, s.o.
Y 3x2— 12x 4,
dx

millest lahendades leiame, et _

oty

39. joonis.

d*y

Ex—2:6x—— 12220,

Argumendi védrtuse x=2 juures on funktsiooni kiinupunkt. Funkt-

siooni viirtus kddnupunktis on

Pyma = — 62+ dx—2=286.2244.2—2=— 10.

Tdhendab,

C=(2|—10)
on funktsiooni y = x® — 6x*> + 4x — 2 kddnupunkt (40. joon.).

3. ndide. Leida funktsiooni
x3

Y x*—3x+5

maksimum, miinimum ja kd&nupunkt.

Differentsides saame

40. joonis.

g)«}:)CQ——Q)C— 3

dx

azy
TN R
%y

o=

Et leida funktsiooni maksimumi

ja miinimumi, peab

L
Bt

X2 — 2%'—3=0.
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Lahendades viimast x-i suhtes leiame, et

N 3 Ay =il
Funktsiooni teise tuletise vadrtus, kui x, = 3, on
a2y
m::?xl——?:?- 3—2=4>0,
ja kui x, ='— 1, siis
&y o Bt o
ﬁ_2x2—2_2-(—1)—2——4 0.

Argumendi x, =3 juures on funktsiooni teine tuletis positiivne,
tdhendab, selle x-i véirtuse juures on funktsiooni miinimum, s. o.
3
xl

ymin:?—xf—3xl+5:

33
=3 —$—-8.34+5=—4.

Sellega miinimumpunkt on
B=(3|—4).
Argumendi x, = —1 juures on funktsiooni ieine tuletis negatiivne,
tdhendab, selle x-i vddrtuse juures on funktsiooni maksimum, s. o.

3
X __13
ymax:%—x:—3x2—{—5::(———5)—-——(—1)2f3.(—])+5:6—§—.

Sellega maksimumpunkt on

A=(—1]63).
Et leida funktsiooni kddnupunkti, selleks peab
G &
= 2x—2=0,

mida lahendades leiame, et
£ ==t
Argumendi vidrtuse x =1 juures on funktsiooni kédnupunkt,

a :
sestd—j‘,,::2>0. Funktsiooni vddrtus kddnupunktis on

X3 1 1
yx=1=§—x2—3x+5:§—1—3—!—5:13.
Sellega kddnupunkt on X
Vaatleme seda graafiliselt.
Anname argumendile x rida vidrtusi ja midrgime dra jérgnevas
tabelis vastavad algfunktsiooni, esimese ja teise tuletatud funktsiooni
vidrtused. “
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y J-20g 4 gl | 62| 5 g el ek i 2s2 | 0

Paigutame argumendi » viirtused iiht telge mooda (x-telg) ja funkt-

siooni, esimese ja teise tuletise véirtused teist telge mooda (y-telg), saame
41. joonise.

1T 223 T
HHE phib i ¥ H HHH 5
HHH el + jiszeaeid
H i i St
H HEH 33 b
4 R
i i H ﬁf %L
< A | i i gk
Al T
P H
B AHE i T
o
H ¥ 1
. & -
-

2 o Az 38 Rs

HE sizess : E,'— ihydetes

S i3 33 fiad i
yasesiiniss HHHT

41. joonis,

Lopmatusse minevate koOverjoonte ja sirgjoonte otsad tdhistame
tdhtedega

PijaQ PijaQ, P:jaQ, Psja Qs
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Et ndha tegelikult funktsiooni ja ta tuletise vahekorda, selleks on
kujutatud ]oomsel korraga funktsioon y=f(x) ja ta tuletised

a:f (%), Eg:f“(x) ja d?:f“(x)-
41. jooniselt ndeme:

1) Py-st kuni As-ni on g,>0 sellepdrast kdverjoon y=—f(x) touseb
P-st kuni A-ni.

Ay-st kuni B;-ni on Z—<0 sellepdrast kdverjoon y=— f(x) langeb
A-st kuni B-ni.

Bi-st kuni Q,-ni on g—> 0, sellepdrast kdverjoon y—f(x) touseb
B-st kuni Q-ni.

: ; d?y : At dy
2) Pp-st kuni Cs-ni on ch‘3<O’ sellepédrast koverjoon B}:f‘(x) lan-
geb P;-st kuni C-ni ja kdverjoon y=f(x) on kumer P-st kuni C-ni.
d2y

e >0, sellepdrast kdverjoon g— = f'(x) tOuseb

Ci-st kuni Q;-ni ja koverjoon y—=f(x) on négus C-st kuni Q-ni.

- 3) Ps-st kuni Qs-ni onz —= >0, sellepdrast sirgjoon ;y_f“(x) tou-

dx
seb P,-st kuni Q,-ni ja kdverjoon Z—x:f’(x) on négus P,-st kuni Q;-ni.

4) Punktis A, on g);’ —0 ja punktis A, on

A on kdverjoone y = f(x) maksimumpunkt.

Cs-st kuni Q.-ni on

%y £
ax <0, sellepdrast punkt

; dy Sl : d?y o :
Punktis B; on E:O ja punktis B, on @>O, sellepdrast punkt B

on kdverjoone y—=f(x) miinimumpunkt.

Punktis C, on Z 4

C on koverjoone y— f(x) kddnupunkt.

3
=0 ja punktis Cs; on Z;;>O, sellepdrast punkt

Punktis C %qeo, sellepédrast kddnupunktist C libiminev puutuja
ei ole paralleelne x-teljega.

5) Punktis C, on 7y

3
- 0_0 ja punktis Cs on dx); > 0, sellepdrast punkt

€, on kdverjoone % = f*(x) miinimumpunkt.

4. ndide. Leida funktsiooni
y=2cos 2x —2cos x
maksimum, miinimum ja kddnupunkt.
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Bt : ol e 2id
Koverjoonel on maksimum v0i miinimum, kui d%:— 07:8.M0n"

d—y:—Qsin2x+23inx:0
dx
ehk
— sin 2x + sin x = — 2 sin x - cos x + sin x = 0,

millest saame
sin x (2 cos x — 1) =0.

Kui
sinix =0,
siis
' =0, % %25 R
ehk
Xs2 BT,
ks n=0, +1, +2, +3 =4.., :
Kui . 4
2cosx— 1 =0,
millest
y cog% == 0:b;
“siis
K +§7£ +7£ +11'n +l31t
x_j—_3) 2a.i 3 ’ by 13 3 ’ L 3 ’ - 3 ’
ehk
| x:2n7ci33t—:
kus

n=0 +1, 2, +3 +4...

Niisuguste x-i véirtuste juures on funktsioon kas maksimum v&i
miinimum. Kumma x-i rea juures funktsioon saab maksimumiks voi
miinimumiks, selleks uurime funktsiooni teist tuletist

d?y
ag———4c032x+2 oS x.
R h g : d2y
Argumendi véidrtuse x =nrw juures ndeme, et ikka on TR 0
Z—?—a =—2 vbi — 6)- T#dhendab, need x-i ‘vﬁéirtused annavad funkt-

siooni maksimumid. Paigutades neid x-i viddrtusi algfunktsiooni nieme,
et kui .
=0, T A AT A BT
siis

Miax == COS: 2% —2 cosex =~ 11
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ja kui
X=4%, =+3nx, +5% +7x,... 1
siis
Ymax = €08 2x — 2'cos x = 3.
Argumendi véirtuste x=2nx :*:;i juures ndeme, et ikka on
d?y d?y e / -
e >0 o o 3 )- Jirelikult, need x-i véirtused teevad funktsiooni

miinimumiks. Paigutades neid x-i véartusi algfunktsiooni ndeme, et iga

X=—=2n T ig véddrtuse juures on

Ymin = COS 2x — 2 cos x = — 1,5.

Funktsiooni maksimumid ja miinimumid korduvad siin perioodiliselt.
Votame valiemiku O-st kuni 2w-ni nonda, et

=L <2, ‘
siis selles vahemikus on funktsioonil kaks maksimumi }
Yy =C082x—2cosx=—1, y _ _ =cos2x—2cosx=3 3
ja kaks miinimumi _
V=T =10C082x —2cos x=— 1,5, ' yx_ﬁj:cos 2x —2cos x = — 1,5
5D R

jarelikult ka kaks maksimumpunkti ja kaks miinimumpunkti (42. joon.).
Maksimumpunktid vahe-

i HiL e AH e ? mikus 0 <x< 2% on
7, T A=0]|—1 ja 4A=(x|3)

B RS Y S L e 4 ja  miinimumpunktid selles
i il s : il vahemikus

- /- > :
T 3 EA:' Blz(gl_ 1?5) ja
S i - i _ (5™, __ )
PR j B=(T1—15).
HlHH i Et leida funktsiooni ké#nu-

d?y
punkte, seilleks peab d_x2=0’:

42. joonis. S0 ‘\
2
z—x);:—ztcos.‘Zx—chosx:O,



kust ‘
2cosx — 4cos2x =2 cos x — 4 (cos? x — sin® x) =

=2cosx—4(2cos?x—1)=2cosx—8cos?2x—4=0
ehk
4cos?x —cosx+2=0,
millest saame 5
1433 1157446

. Cosx =

Mt 8 !
g 0
cos x = 0,8431 ja cos x = — 0,5933,
kust
7 32% 32
x=2nx iW = 2a% = 0,57,
= 2126529
== I T LGRS0 o g ;
=T 1800 2n 2:21
Niisuguste x-i vidrtuste juures on k#dnupunktid, sest nende viir-
3
tuste juures 37"; =8sin2x — 2sin x £ 0.. Vastavad funkfsiooni viir-

“tused saame algfunktsioonist. Vahemikus 0-st kuni 2m-ni on sellega
neli kd4dnupunkti, sest esimesest reast $

%y =10,57 ja x5 =2m — 0,57 =5,71;
ja teisest reast

X3 =221 ja X =0T 221 = 4.OF

Vastavad funktsiooni viirtused on:
kui x, = 0,57 ehk 32°32, siis
Y, = €0s 2x; — 2 cos x, = c0s 65° 4' — 2 cos 32°32' =
=0,4216 — 1,6862 = — 1,26;

kui x, = 5,71 ehk 327°28', siis

Yo = €08 2x, — 2 COS x, = c0S 654° 56 — 2 cos 327° 28" —
=cos 65° 4' — 2 cos 32°32' = — 1,26;

kui x, = 2,21 ehk 126° 23, siis
Y3 = €08 2x; — 2 c0s x, = cos 2562° 46' — 2'cos 126° 23' =
= —sin 17° 14’ 4 2 cos 53° 37 = 0,89;
kui x, = 4,07 ehk 233°37, siis
Y, =c0s 2x, — 2 cos x, = cos 467° 14' — 2 cos 233° 37 =
= —sin 17°14' — 2 cos 53°37' = 0,89.



T#hendab, kiaanupunktid vahemikus 0-st kuni 27-ni on:
C,=(0,57| —1,26), C,=(5,71|— 1,26), C,=(2,2110,89)
ja C,=(4,07]0,89).
5. ndide. Missuguses punktis on funktsiooni
y=x®>—6ax + b*
maksimum voi miinimum?
Siin funktsiooni esimene tuletis

dy
—d;—-Qx—Ga-—O

kust

it
Funktsiooni teine tuletis

d?y _
2=2>0,

sellepirast argumendi véirtus x= 3a teeb funkisiooni miinimumiks, s. o.
Ymin= X2 — 6ax + 6% = 9a® — 18a® 4 b? = b? — 9a®.
Sellega funktsiooni miinimum on punktis
Bpin= (3a | b>— 9a?).

6. ndide. Kujundada koonusesse maksimaalse mahuga silinder,
kui koonuse kdrgus on 4 ja pohja raadius r.
Olgu otsitava silindri kdrgus x ja pShja raadius y (43. joon.), siis
ta maht

43. joonis.

V=mnx>

Siin esinevad kolm muutuvat suurust V, x jay. Kaotame iihe neist
dra, ndit. x-i
l_h—x RS _hy

r
Pannes x-i vdidrtuse mahu valemisse V— mxy? saame
V-—rc(h y)y2—‘n:hy rh A,
Et niiid saada maksimaalset mahtu, tuleb vOtta esimene tuletls,,
s. 0. silindri mahtu tuleb differentsida ta raadiuse y-i suhtes:
av 3nch

—_—— T —— o 2:
T A N =0,

millest leiame, et
: 2r
n=0ja y,=3
Jooniselt on niha, kui y, =0, siis ei ole mahtu olemas; see on

mahu minimaalsuse juhtum. Jdrelikult, kui y=2—r saame selle raa-

39
diuse vé#irtuse juures maksimaalse mahu V.
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Toesti, kui votame teise tuletise

W_Qrch———y,

ja paigutame y-i asemele korra 0, saame

PV 9wk >0

ag . ?
mis on minimaalsuse juhtum; ja paigutame teine kord y-i asemele %—r,
saame pou i

i Bl LS ]
dy—2 = 2tk 2 e 2mh < 0,

mis on maksimaalsuse juhtum.
Kui maksimaalse mahu juures silindri raadius y = 235,
}2 A 2r. A

| St et

ol BE ¢

siis ta korgus
X=h—

Sellega maksimaalne silindri maht on

) h 4. .4 -4
29 v VBRI 1 4 11Tl 2 PR

. V=o' =1 3°79 57 whrel s Vaax 97 wreh,
‘mis moodustab % osa koonuse mahust.

Ulesanded. Leida koOverjoonte maksimum, miinimum ja kddnupunkt:

1) ety 19) y=2 —3x+ 352 — &

2) y=x—2x b 9

P P e X10) y = 2x +3x2—§—x+3

Y 4) y=1+ 6x—3x* 11) y = sin x + cos x
, 15) y=32—12x+1
46)y=x*—9x+5 . .

) y=x*—4x+ 4 13) y =sin x 4 2 sin 2x

8) y=2—3x2—9x+3 14) y =2 cos x + cos 2x.

© 15) Ehitada (nelinurkne) maja kolmnurksele maatiikile, mille iiks
killg a =60 m ja sellele kiiljele vastasnurga kaugus # — 40 m, vdima-
likult suure aluspinnaga (vundamendi iiks serv asugu kiiljel a).

16) Ehitada nelinurkne platvorm tdiskolmnurksele maatiikile, mille
kaatetid a=—=88m ja & = 62 m, vGimalikult suure pinnaga (platvormi kaks
serva asugu kaatetitel a ja b).

17) Nelinurkse akna iimbermddt 2p — 6 m; kui suur peaks olema
akna korgus, et temast vdimalikult palju valgust 14bi tungiks?

| 18) Nelinurkse akna pind S=3m?; missugused peaksid olema
akna modted, et ta iimbermddt oleks voimalikult viike ?

‘ 19) Kolmnurga kaks kiilge on a ja b; kui suur tuleb valida nende
vaheline nurk, et kolmnurk oleks maksimaalse pinnaga?

" 12) y=sin x — cos x

:

:
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20) Missugused peavad olema liitri mooted, et ta valmistamiseks|
voimalikult vdhe plekki kuluks?

»21) Vilja loigata kerast, mille raadius R =20cm; maksmaalse\
mahuga a) silinder, b) koonus c) korrapirane paralleeleplpeed |

22) Vilja“ 101gata koonusest mille pOhja raadius r = 8cm ]a
korgus £ =20 cm, maksimaalse kulgpmnaga silinder.

23) Koonusesse mille phja raadius r =25cm ja kbrgus 2=1m,
kujundada teine koonus nonda, et tema tipp asuks esimese koonuse
pohja keskpunktis ja maht oleks voimalikult suur, ‘

24) Toa ruumala V=216 m®; kui suur peaks olema toa korgus, |
et seinte, poranda ja lae pind kokku oleks voimalikult viike; oletades,
et poranda pind on ruut. 1

25) Kanali ristldige $= 120 m? ja ndlvnurk d=60° Missugune
peab olema kanali siigavus, et kanali ristldike perimeeter oleks vbima-
likult viike?

III peatiikkk. Funktsioonide inteegrimine.

§ 13. Integraali moiste.

Funktsiooni f(x) integraaliks nimetatakse funktsiooni F(x) mille{
tuletis F'(x) on vOrdne antud funkisiooniga f(x), s. o. L.
F'(x)=f(x).
Meie otsime algfunktsiooni, kui on antid ta tuletis. Antud funktsiooni’
jargi tema integraali leidmist nimetatakse funktsiooni inteegrimiseks.
Teame, et funkisiooni F(x) differentsiaal vordub ta tuletise F'(x) ]a
argumendi differentsiaali dx korrutisega, s. o. .
d F (x) = F' (x) dx = f(x) dx,
mille pdhjal vdime ka iitelda, et inteegrimine on funktsiooni leldmme
mille differentsiaal on teada; selleparast nimetatakse integraali leldmlst
ka differentsiaali mteegrlmlseks ‘
Siimboolselt tihistatakse seda .
[dF(x)=/F (x)dx=[f(x)dx=F (x), !
kus / nimetatakse integraali mirgiks (/ on pikaks venitatud téht S)
Kui y = x2, siis dy =2 xdx, jirelikult selle integraal on }
[ 2xdx = x2. i
- Kui y =sin x, siis dy = cos x dx, mille integraal on f
fcosxdx_smx |
lnteegrimme on sellega vastupidine tehe differentsimisele ja
nimelt differentsiaali leidmisele. Kui funkisioon on korra dlfferentsﬂud]
kerra ja inteegritud, siis jadb ta muutumatuks. Nagu nédgime
[ dF(x) = F(x), '
kus molemad tehted (differentsimine ja inteegrimine) hivivad iihes koos'
Selle pohjal voime kontrollida, kas oleme Oieti inteegrinud: integraah‘
differentsides peame saama integraali mirgi all oleva avaldise.
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Kui meil on mistahes konstantse liikkmega funktsioon
2 y: F(x) —i— ¢,
siis kaob konstantne liige differentsimisel, s. o.
dy=='dF(x)==F ') dx.

Nagu ndeme, pole F'(x)dx ainult funktsiooni F(x) differentsiaal, vaid iil-
diselt F(x) + ¢ differentsiaal, kus ¢ on mistahes konstantne suurus; siis
voime kirjutada, et

- SF (x)dx= ff(x)dx = F(x) + c.
F(x)+c¢ on funktsiooni f(x) iildine integraal, kus ¢ nimetatakse in-
teegrimiskonstandiks.

jUldisel integraalil on m#dramata palju vidrtusi; ta viddrtuste arv ei
ole méidratud (¢ on midramatu), sellepdrast nimetatakse ka integraali

Sf(x)dx = F(») + ¢
mdadramatuks integraaliks.
Tdhendab, kui oleme mistahes funktsiooni integraali leldnud tuleb

temale ikka midramatu suurus, s. o. inteegrimiskonstant ¢, juurde lisada.

' Integraali geomeetriline tdhendus.

Olgu meil funktsioon
y=f(x),
mis kujutab mingisugust k(”)verjooht (44. joon.). Votame pinna osa
: . 'S=A;BiBA,

mis on piiratud iihelt poolt kdverjoonega ja
3, ¢ _—y.fo x-teljega ning teiselt poolt ordinaatidega AA,
CAJ ja BB.
3 Loeme esimese ordinaadi AA; konstant-

:
B
/ seks, kuid teise BB, muutuvaks; siis on aru-
/ : saadav, et see pinnaosa muutub, kui kasvab
%,
——

\ voi kahaneb argument x; tihendab pind §
DN » on sellega mingisugune x-i funktsioon, s. 0.

S:{(x)

Meie iilesanne seisab selles, et leida an-
tud ‘funktsioonist f(x) funktsiooni F(x), mis
villjendaks nimetatud pinda, s.o.antud funktsioonist leida pinnafunktsioon.

Olgu kdverjoonel punkt B vabalt voetud, mille koordinaadid on
(x|y) Kui niiiid argument x kasvab Ax-i vOrra, siis muutub ordinaat

v dy-i vorra ja sellega iihtlasi muutub ka pmd S viikese pinna osa
AS vorra, mis asub ordinaatide y ja y -+ 4y vahel.

AS nimetatakse pinnakasvuks ehk pinnaelemendiks. Pinnaelement

A8, nagu jooniselt ndeme, on suurem kui siseristkiilik B,C;C:B ja
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vihem kui vilisristkiilik B,C,CBs; sellepirast, vorreldes pinnaelementi AS
nende ristkiilikute pindadega, voime kirjutada

Y- dx<AS<(y—+ dy) - dx;
jagades vOrratust Ax-ga
AS
L et et R g
ax

ja piirile minnes, lastes 4x—>0, saame

a4 g
y< lim 20 lim (y+ )
Ax—>04% " gy—>0

ehk

das

Py

y S dx ,:Ey ]
tdhendab
' as
BC _y —f(x)1
mille differentsiaal on
ds ="flx)dy;

viimast inteegrides leiame pinnafunktsiooni
S =[f(x)dx= F(x) +c. :
Siit ndeme, et funktsiooni y = f (x) integraal viljendab pinda, mis
on piiratud kahe ordinaadiga, x-teljega ja kdverjoonega y=f(x).
Integraali geomeetrilise tdhenduse juures mirkame, mispirast inte-

graalile juurde lisatakse méadramatu inteegrimiskonstant c¢: ordinaat
AA,, mis iihelt poolt piirab pinnaosa, on vabalt voetud, mille kohta meie

pole iiles seadnud tingimust, ‘kui kaugelt tuleks teda Iugeda y-teljest;
tema edasi tagasi nihkumine muudab pinna suurust, millest on tingitud
inteegrimiskonstandi ¢ vadrtus.

§ 14. Moned inteegrimislaused.

1. lause. Inteegritava funktsiooni ees oleva konstantse teguri
vOoime tuua integraali margi alt integraali margi ette, s. o.
[af(@)dx=a [ [(v) dx,
kus a on konstant.
Differentsime neid molemaid pooli iiksikult, saame

dfef@ax,_,p ),

@_f_{iix)_‘”:a : i{g)ﬂ‘: af(x),

millest jéreldame, et

%

d faf(x)dx ___daff(x) dx
dx g it



siis on ka

Jal(x)dx =a [f(x)dx

2. lause. Summa (vahe) integraal vordub iiksikute funktsioo-
nide integraalide summaga (vahega), s. o.

[lf(@) +1:(%) — £ (%) dax = [f (¥) do + [1, () dx — [ fs(x) da.
Differentsides mdlemaid pooli iiksikult saame
dff, (0)+f, (x) —f; (0)]ld
L Awmeh e uelfB PERE 11T SO
d[/f1 (x)dx—f-/fz(x)dx—/fa(x) dx] _dffl(x) dx d_/_fz(x)dx
e 2 o dx h dx R

d d.
_..%")"zﬂ(x)qtfz(x)—fs(x),

millest ndeme, et

dflf,(X)+fx)—fi(xlde d [/f‘ (%) dx + [fo(x) dxE [/, () dx]
dx dx

siis on ka ;
L&)+ fy (%) — f; ()] dx = [f, (x) dx + [f, (x) dx— [ f;(x) dx.
Integraali pohimdtte jirele, s. o.
[f (%) dx = [F' (x) dx = F (x) +-¢,

voime saada differentsimisvalemite iimberpdoramisel neile vastavad in-
teegrimisvalemid.

Kui
n+1
Flx)== z—q_—i + ¢, (kus c¢=konst.)
siis P(x) =g, )(“

tdihendab, voime votta iimberpoordult ja kirjutada astme integraali

an +1+"’

kus » on mistahes reaalarv, peale » = — 1, mis annaks

L

. millel selles ku]us pole mingit mdtet. See juhtum esineb § 25-s.
Sellega vdime tarvitada saadud valemit iga astmendiitaja suhtes
peale juhtumi, kui n = — 1.

Kui n =0, siis on
fdw:w-l—c.
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Sarnaselt vdime votta nurgafunktsioonide differentsiaalvalemid ja
kirjutada iimberpoordult nende integraalid:

[cos x dv = sinx + ¢, [sinx da — — cos x + ¢,
dx dx ¥
!’fm:tanw-{—c, L/;m%:-—cotx—kc.
1. ndide. [xSdx—="7?
3 x5+1
fx"dx_5+]+c_ +c.

2. ndide. /3x2dx="?
/3x2dx:3fx2dx:3§.+czx3+5-

3. nide. [(3—2x4dxd)dx=?
f(3—2x+4x3)dx:f3dx—fodx+/4x3dx:
~3fdx—2fxdx+4fx3d,x_’%,\+r -z +c+
—+ 4 ) g3 KB vt 6,4 gj==8x — (x4 x4

¢, €y ja ¢, on vabalt vdetud konstantsed suurused, sellepédrast vdime
tdhistada nende summat iihise konstantse suurusega c.

2
4. ndide. /V} do=7

1 3
f]/xdx— i e —{-c:i—x]/;—{—c.

wl -J‘-' k:a:[ e

4
5. ndide. f X2 smx——— dx =7
( af ]/ + cos’x

g 1
[<x2 *———f-smx )dx—fx%x—}- X dx——Z[xTzdx—Q— $
¢ e .
1

—--————T——cosx—tltan.x—l—c:
cos®x 2 =

iz e 1 \4 P
st Tl ]/x—eosx—4tar1x+c.

o+ smxdx-—4

Siin on viis inteegrimiskonstanti koondatud iiheks inteegrimiskons-

tandiks c.
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Ulesanded. Leida integraalid

\*1) /x2 dx ’ o 2 3
2) f12x5 dx 5 12) !/ (Vx—“)i/x)dx
: Y 2 )2
3) fzx'ldx 13) [(x® —a*?dx
4) ’fax“’dx 1 14) f(1—x)(1—22)dx
*dx 4x5 — 5x2—}-3
5) ? 15) . _‘k-_?x
4 s
§0) /%{ J 16) : kL R v i dx
7 [Vxadx 17) f(5cosx —2sinx+ 1)dr

Nt 2 310
8 A MR IREET. &N
) gr Vaxas $9 {f(cos“x sin® x) "
9) f(Bx*—2)ax [’asin3x—bsin2x+ o
10) f(3x°—3x+1)dx ¢ sin®x

§Lig 8 1 SHEL.
P g[(;é_55+x4) aa % sin® xcos®x

§ 15. Méidramatu integraali graafiline kujutamine. L

19)

Teame, et funktsiooni tuletis m#irab #ra nurga tangensi, millise
nurga puutuja moodustab x-teljega. :

Kui meil on antud nurga tangens funktsiooni .tuletisena ja tarvis
leida temale vastav kdverjoone vOrrand ehk algfufiktsioon, siis saame
seda inteegrimise teel

[F () dx= [f(x) dx=F(x)+-c.

Sellega méddramatu integraal tihendab graafiliselt ordinaati niisu-
gusest punktist koverjoonel, mille puutuja moodustab selles punktis
x-teljega niisuguse nurga a, et selle tangens rahuldab tingimust

tan a =4 (x).

Sellel ordinaadil F (x)4-¢, kus ¢ on mistahes positiilvne vdi nega-
tiivne suurus, on méi#dramata palju védrtusi; sellepdrast peab olema ka
médramata pal;u koverjooni, mis vastavad sellele tingimusele.

Kui anname iildises integraalis

y=F(x)+¢
inteegrimiskonstandile ¢ rida erivddrtusi
Eay oy Cgy " Cay LS
siis saame vastavad vorrandid

4 R g NG F L G ) G



Ndide.

45. joonis.

N
wH

mis nimetatakse osaintegraalideks. Iga-
iihele mneist vastab teatud koverjoon
(45. joon.). Need koverjooned nimetatakse
inteegraalkoverateks. Voime graafiliselt
saada nii palju koverjooni, kui iganes soo-
vime. Kuid need kdik peavad rahuldama
tingimust

tan o= —’X =5 AR

s. 0., kui iihe ja sama abstsissi OP=x
véidrtuse juures tombame puutujad vasta-
vatest kOverjoone punktidest A4, B, C, D,
siis peavad need olema paralleelsed, sest et

tan o = F' (x).

Kujutada graafiliselt madramatu integraal

3
f(x2—4)dx:%—4x—|—c.

Siin on
Fx)=x>—4
ja
e R
(x)_g—— X
Votame x, F'(x) ja F(x) vadrtuste tabeli
x —5 |—4|-3|—2|—1| 0 | 1 2 3 | 4 b)
F)j...1 21 |12 186 |0 |—3]~4}=38| 0 I e VU B
F(x)|...|—213| 55| 8 |55 |32 | 0 |35 3 |—3|5; |—215|.

Miargime x-i viirtused iiht telge modda ja F'(x) ning F(x) vitdr-
tused teist telge mooda. '
nestame nende graafilised kujud, saame joonisel rea mtegraalkoverald ‘
Need on midramatu integraali

F(x)+c=£3——4x—|—c

Integraalkdveraid voime joonestada middramata palju.
Ulesanded. Kujutada graafiliselt madramatud integraalid :

' 1) f(—4x+ 8) dx 4) fodx

(46. joon. )

graafilised kujud.
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2) [(2x* —3x—2)dx

Peale selle votame rea osa integraale ja joo- |

dx
V*’

3) [(4x* —dx—1)dx  6) [(Jx—x)dx
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46. joonis.

A 7) Missuguste nurkade all 16ikab O-punktist ldbiminev integraal-
kover [(x* —x— 3)dx x-telge?

§ 16. Maddratud integraal. ’;—1

§ 13-s nigime, et pind, mis asub kahe ordinaadi, x-telje ja kover-

joone.y = f(x) vahel, on x-i funktsioon, ja nimelt

S:/f(x)dx:/F’(x) dx = F(x) + ¢,



milles inteegrimiskonstandi ¢ véirtus on tingitud ordinaadi AA,. asendist
(47. joon.). Et miirata c viirtust, selleks valitakse harilikult x-ile nii-
sugune viirtus, mis muudaks integraali nulliks.

y Kui oletame, et x-il on kindel véirtus
x=a ja ordinaat BB; langeb ordinaadiga
y<ft AA, = f(a) iihte, siis pinna osa kahe ordi-

A naadi vahel saab nulliks; tdhendab, kui
[ f(x)dx=F(a)+ ¢ =0, |

[0 R e i millest saame

47. joonis. ¢ =— F(a),

mis midrab dra pinna osa y-telje, a, f(a) ja kOverjoone vahel, sest kui |
¥ — 0, 'siis.on ‘
[fix)de=F{0)+ =0,

—4
Paigutades seda pinna valemisse ¢ asemele, vdime kirjutada

S_/f(x)d’c_F(x)—F(a)

kus a ja x on inteegrimise piirid. Kui anname x-ile kindla véirtuse
x = b, siis saame pinna suuruse vahemikus a-st kuni &-ni

S = [f(x) dv = F (b) — F (),

mis nimetatakse madratud integraaliks. a ja b on inteegrimise piirid:
b

8.0,

a nimetatakse alumiseks piiriks ja » — iilemiseks piiriks. /[ loetakse:

integraal piirides a-st kuni b-ni.

Uldlselt taihlstatakse méiratud integraali

1
f f (@) da = [ ' (x) do = ]F(w) ‘ = F(b) — F(a). |

Et leida maaratud integraali védrtust, selleks tuleb inteegritud funkt-
siooni argumendi asemele paigutada enne integraali iilemise piiri vidrtus
ja pdrast alumise piiri vidrtus, siis funktsiooni esimesest vdidrtusest lahu-
tada funktsiooni teine véddrtus.

Sellest ndeme, et mé#idratud integraal ei ole emam x-i funktsioon,
vaid mingisugune arvuline .suurus. ‘

1. ndide. /(3 — 2z + 9x?)dx="?
—2
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Inteegridés ja tarvitades midratud “integréali valemit ‘vc”)ime kirjutada

/;(3—2x—{—9x2)dx: |3x——x2+3x3|::
= (33313 M (32— (— P+ A=

:(9—9—#81)—(—6—4—24):%)%

cos xdx =7

2. ndide.

M|:l\

: 4 / O
fcosxdx: } sin x ' . ==(sinm)— (sm—):: By
] b

2
)
tdhendab
jcos xdx = — 1.
o t
.3. ndide. ffﬂf: P i
- e X
: |
o~
dx g 1 o
j?:‘_; . g e S
.1 %
8. 0
(o0}
dx
) a= t A\ ‘J\/ —
3
Ulesanded. Leida midratud integraalide védrtused:
3 1304
v 1) /24x dx | Y 5) [(3x®—4x)dx 9) /sin xdx
1 g 0 A
2 2 s
' 2) [2dx ) 6) f(2x2—x+3) dx (0 10)  fa cos xdx
—2 -8 _%
1 2 3 ‘ :E dx
J 3) [ox’dx 7) {(x~+x—|—l)dx 11) -{sinzx
0 X —_—
4
a +a ) i
¥ 4) fax‘dx 08 [fla+xPdx O 12)  [(sinx+ cosx) dx.
0 =& 0

/
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§ 17. Maidratud integraali omadused. \

1. lause. Maidratud integraal on lopmata kahanevate suuruste
summa piir, kui nende arv lopmata kasvab.

!
8

e
Ry
b

48. joonis. 49. joonis. ‘

Y ¥
1

Eelmise §-i pohjal teame, et pinna osa 4,B;BA (48. ja 49. joon.),
mille kdverjoon y = f(x) moodustab enda ja x-telje vahel piirides a-st
kuni &-ni, on

b

: S = pind (4, B, BA) :ff(x)dx.
a

Teisest kiiljest pinda A,;B;BA arvutades, jagame inteegrimisvahe-

miku (a, b) n vordseks osaks, kus iga osa olgu Ax; tdmbame jaotus-
punktidest y-teljele paralleelsed jooned

31’ yz) Vg - - - yn’ yn+1’ ‘

siis sellega pind A,B,BA jaguneb n kitsaks ribaks. Koverjoone' jaotus-
punktidest tombame x-teljele paralleelsed joonldigud, saame igas ribas
ristkiiliku, mille aluseks on Ax ja kOrgusteks

yp yz; ys) AL yn~
Votame ristkiilikute pindade summa ja tdhistame seda jargmiself

V), Ax+y,Ax+ yAx+ ... 4y, Ax=
k=n

=+ ISt - - +3) Ax=23, A, |
|

k=1

kus viimane siimbol tihendab n ristkiiliku pindade summat (2 o1
kreekakeelne tdht ,sigma“). '

Mida kitsamaks teeme ribad, seda ligemale saab ristkiilikute pin:
dade summa ribade pindade summale, s. o. pinnale S. Ristkiilikufe
pindade summa v&ib saada pinnale S nii ligidale, kui iganes soovime.
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Oletame, et n 10pmata kasvab, siis ribad 16pmata vihenevad, sest
Ax— 0 ja piistkiilikute pindade summa piir
1 k=n

3 k=oco
lim Yy - Av= lim ¥ Ax=
AX—)Ok)=1 s Ax—>0,§l p
k=00 x=b
2.ty f(x)Ax= lim f(x)Ax
Ax—»Okgl ( r Ax—»OE (
on sellega pind S (kui ainult y =7 (x) on pidev).
Téhendab :
x=10 b
S= lim 3 f(x)Ax = [ f (=) da.
Ae—>0 g a

Sellega médratud integraal
b

ff(x) dx

a

tahendab korrutiste f(x). Ax summa piiri, kus x kulgeb kik vidrtused
vahemikus a-st kuni 6-ni. b

JIntegraali mérk /, nagu ndeme, on ,summat* tihendav mirk ja
kujundatud selle sdna esimesest tihest.

Siit ndeme ka mispirast kirjutatakse differentsiaali f (x) dx = F'(x) Jx
integraal, aga mitte tuletise F'(x) integraal.

Siin esines kdverjoon (48.-ja 49. joon.) positiivsete ordinaatidega,
y>0, sellepdrast on ka

X=b
lim Ef(x)Ax>0-

A AX—FO x=
See on positiivne pind. Kui aga kdverjoon y
on allpool x-telge (50. joon.), siin on b :
y<0, ja .
x=b a
lim f (%) Ax<0. e
Ax>0 x=a

Sel juhul saaksime negatiivse pinna,
kuid pinna suuruse arvutamisel edaspidi
arvestame ainult pinna absoluutset véirtust.

| 2. lause. Vordsete piiridega inte- 50. joonis.
| graal =0.
Médratud integraali valemi pdhijal

| _Zf(x) dx = f;" (x) dx = F(a) — F(a) =0,
8. 0. (mérkides liihidalt) a
| [=0.
a
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3. lause. Integraali alumist ja iilemist piiri voib fimber vahe-
tada, kui muuta integraali ees olev mark. ;

Kui inteegrime piirides a-st kuni b-ni, siis g
4 b l
[/ (x)dx = [F(x)dx = F(b) — F(a),
a a
ja kui inteegrime piirides 6-st kuni a-ni, siis

19 d = P0) d = Fla) — F0) = — [F(0) — F(@);
b a

tihendab f f g

a
Mairkus. Sellest ndeme, et pmna osa, mis asub allpool x-telge,
ei saaks mitte negatuvset val]endust voime niisuguse pinna
arvutamise juures integraali mérgid iimber vahetada.

4. lause. Integraali védartus piirides @-st kuni b-ni vordub kahe
integraali summa véartusega, kui esimest inteegrida pii-
rides a-st kuni e-ni ja teist e-st kuni b-ni, kus @ < ¢ <b.

Inteegrime p11r1des a-st kum b-ni
ﬁmu~ﬂwmﬁ+w—ﬁw
mteegﬂme sama funktsmom purldes a-st kuni c ni ja c-st kuni b-ni
ﬁmw+ﬁmw—ﬂuwx/HMM—
— () — Fa) + F(b)— F(0) = F(b) — F(a);

b c b
tdhendab > 4
J=f+J.

a a c

Vaatame seda geomeetriliselt. Kui
funktsioon

yflo) y = f(x%)

kujutab koverjoont (51. joon.), siis pind
b

:

(418, BA) = [ f(x) dx.

Kui votame a ja b vahel punkti x=¢ jé
tdmbame ordinaadi CG,, siis jaguneb pin(
* (A,B,8A4)kaheks,nimelt pinnaks (4, (| CA)_.

: A —-fj(x) dx ja pinnaks (C18,8C) ——ff(x)dx,
. joonis.
1 mllle summa on mtegraahde summa s. 0

S = pind (4,C,CA) + pind (C,B,BC) /f(x) dx+/f(x)dx
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Sadraselt voime toestada, et

b ¢ Cy cy e, b
f=f4 L f 4o ol
a a 51 Cy Cn—y Cp
kus
3 % A M AR O a5 o
= Kui aga esineb pind, mille kdver-
joon y=f(x) moodustab x-teljega pii-
rides a-st kuni &-ni ja mille iikks osa
on iilevalpool ja teine osa allpool
— c 8 x-telge (52. joon.), -siis vOime ta

! x
R suuruse leidmiseks 3. lause pohjal
kirjutada
g y-f* 8 = pind (4, AC) + pind (CB, B)=

s dx.
52. joonis. a/f i {fl(x) x
FA 1
§ 18. Kvadratuur. NI ~—
. Tasapindade suurust, mis on piiratud
- 1) kdverjoonega y = f(x), »

2) x-teljega ja
3) ordinaatidega piirides x =a ja x = p,
voime leida, nagu eelpool nigime,
médratud integraali valemi i B

B e
R i EHTHRT HHT
=l b s : :
o= lim _y‘x: fxdx:
> i (A
b
= J F/(x)dx=F (b) — F(a)

a
pohjal. :
Niisugust tasapindade arvutamist

antud koverjoone y=f(x) kaudu
nimetatakse Kvadratuuriks.

1. ndide. Leida pinna osa sirg- i i

joone “

y :‘x+ 9 . o et

ja x-telje vahel piirides x =2 kuni
Xx=25 (53. joon.).

Tarvitades pinna integraali voime
kirjutada

Slin

s
e x
£

pzsi il
s st

53. joonis.

S=2f5 (x+3)dx=| ’§+3x]::(32§+15)--- 2+ 6)=19,5.
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2. ndide. Leida pinna osa kahe sirgjoone

y=2x+4jay=—

Lahendades = sirgjoonte
vorrandeid leiame nende 1ike-
punkti abstsissi x‘:ga Et
saada nimetatud pinda, tuleb
votta kahe integraali summa,
s. 0. pinna osa, mis asub sirg-
joone y=2x-4 4 ja x-telje

vahel piirides — 2-st kuni %-ni
ja pinna osa, mis asub sirg-
joone y = —x+6 ja x-telje
vahel piirides %-st kuni 6-ni
(sest  sirgjooned  Idikavad

x-telge punktides x=—2 ja
x=6). Saame

-
x + 6 ja x-telje vahel (54. joon.). '
T ;
= i i
S :
= t
® S,
;ii LR s;:‘ :fsq oy x,x
2 gi ‘55 SRR Wit
; IR o o
7 s a s +f
‘i N :ssi
/A RN
oift 4 $ ey
ST £ H R nt e SRR S s :
54. joonis.

2
5
J'(2x+ 4) dx + j (—x+6) dr =
3
.4 Ly !
=8| -{—\——ﬁ—}-ﬁx =
-2 3
A, it _ e 9
_(§+§ i—f—S) (—-18+36+——4)_1))§\~13
j:E J il , f 3. ndide. Leida pinna osa kdover-

e joone y=6-+x—x* ja x-telje

i s 4 i vahel (55. joon.).

: s i Koverjoon 15ikab x-telge punktides
i) x=—2 ja x =3. Inteegrimise piir on
}%F;; 7 sellega — 2-st kuni 3-ni. Saame: pinna
: x;:! £ : \ :—‘.‘ *

AR 3
i s S— /[ (64 x—x%)dx=|6x % T
ik ‘ ]_£:E f( + ) l + 3’_72'—'
! OFit} ASHHE

55. joonis.
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56. joonis. g L
- na 2
4. ndide. Leida pinna osa ## i
kdverjoone y=2x3+ 1 g i
ja sirgjoone y=2x-5 '
vahel (56. joon.). 57. joonis.

Lahendades koverjoone ja
sirgjoone vorrandeid leiame 10ikepunktide abstsissid x = — 1 ja =2

Kui inteegrime sirgjoont kujutavat funkisiooni, saame pinna, mis
asub sirgjoone ja x-telje vahel piirides — 1-st kuni 2-ni. Kui inteegrime
kdverjoont kujutavat funktsiooni, saame pinna, mis asub kdverjoone ja
x-telje vahel piirides — 1-st kuni 2-ni. Ofsitava pinna saame, kui la-
hutame esimesest pinnast teise, s. o.

S:;(2x+5)dx—/2(2x2+ 1ydx==

2

i |

X2~ 5x

2

o

:(44;10—1+5)-(g—6+2+§+1):*;ﬂ

5. ndide. Leida pinna osa kdverjoone
y=2—x—x"
ja sirgjoone
y=x—256
vahel (57. joon.).
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Koverjoone ja sirgjoone Iikepunktide abstsissid on x=—4 ja[
xXx=2
Siin tuleb tarvitada neli integraali, sest iiks osa otsitavat pinda on
positiivne (iilevalpool x-telge) ja teine osa on negatiivne (allpool x-telge).
Peale selle tuleb arvestada veel neid pinnaosasid, mis asuvad kdverjoone
ja x-telje vahel piirides — 4-st kuni — 2-ni ja 1-st kuni 2-ni (need on
ka negatiivsed; x—=— 2 ja x=1 on kdverjoone 16ikepunktid x-teljega).
Et leida otsitavat pinda, selleks tuleb leida pind, mis asub sirgjoone ja
x-telje vahel piirides — 4-st kuni 2-ni, lahutada pinna osad, mis asu-
vad koverjoone ja x-telje vahel piirides — 4-st kuni — 2-ni ja 1-st kuni |
2-ni, ja 16puks liita pind, mis asub kdverjoone ja x-telje vahel iileval-
pool x-telge piirides — 2-st kuni 1-ni. i

1

: Tdhendab
S:}—-;(x——ﬁ)dx—-[—'_/?(Q——x—x2)dx—/2’(2‘—x—x“)dx]-[— ]

~4 1 |

: +_[1(2-—x—x’)dx:74(x-—6)dx—|—fi2—x——x2)dx—|-
=2 2 AU

2 1 x? S P ‘
4 [@r—x— ) dx 4 [@—x— ) dx= |5 —6x bk 2= 5|
1 i
2

8| 8 s |F ] .2 s |

X X X X

4 1 2
Ulesanded. Leida pinna osa:

1) koverjoone y = x" —4 ja x-telje vahel;

2) » y= x3 ik sy » Bt iy
3) . y =2x*—9 ja sirgjoone y = 3x vahel; ;

4) sirgjoonte y =x+2, %a x = 4 vahel; :
5) sirgjoone 3x — 2y — 6 =20 ja telgede vahel,;

6) koverjoonte y = 2x* —5x — 3jay = x’—3x -+ 5 vahel;
7) kdverjoone (y — x)" x =1 ja telgede vahel.

§ 19. Kubatuur.

Votame koverjoone
y=1(x),
mille geomeetriline kuju olgu 58. voi 59. joon. ja mis podrelgu iimber
x vOi y-telje ndnda, et iga ta punkt kujutaks poorlemisel ringi. Niisu:
gusel koverjoone poorlemisel saame mingisuguse poordkeha. ]
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Uhendagu kdverjoont ordinaadid AA, ja BB, siis saame tasapinna
osa ABB, A poorlemisel iimber x-telje keha, mis on piiratud iihelt poolt

kumera (58. joon.) vdi ndgusa (59. joon.) pinnaga ja teiselt poolt kahe
paralleelse ringi pinnaga, mille mahtu V katsume leida.

Kui loeme ringi

. pinna, mis ordinaat AA4,

y-fty moodustab poodrlemisel

timber x-telje, konstant-

seks kindla x=a juures,

kuid monda teist ringi

pinda, ndit. mis muutuv

.
“J{o

8, . ordinaat y=CC; moo-
dustab samasel poorle-
misel, muutuvaks, siis on
arusaadav, et poordkeha
maht V on argumendiga
x funktsionaalses olene-

B vuses, s.0. maht V on

58. joonis. mingisugune x-i funk-
d tsioon.

h Meie iilesanne seisab selles, et antud funkisioonist y =/ (x) leida

mahu funktsioon, mis midraks dra mahu V viirtuse.

Kui kdverjoonel piirkonnas A-st kuni B-ni on vabalt vdetud punkt

C, mille koordinaadid on (x|y), siis argumendi kasvamisel Ax-i vOrra

- muutub ordinaat Ay-i vOrra ja sellega iihtlasi muutub ka maht viikese mahu

- osa AV vOrra, mida nimetatakse mahukasvuks ehk mahuelemendiks.

’ Mahuelemendile AV vastav tiivikoonuse maht

TAX

i [y2+ O+aP+yOr+ Ay)] = mdx (y2 +ydy + /—%’—-

on kumera poordkeha yf0
' juures vdhem kui AV ja
- ndgusa poordkeha juures
suurem kui AV.
Terve  poordkeha
mahu vahemikus a-st &

i - M S -

P R N
£
-

e

=

A el sl B oo G
z

kuni b-ni vdime jaotada
viga kitsasteks kihtideks,
s. 0. mahuelementideks, y
ndnda, et vGime kirjutada  Of=d=%

VZEAV’ | : ; 5

x=b . i

.
Yot ats e
i
-

“gm "R

a1
i

% < IPRES
™

S

-
B

5=

- mis on iihtlasi neile kit- 8
- sastele kihtidele vastavate
tiivikoonuste ~ mahtude 59. joonis,




summa piir, kui nende arv Idpmata kasvab. Tiivikoonuste mahtude
kahanemisel ja nende arvu kasvamisel vdib nende mahtude summa
saada poordkeha mahule V nii ligidale, kui meie iganes soovime.
Poordkeha maht V on sellega piirvédidrtus, millele l&heneb 16pmata kaha-
nevate tiivikoonuste mahtude summa, kui nende arv 10pmata kasvab,
Tdhendab, kui 4#x—0, siis § 17. pOhjal voime kirjutada:

x=b x=0b 4y2
Vit= AV= lim T dx (y2+vAy+ e
e in o 3)

x=a X=a ’

xX=b 2z B
e ilim 2 Tyt dx + lim 3y mydx . lim 4y 4

p: b R prpaned A% QT Ay >0

x=b b b
+ lim EEAx- lim Ay? = = fy?dx+ ©[ydx-0+
Ax—>0x=a3 4y >0 AN .

b b
—+—§fdx;,0 =x [y dx.

Sellega koverjoone y=—f(x) poorlemisel {imber x-telje piirides -
x;,—a ja x=> saame poordkeha mahu viddrtuse
b
PE:Rfyedﬁﬂ
a

Analoogiliselt saame poordkeha mahu kdverjoone

y=f(x)
poorlemisel iimber y-telje piirdudes y=a ja y=12> f
b ;

'/:ﬂ/x2dy' l
a

Niisugust poordkehade arvut-amist antud kdverjoone y = f(x) kaudu nime-E

tatakse kubatuuriks. ‘
1. ndide. Leida tiivikoonuse maht, mille

y korgus on h ja pdhjade raadiused
riija \rs. !

H Tiivikoonuse saame trapetsi 45C0 (60.
¢ ®

joon.), milles - <

OC=h, AO0=r ja BC=n,

‘ poorlemisel {imber kiilje OC, mis langeb iihte
_ x-teljega. Moodustaja 458 vc”)r‘on [

/—Sx

!

r2“—‘r1

/y: h .x_f_ﬂrl : A

60. joonis, [
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Sellega tiivikoonuse maht
h h
V:‘nf)ﬂdx: nf[(’2 ;lr,)~ - x2 4 2————“ (r71~—r,) - X+ '/,9] dx —
0 0 .

rl)x

+ r? x‘

rs — n)2x®
(r2 3}:12) +’1(’2

=T

[(r,— 2R — 4 rh(r: — )+ n? ]__

:F3_h [(rz—- rl)2 + 3n (r‘a— rl) + 3"12] i %@ (f12 + f22 + ¥ rz)-

2. ndide. Leida ellipsoidi maht.
Ellipsoidi saame ellipsi

x2 y2
g

* poorlemisel iimber x-telje (61. joon.). Liht-
suse mottes vOtame inteegrimise piirideks
x=0 ja x=a, siis saame pool elipsoidi T
mahtu. Terve ellipsoidi maht on i ancen
a 9 a 2 a
V=2= [3}2dx :wa a* — x?) dx = 21:21) pg o 2=
; a 3 y

idwbt (g 80y 4 2
= 2 (a —'3‘*—)—3—75(1[7.

Pooreldes ﬁmber y-telje saaksime

Vi g—’mlzb.

3. ndide. Leida sektori maht, mille x-teljest, sirgjoonest y=ux ja
ringi x? 4 y® — 16 kaarest pnratud pinna osa moodustab
poorlemisel iimber x-telje (62. ja 62-a. joon.).

Ringi ja sirgjoone 15ikepunkti abstsiss x= }/8 ~ 2,8. Kera sektori

maht vordub koonuse ja kerasegmendi mahtude summaga, s. o.
2,8

V. koon+Vseg—wfx”a'x—{—nf(lG—x?)dx—-

sek
4+

~ 39.

2,8

2,8
+

0

3 3
- 162:—%

3

ooy | R
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Ulesanded. 1) Leida
koonuse maht, mille kdrgus
on h ja pohja raadius r.

2) Leida silindri mabht,
mille kdrgus on k£ ja pohja
raadius r.

3) Leida kera maht, kui
kera raadius R =6 cm.

4) Leida kera segmendi
maht, kui kera raadius R—=8cm
ja segmendi kdrgus A=3cm.

5) Leida silindri mabht,
mille sirgjoon y =4 moodus-

b pooreldes iimber x-telje
irides meis= Ay == 7

6) Leida tiivikoonuse
maht, mille sirgjoon y—x- 2
moodustab pooreldes {imber
x-telje piirides x=1 ja x =25,

7) Leida poordkeha maht 62. joonis.
mi koverjoon y =4x? 41
moodustab poOoreldes iimber x-telje piirides x=—1 ja x=1.

8) Leida poordkeha maht, mis saadakse

koverjoonest y—2 +l ja sirgjoonest y=3

piiratud pinna osa poodrlemisel timber x-telje.
\ 9) Leida pﬁbgdkeha maht, mis saadakse

koverjoontest y:;i—x+2 jay=1—x—x?

piiratud pinna osa péoérlemisel iimber x-telje.

i i 10) Kolmnurga kiilgede vorrandid on:
e x—3y—12=0, x+y—2=0 ja y=—6;

leida maht, mis saadakse kolmnurga podr-
62a. joonis. lemisel ﬂmber a) x-telje, b) y-telje.

§ 20. Inteegrimise asendamismeetod.

Kui funktsiooni ei ole v0imalik leida antud inteegrimisvalemite
abil, siis tarvitatakse tihti meetodit, kus juures muutuja x-i asemele vde-
takse uus muutuja z ndnda, et inteegritav funktsioon omaks kuju, mille
jaoks voiks tarvitada teatud inteegrimisvalemit. z on sellega moni x-i
funktsioon

-~

z=f(x),
vOi iimberp6drdult, x on mdni 2-i funktsioon
x=9(2),
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~ mille differentsiaal

’ dx = ¢'(2) dz;
JAx) dx = [f[(2)] - ¢'(2) dz,
f1%(2)] - 9'(2)

on vdimalik inteegrida teatud valemi abil, s. o.
J1(x) dx = [f[9()] #'(2) dz = [y'(2) dz = w(2) + ¢ = F(®) + ¢,
kus w(2) on mdni 2z-i funktsioon.

See on n. n. inteegrimise asendamismeetod. x-i asemele vOetakse
uus inteegrimismuutuja z. 2z on abimuutuja, mis tuleb valida ndnda, et
ta voimaldaks inteegrimist teatud valemite jirele. Seda valikut selgitavad
jirgmised niited. e

1. ndide. f(a 4 x)?dx="7?
Téahistame

siis

kus funktsiooni

a+x=z,
mida differentsides saame
; dx=—= d:
-asendades vdime kirjutada

ﬁa+x)°dx_ zﬂdz—_+ 1—(“+")3+c::w§>ii_c,

kus
¢ = dc,
2. ndide. [xsin(x? + a?) dx="7?
Tahistame
x2 4 a%2 =2,
siis
Vodi— de
ja
fdx=— ‘—125;

asendades saame

Jxsin (2 + a®)dx = fsin 2. dz fsmz Fl e

Ll 3] 1 5 St e e gngfat 4 'gh)
._—?-cosz-f—cl._cl—icos(x—i—a)_. 9 i
778 naide.
: x-dx
Va—x'
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Tédhistame siin (et ei esineks murrulist astmenéitajat)
(g e

kust
X =.a®— 2%
siis
2xdx = — 2zdz
ja
xdx = — zdz;
voime kirjutada
Xdw ey P big Vz—“’
i V—a2~x2_i 7_——/ = 24 c=c— | at—x=
4. ndide.
[ sin® xdx =?

Teisendame inteegritavat funktsiooni
[sind x dx = [sin? x sin x dx = /(1 — cos?® x) sin x dx =
= [sin x dx — [cos®x sin x dx = — cos x — / cos? x sin X dx;
niitid tdhistame
\ Coll s =72,
mille differentsiaal on
sin x dx = — dz;

asemele paigutades voime kirjutada

23
[sindxdx=—cosx+ [2dz=—cosx+ 3+ a=

3 Bige i
B —cosx+c?; x+cl=c+cos ); 3cosx'
5. naide.
3
JVTF xdx=? ,
0 .
T#histame ‘ -«
T+x=z
ehk
14+ x=2
differentsides saame
ax = 22z24dz

Kui votame uue muutuja, siis muutuvad ka inteegrimise piirid
ki, x.= O siis z:V1+x=l,
R R RN SR

voime kirjutada
2

3
ﬁ/1+xdx=2 zzdz:%
0 1

2

2 2
=361 =43,

28
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oo

8. niide.

T
6

Téhistame

mille differentsiaal
piirid :

”

Sellega méddratud integraali véddrtus on

L

-
6

Ulesanded.

a

. 6)

cos xdx
e WE

j T
1 I — &

o
=7

2
COS xdx+";
sin®x: % 22
1
9

5) (14 x2)dx

x Ja?—x? dx

St X¥'== 2,

Cos Xdx'=dz;
2 SIR sy
2

siis

Z==sin X =1

»

1]t .
AR e
] . ‘.

d::__\_

cos® xdx

13)
tand x

o i fcos%c

*15) fcos (2) dx

3
dx
9
. )fymé

+a
. 10) /;L—x__ - 16) fVSlnx COSxdx
< J(a—xp?
X11) [sinxcosxdx * 17) sinx
J gos?x
¥
. dx Y dx
. ,12) sin®4x 18) =i i o
0
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IV peatiikk. Korrutis- ja murdiunktsioonid.

§ 21. Korrutisfunktsiooni tuletis.

Olgu antud korrutisfunktsioon
y=uv,
kus # ja v on x-i funktsioonid, s. o.
= fi(x) ja v=/y(x).

Kui anname argumendile kasvu Ax, siis muutuvad koéik temast ole-
nevad suurused u, v ja y vastavalt Aw, Av ja Ay voOrra, s. o.

y+Ay = (u + Aw) (v 4+ Av) = uv + uAv + vAu + Au Av,
kust
Ay = ulv + vAu + Au Av
ja '
Ay Av Au
&—uﬁ‘i—(’”‘*‘m’)&
Laseme Ax—0, siis, kui funktsiodbn on pidev, ldhenevad O-le ka 4du ja
A055:8:70
Ay : Av
lim —= lim &— lim (v 4 4v)—
Ax>04% x>0 Ax 4 50 ¥ )
Av—>0
=u lim — ~}— lim (v 4v). lim -~
i Ax—»OA Av >0 Ax—>0‘dx
ehk
ly (]
D =ul® + v 9= f1@) [5 (@) + fil@) fr (@)

Tahendab, korrutise tuletis = esimene. tegur, korrutatud\teis?eguri |
tuletisega -+ teine tegur, korrutatud esimese teguri tuletisega.

Kui on kolme teguriga korrutisfunktsioon
y=uvw,
siis saadud valemi pGhjal vbGime kirjutada
dy_ d(vw)
= +vw

w v du
:u(fua—{— wz)—c)+vw - T

dw dv du
_uva—}-uz‘va—i-vw‘—i}
Sédraselt vOoime arvutada, kuitegureid on veel rohkem,
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1. ndide. Leida funktsiooni
y=245x) (1 —2x)

tuletis. N\
Saadud valemi pdhjal vdime kirjutada
& d(l —2x) d(245x)
P i (2+5x)7—+ (1—2x)T ==

=2+5%)(—2)4+(1—2x)-5=1—20x.
Seda néidet vdime ka lahendada avades sulud
Yy=024+5x1 —2¢) =24 x— 1042,
millest saame

dy

2. ndide. Leida funktsiooni
Y==XC0S:X
teine tuletis.
Esimene tuletis on
dy' P (cos x)
ax dx
=x(—sinx) 4 cosx-1=cosx —x sinx:

ja teine tuletis

—i—cosx% L

a2 d(cosx d (sin x 24 ele
—);: ( )—x ( )—smx—=
dx dx dx dx
= —sinx — x cos x — sin x = — 2 sin x — xcos x.

Ulesanded. Leida esimene tuletis:

‘1) y=a2(x® —a? ~6): -y =t SR

2) y=x)a®F 2 ‘7) y=ax"cot x

3) y=@a—nla—x - "8) y=sin 2x cos 2x
) y=(— ) - - 9) y=x3 sin xcosx

3
+5) y=(1—x))T=x)/T—x .10) y=xcosx—sinx.
Leida teine tuletis:

- 11) y=x(a+ x) +14) y=sinx cos x

« 12) y=x(a — x)? - W) y=sinwx sin'2x

- 13) y=(@x—1)(x*2—2)(x®*—3) *16) y—=—sinx tan x.

* 17) Vilja raiuda iimmargusest palgist, mille diameeter d = 33 cm,
neljakandiline palk ndnda, et temal oleks vdimalikult” suur painduvus.

Neljakandilise palgi painduvus on vdrdeline korrutisega xy2, kus x ja y
on palgi paksus ja laius. :
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18) Ristkiilik, perimeetriga 2p — 24 cm, poorleb {imber iihe
kiilje. Missugusel tingimusel on saadud silindril maksimaalne kiilgpind
ja missugusel tingimusel maksimaalne maht. v

19) Valmistada ringikujulisest riidest, mille suurus S = 9 cm?,
(koonusekujuline) telk maksimaalse mahutusega. a) Missugused on telgi
mooted? b) Mitu kraadi riidest tuleb kokku keerata?

20) Nelinurkse pleki serv a — 18 cm. Missugused ruudukesed

peab vilja 1oikama ta nurkadest, et iilejidnud plekist saaks v@imalikult
suure mahuga karbi.

§ 22. Ositi inteegrimine.
Eelmises §-is ndgime, kui
y=un,

kus # ja v olid x-i funkisioonid, et

dy dv du

= ax TV aw
millest funktsiooni differentsiaal

dy = udv + vdu.
Inteegrides mdlemaid pooli saame

y:av:fudv-{—/vdu

[udv = wv — [vdu.

Selle valemi jirele vdime avaldise udv inteegrimist lihtsustada -
avaldise vdu inteegrimise kaudu, kui valida kohaliselt tegurid z ja dv.
Sel teel integraali leidmist nimetatakse ositi inteegrimiseks.

1. ndide.

ehk

\ fx Sitkxidx =2
Olgu siin

M= x siis du = dx,

"dv = sin x dx, , U=—COSX;

tarvitades ositi inteegrimise valemit voime kirjutada
[x sin x dx=uv— [vdu= x(— cos x) — [(— cosx) dx =
:—xcosx—{—fcosxdx:-—xcosx—{—sinx+c.
Saadust differentsides

d (cos x) d (x)] d(sin %) , d(©)_
%1 [x dx bk dx + dx i av
— x sin x } COS x — CcOs x = x sin x

saame inteegritava funktsiooni.

Miarkus. Osadeks z ja dv jaotamine tuleb valida ndnda, et aval-
dise wdu inteegrimine oleks labiviidav meil teadaolevate vale-
mite jirele. Niiteks, ei v0i eelolevas ndites tahistada u = sin x
ja dv = xdx, mis teeks inteegrimise keerulisemaks. K

’
$
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2. ndide. /x®cos x dx=?
Tahistame siin
hi=% siis du = 2xdx,
dv = cos xdx, & Ao T
voime kirjutada
[xPcosxdx =uv — fvdu= x*sin x — 2 [xsin x dx;
 integraali /xsinxdx kohta tuleks tarvitada veel kord ositi- inteegrimist,
kuid see on meil juba eelmises niites libi viidud, seepirast
Jfx* cos x dx = x* sin x — 2/x sin x dx =
= x?sin x — 2 (— xcos x + sin x + ¢,) =
= x% sin x + 2x cos x — 2sin x + c.
3. ndide. [sintxdx =?

Téhistame
I ==8in'x siis du = cos x dx,
dv = gin x dx, V= —COS X;
voime kirjutada
/sin® x dx = —sin XC0s x + fcos? xdx;

paremal pool esinev / eiole siin lihtsam, kui otsitav /» kuid siin vdime votta
cos’x = 1 —sin2x,
saame

/sin® x dx = — sin x cos X+ fdx — [sin* xdx=

= —sinxcosx 4 x 4 ¢ — [sin® x dx,
kus niiiid parempoolse /-i vBime iile viia teisele poole
2[sin®xdx=x—sin xcosx+ ¢

ja jagades 2-ga mdlemaid pooli saame otsitava J-i vidrtuse

x—sinxcosx—+4 ¢

fsin2xdx: B)

s e, ]’ sin xdx =?
0

Téhistame

Ite=8int & siis du = 3 sin® x cos x dx,
dv = sin x dx, V= —COS X;
vdime kirjutada
n 3 T r ®
J sin' x dx = [sin3 x sin x dr —|sin®x cosx + 3 [sin? x cos? + dx =
0 Q it ‘ 0 0

=0+ 3/sin? x (1 — sin®x) dx =3 /sin®x dx — 3 /sin’ x dx;
0 0 0
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Tt
3 [sin* x dx iile viies saame
0
T T
4 [ sin* x dx =3/ sin® x dx;
| 0

[sin*xdx on 3. niitest teada, sellepérast

; 3 eT g
o U e iy R
40fsm xdx=g5|x—sinxcosx | =g5m
ja : &
fsin‘xdx:%n.
Ulesanded. .
T
1) fxcosxdx 5) [sin xcos xdx
0
2 Qi Foi 2
| 2) [x*sinxdx 6) 0fsmxcos xdx
¥
+ 3) [cos?xdx J7)  [sind x dx
_4:;_
27
» 4) [costxdx ., 8) [ cos®xadx.

—2n

9) Leida poordkeha maht, mis saadakse sinusoidi y=—sinx iihe
haru poorlemisel iimber x-telje.

§ 23. Murdfunktsiooni tuletis.
Olgu antud murdfunktsioon

u
=
y v

G,

kus # ja v on x-i funktsioonid, s. o.
u=f (x) ja v=,,(x).
Korrutades antud funktsiooni mdlemaid pooli v-ga
U=yv
ja x-i suhtes differentsides
due _ dv dy

dx Yde T %dx
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leiame, et - ’
L M £
dy _ dx yd}é_dx v dx

i v v Sz
du av
el ~ gt L
| ehk 5 i & V4
j & _AAK@=L@hE . D
\ dx— VACIE :
i du — udv
} dy :v__v?___ X
| 1. ndide. Leida funktsiooni
@ L.
: e 10
tuletis.
~ Lahendades:
3 g (@ — x) d___(adj- . (@ + x) d(‘;; %)
) (a — x)? A
(e~ +fet%). 2a
i (a — x)? A . X
2. ndide.  Leida funktsiooni
=,
Y= yaTa
tuletis.
Siin
U an X
whoal St Y e g s 1
g LA dv X
v=)a® ¥ 2, Z;:V_a?ﬁ’
siis
e X e X
SRRl ¢ M T
i @r a? 4 x? e
_—x@+s)—x@—x) a’x
5 (@ + 22 ot — x4 2 ) Vot —z¢ .



3. ndide. Leida tangensfunktsiooni
y=tanx
teine tuletis.
Esimene tuletis (tarvitades murdfunktsiooni tuletise valemit)
sin x

=tan x=——
y COoOs x

8% d(sin x) ilat xd(cos X)
ayl . dx dx _ cos?x+sin®x 1

dx cos? x s cos?x ~ cos?x

teine tuletis

& d (cos? x)
oy dx __2cosxsinx__ 2sinx
"IN I T
Ulesanded.
_1+4x _(x—1)3 __x—sinx
LB i o e Doty o g 8 Sty

S ke a—|—x )y._V1+x+x2 10) yZanx—_f:cosx
]/a le_x_xg sin x —cos x
3—4x2 sin‘x __tanx —cotx
i e 0B fadees 1 Y= fan x + cot x
x3 cos2x cos X —sin x
» T e R 12) y= i x cosx

Y

13) Kujundada ellipsisse +y — 1 maksimaalse pmnaga ristkiilik.

14) Vilja ldigata kerast, mllle raadius R = 20 cm, maksimaalse
kiilgpinnaga a) silinder, b) koonus, c) korrapidrane paralleelepipeed.

15) Vilja ldigata kerast, mille raadius R = 12 cm, maksimaalse
tdispinnaga korrapdrane paralleelepipeed.

16) Korrapirase nelinurkse piiramiidi kiilje serv a = 4 m; kui
suur tuleb vdtta piiramiidi pohja serv, et ta maht oleks v&imalikult suur?

¥ 17) Leida maksimaalse mahuga koonus, kui ta tdispind S = ma®.

18) Sirgjoonelisel teel on pistetud iga meetri kaugusel iiksteisest
maa sisse odad. Uks sportlane seisab sellest teest 90 m ja teine 60 m
kaugusel; sportlaste kaugus iiksteisest on 90 m. Missuguse oda juurde
peab minema otsejoones esimene sportlane, et seda viia jille otsejoones
teise sportlase kitte, nii et drakdidud tee oleks kdige lithem?
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19) Kiila asub raudteest 30 km kaugusel, kust linnani veel 50 km.
Kui kaugel linnast tuleb asutada jaam, et kiilamees juaks rutem linna,
kui ta sdidab hobusega kiilast jaamani 10 km kiirusega tunnis ja siis
rongiga linnani 40 km kiirusega tunnis.

20) Kujundada kera iimber koonus, millel oleks a) minimaalne
kiilgpind, b) minimaalne maht. Kera raadius R = 10 m.

21) Kui korgele ringikujulise tee keskkohta peaks asetama elektri-
lambi, et tee oleks vdimalikult tugevamini valgustatud, kui tee kaugus
keskkohast r = 64 m.

22) Missugune seadus valitseb valgusekiire peegeldumisel ?

23) Missugune seadus valitseb valgusekiire murdumisel i{ihest

keskkonnast teise keskkonda ?
2

24) Kas funktsioonil y =

oy on maksimum voi miinimum ?

V peatitkk. Transtsendentsed funktsioonid.
§ 24 Arv e.

Votame funktsiooni
1 x
y=(1+7)

ja vaatame, missugune on ta piirviidrtus, kui x 15pmata kasvab.
Oletame, et x on 16plik posiliivne tdisarv, siis Newtoni binoomi
pohjal :
1)"_ § e~k x(x—l)(x—?)_ 1
(1+} T B Y A e T B . a

X(x—1N)(x—2)...(x—m+41) 1
L (23, .m mtes

iy

=5 et 2
=24 9] -+ 3 . A

Tyaeiheea B f WEEREL & TRCVRIRE (TS, et
TR L) S e s

Paremal pool x-i I1Gpmatul kasvamisel kasvab ka ISpmata liikmete arv,
mille juures arvud -

LI IR G Tl R

X
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lahenevad 1-le. Sellepiirast vdime kirjutada

! % Thadge Seats'c M W § AR
fim (1+71c)= fim (2+ 2!‘+‘( )3$ ’)+...):
X —>» OO X —» OO 5
i Dl
el T ¥ B i Ry

Siin on kdik liikmed positiivsed, sellepdrast on selle rea summa suu-
rem kui 2, s. o.

lim (1 + l)x> 2.
X >0 *

Teiselt poolt v3ime niidata, et selle rea summa on vdhem kui 3.
Selleks suurendame murdusid

R seg LB S
LI Tl g Tyt
nonda, et saaksime IGpmata kahaneva geomeetrilise rea

babindiabed
i i
kusjuures niiiid
2_+_l _1-_+_ 1 o <2+L+1_+l+ e =
g1 T3 T 71 Mg R R
|
—_—2+1——2a1:2+1=—_3,
Bl
sest et 2° £ (n 4 1)!
lim (1 —{—i) <3
X000 x
Sellega antud funktsiooni otsitav piirvddrtus on 16plik arv, mis pei-\
tub 2 ja 3 vahel. Seda piirvédrtust tdhistatakse lihtsuse mottes tédhega
e ja voetakse logaritmide aluseks, milliseid logaritme nimetatakse loo-
mulikkudeks ehk naturaalseteks logaritmideks.
Otsekohesel arvutamisel oleksime saanud kuju

(Y= (+ )=

millel pole selles kujus mdtet; see kuju ei viljenda funktsiooni tSelikku
vidrtust, kui x— oo, sellepdrast nimetatakse niisugust kuju méidramatuks
kujuks. Funktsiooni tdelik vadrtus on, kui x—>o<

} 1\* b Bl
e:ﬂ’;(l+7)—2+ﬂ+?ﬁ+a‘!+f"’ |
kus r
2R

100




e védrtust teatud tdpsusega arvutades saame
2 4 5, = 2,500000

37=0,166667
11="0,041667
51==0,008333
51=0,001389
71=0,000198
g1= 0,000025
o1 =0,000003

e — 2,718282

Arvutamisest ndeme, et e ei ole ratsionaalne, vaid transtsendentne arv.
- Meelespidamiseks on kiillalt kolmest kiimnendkohast

e— lim l+%)xz2,718.\,

X—>00

Matemaatilises analiiiisis tarvitatakse harilikult loomulikke logaritme,
mille aluseks on e, sest et niisugusel logaritmide alusel lihtsustuvad pal-
jud matemaatilise analiifisi valemid ja arvutused, ja tdhistatakse In x.

Loomulikkudelt logaritmidelt iile minna kiimnendlogaritmidele, ja
iimberpdordult, ei tee raskust. Néiiteks, kui

y= oW sils =k
ja kui
z=logx, siis' 10" == x,
millest jargneb, et

e =10%
Logaritmides (alusel e¢) saame
ylne=2zIn10
ehk
Inx=logx In 10, (sest Ine=1)
kust
(1) l\og X— .o .

In10

1
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Logaritmides (alusel 10) voime kirjutada
; yloge==z1log 10

ehk
In x log e =log x (sest log 10 =1)
kust ‘
2 logx =Ina loge.
Vorreldes (1) ja (2) ndeme, et
|
loge = nio™~ 0,4343,

mis nimetatakse kiimnendlogaritmide mooduliks.
Et iille minna loomulikult logaritmilt kiimnendlogaritmile, tuleb
loomuliku logaritmi véidrtus korrutada kiimnendlogaritmide mooduliga.

§ 25. Logaritmfunktsioon.

Votame logaritmfunktsiooni
: y=Inx
ja katsume teda differentsida.
Kui argument kasvab 4x-i vOrra, siis muutub ka funktsioon Ay-i

vOrra, s. O.
y+ dy = In (x 4 Ax),
kust
dy=In(x+ 4dx) — Inx = In (1 +‘—‘f),
jagades 4dx-iga saame
Ax
o m0+3)
o Ax

Et leida parema poole piirvdidrtust, kui 4x—>0, selleks tdhistame
1dpmata kahaneva suuruse

dx_ 1
% V!
kus niitid m —> oo; siit
: SR
T
Piirile minnes vdime kirjutada
1 m
3 mln(1+—- e 1+;n—)
lim == lim — = lim s
Ax>04%  m_s o B o
Bk 2]
SRR I )
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sest eelmise §-i jdrele
lim Lyn :
m_,®(1 —{--”7) == eliaihee 11
Tédhendab kui :

i i
siis ta tuletis |
dy 1 [
dx ~ x %)

Umberpoordult differentsiaali dy:‘%x fildine integraal on siis

1. ndide. Leida funktsiooni
Yy =In(a® 4 x?) — In (a® — x?)
tuletis. _
See on liitfunktsioon, kus
H=a"4 2 ja zz=0u— A,
tdhendab ;
d Lodey ol da 1 1
d%}c:z_l'zl;l_zz'd_xz:a’+x2'2x_a2—-—x2'(_ ) =
e & $X. - hgty i
B i i e P

2. ndide, [Inxdx—=?
Siin tuleb tarvitada ositi inteegrimist.

Téhistame
o= siis du ___,‘fi‘,’
X
ou = il% U=

voime Kkirjutada

ﬁnx dx:xlnx—fxfi-xﬁ:xlnx—fdxzx Inx —x+e

3. nﬁidé. g xdx
a® 4 x?

0

Siin tuleb tarvitada inteegrimise asendamismeetodit.
Téahistame
a® | xd= 8
siis
2x -dx == dg
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kust
dz

dx =% ;
xdx =5 ;
piirid : kui x=0, siis 2= a2+ x> =a?,
JoxEtg 2 Eat o e 9
inteegrides saame
> xd 1 17 P2 g
xdx z -
fﬁﬁ_‘ ?_gllnz‘az_gan_lnl/Q.
0 a2
i LA e
--Eﬁ r 4 :
i e B i
e s S, E;E
l‘g o
S SRR
55‘“ %EH athiuta. s
i i &é_ atstata taths
:::Eiiﬁ. % 3 i S
i _ : :
e % X
et N 2 i
iiic N

63. joonis.

4. ndide. Leida pind, mis asub kahe kdverjoone
Poo=dx i Xy a9
vahel piirides x=4 ja x=8 (63. joon.).

Siin, nagu jooniselt nieme, esinevad kaks juhtu: vdime arvutada
pinda, mis asub parabooli (esimese kdverjoone) iilemise haru ja hiiper-
booli (teise kdverjoone) vahel, vdi parabooli alumise haru ja hiiperbooli

vahel.
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Esimesel juhiul saame, kui

b 4 9
y=2Jxja y=1

8 8 8 8
S:fQV}dx——fgdx:{ix J?'—‘anx
, gy AR X

=19,6 —91n 2 = 13,4.

et

::'%x x—9Ilnx| =

Teisel juhul

8 8
e Y 8
S:[2]/xdx+fgdx:“4—xl/x+91nx
. o 3 4
4 4

—19,6 +91n2=25,8.

Markus. Kui esineb integraal Kkujus
1 ()
J f(x)

kus lugeja on nimetaja dlfferentsmal siis integraal vordub nimetaja loo-
muliku logaritmi viirtusega, sest kui tihistame

F (B =288 fiix)de=d>

dx,

ja :
5. naide. icmh
. e g

Mirkuse pohjal voime kirjutada

f 2x5x3_3dx_ln (x*—5x+3)+ec

6. naide. dx o
Sin X008 & - ¢

Teisendades inteegritavat avaldist voime (eeloleva mirkuse pdhjal)
kirjutada

dx
de'. . fcosts a(anx)
fsin xcosx J tanx —(/) S d ek ir s
7. ndide. &
‘ sinx
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Téhistame siin
xee 2 a, siis de=2da
ja
8ifl x.= sin 24 =2 sin'a cos o

Asetades ja kasutades eelmist ndidet vdime kirjutada

dx X
fsmx f;inacosa_ln(tana)—{-c_ln(tan?)—{—c.

8. ndide. e
COBX. "

’

Tédhistame siin

x:%—r/., siis dx=—da
- -
ja N
T ;
COS X —CO0S (7 —a) —4: 0
Asetades ja kasutades eelmist ndidet voimer kirjutada
b ATHRHE Kl AW ( 8 Sl S [ E_i)]
P Ve In | tan 2)+c_c In tam(4 5]
9. ndide. dx (g
sinx cos®x

Teisendades inteegritavat funktsiooni saame
s

dx __ [sin?x+ costdx_ fsinx L
Taitx cop¥ie T ) gitxcopty 1 Jicosh sin x’

esimene integraal (tarvitades asendamismeetodit)

: sin X d.o
f cos®x [ + cosx+ o

ja teine integraal (7. nidite jdrele)

ax X
fsm— in (tan3) + s

T
fsin x cos?x cosx+ o (tan ) 4o

tdhendab
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S
10. naide. fsm3xdx:?
cos® x

Tarvitame siin ositi inteegrimist, tihistades

sin x ¥ cos®x + 3 sin®x
= SIS il = +‘ dx,
€08° x cost x j
dv —=sin xdx, V= —COS X;
voime kirjutada
Sy sin x cos?x + 3 sin2x
g dx = — — + 5 b
costx cos?x cos®x
sin x + 'sin2 x
cos® x cosx cos®x

‘dx 5
[cosx o [ta“ F i DY )] + a, (8 niide)

viimase integraali, kui sarnase ofsitava integraaliga, viime pahemale
poole, saame

. s
RS s P MY smx [tan —————J—}—c,,

cos® x

st sing 1 [ (T’_ﬁ)]
lvfcos3xdx_2cosgx+7ln R VIRE - iy Ao

11. ndide. /‘ dx
cos3 x

millest

Teisendades inteegritavat funktsiooni ja kasutades’ eelmlSl nditeid
voime kirjutada

dx' + (sin?xJcos’x . (sin?x X
fcos3x—(f oy 7 i _J cos® x + c_osx
sin x
~ 2c08%x [tan (4 2 )] lnltan (4 2)J+C_
QLR [tan( i34 J
« 2 eos¥y +

12. ndide. f
Jeta

T#histame
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mida differentsides saame

(1 + l/x2+a2) dx==dz

ehk
2 2
]/x s +xdx_d o ax =N,
Vx2+a2 ]/x2+a2
kust
o R d_z %
[CE
tdhendab
. oo 43 o F L
m—f7—lﬂ2{+ C—ln (x+l/x +a )‘+‘C.
Ulesanded. Leida tuletised: :
N o yenay %Dy y:ln(x-{—l/x’——a’)
&'2) P dn +6) . y=In sinx
3) yae it x s 7) - y="1nfam 2
1—x
2~ 4) y__nl—_{—x~ 8) p=Ilnlnw.
Leida iildised integraalid :
X dx sin xdx 2x:dx
n Jax+ b b a-+ bcosx ot [‘2—}-4
xdx (2x 4 1)dx
10) T A 13) tan xdx - 16) f Tk
Xdx b (x—1) dx
. 11) -——;g . 14) cot xdx 17) m..

2 ja x-telje vahel piirides

18) Leida pinna osa kdverjoone ks A +
#=0 ja x==3. :
: : el 241 . ’ s &
19) Leida pinna osa kdverjoone ! gy s x-telje vahel piirides
W==2 ja perd.

20) Leida pinna osa kdverjoone y = 4a?® o ja ta asiimptoodi

x —2a valiel.

21) Leida poordkeha maht, mis saadakse kdverjoone xy*=4a(2a—x)
poorlemisel iimber asiimptoodi X = 2a.

22) Kas funkisioon y = xIn x saab 16plikus piirkonnas maksimu-
miks v0i miinimumiks?
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§ 26. Eksponentfunktsioon.

a) Kui kaks inuutuvat suurust x ja y on iiksteisega funktsionaalselt
seotud .

F(x’ y) :50,

siis on ikka vOimalik rippumatut muutujat vabalt miirata. Kui valime
rippumatuks muutujaks x-i, siis funktsioon omab kuju

Y=r(*)
kui aga valime rippumatuks muutujaks y-i, siis saame timberpdordult kuju

x=9(y).
Funktsioonid y = f(x) ja x=%(y) kujutavad geomeetriliselt iiht ja
sama koverjoont (vbi sirgjoont). .
Differentsides funkisiooni y=f(x) x-i suhtes saame puutujast ja
x-teljest moodustatud nurga « tangensi (64. joon.).
e 1
E__f (x)=tan.a;}
differentsides funktsiooni x= ¢(y) y-i suhtes saame puutujasf ja y-teljest
moodustatud nurga g tangensi

dx

@ch’(y)ztanﬂ. Y
Jooniselt ndeme et
a=90°—g,
* siis
1
— 040 — i i e
tan @ =tan (90° — @) = cotﬁ_tanﬁ,
tdhendab x
dy 1 ? i Sl
@:ﬂ ehk £ (=) = @ 64. joonis.
dy
b) Eksponentfunktsiooni iildkuju on
y=a
kus a on konstant.
Logaritmides
lny=vina}'x== hny
T, e

ja differentsides y-i suhtes

s R et
dy~ ylna  a*lna
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saame (a) pohjal '}egafi’tmiaﬂkteieeﬁi? tuletise

M3 dy =a*In a.
N -l
Erijuhul, kui a=e¢, s. o.
y=e,
siis &
(]

sest lne—=1.
Umberpoordult, eksponentfunktsioonide integraalid on:
SJexdx =e*+ ¢,

ax
fa dx_lna+c.

1. ndide. Leida funktsiooni
M= a*sil x

tuletis.

Differentsides saame

" e {1 Ld(sinx)
& dx e o

= a* In a sin x + a* cos x = a* (In a'sin x -} cos x).
2. ndide. [es"xcosxdx="7?

Tarvitame inteegrimise asendamismeetodit.

Tahistame
Sin x =2,

siis
cos xdx—=dz;
voime kirjutada
fe™*cosxdx = [ dz = ¢ 4 ¢c=e"F+}c
3. ndide. Leida funktsiooni
gy

A
maksimum- v0i miinimumpunkt.
Votame funktsiooni esimese tuletise ja vorrutame 0-ga
e SO
dx % y
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Et &

X — e*
___x2_=0
siis
eFx—er=¢ (x—1)=0,
kust
oo B

Selle x-i vdirtuse juures on funktsioon kas maksimum v0i miinimum.
Uurime funktsiooni teist tuletist, kas ta on x=1 juures  positiivne voi
negatiivne.

d? (et e*x—eX) x2—2x(ex — xex)
dx® = ¥4
PeXH2xex — 2 (24 2x—2)

kui x'="1, ‘siis

a3y

7 S RIS L0
tdhendab argumendi viirtuse x =1 juures on
funktsiooni miinimum (65. joon.), s. o.
Sl i
Y nin = TN
65. joonis. ;i e ‘
' Koverjoone miinimumpunkt on B=(1]e).
Ulesanded
X 1) ye=o% #< 9) fxex dx
2)  y=¢x2 «10) [ a* dx
3) .y dEat 11) fa*(1 +a¥)dx
L T “12) [ (x4 1) dx
W 4) 'y—eX-i-e""x ’. J e
13) fx & dx
5) V=5 100 x
745) = lnx 14 w dx
* D : ) a -+ e
7 y=xetins

: 8) y:22x_33x.44x

16) Kas funktsioon y = 2!»x saab 16plikus
miks vdi miinimumiks ?

17) Kas funktsioonil
nupunkt ?

%15) facos * sin xdx
piirkonnas maksimu-

‘y=2*"% on I0plikus piirkonnas kii-

!

111




18) Leida pinna osa kdverjoone y:Qe? ja x-telje vahel piirides
x=-—3jax=1
28

ry

X X

19) Leida pinna osa kdverjoone y = e?-l- 7 ja x-telje vahel pii-
rides x=—14 ja x=\2

90) Kui suur pinna osa asub koverjoonte y=x* ja y=cee® ja

sirgjoone y = e vahel?
X

21) Leida podrdkeha maht, mis saadakse kdverjoone y =2 e poor-
lemisel {imber y-telje piirides y =2 ja y = 2e.

p D, § 27. Arkusfunktsioonid.

Trigonomeetriliste ehk nurgafunktsioonide poordiunktsioonid on
tsiiklomeetrilised ehk arkusfunktsioonid

y=arc sinx, y=—arccosx, y=arctanx, y=arccotx.

a) Olgu
AESHATC ST,

mida iimber podrdes vdime kirjutada

X =siny.
Differentsides viimast y-i suhtes saame
dx
pecch 0 1 R e A
dy—C°§Y—V1 sin?y =1 — 2,
millest saame arc sin tuletise
B N 1
TR T e
- R

T#hendab, kui
iy = arc8in x,

siis ta tuletis

L. 0T EOR

dx V]T;{e
ja

dx
dy ————.
i 1—a®
b) Kui

V== 8fC COS'X,

siis

x =08y
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ja

dx_._ . S ——2__ —_—2
- tayE JT—cos?y=— 1=,
millest
s B ERBNE BT
drz 1 —a*
ja
dx
da —_—ee el a
» l/l—a:2
¢) Kui
Yi=dte tan,
siis
X =itany
ja
i P i A
E—OT%—I—Ftany—l—[—x,
millest
dy 1
dx 1+ a?
ja o
dx
L i B

d) Ja 16puks, kui
Ye="att cot .y,

siis
X ==Coly
ja
ax B O L
= Tgv——(l-f‘co'l =—~104x),
millest saame
dy 1
dax . 14 a8
ja
dx
o=y

Sellega ndeme, et arkusfunktsioonide tuletised on algebralised
funktsioonid. Vottes neid {imberpoordult vdime kirjutada nende algebra-
liste funktsioonide {ildised integraalid

dx
fl/\—arc sin ¥ 4+ ¢ = — arc cos @ + e,

a2

dax
f_wzarctanw+c=—arccotx+ c.

/
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1. ndide. Leida funktsiooni

=a (0] A

See on liitfunktsioon, kus
y=—arccosz ja z:—;-;
differentsides saame

e e
dy d (arc cos z) d\x.
dx dz dx

]/1—22 ( )— l/l—() x]/xQ——aQ

2. ndide. e
xY2=a®

Tdhistame
siis

ja

adz Yo &
‘f'x]/x?—a2 f22 a. a2 f]/l——z2

1 \ 1 (a)
— —‘arccos 2z + ¢ = — arc cos|— ¢.
a % a X 3

3. ndide. [arctan xdx="?
Siin tuleb ositi inteegrida. Olgu

§="8tc tanx siisndu — i
A ’ 1 +x2:
d'v —_ dx, V. = x;
voime kirjutada
Jarc tan x dx = xarc tan x — ‘xdx
1+ x2°

viimase integraali suhtes tarvitame inteegrimise asendamismeetodit,
tédhistades
leleatiz=12,
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siis

2% dx —dz,
kust
dz
X 94 —2— -
saame

farctanxdx:xarctanx—;—fd?z:xarctanx— %lnz—#c:

— ] (o tanx—;—ln(l + x?)-+ c=xarc tan x—ln]/1+x2-{—c.

4. ndide. Kui kaugel vertikaalsest postist peab olema vaatleja, et
ndha posti kdige suurema nurga all, kui posti pikkus on A
ja vaatleja silma kdrgus a, kusjuures post on lithem kui vaatleja ?

Kui vaatleja liaheb vastu posti, saab vaatenurk nulliks, liheb aga

vaatleja postist 16pmata kaugele, ldheneb vaatenurk jille 0-ile. :

Olgu maksimaalne vaatenurk « ja vaatleja kaugus postist x (66. joon.)

Abinurkadeks votame g ja y, mille vahe

1~8=a
ja tangensid
a—h
X

tan T:%, tan o =

kust

1 = arc tan (%), g = arc tan (a ; h),

66. joonis.
ja

g~ 8= arc.tan (%) — arc tan (a%h)

Et nurk o oleks maksimaalne, selleks differentsime teda argumendi
x suhtes, s. o. leiame esimese tuletise, mis peab vorduma nulliga

do 1

a
 eltmoTne Lo Pl ol 4
L h— e T
a—nh h

(@ —h) (%" + h*) — R [x*+ (a — h)?] =0,
hx® — a®h+ ah®*=0,
Xz at— ol
x=ala—h).
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Niisuguses kauguses postist peaks seisma vaatleja, et nurk a oleks
maksimaalne. Siin ei ole vaja teist tuletist enam uurida, sest et jooni-
selt on selge, kui nurk oleks minimaalne, peaks x olema kas 0 v0i = co.

Kuid ]/a(a-—h) on 10plik positiivne suurus.
Kui ]/a—(a — h) lugeda negatiivseks, siis mdistaksime meie selle all,
et vaatleja seisab sama kaugel, kuid teisel pool posti.

Kui posti pikkus #=1m ja vaatleja silma kdrgus a = 1,6 m, siis
kaugus on

x=)a(@—hr=]16—0,6=1]0,96 = 0,9798 m
ja maksimaalne nurk
S Sre GO tan__.(_)ﬁ_ —
0,9798 0,9798
—arctan 1,635 — arc tan 0,613 =
== ARVBR = 31030/ — 97V 3"

a ~ arc tan

5. ndide. /] a®F xtdx="?
T#histame siin

ada :
cos?a’

nii vOib ikka tidhistada, sest kui x omab mistahes véirtust, siis sama
vidrtust voib omada ka atan a.

2
f]/a2+x2dx=a2 fv—l+tan ada:a"’f £ :
. cos?a J cos®a.

§ 25, 11. néite jérele

de __  sinag 1 [ T a]
g[.cos3a_2cos2a_§m ek ¥ I

x= atan q, siis dx =

siis

2 Qf 2 T
f]/aa—kxzdx—‘ﬂz a—ln[tan g—%)]—kc:

—2cos®a 2

a?sin (arc tan ;—V) e ~ arctan ;)]
E‘ ln tan (Z -t '——Q_ + C,

> 2 cos? (arc tan g) %)

. ik X
sest kui x = a tan a, siis @ = arc tan o
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Ulesanded.

1) y = arc sin (xgl) 9) [arc sin x dx
x2
10) [

0 [
4) y = arc cot (a¥) ) faz—{-x‘
) y:arciosx 13) fl/agd—“—é—xg
8 dorss il : x2dx

14) fl/

8) y:xarctanx—ln]/l+x“ 12) 0/1n(1+x2)dx.

d 2) y=arccos (x?)

"8) y=arctan]x

\ 7) y=xarcsinx+ 1T —x

1

14 x?
ja x-telje vahel piirides x=—2 ja x=2.
17) Vilja arvata pinna suurus, mis asub sinosoidi y = sin x haru
ja y-telje vahel piirides y =0 ja y=1.
18) Missugusel tingimusel on prismast ldbimineva valguse kiire
kaldumisnurk kdige vdhem ?

16) Vilja arvata pinna suurus, mis asub koverjoone y=—

},;": § 28. Ratsionaalsete murdfunktsioonide inteegrimine.

Nagu § 3-s ndgime, voib iga ratsionaalset murdfunktsiooni kujutada
kahe ratsionaalse tdisfunktsiooni jagatisena jérgmiselt
_f®)_ gt e a2t ... +a,
Tp(x) bpxmA4bixm T by a2 L by

kus n ja m on positiivsed tdisarvud, » 2 m, ja
Qy, @y, A2, . . . Ay,
b, Dy ity i i B

on ko st_antsed koeffitsiendid.
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Kui meil on liigratsionaalne murdfunktsioon, s. o. kui n > m, siis
on teda jagamise teel ikka vdimalik kirjutada kujus

fx . (%)
b = X vy BT
i T ew
kus fi(x) on ratsionaalne tiisfunkisioon.ja [;i_x) on lihtratsionaalne murd-
funktsioon. (%)

Tihendab, et liigratsionaalset murdfunktsiooni inteegrida, tuleb in-
teegrida ratsionaalse tiisfunkisiooni ja lihtratsionaalse murdfunktsiooni
summat, s. o.

/) dx—-f x) dx f2 (%) dx=F,(x)+¢ 1:(x) (x)a’
LT i ndhd® 1 S
milles ratsionaalsete tdisfunktsioonide inteegrimine on meil juba teada.
Sellepirast kisitleme allpool ainult lihtratsionaalsete murdfunktsioonide
inteegrimise votet.

Lihtratsionaalsete murdfunktsioonide inteegrimise vOte seisab selles,
et inteegritav murdfunktsioon jaotatakse niisuguste lihtsamate murdfunkt-
sioonide summaks, s 0. osamurdudeks, mille inteegrimise votted on
meil varemini teada.

Votame niisuguse lihtratsionaalse murdfunktsiooni, kus m=2, s. o.

ayx+a, mx—+n f(x)

T b fbixt b X +pxtq $(%)
ja jaotame nimetaja algteguriteks

2 4px+qg=(x—a) (x—B),

kus o ja g on vOrrandi

b P(x)=x+px+4q
juured.

Siin vdib esineda kolm juhtu: a) juured « ja # on reaalsed ja
isesuurused, b) juured & ja § on reaalsed ja vOrdsed ja c) juured a ja 3
on imaginaarsed.

a) Olgu juured o ja g reaalsed ja isesuurused. Siin vdime Kkirju-
tada, kujutades murdfunktsiooni kahe osamurruna,

f(x)  mx4n e + B

¢x) (x—a)(x—p) x—a x—p’
kus A ja B on osamurdude konstantsed lugejad, mida saadud vorrandi-
test leitakse jargmiselt:

A o B _A(x—p)+B(x—a)_(A+B)x— (Af+Ba),
xilg x—ﬂ‘— (x—a)(x—8) i (x—a)(x—8) :

vorreldes viimast antud murdfunktsiooniga vdime kirjutada

(A+B)x—(AB+Ba)y=mx+n,
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kust
A+B=m,
A+ Ba=—n;
neid lahendades 4 ja B suhtes leiame
_ ma—+n B_mﬁ«l—n_

a—g "’ 8—a
Téhendab
['mx+n _/’ mx -+ n Fi
+prx+gq R e
T Jx—a
=Aln(x—a)+ Bln(x—g)+¢,
kus
mg +n mﬂ+n
—=r——— ja B=
Ja—gp 8—a
1. ndide.

de==7

[2x3 — 7x% — 10x + 41

xX*—x—6
Integraali mirgi all esineb siin liigratsionaalne murdfunkisioon.

Kujutame seda taisfunktsioonija liht-murdfunktsiooni summana, ning tarvi-
tame viimase suhtes eespool antud vdtet :

8. 7.2
f2x 79x 10x+4l 4 _/’(2 7x+11 )d A
X6

L 7x+4 11 e A B i
= ~—5x+ﬂx_2)(x+3)dx_x ——5x—}-fx—__§dx+fx—_'—_§dx_

=x*—5x+ AlIn (x—2)+ Bln(x+43) +¢,

kus
Ax+3)+B(x—2)=7x+ 11
ehk
(A4+B)x+3A4A—2B=T7x+11
kust
A+B=7,3A—-2B=11
ja

A=h B=2
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Tahendab

/’2x3—7x2—10x—|— 41

2—x—6

=x2—5x+5In(x —2)+2In(x+3)+-c.
b) Olgu vorrandi
x4+ px+q=0

juured reaalsed ja vordsed, s. 0. 8 =a. Sel juhul vGime kirjutada murd-
funktsiooni osamurdudena ]argmlselt

fix) o mxfna metn A +
¢x) P+prtqg (x—af (x—a)f

kus niitid

mx+n=A+ B(x—a)
ehk

mx +n—Bx+ A — Ba,
millest vdime kirjutada

8=l
A— Bo=n,

ehk

A=mao-+n ja B=m.

Tdhendab integraal on

mx—+n SR L o PN A o e
fx——_2—|—px—}—qu— (x—a) dx_f_——(x—a)’dx+fx—adx_

x—a)+c,

kus
A=mag-+n ja B=m. '

2. naide. Ok
x:—4x4+4

Inteegritav funktsioon on lihtratsionaalne murdfunktsioon, mille
nimetaja
B —A4x+4 4= (x— 20>
Tarvitades eespool antud juhtnﬁﬁri voime kirjutada

(7= e=mo=) o o

—xiQ—FBln(x—?)—f—c,
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kus
A+B(x—2)=Bx+ A—2B=—3x—5,
kust
Be=gd Ae=f
Sellega integraal on

3x—5 1
mﬂdx:—;—2+3ln(x—2) +C.

c) Kui vdrrandi
¥+px+qg=0

juured on  imaginaarsed, siis toimitakse jirgmiselt: murdfunktsioon

f(#)

r(x
takse lugejast f(x) see osa, mis kujutab nimetaja ¢ (x) tuletist; teise osa-

murru lugejaks jddb siis luge]a f(x) iilejainud konstantne osa kuid ni-
metaja ¢ (x) teisendatakse kahe ruutliikme summaks, s. o.

: X+ px+g=(x+ap+ £

Niisugune teisendus on alati vdimalik ja see vGimaldab meile lihtsa asen-
damise teel teatud inteegrimisvalemeid tarvitada.

Sel juhul vdime iildiselt kirjutada

mx + n @c+2) +a
Whineni S LV S ORPY § coolm sf 25 0 BT
X'+ px+gq J ®4pxtgq

kujutatakse kahe osamurruna nonda, et esimese lugejaks eralda-

kus ¢ ja ¢, on nimetaja tuletise 2x 4 p eraldamisel vdimalikud esinevad
konstantsed suurused. Edasi voime kirjutada

J= o [ gaig deees /;x+a i

x+a
x+a)+1

= ¢ In (22 + px  g)+ 25 2arctan w;i:f)—j-c,

=c11n(x‘-’+px+q>+”‘”2[

3. ndide.
6x —1
—
F SO P T o

121



Vorrandil

2 —92%4+5=0

ei ole reaaljuuri, sellepdrast kirjutame

122
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Ulesanded.
x*dx w41
1) J o 10 [
2) Qd 1 Roanved%
1 ) x*—4x-+4
—3x—4
3) [ e
1 ) 9+ 6x+1
RS el
4B x 13) f——dx
¥ 2
f PRI J x*—6x-+4 10
Ftx—27" 14) dx+2:.
6) . o 0 x4 4x+8
x“—6x—{—5
15) SR, consd. S 54
x* -7x4 18 ﬂ—u+m
v TR Eor TN ol M oo dx
x*— 3x -+ 2
P " 2 4 2500
8) !f—x-’—_—l —dx s Q[ x2+10x+50dx
4x —5 382"‘—{—28"
9) e 174 b RN
1" B P 1

: 2x— 2+
6x —
PL9x 45 +5 3f — 2x +5
2x — 2
o ) [

x—l)

=31In (@ —2x45) 4+ f(x_l

— 3 In (x* — 2x + 5) +§arc tan (ﬁ—Q——)-l—c.




§ 29. Ringi-integraal.

Ilmutades ringi vorrandit
X4 yr=r2

y=Jr—x.

Selle funktsiooni integraali
f]/r2 — x%dx

lahendus aitab kaasa paljude irratsionaalsete funktsioonide inteegrimisele.
Mirgime

v-i suhtes saame

XISl
siis
dx=1rcos a da

kus o on uus muutuja. Meil on teada, et x-i piirvéértused on +rja sina
piirvddrtused on -1, selleparast niisugune asendamine on ikka vdimalik.
Voime k1r]utada

SV —=xdx=/)r*— Psin’a.rcos @ do. —

=r2f)1 —sin%- cos a do. = r* [ cos®a du —

1 -+ cos 20 1l 2nei D0
f + & == sest cosa :V_l e (;os 2'1;
—C[fda+/cos 2a da| = kil ==z sl = © ja

-l S 3 >

sm2a Fosz ol sin z_sinQa.

[ w et Cl] 4 Y ks g
2 & sest sin 2a =2 sin a cos ¢ =

= glarc sin(%() +72]/r2_ P c,] - AT
r Sl S
éarcsm( )+2]/r2—x2+c :27]/1‘;&:75]/’2—)62

Sellega ringi iildine integraal on

A B AL, 2
Lfl/r“’ — a? dx::% arc sin (—?) - %Vr2fa;»2 -+ e.
Kui meil on ellipsi vorrand
x2 y2
P R ks
ehk

b 2 2

y:ZVa STy
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siis vOime ringi-integraali pohjal kirjutada elliptilise integraali

by ———> b - b[a? %
—Va2 2 sl 3 2 2 —_— & i i
1[.a]/a xdx_aﬂa xdx_a[Qarcsm(a)—}—
e NSO ab i X bx s
+ 51— o |= Faresin(7) + g V= +-

1. ndide.

2
xtdx Cylig

J Yot =
0
Mirgime siin (ositi inteegrides)
i siis du=— dx,

PR e v=—Va*—x*; (§ 20, 3. niide)
l/a2 i x2’

voime Kkirjutada

a a
2 e
f—ix—_z —x)a=%F —f-[ a® — xtdx=
. Va’—xz 0 .
0 0
= e T g SO x) X Vs—|
= —»x]/a — X 0—{— ~2—arcsm(; —{—Q-Va — x* 0:
5 TR : (x) X y—5—-o|"_ ma
= 2arcsm z —{—2]/a —x 0_—4—.
o 2. ndide. Leida ellipsi
x2 y}i
atpE=!
~ 0 i pmd
Inteegrides 0-st kuni a-ni saame vee-
rand ellipsi
¢ b i
b L TR
67. joonis & a Va :

pinda (67. joon.). Kasutades ringi-integraali ja korrutades neljaga saame
ellipsi pinna véirtuse

a
S=— Ja*—x dx=— | o-arc sin (> -|-§]/a x
0

a
= nub.
0
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Ulesanded.
2 2
1) Leida ellipsi ;‘_6 +%:1 pinna osa, mis asub ringis x? - y2— 25,

2) Missuguse osa hiiperbool xy =4 lahutab ringi x2 4 y2 =25+
pinnast?
3) Kui suur pinnaosa asub kdverjoonte x?— y?— 22 ja =—ay
vahel ?
4) Leida ronga maht, mis saadakse ringi (x — a)®+ (y — b)?=
poodrlemisel imber x-telje; oletades, et b=>r.

2 2
5) Leida poordkeha maht, mille moodustab ellips x—z -|-JL_—_1
a b®
podreldes iimber sirgjoone y = d; oletades, et d = b.

§ 30. Rektifikatsioon. \x

Olgu funktsiooni
y=r(x

geomeetriline kuju 68. joonisel. Votame kdverjoone kaare 4B =—s ja
katsume leida ta pikkuse.
yofix) Tombame punktidest 4 ja B ordi-
naadid 44, ja £B,, millele vastavad abs-
tsissid x=a ja x=10. Kui loeme punkti 4
konstantseks kindla x —=a juures ja monda
teist punkti C, koordinaatidega (x|y), muu-
tuvaks, siis muutub ka kaare pikkus, kui
kasvab v0i kahaneb argument x, s.o. kaars
on argumendiga x funktsionaalses olenevuses:
68. joonis. ta on mingisugune x-i funktsioon. Meie
peame antud funktsioonist y—Ff(x) leidma
kaarefunktsiooni, mis méadraks dra kaare s pikkuse
Kui punkt C on koverjoonel piirkonnas A-st kuni AB-ni vabalt voetud
ja argument x kasvab 4x-i vOrra, siis muutub ordinaat 4y-i vorra ja sellega
iihtlasi ka kaar viikese kaare osa As vOrra mis nimetatakse kaarekasvuks
ehk kaare-elemendiks.
Kaare elemendile 4s vastab kodlupikkus

s Vi ABY
VAx2+"y2:l/l+(% 307 b

Kui kaare s pikkuse jaotame kaare-elementideks, siis
xX=20b
S:E as,
X=a
mis on kaare-elementidele vastavate ko0lude summa piir, kui nende arv
16pmata kasvab. Kodlude kahanemisel ja nende arvu kasvamisel voib
nende summa saada kaarele s nii ligidale kui meie iganes soovime.
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Sellega kaare s pikkus on piirvéddrtus, millele liheneb I6pmata kahane-
vate kodlude summa, kui nende arv l0pmata kasvab.

Tdhendab, kui
4x—0, siis § 17. pohjal vdime kirjutada
b b AT B . '
X= Xe== 2 2
s:Eds: lim l/l —{-(%—y Ax::f'/ 1 —}—(Z—y gx-
X=8 Ax»ox:a " ; X,
y ' Sellega kdverjoone y# f(x) pik-
ES s S s pa s B kus piirides x—=a ja x=25 on
aEEeaEE s, V (@)2
::Yrr i i siiiissaasaan: saeasiy +F : . _f 1 + (’.L’ dw
i e a
o i PN ehk lahidalt
H e e ‘b
Ko TEmEAE e s =fV1+p*dw,
V-{_glx 53y e
i i H |:E ég H S5ss s HE Lf a
: i %% : i kus p:%. See on n.n. Kkaare-
£ i : integraal.
: i e o Niisugust kdoverjoone kaare
m . it e pikkuse arvutamist nimetatakse
rektifikatsiooniks ehk Kkover-
69. joonis.

joone sirgestamiseks.
1. ndide. Leida kdverjoone

Yo 'g ~+ 2% 5 >
pikkus ;;iirides x=—2>5 ja x=2 (69. joon.).
Siin
ja kaareintegraal i i
s=[VT+p*de=/T+ v+ 2 ax. :
Tdhistame

ool 2 = o 8liS dx'=dz:
siis 2 =x+2=4,
y X=—05,siis s=x+2=—3.

phiridst lail x =22,
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Sellega integraali védrtus on (§ 27, 5. niite jirele)

3 sin (arctanz) 1 arc tan s
. —fvl R 2cos? (arc tan z) ln [t ( )]

097 11 0,049 1
= (o117 ?ln0,113)—-( ————— ” 5172)_

= 8,3 4 1,09 + 4,745 4 0,872 ~ 15.

—3

2. ndide. Leida kdverjoone
y=2" -

2
<

T

E&:i

pikkus piirides x=—2 ja :
x =23 (70. joomn.). i
Funktsiooni tuletis ' it

X

p= e? : Hi
ja kaare s pikkus : ;

B e e .

Téhistame :
et s= g slis eX i —"dz et
n #
] de . ds
\ dx = 7 '? 5

piirid: kui »y=28 sl st =,
x="=92"5iis e—ex—et

70. joonis.

»

Paigutame saadud véirtused kaareintegraali

e3
dz f 1—|—<,
8= 1 —= e ==
c[V +2 Z . ZV].-*—J
o2 el
e3 es
f ds dz
Y1z J V1=
e—2 e—2

Esimeses integraalis tihistame

2du

siis d3=—"—u—3—,

g = —
u*’
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1

r::ﬁ'
]/z

voime kirjutada (kasutades § 25, 12. ndidet)

piirid: kui z=¢3, siis u =

1
kui z= 2 S8 4= —

1

s S n%
Z u eVe
:Z—Q e 2 l 4
szH-z G 1/u2+1 el :
e_'! e

Teises integraalis tdhistame
1 4+ z=1? siis dz=2v.dv;
piirid: kui z=2¢3, siis v=)1+2z=)1+4¢,

e L
v_]/l —{—z_——e——,

» zz_;zr »”

asemele paigutades saame

e Vigd l/1+e3
]/l + "I f ;

V1+e9
giA 1+e
Sellega kaare s véirtus on
Vite PR
e'l/e | 1
1n(u+]/u2+1) v =—2In{—=4|5+1)+
Viid e]/e e

+2m e+ VAT +2yiFe— 2 IE

— 0,434 3,45+ 9,16 — 2,14 = 10.
Ulesanded.

1) Leida kdverjoone y — x® kaare pikkus piirides x=0 ja x=2.
2) Leida koverjoone y—2 —x? kaare pikkus iilevalpool x-telge.
3) Leida koverjoone 2y — 2 — x? kaare pikkus piirides x=—3
jadse=il.

4) Leida kdverjoone y— In sin x kaare pikkus piirides x_gj :g-

5) Leida koverjoone y*>—4x® kaare pikkus piirides x = —1
jax=4 x i

6) Leida kdverjoone y—=e® — e 2 kaare pikkus piirides x = — 2
jax =2

7) Leida koverjoone 9y*> = x (x — 3) kinnise osa pikkus.
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§ 31. Komplanatsioon.
Kui kdverjoon

y=7x

poorleb {imber x v&i y-telje, siis moodustab ta podrlemisel kumera voi
nogusa pinna — poodrdpinna. :

Oletame, et kdverjoon y= f(x) pdodrleb iimber xtelje ja moodus-
tab poordpinna, millel esineb nii kumer kui ka ndogus osa (71. joon.).
Votame kdverjoone osa AB ja katsume leida temast moodustatud poord-
pinna P suurust. Punktidest A ja B tdmmatud ordinaatidele AA, ja
BB, vastaku abstsissid x=a ja x=0b Kui loeme ringjoone, mille
punkt A moodustab poéorlemisel iimber x-telje, konstantseks kindla
X=a juures ja mone teise ringjoone, niit. selle, mis punkt C,
koordinaatidega (x|y),
moodustab poorlemi-
sel iimber x-telje,
muutuvaks, siis muu-
tub ka poordpinna
suurus, kui kasvab
v0oi kahaneb argu-
ment x. Sellega p66rd-
pind P on mingisu- x
gune x-i ffinktsioon.

Meil tuleb leida . :
antud  funktsioonist Gbi
y=f(x) niisugune 1y
funktsioon, mis v®oi-
maldaks poordpinna P
suuruse  midramist. 71. joonis.

Kui punkt C on ko-

verjoonel piirkonnas A-st kuni B-ni vabalt vOetud, siis, lastes argumenti
x kasvada 4x-i vOrra, muutuvad ordinaat ja kaar vastavalt Ay-i ja As-i
vorra, ja sellega muutub iihtlasi ka poordpind viikese poordpinna osa
AP vorra, mida nimetatakse pOoOrdpinna-kasvuks ehk poOordpinna-ele-
mendiks.

Poordpinna-elemendile AP vastab tiivikoonuse kiilgpind

w(y+y+ay)laE T A?:n(2y+4y)]/1 + (%)z Ax.

Kui podrdpinna P jaotame elementideks siis

y

y=f(x)

X=0

P:EAP,
xX=a

mis on poordpinna elementidele vastavate tiivikoonuste kiilgpindade
summa piir, kui nende arv 16pmata kasvab. Sellega vOime poordpinna
" P suurust vaadelda, kui piirviirtust, millele lidheneb tiivikoonuste kiilg-
pindade summa, kui Ax —0
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Tédhendab

Ioits 2 AP = 11m 2 T (2y + Ay) V;—@Tzlx =

=1 :
s Ay .
==ralig 2w l/l — ) 4ax 11m nl/l Ax o Ay =
Ax—»og g ot (“x) o Eg + Ay—>0

_an‘/1+ dy dx+nﬂ/1+( )dx _Qrf]/1+(dy) dx,

a

Sellega poordpinna suurus piirides x—a ja x==5 on
b 4 b [gdos o
l 2
P.:27cfy [/1 +(LQ) axzznfyl/l + p*da.
. dx .
a a

Niisugust poordpindade suuruse
i arvutamist nimetatakse kompla-

iz
FEHEH

natsiooniks.

1. ndide. Leida paraboloidi
pind, mis saadakse parabooli

B
- =g

poorlemisel iimber x-telje piirides
0-ist kuni 4-ni (72. joon.).

Parabooli vorrandit
Y=l V;
differentsides saame

e i
e

Kasutame poordpinna vale-
mit ja inteegrime selleks médra-
Sl tud funktsiooni piirides 0-ist kuni
72. joonis. 4-ni, saame

4 4
Pt 2% f?]/}-l/l -+ i—/—dx:47tf]/l+xdx.

W 0
0
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Téhistame siin
1 9= " e SN

piirid :

kui x=0, siis z=]14+x=1,

Sk ]/ 1 4x= ﬁ
Asetades vdime leida paraboloidi pinna

V5 V5
__47rf]/1-f—xdx_4ufz 2zdz——8*fz‘dz—

n X=4,

z l
=~ 85 1
el
2. ndide. Leida ellipsoidi pind.
Ellipsoidi saame ellipsi
x2 y2
21TE=
poorlemisel {imber x-telje (73. joon.).
Ellipsi vorrandit
ZEVE:E
. ; 73. joonis.
differentsides saame
s bx
Fot a l/a‘ X2

Inteegrides antud funkisiooni piirides 0-ist kuni a-ni saame pool

ellipsoidi pinda.
2-ga, siis

Et saada tervet ellipsoidi pinda, korrutame integraali

b2 x2
P=2. 27:f V —«x2 V 14+ ——- =i e
: VT WA | 5 R g o2
:4ﬁjb]/a x ]/a;wiAx +bxdx:
a) et — &2

0

! 4wb
s

g%

a
2E0 (Vo — (@ — ) at dx =

4rb

[Va“ c x”dx
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sest a2—62=c2, kus ¢ on ellipsi lineaarne ekstsentrisus. Viimane inte-
graal on ringi- -integraal, kus r-i asemel esineb @ ja x-asemel cx. Tarvi-
tades ringi- mtegraall vddrtust voime klrjutada

_41'cb [}/a‘4 A dx——f]/a“ (cx)?d (cx) =
_4rb ‘ 5 are sin (&) o ]/a4 c2x2 :
_4‘mb —arc sm( )—|- i Ja* — c~a2]—

(4 ca
[; arc sm 7) -+ % ab] =

27a 0 4
—C— arc sin (7) + 27be.

Ulesanded. i
1) Leida poordkeha pind, mis saadakse kdverjoone y=2¢® poor-
lemisel iimber x-telje piirides x—= — 2 ja x=2.

2) Leida poordpind, mille moodustab sinosoidi iiks haru p&oreldes
iimber g-telje.

3) Leida ronga pind, mis saadakse ringi x* 4 y*>=r? poOorlemisel
iimber telje y =10, kus b6 =>r.

VI peatiikkk. Joonte kdoverus. |

§ 32. Joone koverus ja koveruseraadius.

Ringi koveruseks nimetatakse suhet
a
_s"

kus « on kesknurk ja s on temale vastav kaar,
mille viddrtus radiaalmdddus on
s=2gir
Paigutades s viidrtuse eelmisse avaldisse
saame ringi koveruse kujus
74. joonis. a 1

I e i

kus r on ringi raadius (74. joon ). Ringi kdverus on vastuvdrdeline ringi
raadiusega. Mida vidikesem ring, seda suurem ta koverus, ja iimber-
poordult: mida suurem ring, seda viiikesem koverus. Ringi raadius on

konstantne suurus, sellega on ringi kdverus igas ta punktis muutumatu
suurus.
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Kui meil ei ole ring, vaid mdni muu kdverjoon, siis on sellel kdver-
joonel igas punktis isesugune kdverus. Kui vdtame koverjoonel mingi-
suguse punkti, teame, et libi selle punkti on vdimalik kujutada miira-
mata palju ringe, mis puutuvad kdverjoont selles punktis. Et moota
koverjoone koverust selles punktis, selleks on tarvis votta kdigist neist
ringidest see ring, millel on kdverjoonega antud punktis kdige rohkem
iihist, see tdhendab: tuleb valida niisugune ring, mis liheb l4bi antud
punkti ja iihtlasi ka 14bi kahe teise punkti, mis I6pmata lihenevad antud
punktile. See on n. n. kéverjoone jgOverusering antud punktis.

Olgu iildiselt funktsioon

y=s(x),

mis kujutab mingisugust kdverjoont (75. joon.). Votame sellel kdver-
joonel mone punkti A4, mille- koordinaadid

olgu (x|y), ja punkti A {imbruses mdne N
teise punkti B, mille koordinaadid on siis
(x+ dx | y+ Ay). Joonestame neis punkti-
des puutujad 7 ja 77 ning normaalid N
ja N;, mis Idikuvad punktis K. Punkt K
nimetatakse kaare 4B koveruse keskpunk-
tiks. Nii puutujad, kui ka normaalid moo-
dustavad enda vahel viikese nurga da; see
on n. n. keoldumisnurk. Mirgime kaare A5
pikkuse 4s-ga ja normaali 4K pikkuse r, -ga.

\d + 8t

Voime kirjutada L '*' R ‘
e . [ :
*= 40 ] TK S e 75. joonis.

: g i3

kus r, nimetatakse kaare 45 keskmiseks koveruseraadiuseks ja ;- kaare
k

AB keskmiseks koveruseks.

A * o
Punkti B lihenemisel punktile A liheneb :I_rj_ piirvddrtusele; siis

koveruse keskpunkt K nihkub edasi ja kaare BA keskmine kdveruseraa-
dius r, omab 10plikku viirtust r.
Tahendab

As

As Ax

"= 42" 4a

Ax

ja

lim ¥, &
: N T
s R L e
- Ax—»OZ} dx

__r’
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kus

on koverjoone koverus punktis 4.

Raadiusega r joonestatud ring nimetatakse punkti .4 koOveruse-
ringiks.

da. s
— arvutamine:
dx
punkti 4 koordinaadid on (x|y); funktsiooni tuletis selles punktis on
dy __
i tan o,
kust g
et dy
¢ — arc tan dx
viimast x-i suhtes differentsides saame
d’y
do 1 " ( 1 (E“

dx WAL CgE (dy) dx“ (dy 2’
L+ Gl L+ s

ds :
— arvutamine:
dx

kui As on viga viike, siis maksab ligikaudu vordus
el e V_ (Ay :
e e 2 2 gl ¥ o S
s=Yar £ 47,  =|1+(F);
piirile minnes, kui A4x—>0, siis 4y >0 ja 4s— 0 saame
lim — = lim Vl - (
Ax—»OAx Ax >0 Ax
T dy\?
a}—Vl by
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Tédhendab

_& @ b @F

dx P dxz
dy)2
1_{_(afx
ja a
i i’ﬂ e e
X X 4HH st "':_ i
r

x
L@
ehk N il >
it ARG !
o (l + p2)3 ja .‘“;T!-” = :ﬁ;_ e - - i : s
q e iRt e B e SR SR R
ST
bt ool w
g i P} e Nkt A
T+ Lo SR O P
kus ‘B ERL T RN (il
a ”1 LD AT
E 'A_ i |‘I :\__g
p:_y a q:_y T T = ;
dx dx?® 1 JAL ! i i
i S % :E: N:-g ? + i ] facy ‘ OL --ﬁ!«!
Kui ¢=0, siis r—>co ja SEEE A e i ;HL:_ et it
b T Y i T

17:0; sel juhul funk-

76. joonis.

tsioon kujutab sirgjoont
v0i koverjoone punkt on kiddnupunkt.

——

1. ndide. Leida kdverjoone
Y=o,
kOverus ja koveruseraadius punktides
a) x=—2, b) x=0 ja ¢c) x=1(76. joon.).
Siin
p:—_ex ja q:ex.
Punktis A, (x=—2):
3 3
R [(1+e“>?] (e YT (00189 _
setier ok o TR

5
2

e e‘z Y O 135 -

X=—2

8
(1,0182)
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ja

Punktis 4, (x=0):

2 [
,:[(1_+fxl] =0 _oyg~ 088
e

x=0

ja

e
—=
Punktis 4; (x =1):

= 23
,:[Qii] :% ~ 8,94

x
e
x==1

ja
1 1

7:—8’9—4z0,11.

Joonestades normaalid N,, N, ja N, vbime mirkida kOverjoone p=it &
koveruse keskpunktid K, K, ja K, punktide A, 4, ja A, subtes.
2. ndide. Kas ellipsi kaart AB (77. joon.) on vdimalik sirkliga
joonestada?

Et ellipsi kaart AB vdoi monda ta osa vdiks sirkliga joonestada,
selleks peaks kaare AB modnedes punktides olema iihesuurused kove-
rused ja jdrelikult ka vOrdsed kOveruseraadiused.

Ellipsi vorrandit

? el
¥ =5 gVa” 71
! differentsides saame
e i bx ab
P2 T - —n
kus niiiid ellipsi kOveruseraadius

3
77. joonis. e (1 —|-p2)E R Cotted x?) Va“ —
55 ¢l -7 atb 3
millest ndeme, et kui x muutub vahemikus O-st kuni a-ni, siis muutub

2 2
. ka ellipsi koveruseraadius r pidevalt %-st kuni .b—a-ni. Sellepdrast on

kaarel AB igas punktis isesugune koveruseraadius ja jdrelikult ka ise-
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sugune koverus. Punktis A (niisama = 7 S s
punktis A,) on ellipsi kdverus kdige S e ) e i

suurem, S. 0. 2?? ja punktis B (samuti

punktis B,) — kdige vdikesem, s. o. a%- e !

Tdhendab, sirkliga joonestada kaart EiEd
AB vbi mdnda ta osa ei ole vdimalik. i -

Markus. Ellipsi kaare 4B ko-
veruseraadiuste keskpunktid
asuvad sellega pideval ko-
verjoonel, mis nimetatakse
ellipsi kaare 4B evoluudiks.

AT

AT

Ellipsi
x2 yZ
— o =1
16 " 9 : 78. joonis.
kaare 4B evoluut on kdverjoon 4,B,
(78. joon.). :
Ulesanded.

1) Leida kdverjoone y = 2¢* koverus ja koveruseraadius punkti-
des 8) 2==0 b) x =1,

2) Leida sinusoidi kdverus ja kdveruseraadius punktides a) x:g,
B) =T

3) Leida parabooli y?= 2px koveruseraadius punktides a) x =0,
b) X =p.

4) Kui suured on koverjoone y — x® + x* — x — 1 maksimum- ja
miinimumpunkti kdveruseraadiused ?

5) Missuguses punktis on kdverjoonel y=x2— 6x- 10 kbdige
suurem koverus?

6) Missuguse x-i vddrtuse juures on kdverjoone y = x® koverus
kdige suurem?

\ \ § 33. Koveruse keskpunkti koordinaadid.

Koveruse keskpunkt antud punkti suhtes asub normaalil jai on {iht-
lasi selle punkti kdveruseringi keskpunkt, mis asub kdverjoone ndgususe
poolel.

Votame koverjoonel y=f(x) (79. joon.) mdne punkti 4, mille
koordinaadid on (x |y), ja punktist 4 tommatud normaalil N kdveruse
- keskpunkti K, mille koordinaadid olgu (X | V).
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Punkti K kaugus A-st on iihelt poolt
(1 rP=X—x"+ -y

teiselt poolt

<3 4
q
ehk ( y
P
(2) koo e

ja normaali N vorrand [mis ldheb ldbi punk-
tide A= (x|y) ja K=(X|Y)] on

Y—y:——gl—()(_x) 79. joonis.
Ly
dx
ehk
(3) X——x——fi)f(y_ )= —p(Y —)
ESTSINT Fhepe TR ;
Paigutame (2) ja (3) vairtused (1)-sse, siis
' - 1 p?)?
(—p(r =P + (v —yp=0EES
ehk
" : 1 2)3 1 2)2 14-p*
-+ =0T, @Gty y= T,
ja lopuks
1 2
Y=y + _._t,_)w ¥
q
Korvaldades (3)-st Y saame
1 . 1 2
X—x:—p(y+_i;_7’__y’ X:x———p—-:p.

Nii saime koveruse keskpunkti koordinaatide X ja YV jaoks jdrg-
mised valemid

5 I 2
W= ap i phib®li iz g f R0,
a a
kus

. AT
B 1dey Tiste bty
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Nédide. Leida k6verjooné-
=2—x—x?

kdveruse keskpunktld punktide a) x=—2 jab) x=—1 ning
¢) maksimumpunkti suhtes (80. joon.).

i At SRE eied gt : _—r_z i i T
THHTT T B8 SERTETEART 1203 RO i 5
, i AT i E
T ] i ; 35350
IR R R ! i
trit i jEatsie :d: i : HE
E35s! o oS! S bRs sanes sl HAE T : H T
381 tada a2 e T afassdi
b :7 13 i s = { T
v HIHEH +H T ++ 1
o . . e
j i i ; ;
f i S e :
“l‘ig i “ KR 3! +1 tHH
| iy :
i *® H i {THT s N
A R B o
: 18 48681 i T b H
i AT : f
! i il IS Al ;
; i i ! RN i i
fhsihs a8 EARE: Tt 83 31 s
i i i
;

80. joonis.
Siin
p=—1—2xjag=—2.
Punkti A, suhtes (kui x = — 2, siis y =0)
: 2 HE 2
X:x—p#:—Q—(—l+4)%+—‘1):13,

y:y+1+” 0_|_1+(—1+4)’ s

s. 0. koveruse keskpunkt punkti 4, suhtes on
K,=(13 | —5).
Punkti A, suhtes (kui x =— 1, siis y =2)

s. 0. koveruse keskpunkt punkti A, suhtes on
K;E(O I 1).
Maksimumpunkti A koordinaadid on (— 0,5 | 2,25),
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siis i
X=—0,5,

Y=225+4 }2: , 71 i
tihendab, koveruse keskpunkt maksimumpunkti A suhtes on
K=(—0,5]| 1,75).

Ulesanded. Leida kdverjoonte keskpunkti koordinaadid :
D) x4y =r 3
f 3

. 2: i —
A g punkti x =a suhtes,
b i iy ;
3) ﬁ_le punktide a) x =3, b) x =4 suhtes.

4) Leida parabooli y— 4x®> koveruseringid punktide a) x =0,
b) x = 2 suhtes.
5) Leida koverjoone y = x® — 12x-} 3 kdige vdhem koOverusering.

VII peatiikk. Tuletiste mote mehaanikas.
§ 34. Kiirus ja kiirendus.

a) Uhtlasel sirgjoonelisel liikumisel on #rakdidud tee s, liikumise
kiiruse ¢ ja aja ¢ suhtes jirgmine funktsionaalne side

e
s. o. drakdidud tee pikkus s oleneb ajast £: ta on aja funktsioon
S :f (t)

Oletame, et materiaalne punkt liigub {ihtlaselt sirgjoont mdoodda
(81. joon ). Joudes ¢ sek jooksul punkti A, siis

Si=oct
ja t, sek jooksul punkti A,, siis
8y.5= Clis
. §: 3 £ Ajavahemikus # —¢ on drakdidud tee
e ——— B si—s=c(t, — 1),
3 . kus iihtlasel liikumisel kiirus
81. joonis. Ch—t M

0 Sengizoie

on konstantne suurus: ta ei olene # — # suurusest, sest aja kasvamisel
kasvab otsevOrdeliselt drakididav tee, s. o. nende suhe jaib muutumatuks.
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Kui aga kiirus ei ole iihtlane, s. o. kui materiaalne punkt vordsetes
ajavahemikkudes ei siinnita . vOrdseid drakdidud tee osasid, siis nimeta-
takse suhet % materiaalse punkti keskmiseks kiiruseks ajavahemikus
At ja tdhistatakse

_ A
Vk = At

Oletame, et punkt A, I6pmata ldheneb punktile A, siis A#—>0 ja

2% omab mingisugust nullist

At

8 As _ds
17——Alti-n:0 Ae — dt
mis nimetatakse materiaalse punkti Kiiruseks antud ajamomendil (ehk
antud punktis).
Tahendab, kiirus on #rakdidud tee esimene tuletis aja suhtes

v =f"(1).
Kui materiaalne punkt liigub iihtlaselt ring-
joont moodda (82. joon.), siis
3 a==0f,

iihtlasi As— 0. Sel juhul keskmine kiirus

erinevat piirvédértust o, s. o.

kus « on pdordenurk ja ¢ nurkkiirus. Siin nurk «
oleneb ainult ajast 7, sellega on ta aja funktsioon
&= 9%
Ajavahemikus < #, — t= At on pddrdenurga
suurus

o —a=c(h—1), 82. joonis.
kus iihtlasel ringjoonelisel liikumisel :
Lo e AR

T H—t At
Kui ringjooneline liikumine ei ole iihtlane, siis nimetatakse %«?
keskmiseks nurkkiiruseks ajavahemikus )¢ ja tdhistatakse
Ao
O =17
Kui At — 0, siis keskmine nurkkiirus ldheneb piirviirtusele @, s. o.
6= hm a0 g8

At>0 At dt’

mis nimetatakse nurkkiiruseks antud ajamomendil.
Tdhendab, nurkkiirus on nurga o esimene tuletis aja suhtes

6 = ().
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b) Vabal langemisel drakdidud tee

0
S= ;—gﬂ, 0
kus maakera gravitatiivne kiirendus g= 9,8 m/sek.
Kui vabal langemisel materiaalne keha jouab punkti A \'s
(83. joon.), siis " %
s = % gt 1
ja joudes punkii A, siis A
1
s = § gtl2’ :2
kust saame keskmise kiiruse ajavahemikus Af A,
1
SiinT §gt12
1
s 37 f=any § gt2 ¢
83. joonis.

s1 —s:%g(t.Q—t2):—;~g(t1+t) (b —0),

As 8 —5

1
. Rlid s t:§g(t' + ).

Kui A¢—> 0, siis £, > ¢ ja sellega

lim As lim 1 1
A0 = >t 8+ ) =58 -2t =gt
ehk
ds
s =t d_t=gt’

mis on kiirus antud momendil #, mida saaksime sarnaselt differentsides

avaldist s:%gt‘z aja t suhtes

Antud ajamomendil ¢ kiirus
=gt
ja mOnel teisel ajamomendil # kiirus
U1 —_—gtlx
siis ajavahemikus #, — ¢ on Kkiirus
% =gt — 9,
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kust gravitatiivne kiirendus

sed b S 88

T ot—t A
See on iihtlane kiirendus, kus aja ¢ kasvamisel kasvab kiirus v nonda,
et nende suhe jéib muutumatuks s. 0. kiirus omab igas sekundis kons-

tantset kasvu.

Kui kiirendus ei ole iihtlane, s. 0. kui materiaalse keha kiirus vordsetes
ajavahemikkudes ei oma vOrdset kasvu, siis nimetatakse suhet AA} materi-
aalse keha keskmiseks kiirenduseks ajavahemikus Af ja tdhistatakse

Rl 4 Av

wk___tl__,_t =
Kui A¢—>0, siis Av—>0 ja me saame keskmise kiirerrduse piirvéér-
tuse w, s. o.
(d.s)
A Av llt _ ds
_At—*oAt (lt —de’

mida nimetatakse materiaalse keha kiirenduseks antud momendil.
Tiahendal, kiirendus on kiiruse esimene tuletis aja suhtes ehk #ra-
kdidud tee teine tuletis aja suhtes

w =f"(?).
Uhtlaseks purkkiirenduseks nimetatakse mehaanikas nurkkiiruse @
ja aja t suhet 5 kus aja_t kasvamisel nurkkiirus kasvab nonda, et nende
suhe jddb muutumatuks, s. o. nurkkiirus omab igas sekundis konstantset

kasvu, sellega %—? védrtus ei muutu.

Kui nurkkiirus vordsetes ajavahemikkudes ei oma vordset kasvu,
siis nurkkiirendus ei ole iihtlane; see on keskmine nurkkiirendus aja-
vahemikus Af ja tdhistatakse

AG

oy = At'

Kui At — 0, siis
(lla
iowe APS NS T o
e O A i Ve

nimetatakse nurkkiirenduseks antud momendil.
Tidhendab, nurkkiirendus on nurkkiiruse esimene tuletis aja suhtes
ehk nurga « teine tuletis aja suhtes

o = ¢"(f).
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§ 35. Kiiruse ja kiirenduse komponendid.

a) Olgu kiiruse v komponent x-telge mooda v, ja y-telge moddda
v, (84. joon.) ja nurgad

('U, x) — a’ (FU, y) = 13,

siis'
v, =v.-C08a, v, = V-COS g,
kus
| _ ds
=
3 Punktis 4
! Ax . dx
cosg= lim —=-—,
As>0 As  ds
cos g = lim A_y_d_y
AS—’OAS ds
< ' g Asetades voime kirjutada
= . 3
8o 201707 %5 - Y .
SRl x5 ot dsi) de
84. joonis.
Sl ds dy dy
Ay dt

ja kiirus
dxx* (dy 3
g § 5 et
=i =G)+ (&

b) Olgu kiirenduse w komponent x-telge modda w_ ja y-telge
modda w,, voime kirjutada (arvestades eelmist §-i)

a(%

P Kamc S dt o B
S R A
R L dt dt2 ’

ja kiirendus

w=varTes =)/ (5) '+ ()

dt® dr?
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Ndide. Leida kuuli lennukiirus ja lennuaeg.

Olgu laskenurk @, algkiirus v, ja aeg £. Kui ei oleks maakera
gravitatiivset kiirendust g ja Ghutakistust, siis lendaks kuul sirgjoont 04
modda iihtlase algkiirusega v, (85. joon.); # sekundi jérel oleks ta punk-

tis 4 ja
A= Vof.

Sel juhul on kuuli lennu tee sirgjoon
ja punkti 4 koordinaadid oleksid

OB = 04 cos a = v,t cos a,
AB = 04 sin a = vt sin a. 'y

Maakera kiilgetombe mojul on aga x
kuul ¢ sek. jarel punktis C, mille koordi-
naadid olgu x ja y, siis saame 85. joonis.

OB = x = v,t cos a,
CB =) —a.f Sin a—%gt“,

kus x ja y, nagu ndeme on aja ¢ funktsioonid.

Differentsime molemaid aja ¢ suhtes, saame kiiruse komponendid x

ja y telge mooda

dx

E:’Uo COs 4,

d :

%:vo sin o — gt.

Neid védrtusi kiiruse valemisse paigutades leiame

v (‘fi_’i)g+ (‘%)2 i ]/(vo c08 @)+ (v, Sin a—gt)} =

= |/v,® cos? @ + v,* sin*a — 2v, gt sinz + g2 =

= |/ vy® (cos? a -} sin*a) — 2g (v, sin —%gtz) ==
ot l/’uo2 — 2gy.
Tdhendab, kuuli lennukiirus

v = |v,? — 2gy,

mis oleneb algkiirusest ja lennukdrgusest.

Kui y =0, siis v=1v, s. o. alguspunktis O ja 16pp-punktis D on

kuuli lennukiirused vordsed.

10
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Maksimumpunktis 4 (86. joon.) on kiiruse vektor perpendikulaarne
y-teljega, sellepdrast on kiiruse komponent y-telge modda O, s. o.

dy

5 y

—_— = g — =

4¢ — Yo Sin gr=1
kust ¢ ; A

Py Up SIN 2 :
g X
See on kuuli tdusuaeg. Tiis lennuaeg on b *
2v,sin ¢
Ut e —23— . 86. joonis.
Ulesanded.

1) Leida kiiruse ja kiirenduse komponendid iihtlasel ringjoonelisel
liikumisel.

2) Keha liikumine tasapinnal siinnib valemite x—=a cos? ja y=a sin®¢
jirele. Leida liikumise kiirus ja kiirendus.

3) Vilja arvata lendjoone kdige kdrgema punkti kOveruseraadius,
kui kuul lastakse 30° nurga all algkiirusega 500 m/sek.

4) Punkt 4 liigub sirgjoont moodda, kusjuures ta kaugus s monest
teisest kindlast punktist B viljendatakse valemina s—= af® 4 b¢ 4 c¢. Punkt
A hakkab liikuma punktist C, mille kaugus punktist B on 1m, iihe se-
kundi liikumise jdrel on punkti A4 liikumise kiirus 0,14 m/sek ja kiirendus
kolmanda sekundi algul 0,48 m/sek®. Leida liikumise seadus ja ta graafik.

5) Harmooniline vonkumine siinnib valemi s= asin (21': T) jérele,

kus s on vdnkumise tee, a amplituud, # aeg, millest oleneb vonkumine,
ning 7 terve vOonkumise aeg. Missugustel aja momentidel omab kiirus
ja kiirendus maksimaalset v0i minimaalset vddrtust?

VIII peatiikk. Read ja nende rakendused.
§ 36. Ridade koonduvus ja hajuvus.

Olgu meil muutuv suurus x, mis omab véértusi
st e
Moodustame neist uue muutuva suuruse neid jirk-jargult liites
i o
8= X o X,
AR e T
§, = X, W4 X

...............

......................
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Nii saame me muutuva suuruse s, mis omab viirtusi

S8

4 o, O 3

By eel's n
Kui » on 15plik arv, on ka rea summa
Xttt N4 fii4
1oplik arv. See on 16plik rida.

Kui 7 —> oo, s. 0. kui rea liikmete arv Idpmata kasvab, siis nime-
tatakse rida l0pmatuks reaks ja kirjutatakse

lim s=1lim (x, +x5,4+x+...+x)=x+x+x+...

n—>oo n—>0o0o

Lopmatu rea liikmed vdivad kasvada voi kahaneda. Esimesel juhul
nimetatakse teda l0pmata kasvavaks ja teisel juhul — lopmata kaha-

nevaks reaks. LOpmata kasvava rea summa on ikka 1dpmata kasvav
suurus. Kuid 18pmata kahaneva rea suhtes vGib esineda kaks juhtu:

a) rea summal on 10plik véirtus, tal on kindel piirvidrtus s,
millest ta suuremaks ei vbi saada, s. o.
lim s =7;
n —>oo

b) rea summa on lopmata kasvav suurus, tal ei ole 16plikku piir-
vidrtust, ta vOib suuremaks saada igast kui tahes suurest etteantud ar-
Sast. Si-0.

lim s =oe.
n —> oo

Esimesel juhul, kui rea summal on Iplik piirviirtus, nimetatakse
rida koonduvaks reaks, s. o. rida koondub. Teisel juhul, kui rea
summa ldheneb oo-le, nimetatakse rida hajuvaks reaks, s. o. rida hajub.

Kui koonduva rea liikmete summa piirvidrtus on s, s. o.

s=lim s =lim (x, + 5,4+ x4+ ...+ x)=

n—>oo n —>oo
n-—>»0o0
= — /)
=5 tN4tEAt.. = 2[ X,
n=1
siis nimetatakse arvu s rea summaks ja
n-—>oo
e A0 £ O A R 2 X,
n=1
reaks.
Votame eksponentrea
l4+x4+x2+84F...

ja uurime, missuguse x-i vairtuse juures ta koonduks vdi hajuks.

£
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See on geomeetriline rida; ta summa

ey e AR A SRRV P 3 S s Se
n—»oo n-»oo T
a) Kui| x| <1, siis x»+'>0 ja
g ehtasi] 1 Z
s=_Jim = ;
N wal, X4

on 16plik suurus. Sel juhul rida koondub.

b) Kui x> 1, siis x°+1>00 ja
xptle ]

s =i

=00,
nsoo X1

s. 0. rida hajub.

¢) Kui x =1, siis avaldisel

y Ui ]
g= _lim o
n—»oo x—1

selles kujus pole motet ja tuleb arvutada teisiti; nimelt
s= lim (14+x4+ x4 x34x44.. —}—x“)——1+x+x2+x3+ =
oo =1414+14+14+1+.
s. o rida hajub, kui x = 1.
T#dhendab, 16pmatu geomeetriline rida
1+x+4+x24+x34.

koondub, kui rea teguri ¢ véirtus peitub vahemikus 0 < ¢ <1, ja hajub,
kui rea tegur ¢ = 1.

1. ndide. Kas rida
y el Bl
l+§+§+z+g+' ity
koondub voi hajub?

See on n. n. harmooniline rida. Teda vdime jérgmiselt arvutada:
30 1 | 1 1 1 1
(1+g+g++g) (ot o) (oo o1 Hage) T >

9 9 9 9n
>m+m+m+“'—— lim - =00,

n_,oolO
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sest et

1 TR

1>16 10~ 100

oy i3

7>ﬁ 117100

T iy

510 99~ 100
1 i g gF i ] 90 9
l+§+'"+9—>ﬁ’ m+ﬁ+--~+®>m—mv

1
100~ 7000
1 1
m> 1000

Rl
999~ 1000

o0 9 .

1oo+101+ +999 000 —10° ¢

Tdhendab, kui vihema rea summa — oo, siis liheneb seda rutem
harmoonilise rea summa oo-le, s. 0. harmooniline rida hajub.

2. ndide. Kas rida
1 e
bt g chgert et
koondub v&i hajub?

Kui- selles - reas " vOtta k=1, siis saame harmoonilise rea, see on
eelmine niide.

Vaatleme ,juhtusid, kui 2= 1. Arvutame analoogiliselt eelmise
nditega :

(! +2k+3k+ +91‘)+(10k+ +99k)+(100k b 999k)+ i

K v 10k—l+ 102(_1;—1) = 105(1(—-1) B il
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sest et

e
1 =1 10— 10%
: y 2oy
<1 1T ok
Nt oy
<1 12% T0%
; kit
9k<1 @<10k
? : GENN SR
I get+ <9 | joet it T ov< 1or = 103
“haag
100% — 100%
g
[01% ~ 100
1 1
1025 <~ 100%
o
999% < T00%
900 9

100k+101k+ 'T999k<100k 10260

See on Iopmata kahanev geomeetrllme rida teguriga 2

g mille
summa 3
g== <y
T3 1
b =
b Al
a) Kui k>1, siis 1 on 18plik suurus, mis peitub vahemikus
e 1051
9=ls<<10;

k kasvamisel s laheneb 9-le. Sel juhul rida koondub.
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g

b) Kui k<1, s. 0. 1>k —oc, siis, 1 on Ioplik suurus,
10!

mis peitub vahemikus
—9<s<0;
sel juhul samuti rida koondub.

§ 37. Taylor’i ja Mac-Laurin’i read.

Olgu meil ratsionaalne tdisfunktsioon
f(x)=a,+a,x+a,x*+a,x*4... 4+ a x*,
mis kujutab 16plikku rida.

Kui anname x-le kasvu Ax, siis

fx+dx)=a,+ a, (x + dx) + ay (x+ 4x)* 4 .. . + @ (x + 4x)"»

avades sulud ja' korraldades liikmed 4x-i astmete jdrjekorras vGime
kirjutada % :

fx+axy=la, +oax+a,4a,x*tax*+... 23 +
+ [a, + 2a, x + 3a,x% + 4a,x®+ . . . +-na, x" - 4x +

+[a, 4 3a,x + 62,524 10a,x° + ... 4 n(;t—21)

+ [+ 4axc+ 10062 4 .. +’l(”+)(‘;_2)

AR AR R R +[a, ,+nax], , -4x g
+ [an}'n-/lx“-
Sama resultaadi saame, kui differentsime funktsiooni f (x), s. o.
Ji(x)=a,+2a,x+ 3a, x>+ 40, x%+ ...+ na x>,
fr(x)=1.2a,+4 2.3¢,x+3-4a,x*+ .. . 4 (n—1)na x*
f'(x)=1 2.3a,+2.3-4a,x+ 3.4.5a 2+ ... +(n—2)(n — 1) na, x"",

anxn-2j2~dx2—|-

ax" "], Ax® +

.........................................

f"Px)=1.2.3...(n—1)a,_, +2-3.-4...(n—1) na,x,
I'¥%x)=1.2.3" .- (a=1)na,,
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kust

S
[ -
| By
—f!!/(x)
[ k=123

Paigutades need véirtused eelmiste asemele saame

fe+ 40 = £+ 7 (x4 LD a1 70D o LS00

n!

Kui meil on 16pmatu rida
f(x) =a,+ a1x + agx? + a3 . . -,
mis koondub, siis

f(x+ dx)=f(x) 4 (x)dw+ ”(w)/’ 2+ "'(“')A s+

nimetatakse Taylor’i reaks.

Kui Taylor'i reas mirgime x =0 ja 4x =x, siis vdime kirjutada
selle rea kujus
Ill(o) N!(O)

@) =10 +1rOx+ LR xr Ty

mida nimetatakse Mac-Laurin’i reaks. Mac-Laurin'i rida vdime tarvi-
tada funktsioonide ridadeks arendamisel.

1. ndide. Arendada reaks f(x)=e*.
Selle funktsiooni tuletised on

fO=f@=f"@®==fO@)=...=¢,
millest, pannes x-i asemele 0, saame ‘
FO=FO=f" )= -=fO0)=...==1.

Paigutades need vidrtused Mac-Laurin'i ritta

Ky = f(0)+f'(0)x+f"(0> 2+f"'(0) - oot
saame

x2 )C3 x4 x5
it o T TV Sl
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Olgu selle arendusrea iiksikud funktsioonid
fix) =1+ x,
xZ
Liley=1 +x+~2«,

3

X X
fs(x)=1+x+—2—+?,

3 4
fi)=14 2428 24

ja nende védrtuste tabel

PR e icewEen e Rl R S
i@ | —1 | IEES R S R
L) ‘&G | b (88 1 |05 'L (.38 % | a5
fo(x) |=12,33,—5,67] —2 |—0,33| 0,33 | 1 | 267 [ 6,33 | 13
fux) | 1467 5 | 1,38 | 0,33 | 0,38 | 1 | 271| 7 |16,38

. mille jérele o; 87. joonisel graafiliselt kujutatud nimetatud arendusrea
iiksikud kdverjooned, mis jédrk-jargult 1dhenevad kOverjoonele y = e*, kui
rea liikmete arv kasvab.

Kui
fix)=1+4x,
saame sirgjoone, mis puutub kdverjoont y =e* punktis A= (0| 1).
Kui

fuy=T+x+ 5

saame parabooli, mis on kdverjoonele y—e* ligemal kui eelmine sirgjoon.
Kui

=g
fE=1+x+5+7%

saame kolmanda jdrgu koverjoone, mis on kdverjoonele y = e* veel lige-
mal kui eelmine parabool, j. n. e.

Mida rohkem votame liikmeid reas, seda ligemale saame oigele
koverjoonele. On liikmete arv miiramata suur, vOime saada Oigele
koverjoonele nii ligidale kui iganes soovime. On aga liikmete arv pii-
ratud, siis nieme, et mida vihem on argumendi vidrtus, seda digem on
vastav funtsiooni véddrtus. Kui liikmete arv reas on Iopmata kasvav
suurus, siis peame iga argumendi vidrtuse juures saama dige funktsiooni
védrtuse.
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2. ndide.

87. joonis.

Arendada reaks f(x) = sin x.

kui f (x) =sinx,

g OF2 £n) = ebut
» f" (x)=—sinx,
” f", (JC) g R

f¥(x) =sin x,

................

siis £ (0)=0,

» f(0)=1,
» 7 (0)=0,
» S0 =—1,
» fP0)=0,



Paigutades need véirtused Mac-Laurin’i ritta, saame

& x3 x7 x9
sin x:x—?)—!-{-S—!—ﬂ-{-g_!_—...

3. ndide. Leida viimase rea abil sin 14° 40’ loomulik vé&éirtus.
x-i védrtus radiaalmdddus on
14°40' .
siis
3
§ = 0,002795, 5 = 0,0000009.

Jargnevad liikmed ei muuda enam sin 14° 40’ loomuliku viirtuse

viiendat kiimnendkohta ; sellepdrast arvestades ainult neid voime kirjutada

sin 14° 40’ = 0,255982 — 0,002795 -+ 0,000009 — . . . = 0,25319
ehk
sin 14°40’ = 0,2532.
4. ndide. Arendada reaks logaritmfunkisioon.
Kui votame logaritmfunktsiooni kujus
3 =173
siis ei saa tema suhtes tarvitada Mac-Laurin’i rida, sest et f(x) ja selle

tuletiste véidrtused saavad mé#dramata suureks, kui x=0. Sellepirast
votame logaritmfunktsiooni kujus

f(x)_:ln(l—}—x). \
Kui f(x) = In(l+ ), siis f (0)=0,
0= . S O=1,
1
» f” (x):_mg) ” f” (0):_1)
" vy 1-2 " R0 e
” f (x) e m’ ” b & (O)'—‘l 2’
SO = — e FO0)=—1-2-3,

1+ »°

................................

Tarvitades Mac-Laurin’i rida voime kirjutada

3 4 5
In (14x)=x— 2+§ i+%_

Selle rea abil voime leida arvude loomulikke logaritme, kui x on
viike arv, piirides —1<x<1.
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Kui votta x> 1, siis tuleks votta vdiga palju realiikmeid, et saada
~ logaritmi loomuliku védrtuse jaoks vdhemalt esimene Gige kiimnendkoht.

Kui- x =1, siis

: 1 P
In (1—{—x)_ln2_l——§—r§——z+g—--.

isegi siin reas, kui x =1, et saada Oiget esimest kiimnendkohta, tuleb
votta vdhemalt 70 realiiget. Et saada kolm Oiget kiimnendkohta, tuleb
arvestada vidhemalt tuhandet realiiget.
Et jouda rutem eesmirgile, selleks muudame rida jérgmiselt:
kui
B R g
siis, pannes x-i asemele — x, saame
oD T
In (1 —x)_—x——y—?—f——g— Sl

neid lahutades vGime kirjutada:

(42—~ =n 1T (x4 L4 £ X )
Tahistame
x=ﬁ,
S118 g
l+x=§—z—i—? ja 1—x=222%;

asetades ndeme, et

i4+%_ ., 241 =%
lnl_x__ln S =In(z+1)—Inz

ja logaritmfunktsiooni arendusrea teisendus on siis

1 1 1
ke o Pad £y [22+ it3@rir Ts@Fr T ]
ehk :

1 1 1
. 1)=1”+2[2.z+1+3(2z+1)3+5(22+1)5+ o ]
Kui niiiid z = 1, siis

1 1 1 1
ln2_1nl+2(§+3_35+5'35+7.37+ o .)_

9 1 1 1
:§(I+3-32+5-34+7-36+ = )
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Et saada selle rea abil Oiget esimest kiimnendkohta, selleks on
kiillalt ithest ainsast realiikmest, ja kolme Gige kiimnendkoha saamiseks
on kiillalt kolmest esimesest realiikmest, s. o.

2 1 1
In2 _5(1 +W+—5_-—?) ~ 0,693.
On In 2 teada, voime leida In 3, s. o.
1 1 1 1
In 3_ln2—|—2(-5——|~3.53+5.55+7.57.1_ G .)_
=0,693 4 2 (0,2 4 0,0026 + 0,000064 + - - .) = 1,098.

Kolme dige kiimnendkoha leidmiseks on kiillalt kahest realiikmest.
Sellega

In 3 = 1,098.

Liitarvu logaritmi leiame ta algtegurite logaritmide kaudu kui need

- teada on, niiteks:

In6=I1n249-113 x1,791.

Murru logarifmi suhtes vdime toimetada sarnaselt, niiteks: -
1n§_41n2—21n3~0595 Vi
Olesanded. Arendada ridadeks:
3 e D =gy Xm =il
«2; iigosx 8) y:(_lix)2 G11) y=ems
5) y=arcsinx X12) y=ecsx

6) y=arctanx ¥9) y=)T+x 13) y=—=etanx,

14) Leida = véirtus kuue kiimnendkohaga.

Leida trigonomeetriliste funktsioonide loomulikud vidrtused:
$¢15) sin 42° 6’ %17) cos 23°14’  %19) tan 20°10’
416) sin 18°18"  r18). cos 6°52' % 20) cot 56°36’.

Leida logaritmide viadrtused:

£21) In 8 23) 1n§l ¥ 25) log 8 27) log 0,25

16 1
#£22) In12 &2) Inz ©2) log9 28) log 1
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§ 38. Newton'’i ldhenemismeetod.
Vorrandi

f(x)=0
realjuuri on ikka vdimalik leida graafilisel teel. Kuid graafilisel teel
voime leida ainult ligikaudsed juurte viddrtused. Neid juurte védrtusi
on vdimalik parandada n.n. Newton’i ldhenemismeetodi abil, mis pGhi-
neb  Taylor'i real.
~ Olgu vorrandi f(x) =0 iiks juur graafiliselt leitud ja ta ligikaudne
vidrtus a.
Viga, mille vOrra leitud juur Oigest juurest x lahku ldheb, olgu
Aa, siis dige juur
X =a -+ Aa.
Tarvitades Taylor'i valemit vdime kirjutada
" a

f)=fa+da=f@+f @da+ LD ae + 7@ a4 =0,

Viga Aa on muidugi viga viike arv, sellepédrast jatame Taylor'i
reas need liikmed vilja, milles esinevad Aa? Aa® Aa? jne. ja vOtame

ainult
f(a)+f' (a) Aa =0,
millest
' g i@y
S )

kus Aa ei ole enam Jige viga.
Sellega vorrandi f(x) =0 odigem juur, kui a, on

a; on digele juurele ldhemal kui a. Et saada digele juurele veel ldhe-
male, selleks mérgime
X =a: + Aa,,
kus Aa, on niiiid dige viga, siis Taylor'i rea jérele
f(x)=f(ar+Aa)) =f(a)+f" (a,)Aa,—{—f 2(71)A012+_3(|a*])A013 +...=0.
Et Aa; on veel vihem kui Aa, siis jitame #ra Taylor'i reas jille
need liikmed, milles esinevad Aa.% Aai®, Aa% jne. ja votame ainult

f(a1) -f;f' (a1) Aa; =0,

millest
g Sn 09
i [ (@)
kus Aa, jille ei ole enam Oige viga. Sellega vdrrandi f(x)=0 veel
Oigem juur, kui a;, on
I (a)) o] I (a) __f(“l)

agzal_

j'(as_a—f'(a) .I'(al)
Selkombel edasi arvutades vdime vorrandi f(x) = O digele juurele
nii ligidale saada, kui iganes soovime.
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1. ndide. Leida graafilisel teel vorrandi — FEpefecEiga
xt—3x*+x4+2=0 - .
reaaljuured ja parandada neid New- LSk e
ton’i lahenemismeetodi abil. {
Siin ;:E::" - :
f )= — 3+ x 42, -
mille graafiline kuju on 88. joon. ja ta tuletis i {

f'(x) = 4x% — 9x2 4+ 1.

Jooniselt ndeme, et vOrrandil on kaks
reaaljuurt, mille ligikaudsed véirtused on

o=12 ja, =28 i S

i s
f e ——

i
Votame esimese ligikaudse juure a=1,2,
milles peitugu viga Aa, mis vérdub 88. joonis.
e JU2) 0.2 34120 LB
S L) MRS (LN
: 0,0896
B OB T 0,0177.

Sellega digem juur, kui @ = 1,2, on
ay=—=1.2 10,0177 =T2177.
Juure b —=2,8 suhtes olgu viga 4b, siis

R f(258) __(2,8)4 —3.(2’8)3 + 2’8A_|b_—2 R 0,4096 %
M= @B 1 0P —C AT T e MG

Sellega digem juur, kui 6=2,8, on )
by = 2,8 — 0,0497 = 2,7503.

L Teeme veel teiskordse paranduse, kus niiiid juurte a, ja b, vead
olgu 4a, ja Ab,, siis digemad juured, kui a; ja b,, on

Ay — ay +Aa1 ]a b2 —— b1 + Ab].
Leiame Ja, ja Ab,:
f(,2177) _  (1,2177)* —3.(1,2177)* 41,2177+ 2

W= — Fian T.(,2177F — 9. Q277 £ 1 — %0031
b — . J(27503) _  (2,7503)' — 3.(27503)' 4 2,7503 +2 _  1ors
RS o508 4.(2,7503 —9.(2,7508) +1 >
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Téhendab:
a, = 1,2177 4 0,0031 = 1,2208 ;
b, = 2,7503 + 0,0275 = 2,7778.
2. ndide. Parandada vorrandi
3 —3x—3=0
juuri Newton'i lihenemismeetodi abil.
Siin
f(x)=3—3x—3
ja ta tuletis

flx)=3 1n3—3. B

Sellel vorrandil on kaks reaalset juurt (89.joon.), i "E R
mille ligikaudsed véirtused on T
a=2ja b= —0,8. T

Juure a =2 viga
8. Ry
Aa:—f(2)— 3?2—-3.2—3

FO PRI
tdhendab, juur @ =2 on tdppis juur, milles ei ole 89. joonis.
mingisugust viga.
Juure b = — 0,8 viga
LS =08), - 837¥-3(—08-3_ .08 _
s f1(—=08)" E N . i
Sellega digem, kui 6= — 0,8, on

by = — 0,8 — 0,0727 = — 0,8727.

Ulesanded. Leida graafiliselt vorrandite reaaljuured ja teha iihe-
kordne parandus:

B1)x2—2x—11=0 £4) £ — 2x — 5=0
2) x*4+3x— 3=0 5) & — x —2=0"
3 —4x+ 1=0 a6 trie=ico8" e =0k
Leida graafiliselt vOrrandite reaaljuured ja teha kahekordne parandus:
X7 x2—x—1=0 9) £ =x—2
3 4
8)%+x—3:0 10) x* + 2x — 5=0.
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§ 39. Médramatud kujud.

Kui funktsioon F (x) omab mone x-i vdidrtuse juures kuju

g’ __2’ ) 00, NO} l&)

siis on funktsioon selle x-i vddrtuse juures midramatu: tal ei ole niisu-
gustes kujudes motet. Sellepidrast nimetatakse neid madramatuteks kuju-
deks. Et leida maddramatu kuju tdelist védrtust, selleks kasutame Taylor’i
valemit.

a) Olgu meil murdiunktsioon

/(%)
F(x o
=
mis x=a vidrtuse juures omab méidramatut kuju (07’ 5.0,
Y ()
%) [x=a  P(a)

Laseme x-i kasvada mdne viikese arvu 4x vorra, siis | F(x + 4x)|c—a
ei ole enam mddramatu, mille vGime arendada Taylor'i reaks
- 3

__|f(x+ dx)
s=a | Plx -+ 4x)

| r@+r@a+ 500+
o) + 9" W dx+ LD e
L@+ 1" (a) ax LR g8y 2,
T @t @dxt L 1
PO+ 50 At . pad gy

\F(x—{—dx)

Xx=a

= F
”,(a)_*_q» e +q> (a)A 2+ Q?(a_|_dx) (a+AX))
sest voime koondada Ax-ga, kui f(a) =0 ja ¢(a) =0.
Kui niiiid 4x— 0, siis
; : fla+ 4x)
lim F Ay = ‘lim
A4x—>0 cohalos £ Ax—>0 ¢(a+ Ax)
S @+ 52+ LB av 4 ...
_/pclir]»Or,p (a)+‘/’_‘l) ac+ L o (”)A J @ni_(z)’
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F(a) = : EZ;

millest ndeme, et kui leida murdfunktsiooni
f(%)

(X
)= 96

toelist vadrtust, kui argumendi x=a juures funktsioon omab kuju g,

peab lugejat ja nimetajat eraldi differentsima ja nende tuletiste jagatisse
paigutama x —=a
Kui ka f'(a) =0 ja "'(a)_O siis vOime lugejas ja nimetajas esi-

nevaid Taylor'i ridu koondada i—-ga saaksime

f”(a) - i (a)A + f(4) (a) Ax? _|_

(P”(a)+q’ (a)A +q”4)(a) sz _+_ e,

F(x + Ax)

ja kui niiiid Ax—>0, siis
f"(a)
) == il 4
( ) cpll(a)
Sarnaselt vdime edasi arvutada, kuni m#dramatus dra kaob, s. o.
Pyl _L@ _ @ _ @ _
¢(@  ¢'(a) ¢ (a)  7"(a)
1. ndide. Leida funktsiooni
i o 7x —Ix4 18
e e
X vidrtus, kui x =2

Paigutades otsekohe x-i
asemele 2, saaksime middramatu

o kuju g Graafiliselt tihendab

T ‘see, et funktsiooni véirtus, kui
x =2, kujutab ordinaati mingi-
il B sugusest punktist, mis asub sirg-
[ g joonel PQ (90. joon.). Et leida

graafiliselt seda punkti, selleks
90. joonis. votame vidrtusfe tabeli:

o o | o] o |-

olo|

‘ —0,56 '—0,4

—0,17‘ 0 ‘0,125 1‘




Laheneme argumendi védrtusega nii iihelt kui ka téiselt poolt punktile,
milles x =2 Punkt 4 sirgjoonel PQ, millele kdverjoon liheneb mdle-
malt poolt sirgjoont PQ, midrab #ra funktsiooni tGelise vidrtuse kui x = 2.

Teiselt poolt: differentsides lugejat ja nimetajat voime kirjutada

_|x2—7x—|-1_0 o Y et
it L it aks oAl el Bl
mis on funktsiooni vidirtus punktis x = 2.

2. ndide. Leida funktsiooni

__XCOos x — sinx

= — 0,75,

x2
véddrtus, kui x=0.
Siin
__|xcosx—sinx £ o
e VRS,
differentsides lugejat ja nimetajat saame
ek | 38 xsinx i,
o dvaet
differentsime veel kord, siis
3 X COS¥— sinx 0
= | == =)
2 LagR

Tdhendab kui x =0, siis funktsiooni viirtus on 0, s. 0. y =0.
b) Kui murdfunktsioon
__f(x)

FO=2wm

omab x=a viirtuse juures méidramatut kuju g, siis voime seda funkt-
sioomi kirjutada kujus

1
SR T ik
() = =5
/(%)
Midramatu kuju g vdime kirjutada eelmise midramatu kujuna (OT
Differentsime lugejat ja nimetajat, saame
~ G T ¢ ) * ¢'(a)
[ fOF¢® _ ?'(a
Finaaae JRet] - Ll i} =|F o,
t O\ =7 [fw) e bl
(AE5) i s x=a
millest (@
' (@
o Y .
@=¢ @
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3. ndide. Leida funktsiooni
__In(x—15)
~ In(e—&b)’
vddrtus, kui x =5>.
Siin esineb médramatu kuju g; differentsides jark-jargult lugejat ja
nimetajat voime kirjutada

1
el ln(x:_5l W x—5_ T e Y _9_
" |In(ex — ) x=5_°0_ xe"_ﬁ ~ |ex(x—b) R«
ex—é
X=9 x=5
Bt i U B, e b R
T4 (x— 5) x5 |X—4|p—5

c) Korrutisfunktsiooni

F(x) =1 (%)% (x)

védrtust, kui ta omab x = a juures médramatut kuju 0-%¢, on vdimalik

arvutada midramatute kujude 8 vOi g kaudu :
kui "
Lf (%) [x=a=f () =0
ja
|9 () lr=a=% () > oo,
siis
[P0 e =1 ()9 (8) b= | LD =2
@, _,
ehk
ke b 1 SRR
IF(x)’x=a—[f(x)‘?(x)lxﬂz—‘ 1 [ raee
_ F(*) e
s 0. mddramatu kuju 0.co tuleb iile viia méidramatute kujude %vﬁig—
peale ja siis toimida nagu punktis a) voi b).
4. 80de, y—=|2x cots|rn="
Siin
Ly B __|2xcos x vl
P =i fx cotx|x=o——0-oo_‘ - e x=0_0_.

__|2cosx — 2xsin x|

e
‘ cOs X :X"—:()
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d) Kui funktsioon

y=[/()®

omab x =a juures kuju 0° oo vdi 1%, siis voime punkt c¢) kaudu leida

ta logaritmilise vidrtuse
In y=2(x)-Inf (x).

Kui |[f(%)|x=a=0 ja |9 (*)|s=e =0, siis
If(#)]*P]s—a=0" ja |P(x¥)In f(x)|1=a=0-(— co);
ki |f(%)|r=a=0o0 ja |P(x)|+=a=0, siis
[F(0)]*® ] yg =00 ja |P(x)Inf(X)|s—a=0.00;
ja kui [f(0)]|s=a=1 ja |9 (x)]|s=a—> oo, siis

)] @] 4o = 1% ja | @ () Inf(X)] y_a=o0-0.

Sel juhul, et leida y-i vddrtust, kui x —a véériuse juures ta omab

méddramatut kuju 0° o voi 1°, tuleb enne leida Iny véirtus.

On Iny

vidrtus leitud, vdime antilogaritmides saada y-i tdeliku véirtuse, kui x = a.

5. nafde, y=|xsnx[,_,=7?
Siin esineb madramatu kuju 0° Logaritmides leiame, et
: Ing ==isin ¥ <nx;
kus

; In x 0
= X X =—0.c0= o e
Iny =|sinx In e o~ i 0
sin x
e
1
4 X gin*'x 0
— COos x XCOS X @ o
2
sin*x | _ g
2sin x cos x _9_0.
sy ————__ - '_1"_ )
cosx—xsinx| _ o

kni oy =0,7sils y='e) =117

6. ndide. a
yu=|x*

X —> 00

See on midramatu kuju oo mida logaritmides saame

lny:%-ln )
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kus

Ia ' alhx o0
my=z:t—Inx = e
X x [¢%)
X —» 00 X —>» 00
&
X a
=71 — = === ()
X —>» OO0 X —> 00
8. 0. 'kui Inp =0, siis y=1.
7. ndide.
=

=[(+2)

Siin esineb médramatu kuju 1%°. Logaritmime

Iny=x\In (1+}C),

X —> 00

kus '
1
1 (it = 0
la = xln(l—{-;) =oo . U= 1 =p=
X
X —> 00 X—> 00
1
—x?
1
2 1+} G o L IR S T S E
o i b e bRl Y ) & b
-2
X —>00 X —> 00
kui Iny =1, siis y =e (91. joon.).
; 8. ndide.
;nn T : - . 1 X X
ot g ; 1:% %::’::u:{i =0
= it o e
i i e S S Siin esineb midramatu kuju
i) : i % oo’ Logaritmime

Iny=x-In (1—}—)1—6),

91. joonis.




1 o
Inge=s xln(l—f—;) e opiss frfee =5 =
N =0 e w=—0
1
X3
1
1_*'; X |
x? N==A)
F==1)
kui Iny =0, siis y =1 (91. joon.).
Ulesanded.
| x®—3x24 2 i : J'
1) y= F—4r 3|, )= (l—smx)tanx(x:;_
sin x X
2) y=|— 8 = xcot(*
1 X |x=0 3 2 2) x=0
3) y:l——_—%)s—x “/9) y=|x2Ilnx
* £ 2l X0
8 y=|2F 10) y=|<"*
X X —> o0 x=0
5y Lyl Ty == gy
X% | x> o0 x=0
Inx ; 1\tan x
6 =l 12 = (—) ;
) y=|F| U\x 5 o

IX peatiikk, Funktsioonide osaline ja tédieline
muutumine.

/ § 40. Osatuletised.

Funktsioon vdib oleneda rohkem kui iihest muutuvast suuru-
sest, ndit.
z=05x? + 4 xy — 8y
kus z on x-i ja y-i funktsioon; =z oleneb siin kahest muutuvast suuru-
sest x-st ja y-st. 2z vOib siin muutuda, kui muutub x, kus juures y voib
jddda konstantseks suuruseks, v0i muutub y ja x jddb konstantseks
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suuruseks, voi 10puks — z muutub mdlema x-i ja y-i muutumisel. Esi-
mesel ja teisel juhul siinnib osaline, kuid viimasel juhul tdieline funk-
tsiooni muutumine. :

Niiteks, gaasi ruumala V on nii temperatuuri 7 kui ka rdhumise p
(mille all seisab gaas) funktsioon

75
V_f(T’p)—'C;”

kus ¢ on konst.

Kui temperatuur 7 ei muutu, siis gaasi ruumala V on ainult rdhu-
mise p funktsioon

V= Cz‘zcl ehk: Vp =20);
LB

mis véljendab Mariotte’i seadust: gaasi ruumala ja rOhumise korrutis on
konst. Tema graafiline kuju on hiiperbool, n. n. Mariotte’i kdverjoon.

Kui rohumine » on konst., siis gaasi ruumala V on ainult tempera-
tuuri T funktsioon

i fi
V= =i
P
see on Gay-Lussac’i seadus.

Mbdlemal juhul siinnib siin osaline gaasi ruumala muutumine.
Téiel k gaasi ruumala muutumine siinnib siis, kui ta oleneb korraga
molemast muutujast, s. o. temperatuurist 7 ja rohumisest p.

Kui iildiselt z on kahe muutuja x-i ja y-i pidev funktsioon

z=f(x )

ja y-t loeme konstantseks suuruseks, siis z-i vO0ime vaadelda ainult
kui x-i funktsiooni ja moodustada differentsiaaljagatise ja {iihtlasi ka
funktsiooni tuletise x-i suhtes. Niisugust tuletist nimetatakse funktsiooni
osatuletiseks «w-i suhtes ja tdhistatakse jargmiselt

0z

ox"

sest et siin ainult x-i vaadeldakse kui muutuvat suurust, millest oleneb
ka 2-i muutumine. Funktsiooni osatuletis x-i suhtes oleks eespool oleva
ndite puhul

0z
P 10x + 4y.

Sddraselt vOime toimida y-i suhtes, vaadeldes y-t kui muutu-
vat ja x-i kui konstantset suurust, ja kirjutada funktsiooni osatuletise
y-i suhtes

&
oy
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Antud ndite puhul oleks funktsiooni osatuletis y-i suhtes

g—; = 4x — 16y."
Analoogiliselt voime kirjutada gaasi ruumala suhtes, et
o A gy T
Sy pras D
Kui z on kahe muutuja funktsioon

z=f(x, ¥),

siis voime selle funktsiooni -osatuletised x-i ja y-i suhtes kirjutada jérg-

miselt
0z_of(%y) _ o Fx+ A% ) —f(x)

ox  Ox Ax—>0 Ax
92_of(%y) _ o fny+A)—f(x9)
oy oy Ay—>0 Ay
Osatuletised
: c?_z L dj
3 ox 1 gy

on omakorda jille x-i ja y-i funktsioonid, mida voime edasi differentsida.

On tuletis vBetud funktsioonist oe x-i suhtes, tdhistatakse

ox

0
&(d_i)_d%
KT T8 e

mis nimetatakse teiseks osatuletiseks. See on funktsiooni teine osatu-
letis, voetud kaks korda x-i suhtes. Samuti

0.
() e

e d¥ar: OPR
on funktsiooni teine osatuletis, voetud kaks korda y-i suhtes. Ja 1Gpuks
0z
a__.)_jia
oy ~ 0x 0y

on funktsiooni teine osatuletis, vdetud iiks kord x-i suhtes ja teine kord
y-i suhtes.

1. ndide. z=xy.
0z 0z 02z &z ik

5;:)’, 5:/\’, a}a:O, })}7——0, W:L
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%

2. ndide. z=-.
Y

0 i dode viox O o2 Ax 00 1
xy Oy o oyt P oxdy )P

3. ndide. z=Inx—Iny.

e Tl Ll
ox x’dy  ylox xz’dy oxidy
Ulesanded. Leida esimese ja teise jargu osatuletised.
1) e=x%+ y? 6) z=sinx—cosy
2) z2=x>+ xy 7) a=xy — €
3) s=x2y* 8) s=]x—y
g) i=2472 9) z=xIny

5) &=+ y® — 3xy 10) z:cot(ﬁ).

§ 41. Taistuletis ja taisdifferentsiaal.

a) Olgu meil niisugune funktsioon
z = f(u, v),
kus # ja v on omakorda x-i funktsioonid
u=%(x) ja v=1(x),
S. 0. 2, # ja v muutumine oleneb ainult x-i muutumisest. Té&hendab, seda
funktsiooni voime kirjutada ka jargmiselt

z=fle () w(x)]

Oletame, et z=f(4, v), u=¢(x) ja v=1y(x) on pidevad funkt-
sioonid ; x-i muutumisel muutuvad ka z, # ja v pidevalt. Kui x omab
kasvu Ax, siis nimetatud funktsioonide asemele vdime kirjutada

w4 Au=9(x+ Ax), v+ Av=yp(x+ Av),
s+ As=f(u+ Dy, v+ Ao)

millest

Bu=9(x+Ax)—u, Av=y(x+A0—o,
AZ:f(u+All, ‘U+ A"U)—Z,

ehk
Aue=9(x 4 Ax) — ¢(x), Av=1w(x + Ax) — p(x),

As =f(u+ Au, v+ Av) — f(a, v) =f (e + Au, v+ Av) — f(z, v+ Av)+
+f(u) v + A'U) —f(u’ 'U);
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jagades Ax-ga saame
du_9(x+ A —9(x) Mv_y(x+ 4x) — p(x)

Ax— Ax Ax Ax
A4z _ f(u+ Au, v+ 4v) — f (4, v+ 4v) f(u v+ dv)— ﬁ‘,f"’)
Ax . Ax , Ax
_flu+ Au, v+ A4v) — f(u, v+ 4v) Au
& Au : [E+
f(u, v+ 4v) — f (4, v) 4o,
+ Av . ZT)C’

piirile minnes, lastes Ax ldheneda O-ile, siis ldhenevad 0-ile funktsiooni
pidevuse tottu ka Au, d4v ja 4z, s. o.

P(x+4x) —¢(x)__du
Ax TR

Y (x+4x)—y(x) _dv
Ax A

Ax—>04% x>0
/_1E: lim f(u—}—Au,v—FAv)—f(u,v—{-Afv)‘ lim ﬂl_‘_

i
A;T»o X qu—0 Au Ax—0 4%
o Sl dv)— [ 0) o
e
_Of (s, 'u) du | Of(#,v) dv 0z du+dz dv
= "% + ov T Ou'dx " ov dx’
sest et
lim f(u-I—Au,'v—+—A'0)—-f(u,'v—f—A'v):
Ax—0 Au
= lim | lim Hp+an v i) o f (G ok Av)]:
Av—0 LAu—0 Au -
= B df(u,v—{—Afu)_df(u,'v)__d_g_
~ Av—0 ou TR P ™
Avaldis :

dz 02 du 02 dv
~ o’ dw+av dx
nimetatakse funktsxoom z=f(u,v) taistuletiseks, kus u =% (x) ja
v =y (x).
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Korrutades tédistuletise mdlemaid pooli Ax-ga, saame

dz= — g—i du | g% dv,
mis nimetatakse funktsiooni z —=f (u, v) tdisdifferentsiaaliks.
Markus. Tiistuletise ja tiisdifferentsiaali rakendus esineb olulise
osana vigade teoorias, kus tdistuletist vaadeldakse kui rela-
tiivset viga ja tdisdifferentsiaali kui absoluutset viga.

1. ndide. z=u+ 0.

D 0z
PR A -tk
5{2__@ dv

de e dx?
dz=du-+ dv;

see on summa differentsiaal.
2. ndide. z—u ..

0z 0z
T R
dz du dv

PP PR
dz—=vdu-+tudv;

See on korrutise differentsiaal.

3. nilide. . 2= T
v
oL haen (s
ou" v Jv v?
el Q - d;v
dx~ v dx 1 dx
du udv ovdu—udv,
de=——F=—s—;
v v v
see on jagatise differentsiaal.
Ulesanded.
1) z=Ilnu—1Inwv S)vig= g~
2)i2=¢ne 4) 2z =sin (uv).
b) Meil oli funktsioon
Z :f(u» 'v))

kus uz ja v olid omakorda x-i funktsioonid, siis oli
dz__ 0z du  dz dv
dx~ ou dx ' Jv dx
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Oletame, et u =x ja v =1y, siis

z=f (%),
kus ainult x oleks rippumatu muutuja, kuid y oleks omakorda olenev
x-st (see on erijuht eelmisest), s. o.

y=%() jaz=f[x ¢(x)
Siis vdime kirjutada
e, 100, 005 3
dx~ 9x ' dy dx’
ehk

af (%y)_ 6f(x y)+df(x y) 4y
dx dx’

kus niiiid z oleneb otsekohe x-ist ja kaudselty st, sest et y on omakorda

x-i funktsioon. g; on funktsiooni tdistuletis voetud x-i suhtes.

Funktsiooni y = f (x, y), kus y = ¢ (x), tdisdifferentsiaal oleks

az_gidx+ dy.
4. ndide. z=ux', 3=~
g—i:yxy"l, g—;:xylnx, %:;,
Zi e '—{—xylnxi y7 T P Mng e
=2 'yt )=%""""nx4 )=
i 2xln x—1 ln x.
5. ndide. z=x%—2y—y? J=3in X,
ge . o0 i dy __ :
Pt R S, L (M s
j—fc:3x2+(—2—2y)cosx:3x2—-2cosx—
— 2 sin x cos x = 3x? — 2 cos x — sin 2x.
Ulesanded.
5) p=atigt. . pessin x 7] 2=yianx “9=oas
6) 2= sE ), Sy =="¢ 8) z:sin(;l—v), Se=nx
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¢) Kui meil on funkisioon ilmutamatus kujus

f(x%9)=0,
siis ei ole vajadust seda alati y-i suhtes ilmutada, mis tihti arvutamise
juures siinnitaks raskusi. Selleks vOime kasutada valemit

df (x,y)_df(x,y)+c9f(x ,y) dy
@ itosieg x dy  dx
Kui
f(xy)=0,
siis on ikkagi voimalik ilmutada sellest y, s. o.
y=9(%);

paigutades seda eelmisse, saame
flx9(x)]=0,
mis vordub 0-iga iga x-i vddrtuse juures; sellepidrast ka

af (x,y) _df [x¢(x)] _
X

dx d.
ehk
of (, y)+<9f(xyy) - 2524 |
ehk lithidalt
af of dy _
x T 9y dy dx
kust
of
dy _ _ ox,
dx of
oy
mis on ilmutamatu funktsiooni f(x,y) =0 tiistuletis.

2 2
6. ndide. Z§+3’_2 — 1=0, ellipsi vorrand.

of _2x of %
ox  a®’ ay b

2%
_ SNSOT SN e
Pl et 'Y
b

mis on ellipsi puutuja ja x-telje vahelise nurga tangens.
7. ndide. x? —sinx -+ cosy=0;

of of . ¢ dy 2x—cosx
~}_2x—cosx, @_—smy, —d—x_—siw—-
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Ulesanded.

9) 2+ y*—r=0 11) y*—2px=0
2.9t Fe 12) x>+ y® —3axy =0
0 w150 13) x—tany =0.

at b

X peatiikk. = Differentsiaalvorrandid.

§ 42. Differentsiaalvorrandi méoiste.

Vorrand, milles esinevad peale muutuvate suuruste veel nende diffe-
rentsiaalid (tuletised), nimetatakse differentsiaalvorrandiks.

Differenisiaalvorrand, milles esineb’ rida muutuvaid suurusi, millest
loeme ainult iiht rippumatuks muutujaks, kuid koiki teisi selle funkt-
sioonideks, ja milles esinevad ainult selle iihe muutuja suhtes vdetud
tuletised, nimetatakse harilikuks differentsiaalvéorrandiks.

Kui vorrandis esinevad osatuletised, néiteks,

02z s
T
siis nimetatakse seda osa-differentsiaalvorrandiks.

Vorrandites esinevate tuletiste jdrgu suhtes liigitatakse differentsiaal-
vorrandeid .esimese, teise, kolmanda jne. jargu differentsiaalvorranditeks.
Nait.

(2x —3y)dx — (x — 5y)dy =0
ehk
dy _
(2x —3y).— (x —8y) 7 =0

on esimese jirgu differentsiaalvorrand;

ja

on teise jargu differentsiaalvorrandid.
Need on esimese ja teise jargu lineaarsed differentsiaalvorrandid,
sest

on esimeses astmes, Kuid
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ja
dx2 ( )

on teise astme vorrandid: esimene on esimese jirgu ja teine on teise
jargu ruut-differentsiaalvdrrand, sest et esinevad teised astmed -

=& oS
v ia ()
-jiirgu lineaarset differentsiaalvﬁrrandit .voime kirjutada jargmiselt :

T8 T2 110 St o) S o e e e (= 0

kus R
L B R
Cdx’ dx®’ dx®

xnl

on esimeses astmes ja

fo(%), 71(%), fo(%), -+ - fu(x), 9(x)

on mistahes x-i funktsioonid. :

Meie kisitleme siin ainult neid harilikke differentsiaalvorrandeid,
milles esinevad ainult kaks muutuvat suurust x ja y, ja kus y esineb x-i
funktsioonina.

~ Mérkus. Differentsiaalvorrandite rakendus esineb olulise osana fiiii-
sikas, hiidrodiinaamikas, elektrodiinaamikas, elastiliste kehade
lilkkumise juures, jne.

§ 43. Differentsiaalvorrandite lahendamine.

Olgu meil vorrand
f(x’ y’ C) o 0)
milles esinevad muutujad x ja y ja mistahes konstantne suurus ¢, n. n.
parameeter. Andes c-le teatuid vidrtusi, voime saada vOrrandi ]arele
geomeetriliselt rea analoogilisi kGverjooni. Jarellkult vorrand f(x, y, ¢)=0
kujutab kOverate siisteemi ehk koOverate parve.
Leiame niisuguse differentsiaalvorrandi, mida rahuldaks kdverate parv

f(x,y, 6)=0;
differentsides saame

of(x ,¢) (%30 dy__ .
ox 3 dy Zz'?c_o’

korvaldades neist vorranditest konstantse suuruse ¢, saame differentsiaal-
vorrandi
dy) by
F(X,.V, E)_C —0’
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mille lahendus on kdverate parv
Ty oy=8
Sellega vorrand f(x,y, c) =0 on differentsiaalvorrandi F (x, 3 %) =0
iildlahendus ehk iildine integraal. T#hendab, differentsiaalvorrandi

an _
E X, ¥, Ec) ==10)
iildlahenduseks nimetatakse niisugust funktsiooni y = ¢ (x), millel y ja
Z—'Yc rahuldavad differentsiaalvorrandit.

Iga iiksik lahendus, mis saadakse iildlahendusest, nimetatakse diffe-
rentsiaalvorrandi osalahenduseks ehk osaintegraaliks.
1. ndide. VOotame ringide, millede keskpunktid on 0-punktis, vorrandi,

f(X,y, r):x2+y2—r2:02
kus raadius r on mistahes konstantne suurus (92. joon.). Vaatame mis-

sugune on vastav differentsiaalvdrrand, mille iildlahendus oleks antud
ringide vOrrand. '

92. joonis. 93. joonis.
Differentsides
—a[: 2x, g: 2y
ox \ oy
saame differentsiaalvorrandi
dy
2x + 2y e 0
ehk
dy _
x+y b7 s

2. ndide. Olgu meil niisuguste ringide, mis ldhevad 1&bi 0-punkti
ja millede keskpunktid asuvad x-teljel, vorrand (93. joon.).

fEnn=x—nN+4+y—r=0.
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Avades sulud
x2—2rx+3y2=0

ja differentsides
of

a—x:2x—2r, —:2y

saame

'6;\/
2x —2 2y —=0.
56 r—+ ’xldx

Korvaldame konstantse suuruse r; selleks korrutame viimast vorrandit
x-iga ja lahutame temast ringide vOrrandi, saame

d_)’
2 2
X y + 2)6_}) - 0,

mis on vastav differentsiaalvdrrand.
Koige lihtsam harilikkudest esimese jérgu lineaarsetest differentsiaal-
vorranditest oleks

Y )

kus f(x) on ainult x-i funktsioon. Selle lahendamine seisab f(x)dx inte-
graali leidmises, sest ;
dy = f(x) dx

ja
y=[f(x)dx=F(x) +¢,

kus ¢ on inteegrimiskonstant ehk parameeter. Esimese jargu differentsi-
aalvorrandi lahendus on sellega parameetriline funktsioon.

3. ndide. Leida differentsiaalvorrandi

8y s 1_
dx x
iildlahendus.
Siin
ax
dy — —
4 X

ja
y:f‘—if:lnx—{-lnc:lncx,

milles lihtsuse mottes on vOetud inteegrimiskonstandiks Inc. Saadud
vorrand kujutab logaritmilisi kdverjooni.

4. naide. Leida differentsiaalv6rrandi
(x*4+ 1)dy — (2x3 4 2x 4 1)dx =0
iildlahendus.
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Siin
_ 2+ 2x+1
€. P4t 7

f2x3:j;fl+ld v =2 faan 4 [ 50 =

= x% 4 ¢ + arctan x + ¢, = x% + arc tan x + ¢,

ja

kus ¢1 +c,=c.
Kui differentsiaalvorrandis esineb veel teise jirgu tuletis, nit.

de
F(x’y’ (7._?6’ d—x2“ _0’
siis nimetatakse seda teise jdrgu differentsiaalvorrandiks, mille {ildine
integraal oleks
f(x’ Y, &, 02)=0°

Siin esineb kaks konstantset suurust ¢; ja ¢,, sest et differentsiaal-
vorrandit tuleb kaks korda inteegrida, kui tahame differentsiaale é&ra
kaotada.

5. ndide. Leida differentsiaalvorrandi

d2
g —6x+2=0
iildlahendus.

Teisendame inteegritavat vorrandit :

(d_y
d \dx
i

d (d_y) = (6x — 2) dx,

— 2

ehk

dx
millest
%:f(Gx— 2)dx =3x%2—2x+ ¢ ;
viimasest
dy = (3x® — 2x + ¢;) dx
ja
y=f0Bx*—2xt+a)dx=x*— x4 ;X + ¢,
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n-jargu differentsiaalvdrrand oleks

dy da’y &N
F(x,y,d—x) d—x2’ & Fx?)—o

ja ta iildine integraal

f(xs Y, €1, C2y . . . Cn):O.

Et lahendada differentsiaalvorrandit, selleks on tarvis teda inteegrida.
s. 0. leida ta iildine integraal.

§ 44. Muutujate eraldamine.

Kui differentsiaalvorrand

(0 2) =0

dy
E” '—'f(x’ y)!

esineb kujus

milles on vOimalik eraldada muutujaid ndnda, et saaksime kuju

h@+ANE =0,

kus y ja % on x-i funktsioonid, siis seda inteegrides saame
d
[ro+r0@]a=a
Jh (x)dx + [f2 (y) dy = ¢4,
X)) taet+FR)+a=a
ehk :

Fi(x)+ F: () =¢
mis on differentsiaalvorrandi iildlahendus, kus F; (x) ja F2 (y) on funkt-
sioonide f; (x) ja f: (y) integraalid ja

&y — €y — €3 = L.
Siin esinevad k&ik lahendused. Need esitavad koverate parve.
1. ndide. Leida differentsiaalvorrandi ‘

xdy — ydx =20
tildlahendus.
Jagame vorrandi mdlemad pooled xy-ga
d
o oeE S
sl -
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ja inteegrime
fd;y_ d—leny—lnx..—_lnc,
: fooh k.

kust
i y=cx,
mis kujutab O-punktist libiminevaid sirgjooni.
2. ndide. Leida differentsiaalvorrandi
x(14yYdx+y(1 4+ x2)dy=0
tildlahendus.
Eraldame muutujad

ydy # xdx W

142 T 14x2
ja inteegrime :
d d. 1 . 1
fl—y;%jtfl’;—’;z:c,, g1+ +5ln(1+2)=3lng,
In(1+5*)(1+x*)=lngc, 1+y»)(1+x*)=c.

3. ndide: Keha, mille mass on m, liigub horisontaalsel tasapinnal
algkiirusega v,. Leida liikumise seadus, kui Shu takistus on
otsevOrdeline keha kiirusega, s. o. takistus on kv, kus 2= konst.

Keha liikumisel horisontaalsel tasapinnal on tung P vastupidi sihitud
ohu takistusele, s. o.

ds
FZ= E_—kv,
ehk
dv
ma_—m

kus m on liikuva keha mass.

Eraldades viimases vOrrandis muutujad ja inteegrides leiame keha
liilkumise kiiruse v, mis muutub v,-st kuni v-ni, kui aeg muutub O-ist
kuni #-ni (sest algkiirus on v, ja liikumise algul ¢ =0):

v t 1 ¢
dv k k
—=—— | d, Inv :—#t,
v m m
7, 0 Yo v
k
v k v St
In—=——¢, +z=e) P
Yo m v,
ehk
_k,
v=v,e ™,
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Et leida keha liikumisel #rakdidud tee pikkust viljendavat funkt-
siooni, selleks tuleb inteegrida differentsiaalvorrand
k

ds SN
e P vy e i
kusjuures tee pikkus muutub 0-st kuni s-ni, kui aeg muutub O-st kuni #-ni:
t
il .lf_t - ——k—t
ge = .0 1 dt, [ds::vo fe mldo
L0 >0

s & m L t

¥ Mg 8 i

0 0

m it
s:voi(l_e nl)’

milles konstantne suurus & leitakse eksperimentaalsel teel.

4, ndide. Vedru otsas vongub kehake, mille mass on m. Missu-
gune seadus valitseb vedru vOnkumist, kui ta pikkus tasa-
kaalus olles on s,

Kehakese vOnkumise korral tekib vedru de-
formatsioon s-—s, (94. joon.). Sellega iihtlasi tekib
ka vedru pikkuse muutumisel vastupidi sihitud elas-
tiline tung P, mis piiiiab vedru tasakaalustada, ja mis
on otsevordeline deformatsiooniga, s. o.

d%s
P:mﬁz—k(s——so),
kus k on konstantne ja > kui 0.
Teisendades seda differentsiaalvorrandit vdime

, kirjutada
] ds ds) s
s mad oy = —k(s—sp) ds
@ ehk
1 8 my dv = — k(s — s;) ds,

mida inteegrides leiame vedru vOnkumise kiiruse v,
mis muutub v,-st kuni v-ni, kui deformatsioon muutub
94. joonis. 0-st kuni (s —sy)-ni ehk kui vedru pikkus muutub
so-st kumi s-ni (sest vonkumismomendil, mil kehake
tasakaalu punktist A ldbi ldheb, on deformatsioon 0 ja v =17,):

v s
mffvdfu_——k (s— sp) ds, Bl =—% (s — 50)? g )
g 2 * 2 s

0 0
Yo So
m('v2—'u:) = —k(s—$,)%
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millest

k
v=)o1—Es—ay

Sellest valemist n#eme, et kiirus v ei vdi saada iialgi suuremaks
kui v,: seda maksimaalvéirtust v = v, omab kiirus siis, kui keha liheb
labi tasakaalu punkti 4, s. o. kui deformatsioon on 0.

Vedru vonkumisel drakdidud tee pikkuse saame, kui lahendame
(eraldades muutujad) differentsiaalvorrandi

ds & l/ 2 R

Et_ 'UO—E(S——SO)Z,
kusjuures vedru pikkus muutub s,-st kuni s-ni, kui vOnkumise aeg
muutub 0-st kuni #-ni:

d.
f /es g
2 f £
V*(;O—;(s—so)2 0

ehk
E S_—_O —sin (VE. g t)’
Mg m
millest
s:so-HJOV%'. sin (V;"‘_' t)
ehk

$—=s,+ a .sin (211:;—,).

See on harmooniline vdnkumine (vt. § 35, 5. iilesanne), kus amplituud

b m
a=9%|%

= 27:‘/1’:.

ja terve vOnkumise aeg
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Kbdige suurem deformatsioon on siis, kui

k. T Wim T
Veie=F et e=F)F=1.

O 1
s —8=1|,y=a

Differentsides saadud harmoonilise vOonkumise valemit aja suhtes

saame Kiiruse
R R t
e = T o 2757‘ ]

ja differentsides kiiruse valemit aja suhtes saame kiirenduse

——47:2“ sin { 2w .
w= " T)

5. ndide. Leida Ohu takistuse tegur k2 langeva keha vaatlusel.

Oletame, et mingisugune kerakujuline keha langeb alla teatud
korgusest s. Ohk avaldab selle juures ta peale vastusurvet ja ta lange-
mine selle tottu ei siinni mitte lihtsa Ohuta ruumis langemise seaduse
jédrele.

Vabalt langeva keha liikumine, kui ta langemist takistab Shu vastu-
surve, mis oleneb keha suurusest ning vormist, siinnib kahe tungi mojul:
esiteks, raskustungi mg, mis on sihitud allapoole, ja teiseks, takistustungi
R, mis teotseb eelmisele vastusihis, mdjul. Sellega
d*s
dr
kus m on langeva ‘keha mass ja R Ohu takistus.

Ohu takistus on viikeste kiiruste juures, mis <0,1™ /s, Otsevdrde-
line keha langemise kiirusega; suuremate kiiruste juures aga otsevOrde-
line keha langemise kiiruse ruuduga. Oletame, et

siis

m :mg_R)

R:k—-'ve,

kus S on katsekeha diametraalse 14bildike pindala, Q kuupmeetri Shu
kaal katse ajal ja & otsitav 6hu takistuse tegur.

Tdhendab
i L QS ,
m . mg—k—1
ehk
§rdga s kQS ,
M E = 1— mgz il
kus tdhistame
& = ka = konst.
mg
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Siis

g dt
ehk
dv
———1 AT P S gdl
ja integraal
v 14
dv
fl———_ g :gfdt,
0 0

sest langemise algul v=0 ja #=0. Tarvitades ratsionaalsete murd-
funktsioonide inteegrimisvotet voime kirjutada

v
2 1+cv+2f1—cv

: %ln (1 +cv)—§c-1n(1 — cv) =gt

P40 ke, et
lnl—w—cht’ s el
millest
1 e?st—|
c et [ 1’
mis médrab dra keha kiiruse igal langemismomendil.

Et leida keha langemise tee pikkust viljendavat funktsiooni, sel-
leks lahendame differentsiaalvdrrandi

- RN kN
Inteegrime langemlse teed pnrldes 0-st kuni s-ni, kui langemise aeg
muutub 0-st kuni #ni:

t
fd f ~cgt 1 d ecgt+ eﬂcgt)
s = et G I Rl ) ST
cgt g-L cgt —ogt
e e
E M

" cgt —cgt
R A
g 2

P

i, et

1 13 t
= —|In (¥4 ¢ &
L)

ehk
t —cegt
il o4 T
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Katsest (vaatluse teel) on meil teada s ja . Teades s ja £, vOime
leida viimasest avaldisest ¢ viirtuse. Selle vddrtuse voime leida graafi-
lisel teel. Ja I1opuks Ohu takistuse teguri £ viddrtuse saame avaldisest

k= 02:::—2 .
Olesanded. Leida differentsiaalvdrrandite iildlahendused :
1) exdx+ydy=0 4) x2dy — |1+ ydx=0
2) x—atyP—0 5) (24 1)dy+ (y — 1) dx=0

3) x%dy+ (y—a)dx=0 6) sinx cosydx - cos x sinydy=0.

7) Pidikese pinnal on gravitatiivne kiirendus 28 korda tugevam kui.
maakera pinnal. Mone plahvatuse tagajirjel tekkinud protuberants tOu-
seb 5000 km korgusele. Kui suur oli esialgne protuberantsi kiirus, kui
pdikese raadius R = 700000 km.

8) Keha, mille mass on m, liigub horisontaalsel tasapinnal algkii-
rusega v,. Leida liikumise seadus, kui Ohu takistus on otsevordeline
keha kiiruse ruuduga, s. o. dhu takistus on kov®.

9) Missugune seadus valitseb liikumist, kui keha, mille mass on m,

P 2
liigub touketungi Mojul (mZ—t;:ks).
10) Missugune seadus valitseb keha vaba langemist dhus, kni Ghu
takistus on otsevordeline keha kiirusega?
11) Leida kdverate vorrand, millel on puutuja projektsioon x-teljel
konstantne suurus a.

12) Leida koverate vorrand, millel on puutuja projeksioon x-teljel
kaks korda suurem kui puutepunkti abstsiss.

§ 45. Homogeensed differentsiaalvorrandid.

Kui differentsiaalvorrand
dy\
it (xa y) Ec) rEaY O
dy (Y
=)
siis nimetatakse teda homogeenseks.

Homogeenseid differentsiaalvorrandeid lahendatakse jdrgmiselt :
méirgime

esineb kujus

o y==x,
mille tuletis on
dy dt
E} =t + xd—x -
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Asetades neid véidrtusi homogeensesse vorrandisse saame

't-f—xj—i:f(t)

ehk
ar - egds

Fo—i— %’

milles muutujad on iiksteisest eraldatud. Seda inteegrides'

/}(t)_t-—lnx—f-lnc:lncx

t=1%(x0),

leiame ¢

ja lopuks
e = MO Ne):

See on tdieline homogeense differentsiaalvorrandi lahendus.

1. ndide. Leida differentsiaalvdrrandi
(x—y)dx— xdy =0
ﬁlglahendus.

Téhistame
y=uxt,
siis
d
T=ttx

ehk
dy =t dx + xdt.
Paigutades y ja dy viddrtused vOrrandisse saame
(x —xt)dx — x(tdx+ xdt) =0
ehk
_dt__dx
1—2¢ x’

e
J T
/{

1 1
—§ln(1—2t)_.lnx—§

mida inteegrides leiame

Ine¢,
¢
ln(l—2t):lnc-—2lnx=1np.

c
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kust

x2—c
= ———
2x2
ja
_xt_x2—c
b e T

Saadud vdrrand kujutab hiiperboolide parve, kui ¢ 5= 0.

2. ndide., Leida differentsiaalvorrandi
(2x —y)dx — (x—5y)dy =0
iildlahendus.
Kui
Y =ixtija-dy = tdx-- xdt,
siis vOorrand omab kuju
i (2x — xt) dx — (x — 5xt) (tdx + xdt) =0

ehk
5t — 1 dx
562 — 2t+§dt“_f€’
mida inteegrides vOime kirjutada
f 5t— 1 o, e
588 — 2t + 3% "

;—ln(5t2—2t+2):—lnx—{—%lnc
In(52—2¢t+2)+Inx®2=lIne, 5x2t2 — 2x%¢ + 2x2 =c.
32

Paigutades f=¥ ja t? ==; viirtused asemele saame
&% e

592 — 2xy 4 2x2 =,
mis kujutab ellipsite parve, kui ¢> 0.

Ulesanded.
1) (x4y)dx—(x—y)dy=0 4) (62— y?)dx + 25y dy =0
2) (2x—y)dx—(2y —x)dy =0 5) (®+xy+y})dx+ x2dy=0

3) (10x+8y)dx—+ (7x+5)dy =0 6) (y—sinx)dx+ (x+1)dy=0
7) Leida koverate vorrand, millel raadius-vektori ja vastava ab-
stsissi summa vorduks puutuja projektsiooniga x-teljel.

188



§ 46. Difierentsiaalvorrandid, mis taanduvad homogeenseteks.
Kui differentsiaalvGrrand

%Y, 7 ) ==
on kujus
fl (x,)’) dx +f2 (x;Y) dy = 09
mis ei ole homogeenne, siis on vdimalik teisendada teda telgede paral-

leel-liikkega
x=u+t+a y=v+5b

nonda, et ta saaks homogeenseks. a ja & on konstantsed suurused, mida
voib ikka nii valida, et vdrrand saaks homogeenseks. Kuidas seda toi-
metada, selgitavad jirgmised néited.

1. ndide. Leida differentsiaalvorrandi
(x+y—2)dx+4(x—y+4)dy=0
tildlahendus.
Olgu
2 x=u-+a y=uv-+b,
siis
dx —da, dy —du,
Paigutame need véirtused vorrandisse
(+a+v+b—2)du+(u+a—v—>b-+4)dv=0,
(u+v+4+a+4+b—2)du+t (u—v+a—0b+ 4)dv=0.

Et viimane vOrrand oleks homogeenne, seks tulevad a ja & valida nii-
sugused, et
a+b—2=0,

a—b+4=0;
lahendades neid a ja b suhtes leiame, et
a=-=2179=8
tdhendab
Xe=u—, y=n043,
ja vorrand saab sellega homogeenseks
(2 + v) du + (u + v) dv = 0.

Tédhistame niiiid

[ sfmeel 1)

siis
dv—=tdu-+ udt.
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Edasi lahendame kui homogeenset vOrrandit

(z + ut)du + (u — ut) (tdu + udt) =0,

1—t¢ du

1F¥#=9p Hew
1—+¢ du
fl+2t——t2dt__ u’

%ln(l —{—Qt—t"’):—lnu-f-—;—lnc1

1—}-2t——t2_1?,

korvaldame ¢:
A R
B T s

w+ 2uv — v*=c¢,

ja Iopuks, asetame « ja v asemele nende viddrtused e =x+4 1 ja v=y—3,

saame
x+1P 42+ ) (y—3)—(—3P=a,
ehk
X2+ 2xy —y?*—4x 4 8y =,
kus ¢=1¢;+ 14. See vorrand kujutab hiiperboolide parve.
2. ndide. Leida differentsiaalvorrandi
By—7x+7)dx+ (7y —3x+ 3)dy=0
tildlahendus.
Mirgime
X=u-+ a, y=uv+ b,
d¥ = duy dy = dv,
saame homogeense differentsiaalvorrandi
(Bv—Tu+3b—7a+7) du + (7v—3u+ 76 — 3a+ 3)dv=0.

Kui
3b—7l1+ 7:0,

7[7 — 3a—|— 3 :O,
siis

ja
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Edasi lahendame homogeenset vorrandit
(3v — 7u) du 4 (Tv — 3u) dv= 0,

mérkides
o= ut ja'dv—==1tdl = nax,
siis
(3ut — 7u) du+ (Tut — 3u) (t du + u dt) =0,
7t — 3 du
7t — 3 du
FLF dt— —17

fn4+5ﬂ+1 Zf%

2In(t—1)+5ln(t+1)=—7Inz+ Inc,
(t— 12(t+ 1P a" =q

; (3-1)2(§-+1)5u7::g

iy e
(y—x+ 1P (y+x—1P=c

3. ndide. Leida differentsiaalvorrandi .
x+y+1)dc+2x+2y—1)dy=0
iildlahendus.
Siin vGib mérkida
x+y=t,
siis
dx + dy = dt.
Asetades
(t+1)dx+ (2t — 1) (dt — dx) = 0,
2t — 1
7T dt = — dx;
inteegrides

2t
jx_2dr~{[m+3jl_2 f@;

2t+3ln(t—1)=—x—+c¢
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ja pannes ¢ asemele x + y saame

2(x+y)+3ln(xty—1)=—x+c

3x+2y+3ln(x+y—1)=c

ehk

Ulesanded.
1) x—y+1Ddxc+2y—x—1)dy=0
2) (By — 2x — 7) dx+ (4x — 5y + 13)dy =0
3) (x+ 7y + 2)dx — (3x + 5y + 6) dy =0.

§ 47. Bernoull'i meetod.

Olgu differentsiaalvorrand kujus

Yty f@=v0),

mis on esimese jirgu lineaarne differentsiaalvorrand, kus f(x) ja ¢ (x)
on pidevad x-i funktsioonid.
Niisuguse vorrandi lahendamiseks on mitu meetodit. Kisitleme
iihte neist, ja nimelt Bernoull’i lahendusviisi. :
Tdhistame
Y= uy,
mida differentsides saame
iyl do du
= "otV dx

L)

Paigutame y ja =

jaoks saadud véirtused differentsiaalvorrandisse

dv du
s 4 vt o f(x) = ¢ (%)
ehk
dv du
st [% 4 ar ] =20,
milles #z olgu ndnda valitud, et
du
d-).C + uf(x) e O )
siis
du .
—=—f(x)dx
ja selle integraal
In u = — [f(x) dx = — F (x).
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Inteegrimiskonstanti ei tarvitse vOtta, sest et meil tuleb anda u-le siin
niisugune véirtus, et vorrandis [ ] = 0; sellepérast

u—e— [i@ix — p—F(x),

Vastava u« valiku juures voime differentsiaalvorrandi kirjutada kujus

dv
o g ¢ (%)

ehk
do= <p_l(;x_) dx == §(x) e J*O=dx,
millest inteegrides leiame
v=[¢(x) e[IVE dy =D (x) + ¢

ja
y=uv=e—[1™0=x.[[¢(x). e [t®ix da]
ehk
y=e*™[o(@)+ c]
Mérkus. Kui ¢(x) =0, siis on homogeenne differentsiaalvdrrand
d
: oty f@=0,
mida lahendatakse muutujate eraldamisega, s. o.
dy
2= d
. f (%) dx,
Iny=—[f(¥)dx=—F(x)+Ing
iffisic e BX).
1. ndide. Leida differentsiaalvorrandi
o L S
d
iildlahendus.
Kui
y =uv
ja

dy_ b0, di
dv. . dx dx’

siis vOoime vOrrandi kirjutada kujus

dv [du uJ_
uaﬁ—v —F =X

dx  x
kus
du u
Ix—;—-o-
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Viimast inteegrides saame uz viértuse:

du _dx du __ (‘dx Inu=Inx,

8 X 5 x R

v leiame voOrrandist

inteegrimise teel :

dv="2 dx = dx,
u

v =/ dx=x -4 c.
Sellega differentsiaalvorrandi iildlahendus on
y=nv=x(x4c)=x>+cx,
mis kujutab O-punktist 14bi minevate paraboolide parve.

2. naide. Leida differentsiaalvorrandi

e, i o
E;c_x+1—(x+l)

iildlahendus.
Tarvitame Bernoull'i valemit

y:e—ff(x)dx : [f(? (x) eff(x)dxdx]’
kus

fO=—1 $@=(+1n
Siin ;
ff(x)dx:—Qf)—f%)_c-T:—an(x—Fl),

2
e-ff(x)dxzezln(x+l):eln(x+l,:(x_|_ 1)2'

ol WY
[)tp(x)- e 1O gy — f(x—f—l)e- (x—_'l_—l?_dx:x—{—c.

Tédhendab, differentsiaalvorrandi lahendus on

y=E+1Px+o.

Katsume kas see lahendus on dige. Differentsime:

D=2+ D)t 0+ b 1

o J 1@ _ 1
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paigutame y ja 9—’ védrtused algvOrrandisse, saame

%+ 1) (x40
x4 1

2x+1D)(x+ o)+ (x4 12— =(x4 18

ehk
26404+ (x+1)—2x+c)=(x+1),
millest nideme, et
=19
s. 0. lahendus on Gige.

3. ndide. Leida differentsiaalvdrrandi
g dy e
a—)—(—l—ytan g —sin %
iildlahendus.
Siin
f (x) = tan x,
Qi(x)'= sinx.
Inteegrides saame :
Jf (x) dx = [tan x dx = In (cos x),

eff(x)dx =.eln (cos x): Cos x,

efitxydxl 3 1
e e,
COsSx
sin? x 4 ¢
2

fcr(x) e ST gy — i1 x cos x dx = =

| ?
ja
__sin?x+4¢
2,08 X ¢

Ulesanded

ax
— x2

)dy—isi-n 2x — ycosx

) +1 xzy_ dx~ 2

d X o P
2) y ay+gosx 4)%—1/1__);_7:)6{/*_11/_1;4“
9) (x*—4)dy + (4xy—1)dx =0.
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Ulesannete vastused.

§ 5.
1 1 3 1 1
§ 6.

1) Pidev. 2) Pidev! 3) Katkev, kui x=—1. .4) Katkev, kui x= 4.
5) Katkev, kui x=— 3. 6) Katkev, kui x =3. 7) Pidev.

§ 8
1) 3x2. 2) 24x®. 3) 100x®. 4) ax* 1. 5) (@ b)x**+1. 6) 4mxtm 1,
7) (m+1)xm. 8) 2—m)xm, 9) 2m—3)x™4 10) 4x +y+ 4=0.

11) —%. 12) —%. .o sl (2—n)xl~n 15) (n—1)x 2,

Fi.
16) (m— n)xm 1, 17) x4+ 2y—1=0. 18) ——. 20) 3)/x.
3V X2 \/x 2
oty L x¥x 29 ——2 . 23 . (24) 30x.)25) a. 26) 6ax®.
3 3xV 12V
. _m Risi: 4 _ 15a Bl Vax,
27) 26t 28) — . 29) — g 30) — 7. 3D g 3

33) [Esimese koverjoone iiks normaal on 4x —y — 16 = 0.
34) 10x° — 6x° + 2x. 35) 6x* — 8x — b. 36) 3x* + 18x+ a.

g 3 g
e - ot gt B - Bk 1 b A 3
37) 6a’x — 362 — 2. 38) x6 a9 Btatge
PR . SR T 1/ 4o 42 Uks nurk on 7184,
ox Vx &

43) 26— 2. 44) 3x° 4 3. 45) - 3x2 46) — 2x. 47) 24 2% — 3x*,
48) 12+ 30x — 27x%  49) 2mPx — 6mnx®+ 4n%x3. 50) 3a® + 6ax + 3x2.
51) x'—12¢2+4. 52) — x(x+2 532079 5y 9";;‘;4.
55) X352 56) 2(e+1). 57) Puutuja on 6x+y +19=0. 58) Uks”
nurk on 2° 18’
§ 9.

1) ‘coBix. 2y fam?x. 1 3) —2%awtx,7 4) sinx-+cosx. )

6) 3x% 4

% E
gin? x'
—3sinx. 7) Uhe puutuja vdrrand on y — 1 =0.

sin®x
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l“ § 10.

1) 3(x—3). 2) 1;;&(3x2—2). 3) Bax (x*— a?). 4

X

1
3w e SN e

bx / 2
G—t.’7— ,86 6, 9_2'2_3_
) afar—r /, ) 37 ) 6 cos 6x ) sin (2x )
10) 3sin&;_‘_ﬁ@s,‘c. 11) —3x%sinx% 12) ——-2—x— 13) 2 sin 4x.
cos? (7)
14) — 1,5|/sin 3x tan 3x.
§ 11

R P e 0 - el e SN
* ix|z 0= —»
$ v - 9) —9sin3x. 10) —a® by oAl
@A Ja—a sin 3x. ) — a®cos ax. ) — e P
12) sTnQW 13) f”(x)=6x—6.’ 14) F™(x)=0. 15) f"(x)=—6.

" _36 " _3xl/;—48 i P (ﬂ'ﬂ
16) f/(W="5. 17) /" ()=2EX=28. 18) fo (x) =cos k)

§ 12.

1) B=(0]|—3). 2) B=(1|—1). 3) 4=(—1,5|4,25). 4) A=(1]4).
5) B=(2|—11). 6)C=(0]5). 7) C=(0]|4). 8)-C=(l1|—28).

G) \CRbE1):17 20) 3 ous 40,5, (1T) Yusx =V3. - 13) cs(§|0).

13) 4=(0,867|2,736). 14) BE(g‘%). 15) Aluspind = 600 m?.

16) Platvormi pind = 1364 m?. 17) A= 1,5 m. 18) Vordsed. 19) 90°
20) h=r=x68cm. 21) a) r=16,3cm; b) r=188cm; c) kuup

servaga ~23,1cm. 22) killgpind = 2562 cm?.  23) Vimax :8;41 wrh,
24) 6 m. 25) h ~ 8,32m.
§ 14

3 . S
1) %s+c. 9) 24 + . 3)%;8+c 4y & e 5)0—-%_. 6) ‘—x%},i.

7) %x]/;-{— ) %xVEc—*— ¢. 9)x*—2x4c  10)0,5x5~ 1,5x9'—};x+c.
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v AR T B 4V?-4517?+c 13)’5’—3a2x3+a4x+c
L B . 193 :
$ .9 o s 1
Wi g # 4 38k 19 T LT Ea ey L4 L s

17)—5smx+2cosx+x—{-c 1 )2tanx+3cotx+c
19) ¢ —bx—acosx—ccotx. 20) tanx-;—cotxH-c

7 § 16.
Kl ab 2 8
08 2).8.:9) 125‘4)5 5)% 6) 40 7) 63. 8) —3—a3. 9y &
10) 2a. “1Hes. 12) /i
: § 18.
s 'El; 1 '
1) 105. 2) 3.)‘3)11§. 4y 18, 5 8..56) 36 (7). .1,5.
\
wrlh 13
1) E W, 2)imrh. 3y 2887, - 4 63%. - 5) 80x..+6) ],05’3 7) 8

8) 23 {—S'n. 9) Mahtu ei ole vdimalik moodustada. 10) V = 237 .

§ 20.

4C e (a -r .’24' a=Tg 1 B 1
T 2) e+VE—4. 3)¢—m- 4)m+c.
p ;
3 Y
5) “+xz—)—+4—”- 6) % 70 8284 9068 10) 3)2
P 5 in x — sin®
11 sin x2+ 2 12) 4c— cot 4x 13) 3sinx —sin®x 4 3¢
4 3
4
==t 152, IB)a A= 15, . 18) 0,
§ 21.
3 2 | 9x2 3(x—a) 3x (x* — a?)
1) xGx® —249, 9) L2, B e e
4 “ ) Var+ x 2Va—x ) Ja* — x2
5) ——;/(l—x)5 6) sin x 4 xcosx. 7) %ﬁ 8) 2 cos 4x.
9) 2cos® x. 10) — x sin x. 1) 3 12) 2(a® — 6ax -+ 6x2).

13) 2 (15x% — 1058 — 12x* —3x -+ 3).  14) — 2sin 2x.
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15) cos x (3cos?x — 13 sin%x). .16) f'(x)=f"(x)=0. 17) Palgi paksus
~ 19,05 cm. 18) Maksnmaalne killgpind, kui = h =6 cm; maksimaalne
maht, ku1 r=2h=8cm 19) r=~ 138 cm, A~ 98 cm; 2 x~66°. 20) 9cm?

§ 22.
1) xsinx 4+cosx+c. 2) 2xsinx—x’cosx—|—2cosx+c. _
3) Si”c°sg+"+c- 4) C—Oss—x—s‘—"—x+ gGinxcosxtx)fc 5 %
2 o 2
i 4-]/2. 8)0. 9 =
§ 23.

1) e RN, 9 3a— )dy 12x? — 16x 4 9.
& oy ) 2 g | 4 iy A DO
" dly 3x(4—,—3x3+2x6) 5) _(2—x) (64 x)

N TR
6 dy " l+2x

dx (t— e x2) )1 —x—x*)(l—i—x—l—x").

d’ _ (2— x*)sin x — 2x cosx_ dy !

7 dx* P 8) + Samaen sin x . (3 4+ tan? x).
dy X sin X 9 dty

0 dx™ cos?x . ) dx e 1 11) @—4cos 2%,

dy _ (sin x4 cos x) (1 — sin 2x) & .
oo dx sin? x cos? x 13) Smax = 24 cm?,

14) 2)Snax = 3077 cm?; b) Sz % 616 cm?y. C) Snar = 2263 cm?;

mad ]/2
i

18) 24. oda, lugedes tee sellest punktist, mis on esimesele sportlasele kdige

ligemal. 19) 32,68 km. 20) a) Koonuse kdrgus ~ 34,14 cm; b) koonuse

korgus = 40 cm. 21) 45 m (ligikaudu). 22) Langemisnurk = peegel-

15) " Spaz == 11562 cm?. 16) Pohjaserv ~ 4,62 m. 17) PATE—

d Langemisnurk ; ) ¢
dumisnurk. 23) T e = konst.  24) On max ja min.
§ 25.
1 2 lnx i 2 1 i
1) ;C. A 2) ; 3) —— 4) x—z—_—l 5) V72 _-—"1—2' 6) cot x.
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I 1
b P | T
sinx cos x xln x

7) 9) }z—ln (ax+b) e s T0) c—‘ln Ja® —x2

11) c—1In ]7;3_:,};—8 12) c—%ln(a—{—bcosx). 13) ¢ — In (cos x).
14) ¢+ In (sin x). 15) In(x%2 + 4) +c. 16) In (x2+ x) + c.

17) 1n]/x2 2x+3+c 18) In}10.  19) 183 +In2.  20) 4rma
ERRSERT ST R RO IR Y

v § 26.
R 3 9 s 4
3x ox | 4y
1) 3a°*In . 2) 2x ex. 3) g5 % (xin 2'—}— 2). 4) & F e
Inx .| X 7
R et 6) % (xinxlna+ 1), 7) ez (xcos x + 1).

< . a?x 4 ¢,
8) 2%x. 3%*. 44x(10In 2 + 31n 3). 9) es(x—1)+c. 10) —.

2Ina

ax(@*+2)+c e*(Bx + 4) +¢ &+
WA 2 % ' R
14) In ¢ (@ + ¢). 1) c*n";“—x- 16) Ei saa.  17) Ei ole.

18) 4(V_+1/) 19)2(e2+e—e~1—e 2), 20) —e’—%e]/_e.

21) 8w (e—2).
§ 27.
1 27 1 Ina
) =—m—m—r—-+ 2) ——F—=——- 3 —_ 4) — .
) P34+ 22— o8 ) Yis+ ) 2) x(x 4+ 1) a*+a*
e TRrE arc sin 2x y
5) — o i MI—HC . 6) 28:—_—_~ 7) arc sin x.
21—« J1—4x2
8) arc tan x. 9) xarcsinx + /T —2+e. 10) x — arc tan x + c.
(arc sinx} + ¢ T T T T
11) . et W 12) o 13) 6 14) e 15) §-{—ln? — 2.
16) 2 arc tan 4. 17) & — 1. 18) Siis kui sisemine murdumisnurk =

s:semine langemisnurk.
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§ 28
x2 x? x2
1) 7+x—ln(x—l)+c.,2) 7+ln(x+1) + ¢ 3) 5 —x—6Iln(x—2)+ec.

4)81n(x—3)+3x—£2——|-—c. 5) 5 ln(x+2)+ n(x — 1) 4 &

S x—1
6) lncx—S)V(x—5 7>7+3x—12lnx_2+c.

x—1

8) 7—{- g—z+—+x2+x—}-ln(x2—1)+c. 9) ———+4In(x41)+-c.

—|—1
) +2x ——|—3ln(x+l)+c 11) 1n(x—2)-x—_2_-T+c.

12) 5 [3"37:’_‘1—3 21n (3x + 1)+c]. 13) arc tan (x — 3) + c.

14) 2In (4 4x+ 8) — 3arc tan ("—45_2)4— c. 15) mJ@F2xFI0—

1 x—1 x>
~§arctan (—3—) +c 16) §—5x2+ 51x — 5 In (x* 4 10x + 50) + c.

17) In [c (& — 1) (e +2) 17(ex )P (EF 2)]-

§ 29.

1) 44 (ligikaudu). 2) 14 (ligikaudu). 3) a"’(%"—}—é). 4) 27%r%b.
5) 27w2%abd.

§ 30.
1) 4,7 (ligikaudu). 2) 5,2 (ligikaudu). 3) 6,8 (ligikaudu). 4) %lnB

5) %(28]/%— 1)=10,9. 6) 2(e—e—Y. 7) 4)3.

§ 31.

1) 74 (ligikaudu). 2) 21;(2V§+1n1+V2) ~ 14. 3) 4w2rb.

V2%
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§ 32.
1) a) 5,7 (ligikaudu); b) 8,7 (ligikaudu). Ay Ayl b) co.
3) a) p; b) 3p)3. 4) zlf; 7‘1‘ 5) (3|1) = maksimumpunkt.

6) -+ 0,386 (ligikaudu).
§ 33.

D 010, 2 (a—5Vala +25Va). 3) a) (4300); b) (10,27]+-264)

4) a) 64x2+ (8y—1)2=1; b) 64 (x+ 64)+ (8y — 97) = 65%.
5) (x—2) +(y+13)2—ﬁ ehk (x4 22+ (y — 19)2:_]_}11

§ 35.

i i S . i 2 — 2 qf
1) v, =—r@sina, v,=r6Gcosa; w,=—r6cosa, w =r6sina

2) v=a]2sin2; w=2a]/2 cos2:. 3) 19,13km. 4) s=0,0422+

+ 0,02¢+ 1. 5) Kui ¢t=0 voi §T’ siis v =max ja w=min; kui t:ZT,
siis v = min ja w — max.
§ 37.
(2>c)2 (2x)5 (2x)4
x+2| 3'+4, e B W el
xlna Linto X 9
W RO A R W i +—3~'_+... 4)1—2—!+ﬁ—§!+~...
‘ 1.3 L R
By Jo% +he- 5 L, 1 Y Sy
7)l—x+x2—x3+x4 g 8)1+2x+3x2+4x3+5x4+.
x Hg A R S R
N it 4+2 i 8 a9 Pathaaet b
1.3.5 1357 A 3t AR 13x5

gt Ty 4 68" X ”)l+x+§i“’4T‘“ N W

e o
l2)e(l 2,+3, E—) 18)1+x+2—1+§—|—...

14) 3,141593 15) 0,6704. 16) 0,3140. 17) 0,9189. 18) 0,9928.
19) 0,3673.- 20) 0,6594. 21) 2,0794. 22) 2,4849. 23) —2,0794.
24) — 0,4463. ~ 25) 0,9031.  26) 0,9542. 27) —0,6021.  28) 0,0969.
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§ 39.

De. 9L 34 90 e 60 70 B2 90 101
1) 1. 12) 1
§ 40,
0z %z 0%z g2 0%z
1 W:L Q)W: 3)aa = 4xy. 4)5?=}3_’3. 5) 5 = 6.
" i i 1 L D
6) 33y =0 D ga=—* 8)557__4(:: Wy o=y~
o2z ysm( )——xcos( )
10)
oyox i y sm3(y)
§ 41.
du v
i) odei— g 2) a'z_2ulnvdu+ d'v 3) dz =vu"—'du—+ u’In udv.
4) dz:(vdu—f-udv)tos (uv). 5) 2x + sin 2x. 6) 2x + ex(x 4+ 1). 7) cos2x.
(In x — x) cos (1i) % b2x ay—x
" 9 =i W8 Al -J’/i. 12)L— 13) cosy.
§ 4.

1) 2¢= +y’-—c 2) Ringide vorrand, mille keskpunkt =(a|0). 3) y=a+ ¢y ¢-

4) o5 iy 226x+1. 5) y=1+ ce*etsnx, 6) cosvcosy=c. 7)52,3km.

mu,

e e k
o € k l/k V L
8) ’()—ﬂkvot, S._~k—ln(1+’—nv0t). 9) r—n.s+ '002+;lsz—'voe .

\ l—e—“ a,—
10) vz%(l—e“kt);.s‘:%(t— . ) 11) y=cV &, 12) Para-

bool parameetriga p = % ]

§ 45.
) at =@ g ymsea 1. 9 xtypertip=c

4) @4 yr=cx. 5) y=(x+y)lnecx. s)yz%"f—". 7) r=2cx 4.
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1) —xy+y*+x—y=c

Dy=a+c)I=#. 2)y=cex+

§ 46.

2) (y—x—3)(5y—2x —9pP=.c.
3) x+5y+2=c(x—y+2"

§ 47.

sinx—acosx
a1,

4) y=(r+JTF ) (arcsinx+¢). 5)
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Valemite tabel.

Piirviddrtused :

lim x, =a, kui | x, —a | <h, kus & on |1dpmata kahanev suurus.

n— oo

. S i@
lim —=c0; lim —=0.
x—0X x—00 %

lim (# +v) =limz + lim .
lim (z - v) = lim «. lim v.

lim (%): }1m :

SRR e )

e x—0

lim (1—}—1—'x= R (1+ ) =e 2718,
x—-0 x X—00

Funktsiooni pidevuse tunnus:

11m lf(x+ Ax)— f (x)’-—O f(x)l = Iopiik.

xX=a
Funkts1oom katkevuse tunnus:
Him () =, - | Hm fx) =n.
X—a a—Xx
Funktsiooni tuletis :

Ay £+ A9 —f (x)

dy .
£ — e =
f (x) 25 dx Al;moAx AI;EI,O Ax
+ Differentsimisvalemid :
i dy du  dv
B dx " dx - dx
o dy du
y=u-tc pved ko
o dy
TN - .
e dy dv v -d—u
Ay dx dx
e dy v idu
y=a-.u d— a a

=dan a.
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o dy '”dx_ud_—x
Y=z ax v?
$ dy
= E—.l
deorin Y dy_ n—1
=1 Jp ¥
§aati R %:cosx
it By il
Y=—Cos.x e sinx
e a4y ol
G dx~ cos?x
dy 1
i dx= " sinPx
W dy 1
y—Inx Z)—C_;
dy loge
y=logx e
x L
N p Pt
dy
— X — = nX
V=0 dx__alna
== are sinix e <B :
i 'E—I/I—ﬁ
—arccos x dy -
G : O ey
& - o
y=sgrctan x dx e ldod
dy 1
y=arc cotx  Secld T ¥

Kiimnendlogaritmide moodul:

]
=75 = log e = 0,4343;

- log x=10,4343 . In x; In x =2,3026 - log x.
Liitfunktsiopni tuletis :
' kuity = f(2) ja 2= 9 (x), siis
dy_dy dz— ’ er, !
d_x__d_z'a_f (%) - ¢'(x)
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Korgema jédrgu tuletised :

Maksimumi tunnus:

[f'0)=f"(x)=...

Miinimumi tunnus:

[f"(x):

~

(T~

d?y
14 e,
" f ( )'— dxz
" day
f (x) "_dx3
d%y
D(x)=—=
FO(x) dxt
dry
(n)
dy dzy
= fo-1(x) =

O ja f(")(x)<0 kus n on paaris arv]

g
EC_O ja dx2>0

=f®1(x) =0 ja f®™(x) >0, kus » on paaris arv]

Kidnupunkti tunnus:

[ (x)

=f'x)=-.

d? aty
dx®

Koverus ja kdveruseraadius:

PN

=0Vja

8

(1 + p2)2
dy

dx

[kus P

Koveruse keskpunkti koordinaadid :

Kiirus :

'X:x—p

<0

a’3>

(1+4p%)?

r—

j2 4=

1 2

ds

G

q

ay
dx?

Lot
q

]

.
2

c=f®D(x)=0 ja f®(x)S0, kus n on paaritu arv]
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Nurkkiirus :

da
D=
Kiirendus:
_dv__d's
T dat” de
Nurkkiirendus :
vi6_&u
DR Rl T
Kiiruse komponendid :
K dx _dy
TR
v=_v:% F+ v,
Kiirenduse komponendid :
ey iy
e e

o= ]/'rwx2 + wy?
Taylor’i rida :

f et 0= £ + 7 (0 ax + L ot L0 ey
Mac-Laurin’i rida:
f=rO0)+f 0)x+

Newton'i lihenemismeetod :

fh@) v U fapibiasd

FG. " e ey T
Midramatu kuju vdirtus:
f(a)__f (a)y f Xu)
F = = o —
O @ = v @ 9w
Osatuletised, tédistuletis ja tdisdifferentsiaal:
kul z=f'(x, v), si1s

f" (0) +_f"’(O) AE

a1 =— a—

02 _ %Y _ o [E+HARY) —F(x)
F T R Ax >0 Ax
0z_ %)) pyy [0y +H)—fl0y)
ay dy ‘Ay—>0 Ay
) dz= i%dx—l—- d;

i S o
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kui f(x,y) =0, siis

of
ay - ox
dc— of
oy

Inteegrimisvalemid:
f[fl(x)+f2 ()] dx —ff1(x)dx+ff2(x)dx
[;zf(x)dxzaff(x)dx

fa’x,_: x+c

xn+1 ¥
!/’xﬂdx———_}_l + \’Ci, ‘

: e NG N
/::osxdx:sinx—}—c G/ \("7 ;
3 ) { v
fsinxdx:—cosx-{—c S Y
bl " 1¢ {w :

%

L/jcos2x_tanx+c 1%
dx
,rsin%c_ —cotx—¢ S

dx

_:1
,[x nx-4c
F‘dx:ex+c

a!

X daee )
[21 X lna—{—c

dx >
[ﬂrz:arcs1nx-+c:—arccosx+c
. —x :

*dx
l/’1—_}_—)62_arc tanx+c=-—arccot x +}¢

Ositi inteegrimine :

ﬁdv —uv— | vdu

Ringi-integraal :
f]/rl— x%dx _§arc sin ( ) + VrZ— xi4c
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Ratsionaalsete murdfunktsioonide inteegrimine:

*mx—+n s mx—+n Teg
. fx2+px+q & f(;—a)(x—#)dx_

A
ot x—adx+ ;-:deZAln(x—a)—{—Bln(x—ﬁ)—{—c,

kus A:w_ﬂ ja B_mp‘—}—n_
a.

8 el B

mx—+n Y b Gt R

. fm”"—fx——a—w”’"—
fx_a + [ __i+31n(x—a)+

kus A=mg +n ja B=m.

: mx —+n i 2x+p)+ 4
© .fx2+px+qu_c fx2+px+q

i 2x+p dx
*C’fx2+px+q iy ”‘“[;x+ e
» =caln(x®+px+q)+ Cle"’arc tan (—k~——) + c.
Miiratud integraal

lim Ef(x L\.x_/f dx_1F(x)y = F(b) — F(a);

Ax—>0%
f:O; [':_['; /:Frf, (kui a<c<b)
p % A R
Kvadratuur:
. b
S= Jydx
Kubatuur : p

Rektifikatsioon :

Sie= ]/1 -+ p?dx, (kus p:%)

a
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Komplanatsioon : »
P=2x [y V1 + p2dx

Bernoull'i meetod :
kui 2 4y f ()= p (x), sils

3 [ fx)dx
y—:e—ff(de‘[ji?(x)'e dx]

Harmooniline vonkumine:

T "’02—£(~9 — o)

s_s0+v0V~ sin (l/—— t)_so—{—a sm(21tT)

= gﬂ- cos(QnT)

¢ w:—4¥i sm(?.‘r:ir)

Keha liikumine tasapinnal :
k
d’s =

md—t2::-_—-kfu V=1, €

Ly
s:'vo. r;:-(l—e i )
Keha langemine Ohus:

m il =mg — R, (R=~=0hu takistus)

dt?
o @:_1_ (Cz Ll
T @i’ - mgv*
esgzﬁgf:i‘.
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Loomulikkude logaritmide ja juurte tabel 1 kuni 100.

L 3 — 3

n Inn Vn W n Inn Vn Vn
1| 00000 1,0000 1,0000 51| 89318 7,1414 3,7084
2 6931 4142 2599 52 9512 2111 7325
3 1,0986 7320 4422 53 9703 2801 7563
“+ 3863 2,0000 5874 54 9890 3485 7798
0 6094 2361 7100 55 4,0073 4162 8030
6 7918 4495 A 56 0254 4833 8259
7 9459 6458 9129 57 0431 5498 8485
8 2,0794 8284 2,0000 58 0604 6158 8709
9 1972 3,0000 0801 59 0775 6811 8930
10 3026 1623 1544 60 0943 7460 9149
11 3979 3166 2240 61 1109 8102 9365
12 4849 4641 2894 62 1271 8740 9579
13 5649 6056 3513 63 1431 9373 9791
14 6391 7417 4101 64 1589 8,0000 4,0000
15 7081 8730 4662 65 1744 0623 0207
16 7726 4,0000 5198 66 1897 1240 0412
17 8332 1231 5713 67 2047 1854 0615
18 8904 2426 6207 68 2195 2462 0817
19 9444 3589 6684 69 2341 3066 1016
20 9957 4721 7144 70 2485 3666 1213
21 3,0445 5826 7589 71 2627 4261 1408
22 0910 6904 8020 12 2767 4853 1602
23 1355 7958 8439 73 2905 5440 1793
24 1781 8990 8845 74 3041 6023 1983
25 2189 5,0000 ,9240 o 3175 6603 2172
26 2581 0990 9625 76 3307 7178 2358
27 2958 1962 3,0000 77 3438 7750 2543
28 3322 2915 0366 78 3567 8318 2127
29 3673 3852 0723 79 3694 8882 2908
30 4012 4772 1072 80 3820 9443 3089
31 4340 5678 1414 81 3944 9,0000 3267
32 4657 6569 1748 82 4067 0554 3445
33 4965 7446 2075 83 [ 4188 1104 3621
34 5264 8310 2396 84 4308 1652 3795
35 5553 9161 g 85 4427 2195 3968
36 5835 6,0000 3019 86 4543 2736 4140
K, 4 6109 0828 3322 87 4659 3274 4310
38 6376 1644 3620 88 4773 3808 4480
39 6636 2450 3912 89 4886 4340 4647
40 6889 3246 4200 90 4998 4868 4814
41 7136 4031 4482 91 5109 5394 4979
42 7377 4807 4760 92 5218 5917 . 5144
43 7612 5574 5034 93 5326 6437 5307
44 7842 6332 5303 94 5433 6954 5468
45 8067 7082 5569 95 5539 7468 5629
46 8286 7823 5830 96 5043 7980 5789
47 8501 8557 6088 97 5747 8489 5947
48 8712 9282 6342 98 5850 8995 6104
49 8918 7,0000 6593 99 5951 9499 6261
50 9120 0711 6840 100 6052 10,C000 6416

- — il — e

n Inn ‘ Vn ( Vn n Inn Vn Vi
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Nurgaiunktsioonide loomulikkude véirtuste

ia kaarepikkuste tabel 1° kuni 90°.

al sin tan o e as sina 1 tana hocas
; i ? 180 ‘ 180
1 0,0175 0,0175 0,0175 46 0,7193 1,0355 0,8028
2 0349 0349 0349 47 7314 0724 8203
3 0523 0524 0524 48 7431 1106 8377
4 0698 0699 0698 49 7547 1504 8552
5 0872 0875 0873 50 7660 1918 8726
6 1045 1051 1047 51 7771 2349 8901
T 1219 1228 1222 52 7880 2799 9076
8 1391 1405 1396 53 7986 3270 9250
9 1564 1584 1571 54 8090 3764 9425
10 | 1736 1768 1745 55 8192 4281 9599
11 1908 1944 1920 56 8290 4826 9774
12 2079 2126 2094 57 8387 5399 9948
13 2250 2309 2269 58 8480 -6003 1,0123
14 2419 2493 2443 59 8572 6643 0297
15 2588 2679 2618 60 8660 7321 0472
16 2756 2867 2793 61 8746 8040 0646
17 2924 3057 2967 62 8829 8807 0821
18 3090 3249 3142 63 8910 9626 0995
19 3256 3443 3316 64 8988 2,0503 1170
20 3420 3640 3491 65 9063 1445 1345
71 3584 3839 3665 66 9135 - 2460 1519
22 3746 4040 3840 67 9205 3559 1694
23 3907 4245 4014 68 9272 4751 1868
24 4067 4452 4185 69 9336 6051 2043
25 4226 4663 4363 70 9397 7475 2217
26 4384 4877 4538 71 9455 9042 2392
7 4540 5095 4712 72 9511 83,0777 2566
28 4695 5317 4887 73 9563 2709 2741
29 4848 5543 5061 74 9613 4874 2915
30 5000 5774 5236 75 9659 7321 3090
31 5150 6009 5411 76 9703 4,0108 3265
32 5299 6249 5585 77 9744 3315 3439
33 5446 6494 5759 78 9781 7046 3614
34 5592 6745 5934 79 9816 5,1446 3788
35 5736 7002 6108 80 9848 6713 3963
36 5878 7265 6283 81 9877 6,3138 4137
37 6018 7536 6457 82 9903 7,1154 4312
38 6157 7813 6632 83 9925 8,1443 4486
39 6293 8098 6807 84 9945 95144 4661
40 6428 8391 6981 85 9962 11,4301 4835
41 6561 8693 7156 86 9976 14,3007 5010
42 6691 9004 7331 87 9986 19,0811 5184
43 6820 9325 7505 88 9994 98,6363 5359
44 6947 9657 7679 89 9998 57,2900 5534
45 7071 1,0000 7854 90 1,0000 0o 5708
a®| sina tan a o a®| sina tan a -
= 180 180
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Sin ja tan loomulikkude vaidrtuste ja kaarepikkuste
tabel 1’ kuni 19,

y sin, tan, P sin, tan, ; sin, tan, ; sin, tan,
o arcus. " arcus. - arcus. - arcus.
1 0,0003 16 0,0047 31 0,0090 46 0,0134
2 0006 17 0049 32 0093 47 0137
3 0009 18 0052 33 0096 48 0140
4 0012 19 0055 34 0099 49 0143
5 0015 20 0058 38 0102 50 0145
6 0017 21 0061 36 0105 51 0148
7 0020 22 0064 37 0108 52 0151
8 0023, 23 0067 38 ort1 53 0154
9 0026 24 0070 39 0113 54 0157
10 0029 25 0073 40 0116 55 0160
11 0032 26 0076 41 0119 56 0163
12 0035 27 0079 42 0122 57 0166
13 0038 28 0081 43 0125 58 0169
14 0041 29 0084 44 0128 59 0172
15 0044 30 0087 45 0131 60 0175
= sin, tan, i sin, tan, s sin, tan, 5 sin, tan,
? arcus. arcus. 5 arcus. 5 arcus.
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