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Sissejuhatus

Teoreem poordfunktsioonist méngib matemaatilises analiiiisis véiga olulist rolli, néiteks

muutuja vahetuse valemi toestuses kordse integraali jaoks.

Teoreem poddrdfunktsioonist (vt teoreemi B.1)). Olgu U < R™ lahtine hulk, olgu
funktsioon f: U — R™ pidevalt diferentseeruv ning olgu punkt a € U selline, et tuletis
f'(a): R™ — R™ on pdédratav operaator. Siis leidub punkti a lahtine imbrus S < U nii,
et

(1) ahend f|s on iksiihene;
(2) tuletis f'(x): R™ — R"™ on pédratav operaator iga x € S korral;
(3) kugutishulk T := f(S) on lahtine;

(4) funktsiooni fls: S — T pdordfunktsioon g: T — S on pidevalt diferentseeruv

hulgas T, kusjuures
g (y) = f'(9(y))™" igayeT korral.

Tartu Ulikooli endises matemaatika instituudis ja tema eelkiijates loetud matemaa-
tilise analiiiisi kursustes on vdhemalt viimase 30 aasta jooksul teoreem podrdfunkt-
sioonist (juhul, kui ta on iildse eraldi vilja toodud) jéreldatud teoreemist ilmutamata
funktsioonist. Kéesoleva bakalaureusetoo eesmérk on, toetudes W. Rudini 6pikule [R],
esitada teoreemile poordfunktsioonist iseseisev, funktsionaalanaliitisi elementidele (Ba-
nachi piisipunkti printsiibile ja teoreemile pooratavale operaatorile lahedase operaatori
pooratavusest) toetuv toestus. Juhime veel tdhelepanu, et meie instituudis loetavates
vastavates kursustes on antud kontekstis késitletud vorrandite siisteemiga méaaratud
(ilmutamata) funktsioon(id)e (siisteeme), kusjuures nende funktsioonide osatuletiste
leidmisel on iiheks olulisemaks tooriistaks Crameri reegel; funktsionaalanaliiiitilisema
lahenemise puhul aga voimalusel hoidutakse (vektor)funktsioonide koordinaatide kaupa

“lahtipudistamisest”, mis voimaldab esitada teooriat olulisemalt kompaktsemal kujul.

Bakalaureuset66 koosneb neljast paragrahvist.
Esimeses paragrahvis toome sisse funktsiooni U — R™ kus U < R", diferent-
seeruvuse moiste, veendume selle moiste kooskolas matemaatilise analiiiisi kursusest

tuntud (“mitme muutuja”) funktsiooni U — R diferentseeruvuse moistega, selgitame



funktsiooni U — R™ ja teda madravate koordinaatfunktsionaalide U — R diferentsee-
ruvuse vahekorda ning toestame diferentseeruvate funktsioonide ja tuletise olulisemad
omadused

Teises osas toome vilja jargmistes paragrahvides (teoreemi poordfunktsioonist ja
selle jareldusena teoreemi ilmutamata funktsioonist toestustes) vajamineva funktsio-
naalanaliiiitilisemat laadi aparatuuri: me selgitame funktsiooni U — R™, kus U < R",
pideva diferentseeruvuse vahekorda teda maéaéaravate koordinaatfunktsioonide U — R
pideva diferentseeruvusega, toestame Lagrange’i keskvdartushinnangu funktsioonide
U — R™ jaoks, sonastame Banachi piisipunkti printsiibi ning toestame teoreemi poo6-
ratavale operaatorile R” — R" lahedase operaatori pooratavusest.

Kolmandas paragrahvis toestame kiesoleva t66 keskse tulemuse — teoreemi p6ord-
funktsioonist.

Neljandas paragrahvis sonastame matemaatilise analiiiisi kursusest tuttava teoree-
mi ilmutamata funktsioonist (tadpsemalt, tema versiooni vorrandite siisteemiga mééra-
tud ilmutamata funktsioonide siisteemidest) ning, andes teoreemile ilmutamata funkt-
sioonist kompaktsema kuju, toestame ta jareldusena teoreemist poordfunktsioonist.
T66 lopetuseks toestame teoreemi poordfunktsioonist omakorda jareldusena teoree-

mist ilmutamata funktsioonist.

To06s on kasutatud jargnevaid tahistusi.

Koikjal kédesolevas t66s on n, m ja [ fikseeritud naturaalarvud, s.t n,m,l € N.

Punkti z € R™ korral me eeldame, et tema koordinaadid on z1,...,2, € R, st x =
(X1, .., 2p) = (:Ej)?:l, ning, teiselt poolt, etteantud arvude x4, ...,x, € R korral me
kasutame tahistust (ilma seda t&histust eraldi sisse toomata) x := (x1,...,2,) € R™

(Analoogilisi tdhistusi me kasutame ka ruumide R”, R™, R! jms punktide y, z, h, k, u,
v, w, a, b jms jaoks.) Ruumi R” elementi a = (a4, ..., a,) € R" tdlgendame me sobival

juhul ka iiheveerulise maatriksina

a=|: (0.1)

Qn

ja, vastupidi, itheveerulist maatriksit (0.1)) tolgendame sobival juhul jarjendina a =

(ay,...,a,) € R™. Punkti x € R" ja reaalarvu ¢ # 0 korral me kasutame kirjaviisi

T 1 (zl xn)
—=—x=—...,— ).
t t t t



Eukleidilist normi ruumis R” t&histame siimboliga | - |, s.t

Lahtist ja kinnist kera ruumis R"™ keskpunktiga a € R™ ja raadiusega r > 0 tdhistame

me vastavalt siimbolitega B(a,r) ja B(a,r), s.t
Bla,r):={zxeX: |[vr—a| <7} ja Bla,r):={reX: |r—a|l<r}.

Funktsiooni f: U — R™, kus U < R"”, korral on fi,..., f,: U — R™ alati funkt-

siooni f méaravad nn koordinaatfunktsioonid, s.t

f(@) = (fi(z),..., fm(z)) igaz e U korral, (0.2)

ja, vastupidi, etteantud funktsioonide fi,..., f,,: U — R™ korral loeme funktsiooni
f: U — R™ defineerituks vordusega (0.2)).
Kirjutades funktsioonide f: U — R™ ja ¢: U — R korral

flz) = 0(¢(:c)) antud piirprotsessis,
moistame me selle all, et

/(=)

— — selles piirprotsessis.

()



1. Funktsiooni f: U — R™ (U < R") diferentseeruvus

1.1. Funktsiooni U — R" (U < R") diferentseeruvuse moiste

Definitsioon 1.1 (vt nt [R] Ik 212]). Olgu U < R” lahtine hulk, olgu f: U — R™ ning
olgu z € U. Oeldakse, et funktsioon f on diferentseeruv punktis z, kui leidub lineaarne
kujutus A: R" — R™ nii, et

f(z+h)— f(x)— Ah

|h| h—0

0. (1.1)

Kujutust A nimetatakse seejuures funktsiooni f tuletiseks punktis x ja téhistatakse
stimboliga f’(x) (allpool veendume, et operaatori f tuletis punktis « on itheselt mééa-
ratud):

f(x) = A.
Tahistades W := {h eR": x+he U} ja defineerides funktsiooni a: W — R™,

a(h) = f(zr+h)— f(x) — Ah, heW,
voime valemi kirjutada kujul
flz+h)— f(x) = Ah + a(h), kus a(h) = o(]h|) protsessis h — 0. (1.2)

Markus 1.1. Margime, et siin hulk W on lahtine. Toepoolest W # ¢, sest hulk U on
lahtine ja seega x on tema sisepunkt. Fikseerime vabalt h € W. Hulga W lahtisuseks
piisab néidata, et h on hulga W sisepunkt, s.t mingi » > 0 korral B(h,r) < W.
Hulga W definitsiooni pohjal x + h € U. Kuna U on lahtine, siis * + h on hulga U
sisepunkt, seega leidub r > 0 nii, et B (x + h,r) c U. Viite toestuseks jaab niitid
néidata, et B(h,r) < W. Selleks, fikseerides vabalt punkti z € B(h,r), piisab néidata,
et ze W, st x+ z € U, milleks omakorda piisab nédidata, et x + z € B(a: + h,r), s.t
‘x +z—(x+ h)! < r. Veendume selles:

lz+z—(z+h)|=|z+z—az—h|=|z—h|<r

(sest kuna z € B(h,r), siis |z — h| < r), nagu soovitud.
Teine voimalus hulga W lahtisuse toestamiseks on panna tdhele, et W = —x + U

ja kasutada fakti, et lahtise hulga nihe on lahtine.



Jargnev lause iitleb, et operaator A eelnevast definitsioonist (s.t funktsiooni f
tuletis f’(z) punktis x) on iiheselt méidratud. (Sellise operaatori iihesus jireldub ka
lausest allpool, mille toestus ei kasuta lauset )

Lause 1.1. Olgu U < R"™ lahtine hulk, olgu f: U — R™ ning olgu x € U. Siis leidub
ulimalt ks tingimust (L.1)) rahuldav lineaarne kujutus A: R™ — R™.

TOESTUS. Rahuldagu lineaarsed kujutused A, B: R" — R™ vastavalt tingimusi (|1.2))
ja

f(x+h)— f(x) = Bh+ p(h), kus (h) = o(|h|) protsessis h — 0.
Lause toestuseks piisab néidata, et A = B, milleks, fikseerides vabalt z € R™\{0}, piisab

ndidata, et Az = Bz. Selleks mérgime, et “piisavalt véikeste” ¢ > 0 korral (tdpsemalt,

selliste ¢ > 0 korral, mis rahuldavad tingimust = + tz € U)
A(tz) + a(tz) = B(tz) + B(tz),

seega ka

A(tz) a(tz) B(tz) pB(tz)

|tz |tz N |tz ltz]

millest, arvestades, et operaatorite A ja B lineaarsuse tottu

Atz) tA(z) Az , B(tz) tB(z) Bz
= =— Ja = =
22| tlz| 2] |t2| tlzl 2|
saame, et
Az a(tz Bz tz
— + (t2) = — B( ) (1.3)
2N 121 B T 124
Kuna tz P 0, siis tehtud eelduste pohjal
a(tz) 0 . B(tz) ’
[tz| t—0+ [tz| t—0+
- ) Az Bz .
seega jareldub vordusest (|1.3|) protsessis t — 0+, et W = W, millest Az = Bz, nagu
z z
soovitud. O]

1.2. Funktsiooni U — R™ (U < R") diferentseeruvuse moiste
kooskola funktsiooni U — R diferentseeruvuse moistega
Selles punktis veendume, et iilaltoodud diferentseeruvuse definitsioon [1.1{ on kooskolas

funktsiooni f: R™ — R (st tavalise mitme muutuja funksiooni) diferentseeruvuse tra-

ditsioonilise definitsiooniga (nagu me tunneme seda matemaatilise analiiiisi kursusest).



Definitsioon 1.2 (vt nt [UIIL;] 1k 479] voi [Kyl 1k 173] voi [@4), 1k 382]). Olgu U <
R” lahtine hulk, olgu f: U — R ning olgu # € U. Oeldakse, et funktsioon f on

diferentseeruv punktis x, kui leiduvad arvud aq, ..., a, € R nii, et
flz+h)—f(z) = arhi+---+a,h, +a(h), kus a(h) = o(|h|) protsessis h — 0. (1.4)

Mérgime (vt nt vt nt [T} 1k 480, teoreem 14.9] voi [Kol, 1k 174] voi [P@4), 1k 381
382|), et kui funktsioon f: U — R on diferentseeruv punktis x € U, siis sellel funktsioo-
nil eksisteerivad punktis x koik esimest jdarku osatuletised, kusjuures need osatuletised
on loplikud; seejuures definitsioonis

of of
= a—xl(x), ey = (?_xn(x)

ai

Veendume definitsioonide [1.1] ja [I.2] samavaérsuses juhul m = 1.
Olgu U < R" lahtine hulk.

Uhelt poolt, oletame, et funktsioon f: U — R on diferentseeruv definitsiooni
mottes. See tdhendab, et leiduvad arvud ay, ..., a, € R nii, et kehtib (1.4). Defineerime
kujutuse A: R" — R,

Ah = arhy + - + aphy, h=(h1,... h,) € R (1.5)

siis A on lineaarne operaator, kusjuures kehtib ((1.2)). Seega f on diferentseeruv definit-

siooni [[.1] mottes.

Teiselt poolt, olgu funktsioon f: U — R diferentseeruv definitsiooni mottes.
See tdahendab, et leidub linecaarne kujutus A: R™ — R nii, et kehtib . Algebra
kursusest teame, et leiduvad iiheselt méaratud arvud aq, ..., a, € R nii, et kehtib ,
niisiis kehtib . Seega f on diferentseeruv definitsiooni mottes.

1.3. Funktsiooni U — R" (U < R") ja teda miiravate

funktsioonide U — R diferentseeruvuse vahekord

Lause 1.2. Olgu U < R" lahtine hulk, olgu f: U — R™ ning olgu x € U. Jdrgmised

vdited on samavddrsed:

(i) funktsioon f on diferentseeruv punktis x;

(i) funktsiooni f defineerivad funktsioonid fi,..., fm: U — R,

f(z) = (fl(:v),...,fm(x)), zeU,

on diferentseeruvad punktis x.



Seejuures

N df
a—xl(fﬂ) a—xn(ﬂ?)
fl(z) = : : N (1.6)
O fm 0 fm
a—xl(a?) 2. (z)

TOESTUS. (i)=(ii). Olgu funktsioon f diferentseeruv punktis x € U, s.t (definit-
siooni pohjal) leidub lineaarne operaator A: R" — R™ nii, et kehtib (1.2). Al-
gebra kursusest teame, et lineaarne operaator A: R” — R™ on iiheselt méaratud

(reaal)arvmaatriksiga

ai Ain
A= B
am1 Qmn
kus iga h = (hy,..., h,) € R" korral
ai; ... Qip ha 21 aijhy n n
Ah = = = (Z aljhj,...,Zamjhj) .
n j=1 j=1
Am1 .. Amn hn ijl amjh]‘ J /

Olgu aq,...,qy,: W = {h eR™ xz+he U} — R™ funktsiooni a: W — R mééaravad
funktsioonid (tingimuses ((1.2))), s.t

a(h) = (ai(h),...,an(h)), h= (k... h,)eW. (1.7)

Tingimus a(h) = o(|h|) protsessis h — 0 tdhendab, et

a(h)
bk S
‘h| h—0
ehk
o) omWY
L
s.tigaie {1,...,m} korral
ai(h) 0
|h|  n—o0
ehk; teisisonu,
a;(h) = o(|h|) protsessis h — 0. (1.8)

Kuna iga h € W korral

flx+h)— f(x) = (fl(x +h), ..., fml(T+ h)) - (fl(a:),,fm(x))
= (fl(x+h) _fl(x)a"'vfm(x+h) _fm(x))

10



ja

Ah + a(h) = (Zalj P Z ) ar(h),...,am(h))

j=1

(Zaljh +ay(h Z:: Amihj + am( ))

7=1

siis tingimus ([1.2)) tdhendab, et iga i € {1,..., m} korral

filx + h) — fi(z) = aihy + -+ + amhy + a;(h),  kus a;(h) = o(|h|) protsessis h — 0.
(1.9)
Tingimus ((1.9) tdhendab, et funktsioon f;: U — R™ on diferentseeruv punktis x;

seejuures

fi
ai; = / (x) iga je{l,...,n} korral,
(?ZL‘]‘
s.t kehtib (1.6]).
(ii)=>(i). Eeldame, et funktisoonid fi,..., f,, on diferentseeruvad punktis x, s.t iga
i€ {l,...,m} korral leiduvad arvud a;1, ... a;, € R nii, et

fl(‘r + h) - fz(aj) = aihy + -+ aphy + O{Z(h) = Zn: Clijhj + Oll(h)

kus funktsioon a;: W :={heR": z+ he U} — R rahuldab tingimust o;(h) = o(|h|)
protsessis h — 0. Niitid

fla+h)=f(z)=(filz+h),.... fu(z+h) = ([i(®),..., fn(2))
= (Aile+h) = filz), ..,z + 1) = (@)
= (Z ai;h; + ai(h Z amihj + am(h)>
- (Z aihj, ..., 2 amjhj) +(ai(h), ..., am(h))
— Ah + a(h),
kus
A= 5

ja funktsioon a: W — R™ on defineeritud vordusega (1.7)).

11



Funktsiooni f diferentseeruvuseks punktis x jaab néidata, et
a(h) = o(|h|) protsessis h — 0.

Viimane tingimus on implikatsiooni (i)=>(ii) toestuses sisaldunud arutelu pohjal sama-
vaarne tingimusega (|1.8) iga ¢ € {1,...,m} korral, mis kehtib eespool tehtud eelduse
pohjal. O
1.4. Diferentseeruvate funktsioonide ja tuletise omadusi

Lause 1.3. (a) Olgu U < R™ lahtine hulk ning olgu funktsioon f: U — R™ diferent-

seeruv punktis x € U. Siis f on pidev punktis x.

(b) Olgu U < R™ lahtine hulk ning olgu v € R™. Siis (konstantne) funktsioon
f:U—-R™,
flz)=v, xeR"

on diferentseeruv igas punktis x € U, kusjuures

f'(x) =0 igaxeU korral.

(c) Lineaarne operaator A: R™ — R™ on diferentseeruv, kusjuures

A'(x) = A igaxeR" korral.

(d) Olgu U < R™ ja V < R™ lahtised hulgad. Kui funktsioon f: U — V on dife-
rentseeruv punktis xo € U ning funktsioon g: V — R! on diferentseeruv punktis
y = f(xg) €V, siis listfunktsioon h = gf: V — R,

hz) = (gf)(x) = g(f(2)), zeU,
on diferentseeruv punktis xq, kusjuures
W (xo) = g' (f(20)) f' (o). (1.10)

(e) Olgu U < R™ lahtine hulk, olgu funktsioonid f,g: U — R™ diferentseeruvad

punktis xg € U ning olgu o € R. Siis

(el) funktsioon f+ g: U 3z +— f(x)+ g(z) € R™ on diferentseeruv punktis x,

kusjuures

(f +9)'(xo) = f'(w0) + g'(wo);

12



(€2) funktsioon af : U 3 x — af (x) € R™ on diferentseeruv punktis xo, kusjuu-

res

(Oéf)/(iﬁo) = Oéf/(Q?o)-

TOESTUS. (a). Funktsiooni f diferentseeruvuse tottu punktis x leidub lineaarne ope-

raator A: R™ — R™ nii, et
flz+h)— f(x) = Ah + a(h), kus a(h) = o(]h|) protsessis h — 0.

Kuna Ah P 0 (sest iga lineaarne operaator 16plikumootmelisel ruumil R™ on pidev

h
— vt nt [OOL 1k 122, jareldus|) ja a(h) = % |h| — 0, siis f(z + h) — f(z), mis

tahendabki funktsiooni f pidevust punktis z.

(b). Olgu = € U. Viite toestuseks piisab (definitsiooni [1.1| pohjal) néidata, et

f(z +h)— f(x) —0h

’h‘ h—0 O

Veendume selles:

flx+h)—f(x)—0h flx+h)—flz) v—-v 0

- — =0—0.

] - 1] I )

(c). Olgu = € U. Viite toestuseks piisab (definitsiooni [1.1{ pohjal) néidata, et

A(x +h) — Az — Ah
’h‘ h—0

Veendume selles:

7 i Al no

(d). Olgu funktsioon f: U — V diferentseeruv punktis xy € U ning olgu funktsioon
g: V — R! diferentseeruv punktis y := f(x¢) € V. Niitame, et liitfunktsioon h =
gf: vV — R,
h(z) = (9f)(x) = g(f(2)), weU,

on diferentseeruv punktis xy, kusjuures kehtib (|1.10]).
Téhistame A := f'(zg): R" — R™, B := ¢(f(z)): R™ — R’ ning C :=
g (f(20)) f'(x0) = BA: R® — R'. Peame néitama, et C' = h/(zo), s.t

h(xzog + h) — h(zo) = Ch +7(h), kus v(h) = o(]h|) protsessis h — 0.

13



Kuna A = f'(z0) ja B := ¢'(f(z)), siis
F(wo + h) — f(zo) = Ah + a(h), kus a(h) = o(|h|) protsessis h — 0,
ja
9(f(x0) + &) — g(f(0))= Br + B(r), kus B(r) = of|x|) protsessis x — 0.
Niiiid, téhistades #(h) := f(xo + h) — f(20), saame

h(zo + h) — h(zo) = g(f(zo + h)) — g(f(z0))
(f z0) + (h)) — g(f(x0)) = Br(h) + B(x(h))
(f(xo +h) = f(x0)) + B(k(h))) = B(Ah + a(h)) + B(k(h))
B(Ah) + B(a(h)) + Br(h) = Ch+~(h),

—~ o~

kus y(h) = B(a(h)) + B(r(h)). Viite tdestuseks jaéib néidata, et y(h) = o(|h|), s.t

y(h) _ B(a(h) + B(x(h))
] ] o

alh
(h) —— (0, jarelikult arvestades, et operaa-

|h|  h—o0

tor B on lineaarne ja pidev (sest iga lineaarne operaator 16plikumdootmelisel ruumil R™
on pidev — vt nt [OO, 1k 122, jareldus|),

Kuna «a(h) = o(|h|) protsessis h — 0, siis

Jaab naidata, et

B

milleks, fikseerides vabalt h* € W, k € N, nii, et h* —— 0, piisab niidata, et

B(T}E; ) — (1.11)
Iga h € W korral
k(h)) |k
o) [ s #0
i B(0) =0, kui k(h) = f(xo + h) — f(x) = 0.

Seega voime iildisust kitsendamata eeldada, et x(h*) # 0 iga k € N korral. Kuna
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h k
k(h) = o(]h|) protsessis h — 0, s.t % — 0, siis ﬁ‘(hk‘) — 0. Kuna 8(k) = o(|x|)
hk
protsessis k — 0, s.t % — 0, siis kaﬁgj((hk)» — 0 (sest k(h*) — 0). Seega

kehtib (1.11)) ja sellega on viide toestatud.
(el). Viite toestuseks piisab (definitsiooni pohjal) néidata, et

(f + 9)(xo+h) = (f + 9)(x0) — (f'(20) + ¢'(x0)) P

7] o
Veendume selles: definitsiooni pohjal
(f +9)(zo + 1) = (f + g)(wo) = (f'(x0) + ¢'(x0)) R
1]
_ f(zo + ) + glzo + h) — f(m0) — g(wo) — f'(w0)h — g'(w0)
||
ot h) — o)~ b glao+h) —oleo) @b o
i) 0 =
(e2). Vaite toestuseks piisab (definitsiooni pohjal) néidata, et
(af)(wo + ) — (af )(zo) — (af'(x0))h 0
|h| hs0
Veendume selles: definitsiooni pohjal
(af)(xo + h) — (af )(z0) — (af'(0)) P
]
_ af(xo+ h) —af(xg) — af'(xo)h
||
:af(l’o+h)—f($o)—f/(xo)h a0 =0
|h| h—0
[
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2. Abiteoreemid

Koigil selles paragrahvis esitatavatel teoreemidel on ka iseseisev teoreetiline téhtsus,
kuid kéesoleva t66 seisukohalt on nad eelkoige abitulemused teoreemi péordfunktsioo-

nist toestamiseks.

Funktsionaalanaliiiisi sissejuhatavast kursusest teame (vt nt [OOL 1k 123-124)), et
kui X ja Y on normeeritud ruumid, siis koigi pidevate lineaarsete operaatorite X — Y

vektorruum L(X,Y) on normeeritud ruum jargmise normi suhtes:

|A| == sup |Az| = inf{M > 0: |Az| < M|z| iga x € X korral}

Tre
lzl<1

= min{M > 0: |Az| < M|z| iga z € X korral}, Ae L(X,Y);
niisiis, kui A € L(X,Y), siis
|Az|| < |A] |=| iga x € X korral.

Edasises kasutame korduvalt jargmist kergestikontrollitavat hinnangut (vt nt [OO
1k 125, lause|): kui X, Y ja Z on normeeritud ruumid ning A € L(X,Y) ja B e L(Y, Z),
siis BA € L(X, Z), kusjuures
|BA[ < | BI[|A].

Margime veel (vt nt [OO] 1k 122, jareldus|), et kui X ja Y on normeeritud ruumid,
kusjuures ruum X on loplikumootmeline, siis iga lineaarne operaator X — Y on pidev,

niisiis L(X,Y’) koosneb koikvoimalikest lineaarsetest operaatoritest X — Y.

2.1. Pidevalt diferentseeruvad funktsioonid

Olgu U < R” lahtine hulk ning olgu funktsioon f: U — R" diferentseeruv hulgas U.
Siis on hulgas U méératud tuletisoperaator (millele me edasises viitame ka lihtsalt kui

operaatori f tuletisele)
f'2Usx— f'(x) e L(R",R™). (2.1)

Definitsioon 2.1. Oeldakse, et funktsioon f: U — R™ on pidevalt diferentseeruv
(hulgas U), kui tuletisoperaator (2.1]) on pidev hulgas U.
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Osutub, et funktsiooni f pidev diferentseeruvus on samavéiirne teda méaravate

funktsioonide fi,..., f,n: U — R pideva diferentseeruvusega.

Lause 2.1. Olgu U < R" lahtine hulk, olgu f: U — R™ ning olgu f1,..., fm: U —>R

funktstooni [ defineerivad funktsioonid, s.t

f(x): (fl(x)>7fm(x))> reU.
(a) Olgu x € U. Jargmised vdited on samavddrsed:

(1) funktsioon f on diferentseeruv punkti x mingis dmbruses, kusjuures tule-
tis(operaator) (2.1)) on pidev punktis x;

(ii) funktsioonid fi,..., fm on diferentseeruvad punkti x mingis imbruses, kus-

Juures osatuletised

Ofi

Y
5xj

i=1,....,m, j=1,...,n, (2.2)

on pidevad punktis x.
(b) Jdrgmised vdited on samavédrsed:

(1) funktsioon f on pidevalt diferentseeruv hulgas U ;

(ii) funktsioonid fi,..., fm on diferentseeruvad hulgas U, kusjuures osatuletised

(2.2) on pidevad hulgas U.

Lause toestus toetub oluliselt funktsionaalanaliiiisi sissejuhatavast kursusest
tuntud tulemusele, mille kohaselt mis tahes kaks normi loplikumootmelises vektor-

ruumis on ekvivalentsed.

Definitsioon 2.2 (vt nt [0O), 1k 87]). Oeldakse, et normid ||- | ja || - || vektorruumis X

on ekvivalentsed, kui leiduvad arvud «, # > 0 nii, et
ofz| < [|z]| < Blx| iga e X korral.

Lause 2.2 (vt nt [OO, lk 88, jareldus|). Kui jada vektorruumis koondub mingi nor-
mi suhtes, siis ta koondub samaks elemendiks ka mais tahes selle normiga ekvivalentse

normi suhtes.

Teoreem 2.3 (vt nt [OO) 1k 91, jareldus 2|). Loplikumaootmelises vektorruumis on koik

normid paarikaupa ekvivalentsed.

LAUSE 2.1 TOESTUS. (b) on vahetu jéreldus viitest (a).
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(a). Defineerime ruumis L(R™, R™) normi

IAll = max Jayl, Ae L(R"R™),

1<j<n
kus (ag);;2; on operaatorit A esitav maatriks, s.t iga h = (hi, ..., h,) € R" korral
n
ai; ... A1y hl ijl aljhj n n
An=1| | = : = Dl avhy, o> amshy |
n = =1
Am1 .- Amn hn Zj:l amjhj
Kuna ruum L(X,Y) on 16plikuméotmeline, siis norm || - || on ekvivalentne “tavalise”
normiga | - || selles ruumis, s.t normiga

| Al = sup [Ah|,  Ae LR",R™).
heR™

|h|<1

(i)=(ii). Kehtigu (i). Siis funktsioon f on diferentseeruv punkti x mingis tiimbruses,
seega lause pohjal ka funktsioonid fi,..., f,, on diferentseeruvad punkti x selles-
samas iimbruses; niisiis jadb implikatsiooni toestuseks naidata, et osatuletised on
pidevad punktis z.

Olgu punktid ¥ € U, k € N, sellised, et 2¥ —— 2z ruumis R”. Osatuletiste

k—o0
pidevuseks piisab néidata, et

0 fi 0 fi g o
éj:j (2" — éaj; (x) koikide i € {1,...,m} ja j € {1,...,n} korral. (2.3)

Kuna operaatorite f'(z%), k € N, ja f’(x) esitus maatrikskujul on (lause pohjal)

vastavalt

dh N dh h
o, ) o™,
f'(a*) = : : : |, keN, ja fl(2)= : :
Ofm Ofm Ofm Ofm
Doy o 2 Doy o P2
siis iga k € N korral
afl afl afl afl
P k) — 5_:1:1(x) . a—xn(xk) — aTn(x)

F(a%) = f'(x) =

61’1 a.ﬁlﬁ'l ﬁxn awn
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ning jarelikult

) — P = max | (@) — ).
1) - F@ll = max | ) - o) (2.4
1<j<n
niisiis on tingimus ([2.3)) samavéidrne tingimusega
I1£'@*) = @)l —0, (2.5)
—00
mis normide || - || ja | - | ekvivalentsuse tottu on (lause [2.2] pohjal) samavéérne tingi-
musega
|£(2*) = £(@)| —> 0. (2.6)
—00

Viimane tingimus jareldub tuletisoperaatori ([2.1]) pidevusest punktis x.

(ii)=(i). Kehtigu (ii). Siis funktsioonid fi,..., f, on diferentseeruvad punkti x
mingis {imbruses, seega lause [I.2] pohjal ka funktsioon f on diferentseeruv punkti z
sellessamas timbruses; niisiis jaab implikatsiooni toestuseks naidata, et tuletisoperaator
on pidev punktis x.

Olgu punktid 2% € U, k € N, sellised, et z* P ruumis R". Tuletisoperaatori
pidevuseks punktis z piisab niidata, et f’(z*) — f'(z) ruumis L(R™ R™), s.t
kehtib (2.6), mis normide | - | ja || - ||| ekvivalentsuse tottu on (lause [2.2] pohjal) sama-
vidrne tingimusega (2.5]), mis implikatsiooni (i)=(ii) toestuses pohjendatud vorduste
(2.4) pohjal on samavéérne tingimusega ([2.3)), mis jareldub eeldusest osatuletiste
pidevuse kohta punktis x. O

2.2. Lagrange’i keskvaartushinnang

Téhistame vektorite © = (zq,...,2,) € R" ja z = (21,...,2,) € R" skalaarkorrutise

(ruumis R™) siimboliga x - z, s.t

n
x-z::ijzj:x1z1+~--+xnzn.
Jj=1

Kehtib Cauchy—-Bunjakovski-Schwarzi vorratus (vt nt [Kl 1k 264, lause 9.1.4])
|z - z|* < |z||2| kéikide x, z € R" korral

(siin |z - z| tdhistab elementide x ja z skalaarkorrutise absoluutviirtust ning |z| ja |z

vastavalt elementide x ja z (eukleidilisi) norme ruumis R"™).
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Teoreem 2.4 (vt nt [Rl 1k 113, teoreem 5.19]). Olgu pidev funktsioon f: [a,b] — R™

diferentseeruv vahemikus (a,b). Siis leidub € € (a,b) nii, et

[£(0) = ()] < [f(E)I(b—a)

(siin tolgendame tuletist f'(€) (mis on tolgendatav m-realise iheveerulise maatriksina)

ruumi R™ elemendina).

TOESTUS. Téhistame z := f(b) — f(a) € R™ ja defineerime funktsiooni ¢: [a,b] — R,

o(t) =z- f(t), tela,bl.

Paneme téhele, et ¢ = gf (s.t iga ¢ € [a,b] korral ¢(t) = g(f(t))), kus funktsioon

g: R™ — R on defineeritud vordusega

9(y) =2y, yeR™

Funktsioon g on lineaarne, seega igas punktis y € R™ diferentseeruv ning jarelikult ka
pidev, kusjuures lause [1.3] (c), pohjal ¢'(y) = g, s.t iga v € R™ korral ¢'(y)v = g(v) =
z-v. Kuna funktsioon f on 16igus [a, b] pidev, siis ka liitfunktsioon ¢ = gf: [a,b] —» R
on 16igus [a, b] pidev; kuna funktsioon f on diferentseeruv igas punktis ¢ € (a, b), siis ka

liitfunktsioon ¢ = gf on diferentseeruv igas punktis ¢ € (a,b), kusjuures lause [1.3] (d),
pohjal ¢'(t) = ¢/ (f(2)) f'(t) = gf'(t), s.t iga h € R korral

Olgu funktsioonid fi,..., fn: [a,b] — R sellised, et f(t) = (fi(t),..., fm(t)) iga t €
[a, b] korral; siis lause p6hjal on funktsioonid f, ..., f,, diferentseeruvad vahemikus
(a,b), kusjuures igas punktis ¢ € (a,b)

fi(t)
ffy=1 1+ 1|,
fh(t)

s.t f'(t): R — R™ on defineeritud vordusega

fi(t) ol
Foh=1 1+ |a=| + |=(A®h... . fu®)h), heR;
fn(®) fn(h
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niisiis (tolgendades sobival juhul tuletist f'(¢) jirjendina f'(t) = (fi(¢),..., fin(t)) €
R™)

POh =z f(Oh=2z(fil)h, ... f(Oh) =2 h(fi(t),.... [L(1)
=0z (A, J0) =Rz S'®) = (- S D),
s.t
St =2 (1),
Lagrange’i keskvéértusteoreemi pohjal leidub £ € (a, b) nii, et

p(b) —p(a) = (&) (b—a) = (2~ f'(€)) (b —a).

Teiselt poolt,

p(b) —pla) =z f(b) =2~ fla) =z (f(b) — f(a)) = 2 2 = |2|*.

Cauchy—-Bunjakovski-Schwarzi vorratuse pohjal

21* = (2 f/(€) (b —a) = |z~ F(O](b—a) <[] [F (O (b~ a),
seega |z| < |f'(£)|(b — a), nagu soovitud. O

Definitsioon 2.3 (vt nt [QO) Ik 79]). Olgu X vektorruum. Oeldakse, et hulk A = X

on kumer, kui mis tahes z,y € A ja X € (0,1) korral
(1—=XNz+Aye A

Geomeetriliselt tolgendatuna moodustavad punktid (1 —X)z+ Ay, A € [0, 1], punkte
x ja y lhendava sirgloigu. Seega tdhendab hulga kumerus, et hulk sisaldab koos iga

kahe oma punktiga ka nendevahelise sirgloigu.

Teoreem 2.5 (Lagrange’i keskvédrtushinnang; vt nt [R, 1k 218, teoreem 9.19]). Olgu
U < R” lahtine hulk, olgu funktsioon f: U — R™ diferentseeruv hulgas U ning olgu

K < U kumer hulk, kusjuures eksisteerib reaalarv M = 0, nii, et
If'(x)]| < M iga x e K korral.

Siis
If(z) = fly)| < M|z —vy| koikide y,z € K korral.

TOESTUS. Olgu y, 2z € K. Jargnevas toestuses tolgendame vahet z — y € R vajadusel
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vastavale olukorrale sobivalt itheveerulise maatriksina

21—
z—y=

Zn — Yn

Defineerime funktsiooni v: [0,1] — U,
V) =A—-ty+tz=y+t(z—y), tel0,1],

(mérgime, et hulga K kumeruse tottu y(t) € K < U iga t € |0, 1] korral) ja funktsiooni
g: [0,1] > R™,
g(t) = f(»(1), telo1].

Vaatleme funktsiooni
p(t) =y+tz—vy), tel

siis ¢ esitub summana ¢ = ¢+ A, kus ¢, A: R — R" on vastavalt konstantne funktsioon

c(t) =y, t € R, ja lineaarne funktsioon

(Zl - y1)t 21—
At =t(z —y) = : = : t, teR;

(Z” - yn)t Zn — Un
seega funktsioon ¢ on diferentseeruv igas punktis t € R, kusjuures
O'(t)=A=2—y igateR korral.

Paneme téhele, et v = ¢l[o,17. Siit jéreldub, et v on diferentseeruv vahemikus (0, 1),
kusjuures
Y(t)=¢'(t)=A=2—y igate (0,1) korral,

seega lause[L.3] (d), pohjal on ka funktsioon g diferentseeruv vahemikus (0, 1), kusjuures
iga t € (0, 1) korral
gt = ()Y = (1) (=-y)

ning jarelikult (tolgendades tuletist ¢/(¢) ruumi R™ elemendina)

g =1 (v®))z=y)| <|F @)z =yl < M|z —y].

Teoreemi [2.4] pohjal leidub £ € (0, 1) nii, et

19(1) = g(0)] < [g' () (1 —0) =1g"(§)] < M|z —yl.
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Kuna g(1) = f(v(1)) = f(2) ja g(0) = f((0)) = f(y), siis jéreldub siit, et
£ (2) = f()l < M|z =y,

nagu soovitud. O

2.3. Banachi piisipunkti printsiip

Definitsioon 2.4. Olgu X meetriline ruum, olgu Z < X ning olgu f: Z — X. Oel-
dakse, et

e clement x € Z on operaatori f pisipunkt, kui f(x) = x;

e operaator f on ahendav, kui leidub reaalarv ¢ € (0, 1) nii, et
p(f(z), f(2)) < gp(z,z) koikide z,z € Z korral. (2.7)

Lause 2.6. Olgu X meetriline ruum, olgu Z < X ning olgu f: Z — X ahendav
operaator. Siis operaatoril f on dlimalt ks pisipunkt. Niisiis, ahendaval operaatoril

on ulimalt ks pisipunkt.

TOESTUS. Olgu u,w € Z operaatori f piisipunktid, s.t f(u) = u ja f(w) = w. Lause

toestuseks piisab néidata, et u = w.

Operaatori f ahendavuse tottu leidub ¢ € (0, 1) nii, et kehtib (22.7]). Niitid

0 < p(u,w) = p(f(u), f(w)) < gp(u, w),

millest (arvestades, et 0 < ¢ < 1) jareldub, et p(u,w) = 0 ehk, teisisonu, © = w, nagu

soovitud. O

Jareldus 2.7. Olgu U < R" lahtine hulk, olgu funktsioon f: U — R™ diferentseeruv

hulgas U ning olgu K < U kumer hulk, kusjuures eksisteerib reaalarv q € (0, 1), nii, et
|f'(x)|| <q igaxe K korral.
Siis
(a) ahend f|x: K — R™ on ahendav;

(b) funktsioonil f on hulgas K dlimalt iiks pisipunkt (s.t ahendil f|x: K — R™ on

tlimalt ks pisipunkt).

TOESTUS. (a) jareldub vahetult Lagrange’i keskviértushinnangust (teoreemist [2.5]).

(b) jareldub vahetult viitest (a) ja lausest [2.6] O
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Jargnev teoreem on meile tuttav funktsionaalanaliiiisi sissejuhatavast kursusest.

Teoreem 2.8 (Banachi piisipunkti printsiip; vt nt [OOL 1k 64, teoreem| voi |R], 1k 220,
teoreem 9.23|). Kui X on tdielik meetriline ruum ja p: X — X on ahendav operaator,
siis eksisteerib tiks ja ainult iks x € X nii, et p(x) = z. Teisisonu, ahendaval operaatoril

tatelikus meetrilises ruumis on parajasti iiks pisipunkt.

2.4. Teoreem pooratavale operaatorile lahedase operaatori

pooratavusest

Teoreem 2.9 (vt nt [R] Ik 209, teoreem 9.8]). (a) (Teoreem podratavale operaato-
rile 1dhedase operaatori pooratavusest.) Kui A, B: R" — R"™ on lineaarsed ope-

raatorid, kusjuures A on péoratav ja

1

|B = Al < =7
| A=)

(2.8)

siis ka operaator B on pdoratav.

(b) Tdhistame koigi podratavate lineaarsete operaatorite R — R™ hulga simboliga §Q.
Siis 2 on ruumi L(R™, R™) lahtine alamhulk, kusjuures kujutus 2> A— A7l e Q

on pidev.
Mairkus. Kujutus eelneva teoreemi vaitest (b) on ilmselt bijektsioon.

TOESTUS. (a). Olgu A, B: R™ — R™ lineaarsed operaatorid, kusjuures A on pooratav.
Operaatori B pooratavuseks piisab naidata, et tema tuum ker B = {0} (sest sel juhul
on B iiksiihene ning teatavasti on lineaarne operaator R” — R"™ pooratav parajasti
siis, kui ta on tiksiihene). Mis tahes 2 € R™ korral

|Bz| = (B = A)z + Az| > |Az| - [(B - A)z| > 1MAWM%|HB Alff]

|A-

1
7| =B = Al ||

A Ax B - Alllzx
T 147 sl = 1B = Al el = Tl

s
_ (V%‘ B An) 2, (2.9)

Siit jéreldub, et tingimuse (2.8)) kehtides ker B = {0} ning jérelikult on operaator B

pooratav.
1
(b). Olgu A € Q. Viitest (a) jareldub, et B(A, F) c Q, seega A on hulga Q
sisepunkt. Kuna operaator A oli kitsendusteta valitud, siis hulga €2 iga punkt on tema

sisepunkt, s.t €2 on lahtine.
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Kujutuse ©Q 3 C — C~! € Q pidevuseks piisab niidata, et see kujutus on pidev
punktis A, s.t

“1 oAy
|B~ = A7 —>0. (2.10)

Iga B e Q korral B~! — A™! = B7Y(A — B)A™!, jirelikult
|B™ = A7 = |BTH(A - B)ATY < | B~ |A - B |A7'];

kuna mis tahes y € R" korral, vottes hinnangus (2.9) z = By,

A A7
B—l < H BB—l —
BT PP T T
siis .
HBflu < ”A ”
S 1A B - Al
seega
AP B — A
B—l o A—l < H
| A e
millest, arvestades, et |B — A| Y 0, jareldub (2.10]). ]
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3. Teoreem poordfunktsioonist

Selles paragrahvis toestame teoreem: poordfunktsioonist, mis, veidi lihtsustalt, vaidab,
et pidevalt diferentseeruv funktsioon f on podratav iga punkti x iimbruses, kus tema

tuletis f'(x) on pooratav (lineaarne operaator).

Teoreem 3.1 (teoreem poordfunktsioonist; vt nt [Rl 1k 221, teoreem 9.24|). Olgu
U < R” lahtine hulk, olgu funktsioon f: U — R"™ pidevalt diferentseeruv ning olgu
punkt a € U selline, et tuletis f'(a): R™ — R"™ on péoratav operaator. Siis leidub

punkti a lahtine imbrus S < U nii, et
(1) ahend f|s on iksiihene;
(2) tuletis f'(x): R™ — R"™ on pédératav operaator iga x € S korral;
(3) kujutishulk T := f(S) on lahtine;

(4) funktsiooni fls: S — T poordfunktsioon g: T — S on pidevalt diferentseeruv

hulgas T, kusjuures
J(y) = f’(g(y))_1 iga y € T korral. (3.1)

Enne teoreemi toestamist toome valja iihe olulise jarelduse temast.

Jareldus 3.2 (vt nt Rl 1k 223|). Olgu U < R"™ lahtine hulk ning olgu funktsioon
f: U — R" pidevalt diferentseeruv, kusjuures operaator f'(x) on pdératav iga x € U
korral. Siis f on lahtine kujutus, s.t kujutishulk f(W) on ruumi R™ lahtine alamhulk
iga lahtise alamhulga W < U korral.

TOESTUS. Olgu W < U lahtine hulk. Peame néitama, et kujutishulk f(W) on lah-
tine. Selleks, fikseerides vabalt punkti y € f(WW), piisab niidata, et y on hulga f(WW)
sisepunkt. Olgu x € W selline, et f(z) = y. Ahend f|y: W — R" on pidevalt di-
ferentseeruv, kusjuures tuletis (f|w ) (z) = f'(x): R® — R" on pdoératav operaator.
Teoreemi pohjal leidub punkti = lahtine timbrus S < W nii, et (f|w)(S) = f(5)
on lahtine hulk ruumis R™. Niiiid y = f(x) € f(S) < f(W); niisiis f(S) on punkti y
lahtine iimbrus, mis sisaldub hulgas f(WW); seega y on hulga f(W) sisepunkt. O

Mairkus 3.1. Jarelduse [3.2) toestuseks pole vaja eelnevalt toestada kogu teoreemi
poordfunktsioonist — selle jarelduse toestuseks piisab vaid toestada tingimust (3) ra-
huldava hulga S olemasolu teoreemi [3.1] eeldustel.
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Teoreem on vahetu jareldus tema jargnevast tugevamast versioonist.
Teoreem 3.3. Olgu U < R" lahtine hulk, olgu funktsioon f: U — R™ diferentseeruv
hulgas U ning olgu tuletis f' pidev punktis a € U, kusjuures operaator f'(a): R™ — R”
on pooratav. Sits leidub punkti a lahtine imbrus S, nii, et kehtivad teoreems vdited

(1)-(3) ja

(47) ahendi fls: S — T péordfunktsioon g: T — S on diferentseeruv hulgas T', kus-
juures kehtib (3.1)); seejuures tuletis g’ on pidev punktis b := f(a) e T.

Teoreemi [3.3] toestus toetub oluliselt jargnevale lemmale.

Lemma 3.4. Olgu U < R", olgu f: U — R" ning olgu A: R™ — R" pdoratav operaa-

tor. Defineerime vastavalt igale punktile y € R™ funktsiooni ¢,: U — R",

oy(x) =+ At (y - f(x)), rzeU. (3.2)

(a) OlguyeR™ jax e U. Vordusy = f(x) kehtib parajasti siis, kui @, (z) = x, s.tx

on funktsiooni y, pisipunkt.

(b) Olgu S < U. Ahend f|s on iiksihene parajasti siis, kui iga z € S korral on
funktsioonil @y .y dlimalt ks pisipunkt hulgas S, s.t ahendil @g.)|s on iilimalt
tiks pusipunkt.

(¢) Olguy e R™. Kui funktsioon f on diferentseeruv punktis x € U, siis ka funktsioon

(13.2) on diferentseeruv punktis x, kusjuures
o, () = AT A = f()).
TOESTUS. (a). Pooratava lineaarse operaatori A~! iiksiihesuse tottu

fle)=y <= y—f(x)=0

(3.3)
= AlNy—f(2)=0 = p)z)==z

(b). Tarvilikkus. Olgu ahend f|g iiksiihene, olgu z € S ning olgu u,w € S sellised,
et

Pro(u) =u ja @pe(w) =w. (3.4)
Veendumaks, et funktsioonil ¢y .y on iilimalt iiks piisipunkt hulgas S, piisab néidata,
et u = w. Vordustest (3.4)) jareldub samavddrsuste (3.3|) pohjal (vottes seal y = f(z)
ja vastavalt © = u ja z = w), et f(u) = f(2) = f(w), jérelikult ahendi f|g iiksiithesuse
tottu u = w, nagu soovitud.

Piisavus. Eksisteerigu iga z € S korral funktsioonil ¢y, iilimalt {iks piisipunkt

hulgas S. Peame néitama, et funktsioon f on iiksithene hulgas S < U. Eeldades, et
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u,we S,y = f(u) = f(w), piisab selleks ndidata, et v = w. Samavéirsuste (3.3

pohjal (vottes seal vastavalt © = u ja x = w)

oy(u) =u ja p,(w)=w,

s.t u ja w on funktsiooni ¢, piisipunktid, millest tehtud eelduse pohjal jareldub, et

u = w, nagu soovitud.

(c). Mis tahes = € U korral

oy(x) = x + A_l(y — f(x)) =Io+ Ay — A7 f(2)
= Iz +c(x) — (A7 f)(2),

kus c(z) = A™'y on konstantne funktsioon. Seega, kui funktsioon f on diferentseeruv
punktis z € U, siis lause [I.3] pohjal ka funktsioon ¢, on diferentseeruv punktis z,

kusjuures (arvestades, et samasusteisendus /x = z on lineaarne kujutus)

py(@) = I'(z) + d(2) = (A1) (2) = T+ 0= (A7) (f(2)) f'(2)
=1 A" f(z) = AT A- A7 f'(z)

= A7 (A~ f(2)).
Il

TEOREEMI [3.3] TOESTUS. Téhistame f'(a) =: A ja defineerime vastavalt igale punktile
y € R™ funktsiooni ¢,: U — R"™ vordusega (3.2)). Tuletise f’ pidevuse tottu punktis a

leidub r > 0 nii, et,
! / / 1 .
If'(z) = A| =|f'(z) = fl(a)| < m iga x € B(a,r) =: S korral. (3.5)

Mis tahes y € R" korral on funktsioon ¢, lemma [3.4] (c), pchjal diferentseeruv igas

punktis x € S, kusjuures

1 1

lel(@)] =A™ (A= f(@)] <|AA- f@)] <A™ s AT 2

s.t.

1
ly, ()| < 3 koikide y € R" ja = € S korral. (3.6)

Hinnangust (3.6) jareldub Lagrange’i keskviértushinnangu (teoreemi pohjal, et

1
|y (2) — ¢y (2)] < §‘$ — 2| koikide y € R" ja z, z € S korral. (3.7)
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(1). Hinnangu (3.6) ja (Lagrange’i keskvéartushinnangu) jarelduse pohjal on
mis tahes y € R" korral funktsioonil ¢, iilimalt tiks piisipunkt hulgas \S; niisiis lemma
B-4 (b), pohjal on ahend f|s iiksiihene.

(2). Tuletise f'(x) pooratavus iga x € S korral jareldub vorratusest (3.5)) teoreemi
2.9, (a), pohjal (s.t teoreemi pooratavale operaatorile lahedase operaatori péoratavusest

pohjal).

(3). Tahistame T := f(S) ja fikseerime vabalt yo € T. Hulga T lahtisuseks piisab
néidata, et yo on hulga T sisepunkt, s.t mingi ¢ > 0 korral B(yg,¢) < T. Olgu 29 € S
selline, et o = f(o). Valime 6 > 0 nii, et B(xg,d) = S. Viite tdestuseks piisab niiiid

niidata, et

0
20A-

Fikseerime vabalt y € B(yo,¢). Sisalduvuseks ({3.8)) piisab naidata, et y = f(z) mingi

x € S korral, milleks samavéérsuste (3.3]) pohjal piisab néidata, et funktsioonil ¢, leidub

B(yo,e) < T, kuse:= (3.8)

piisipunkt hulgas B := B(rg,d) < S. Selleks omakorda piisab Banachi piisipunkti
printsiibi pohjal (arvestades, et B kui ruumi R™ kinnine alamhulk on téielik) nédidata,
et

(I) ¢y(B) = B;
(II) ¢y|p: B — B on ahendav operaator.

Olgu = € B. Sisalduvuseks ¢, (B) < B piisab néidata, et ¢, (z) € B, s.t
oy () — @] < 0.

Veendume selles: kuna

[y (20) — 20| = |A_1(y - f(xo))‘ = |A™ (y — wo)]

- _ _ 0 o
<A™y —wol < A7 e = A7

20A-1] ~ 2

siis hinnangu (3.7)) pohjal

4]

1
[y (2) — 0] < [y (2) — oy (20)] + [0y (z0) — 20| < Q‘I — xo| + B

Operaatori ¢, |p: B — B ahendavus jéreldub hinnangust jarelduse pohjal.
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(4). Fikseerime vabalt y € T. Tahistame x := g(y) € S (siis f(z) = y) ja M :=
f(z)™ ' = f’(g(y))_l. Vorduseks (3.1) peame néitama, et

lg(y + k) — g(y) — ME]|
k| k—0

0. (3.9)

Olgu k € R™ selline, et y+k € T. Téhistame h := g(y+k)—g(y); siisx+h = g(y+k) € S,
kusjuures f(x+h) = y + k. Olgu funktsioon ¢, : U — R" defineeritud vordusega ((3.2));

siis

oy(x 4+ h) — () = (:17—1— h+A_1(y— flx+ h))> — (33 +A_1(y—f(x))>
=h+ A (f(z)— flx+h)=h+A (y—(y+k) =h— A"k

Tagurpidi kolmnurga vorratuse ja hinnangu (3.7]) pohjal

_ _ 1
(Al = A7k < [h = ATE| = [y (@ + h) — py(2)] < SR,
: 1 _ e
millest §|h| < |A7'k| ning jarelikult
|h| < 2| A71[K]. (3.10)

Kuna

gy+k)—gly)—Mk=x+h—2—Mk=h— Mk
— MP @ M(f + ) — f(x)
= —M(f(x+h)— f(z) - f'(x)h),

Siis

lg(y + k) — g(y) — ME|

z+h) — fx) - f'(x)h]
|| ’

- f
< a0

(3.11)

K 0 1 ohjal h — iis vO A1 1 1ah 11il
una vorratuse (3.10) pohjal h p_—r 0, siis vorratuse (3.11]) parem pool liheneb nullile

protsessis k — 0; seega ka vorratuse (3.11)) vasak pool laheneb nullile protsessis £ — 0,

s.t kehtib (3.9)).
Jaib niidata, et tuletis ¢’ on pidev punktis b. Olgu punktid ¢/ € T, j € N, sellised,

et y/ —— b. Tuletise ¢’ pidevuseks punktis b piisab niidata, et
j—0

g ) — g

J—0
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ehk (vorduse (3.1)) pohjal)

-1 -1
Flo) " > 'e®) (3.12)
Kuna g on pidev funktsioon (sest ta on diferentseeruv), siis g(y’) —— g(b), seega
J]—00
tuletise f’ pidevuse tottu punktis a = g(b)
f'l9@)) — f'(a(b)).
j—00

jarelikult teoreemi (b), pohjal kehtib (3.12]). O
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4. Teoreem ilmutamata funktsioonist

4.1. Vorrandite siisteemiga maaratud ilmutamata

funktsioonid
Sisaldagu n + m muutuja funktsioonide
u; = Fi(x1, .. Tny Y1, Ym), =1,...,m, (4.1)
méaramispiirkond risttahukat
Di=J x--xJyxIy x - x I,

kus Jy,...,Jp, I1, ..., I, < R on mingid intervallid. Vaatleme vorrandisiisteemi

-

Fi(zy, .. Tn,y1y - Ym) =0
Fy(xy, .. Zn, Y1, Ym) = 0,

Definitsioon 4.1. Oeldakse, et siisteem (4.2) méédrab risttahukas D muutujad

Y, - - -, Yy muutujate xy, ..., x, (iheste) funktsioonidena:

Y1 = (T1, . Tn)y e v Ym = Ym(T1, .., ), (4.3)

kui mis tahes fikseeritud z; € Jy,...,x, € J, korral siisteemil (4.2)) eksisteerib rist-
tahukas I; x - -+ x I, parajasti iikks lahend (yi, ..., Yym).

Konealused funktsioonid
Jyx o x Jy o (xy, . xp) o yi(e, o x) € L, i=1,000,m,
on madratud vordustega
Fi(xl,...,xn,yl($1,...,xn),...,ym(wl,...,xn)) =0, 1=1,...,m,

s.t. iga i € {1,...,m} korral funktsioon y; = y;(x1,...,z,) seab punktile (z1,...,x,)
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€ Ji x -+ x J, vastavusse muutuja y; vadrtuse siisteemi (4.2) ainsast lahendist

(yl,...7ym)€]1 X oo x I
Seejuures eldakse, et funktsioonid (4.3)) on antud siisteemiga (4.2) ilmutamata

kugul.

Teoreem 4.1 (teoreem ilmutamata funktsioonist; vt nt [VIII4} Ik 537, teoreem 15.2, ja
1k 541-542], [Ky), Ik 207, teoreem 5, ja 1k 209, teoreem 6| voi [®4), Ik 455-456, teoreem IV,
ja lk 462-463|). Eeldame, et

(1) n + m muutuja) funktsioonid (A.1) on mdadratud punkti Py =

(2% .. 28 0 y0) mingis dimbruses, kusjuures

E(PO):Oa t=1,...,m

F F
(2) osatuletised Ok ja ‘ k, k,i=1,....m, 7 = 1,...,n, eksisteerivad ja on
(7:1:j (3yl
pidevad punkti Py mingis imbruses;
oF oF oF
S(R) (R o = (R)
o of o
2 2 2
D(Fy,..., Fy) — () () - ()
3 D T(Ry) = | O Y2 OYm # 0.
oF,, oF,, oF,
P Py ... ZLmp
(73/1( b) (9312( b) aym( b)

Siis

(a) leidub punkti Py risttahukakujuline imbrus, milles stisteem (4.2) mdadrab muutu-
jad yi, ..., Ym muutujate 1, ...,x, (iheste) funktsioonidena (4.3), kusjuures

0 oy _,0 - _ :
yi(zy, ... x) =y, i=1,...,m;

(b) funktsioonidel (4.3)) eksisteerivad punkti (29,...,20) teatavas iimbruses pide-
vad osatuletised koigi argumentide jargi, kusjuures selles {imbruses koikide i €

{1,...,m} jaje{l,...,n} korral

D(Fy,..., Fy)
0Yi D(yi, - Yic1, %5, Yir1 - -+ s Ym)
e ) = — 4.4
63:]-(351’ ,ZL‘) D(Fl,,Fm) ( )
D<y1a"'7ym>
stn vordusmdargist paremal olevates determinantides arvutatakse osatuletise
in vord irgist [ olevates det mantid tatak. tuletised
0F, . 0Fy :
— Jja unktis (z1, ..., Tn, Y1(T1, s Tn), oo s Ym(X1, - 20)) ).
oz, J E p ( 1 Y1 (71 ) Ym (11 )))
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Veel tahistusi

1,j=1 1,j=1

Maatriksite méarkimiseks kasutame me jargmisi tahistusi: kui my, mo,ny,no € N ning
B = (bij)?fjl:qQ, C = (Cij)mzml ja D = (di]’)mQ’nz (l’liiSiiS, A, B, C ja D

on vastavalt my X ni-, my X ng-, Mg X nq- ja My X ng-maatriks), siis me tahistame

a1 A1ny
alm bn e ban
. . . . A X am41 Amqng
. . . . ) c=
C Cn Cing
A1 Amyng bm11 o e bm1n2 .
Cmol Cmany
ja

a1 ce A1n, b11 e b1n2

A B o G e Gy b1 oo bmyng

cC D C11 ce Cing du e d1n2

Cmsl -+ Cmgng dm21 Ce dm2n2

Punktide z = (4, . .. ,Ym) € R™ korral tahistame

7$n)Eanay:(y1a"'

(x,y) = (T1, - s Ty Y1y - -y Ym) € R
siis funktsiooni f: R™*" — R! korral
fl@y) = f(zr, o 0,00, ym) € RL

Iga operaatori A € L(R"*™ R!) korral defineerime kujutused Ax: R® — R! ja
Ay R™ — R! vordustega

Axh = A(h,0), heR", ja  Ayk=A(0k), keR™
siis Ax € L(R™,RY) ja Ay € L(R™ R!), kusjuures mis tahes h € R" ja k € R™ korral

A(h, k) = A((h,0) + (0,k)) = A(h,0) + A(0,k) = Axh + Ayk.
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Mirgime, et kui operaator A € L(R"*™ R!) esitub maatriksina

ayi; ... QAip Gip4+1 ---  Ain+m
A= : : : : : E ;

.. Qo Qg1 --- Gipgm

siis operaatorid Ay € L(R",R!) ja Ay € L(R™,R!) esituvad vastavalt maatriksitena

ain ... Qin Ain+1  ---  Qln4m
Ax = : : : ja Ay = : : : )

ap ... Qn Qin+1  ---  Qipngm

sest mis tahes h = (hq,..., h,) € R™ korral, tdhistades z = (h,0),

n+m l n l i ... Qin I
Axh = A(h,0) = Az = <Z aijzj) = (Z aijhj) = ’
i=1 i=1 j=1 i=1
a;n ... An hn

ning mis tahes k = (kq, ..., k) € R™ korral, tahistades z = (0, k),

Ayk = A(0,k) = Az

ntm I m l Aip+1  --- QAipntm k1
= (Z az‘jzj) = <Z ai,nﬂ‘kj) =
j=1 =1 j=1 =1
Ain+1 --- Qinym km

Kehtib jargmine kergesti kontrollitav

Lause 4.2. (a) Olgum,ni,ng,n € N ning olgu A ja B ning C' ja D vastavalt m x nq-

ja m X ng- ning Ny X n- ja ng X n-maatriksid. Siis

(4 B) (g) — AC + BD.

(b) Olgu my, mg,ny,n2,p1,p2 € N ning olgu koikide 1,7,k € {1,2} korral A;; ja By

vastavalt m; x nj- ja n; x py-maatriksid. Siis
A Ap Bi1 B _ AnBiy + ApBor An B + A12Ba
Ag Ag Ba1 Ba Ag1Biy + A Bay Ap Bia + Az By
Selle punkti 16petuseks toestame iihe lemma, mida me jargmises punktis kasutame

teoreemi ilmutamata funktsioonist toestuses. Juhime tdhelepanu, et kidesolevas punk-

tis sissetoodud téahistused muudavad selle lemma toestuse oluliselt kompaktsemaks ja
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paremini jalgitavaks.
Lemma 4.3. Olgu W < R™™ [ahtine hulk ning olgu ¢ € R™.
(a) Hulk T :={z e R™: (x,c) € W} on lahtine.

(b) Olgu ®: W — R! pidevalt diferentseeruv funktsioon ning olgu T # . Siis funkt-
sioon h: T — R,
h(z) = ®(z,c), zeT,

on pidevalt diferentseeruv, kusjuures
h'(z) = ®'(z,¢)x iga x €T korral.

TOESTUS. (a). Kui T'= ¢, siis T on lahtine, sest tiihi hulk ¢ on lahtine.

Vaatleme niiiid juhtu, kus 7" # . Fikseerime vabalt v € T'. Hulga T' lahtisuseks
piisab néidata, et u on hulga T" sisepunkt, s.t mingi r > 0 korral B(u,r) < T. Hulga T’
definitsiooni pohjal (u,c) € W. Kuna W on lahtine, siis (u,c) on hulga W sisepunkt,
seega leidub r > 0 nii, et B((u,c),r) c W. Viite toestuseks piisab niilid néidata, et
B(u,r) < T. Selleks, fikseerides vabalt punkti = € B(u,r), piisab néidata, et = € T', s.t
(x,c) € W, milleks omakorda piisab néidata, et (z,c) € B((u, c), 7’), s.t ‘(ac, c)—(u, c)} <

r. Veendume selles:

(z,¢) — (u,0)] = |(z —u,0)| = Z |z, —uj|?> =z —u| <r
j=1

(sest kuna = € B(u, ), siis |z — u| < r), nagu soovitud.

(b). Paneme tédhele, et h = ®¢, kus funktsioon ¢: T"— W on defineeritud vordusega
b(z) = (,0), weT.

Kuna funktsioon ¢ on igas punktis x € T' diferentseeruv, kusjuures

00 ... 0
kus E, on n x n-ithikmaatriks ja 0,,x, on m x n-nullmaatriks, siis lause (d), pohjal
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ka funktsioon h on diferentseeruv igas punktis x € T', kusjuures

W(z) = ' ((x)) ¢ (z) = ¥'(z,0) ¢'(x)

8@1 8(I>1 6(131 6(1)1
a—xl(x, c) ... a—xn(x, c) n (x,c) ... ay—m(x, c)
= : : : : : : ( En >
: : : : : : 0
0, 0P, 0P, 0, mxmn
a—l'l(ZE,C) E(x’c) a—yl(l’,C) ay—m<$,C)
E,
= ((I)/(QT,C)X (I)/(I',C)y) ( ) = <<I>/(J,‘,C)X En + (b/(ﬁ,C)y Oan>
Oan
=d'(z,0)x.

4.3. Teoreem ilmutamata funktsioonist kui jareldus

teoreemist poordfunktsioonist

Eelmises punktis sissetoodud téhistused voimaldavad meil esitada nii ilmutamata
funktsiooni moiste kui ka teoreemi ilmutmata funktsioonist oluliselt kompaktsemal

kujul.

Sisaldagu R™-védrtuselise (n + m muutuja) funktsiooni
u=F(z,y)
médramispiirkond risttahukat
D:={(z,y): zeJyel}=JxI, kusJcR"jalcR™ on risttahukad.
Definitsioon 4.2. Oeldakse, et vorrand
F(z,y) =0 (4.5)
méérab risttahukas D muutuja y muutuja x (ithese) funktsioonina:
y =y(z), (4.6)

kui mis tahes fikseeritud = € J korral eksisteerib vorrandil (4.5)) risttahukas I parajasti
iiks lahend .

Konealune funktsioon (4.6))

Joxr—y(x)el
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on madratud vordusega
F(z,y(x)) =0,

s.t funktsioon y = y(x) seab punktile z € J vastavusse vorrandi (4.5)) ainsa lahendi
yel.
Seejuures 6eldakse, et funktsioon (4.6)) on antud vorrandiga (4.5)) ilmutamata kujul.

Teoreemi [4.T|ilmutamata funktsioonist voime niiiid esitada jargmisel, teoreemiga[4.1]

samavaarsel kujul.

Teoreem 4.4 (teoreem ilmutamata funktsioonist; vt nt [Rl 1k 224]). Olgu U < R**™
lahtine hulk, olgu F: U — R™ hulgas U pidevalt diferentseeruv funktsioon ning olgu
a€R" jabeR™ sellised, et (a,b) € U ja F(a,b) =0. Olgu A = F'(a,b) ning olgu Ay

pooratav operaator. Siis leiduvad lahtised risttahukad J < R™ ja I < R™, nii, et

(a) (a,b)e J x I (staeJ jabel) ning iga x € J korral leidub parajasti iiks y € 1
nii, et F(x,y) = 0;

(b) defineerides funktsiooni f: J 3 x — y € I, kus element y = f(x) on mddratud

vordusega F(x,y) = 0, on funktsioon [ pidevalt diferentseeruv; seejuures

f(z) = —(F’(x, f(ac))y> - F'(x, f(x)), igaxeJ korral; (4.7)

muuvhulgas
f'(a) = —(F'(a,b)y) " F'(a,b)x = —(Ay)*Ax.

Veendumaks teoreemide ja [£.4] samavéarsuses, tihtlustame nende teoreemide
tahistused: votame Py := (a,b), loeme teoreemis punkti Py risttahukakujuliseks
timbruseks, milles kehtivad tema viited (a) ja (b) risttahuka J x I, kus J c R" ja I <

R™ on vastavalt punktide a ja b risttahukakujulised iimbrused, kusjuures osatuletiste

O0Fy o 0F},
alL‘j 6%
kitsendamata eeldada, et igas punktis P e J x [

, kyi=1,...,m, j=1,... n, pidevuse tottu punktis F voime iildisust

OF, OF, OF;
a—ll(P) 6_21<P) ay—l(P)
D(F..... F)) by Foipy g
15 - m a Y a0
A P) =|0n Y2 OYm # 0,
Dy, - 7ym)( ) : : . :
oF,, oF,, oF,,
U p py ... Ump
oy Y2 ( ) aym( )

ning tahistame y(z) = f(z) iga = € J korral. Teoreemide ja samavaarsuseks
jaab veenduda, et valemitega (4.4]) ja (4.7) antud tuletised on samad.
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Selleks mérgime, et iikskoik kumma teoreemi voi kehtides iga k €
{1,...,m} korral

up(z) : = Fy(z, f(2))

= Fk(xl, e Ty (T )y Y (T, - ,xn)) =0 iga x € J korral,

seega risttahukas J iga j € {1,...,n} korral

ou 0F o OF, 0Y;
5y @) = G (@0 F@) + D Z e 1) 5 w) = 0
niisiis risttahukas J iga j € {1,...,n} korral
 OF) 0y 0F
; R GHO) agj (w) = —%j(x,f(x)), k=1,..m. (4.8)
s.t
( 8F1 8y1 8F1 6ym 6F1
L AP (4.9)
E( ( ))%( ) %( f(x)) oz; (x):_&_xj(  f(2))

0yi .
Leides stisteemist (4.9) (iga j € {1,...,n} korral) osatuletised 8y (x),i=1,...,m,
x.

Crameri reegli jirgi, saame valemid (4.4)). Jaab néidata, et valem (4.7)) esitab stisteemide
4.9),7 =1,...,n, lahendid maatrikskujul. (Mérgime, et kui x € J, siis siisteemide (4.9)

determinant erineb nullist ning seega on neil siisteemidel téapselt iiks lahend.)

Stisteemidest (4.8)), 7 = 1,...,n, kirja panduna maatrikskujul, saame, et iga = € J

korral

Pl f@)y - (-G se) - (i D foso) L)

kj=1 — Jy; 0x; kel
OF; " 0 i " / /
- ( 5 (as,f<x>>)k7i:1 ( o (x))m-:l = F(, f(2), (@),
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jarelikult (arvestades, et F” (a:, f(x)) on pooratav, kui x € J),

Y

F) = Bn g0 = (P s0),) Flo @), ) o)
= (P s@),) (P s@), £@) = (Fef@),) (-F e 1w),)
— (P s@),) Pl @),

(siin E,, on m x m-ithikmaatriks), s.t valem (4.7)) esitab siisteemide (4.9)), j = 1,...,n,
lahendid.

TEOREEMI [4.4] TOESTUS. Defineerime funktsiooni ®: U — R vordusega
O(x,y) = (z,F(z,y), (x,y)eU; (4.10)
siis, arvestades, et
O(x,y) = (:vl, ooy, Fi(zyy), . Fm(x,y)), (x,y) e U,

funktsioon ® on (lause pohjal) pidevalt diferentseeruv hulgas U, kusjuures iga
(x,y) € U korral

0 0 0 0
0 1 0 0 0
, 0 0 1 0 0
®(z,9) = | op, OF, OF, oF, OF,
OF, oF, oF, oF, OF,
5_551@ ) a—xg(%y) a—xn(%y) a—yl(%’y) 6y_m(x’y)
_ E’FL OTLX’ITL
F/(:an)X F’(:):,y)y ,

kus E, on n x n-ithikmaatriks ja 0,,, on n x m-nullmaatriks. Seejuures operaator

®’(a,b) € L(R™™) on poéoratav, sest tema determinant
det ®'(a,b) = (det E,) (det F'(a,b)y) = det F'(a,b)y = det Ay # 0.

Niisiis voime funktsioonile ® rakendada teoreemi poordfunktsioonist, mille kohaselt
leidub punkti (a, b) lahtine timbrus S < U nii, ®|s on iiksithene, W := &(.5) on lahtine,
®’(x,y) on pooratav iga (z,y) € S korral ning ahendi ®|s: S — W poordfunktsioon
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U: W — S on pidevalt diferentseeruv, kusjuures
V'(w) = & (V(w)) ™ igawe W korral. (4.11)

Uldisust kitsendamata voime eeldada, et S = J, x I mingite punkti a lahtise imbruse
Jo < R™ ja punkti b lahtise risttahukakujulise timbruse I < R™ korral, sest jarelduse
pohjal teisendab ® hulga S lahtised alamhulgad ruumi R™*™ lahtisteks alamhulkadeks.

Tahistame
T:={zeR": (z,0)e W}

siis T < R™ on lemmal[4.3] (a), pohjal lahtine hulk, kusjuures a € T, sest kuna (a,b) € S
ja F(a,b) =0, siis

(a,0) = (a, F(a,b)) = ®(a,b) € ®(S) = W.
Paneme tahele, et

(o) T < Jy, kusjuures iga x € T korral leidub parajasti tiks y € I nii, et F(z,y) = 0,

Téepoolest, olgu z € T'. Siis (z,0) € W = ®(S5), seega mingi punkti (u,y) € S (s.t
u € Jyjay € I) korral (z,0) = ®(u,y) (u F(u y) jarelikult x = u € Jy (siit
jareldub, et T < Jy) ja 0 = F(u,y) = F(x,y); niisiis F(z,y) = 0 mingi y € [ korral.
Teiselt poolt, olgu v € I selline, et F(z,v) = 0. Viite (o) toestuseks jaab naidata, et

v = y. Kuna

O(x,v) = (:L‘,F(:L‘,U)) = (x,0) = (x,F(x,y)) = d(x,y),

siis, arvestades, et (x,y), (x,v) € Jy x [ = S ja ®|g on iiksiithene, v = y, nagu soovitud.
Vottes niitid risttahukaks J punkti a mis tahes lahtise risttahukakujulise iimbruse,
mis sisaldub hulgas 7', kehtib viide (a).

Toestame niitid véite (b), s.t nditame, et f on pidevalt diferentseeruv, kusjuures iga
x € J korral kehtib (4.7).

Iga z € J korral (z, f(z)) € S ja F(z, f(z)) = 0, seega
o(z, f(z)) = (x,F(x,f(m))) = (2,0) e W:
jérelikult ¥(z,0) = (z, f(z)). Defineerime funktsiooni h: J — R™*™,
h(z) = ¥(z,0) = (2, f(z)), zelJ

Lemma , (b), pohjal on funktsioon h pidevalt diferentseeruv hulgas J, kusjuures
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vorduse pohjal
o=t - (#1800, - (w1 707),

iga x € J korral.

Paneme tahele, et mis tahes x € J korral
E 0 -
-1 n nxm
ol (a:, f(ac)) = ) )
Fl(z, f(2)y F'(z, f(2))y

- En O
7 _(F/(I’f<x))5’>_lF/(x=f($))x (F’(J:,f(x))Y>_l |

kus F,, on m x m-ithikmaatriks ja 0,,x,, on n x m-nullmaatriks, sest, tdhistades C' :=

F/(x,f(x))x ja D := F’(Jv,f(gr:))y7

E, O E, O
(F’(x, f@), F(x f(x))y) (Pl i@),) Pl f@), (Fef@),)

o En Onxm En Onxm o En En + Onxm (_D_l O) En Onxm + Onxm D_l
C D —-D'c D! CE,+D(-D"'C) C Opwm + D D!

(o ) -
0. E. n+m)
seega iga x € J korral
' : -1 By
W) = (e 5@)7) | - —<F’(x,f(:v))y>_1F’(m,f(x))x '

Arvestades, et iga x € J korral h(z) = (z, f(z)), jireldub funktsiooni h pidevalt dife-
rentseeruvusest (lause pohjal), et funktsioon f on pidevalt diferentseeruv, kusjuures

iga x € J korral

1 0
0 1
0 0 . 1 E
S on |7 ( x)
5@ F@) . ) (@)
o ofm  ofa
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Seega iga x € J korral

(/) ) '
f@) \~(Fl.r@),) Ff@),)
niisiis kehtib . ]

4.4. Teoreem poordfunktsioonist kui jareldus teoreemist

ilmutamata funktsioonist

Eelmises punktis jéareldasime teoreemi ilmutamata funktsioonist teoreemist po6ord-
funktsioonist. Selles punktis veendume, et teoreem poéordfunktsioonist jareldub oma-
korda holpsasti teoreemist ilmutamata funktsioonist, s.t me esitame teoreemile p6ord-
funktsioonist toestuse, kus me jéreldame ta teoreemist ilmutamata funktsioonist.
Toestuse parema jalgitavuse huvides sonastame teoreemi poordfunktsioonist siinkohal

uuesti.

Teoreem poddrdfunktsioonist (vt teoreemi B.1). Olgu U < R™ lahtine hulk, olgu
funktsioon f: U — R" pidevalt diferentseeruv ning olgu punkt a € U selline, et tuletis
f'(a): R™ — R™ on pdédratav operaator. Siis leidub punkti a lahtine imbrus S < U nii,
et

(1) ahend f|s on iksiihene;
(2) tuletis f'(x): R™ — R"™ on pédératav operaator iga x € S korral;
(3) kugutishulk T := f(S) on lahtine;

(4) funktsiooni fls: S — T pdordfunktsioon g: T — S on pidevalt diferentseeruv

hulgas T, kusjuures
g,(y) = f/(g(y))fl 1ga y € T korral.

TOESTUS JARELDUSENA TEOREEMIST ILMUTAMATA FUNKTSIOONIST. Tahistame
b:= f(a) € R" ja defineerime funktsiooni F': R" x U — R™,

Fly,z) =y — f(z), (y,2)eR"xU;

siis (b,a) € R™ x U, kusjuures

F(b,a) =b— f(a) = f(a) — f(a) = 0.
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Kuna F(z,y) =y — f(x) = (y1 — fi(x), ...y, — fn(x)), siis funktsioon F' on pidevalt
diferentseeruv hulgas R™ x U, kusjuures mis tahes (y,z) € R" x U korral

(9F1 aFl (3F1 aFl
a—yl(y,l’) 8—%(3/735) (3_:cl<y’x) E@’x)
F/(y7x) = : :
0F,, oF, oF, 0F,
o (y, ) 0 (y, ) 2o (y, ) a%(y,fv)
dofi ofy ofi
01 ... 0 —%(x) —%(x) —6—][?(1:)
= 6:1:1 8x1 @wn = (En —f/(l')>,
of. of. of.
00 1 —axl(ff) _axl( ) —axn(fv)
muuhulgas

F'(b,a) = <En _ f’(a)> .

Kuna eelduse pohjal on f’(a) pooratav operaator, siis saame funktsioonile F' rakendada

teoreemi ilmutamata funktsioonist, mille kohaselt

(a) leiduvad lahtised risttahukad I < R™ ja J < R", nii, et (b,a)e I x J (st be [ ja
a € J) ning iga y € I korral leidub parajasti iikks z € J nii, et F'(y,z) = y— f(x) =
0 ehk, teisisonu, y = f(x);

(b) defineerides funktsiooni g: I 3 y — x € J, kus element = = ¢(y) on médra-
tud vordusega F(z,y) = 0 ehk, teisisonu, y = f(x), on funktsioon g pidevalt

diferentseeruv; seejuures iga y € I korral
J(y) = —((F’(y,g(y)))X)_l(F’(y,g(y)))y = —(—f’(g(y))_1>En = f'(9(»))

Téhistame S := J n f~1(I), siis a € S (sest a € J, kusjuures f(a) = b € I); seejuures
hulk S on lahtine (sest J on lahtine ning lahtise hulga I originaal f~*(I) pideva funkt-
siooni f suhtes on samuti lahtine); niisiis hulk S on punkti a lahtine imbrus. Ahend
f|s on iiksiihene (sest kui z1, x9 € S on sellised, et f(x1) = f(x2) =: v, siis, arvestades,
et v € I, leidub tépselt iiks u € J, mille korral v = f(u), ning jarelikult z; = x5 = u),
s.t viide (1) kehtib. Hulk 7" := f(S) = I on lahtine, s.t véide (3) kehtib. Véide (4) ning
muuhulgas ka véide (2) kehtivad véite (b) pdhjal, sest viites (b) kirjeldatud funktsioon
g on funktsiooni f|s poordfunktsioon (selle erinevusega, et viites (b) on funktsiooni g

sihthulgana vaadeldud hulgast S suuremat hulka .J). O]

44



Kirjandus

K] M. KiLp, Algebra I, Eesti Matemaatika Selts, Tartu, 2005.
[Ko]  G. KANGRO, Matemaatiline analiiis II, Valgus, Tallinn, 1968.

[R] W. RUDIN, Principles of Mathematical Analysis, Third Edition, McGraw—Hill,
Tokyo, 1976.

[00] E. Osa, P. OJA, Funktsionaalanaliiiis, Tartu Ulikool, Tartu, 1991.

[T, B. A. UabuH, 9. I'. TIO3HAK, Ochosb MamMemMamuueckozo GHAAU3G,

yacmy [, n3nanue tperve, Hayka, Mocksa, 1971.

[®,] TI'. M. ®uXTEHrOAbU, Kypc dufdepenyuanvhoeo v uHmMeepasbroz0 UcHUC-

senus I, mecroe nuznanue, Hayka, Mocksa, 1966.

45



Lihtlitsents loputoo reprodutseerimiseks ja loputoo

uldsusele kattesaadavaks tegemiseks

Mina, Sten Mattias Oksaar (stinnikuupéev: 24.02.1993),

(i) annan Tartu Ulikoolile tasuta loa (lihtlitsentsi) enda loodud teose
"Teoreem poordfunktsioonist",

mille juhendaja on Mért Poldvere,

(a) reprodutseerimiseks séilitamise ja iildsusele kittesaadavaks tegemise eesmér-
gil, sealhulgas digitaalarhiivi DSpace’i lisamise eesmérgil kuni autoridiguse
kehtivuse tdhtaja loppemiseni;

(b) iildsusele kittesaadavaks tegemiseks Tartu Ulikooli veebikeskkonna kaudu,

sealhulgas digitaalarhiivi DSpace’i kaudu kuni autorioiguse kehtivuse taht-

aja loppemiseni.
(i) olen teadlik, et punktis (i) nimetatud igused jaavad alles ka autorile;

(iii) kinnitan, et lihtlitsentsi andmisega ei rikuta teiste isikute intellektuaalomandi ega

isikuandmete kaitse seadusest tulenevaid oigusi.

Tartus, 12.05.2016



	Sissejuhatus
	Funktsiooni f2mu-:6muplus1muURm (URn) diferentseeruvus
	Funktsiooni URm (URn) diferentseeruvuse mõiste
	Funktsiooni URm (URn) diferentseeruvuse mõiste kooskõla funktsiooni UR diferentseeruvuse mõistega
	Funktsiooni URm (URn) ja teda määravate funktsioonide UR diferentseeruvuse vahekord
	Diferentseeruvate funktsioonide ja tuletise omadusi

	Abiteoreemid
	Pidevalt diferentseeruvad funktsioonid
	Lagrange'i keskväärtushinnang
	Banachi püsipunkti printsiip
	Teoreem pööratavale operaatorile lähedase operaatori pööratavusest

	Teoreem pöördfunktsioonist
	Teoreem ilmutamata funktsioonist
	Võrrandite süsteemiga määratud ilmutamata funktsioonid
	Veel tähistusi
	Teoreem ilmutamata funktsioonist kui järeldus teoreemist pöördfunktsioonist
	Teoreem pöördfunktsioonist kui järeldus teoreemist ilmutamata funktsioonist

	Kirjandus

