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Sissejuhatus

Olgu funktsioon f méiratud poolldigus [0, co). Funktsiooni f Laplace’i tei-
senduseks nimetatakse integraalteisendust kujul

F(s) = /O T e dt. 0

Parameeter s on iildiselt kompleksarv, kuid kdesolevas t60s (vilja arvatud pa-
ragrahv 3) eeldame, et s on reaalarv. Lisaks mirgime, et selles t60s enamasti
rakendatakse Laplace’i teisendust tiikiti pidevatele ja eksponentsiaalse kasvuga
funktsioonidele, mida nimetatakse originaalideks. Laplace’i teisendust (1) mérgi-
takse sageli kujul F'(s) = L[f](s) voi F'(s) = L[f(t)](s).

Teisenduse (1) juured algavad Sveitsi matemaatiku ja fiitisiku Leonhard Euleri
(1707—1783) toodest aastatel 1763 ja 1769. Kuid konealune teisendus on nime-
tatud siiski Laplace’i teisenduseks prantsuse matemaatiku, fiiiisiku ja astronoomi
Pierre-Simon Laplace’i (1749—1827) auks, kes kasutas seda teisendust esmakord-
selt oma tdendosusteooria alases t00s aastal 1782 (vt [3], 1k 319—331).

Magistritoo on pohiliselt referatiivse iseloomuga ja tugineb peamiselt raama-
tutes [2], [4] ja [8] toodud tulemustele. To6 koosneb kiimnest paragrahvist ja lisas
toodud tabelitest.

To0 esimeses paragrahvis on antud Laplace’i teisenduse definitsioon ja ndida-
tud, et originaalil leidub Laplace’i teisendus. Samuti on leitud moningate lihtsa-
mate funktsioonide Laplace’i teisendused.

Jargmises paragrahvis on esitatud kaks tdhtsamat Laplace’i teisenduse oma-
dust: lineaarsuse ja originaali diferentseerimise omadus. Need on vajalikud li-
neaarsete konstantsete kordajatega diferentsiaalvorrandite Cauchy iilesannete la-
hendamiseks Laplace’i teisenduse abil.

Kolmandas paragrahvis on antud iildine valem Laplace’i teisenduse poordtei-
senduse leidmiseks.

Neljandas paragrahvis on antud iilevaade klassikalisest meetodist lineaarsete
n-jarku harilike diferentsiaalvorrandite lahendamiseks.

To06 viiendas paragrahvis on lahendatud Laplace’i teisenduse abil kolm kons-
tantsete kordajatega lineaarse diferentsiaalvdrrandi Cauchy iilesannet. Uldine la-
henduskiik Cauchy iilesande lahendi y leidmiseks Laplace’i teisenduse abil on
jargmine:

1) koigepealt rakendame Laplace’i teisendust antud diferentsiaalvorrandile;

2) avaldame saadud seosest funktsiooni Y, kus Y (s) = L[y(¢)](s) ja y on ldh-
telilesande otsitav funktsioon;



3) leiame Laplace’i teisenduse poordteisenduse abil otsitava funktsiooni

y(t) = LY (s)].

Et saada ettekujutust Laplace’i teisendusele tugineva meetodi toomahukusest, on
ndited 5.1—5.3 lahendatud kahel viisil — kd&igepealt klassikalise meetodi abil ja
seejdrel meetodiga, mis kasutab Laplace’i teisendust.

Kahes jédrgnevas paragrahvis on esitatud moned abitulemused, mida kasuta-
takse kdesoleva t00 jdrgnevates osades. Kuuendas paragrahvis on toodud sisse
konvolutsiooni mdiste ja leitud funktsioonide konvolutsiooni Laplace’i teisendus.
Seitsmendas paragrahvis on defineeritud gamma- ja beetafunktsioon ning vaadel-
dud moningaid nende omadusi. Lisaks on esitatud valem, mis seob gammafunkt-
siooni Laplace’i teisendusega.

Kaheksandas ja itheksandas paragrahvis vaadeldakse kahte vdoimalust funkt-
siooni murrulist jarku tuletise defineerimiseks. Esmalt on defineeritud Riemann-
Liouville’i murruline tuletis. Seejérel on esitatud Caputo tuletise definitsioon. On
leitud ka lihtsamate funktsioonide Riemann-Liouville’i ja Caputo murrulised tu-
letised. Samuti on tdestatud seos Reimann-Liouville’i ja Caputo murruliste tu-
letiste vahel. Lopuks on leitud Riemann-Liouville’i integraali ja Caputo tuletise
Laplace’i teisendused.

To6 viimases paragrahvis on toodud moned nédited Laplace’i teisenduse raken-
damise kohta Caputo murrulise tuletisega diferentsiaalvorrandi algvédrtusiilesan-
de lahendamiseks.



§1 Laplace’i teisenduse moiste

Olgu funktsioon f = f(¢) méiratud, kui ¢ € [0, 00).

Definitsioon 1.1. Teisendust kujul

oo

F(s) = /estf(t) dt, (1.1)
0

mis seab funktsioonile f vastavusse funktsiooni F, nimetatakse funktsiooni f
Laplace’i’ teisenduseks.

Parameeter s on iildiselt kompleksarv ja funktsioon f voib omada kompleks-
seid viirtusi. Kidesolevas to0s on s enamasti reaalarvuline muutuja ja funktsiooni
f véirtused on reaalarvud. Seosega (1.1) antud vastavust funktsioonide f ja F’ va-
hel mirgitakse sageli kujul F'(s) = L[f](s) (mdnikord ka niiteks F'(s) = Lf(t)
voi F(s) = f(1)).

Kui eksisteerib 10plik piirvdirtus

lim [ e " f(t)dt,

T—00
0

siis integraal
[e.9]

/ e ' f(t)dt (1.2)
0
koondub ja funktsioonil f on olemas Laplace’i teisendus (1.1); vastasel juhul
integraal (1.2) hajub ja funktsioonil f ei ole Laplace’i teisendust.
Jiargnevalt leiame moned elementaarfunktsioonide Laplace’i teisendused.
Edaspidi hakkame kasutama jargmisi téhistusi: N = {1,2,...},Ng = {0,1,2,...}
jaR = (—o0, 00).

Niide 1.2. Leiame funktsiooni f(¢) = ¢ (t > 0, ¢ € R) Laplace’i teisenduse.
Kui s > 0, siis

o0

o —ST 1
/e_Stcdt =clim [ e ¥dt =—c lim (e — —) = E,

T—00 T—00 S S
0

Seega s > 0 korral funktsiooni f(¢f) = ¢ Laplace’i teisendus avaldub kujul

Llc](s) = . Kui s < 0, siis ei eksisteeri 16plikku piirvédrtust lim [ e *'cdt,
S T—00 0

st integraal (1.2) hajub ja funktsioonil f(¢) = ¢ puudub Laplace’i teisendus.

"Pierre Simon de Laplace (1749—1827) - prantsuse matemaatik, fiiiisik, astronoom
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Niide 1.3. Leiame funktsiooni f(t) = e** (t > 0,w € R) Laplace’i teisenduse.
Definitsiooni 1.1 pohjal

[e.e] T

L[] (s) = /e‘“ewt dt = lim [ e~ qdy
T—00
0 0
: <e—<s—w>T 1 ) 1
= — lim - = , 5> w.
oo\ S—wW S — W s—w
Niisiis, funktsiooni e** Laplace’i teisendus L [¢*'] (s) = on miératud, kui
s—w

S > w.

Niide 1.4. Leiame funktsiooni f(¢) = sinwt (t > 0, w € R) Laplace’i teisen-
duse.
Paneme téhele, et kui w = 0, siis

Olgu w nullist erinev reaalarv ja s > 0. Definitsiooni 1.1 pdhjal
L[sinwt] (s) = /e_St sinwt dt

0

ehk T
Llsinwt](s) = lim [ e * sinwt dt. (1.3)
T—r00
0
Integraali
/ e *sinwtdt
0
ositi integreerides saame
T cosw 1
/eSt sinwtdt = — = CB¢T + — - l / e ! coswt dt. (1.4)
w woow
0 0

Seega vorduste (1.3) ja (1.4) pohjal

T

1
Lsinwt](s) = — — Zlim [ e coswt dt. (1.5)
w W T—00
0



Integraali

/ et coswt dt
0

ositi integreerides saame

T T

e *Tsinwr s
/e_St coswtdt = ——— + — / e *' sin wt dt. (1.6)
w w
0 0

Jarelikult vorduste (1.5) ja (1.6) abil

L]sin t]()—l—i [ ~tsin wt dt
S w S) = o w2 e S W
0
ehk
Llsinwf](s) = = — = Llsimwt)(s) (1.7)
SN W S) = o (02 Sin w S). .

Avaldame seosest (1.7) funktsiooni £[sin wt](s):

w

§2 4 w2’

L[sinwt](s) = (1.8)
kus s > 0. Seega funktsiooni f(t) = sinwt (¢ > 0, w € R) Laplace’i teisendus
avaldub kujul (1.8), kus s > 0.

Analoogiliselt saame, et funktsiooni f(t) = coswt (t > 0, w € R) Laplace’i
teisendus omab kuju

Llcoswt](s) = ﬁ weR, s> 0. (1.9)

Niide 1.5. Niitame, et

n!
Sn+1’

L[t"](s) = (1.10)
kuss >0,t > 0jan € N.

Toestus. Olgu n = 1. Siis definitsiooni 1.1 pohjal

L[t](s) = /e‘Sttdt.



Ositi integreerides leiame

o0

t —st T
/ et dt = lim [ =5

T—00 S

0

Niite 1.2 abil jéareldub siit, et
1
Lltl(s) = L) = 5

kus s > 0. Jarelikult valem (1.10) kehtib n = 1 korral.

Eeldame niiiid, et seos (1.10) kehtib n = k puhul. Néitame, et see viide kehtib ka
n = k + 1 korral. Definitsiooni 1.1 pdhjal

o0 T

L[t (s) = / e dt = lim [ e*¢* ! de.
T—00
0 0
—st
Olgu du = e~ dt jav = t5*1, siis u = —— ning dv = (k + 1)¢* dt. Saame,
et
tk+1 —st T k 1 p
L[t"(s) = lim | — ‘ i /e‘“tk dt
T—00 S S
0 0
k+1 _—s1 k 1 o
— —lim —° + + lim [ e stF dt
T—00 S S T—00
0
k+1
= P (s)
s
Eelduse pohjal
k!
L [tk} (s) = T
Jarelikult
k41 kE+1 k! (k+1)!
k41 k
L[t (s) = S L[t (s) = s shtl  gk+2
Seega viide kehtib ka n = k£ + 1 korral ning vordus (1.10) on tdestatud. [



Et integraal (1.2) koonduks, tuleb iildjuhul funktsioonile f seada teatavad tin-
gimused.

Definitsioon 1.6. Oeldakse, et funktsioon f on eksponentsiaalse kasvuga o pool-
loigus [0, 00), kui leiduvad konstandid M > 0 ja o nii, et iga t > 0 korral

£ < Me,

Definitsioon 1.7. Arvude o alumist raja oy nimetatakse funktsiooni f kasvu ndi-
tajaks.

Definitsioon 1.8. Oeldakse, et funktsioon f on tiikiti pidev ldigus |a, b, kui leidub
loplik jaotus osaloikudeks punktidega a = k1 < Ky < -++ < Kk, = b (n € N) nii,
et igas vahemikus (k;, k;y1) on funktsioon f pidev ja punktid k;, i € {1,...,n},
on funktsiooni f I liiki katkevuspunktideks®.

Oeldakse, et funktsioon [ on tiikiti pidev poolldigus [0, 00), kui ta on iga
N > 0 korral tiikiti pidev 16igus [0, N|.

Definitsioon 1.9. Funktsiooni f nimetatakse originaaliks, kui see rahuldab jdirg-
misi tingimusi:
1. funktsioon f on pidev voi tiikiti pidev koos teatud jirku tuletistega poolloi-
gus [0, 00);
2. funktsioon f on eksponentsiaalse kasvuga o poolldigus [0, 00).

Definitsioon 1.10. Seosega (1.1) mddratud funktsiooni F' nimetatakse originaali
f kujutiseks.

Osutub, et iga originaali f jaoks eksisteerib kujutis F'. See jareldub jargmisest
teoreemist.

Teoreem 1.11. Kui funktsioon f on originaal ja s > o, kus o on funktsiooni f
eksponentsiaalne kasv, siis integraal (1.2) koondub absoluutselt.

Toestus. Olgu funktsioon f originaal ning s > o. Siis iga 7 > 0 korral

T T

/kﬂ%@ﬂd g‘/aﬁumkhg/}ﬂ%h”&
0

0 0

o —(s—o)T
< M/e_(s“’)tdt: -M (6 — )
S— 0 S — 0
0

2see tihendab, et leiduvad 16plikud iihepoolsed piirviirtused . limJr f@®) = f(rki+) ja
— K

tlim fit) = f(ki—), @ = 1,...,n. Médramispiirkonna otspunktidelt 1 ja k,, saab nduda
—Ki—

itheainsa iihepoolse piirvéirtuse olemasolu.



ja seega

M
_O'.

T—00 S

lim /\e”f(t)\dtg lim /est\f(mdzg
T—00
0 0

ehk
M

s—o

Jles)] ae <
0

Jarelikult integraal (1.2) koondub absoluutselt.
Niide 1.12. Leida funktsiooni

t, kui 0<t<1,
f(t)_{L kui ¢ 1.

Laplace’i teisendus.

(1.11)

(1.12)

Paneme tihele, et funktsiooni (1.12) eksponentsiaalne kasv o = 0. Seega teo-
reemi 1.11 pohjal leidub funktsioonil (1.12) Laplace’i teisendus, kui s > 0. Ori-

ginaali (1.12) korral

00 1 T

T—00

Lifl(s)= [ e ft)dt = [ e *tdt + lim [ e *"dt.
[

Ositi integreerimise abil saame, et iga s # 0 korral

1 Nt 1
te™*® 1
/ e Sltdt = — + - / e st dt
s S
0 0 0
1
B e”s et l-e?—se®
N S s2 | 52
0
Kui s > 0, siis
T " T
—5 —SsT -5 -5
lim [e*tdt = lim “—| = Iim —— 4+ & = ¢
T—00 T—00 —§ T—00 —§ S S
1 1
Jarelikult
l—e%—se™® 7% 1—e°
Lifis) = — 2 =
kus s > 0.
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Jargnev teoreem annab tarviliku tingimuse, et funktsioon [/’ saaks olla origi-
naali f kujutiseks.

Teoreem 1.13. Kui funktsioon f on originaal ja s > o, kus o on funktsiooni f
eksponentsiaalne kasv, siis

lim L[f](s) = 0.

§—00

Toestus. Olgu funktsioon f originaal, s > o ja L[f](s) = F(s). Siis vOrratuse
(1.11) pOhjal teame, et

Ji M
< —st <
Pl < [lesolas 2o s
0
Seega
lim |F(s)| = 0,
S5—00
mille pohjal

lim L£[f](s) = lim F(s) = 0.

S—00 S5—00

11



§2 Laplace’i teisenduse omadused

Jargnevalt esitame kaks Laplace’i teisenduse omadust (vt [6]), mis on edaspidi
vajalikud.

Lause 2.1 (Lineaarsus). Kui funktsioonidel f ja fs leidub Laplace’i teisendus
vastavalt s > o1 ja s > oy korral, kus o1, 09 € R, siis funktsioonil f, + f, leidub
Laplace’i teisendus s > max{o1, oo} korral ja

Llerfi +cafo] (s) = alL[fi] (s) + cal [fo] (s),
kus cy ja co on konstandid.
Niide 2.2. Niitame, et funktsioonil

wt —wt
f(t) = coshwt = %, t>0, weR,

leidub Laplace’i teisendus kujul L[f](s) = — i 55 kus s > |wl.
$2 —w

Kuna lause 2.1 pohjal

£ = £ |5 )= 5L ) )+ 5L ] o)

siis ndite 1.3 abil saame tulemuseks

o) =3 (o ) m o sl

Llsinhwi](s) = £ {e_—em} ()= =2 s>l (@D

52 _ w2 ’
Lause 2.3 (Originaali diferentseerimine). Olgu n € N. Kui funktsioonid f, f’,

.., fY on pidevad poollsigus [0, o0) ja eksponentsiaalse kasvuga o ning f™
on tiikiti pidev poollsigus [0, 00), siis s > o korral

LIfM)(s) = s"L[f](s) = D> s"FfED(0). (2.2)

12



§3 Laplace’i teisenduse poordteisendus

Olgu funktsioon f originaal ja F'(s) = L[f](s), kus parameeter s on komp-
leksarv.

Definitsioon 3.1. Teisendust L1, mille abil saame leida originaali f, teades
kujutist F', nimetatakse Laplace’i teisenduse poordteisenduseks.

Laplace’i teisenduse poordteisendus esitub Riemanni*-Mellini* valemiga (vt
[4], 1k 188)

1 T+100
- stF ds =
omi ) ¢ Fls)ds

T—100

f+)+ f(E-)

5 ; (3.1)

milles L[f(t)](s) = F(s) ja Re s = x > 0y, kus 0y on funktsiooni f kasvu
nditaja. Vorduse (3.1) vasakul poolel olevat integraali mdistetakse Cauchy’ pea-

vadrtusena, st
T+100 T+iT

/ ¢ F(s)ds = lim / ¢ F(s) ds

T—r 00
Tr—100 Xr—1T
ja integreerimine toimub modda imaginaarteljega paralleelset sirget. Rohutame,
et vorduse (3.1) paremal poolel saame funktsiooni f, kui see on pidev punktis ¢
ning iithepoolsete piirvairtuste

Flt+) = Jim (7)
ja

f(t=) = lim f(7)

T—t—

aritmeetilise keskmise, kui punkt ¢ on funktsiooni f esimest liiki katkevuspunkt.

Riemanni-Mellini valemist jireldub, et kui kahel originaalil f; ja f> on iihe-
sugune kujutis F'(s), siis pidevuspunktides on nad vordsed, kuna avalduvad kuju-
tise F'(s) kaudu ithesuguse valemiga. See tihendab, et piirdudes vaid poolldigus
[0, 00) pidevate funktsioonidega f, siis poordteisendus £~ on iiheselt defineeri-
tud. Mirgime, et pidevate originaalide korral on Laplace’i teisenduse £ poordtei-
sendus £~! lineaarne.

Fakt, et on olemas iihene vastavus pidevate funktsioonide ja nende Laplace’i
teisenduste vahel, vdimaldab koostada Laplace’i teisenduste ja poordteisenduste
tabeli [vt Lisa]. Selle tabeli teises veerus on vastavalt esimese veeru kujutised,

3Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826—1866) - saksa matemaatik
“Robert Hjalmar Mellin (1854—1933) - soome matemaatik
3 Augustin Louis Cauchy (1789—1857) - prantsuse matemaatik
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mis on leitud kdesoleva to0 erinevate ndidete ja omaduste abil. Viimastele on vii-
datud tabeli kolmandas veerus. Esimeses veerus on teise veeru poordkujutised
ehk originaalid, mille saamiseks vahetult Riemanni-Mellini valemit ei kasutata.
Selliselt koostatud tabelit kasutamegi kidesolevas tdos, et leida kujutisele vastavat
originaali. Analoogilisi ja mahukamaid tabeleid voib leida Laplace’i teisendust
kisitlevatest raamatutest (vt néditeks [8], Ik 209—218).

Niide 3.2. Leida kujutisele

5 19
Fls) = _
=T wre 70

vastav originaal f = f(t) (t > 0).
Poordteisenduse lineaarsuse abil saame

f(t> = L7 [F(S)] =L |:S—LL|—)—2 o 82:—216}

ey I U R B
= oL L+2 3L s2+16]

Paneme téhele, et ndidete 1.3 ja 1.4 pohjal

E_l [ j_2_ — 6—2t
S

ja

10
1 .

L [32 6] sin 4t.
Seega antud funktsioonile F' vastav originaal f on kujul

f(t) = 5e~* — 3sin4t, t>0.

14



§4 Lineaarsed n-jirku harilikud
diferentsiaalvorrandid

Vaatleme lineaarset konstantsete kordajatega n-jarku harilikku diferentsiaal-
voOrrandit

by (8) + buay ")+ + bay(0) + boy(t) = f() (£20), &1

kus y = y(¢) (t = 0) on otsitav funktsioon. Eeldame, et vabaliige f on pidev, kui
t > 0jab,...,b, on mingid reaalarvud, b,, # 0. Olgu vaja leida vorrandi (4.1)
lahend y = y(t), mis rahuldab algtingimusi

kus yo, Y1, - - -, Yn—1 on etteantud reaalarvulised konstandid.

Osutub (vt [7], 1k 246), et kui funktsioon f on pidev poolldigus [0, ), siis
vorrandi (4.1) lahendid on miidratud ja n korda pidevalt diferentseeruvad poolldi-
gus [0, 00) ning mistahes etteantud arvude o, y1, . - . , Yn_1 korral leidub vorrandil
(4.1) tiks ja ainult iiks lahend y = y(t) (¢ > 0), mis rahuldab tingimusi (4.2).

Vérrandi (4.1) voime lahendada jargmiselt (vt [7], Ik 301—303). Kdigepealt
leiame vastava homogeense vorrandi

by ™ () + b1y V() + -+ by () + boy(t) =0 (¢ > 0) (4.3)

lahendite fundamentaalsiisteemi {y; (¢), . . ., ¥, (¢) }° ning kirjutame vilja selle vor-
randi iildlahendi kujul

Yn(t) = Cryn(t) + -+ + Cryn(?),

kus C1, ..., C,, on suvalised konstandid. Seejirel leiame mittehomogeense dife-
rentsiaalvorrandi (4.1) iihe konkreetse lahendi y, = y.(¢). Siis vdrrandi (4.1) iild-
lahendiks on

y(t) = yn(t) + ya(t ZC% ) + (1),

kus 1, ..., C), onsuvalised konstandid. Vorrandi (4.1) mistahes lahend on saadav
iildlahendist konstantide fikseerimise teel’.

Homogeense diferentsiaalvorrandi (4.3) lahendite fundamentaalsiisteemi leid-
misel vdoime toimida jargmiselt (vt [7], 1k 319):

Oeldakse, et n-jirku lineaarse homogeense diferentsiaalvorrandi (4.3) n lineaarselt sdltumatut
lahendit y; (), . . . , yn(t) moodustavad selle vorrandi lahendite fundamentaalsiisteemi.
7Jirgnevas nimetame sellist meetodit vorrandi (4.1) lahendamiseks klassikaliseks.
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1. koostame karakteristliku vorrandi
DA™ 4 by A" DA by =0

ja leiame selle lahenditena karakteristlikud véirtused \; (7 = 1,2,...,n);
need voivad olla nii reaalsed kui komplekssed (mis reaalsete kordajate
bo, b1, . .., b, korral esinevad alati paarikaupa kaaskompleksidena) ning nen-
de hulgas voib olla kordseid, st omavahel vordseid;

2. karakteristlike véirtuste iseloomule vastavalt kirjutame vélja vorrandi (4.3)
lineaarselt soltumatud erilahendid (lahendite fundamentaalsiisteemi) ja nen-
de lineaarse kombinatsioonina ka vorrandi (4.3) tildlahendi; vorrandi (4.3)
lahendite fundamentaalsiisteemi véljakirjutamisel ldhtume sellest, et

(a) igale reaalsele iihekordsele karakteristlikule vidrtusele \; vastab eri-
lahend kujul e?it;

(b) igale m-kordsele (m < n) reaalsele karakteristlikule viirtusele \;
vastab m erilahendit kujul

ehit tetit o it
(c) igale komplekssete karakteristlike védrtuste \; = o + i ja Ay =

A; = a — if paarile vastab kaks reaalset erilahendit kujul e** cos (¢ ja
e sin f3t;

(d) igale m-kordsele komplekssele karakteristlikule védrtusele \; = a4+
Ja temaga paaris olevale m-kordsele karakteristlikule vddrtusele Ay =
Aj = o —if (2m < n) vastab 2m reaalset erilahendit kujul

e cos Bt, te* cos Bt, ..., t" e cos Bt
ot 3 at o m—1_at _:
e sin Bt, te* sin Bt ..., t" e sin ft.

Kui on leitud homogeense vorrandi (4.3) lahendite fundamentaalsiisteem
{ya1(t),...,yn(t)}, siis mittethomogeense vorrandi (4.1) erilahendi y, saame leida
konstantide varieerimise meetodil (vt [7], Ik 269—280).
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§5 Diferentsiaalvorrandite lahendamine
Laplace’i teisenduse abil

Vaatleme lineaarset konstantsete kordajatega diferentsiaalvorrandit

by ™ () + by (E) + -+ by () + boy(t) = f(1), (5D

kust > 0,n € N, by, ..., b, on mingid reaalarvud ja y on otsitav funktsioon.
Otsime vaadeldava vorrandi lahendit algtingimustel

y®(0) =y, k=0,1,...,n—1, (5.2)

kus ¥, on etteantud reaalarvud.
Eeldame, et funktsioon f on pidev poolldigus [0, co). Tdhistame funktsioonide
f jay Laplace’i teisendused jargmiselt:

Ly](s) = sY(s)—w,
Lly'(s) = s*Y(s)—syo— 1,
Ly™](s) = s"Y(s)— :;:] VR Ly,

Rakendades vorrandile (5.1) Laplace’i teisendust (arvestades teisenduse lineaar-
sust), saame kujutise suhtes vorrandi

k=0

b <s”Y<s> -y y) e bV (5) = o) + Y (5) = F(s)

ehk
bps"Y (8) 4+ by 18" Y (8) + -+ bysY(s) + Y (s) = F(s) + Q(s), (5.3)

kus

n—1 n—2
Q(S) =, Z s”_k_lyk + b,_1 Z Sn—k—lyk 4+ blyo-
k=0 k=0

Vorrandist (5.3) leiame otsitava funktsiooni kujutise:

_ F(s)+Q(s)

Y(s) = (s) , (5.4)
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kus
L(s) = b,8" + b,_18" 1+ +bys + by # 0.

Kujutise (5.4) jargi leiame originaali. Selleks kasutame Laplace’i teisenduse poord-
teisenduse lineaarsust ja teisenduste tabelit (vt Lisa; [4], 1k 219—-224; [8],
1k 209—-218).

Naide 5.1. Leida vorrandi
' + 3y — 4y =0 (5.5)
lahend y = y(t) (¢ > 0), mis rahuldab algtingimusi

y(0)=1, ¢'(0)=0. (5.6)

Meetod 1: Tugineme paragrahvis 4 toodud klassikalisele lahendusskeemile. Et lei-
da vorrandile (5.5) kaks lineaarselt soltumatut lahendit, moodustame vorrandile
(5.5) vastava karakteristliku vorrandi

A 4+3\—4=0. (5.7)

Vorrandi (5.7) juurteks on Ay = 1 ja Ay = —4 ning vorrandi (5.5) lahendite
fundamentaalsiisteemiks kujuneb y; = e’ ja yo = e~*!. Jarelikult vdrrandi (5.5)
iildlahend on kujul

y = Cre' + Che ™,

kus C ja Cy on suvalised konstandid. Kuna vorrandi (5.5) lahend y = y(t) peab
rahuldama algtingimusi (5.6), siis

C, + Gy = 1,
—01 -+ 402 - O

4 1
Jarelikult C = = jaCsy = R ning Cauchy iilesande {(5.5), (5.6)} lahendiks on

4,01 4
= - - t = 0.
Yy 5€+5€ ;

Meetod 2: Kasutame iilesande {(5.5), (5.6)} lahendamiseks Laplace’i teisendust.
Laplace’i teisenduse ja lause 2.1 rakendamisel diferentsiaalvorrandile (5.5) saa-
me, et

Lly"](s) + 3L[y'](s) — AL[y](s) = 0. (5.8)

Kasutades lauset 2.3, leiame seosest (5.8), et
s*L[y](s) — sy(0) = y'(0) + 3sL[y](s) — 3y(0) — 4L[y](s) = 0

18



ehk
(s> +3s —4)Y(s) — (s +3)y(0) — ¢/ (0) = 0, (5.9)

kus Y'(s) = L[y|(s). Arvestades algtingimusi (5.6), saame kujutise

s+3

V()= ——— 1
(s) s +3s—4 (>-10)

kus s ¢ {—4,1}. Lahutame vorduse (5.10) paremal oleva murru osamurdudeks,

st
3 A B A 4)+ B(s—1
Yy S8 A B At 4Bl
s?2+3s—4 s—1 s+4 (s—1)(s+4)
kus A ja B on otsitavad konstandid. Kuna iga s korral, vélja arvatud kui s = 1 voi
s = —4, peab kehtima

s+3=A(s+4)+B(s—1)=(A+ B)s+4A— B,

4 1
siis A+ B =1ja4A — B = 3, mistdttu A = R ning B = £ Asendades need

vidrtused saame, et L1 .
Y(s) == - .
) =557 T 5534
Kui s > 1, siis kasutades Laplace’i teisenduse poordteisenduse lineaarsust ja néi-
det 1.3, ndeme, et Cauchy iilesande {(5.5), (5.6)} lahendiks on

4 1
Y= get + 56_4t, t >0,

milleni joudsime ka meetodi 1 abil.
Niide 5.2. Leida diferentsiaalvorrandi
y® —y' =0 (5.11)
lahend y = y(t) (¢ > 0), mis rahuldab algtingimusi
y(0) =¢'(0)=y"(0)=y"(0) =0, yW(0)=1. (5.12)

Meetod 1: Diferentsiaalvorrandi (5.11) karakteristliku vorrandi A> — XA = 0 juur-
tetkson \; = 0, Ay = 1, A3 = —1, \y = 7 ja A5 = —1i. Seega vorrandi (5.11)
lineaarselt soltumatuteks lahenditeks on y; = 1,7, = €', y3 = e !, ys = cost ja
Y5 = sin ¢ ning iildlahendiks kujuneb

y = C, + Che’ + Cye" + Cycost + Cssint,
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kus C4,C5, C3,Cy ja C5 on mingid konstandid. Vottes arvesse algtingimused
(5.12), saame

C, + C, + C3 + Cy = 0,

Cy — C4 + C; = 0,

Co + C3 — (4 = 0,

Cy — Cs - C; = 0,

CQ + Cg + 04 = 1.

1 1 . o .
Seega C) = —1,05 = (5 = 1,04 = §,C’5 = 0 ja algtingimustega iilesande
{(5.11), (5.12)} lahendiks on
t —t 1
y:—l—f—eze +§COSt

ehk
cosht + cost

9 )
Meetod 2: Rakendades Laplace’i teisendust ja lauset 2.1 vorrandile (5.11), saame

y = t>0.
L[y (s) = L] (s) =0. (5.13)
Lause 2.3 kohaselt saab vérrand (5.13) kuju
$Ly)(s) — s'y(0) — 8>y (0) — 57" (0) — sy (0) =y (0) — sL[y](s) + y(0) = 0
ehk
(s° = 5)Y (s) = (s* = 1)y(0) — s’y (0) — s>y"(0) — sy (0) =y (0) = 0, (5.14)

kus Y(s) = Lly|(s). Arvestades algtingimusi (5.12), avaldame vorrandist (5.14)

kujutise Y (s). Seega
1
Y(s) = , (5.15)

$° — s

kus s € {—1,0,1}. Teisendame seose (5.15) paremal oleva murru osamurdude
summaks, st

é+BS—l—C+D8—|—E

s s2—1 s24+1

A(s* = 1)+ (Bs+ C)(s® + 5) + (Ds + E)(s* — s)
s(s2—1)(s2+1) ’

Y(s) =

kus iga parameetri s ¢ {—1,0, 1} korral kehtib vordus

A(s* = 1)+ (Bs+ C)(s* + s) + (Ds + E)(s* —s) = 1
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ehk
(A+B+D)s*+(C+ E)s*+(B—D)s*+ (C— E)s — A =1,
kus A, B, C, D ja E on mingid konstandid. Kuna

A+B+D=0, C+FE=0, B-D=0, C—E=0 ja —A=1,
1
siisA:—l,C:E:0jaB:D:§.Seega

1 1 s 1 s
Y(s) = —= 4 = - .
)=—tse_1tae

Olgu s > 1. Niidete 1.2 ja 2.2 ning seose (1.9) pohjal on Cauchy iilesande {(5.11),
(5.12)} lahendiks

y(t):cosht;cost_l, >0,

Niide 5.3. Leida mittehomogeense diferentsiaalvorrandi
y"' =y =321 (5.16)
lahend y = y(t) (¢t > 0), mis rahuldab algtingimusi
y(0) =y'(0) =y"(0) = L. (5.17)

Meetod 1: Vorrandi iy — ' = 0 karakteristlik vorrand on A\*> — A\ = 0, mille
lahenditeks on A\; = 0, Ay = 1ja A3 = —1. Seega vorrandi iy — ' = 0 lahendite
fundamentaalsiisteemiks on 3, = 1, 7o = €' ja y3 = e~', mistdttu vorrandile
(5.16) vastava homogeense vorrandi iildlahendiks saame

yp = C1 + Cye’ + Cse™,
kus (', C5 ja C5 on konstandid. Niiiid leiame vorrandi (5.16) iihe erilahendi
Y (t) = C1(t) + Co(t)e' + Cs(t)e ™, (5.18)

kus C7, C5 ja C5 on tundmatud funktsioonid. Konstantide varieerimise meetodil
saame voOrrandisiisteemi

Ci(t) + Cyt)et + Ci(t)et = 0,
Cy(t)et — Cit)e® = 0,
Ci(t)et + Chi(t)e™t = 3(2—1t?).
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Viimase siisteemi lahendiks on
3 3
C1(t) = 3t* — 6, Cy(t) = 5e*’f(z —t%), Ci(t) = §et(2 —t%).
Jarelikult

Cit) = £ — 6t Co(t) = gtet(t +2),  Cy(t) = gtet(Z 1),

Asendades need funktsioonid avaldisse (5.18), saame vorrandi (5.16) erilahendiks
3 3 —t t 3 t —t
y.(t) =t° — 6t + Ste (t+2)e" + 5te (2—t)e

ehk
Y. (t) =17
Kuna vorrandi (5.16) tildlahend on kujul
y(t) = yn(t) + . (t) = C1 + Coe’ + Caze™" + 12,
siis arvestades algtingimusi (5.17), saame

i + Oy + C3 = 1,
Cy — C3 = 1,
Cy + C3 = 1.

Seega C; = 0,C5 = 1, C5 = 0 ja Cauchy iilesande {(5.16), (5.17)} lahendiks
y(t) = e + 13, t>0.

Meetod 2: Rakendades Laplace’i teisendust vorrandile (5.16) ja kasutades lauset
2.1 saame, et

Lly"(s) = L[y](s) = 6L[1(s) = 3L[t°] (s). (5.19)
Jargnevalt kasutame lauset 2.3, niideid 1.2 ja 1.5 ning vOrrand (5.19) saab kuju
" 6 6
S'Lyl(s) = 5y(0) = 59/(0) = y"(0) = sLY)(s) +y(0) =~ = 3
ehk
3 2 ! " 6 6
(57 = 8)Y(s) = (5" = 1)y(0) = sy/(0) = y"(0) = — — =, (5.20)

kus Y(s) = L]y](s). Kuna vorrandi (5.20) lahendi jaoks kehtivad algtingimused

(5.17), siis
6 6
3 2
(s —s)Y(s) =L +s°+s
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ehk
Y(S):652—6+s5+54_ 6(s*>—1)  st(s+1)

s3(s3—5s)  sHs2—1) * si(s2 = 1)’

kus s € {—1,0,1}. Seega

6 1
Y(s) = —
() s4+s—1

ning kui s > 1, siis ndidete 1.5 ja 1.3 pdhjal saame Cauchy iilesande {(5.16),
(5.17)} lahendiks

(5.21)

y(t) =t + €, t>0.

Mirgime, et diferentsiaalvorrandi Cauchy iilesande lahendamisel klassikali-
se meetodiga leitakse tavaliselt kdigepealt vorrandi iildlahend ja siis médratakse
suvalised integreerimiskonstandid nii, et lahend rahuldaks algtingimusi. Konstan-
tide midramine nduab aga teatava lineaarse voOrrandisiisteemi lahendamist, mis
kolmest suurema jirguga siisteemi korral on kiillaltki aegandudev iilesanne. Ni-
dete 5.1—5.3 lahenduskdikudest selgub, et Laplace’i teisendusele tugineva mee-
todi korral arvestatakse algtingimusi juba lahenduskiigu algfaasis. Kui algtingi-
mused on nullid, siis on Laplace’i teisenduse rakendamine eriti lihtne. Mérgime
veel, et kui klassikalisel meetodil mittehomogeenne lineaarne vorrand lahenda-
ti kahes osas (koigepealt leiti vastava homogeense vOrrandi iildlahend ja seejirel
mittechomogeense vorrandi mingi erilahend), siis Laplace’i teisenduse abil saame
vorrandi lahendi leida ilma iilesannet osaiilesanneteks lahutamata.

Teiselt poolt paneme tdhele, et Laplace’i teisenduse meetodil saadud kujutisele
vastava originaali leidmine ei pruugi isegi suhteliselt lihtsa funktsiooni korral olla
kerge iilesanne. Niiteks kujutise

1 1
Y(s) = ——— > — 5.22
6= wrn *7 (5:22)
osamurdudeks lahutamisel tuleb esmalt leida kolm osamurdu, mille korral saame,
et

2 +1
1 11 T35T3
Y(s)=-—= . 5.23
(5) s 3s+1 s2—s+1 (5:23)
Seejirel tuleb osamurdu
2 1
—§S+§
s2—s5+1
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Alles niitid saame leida kujutisele (5.22) vastava originaali, kasutades Laplace’i
teisenduse poordeteisendust funktsioonidele

1
1 575
’ s+1 1\> 3
S — 5 + Z
Lisaks, kui rakendada Laplace’i teisendust lineaarsele diferentsiaalvorrandile,
mille kordajad ei ole konstandid (nditeks on kas astmefunktsioonid voi poliinoo-
mid), siis saadakse kujutise suhtes iildiselt diferentsiaalvorrand, mille kordajad ei

ole konstandid (vt nt [3], Ik 132—135). Sellisel juhul Laplace’i teisendusele tugi-
nev meetod ei ole enamasti rakendatav.

w |
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§6 Konvolutsioon. Boreli teoreem

Selles paragrahvis tutvume konvolutsiooniga ja Boreli® teoreemiga.

Definitsioon 6.1. Kahe funktsiooni f ja g konvolutsiooniks nimetatakse integraali

/f g(t—7)dr, t>0. (6.1)

Funktsioonide f ja g konvolutsiooni téhistatakse f(t) * g(t) voi f * g.
Niide 6.2. Kui f(t) = e’ jag(t) =t (t > 0), siis definitsiooni 6.1 abil

t

F(8) * g(t) = /eT(t i —

0

t t

= —t—1.

— (te" —€7)

0

0

Osutub, et funktsioonide konvolutsioon on kommutatiivne:

fxg=gx*f.

Tdepoolest, tehes konvolutsiooni f * g defineerivas integraalis muutuja vahe-
tuse t — 7 = u, saame

t

/f g(t—1) dT—/g(u)f(t—u)du-g(t)*f(t).

0

Esitame ilma tOestuseta veel moned konvolutsiooni omadused (vt [4], 1k 184—185).
1. Assotsiatiivsus: (f*xg) xh = f* (g h).
2. Distributiivsus: f* (g+h) = f*xg+ f *h.

3. Kui funktsiooni f ja g on pidevad 16igus [0, 00), siis nende konvolutsioon
f = g on samuti pidev samas ldigus.

4. Originaalide f ja g konvolutsioon f * g on samuti originaal.

Teoreem 6.3 (Boreli teoreem). Olgu L[f(t)](s) = F(s) (s > o1)ja L[g(t)](s) =
G(s) (s > 03), kus 01,09 € R. Siis

L[f(t)*g(t)](s) = F(s)G(s), s> max{oy,03}. (6.2)

8Félix Edouard Justin Emile Borel (1871—1956) - prantsuse matemaatik
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Toestus. Definitsioonide 1.1 ja 6.1 pdhjal

L) xg@)](s) = L /f(T)g(t—T)dT ()

Tehes viimases integraalis muutuja vahetuse © = t — 7, saame

L) * g(B)(s) = / f(r)e dr / e~g(u) du = F(s)G(s).

Naiide 6.4. Leida funktsioonile

w2

F(S)Zm,

weR, s>0,

vastav originaal f = f(¢) (t > 0).
Olgut >0, w € R, s > 0ja f(t) = L7[F(s)]. Teoreemi 6.3 pdhjal

LIFE) = fFO))(s) = [F$)°, s>,

kus o on funktsiooni f eksponentsiaalne kasv. Néite 1.4 pohjal

Llsin(wt)] = s> 0,weR.

s2 4+ w?’
Seega voime kirjutada, et

w w
s2 +w? §2 4+ w?

= L[sin(wt) * sin(wt)](s), s> 0,w € R.

Rakendades valemile (6.4) Laplace’i teisenduse poordteisendust, saame

1 W w

T Pt sin(wt) * sin(wt)

ehk
f(t) = L7YF(s)] = sin(wt) * sin(wt).
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Definitsiooni 6.1 abil
¢
f(t) = sin(wt) * sin(wt) = /sin((m') sinw(t — 7)dr.
0

Jarelikult

ft) = /Sin(WT) sinw(t —7)dr

0
t
= / sin(w7) [sinwt cos wT — coswt sinwT)| dr
0

t
sin® wt 1 — cos2wTt
= —coswt | ———dr

2w 2
0

L .

= —\SINWl — Wl COSWT).

o (sinwt — wt cos wt)
w

Seega kujutisele (6.3) vastab originaal
1
f(t) :2—(Sinwt—wtcoswt), t>0,welR
w

Niide 6.5. Olgu funktsioon g pidev poolldigus [0, c0). Leida diferentsiaalvorran-
di

'+ 4y =g(t) (6.5)
lahend y = y(t) (¢ > 0), mis rahuldab algtingimusi
y(0) =3, ¢(0)=—1 (6.6)

Rakendades Laplace’i teisendust vorrandile (6.5) ja kasutades Laplace’i tei-
senduse lineaarsust saame, et

Lly"](s) +4LLyl(s) = L[g(D)](s), s >0. (6.7)
Olgu L[g(t)](s) = G(s). Lauset 2.3 abil saame vorrandi (6.7) esitada kujul
s*Lly)(s) — sy(0) — /' (0) +AL[y)(s) = G(s)

ehk
(s* +4)Y (s) — sy(0) — y'(0) = G(s), (6.8)
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kus Y (s) = L[y](s). Kuna kehtivad algtingimused (6.6), siis saame seosest (6.8)
leida

3s—1  G(s)
Y —
(5) 244 244
ehk 1 2 1 2
S
V) =3577 2214 2(2+ 4)G(8)' 9

Seoste (1.9) ja (1.8) abil leiame, et

L'_l[ 5 ]:cos%

5244

ja

2
£t [ 2+4] = sin 2t.
s

Teoreemi 6.3 pohjal

£ lﬁ(;(s)} — sin 2t * g(t).

Seega Cauchy iilesande {(6.5), (6.6)} lahendi saame esitada kujul

t
1 1
y(t) = 3cos 2t — §sin2t— 5/81112(15—7')9(7') dr, t

0

WV
o

kus g(t) = L7 [G(s)].
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§7 Gammafunktsioon

Euleri’ integraalide all mdeldakse piratuid integraale kujul

o0

[(a) := /ett‘ll dt (a>0) (7.1)
0
ja
1
B(a,b) := /ta1(1 — )" tdt (a>0, b>0), (7.2)
0
mida nimetatakse vastavalt (Euleri) gammafunktsiooniks ja beetafunktsiooniks.
Osutub, et gammafunktsiooni madramispiirkond on vahemikus (0, co) ja bee-
tafunktsiooni médramispiirkonnaks on (0, c0) x (0, 00). Selles veendumiseks nii-
tame koigepealt, et integraal (7.2) koondub, kui a > 0, b > 0.
Todepoolest, kuia > 1jab > 1, siis on tegemist tavalise Riemanni integraaliga.
Juhul @ < 1 on integreeritav funktsioon tokestamata punkti O iimbruses, juhul
b < 1 aga punkti 1 timbruses. Seetdttu vaatleme eraldi integraale

71— ) de (7.3)

o
[N

ja
1

/t“_l(l — )Pt dt. (7.4)

N

Et
lim(1 — )" =1,

t—0

siis integraal (7.3) koondub (suvalise b korral) parajasti siis, kui koondub integraal

1
to|?
ol de = —

a

Y

o
N[

st kui @ > 0. Analoogiliselt, seose

limt* !t =1
t—1

9Leonhard Euler (1707—1783) - §veitsi matemaatik
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tottu integraal (7.4) koondub (suvalise a korral) parajasti siis, kui koondub integ-

raal
1

o =l
/u_o dr = -

1
2

Y

1
2

st kui b > 0. Téhendab, beetafunktsioon B(a, b) koondub parajasti siis, kui a > 0
jab>0.
Gammafunktsiooni méddramispiirkonna selgitamiseks vaatleme eraldi integraale

1

/ e el de (7.5)
0

ja
/ et dt. (7.6)

1
Kunae™* <1 (¢t >0), siis

0<e vt <t (t€(0,1], a>0).

Seega
1 1 1
0 < /e—tt“—ldtg/ta—ldt: lim [ t*tdt
T—0+
0 0 T
a 1 Ta

= lim — = lim (———)

=0t @ =0t \ a a

t=1
Jarelikult integraal (7.5) koondub parajasti siis, kui @ > 0. Et iga a korral

lim e 4%t =0

Y
t—00

siis leidub parameetrist a sdltuv konstant M, nii etiga ¢ > 1 korral
e—tt(l+1 < Ma
ehk

M,
et L 5 (7.7)
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Kuna integraal

M, / =2 dt
1

koondub, siis vorratuse (7.7) pohjal koondub integraal (7.6). Tdhendab, gamma-
funktsioon I'(a) on médratud, kui @ > 0.
Olgu a > 0. Ositi integreerides saame

[e.9] [e.9]

Fla+1) = /ett“ dt = —e 't +a / e 't dt = al'(a).
0 0 0
Seega kehtib seos
I'(a+1)=al'(a), a>0. (7.8)

Valemit (7.8) korduvalt rakendades jouame gammafunktsiooni taandamisva-
lemini

I'a+1)=ala—1)-...-(a—n+1I'(a—n+1), a>n—1,neN. (7.9)

Pidades silmas, et

ja vottes a = n saame valemi (7.9) abil
I'n+1)=n! (neNy). (7.10)
Rakendades seost (7.10) valemis (1.10) saame, et

I'(n+1)
—

LI[t"] (s) = (7.11)
kus s > 0,t > 0jan € Ny.

Osutub, et valemit (7.11) annab iildistada ka juhule, kus n on arvust —1 suu-
rem reaalarv. Olgu f(¢) = ¢V (v > —1). Siis tema Laplace’i teisendus avaldub
kujul

r 1
cil(s) = D ooy (7.12)

Sy+1

Tdepoolest,

L) (s) = / ety dt.
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Tehes muutuja vahetuse © = st (s > 0), saame

v T —z (T vl 1 ! v_—=x
L[t"](s) = /e <g> de = o /x e “dx.
0 0

Gammafunktsiooni (7.1) pohjal saamegi seose (7.12).

Paneme tihele, et kui v > 0, siis funktsioon f(¢f) = ¢ on originaal. Kui
—1 < v < 0, siis funktsioon ¢” ei ole originaal, sest funktsiooni ¢” véirtus liheneb
16pmatusele, kui ¢ — 0. Kuid eelnevalt négime, et integraal

o

/ e St dt

0

koondub, kui v > —1ja s > 0. Seega funktsioon f(t) =t (=1 < v < 0) on
iildistatud originaal'® (vt [3], Ik 19—20; [4], 1k 176).
Jargnevalt néditame, et

['(a)(D)

0. b>0. 7.13
C(a+0b)’ @=>0 0= (7.13)

B(a,b) =

Olgut > 0, a > 0jab > 0. Boreli teoreemi 6.3 ja valemi (7.12) pdhjal

L[t « tb_l] (s) = [(a) L) _ I'(a)I'(b)

S0 Sb Saer
['(a)l'(b) T
_ M@r®aty)
I'(a+b) sotb
Laplace’i teisenduse poordeteisenduse abil saame siit, et
_ 4 D@r®) ., [T(a+b)
R S > 0. 7.14
i I'(a+0b) sotb |7 ° (7.14)

Definitsiooni 6.1 ja valemi (7.12) pdhjal saame seose (7.14) kirjutada kujul

a=1rp _ o1 g — AW D) et t>0. 7.15
/7’ (t—r1) T a+b) ) 0 (7.15)

10U1distatud originaaliks nimetatakse funktsiooni f, mille korral leidub niisugune reaalarv o, et

koondub integraal

[t a

0

32



Kuna
1

B(a,b) = /Ta1(1 — 1) tdr (a>0, b>0),
0
siis vottes valemis (7.15) muutuja ¢ = 1, jouame valemini (7.13).

Néide 7.1. Tuginedes valemile (7.13) nditame, et

T <1> = VT (7.16)

Olgu a > 0, b > 0. Valemi (7.13) ja beetafunktsiooni (7.2) pdhjal

1

= /T“_1(1 — ) tdr. (7.17)

0

['(a)T'(b)
I'(a+0b)

Tehes vorduses (7.17) muutuja vahetuse 7 = sin® 0, saame

P
—— = 2/(sin 0)2*(cos )%~ d6. (7.18)
0

Jarelikult
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Lopuks mérgime, et valemi (7.8) abil saame gammafunktsiooni madramispiir-
konda laiendada juhule @ € (—n, —n + 1), kus n € N.

Tdepoolest, valemist (7.8) jareldub a > 0 korral, et

r 1
I'(a) := Tlatl) (7.19)
a

Valemit (7.19) vdime kisitleda gammafunktsiooni I'(a) definitsioonina a € (—1,0)
korral.

Analoogiliselt saame a > 0 jan € N korral valemi (7.8) abil

I'a+n)=(a+n—-1)la+n—-1)=---=(a+n—1)---(a+1)al'(a).

Seega saame defineerida

kus —n<a<-—-n+1 neN.
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§8 Riemann-Liouville’i murruline tuletis

Olgu D operaator, mis seab 18igus [a,b] (a,b € R, a < b) diferentseeruvale
funktsioonile f vastavusse tema tuletise f’ :

(D) (t) = f'(t), tE€la,b].

Olgu J, operaator, mis teisendab 15igus [a, b] integreeruva funktsiooni f funkt-
siooniks, mis on médratud valemiga

() (0= [ 1)an telab)

Igan € N korral hakkame kasutama stimboleid D" ja J, et tdhistada operaatorite
D ja J, n-kordset rakendamist:

D1 = D’ Ji — J(l7
D = DD"L, Jr o= JJrL

Defineerime DY = [ ja J? = I, kus I on iihikoperaator.

Jargneva lause toestuse voib leida raamatust [5], 1k 367.

Lause 8.1. Olgu f : [a,b] — R pidev funktsioon ja olgu F : [a,b] — R, kus

Flt) = / f(r)dr, telab)

Siis funktsioon F on diferentseeruv ja
F'=f.
Olgu funktsioon f pidev 16igus [a, b]. Siis lause 8.1 pdhjal
DJof =f

jaigan € N korral

D"J'f=D"'DJ, g f =D g f = Dr gL g (8.1)
Analoogiliselt jitkates saame, et

D"J'f = f, neN, (8.2)

st operaator D" on operaatori .J!' vasakpoolne poordoperaator.
Olgun € Ny jaa,b € R. Tdhistame 13igus [a, b] n korda pidevalt diferentsee-
ruvate funktsioonide hulga siimboliga C"[a, b]. Olgu C°[a,b] = C|a, b].
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Lause 8.2. Olgum,n € N, m > nja f € C"[a,b|. Siis
(D"f) (t) = (DT " f) (1), t € [a,b].
Toestus. Olgum,n € N, m > nja f € C"[a,b]. Siis valemi (8.2) pdhjal
&)= (D" "I ) (t),  t€E[a,b).
Seega
(D"f) (t) = (D"D™ "I " f) (t) = (D™ T " f) (1), t € [a,b].
O

Lause 8.3. Olgu f loigus |a,b] integreeruv funktsioon. Siis iga n € N korral
kehtib Cauchy valem

t

/(t — )" f(r)dr, t € [a,b].

a

1
(n—1)!

(Ja'f) (t) =

Toestus. Vt[7],1k 221—-224. O

Definitsioon 8.4. Olgu a > 0. Operaatorit g, J>, mis on hulgal C|a, ] definee-
ritud vordusega

<RLJsf><t>=ﬁ / (t—1) (e, telal,  (83)

a

nimetatakse Riemann-Liouville’i'! o-jérku integraaloperaatoriks. Funktsiooni ry,Jo f
nimetatakse funktsiooni f Riemann-Liouville’i a-jdrku integraaliks.

Jirgnevas defineerime gz JC = I, kus I on iihikoperaator.
Seose (7.10) tottu g1 J& = J& kuia =n € N.

Mirgime, et iga f € Cla,b] korral g Jof € Cla,b], kui a > 0 (vt [1], 1k
11-16).

1y oseph Liouville (1809—1882) - prantsuse matemaatik
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Lause 8.5. Olgu o, > 0ja f € Cla,b]. Siis

(redS (reJ2S)) (8) = (re TP L) (1), t € [a,b). (8.4)

Toestus. Kui « = 0 vdi f = 0, siis vdide (8.4) kehtib. Olgu o, 5 > 0 ja
f € Cla, b|. Definitsiooni 8.4 pdhjal

t T

; _xa—l [L’—Tﬁ_l . - de
T'(a)D(5) /(t ) /( )P f(r)drde. (8.5)

a a

(RLJ:; (RLJff)) (t) =

Muudame vorduse (8.5) paremal poolel olevas integraalis integreerimise jarjekor-
da. Siis

(e (m2T2)) () = —— / / (t — 2)* (& — )% f(r) dwdr

INCYNE)

= ;t T t — ) Yo — )P dedr
—F(a>r(6)a/f()/(t Jol(z — 1)t dedr.

T

Teeme muutujavahetuse x = 7 + s(t — 7), siis dz = (¢ — 7) ds ning

(reds (redif)) (1) = m/ﬂﬂ/[(t—ﬂ(l—S)]a_lsﬁ_l(t—T)ﬂ dsdr

I | 7)(t — 7)o +A1 —s) 18 dsdr
_ F(&)w)a/f( (e =7 [ =9t dsdr

0
Beetafunktsiooni (7.2) ja seose (7.13) abil jouame seoseni (8.4):

1

(rede (reJ0f)) (1) = —F(a)lr(ﬁ) /f(T)(t —7)etit /(1 — )" dsdr

0

= ;t Nt — 7)1 dr
—F(a+6>a/f()(t it

= (edi?Pf) (1),  telab).
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Edaspidi téhistame siimboliga [« vihima tdisarvu, mis on suurem voi vordne
arvuga o € R.

Definitsioon 8.6. Olgu oo > 0 ja m := [«]. Olgu funktsioon f € C|a,b| selline,
et pr.,JI"f € C™|a, b]. Siis operaatorit r;, DS, mis on defineeritud valemiga

(reDgf) (t) = (D™ e Iy~ f) (t) (¢ € [a,0])

nimetatakse Riemann-Liouville’i a-jdrku diferentsiaaloperaatoriks. Funktsiooni
rr DS f nimetatakse funktsiooni f Riemann-Liouville’i a-jdrku tuletiseks.

Jirgnevas defineerime rz; D® = I, kus I on iihikoperaator.
Paneme tihele, et kui o € N, siis m = [a] = aja
(reDgf)(t) = (D"redy"™f) () = (D™ re 7™ f) ()
= (D"reJof) (t) = (D™If)(t)
= (D™f)(t), te€]a,b].

Teiste sOnadega, &« = m € N korral operaator gz, D!" tihtib tavalise m-jarku dife-
rentsiaaloperaatoriga D™,

Lause 8.7. Olgu a > 0,a,b € R, f € Cla,b]. Siis
(reDg (reJ3 f)) () = f(t), t € [a,b].
Toestus. Olgu o > 0,m = [«a],a,b € R, f € Cla,b]. Siis definitsiooni 8.6
pohjal
(reDg (reJg f)) (8) = (D™ Ry~ (re g f)) (), t € [a,b].
Lause 8.5 ja seose (8.2) abil

(reDg (reJg f)) (t) = (D™ pe ) (reJgf)) (£)
(D" R ) ()
= (If)(t)=f(t), tela,b]

Lause 8.8. Olgu o, 3 > 0,a,b € R. Kui ¢ € Cla, b ja f = rp J*HP ¢, siis

(re DY (reDLf)) (8) = (re D7) (1), t € [a,b). (8.6)
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Toestus. Kui o« = 0 vdi § = 0, siis viide (8.6) kehtib. Olgu «, 5 > 0jam := [«]
ning n := [(]. Kui ¢ € Cla,b] ja f = rrJO P, siis definitsiooni 8.6 pdhjal

(re DS (reDEF)) ) = (reDS (reDErLJEP0)) (1)
= (D"ppJ (D" rpJY P ReJETPR)) (1), t € [a,b].

Lausete 8.5 ja 8.7 ning seose (8.2) alusel

(Dm0 (D" g J2 P reditP0)) (1) = (D™peJ) ™ (D"reJi9)) (¢)
= (DR J) " (D" pJY riJ9)) (1)
= (D" ge ) (DT} R 9)) (8)
= (D™reJ) “RriJO) (1)
= (D"grrJ)"9) (1)

-

= (D"J0) (1)
= ¢(t), tela].
Seega
(reDS (reDLS)) (8) = 6(t), t € [a,b].
Kuna
f=rJSP0,
siis
r DY = 0.
Jarelikult

(RLDg (RLDgf)) (t) = (RLDSJrﬁf) (t), te€la,bl.
OJ

Paragrahvi 10petuseks vaatleme moningaid niditeid Riemann-Liouville’i mur-
rulise tuletise leidmise kohta.

Niide 8.9. Olgu a,b € R,a > 0jam := [a]. Olgu f(t) = ¢, kui t € [a,b] ja c
on mingi konstant. Siis

0 Jkui a € N,
(RLDaf) (t) = C(t — a)_a . (87)
@ —— .,k N.
Ti—a) ui a ¢
Toepoolest, kui « = m € N, siis g, D' = D™ ja seega

(reDF"f)(t) = (D™ f)(t) =0, t€a,b].
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Kui o ¢ N, siis definitsioonidest 8.6 ja 8.4 jireldub, et

(reDg [)(t) = (D"re ;" f)(1)

Kuna

D™ [(t = a)™]

(m—a)m—a—=1)--(m—a—(m—1){t—a"*"

m—a)(m—-a—-1)---1—a)(t—a) ™ (t€la,b])
ja valemi (7.8) alusel

Tim—a) = (m—a—D)I(m—a—1)=---=
= (m—a—l)...(l_a)r(l_a)’
S11S C(t_a)ia

(reDg f)(t) = Il-a)’

tela,b.

Niide 8.10. Olgu a,b € R, o > 0 jam := [«a]. Leida funktsiooni
ft)y=@t—a)  (p=0,1€]ab]) (8.8)

Riemann-Liouville’i a-jirku tuletis.
Vaatleme vaid juhtu, kus o ¢ N. Kui @« = m € N; siis Riemann-Liouville’i
diferentsiaaloperaator pz, D!" tihtib tavalise diferentsiaaloperaatoriga D™.
Riemann-Liouville’i a-jirku integraali definitsiooni alusel

(w200 = fmms [ =7 —apar
(t — ayn=otr j(t—r)“l (r—ay

L'(m — «) (t—a)mo (t—a)P

t € [a,b]

a
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Tehes muutujavahetuse

T—Q
S = y
t—a
saame
1
B t_ama+p mal
(7 F)(E) = / t_a #(t— a)ds

0
t_am a+p
= 1—3m°‘15pd$
0

Beetafunktsiooni definitsiooni ja vorduse (7.13) pdhjal

1

/(1 — )" l?ds =B(p+1,m—a) =

0

L(p+DI(m = a)
F'm—a+p+1)

kus p > —1jam > «. Jarelikult, kui f(t) = (t — a)? (¢t € [a,b], p > 0), siis

Fip+1)

_ g)m—atp
Tm—atprn @ ’ 89)

(re g f)(t) =

kus o > Ojam := [a].
Kuia —p € N siism >a >pjam— (a—p) € {1,...,m — 1}. Seetdttu

B I'(p+1) m(f _ g)m—atp
= Tm—atprp’ - ") =0

Kui o — p ¢ N; siis

m I'(p+1) m-atp) _ _ L(p+1)
b (F(m—a—i—p—i—l)( —9 )_F(—a+p+1)

Seega funktsiooni (8.8) Riemann-Liouville’i a-jarku tuletis avaldub jargmiselt:

(t—a)y .

0, kuia—peN,
(reDgf)(t) = Plp+1) e oo (8.10)
F(p—l—l—a)(t a)P=®, kuia—p¢N.
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Niide 8.11. Olgu f(t) = cjat € [0,b]. Siis valemite (7.16) ja (8.7) pdhjal

1 B ct™ 2 . c
| I ——
2
Ja 3 3
3 ct™ 2 1 ct™ 2 c 3
(o) - e
P(l——) r<__+1)
2 2
Niide 8.12. Olgu f(t) =tjat € [0, b]. Siis valemite (7.16) ja (8.10) pohjal
1 I(1+1 1 Wt t
(k) 0= RO et o
ja
3 't +1 3 ey . 1
(mDir) ) = — ot - LB
r (1+1—§> r <§> T

Niide 8.13. Olgu f(t) = t*jat € [0, b]. Siis valemite (7.16) ja (8.10) abil

1 F(1+2) 9_1 2 3 2 3
reDGf) (1) = 72 = t2 = 3 =
(2] el R )
2 2 2 22 2
ja
(RLD§f> (1) = F(1+2)3 t2_% _ F(??))) t% _ 1 2 1 t% _ 4
r(ze-3) () G
2 2 2
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§9 Caputo murruline tuletis

Olgua > 0, m := [a], a,b € R, f € C™ ![a,b]. Téhistame (m — 1)-jirku
Taylori'? poliinoomi funktsioonist f siimboliga T, _1[f;a :

ml ek (g
f ( >(t—a)k.

(Talfza) = 2 ©.1)
k=0

Definitsioon 9.1. Olgu« > 0,m := [«a],a,b € R. Olgu funktsioon f € C™ '[a, ]

selline, et rp,JJI"~*(f — Trn-1]f;a]) € C™ [a, b). Siis operaatorit ¢ DS, mis on de-

fineeritud vordusega

(D3 [)(t) = (re DG (f — Tnalfia]))(t) (¢ € a,b])

nimetatakse Caputo' «a-jirku diferentsiaaloperaatoriks. Funktsiooni ¢D® f ni-
metatakse funktsiooni f Caputo a-jirku tuletiseks.

Jirgnevas defineerime - D° = I, kus I on iihikoperaator.

Paneme tihele, et kui « = m € N, siis operaator D" iihtib tavalise m-jirku
diferentsiaaloperaatoriga D™. Tdepoolest, sellisel juhul

(D)) = (reDy(f — Taalf;al))(?)

re DG (1) = (reDg (T3 a]))(t)
D" f)(t) = D™ (T [f; al)(¢)
D)),  telab],

sest m-jérku tuletis (m — 1)-jarku poliinoomist on null.

Lause 9.2. Olgu o > 0,m := [a],a,b € R, f € C™|a, b]. Siis
(R DG (f = Tona[f5a))(8) = (reJy" " D™ f)(t), T € a,b].

Toestus. Kui o € N siis on viide triviaalne. Téestame lause juhul, kui o ¢ N.
Siis

(re DG (f = Tnalfsa))(®) = (D" reJy"(f = Tn-alf; a))(#)

(
(
(
(

t

— o [ ) = Tlfial(r) o

a

12Brook Taylor (1685—1731) - inglise matemaatik, filosoof
3Michele Caputo (siind. 1927) - itaalia matemaatik, geofiiiisik
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Ositi integreerides saame

t

1 m—a—1
/ F(m _ a) (f(T) - Tm_1[f, a] (T))(t _ T) dr

a
T=t

1

S T r——— [(f(T) = Talf5al(T)(t — 7)™

Tm—at1)

1

::f55:7??T5/kL“f“>—7%—iﬂabﬁ»(t—fymﬂdf

a

Seega
re g " (f = Tmalf;al) = ro 7T D(f = Tua[f;al).

Kui integreerida avaldist pJ™~(f — T,n_1[f; a]) ositi m korda, siis
(R ™ (f = Tl fsa))(t) = (w3 D™ (f = T [f;a])(?)
= (redq Redy D" (f — T [fia])(2)
= (JJ"reJS" D™ f)(1),
kus ¢ € [a, b]. Jarelikult
(reDG(f = Tnalfsa))(t) = (D"re i (f = Tnalf5a)))(2)
= (D™JRpJTOD™ (1)
= (g7 D" f)®),  tE[a].
0

Niide 9.3. Olgu a,b € R,a > 0jam := [«a]. Olgu f(t) = ¢, kuit € [a,b] jac
on mingi konstant. Siis definitsiooni 9.1 ja lause 9.2 pdhjal saame

(cDg/)(t) = (redy" D™ f)(t)
1

_ . m—a—1 ,(m) _
Tim—a) /(t 7) "™ dr = 0.

a
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Mirkus 9.4. Paneme tdihele, et ndites 8.9 saadud Riemann-Liouville’i murruline
tuletis vordub nulliga siis ja ainult siis, kui ¢ = 0. Samas Caputo «-jdrku tuletis
konstantsest funktsioonist on alati vordne nulliga.

Niide 9.5. Olgu a,b € R,a > 0,0 ¢ Nym = [a],p 2 0. Kui f(t) = (t — a)?,
kus ¢ € [a, b], siis

0 kuip e {0,1,2,...,m—1},
(cDaf)(t) = F(g(i;ri)a)_(t —a)P®  kuip > m.
9.2)
Toepoolest, kui p € {0,1,2,...,m — 1}, siis (D™ f)(t) = 0 ja
(D )(t) = (re " *D™f)(t) =0,  t€ab].
Paneme tihele, et vorduse (7.8) pdhjal
Fp+1)=plp—-DE-2)...-(p—(m-1))L(p-m+1), p>m-—L1L
Seega
D"HE) = pp=1)-...-(p—(m—=1)(—a)™
= %(t —a) ", 9.3)

kus p > m — 1. Valemi (8.9) (asendades p suurusega p — m) alusel, saame

F(p—m+1)

Jmoa( p—m t — m—a+p—m
redd 0t —a) F(m—a+p—m+1)( @)
Cp—m+1) N
— (t—a)® —m>0. (94

Siis (vt (9.3) ja (9.4))

(D3 f)t) = (redy *D™f)(t)
F'p+1) T(p—m+1)

= Tp-manTeri—a
~ I'p+1) p—a
- m(t—a) , t €la,b], p=m.

45



Niide 9.6. Olgu f(t) =tjat € [0, b]. Siis valemi (9.2) alusel

@awywrgﬂ+”wf;2¢§

1+1—--
* 2
ja
3
(eDif) 1) =0,
3 .
sest m = h-‘ =2jap=1€{0,m—1} ={0,1}.

Niide 9.7. Olgu f(t) = t*jat € [0, b]. Siis valemi (9.2) abil

(eDif) (1) = : (Fm ”1) ot ot

t3

2+1—-
i 2

ja

241—-
* 2

(cDir) = F(m“)g)tz% — /L

Osutub, et Riemann-Liouville’i diferentsiaaloperaatori ja Caputo diferentsiaal-
operaatori vahelist seost saab iseloomustada jirgmise lausega.

Lause 9.8. Olgu o > 0,0 ¢ Nym := [al,a,b € Rya < b ja f selline loigus
[a, b] méiéiratud funktsioon, et tal leiduvad Caputo ja Riemann-Liouville’i a-jéirku
tuletised (¢ DS f)(t) ja (re D2 f)(t), kus t € [a, b]. Siis

m—1

(DL = (aDEf ) = 3 et st a)

k=0
Toestus. Olgut € [a,b]. Definitsiooni 9.1 pdhjal
(D )(t) = (reDg(f — Tm-1lf;al))(®)
= (reDgf)(t) = reDg (T[S a))(2)
« fP(a) .
= (reDgf)(t) — rLDy —(t—a)

= (reDgf)(t) —



Valemi (8.10) alusel

le' k __ F<k + 1) k—a o
(RLDa>(t_(l> —m(t—a> , k=0,1,....m—1.
Seega
m—1 (k) a
D0 = DiNm -3 I (wnpi - a))

m—1 (k) a
— (DN - Y (-0

Jareldus 9.9. Lause 9.8 eeldustel
cDg [ = reDg f
parajasti siis, kui iga k € {0,1,...,m — 1} korral
f®(a) = 0.

Lause 9.10. Olgu a > 0 ja m := [«]. Olgu funktsioon f m korda pidevalt di-
ferentseeruv poolldigus [0, o) ja funktsioonid f, f', ..., f=Y eksponentsiaalse
kasvuga o. Kui s > max{0,c}, siis

Ll 3 1)(s) = £111(5) ©5)

ja -
LeDg f(s) = s"L[f](s) = > s**f1(0). 9.6)

k=1

Toestus. Laplace’i teiseduse lineaarsuse ja seose (7.12) pohjal

1
E[g}(S) = S_a, s > 07 9.7
kus
ta_l
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Paneme tihele, et
(reJo [)(t) = f(1) * g(t).

Seega Boreli teoreemi 6.3 ja seose (9.7) abil saame

LlrJg fl(s) = Llgl(s) - LIfI(s) = ZLIfI(s), s > max{0, 0}
Lause 9.2 ja definitsiooni 9.1 alusel
cDSf = (R D™ f). (9.8)

Vorduste (9.8) ja (9.5) ning lause 2.3 abil jdbuame seoseni (9.6):

LIeDEAs) = LlanJy D" fl(s) = < £ID™11(5)
= s <sm£m<s> - sm—kﬂk—”(m)
k=1

= s*L[f](s) — Zsa_kf(k_l)(O), s > max{0,0}.

k=1
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§10 Murruliste tuletistega diferentsiaalvorrandite
lahendamine Laplace’i teisenduse abil

Selles paragrahvis lahendame mdned murrulist jarku tuletistega diferentsiaal-
vorrandid Laplace’i teisenduse abil.

Niide 10.1. Leida diferentsiaalvorrandi

cDiy=—y+t*+ t2 (10.1)

2
()
lahend y = y(t) (¢ > 0), mis rahuldab algtingimust

y(0) = 0. (10.2)

Lahendus: Rakendades vorrandile (10.1) Laplace’i teisendust. Arvestades vii-
mase lineaarsust, saame

£ [oDfy) (5) + Lhl(s) = L[] () + —

Lause 9.10 ja valemi (7.12) kohaselt saab vorrand (10.3) kuju

c [t%] (s). (10.3)

r
SELl)(s) = 5Hy(0) + £ll(s) = 5+ — (

ehk ) 5
<s% + 1) Y(s) =5 2y(0) + = + (10.4)
S S2
kus Y(s) = L[y](s) jas > 0. Arvestades algtingimust (10.2), avaldame vorrandist
(10.4) kujutise Y (s). Seega
1 2 1
(35 + 1) Y(s) = = <35 + 1)

ehk 5
Y(s) = = (10.5)
Niite 1.5 pohjal on Cauchy iilesande {(10.1), (10.2)} lahendiks

y(t) = t%, t>0.
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Niide 10.2. Olgu « € (0, 1]. Leida diferentsiaalvorrandi

2t2—a tl—a
'B—a) T'(2—-a)

cDgy +y = +1*—t (10.6)

lahend y = y(t) (¢ > 0), mis rahuldab algtingimust

y(0) = 0. (10.7)

Lahendus: Rakendades vorrandile (10.6) Laplace’i teisendust, saame

-2l S8 ey - i

LleDyy] (s) + Llyl(s)

(10.8)
Lause 9.10 ja valemi (7.12) kohaselt saab vorrand (10.8) kuju
2 1 2 1
& a—1 o
L)~ 5 0) + LI(8) = o~ s+
ehk ) ) , 1
(" +1)¥(s) = - +5 = +s7y(0), (10.9)

53701 82704 83 52

kus Y (s) = L[y](s)jas > 0. Arvestades algtingimust (10.7), avaldame vorrandist
(10.9) kujutise Y (s). Seega

o s*+1  s*+1
(s*+1)Y(s) =2 . S
ehk 5 1
Y(s) = S =2 (10.10)

Kasutades Laplace’i teisenduse poordteisenduse lineaarsust, saame ndite 1.5 abil
Cauchy iilesande {(10.6), (10.7)} lahendiks

y(t) = t* —t, t>0.
Niide 10.3. Leida diferentsiaalvorrandi

y”+cD§y+y:1+t (10.11)
lahend y = y(t) (¢ > 0), mis rahuldab algtingimusi

y(0) = ¢/ (0) = 1. (10.12)
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Lahendus: Laplace’i teisendust abil saame
LIy')(s) + £ [eDiy] (5) + L)(s) = L) + LIAGs). (10.13)
Lause 9.10 kohaselt saab vorrand (10.13) kuju
SL[y)(s) — sy(0) = y'(0) + 52 L[y](s) — s7y(0) — 529/ (0) + L[y)(s) = = +
ehk
24 6 12 ; $ 1)y
(2452 +1)v(s) = — 5+ (s+52) ) + (57 +1) y(0), (1014)

kus Y(s) = L[y]|(s) ja s > 0. Arvestades algtingimusi (10.12), avaldame vdrran-
dist (10.14) kujutise Y (s). Seega

<82+8%+1)Y(3): (1+l) <32+s%+1>

s 52
ehk
Y(s) = = 4~ (10.15)
S_S = .

Kaustades poordteisenduse lineaarsust ning néidet 1.5, saame Cauchy iilesande
{(10.11), (10.12)} lahendiks

yt)=1+t, t>0.
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Using the Laplace transform to solve
differential equations

Anna Marita Laanemaa
Summary

Let f be a function on [0, 00). The Laplace transform of a function f is defined

by
o
F(s) = / e "t f(t)dt, (1)
0

whenever the integral in (1) converges. Often the Laplace transform (1) is denoted
by F(s) = L[f](s). In general the parameter s can be a complex number but in
this thesis, we mainly assume that s is a real number. In addition we generally
deal with piecewise continuous functions f of exponential order.

In the first four sections, the definition of Laplace transform and analyses of it
are given. Also some properties of the Laplace transform are presented.

The central part of our work is the fifth section, where several initial value
problems are solved with the classical method and with the Laplace transform
method. The strategy of the latter method is to transform the Cauchy problems of
linear differential equations with constant coefficients into simple algebra prob-
lems with easily obtained solutions. Then the inverse Laplace transform is applied
to retrieve the solutions of the original problems.

In order to introduce the concept of fractional (of a non-integer order) deri-
vative of a function, we need some information about the gamma function and
the connection between the Laplace transform and the gamma function. Those
questions are considered in the sixth and the seventh sections.

The next two sections provide approaches of Riemann-Liouville’s and Caputo’s
to fractional derivatives. Some important properties of Riemann-Liouville diffe-
rential and integral operators are given. In the latter one, the connection between
Riemann-Liouville’s and Caputo’s fractional differential operators is explored.
Finally, the Laplace transforms to Riemann-Liouville fractional integrals and
Caputo fractional derivatives are provided.

In the final section, some initial value problems, which include fractional diffe-
rential equations with Caputo derivatives, are solved.
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Lisa

Laplace’i teisenduse ja poordteisenduse tabel

f(t) = LF(s)] F(s) = L[f](s) Viide

c ¢ Niide 1.2
S

t 1

e Niide 1.3
S — W

sin wt _Y Niide 1.4
$2 4+ w?

S

cos wt m SCOS (19)
n! E

t pEs Niide 1.5

lel (t) + Cgfg(t) clﬁ[fl](s) + Cgﬁ[fg](S) Lause 2.1

sinhwt % Niide 2.2
S — W

coshwt —— Seos (2.1)
S — W

£ () SLf](s) = 3 snk F=1 () Lause 2.3

k=1

f(t) *g(t) F(s)G(s) Teoreem 6.3

, I'v+1)

t g Seos (7.12)
1

(reJ5 f)() o [f](s) Lause 9.10

(cD§ () s“LIf](s) — i so—k fk=1)(0) Lause 9.10
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Riemann-Liouville’i tuletise tabel

F=f)  mDIN® (DN

Viide tuletise
leidmisele
C C 3
c — — t~2 Niide 8.11
Vir 2,/
t 1
t 24/ — — Naide 8.12
T Vir
8 t
#2 ; ﬁt% 4= Niide 8.13
Caputo tuletise tabel
F=F)  (eDENW) (¢Dif)(t)  Viide tuletise
leidmisele
c 0 0 Naiide 9.3
t
t 24/ — 0 Niide 9.6
T
8 t
#2 ; ﬁt% Y= Niide 9.7
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