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Sissejuhatus

Analiiiitiline mehaanika on teadusharu, mis kasitleb mehhaaniliste siisteemide liiku-
mise seaduspérasusi matemaatiliste meetodite abil. Selle valdkonna ajalugu ulatub
tagasi 17. ja 18. sajandisse, kui Isaac Newton ja Gottfried Wilhelm Leibniz panid
aluse klassikalisele mehaanikale. 18. sajandil t66tas Joseph-Louis Lagrange vélja
omanimelise mehaanika formalismi, mis lihtsustas paljude mehaaniliste probleemi-
de lahendamist ning mis hiljem Hamiltoni mehaanika n&ol tdiendust sai. Hamiltoni
printsiip, sonastatud William Rowan Hamiltoni poolt, ithendab neid kahte formu-

latsiooni.
Kaéesolev bakalaureuset66 koosneb neljast peatiikist.

Esimeses peatiikis defineeritakse analiiiitilises mehaanikas kasutatav virtuaalsiirde

moiste ning tuletatakse seeldbi diinaamika tildvorrand.

Teises peatiikis antakse teoreetiline tilevaade t66s kasutatavast variatsioonarvu-

tusest.

Kolmandas peatiikis toestatakse iiksikasjalikult Hamiltoni printsiip ning laienda-

takse seda iildistatud koordinaatide juhule.

Neljas peatiikk radgib Lagrange’i vorranditest, selle erijuhtudest ning Lagrange’i

kordajate kasutamisest.

To66 on valdavalt referatiivne. Autori panus on materjali ja toestuste tiksikasjalik
kirjapanek, loogilises jarjekorras esitamine ning erinevate naidete 1abi to6tamine.
Teksti suurem eesmérk on olla sobiv materjal analiiiitilise mehaanikaga tutvuvale
tudengile: pakkuda piisavalt matemaatilist rangust ning konteksti (variatsioonar-
vutusest ja Lagrange’i vorrandite tuletamise eeldustest), millega keerulisematesse

tekstidesse siiveneda.



1 Punkti liitkumine

Peatiiki iilesehitus pohineb allikal (Lepik ja Roots, 1971). Siin tutvustatakse iildisi
moisteid ning joutakse virtuaalsiirde definitsioonini, et selle abil toestada diinaa-

mika tildvorrand, mis on Hamiltoni printsiibi tdestuse alus.

Alustame eeldusest, et punktmassi liikumisel on tema koordinaadid mé&aratud pi-

devate ja iiheste ajafunktsioonidega.

Definitsioon 1.1. Punkti P € R™ liikumisseaduseks nimetatakse pidevaid aja-
funktsioone ¢; : R — R,i = 1,...,m, mis madravad itheselt punkti P(x1,...,Zm)
koordinaadid hetkel ¢:

x1=¢1(t), ..o, Tm = Pm(t) (1.1)

Klassikalises mehaanikas eeldatatakse iildiselt, et punktimasside liikumisseadused
on I6pmatult diferentseeruvad ehk siledad. Ké&esolevas t60s piisab eeldusest, et
funktsioonid (1.1) on 16igus [to, t1] kaks korda pidevalt diferentseeruvad, ehk ¢; €
C?[tg, 1], i=1,...,m.

Definitsioon 1.2. Punkti P € R™ liikumisseaduseks vektorkujul nimetatakse
vordust 7 = 7(t) := (¢1(t),...,Pm(t)), kus funktsioonid ¢1, ..., ¢, on miédratud

seostega (1.1).

Definitsioon 1.3. Punktmassi siirdeks A7 nimetatakse kohavektori muutu liiku-
misel punktist P punkti P’
— /
A7 := PP’

On ilmne, et olenevalt siisteemist voivad teatud litkumisseadused ning siirded olla
voimatud — Kukkuv ese maandub voi porkab maapinnal; ohutakistus piirab liiku-

mise kiirust.

Definitsioon 1.4. Seoseks ehk sidemeks nimetatakse selliseid kinemaatilisi tingi-

musi, mis kitsendavad vaadeldava objekti litkumist.



Seoseid on erinevaid:

1. Kui seost kirjeldav tingimus on esitatav vordusena, nimetatakse seost ka-
hepoolseks ehk hoidvaks. Kui seose tingimus on esitatav vaid vorratusena,

nimetatakse seost iihepoolseks ehk mittehoidvaks.

2. Seosvorrandeid, mis ajas ei muutu, nimetatakse statsionaarseteks. Vastasel

juhul, aja esinemisel seosvorrandis, nimetatakse seost mittestatsionaarseks.

3. Kui seosvorrandis ei esine objekti koordinaatide tuletisi aja jargi, nimeta-
takse seost holonoomseks. Vastasel juhul on tegemist mitteholonoomse ehk

mitteintegreeruva seosega.

Erinevad allikad (Lepik ja Roots, 1971; Goldstein, Poole ja Safko, 2002) defineerivad
holonoomset seost ka jargmiselt: kui seosvorrandis ei esine objekti koordinaatide
tuletisi aja jirgi voi on voimalik seda viia sellisele kujule, kus tuletisi ei esine, siis

nimetatakse seost holonoomseks ehk integreeruvaks.

Edaspidi uurime n punktmassiga siisteemis kohavektoritega 1, . . . , 7, kahepoolseid

seoseid. Sellisel juhul on holonoomsed seosed kujul

f(,. . Tnt) =0 (1.2)
. . s T Lo oo di
ning mitteholonoomsed seosed kujul (téhistades edaspidi kiirust 7; := @ := E)
f(Fl,...,Fn,TLi,...,TL;L,t):0. (1.3)

Eeldame ka, et funktsioonid f on vihemalt kaks korda pidevalt diferentseeruvad.

Definitsioon 1.5. Punktmassi voimalikuks siirdeks hetkel ¢ nimetatakse sellist
lopmata véikest siiret d¥ = (dxq,...,dz,) € R™, mis on kooskdlas kehtivate seos-

vorranditega.

Jargnevad néited on koostatud raamatu (Gantmacher, 1975; lk 12-13) pohjal.
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Olgu n punktiga siisteemil kohavektorid

ning vastavad voimalikud siirded
dr; = (dat, ..., dzt) i=1,...,n.

Naide 1.6. On néaha, et kui punktide liikumist piirab holonoomne seos (1.2), siis

sellest, et df = 0, saab kuju

" af . . of ) of
_dat ... _dz? “Ldt = 0.
;( ardrh o+ el ) Gt =0

Kui tegemist on statsionaarse seosega, on sama vorrand kujul

Z(af dxi—i—...—&—éif dx%) =0. (1.4)

i i
P oz} L

Naide 1.7. Kui seos on kiiruste suhtes lineaarne
n

g (Fio o P i t) =Y @i+ ag =0, (1.5)
i=1

kus kordajad @; on vektorfunktsioonid ajast ning koordinaatidest

(I_;'(Fl, N ,Fn,t) = (a’i(f’l, ce ,Fn,t), ‘e ,ain(ﬁ, N ,Fn,t)) ,
siis korrutades (1.5) lopmata viikse ajamuuduga dt, saame jallegi kitsenduse voi-
malikele siiretele dr;

n
Zaidﬁ+a0dt20

=1



Statsionaarse seose puhul kehtib seega
n
> ;i =0. (1.6)
i=1

Avades skalaarkorrutise, kehtib koordinaatkujul

n

m . .
S (SSajaat ) o
i=1 \ j=1
Definitsioon 1.8. Punktmasside virtuaalsiireteks hetkel ¢t nimetatakse selliseid
Iopmata vaikseid siirdeid 67 = (0x1,...,02y), @ = 1,...,n, mis rahuldavad vas-

tavate seoste olemasolul vorrandeid (1.4) ja (1.6).

Teisisonu, virtuaalsiire on selline lopmata véike siire, mis on kooskolas kehtivate

seosvorranditega, kui lugeda need statsionaarseteks.

On lihtne naha, et statsionaarsete seoste korral tahistavad virtuaalsiire ja voimalik
siire sama moistet ning tegelik siire on iiks virtuaalsetest. Mittestatsionaarsete

seoste korral samas tegelik siire ei pruugi olla iiks virtuaalsetest.

Definitsioon 1.9. Punktmasside siisteem on vaba, kui seosed puuduvad.

Kui vabas siisteemis on n punktmassi massidega mz, ..., my,, kiirendustega ax, ..., d,
ning vastavatele punktidele mojuvate resultantjoududega Fi, ..., F},, siis Newtoni

II seaduse pohjal kehtib

—

Fi:miai iZl,...,TL.

Tuleb mainida, et iga punktmasside siisteemi voib lugeda vabaks, kui rakendada
seostest vabastatavuse printsiipi: eemaldatakse seosed ja asendatakse seoste moju

punktmasside liikumisele vastavate reaktsioonjoududega ﬁi, 1 =1,...,n. Sellisel



juhul saame Newtoni II seaduse kujul

1

i+ Ry = myd; 1=1,...,n.

Seosetest vabastatavuse printsiip on aksiomaatiline, seda loetakse otseseks jarel-

duseks Newtoni seadustest.

Jargmine néide, koos lahendusideega on périt raamatust (Papastavridis, 2014, lk

398)

Naiide 1.10. Liikugu punktmass, massiga m, jou F = (Fi,...,Fy) mojul koha-
vektoriga 7(t) = (x1,...,zy). Lisaks kehtigu kaks korda pidevalt diferentseeruv

holonoomne seos kujul
f(rt) =0. (1.7)
Avaldame seosele vastava reaktsioonjou R.

d
Seosest (1.7) jareldub d—{ = 0, mistottu

Kasutame vorrandit

(L OV (96 OFVp (5 ar)g gy

0z’ Oz, 0x1’ " Oz 0z’ Oz

mis on vektoriga (6f of

oz’ Oz

selleks veel korra aja jargi tuletise:

d2f_d(8f> m(d(@f), 8fd5ci>_
a2 “a\or) P2 \@ o) T o a ) T

=1

> 1abi korrutatud Newtoni II seadus. Votame




Diferentseerime vastavaid funktsioone, arvestades liitfunktsioonidega,

02f &\ 9 dry & N 9%f dx;\.  Of.
ot a2 | L aron * X Gryom ) o) 0

Avame sulud

an m m
oz Z ata Z+Z@m] W“LZ

i = 0.

o : . O*f O*f .
Teist jarku osatuletiste pidevusest = . Koondame vastavad liikmed

8t8xi 8.%1825

ning avaldame niitid kiirendust sisaldava summa

N Of . - R
Z@xi%__ﬁ_ Zé)t@xz Z 8.Tja£cixjxi.

1= ,)=

Asendades selle tulemuse valemisse (1.8), saame

<_8t2 ; Z 8758:61 Z ax] axz )
_(of  9f > (ﬁ of ) 3
o (8301 "0 + ory’ " Oz, £,

(B ) e (B 03 s 35

ot? 3t 8
(G, )
oz’ Oz,
On selge, et holonoomse seose f = f(7,¢) puhul voime eeldada, et

(2t vs

ox1’ " Oz,

Seega skalaarkorrutise omaduste pohjal (vt Lisa 1 Lemma 2) on reaktsioonjou R
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avaldis kujul

_ of of > =
= (&L A AT
(8w1 U Oy A+T,
milles
I 55 0 f 4+§§ 0 _<§£ Aﬁi)ﬁ
T\ T T oton T A Oy 0w dx1’"" " O
N =

of af

—— ..., —— ) risti olev vektor.
oxy’ (%L'm)

ning T on suvaline vektoriga (

Teoreem 1.11. Iga punktmassi korral kehtib
(F; + B; — mad; ) o7 = 0.

Toestus. Iga punktmassi korral kehtib Newtoni II seaduse pohjal

1

—

i + Ry = myd;.

Anname punktile virtuaalsiirde d7; ning korrutame sellega l&bi:

Jarelikult
(F; + B; — myd; ) o7 = 0.
O
Jareldus 1.11.1 (Diinaamika tldvorrand). Punktmasside m;, i = 1,...,n ning
neile vastavate resultantjoudude Z*?'z-, kiirenduste a; ja virtuaalsitrete 575, i =1,...,n

11



korral

> (Fi+ B — mads ) 67 = 0. (1.9)
i=1
Definitsioon 1.12. Oeldakse, et seos on ideaalne, kui selle seose reaktsioonjoud

Ry, ..., R, on risti punktmasside siisteemi mistahes virtuaalsiirdega, seega igal

hetkel ¢t kehtib
> R 6 =0.
i=1
Jareldus 1.12.1. Ideaalsete seoste korral kehtib dldisemalt

> (Fi — md;) o7 = 0. (1.10)

=1

Praktikas saab olenemata seostest kasutada diinaamika tildvorrandit kujul (1.10),

muutes joudude kompositsiooni.

Naide 1.13. Kui seos f(7,t) = 0 ei ole ideaalne, siis saab jaotada reaktsioonjou

R kaheks:

R= RV + FH,
kus vastavalt
= L of of
e Ry on vektorfunktsiooniga 9o B paralleelne, ehk A = A(¢) korral
4o Tm
3 of of )
Ry =) (, e,
v 8:131 al’m
e Fy on vektorfunktsiooniga <8—f, cee 8—f) risti.
8331 8.fcm

Niilid defineerides uue jou resultantvektori F K = F; + F 'm ning arvestades ainult

reaktsioonjouga Ry, saame

G s (28 ﬂ) . (ﬁ of )
Rvér—/\<8xl,...,axm or = A ax15$1+...+8xméxn .

12



Virtuaalsiirde definitsioonist, ehk seosest (1.4)
Ry o7 =A-0=0.
Niisiis saab lugeda seosed ideaalseteks ning kasutada diinaamika tildvorrandit kujul

(ﬁK - ai) 57 = 0.

Sellist 1ahenemist saab kasutada néiteks hoordumisega tilesannete korral, kus reakt-
sioonjouks loetakse tasapinna normaalisuunalist toereaktsiooni ning joudude resul-
tantvektorisse liidetakse puutetasandiga paralleelne ning liikumisega vastassuuna-

line hoordejoud.
Naide 1.14. Niitest 1.10 seos f = f(7,t), vastava reaktsioonijouga

R:A(ﬁ 8—f>+f,

01" Oy,

on ideaalne, kui T = 0.
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2 Variatsioonarvutusest

Peatiikk on koostatud raamatute (Lellep, 2013) ja (Piir, 1966) pohjal.

Selles peatiikis esitatakse moned lihtsamad variatsioonarvutuse laused ja moisted,

mida ldheb jargmise peatiiki pohiteoreemi toestuses ning selle jareldustes vaja.

Definitsioon 2.1. Olgu B ja Y Banachi ruumid ning X C B lahtine hulk. Funkt-
siooni J : X — Y norgaks variatsiooniks ehk Géateaux diferentsiaaliks punktis
7€ X méoda teed h € X nimetatakse piirvdartust kujul

5.7 — lim J(7+eh(t)) — J(F)‘

e—0 e

(2.1)

Oeldakse, et funktsioon on norgalt diferentseeruv, kui selline piirvéirtus eksisteerib.

Definitsioonist on néiha, et funktsiooni J nork variatsioon séltub nii punktist 7 kui

ka teest h.

Lause 2.2. Kui funktsioon J = J(¥) on pidev ning norgalt diferentseeruv, siis
kehtib seos B
0J (7' + ¢h)

8J(7,h) = —— - (2.2)

Toestus. Definitsioonist (2.1)

J(7+ Aeh) — J(7)

0J = li
d Aggo Ae
. J(P+ (0+ Ac)h) — J(7+ Oh)
= lim .
Ae—0 Ae

Arvestades funktsiooni J pidevusega ning asendades 0 = e, saame norga variat-
siooni kujul

J(F+ (e 4+ Ae)R)|  —J (F+eh)

oJ = 1i e=0 e=0,
Aggo Ae

14



Voime leida piirviartuse ning seejérel rakendada tingimust € = 0:

lim
Ae—0 Ae

5J::< Jw+«e+A@Hy-J@+am>

Jarelikult eksisteerib osatuletis punktis 7+ eh muutuja € jargi ning

8.J(F + eh)

0J =
d Oe

e=0

O]

Olgu 7 = (t) kaks korda pidevalt diferentseeruv, seega 7 € C2 [to,t1]. Kiesolevas

t60s uuritakse jargnevate funktsioonide norkasid variatsioone:
1) vektorfunktsioonid R = R(7);
2) funktsionaalid ehk reaalsete vadrtustega funktsioonid J = J(7);
3) kolme muutuja funktsioonid F = F(7,7,t);
4) mitme muutuja funktsioonid ja funktsionaalid kujul

J:J(rl,...,rn,rl,...,rmt),

tahistatud lithemalt, kui

kus & = (r1,...,7,) ning 7; € C2[to,t1], i=1,...,n.

Kbigi funktsioonide korral oletame teatud miédral siledust. Uldistavalt voime eel-
dada, et need on oma argumentide suhtes kaks korda pidevalt diferentseeruvad.

Norga variatsiooni definitsioonist jarelduvad jérgnevad iildised omadused.
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Lause 2.3 (Norga variatsiooni omadused). Olgu funktsioonid Ji, Jo hulgal X pi-
devad ja norgalt diferentseeruvad ning vektorfunktsioonid 7(t), l_i(t) € X pidevalt

diferentseeruvad. Kehtivad jargmised omadused:

—

1. ér=nh

dF\  d(67)
2 5<dt>_ dt

3. 5(J1 + JQ) =0J1+0dJy

Lause 2.4. Pidevalt diferentseeruva funktsiooni F = F(Z, f, t) korral, kus ¥ =

(x1(t),...,xN(t)), leitakse variatsiooni jirgnevalt:
N
OF OF
SF = (5 ; 5',). 2.
;8xix+%x (2.3)

Téestus. Olgu h = (hy(t), ..., hy(t)) suvaline pidevalt diferentseeruv vektorfunkt-
sioon, kus funktsioonid hq,...,hy on soltumatud. Leiame funktsiooni F' variat-

siooni valemiga (2.2):

OF (f+ eh, T+ sﬁ,t)

OF(Z,h) = 9%

e=0

Osatuletise ahelreeglist vordub funktsiooni F' variatsioon summaga

OF (+eh, &+ eht) oy, + cnyy  OF (F+2h8+eht) oa, 4+ ci)

; O(z; + ehy) Oe O +<hi) o
e=0
Ilmselt .
Owiteh) _p_go o Aitehd g
85 85
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Eelpool leitud seoste pohjal seega

N 8F<f+eﬁ,f+eﬁ,t> 8F(f+eﬁ,j?+sfi,t>
F(Z k)= d; + — 0%
— O(z; + €hy) O(x; + chy)
e=0
Viies tingimuse € = 0 summamargi alla, saamegi
L X [oF (z,4,1) OF (,4,t)
SF(Z,h) = ; o Sx; + 5, S
O
Definitsioon 2.5. Olgu & = (71, ...,7), kus #; € C2[to,t1], i =1,...,n.

Lagrange’i funktsionaaliks nimetatakse funktsionaali kujul

t1
J@) = | F@& 70t dt,

to

kus F' on antud funktsioon, mis on oma argumentide suhtes kaks korda pidevalt

diferentseeruv.

Olgu arv N selline, et N = nm. Tahistame (peamiselt lugevuse parandamiseks)

vektori 7; koordinaadi kohal j {imber x; — T(—1)m+j, ehk

= (ﬂs%,x%,,x}n) — 71 = (z1,22,...,%m)
Fy = (22,25, .. 12) = o = (Tma1, Tma2s - - - > T2m)
Tn = (27,25, ..., Tp) = T = (EN—m41, EN—m42s - - - s TN )-

Teoreem 2.6. Lagrange’i funktsionaali nork variatsioon avaldub kujul

5J:/t Z(aF(smz o 5; )dt (2.4)

P ox; 0x;

17



Téestus. Leiame norga variatsiooni médda teed b = (hy, ..., hy). Valemi (2.2)

jargi

8.J(Z + eh)

0J =
d Oe

o M . ~d._ -
- as/ F<x+sh,a(x+eh),t)dt

e=0 to

e=0

Et F = F(Z) on kaks korda pidevalt diferentseeruv oma argumentide suhtes ja

seega on ka J = J(Z) pidev, siis voime minna osatuletisega integraali alla:

t1 8F<f+5ﬁ, %(:E’—l—eﬁ)j)

0J =
to Oe

dt.

e=0

Integraalialune avaldis on vordne funktsiooni F' variatsiooniga. Lahtudes valemist

(2.3), saame

DN (OF . OF

to =1

Lopetuseks, kehtib jargmine teoreem.

Teoreem 2.7 (Funktsionaali ekstreemumi tarvilik tingimus). Kui norgalt diferent-
seeruv funktsionaal J saavutab punktis To = (r‘io, . ,7“710) ekstreemumi, siis tema

nork variatsioon selles punktis vordub nulliga, st 6.J(Zo, E) = 0.
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3 Hamiltoni printsiip

Peatiiki eesmérk on uurida punktmassi liikkumisseadust 7= 7(t), mis viib punktist
ey —

7(to) = OFy punkti 7(t1) = OP;. Selleks vaatleme samu algtingimusi tditvat l&he-

dast trajektoori 7+ €07, kus variatsioon 07 tdhistab iihtlasi virtuaalsiiret, kui see

on kooskolas kehtivate seostega.

3.1 Fiuusikaliste suuruste variatsioonid

Selles alapeatiikis leiame moéningate hiljem kasutusele tulevate fiitisikaliste suuruste
variatsioonid ning kuju iildkoordinaatides. Pohjalikumalt on késitletud kirjanduses

(Goldstein, Poole ja Safko, 2002), esitame nendest vaid antud t66 jaoks vajaliku.
Olgu siisteemis n punktmassi koordinaatidega 71 = 7 (t), ..., 7, = 7, (t) ja massi-
dega my,...,my,.

Lause 3.1. Kiiruse variatsiooni saab leida jargnevast seosest:

d
i, = ~ 7 1
07 dtér (3.1)

—,

Toestus. Toestuseks méargime, et ¥ := 7(t), seega lause (2.3) pohjal

562-:57%:5(%) d

a) - @

O]

Lause 3.2 (Kineetilise energia variatsioon). Punktmasside siisteemi kineetilise ener-

gia variatsioont saab leida jargnevast seosest:

n
0T =Y myrior;

=1
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Toestus. Iga i =1,...,n korral on punktmassi kineetiline energia hetkel ¢

L2
m;v;
Tii=—5—
kus @ = 7 (t) = (#1(t),...,&m(t)) on punktimassi m; kiirus.

Punktmasside silisteemi kineetiline energia on summa

n

T:Zn:ﬂ =mei2.
=1

i=1

Meenutades, et summa variatsioon on variatsioonide summa (lause 2.3), siis
n
0T = g oT;.
i=1

Kuna T} = TZ(F;), siis lausest (2.3)

" AT, "0 mu?
b o, 5 ; o, ( 5 )5%

i=1

~ .y . ~ . . ~ ..
Tostame konstandi o5 ette ning votame osatuletise eelmises vorduses. Siis saame

m 9 m 5
™m; o(v; . R or;
= éj;)axj - Z

51i;.

= 01
Saadud summa kujutabki endast kiiruse variatsiooni 67
o
Za—,"ax'j = (1,0,...,0)8d1 + (0,1,...,0)ddg 4 ... 4+ (0,0,...,1) i
Py
j=1""

= (01, 0dia, .. ., Oyy) = OF;.
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Kokkuvottes,
n n
0T =) 6T, = #dri.
=1 =1

O]

Siisteemi asendi kirjeldamiseks voib kasutada lisaks ristkoordinaatidele ka muid
parameetreid, mis kirjeldavad siisteemi paiknemist. Olgu punktmasside siisteemi
koik voimalikud asendid kirjeldatud hulga @ punktidega ¢ = (qu,...,qs). Koordi-
naate qi, ..., Qs nimetatakse iildistatud koordinaatideks. On loomulik eeldada, et

kui eukleidilises ruumis kirjeldab siisteemi asendit vektor

(kus 7 = (z%,...,2™), i = 1,...,n on n punkti asukoht ruumis R™), siis leidub

iiksiihene sile funktsioon d_; nii, et

—

F=¢(@t) i=1,...,n (3.2)

Definitsioon 3.3. Siisteemi vabadusastmeks nimetatakse asendi itheseks méara-

miseks vajalike soltumatute koordinaatide arvu.

Tasandil madravad n punktmassiga vaba siisteemi asendi 2n koordinaati, ruumis
3n koordinaati. Kui siisteem pole vaba, vaid on kitsendatud kahepoolsete holo-

noomsete seostega
fk(F17~--7Fn7t):07 k:17"'7la (33)

siis voime iildistust kaotamata eeldada, et seosed on lineaarselt soltumatud ning
miiravad jirelikult nm —[ koordinaati. Ulejdsinud parameetrid on teistest soltuvad
ning leitavad seostest (3.3). Uldiselt proovimegi q1, ..., qs valida sellised, et s oleks

slisteemi vabadusaste, see tdhendab s = nm — [, siis on koordinaadid soltumatud.
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Leiame niitid ruumis @ punktmasside siisteemi litkumisseadused ¢ = ¢(t). Eeldame,

et sellised funktsioonid ¢ = (t) leiduvad ning et need on kaks korda pidevalt

diferentseeruvad.

Lause 3.4. Olgu punktmasside stisteems liskumine ruumis R™ antud funktsiooniga
T =2Z(t) = (7,...,T) ning ruumis Q ehk ildistatud koordinaatides ¢ = q(t) =
(q1(t),...,qs(t)). Kehtivad jargmised seosed:

S —
aT‘i

1. 67 = 0q;
aqj q;

0
= 0q; ot
" or;
3. Y Fi 67 = ZQ](SqJ,kusQJ _Z az
i=1 i=1 4
Toestus. 1. Olgu variatsioon §7; suvaline ning dqy, . .., dqs vastavad iildistatud

koordinaatide muudud, teisisénu
7+ e 07 = il +28q1, -, g + £ s, 1).

Valemi (2.2) jargi igai=1,...,n korral

8$Z(q1 "‘55(]17 oy Qs +€(5q87t)

o0r; =
" Os

e=0
Analoogselt valemi (2.3) toestusele, kasutame osatuletise ahelreeglit:

8$Z(Q1 +55QL ..y (Qs +55an75)
Oe

B Z({)gbl 1 +56q1,...,q5+56q5,t) 0(q; + €6qj)
0(q; + €6qj) Oe ’
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0(q; + €6qj)
e

Pannes tédhele, et = 0gj, saame lithemalt

. -
57, — Z8¢z(Q1+€5Q1,...,qs+€5qs,t)5qj

= d(qj + €0q;) -

Niisiis, minnes tingimusega ¢ = 0 summa mérgi alla, avaldub 7; variatsioon

kujul
S g S
8¢i(q17"'>QS7t) 8771
EDY 0qj = 04;
=1 04 = 04
2. Diferentseerides valemeid (3.2) aja jirgi, saame iga i = 1,...,n korral

o= d’f_'; _ d(gi(qu-"’q&t)
Codt dt '

Kuna 7; = qgi(ql (t),...,qs(t),t) on muutuja ¢t suhtes liitfunktsioon, siis

o 8¢l Qh--quat) a(IJ 8$i(q17"'7QS)t)
ri= Z( by o)t i

S
or; -
3. Esimese punkti kohaselt 67; = Z aTz 0g;. Seda arvesse vottes, saame

=1 9

En:ﬁiiw Z ( 87"Z > —»87‘2
i=1 = =1 j=1

Vahetades summeerimise jarjekorda, leiame, et

Zﬁi(sﬁ ZZ —» (97% (5(]] Z <Z —» 8m> 56]] ZQJ 5Qja
i=1 Jj=1

Jj=11i=1
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kus Q; = Z 7 (973.

O]

n

Virtuaalsiiretel d7; tehtud to66d ehk summat ZF;(SFZ nimetatakse virtuaaltoo-
i=1

ks. Kirjanduses tahistatakse virtuaaltéod siimboliga d A. K&esolevas t60s on sellist

tahistust teadlikult valditud, et eristada vajadusel virtuaaltood t66 variatsioonist.

Teoreem 3.5. (Goldstein, Poole ja Safko, 2002, Ik 25) Kineetiline energia avaldub
tldistatud koordinaatides kujul

1 ¢ R
=3 Z M;igjar + Z M;q; + Mo,
j k=1 j=1

kus funktsioonid My, M; ja Mj, on mddratavad seostest

n

1 8&)2'
MO_;2mZ <8t )

n

(97“, or;
M; =
; ; P 0g," (3.4)
" or O
M;, = ; .
= m dq; Ogy,

i=1

Toestus. Kiiruse kuju iildistatud koordinaatides on juba teada lausest (3.4), seega

saame alustada jargmiselt:

2

mgv;> m; or; .  0r
= Z —Z 5,0 T 5t
Siin sulgude sees olevat avaldist ruutu tostes, saame kineetilise energia
n
m; 87‘1 87‘1 . 87‘1 87‘1 ) <8n>
T= —

Niitid on jadnud veel moningased teisendused summa maérkidega. Esiteks, teeme
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sulud lahti:

i N OF O N~ O N O or;
T:z;";.“a;agq]q:f Z rZa;qJ Zz(ai)
1= Js

L~ my OF OF OF; 87«@. m; (07;\°
=22 2 9g; 0g, VT ZZ ot dq; ;2(875)

i=1 j,k=1

Teiseks, muudame summa votmise jarjekorda ning toome voimalusel kordajad ette:

n

d ; O OF O OF; . N~ (07’
T:ZZT;L@;&;QJ% ZZ 37;arqﬂ 22(6@)

Jk=1i=1
S n N n S\ 2
. my; OT; OT; or; or; m; (873)
- Z qﬂq“ﬂz 2 0q; Oq, quzml at 9g; Z 2 \or
J,k=1 i=1 7=1 =1 i=1

Tahistades Mo, M;, Mjj, nagu oli (3.4), teisendub avaldis kujule

= o 3" Mg + 37 My + Mo,

Jareldus 3.5.1. Siisteemi kineetilise energia saab esitada kujul
T =T+ T + To,

kus Ty on ildistatud kiiruste suhtes homogeenne ruutfunktsioon, T1 tldistatud kii-
ruste suhtes homogeenne lineaarfunktsioon ning liige Ty et soltu uldistatud kitrus-

test.

—

7
Jareldus 3.5.2. Statsionaarsete seoste korral 8—; =0,1=1,...,n ning sisteems

kineetilise energia T saab arvutada seosest

1 .
=5 > Mjrdjin. (3.5)
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or; Or;
kus M, = ™m; .
o Z 0q; Oqi,

3.2 Hamiltoni printsiibi toestus

Alapeatiikis toestatakse t66 pohiteoreem Hamiltoni printsiip n punktmassiga siis-
teemi jaoks esmalt liikkumisseadustel 71, . . . , 7, ja tildistatud koordinaatides ¢1, . . ., s

ning seejarel tuuakse eraldi vélja konservatiivsete joudude juht.

It just stood there and did nothing, of course,
A harmless and still wooden horse.

But the minimal action

Was just a distraction;

The plan involved no use of force.

David Morin (Morin, 2008)

Uurime jéllegi punktmasside siisteemi litkumist, kus & = (71, ...,7,) aja t € [to, t1]
jooksul, kus vektorfunktsioonid 7 = 7 (t), ... , 7, = 7 (t) on punktide liikkumissea-
dused. Kui liikkumisseaduste lopmata véiksed variatsioonid 477, ... , d7, on sellised,

mis on kooskolas sellel hetkel kehtivate seostega, siis kehtivad vorrandid (1.4) ning

variatsiooni voib moista punktmassi virtuaalsiirdena.

Kehtigu iga sellise voimaliku litkumise korral Z(t9p) = A ning #(t1) = B. Paneme

kohe téhele, et kohavektorite variatsioon hetkel ¢y ja t; vordub nulliga:

A= f(to) = (Fl (750)7 cee ,Fn(to)),

samas

((’Fl + 5?1)(750), ce (Fn -+ 5?1)(750)) = f(tg) = A.

Sama kehtib ka ajahetkel ¢1, jarelikult iga ¢ = 1,...,n korral

67i(to) = 075(t1) =0 (3.6)
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Jargnevas eeldame, et kui silisteemi liikumist piiravad mitteideaalsed reaktsioon-
joud ﬁi, i =1,...,n, siis need sisalduvad jou resultantvektoris Z*:‘;, i=1,...,n.
Hamiltoni printsiibi toestusidee on Teoreetilise mehaanika 6pikust (Lepik ja Roots,

1971).

Teoreem 3.6 (Hamiltoni printsiip). Koikidest kinemaatiliselt voimalikest sisteemi
litkumistest punktist Z(tg) = A punkti Z(t1) = B toimub tegelikult selline, mille

korral on tdidetud tingimus

t1 n .
/ (}:maﬁ+5f>w=o. (3.7)
t

o \i=1
Téestus. Olgu n punktiga siisteemi kohavektor Z(t) = (71 (t),...,7(t)) ning olgu
& = (67, . .., 0m,) voimalikud virtuaalsiirded.
Alustame diinaamika iildvorrandist. Olgu F, ja d; vastavalt i-nda punkti jouvektor
ning kiirendus, jarelikult kehtib vordus
n

n n
> (F—midi) 65 = F65 =y mudiori =0, t€ [to,t1]
i=1 i=1

=1

Paneme tahele, et

S (F6m) = 7267 + 717

ehk

. d - .
Gi 673 = 7387 = - (73 073) — 73 0.

Eelnevat diinaamika tildvorrandisse asendades, saame
n n d .. ..
;FW - Zlm <& (75 077) —rwn) =0, teto.t]

Sulge avades tekivad kolm summat, millest viimane on lause (3.2) pohjal vordne
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kineetilise energia variatsiooniga 67

0= 3 Fobrt =S mi sk (707) + 3 mui o
=1 =1 =1
Ziééﬁ—ii(mzﬁ(Sf;)—F(ST tE[to,tl].
i=1

i=1

Kuna eelnev kehtib iga t € [tg,t1] korral, siis voime integreerida rajades tg, t1,

mistottu
tl n . . n d - -
Oz/to (;Flérl—;(ﬂ(mln&n)—l—&T) dt (38)
1 noo 131 " d . 131
= / (Z F; 5@) dt — / (Z — (ma 5@)) dt+ [ oTdt.  (3.9)
to \i=1 w \img 4 to

On jadnud veel ndidata, et keskmine nendest integraalidest vordub nulliga. Selleks

tostame diferentseerimisoperaatori summa ette:

hemd N
/to (Zdt(mzrlérl)) dt:/to & (;mznén) dt.

1=1

Integraali all on diferentsiaal, jarelikult

t1 d n . t1 n ) n ‘
/to a <; m;r; 57‘1) dt = /to d (; m;T; 57"1‘) = (; mir 5”>

Kasutades méarkust (3.6), saame 7;(tg) = 075(¢1) = 0 ning

t1

to

t
=0

1
= N
= g m;ir; Or;
: to
=1

to

(Z mif; 67*)
=1
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Seega oleme (3.8) pohjal saanud
o f i h ("
/ > F o | dt + wm5/ Y Fi o7 40T | dt =0
to \i=1 to '

O]

Jireldus 3.6.1 (Hamiltoni printsiip iildistatud koordinaatides). Uldistatud koor-
dinaatides kehtib

s

t1
/ﬁ (226%5%~+5T)dt:(L
to j=1

Definitsioon 3.7. Joudu F nimetatakse konservatiivseks, kui leidub selline funkt-

sioon V =V (7), et
7o ( ov ov )

iR (3.10)

Suurust V' = V(7(t)) nimetatakse punktmassi potentsiaalseks energiaks.

Tegelikkuses voib potentsiaalne energia soltuda ka punktmassi kiirusest voi ajast,

niiteks elektromagnetviljas Lorentzi jou mojul litkuval lactud osakesel V = V (7, 7,t).

Paneme tahele, et konservatiivse jou poolt tehtud t66 soltub ainult alg- ja lopp-
—
punktist. Toéepoolest, liikudes konservatiivse jou méjul punktist 7(tg) = O Py punk-

__> e
ti 7(t1) = OP; mooda trajektoori kaart PyPj, saab t66 leida jargnevalt:

- oV ov
a= [ Far= [ (X e
/ dr / 0 o dr

Py Py Py Py

Osutub, et integraali all on diferentsiaal —dV. Téepoolest, kuna joonintegraali

vadrtus ei soltu integreerimisteest, siis on integraali all taisdiferentsiaal, st
1%
A—/ﬂw——%+%—VGM—WH)
Vo

Seega soltub tehtud t66 A = A(7) ainult alg- ja 16ppasendist.
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Arvestades variatsiooniga 07, leiame niilid t66 variatsiooni.

Konservatiivsete joudude korral

OA(7 + eh) 0 (~V(i+eh) + V(i) OV (7 + k)
614. = = _ 7 ,
Oe Oe Oe
e=0 e=0 e=0

mis iihelt poolt on negatiivne potentsiaali variatsioon —§V.

Teisalt, valemist (2.2)

SA = 8§V = § _gvém = —F6F,
T
=1

ehk konservatiivsete joudude korral on t66 variatsioon vordne virtuaaltéoga.

Kehtigu jatkuvalt (3.10) ning olgu potentsiaal suvaline ajast soltuv funktsioon V' =

V(71,...,Tn,t). Saame iildisematel tingimustel n masspunkti korral koordinaatides

q1,---,4s

" dg; n/ 0qj
millest
= oV Oxt oV ozl
@ = ; ( ox} Og; oxt, 0qg; )
__ov
0q;

Jarelikult ka Y~ Q;dq; = —0V.
j=1

Definitsioon 3.8. Lagranziaaniks nimetatakse funktsiooni L = L(q, q, t)
L=T-V,

kus T = T(q, (j’,t) on siisteemi kineetiline energia ja V = V({, (j’,t) potentsiaalne

energia.
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Eelnevast jareldub Hamiltoni printsiibi erijuht konservatiivsete joudude korral.

Jareldus 3.8.1. Holonoomse punktmasside stisteemi ja konservatiivsete joudude
korral
t1

) Ldt=0.
to

Toestus.
t1

t1 s
0= Qjog; + 6T |dt = —0V +0T) dt.
/(Z 64, ) /e )

to J=1 to

Variatsiooni omadustest ning siisteemi holonoomsusest

t1 t1 t1
O:/5(T—V)dt:5/(T—V)dt:5/Ldt. (3.11)
to to to

O

Seda jareldust holonoomse ja konservatiivse siisteemi kohta nimetatakse samuti
Hamiltoni printsiibiks. Kusjuures just siisteemi holonoomsus lubab vorduste ja-
da (3.11), sest integraali all varieeritakse kohavektoreid tegelikust liikumisest vir-
tuaalnihke abil, aga paremal pool on varieerimisel koik geomeetriliselt voimalikud

liikumised. (Ray, 1966)

oV

Kehtib ka iildisem jéreldus, kus potentsiaal V = V(q,t) ning Q; = a0 Sellisel
45

juhul j&&b (3.11) kehtima, kuigi siisteem pole enam rangelt vottes konservatiivne.
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4 Lagrange’i vorrandid

Peatiiki pohieesmérk on siduda seosvorrandid Hamiltoni printsiibiga, et selle 1dbi

Lagrange’i vorrandid ning nende jareldused tuletada.

4.1 Euler-Lagrange’i vorrandid

Esitame alapeatiikis kaks tdhtsat tulemust, millel edaspidine t66 pohineb. Need on
variatsioonarvutuse pohilemma ning Euler-Lagrange’i vorrandid. Molemad toes-

tused on mugavdatud kirjandusest (Piir, 1966,Lellep, 2013).

Teoreem 4.1 (Variatsioonarvutuse pohilemma). Olgu funktsioon ¢ = (¢1(t), ..., pm(t))

pidev loigul [to,t1]. Kui funktsionaal

t1
/ G(t)h(t)dt =0
to
1ga funktsiooni h= (hi(t), ..., hm(t)) korral, mis on pidevalt diferentseeruv ja tdi-

dab algtingimusi h(ty) = h(t)) = 0, siis
gB(t) = 07 Vt € [to,tl].

Toestus. Oletame vastuviiteliselt, et leidub punkt T € (¢, ¢1) nii, et @ # 0. Konk-

reetsuse mottes oletame, et g (71") > 0.

Funktsiooni ¢ (t) pidevuse tottu leidub punkti 7' selline e-timbrus, et kui t €
(T —¢e, T +¢), siis ¢(t) > 0.

Olgu
h(t) =...=hg-1(t) = heg1(t) = ... = hi(t) =0
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ning valime hy(t) jargmiselt:

(t—(T—e)?(T+e)—t)? kuite (T —¢,T+e)
hi(t) =
0, kuit & (T —e, T +¢)

Funktsioon hg(t) on pidev, sest

lim hk(t) = lim hk(t) = 0.

t—T—¢e t—T+e

Kontrollime pogusalt ka tuletise pidevust. Kui ¢t € (T —¢,T + ¢), siis

[(t- (T +¢) —t)* ]
2t

(t— (T =) ((T+e)—t)* + (t = (T — &) *2((T + ) — t)(~1)

26— (T —¢))(T+e)—t)(T+e—t—t+T—e).

Seegi on pidev, sest

/ —
i 1406 = I, o) =

Samas tiidab selliselt defineeritud A(t) algtingimusi h(to) = h(t1) = 0. Jérelikult,

oleme valinud sobiva funktsiooni h(t) ning

t1 t1

0= / F)R(t) dt = / (B (1) .

to to
Vétame eraldi integraalid rajades (to, T — ¢), (T'— €, T + ¢€) ning (T + €, 7).

T—¢ T+e t1

0= / (Ot dt + / or(O)h(t) dt + / oe(®)he(t) dt
to T—e T+e
THe T+e

=0+ / or(t)hi(t)dt +0 = / or(t)(t — (T —e))*((T +¢) — t)*dt.

T—e T—e
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Kokkuvottes, et integraalialused funktsioonid on vahemikus (T'—¢e,T + ¢) positiiv-

sed, siis on eelnev positiivne. Oleme saanud vastuolu 0 > 0.

Jarelikult
(ﬁ(t) = O, Vt € (to,tl).

Samas ei saa 16igu otspunktides olla ainukesed nullist erinevad viartused — funkt-

siooni J(t) pidevusest jéreldub

P(to) = Jm, P(t) =0= lim F(t) = F(t1).

t—t1—

Kokkuvottes
@(t) = O, YVt € [to,tl].

O]

Teoreem 4.2 (Euler-Lagrange’i vorrandid). Kui Lagrange’i funktsionaali variat-

sioomn 0.J = 0, siis kehtivad vorrandid

d 8F> oF .
(81‘1 _aTi_O’ i=1,...,N, te[to,tl]

Toestus. Olgu

oF oF .

Uurime eraldi integraali

/Z Ok dt = Z/ 0y dt,

=1 to

kasutades selleks ositi integreerimise valemit




kus

oF . d
u = R dv = di;dt = T (0x;) dt;
. d <8F) . o
du = i \om dt; v = dx;.
Eelnev votab kuju
m for n o aor
S T AT
2} ;' /“"dt o,
1= tO

Variatsioon on rajades dx;(tg) = dx;(t1) = 0, jarelikult viimane vordus saab kuju
t1 N

B d 8F>
0“/26%&(@:@ dt.

to &

Asendades selle algsesse (4.1), osutub et

t1

T roF OF al
0J = /Zl <6x15$z + (9%5-"5@) dt = Zl
to to T

oF d <8F>) |
(8xz-_dt oz, ) ) dridt:

Et dz; on soltumatud ning dz;(ty) = dz;(t1), siis jarelduse (4.1) jargi, saame iga

i=1,...,n korral

d (OF) oF

a Ers — o =0 Vit € [to,tl].

Siit jareldub esimene siisteemi diinaamikat kirjeldav Lagrange’i vorrand.

Jareldus 4.2.1. Potentsiaalist V =V (q,t) saadud joudude ja soltumatute koordi-
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naatide q1, ..., qs korral kehtib iga 7 = 1,...,s korral holonoomses stisteemis

oL d <8L

oS () = t € [to, t1].
dq  dt aq) 0 Vtelth]

4.2 Lagrange’i I ja II tiiiipi vorrandid

Alapeatiiki tulemused on parit raamatust (Greenwood, 1997). Koik toestused ja-

relduvad otse Hamiltoni printsiibist ning eelmise alapeatiiki tulemustest.

Teoreem 4.3 (Lagrange’i II tiilipi vorrandid). Holonoomsete ja statsionaarsete

seostega stisteemis, soltumatute qi,...,qs korral iga q;, t = 1,...,s korral

40T T

_— — — =) i =1.....8.
dtdg; g @  J=ls

Téestus. Uldistatud koordinaatides oli Hamiltoni printsiip kujul

o= [ (S20+ o7

to J=1

Et statsionaarsete seoste korral (3.5) pohjal T'=T(q1,...,qs,q1,---,(s), Siis

°, (0T oT

Saame .
1
° *. /T oT .
0= / Z Qjéqj + Z <—'5qj + 7,‘5(]]') dt,
AN = 04 %4

millest tostes summamaérgi integraali ette
) or . oT
0= Z/ <Qj5Qj + a—qjéqj + 8(]5(]]) dt.
Jj=1 to 7
Sarnaselt teoreemiga (4.2), uurime esmalt viimast liidetavat ning integreerime selle
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ositi

t1 51
oT oT d
—0q¢;dt = | ——(dq;)dt.
2q; 1 94 g 09)dt
to to
Siin
oT d
U 90, v gy (0g5) dt,
d 8T)
du—a <8q] dt, U—(qu.
Seega
tor or v b dor
—d0q;dt = —dq; —/5 — (—) dt.
; 8(]]' J 8(]]' J to : K dt 8(]3'
0 0

Et 5F(t0) == 5F(t1) == 0, siis ka 5q]'(7f0) == 5qj‘(t1) == 0] == 1, cee, S

Jarelikult saame integraali kujul

0= zs:j <Qj6(]j +

j=1 to
millest jareldub, et

t1

/(Qj+

to

j=1

Margime, et dq;, j = 1,...,s on soltumatud, ehk siisteem on seostest vabastatud

dq;

d
Qj&

or

(53;)) 2

oT
- 5 . 5
an qj

or d

8T>) ‘

ning seoste reaktsioonjoud on arvatud ();, j = 1,..., s sisse.

Jarelikult saame kasutada teoreemi (4.1), et saada vorrandeid

orT

Qi+ 5,

d
dt

8T> .
- =0 :1,...73,
(Z?qj J
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kust saame soovitu
4oy _or
dt 8q] 86]]' -

O

Toestuskiigust on ndha, miks Lagrange’i vorranditest otsest jareldust mitteholo-

noomsele siisteemile teha ei saa. Kui seos on kujul

S
Zaj(jj +ag =0,
j=1

siis on d¢q;, j =1,...,s soltuvad:

Z aj5qj = 0.
j=1

Olgu siisteem holonoomne aga @; # —g—v, vaid olgu
4qj

)% p
7 . 4.2

Q] 8q] =+ Q]? ( )

kus @} on mittekonservatiivsed joud.
. . ov ;o " N

Jareldus 4.3.1. Kui Q; = 90 + @), sus holonoomses siisteemis soltumatute g;

4qj
korral

dt 6% qu J

Jareldus 4.3.2. Kui Q; on kujul

0, - & <av> v
e dt 8(]@ 8qi’
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8118

(LY oLy
at \ag:) ~ oq ST

Teoreem 4.4. Holonoomse seose f(q,t) =0 korral, véttes
MG @ A1) = L, G, 1) + Af(d, 1), (4.3)

kehtib

t1
6/Adt = 0. (4.4)
t

Toestus. Toestuse idee on sarnane (Piir, 1966, lk 46-48. Lellep, 2013, 1k 35-38).
S
0
Teame, et E a—féqj = 0. Suvalise A = A(¢) korral
— 0¢qj
=1

s af
=1 90

Jarelikult

t1 s 8
/Z)\af(5Qj:0.
J=1 4

Samas kehtib Hamiltoni printsiip kujul

/Z(dt@qﬁ) ) Bt =0
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Leiame viimase kahe integraali vahe

o_/z<dt<§jj) 8q]>5q]dt /Zxaféqut

8L oL of >
= — | — — — A== dq; dt.
Z/ dt 8q] 0q; 0q;

Jj=1 to

Hetkel ei ole dg; soltumatud, mille tottu siit Lagrange’i vorrandeid jéreldada ei

0
saa. Toestuse l1opule viimiseks oletame iildistust kaotamata, et 8f # 0. Fikseerime
T
niitid sellise A(t), et iga t € [to, t1] korral
d (0L oL 8
— (—) _ oL\ 91 =0. (4.5)
o1/ Oq 3(]1

Sellisel juhul saame

_ %)_‘%_ 3f) .
' ]z_:/(dt<8éj oq; ;) 00
to

t1

d<8L> oL (9f / 8L oL 8f>

— =) —=— A= dq dt + —— = dq; dt,
/ <dt o¢1 oq 8q1 @ Z dt 6q] 0q; 0q; K
0

kus esimene nendest integraalidest on vordne nulliga.

Kokkuvottes
8L oL af >
0= / — | — — — A=) dq;dt 4.6
Z dt 8q] 0q; 0q; J (4.6)
Jj=2 to
Siin on ¢;, j = 2,...,s soltumatud, jérelikult

d <8L> OL 8f .
— =) - = - =0, t € [to, t1], =2,...,8.
94/ 0q; 3@1] fo.t] ’

Samas varem (4.5) kehtis sama j = 1 korral.
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Saime

d < oL > oL é)f .
— (=) - == =0, telto,t], j=1,...,s.
9q;/  dqj 3@1] fo.t]
) o IN) _
Tostes osatuletised ¢; jargi iihte ning arvestades, et 90 0, tuleneb
j
d (8(L+)\f)> I(L+ \f) .
— — =0 t € |tg,t =1,...,s.
at \ 9 dq; ’ Slotl g =

Jarelikult kehtib suvaliste dq; korral

]( (Lf)\f)) B(L;)‘f))éqjdt
(*

t1
L+)\f)6 i _/ (L+Af)5q]dt

qj

-/

Esimest integraali ositi integreerides, saame

to

AL+

‘ t1 t1
" [OL+Af) _ (oL +AS)
5 5q / S;dt / Sqjdt

J 04 0
to 7 q; 7 q;

ehk

t1
__ [(OLAAS) . AL+ AS)
o=/ ( o, Ut oy o) .

to

Niiiid uurides tundmatuid A(¢), A(t), ndeme, et

d (8(L+/\f)> COLHN) g et ).

dt I\ O\

41



Neid omakorda integreerides, saame

t t1

/i(a(L;Aﬂ) &\dt—/a(La—;)\f)(S)\dt:O.

to to

Integreerime esimest integraali jélle ositi

dv = d <8(L Jr Af)) dt; u =0\
dt o\
v = M; du = 6\;
O\
Seega
t t1 t1
M(;/\ —/M(S}\dt _ / M(L\dt —-0.
O\ to oA oA
to to
Siin naeme a(L(;;\/\f) = 0, mille tottu

t

—/ (5@;”)5” a(L;AAf)aA> dt = 0

to

Téhistades A(q, T\, t) = L(q, q, t) + Af(q,t) ning lisades eelmise integraali vor-

randile (4.7), saamegi iga j = 1,..., s korral

t1
AL A5, LMy | UL+ g AN 5 Y g,
/ ( . oA+ B oM+ 24, 0q; + 9a; dg; | dt = 0.
to
Teisisonu
t1
5/Adt =0. (4.8)

to
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Teoreem 4.5. Uldisel juhul, see tihendab teatud mitteholonoomsete seoste korral,

t1
5 [ Adt+o. (4.9)
/

Toestus. Vaatame vorduse vastunditena seost kujul

S
£(@,d,t) = ajd; + ao, (4.10)
j=1
kus a; = aj(q,t), j =0,...,s. Esimeses peatiikis néitasime (1.6), et sellise seose

S
korral tdaidab virtuaalsiire 6¢G = (q,...,qs) tingimust Z aj6g; = 0. Et see kehtib
j=1
iga t € [to,t1] korral, siis ka suvalise pideva kordajaga A(t)

)\Zaj5Qj:Z/\aj5qj:O, t € [to,t1].
= =1

Eeldades, et A\ on pidev 16igus [to, 1], voime integreerida

t1 s

/Z)\Gj (5q]' dt = 0.

to Jj=1

Samas, kehtib Hamiltoni printsiip kujul

t1

([ d 8L) aL) B
[ (5 (50) -5 sasae=o.
to J=1

kus dg; on soltuvad. Jitkame sarnaselt eelmisele teoreemile, lahutades omavahel
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viimased integraalid

~

1 [

- 8L> >
( (8(]] 9a; 0q; dt — /Z)\ajéq]dt

o J=1

o
I
\

~+

t1

- 6L> oL ) ‘
/ <dt<8q'j T og, ) 0u A

lto

J

Uldistust kaotamata vdime eeldada, et kordaja a1(q,t) on nullist erinev. Téepoo-
lest, kui a1(q,t) = ... = as(g,t) = 0, siis on tegu holonoomse seosega. Sellisel

juhul leiame sellise A(¢), et

d ( oL > oL
- - _ =0. 4.11
aql )\al 0 ( )

Lagranziaan on kaks korda pidevalt diferentseeruv, seega kehtib eeldus, et A(¢) on

pidev.
Saame
B oL )
O_Z/(dt(aq]> 8q] — Aaj | og; dt
j=1 to
trd o oL ar
() -2 s ] (3 (22)- s
0 0

kus esimene nendest integraalidest on vordne nulliga ning jarelikult

oL )
Z / <dt <0qj> Oqj — Aaj ) 9g; dt = 0.

Niisiis dgj, j = 2,...,s soltumatusest ning vorrandist (4.11), saame Lagrange’i
vorrandid

d ( oL > oL .

a4 ~ % =1,...,s.

dt aqj aqj‘ 4 J s
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Edasi niitame, et kui A(G, 7, p, i1, t) = L(, ¢, t) + nf (T, @, 1), siis

d (8L> oL ( (uf)) o(uf) ,
— (=) -= + , —1,...,s,
04q; 0q; Cdt 0q; 0q; J

ehk tostes iihele poole

d (O(L+pf)) OL+puf)
a < Oq] > B 8qj' #07

mis toestab soovitu

d (8A> OA .
— (== ) = =— 0, =1,...,s.
an 8(]]' J

S
Leiame selleks jargmised tuletised arvestades, et u = u(t) ning f = Z a;q; + ag

a(Mf)_ af 9 aaz., dag \ .
° 4 _uaqj Zazquao =u 8 +8qj ;

8q]
ouf) _ <‘9f 0 .
= Mo a;q; + ap | = paj,
aq] aq] Maq] ZZ; q. 0 o J

seega

d(@(ﬁ))_d L du da; saaj. da
at\og )T @)= a g =Rt 2 9g, 1 e )

Jarelikult
(Mf)) o(pnf) . N da; °. da; .  dag

+ = —jiaj — i+ + i+ 220
dt( 94 dq; M=\ &0 o ) T\ & 0T T g

Teisendame, rithmitades lilkmed {imber

it (o) el =iy (G = GG - 52)

Z
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On ilmne, et iildiselt

Oa; 0Oa;)\ .
Aaj # ﬂay+uz<aq— 7>qi+/~t
' qi

jarelikult ka

d (8/\) oA
— =) —-—5—#0 =1
dt 6qj 8qj 7& J ’ -
ning
t1
0 / Adt #0
to
O
Juhul, kui kehtib
8ai 6aj
= ) 7/7 = 17 ) S
dq;  Oqi g
Oag  Oaj
— == =1,.
aq] 8t ) Y 787
siis voime votta A = —/ ning iilejadnud summad on vordsed nulliga. Sellisel juhul
L L
d (awG)) LOWG) = & (8) _oa
Cdt \ g 9qi dt \ 9¢; 9q;

Veel enam, kasutades teadmisi mitme muutuja analiiiisist (Pdldvere, 2021), paneme
tahele, et kui vastavad osatuletised on vordsed, siis leidub selline funktsioon f =

f(q1,...,qs,t), mille korral

df = a1dg; + ... + asdgs + apdt,
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ehk

oo d > .
G(q,q,t) = d—{ = Zajdqj +ag = 0.

j=1

Kokkuvéttes jareldame, et sellisel juhul on seos G integreeritav ning esitatav kujul
f = const. Mitteholonoomseid seoseid, mida on voimalik iile viia holonoomsele

kujule nimetatakse semiholonoomseteks.

Naiide 4.6. Niitame, et seos

G(q1,92,q1,G2,t) = (t42 + q2) g1 cos qat + g1 singat +4 =0

on semiholonoomne. Selleks viime esmalt seose kujule (4.10) ning avaldame vasta-

valt ¢1 ja g2 kordajad a1(q1,q2,t) ja az(q1, g2, t) ning vabaliikme ag(q1, g2, t).
[ = d1sin(gat) + gatq1 cos(gat) + gaq1 cos(qat) +4 =0,
jarelikult
ap = sin(gat); as = tqy cos(qat); ap = q2q1 cos(qat) + 4.

Arvutame vajalikud osatuletised

gg; = t cos(qat); 88611 = g2 cos(qat); 8;2 = q1(cos(qat) — tqa sin(gat));
6@2 8&0 8@0 .
i t cos(qat); o~ @ cos(qzt); 0 q1(cos(gat) — tgasin(qa))

Néeme, et vajalikud osatuletised on vordsed. Seos semiholonoomne, sest leidub

selline funktsioon G(q1, q2,t), et dG = f.

Antud juhul
G = qi sin(gat) + 4t = const.
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Kokkuvote

To606s anti teoreetiline iilevaade punktmasside siisteemi seosvorranditega piiratud
liikumisest. Variatsioonarvutuse abil toestati pohitulemusena Hamiltoni printsiip
ning kirjutati detailselt lahti eri tiilipi Lagrange’i vorrandite kehtimise tingimused.
Lisaks naidati, et mitteholonoomsete siisteemide puhul ei anna Lagrange’i kordajad

ehk Lagrange’i I tiilipi vorrandid 6igeid liikumisseaduseid.

Kaéesolev t60 késitles 16pliku arvu punktmassidega siisteeme, seega saab t66d edasi
arendada, iildistades tulemusi pidevale silisteemile. Lisaks on voimalik tuua sisse
Rayleigh dissipatsiooni funktsioon, mis lubaks uurida siisteeme, milles on hoorde-

joud vordeline kiirusega.
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Lisa 1. Kaks lemmat skalaarkorrutistest

Lemma 1. Jdrgmised vordused on samavddrsed:

(i) (@,b) =(a,c);
(ii) b=+t kus i on vektoriga € risti.

Toestus.

(i = ii) Kehtigu (i) ning olgu t := @ — b. Teisendame seda kasutades skalaarkorrutise

omadusi.

Kui

siis

(i = i) Kehtigu (i1). Jarelikult
(@) =(b+t¢c) = (b)) + (L),

kus vektorid ¢ ja € on risti. Seega <_;E’> = 0, millest <(‘i, €> = <5,E>.
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Lemma 2. FEeldusel @ # 0 on jdrgmised vordused on samavddrsed:

Toestus.

(i = i) Kehtigu (7). Teisendame seda kasutades skalaarkorrutise omadusi:

e <_‘7d’> A - = - = A
<a,b>:A:A1:A ‘6‘2 =W<a,a>=<a,aw>
- A o o L
emimas = a5 s us on vekKtoriga a ristl.
L ) B =g+ s kt ¢

(@) =(@a e 17 = (@a e+ (@f) = = (@a)+ (@),
|a? |a? [
kus vektorid @ ja ¢ on risti, ehk <E[, f> = 0, millest
. A . A
<a,b> = W<a,a> + <a,t> = W!aﬁ +0=A.
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