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Sissejuhatus.

§ 1. Trigonomeetria aine. Sona trigonomeetria
tdhendab kreeka keeles kolmmurkade méo6tmist.
Selle nimetuse sai see teadusharu seepirast, et ta esialgne
lilesanne oli leida votteid kolmnurga tundmatute elementide
(nurkade ja kiilgede) arvutamiseks teiste, tuntud elementide
jargi (kolmnurkade lahendamine). See iilesanne on niitidis-
ajalgi iiheks trigonomeetria pohiiilesandeks.

Arvuliste seoste avaldamiseks kolmmurga kiilgede ja nur-
kade vahe] kisitellakse trigonomeetrias erilisi nurga suuru-
sest olenevaid abisuurusi, mida nimetatakse trigonomeetrilis-
teks funktsioonideks. Kuid trigonomeetriliste funktsioonide
tahtsus ei piirdu nende rakendamisega kolmnurkade lahen-
damisel, vaid nad leiavad rakendamist ka paljudes teistes
matemaatika harudes, samuti ka fiilisikas, mehaanikas jm.
Seetdttu on trigonomeetriliste funktsioonide uurimine saa-
nud mitte vihem tdhtsaks iilesandeks kui kolmnurkade
lahendamine.

Nii jaguneb trigonomeetria kaheks osaks: goniomeet-
riaks ehk opetuseks trigonomeetriliste funktsioonide omadus-
test ja trigonomeetriaks kitsamas mottes ehk Gpetuseks
kolmnurkade lahendamisest.

Trigonomeetria leiab laialdast rakendamist praktilistel
aladel : geodeetilistel toodel — korguste ja kauguste midra-
mine, plaanistamine, triangulatsioon; astronoomias — taeva-
kehade korguste, asimuutide, deklinatsioonide ja otsetou-
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sude, iildse taevakoordinaatide médramine ja taevakoordi-
naatide pohjal geograafiliste koordinaatide arvutamine;
mehaanikas — jou projitseerimine teljele, resultandi suuna
méidramine, perioodilise liikkumise seaduste uurimine; masina-
opetuses — keermete ja hammasrataste arvestamine jms.

Trigonomeetria tekkis Kreekas astronoomia tarviduste
mojul; astronoomia omakorda arenes meresoidu ja pollun-
duse tarviduste mojutusel: mereteede hadaohutuseks oli
tarvis taevatihtede jargi méarata laeva 6ige kurss; pollun-
dusel oli vaja tdpset kalendrit, mille vois anda matemaati-
kale, eriti trigonomeetriale rajatud astronoomia.

Esimeste trigonomeetriliste tabelite autoriks oli Hip -
parchos, kes elas II sajandil enne meie ajaarvamist. Hip-
parchose tabelid sisaldasid mitmesugustele kesknurkadele
vastavate koolude pikkusi.

100 aastat enne meie ajaarvamist pani opetlane Mene -
laos aluse sfairilisele trigonomeetriale. Koperniku-eelse
geotsentrilise maailmasiisteemi kuulus looja Klaudios
Ptolemaios avaldas oma raamatus ,,Syntaxis Mathe-
matica‘ ringi kodlude pikkuste tabelid. Ringi raadiuse ta
vottis vordseks iihega ja jagas selle 60 vordseks osaks, iga
osa veel 60 osaks ja veel kord 60 osaks, nimetades neid osi
partes minutae primae ja partes minutae secundae, kust ongi
piarit meie nimetused: minutid (,,esimesed véhendatud
osad*) ja sekundid (,,teised vahendatud osad*). Ptolemaiose
tabelid sisaldasid kesknurkadele 1°, 13° 2° 23° ... vasta-
vate koolude pikkusi.

Keskajal arenes trigonomeetria Indias. Hindud kasuta-
sid poolt ko6lu, s. o. siinusléiku; koosinuse votsid tarvitusele
samuti hindud. Nad tundsid siinuste tabeleid, seost sin? a +
-+ co82 ¢ = 1 (mida nad, muide, kirjutasid mitte matemaati-
liste siimbolitega, vaid sonadega) ning niirinurga siinuse ja
koosinuse taandamist teravnurga funktsioonideks.
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IX ja X sajandil votsid araabia opetlased tarvitusele tan-
gensi ja koostasid tdpsemad siinuste tabelid. Trigonomeetria
areng araablaste juures seletub samuti astronoomia ja mere-
soidu tarvidustega, sest araablased tegelesid laialdaselt
kauplemisega Vahemere kaldail.

Euroopas kirjutas esimesena trigonomeetriast inglise
opetlane Bradwardine (XIII ja XIV s.). Esimese siis-
temaatilise trigonomeetria kursuse kirjutas XV sajandil
saksa Opetlane Johannes Miiller Konigsbergist, kes kirjutas
Regiomontanuse nime all. Raamatus ,,Iga liiki kolm-
nurkadest“ annab ta tasapinnaliste ja sfédriliste kolmnur-
kade lahendusi. Regiomontanus késitleb trigonomeetriat
juba iseseisva teadusena, lahus astronoomiast.

Alates XVI sajandist, parast seda kui Viete vottis tarvi-
tusele tidhelised siimbolid, omandavad trigonomeetrilised
valemid juba niiiidisaegse ilme, i

Teistest opetlastest on tootanud trigonomeetria alal veel
Napier (logaritmide leiutaja), Pothenot ja geniaalne Euler.
Eulerit voib pidada niitidisaegse trigonomeetriliste funkt-
sioonide opetuse loojaks.

§ 2. Funktsiooni méiste. On olemas muutuvaid suurusi,
mis on seotud teineteisega nii, et ilihe suuruse igale vairtu-
sele vastab teise suuruse kindel vairtus. Sellised suuru-
sed on niiteks jargmistes vordustes esinevad muutuvad suu-
rused ¥ ja «:

y=a+4+2; y=2a2;, y=V x jne.;

samuti on seda: ruudu kiilg ja ruudu pindala, kera raadius
ja kera ruumala jne.

Muutuvat suurust, mille vaartused vastavad teise
muutuva suuruse vairtustele, nimetatakse viimase funkt-
siooniks. Nii voib iitelda niiteks, et ringi pindala on
ringi raadiuse funktsioon; toepoolest, raadiuse pikkuse muu-
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tumisel muutub ka ringi pindala ja seejuures igale raadiuse
vaartusele vastab ringi pindala kindel vaidrtus (ja
iimberpoordult: ringi raadiust nimetame ringi pindala funkt-
siooniks, kui ette anname ringi pindala suuruse ja selle jargi
méadrame raadiuse vaidrtuse).

Seda suurust, millest olenevalt muutub funktsioon, nime-
tatakse funktsiooni argumendiks. Kui vordust y = a3
kasutatakse antud y-vadrtuste miiramiseks z-vidrtuste
jargi, siis # on argument ja y on funktsioon; samuti vordu-
ses y —log N argumendiks on N ja funktsiooniks on .

§ 3. Kaarte ja nurkade mootmine. Nagu on teada geo-
meetriast, méodetakse nurki kaarte abil.

Kui kaart kasutatakse nurga méotmiseks, siis teda vil-
Jendatakse kas ringjoone osades voi raadiuse osades.

Esimene viis on geomeetriast tuntud kaare ja nurga vil-
jendamine kraadimdoodus.

Teine viis seisab selles, et kaart viljendatakse arvuga,
mis vordub kaare ja raadiuse suhtega. Nii nii-
teks iitlus ,kaare suurus on 2,43 tiahendab, et sirgesta-
tud kaar sisaldab eneses 2,43 raadiust. Poolringjoont véil-
jendatakse sel viisil arvuga #R : R ehk arvuga = ja veerand-
ringjoont arvuga % jne.

Sadarast kaare suuruse viljendamist nimetatakse kaare
viljendamiseks radiaammoodus.

Et kesknurk sel viisil vialjenduks sama arvuga, millega ta
kaargi, on vaja, et nurga mooduiihikuks voetaks niisugune
kesknurk, millele vastava kaare pikkus vordub raadiusega.
Sasarast nurgaiihikut nimetatakse radiaamiks.

1 Esimene viis on niitlikum ja seda kasutatakse tegelikul moot-
misel (nurgamootmise riistadel), teist eelistatakse teoreetiliste kiisi-
muste kisitlustel.
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Nii voime iitelda, et nurga radiaanmoot on nurga ja radi-
aani suhe. Niiteks iitlus ,nurk - = tdhendab nurka, mis

vordub —;7( radiaaniga.
Et ringjoone pikkus sisaldab 2z raadiust, siis radiaani
kraadimoot on ig:ﬁ ehk 57°17/44,8" (veaga mitte iile 0,05”).

On kasulik meeles pidada veel jirgmist. Terve ringjoone
radiaanméot on 2zR : R ehk 2z ja ringjoone kraadimoot on
360°; siit saame jargmised vastavused:

i3600 ' 1800 ‘ 900 ’2700 600 | 450 | 300 | 180
| 1 ‘ |
|

iZn Eos g U0 0 e AL e
J ‘ 3 b3

|
| |
b4 n
0
i

Tuletame niitid valemid kraadiméddu iimberarvutamiseks
radiaanmo6dduks ja iimberpoordult. Tahistame mingi kaare
voi nurga kraadimoodu tdhega o ja radiaanmoodu tdhega a.
Et ringjoone kraadiméot on 360° ja radiaanméot on 27, siis
saame vorde: 3

siit saame, et

a:n‘ﬁ (1)
ja
S s
a = 180° = (2)

Néaide. Leida nurga 67°30’ radiaanmdoot.

Asendades o valemis (1) arvuga 67°30’, leiame:

e g

7 Sl T

kui siin asendada » tema ldhisvaartusega 3,14159, siis saame
@ = 1,17810, veaga mitte iile poole sajatuhandiku.

Q= %-



Ilma valemi rakendamiseta véime leida a jargmistest
vastavustest :

360° ... 2%
2
10...;0;%
B 2 R
(67°30 —67,50...36——0 673 — 871) 3

§ 3a. Kaare pikkus. Kui ringjoone raadius téhistada
tiahega r, kaare pikkus tihega [ ja vastava kesknurga radi-
aanmoot tihega a, siis radiaanmdddu definitsiooni jargi
saame:

l 3
a=—, giit l=ar,
i

s. 0. kaare pikkus vordub kaare radiaanmoéédu jo raadiuse
korrutisega.

See valem leiab sagedast rakendamist fiilisikas ja teh-
nikas.

Kraadim6odu iimberarvutamiseks radiaanméooduks ja tim-
berpoordult voib kasutada ka selleks otstarbeks koostatud
tabeleid. (Bradis’e tabeleis tabel VIII ja Przevalski tabeleis
tabel XI.)



TRIGONOMEETRILISTEST FUNKTSIOONIDEST.
(GONIOMEETRIA..)

I. Teravnurga trigonomeetrilised funktsioonid.

§ 4. Nimetusi ja tahiseid. Nurga trigonomeetrilised
funktsioonid on jirgmised: siinus, koosinus, tan-
gens, kootangens, seekans ja koosekans.

Neid tahistatakse jargmiselt: sin, cos, tan, cot, sec ja
cosec. Seejuures funktsiooni siimboli jarele kirjutatakse
argumendi (nurga) see vaidrtus, millele vastab kone all olev
funktsiooni vaartus. Naiteks nurga « siinust kirjutatakse
nii: sin a.

§ 5. Teravnurga trigonomeetriliste M E
funktsiocnide definitsioonid. Votame i
" mingi teravnurga o« ja vaatleme D/
teda kui kesknurka. Selleks joones- N

tame vabalt valitud raadiusega ring-
joone, mille keskpunktiks on selle
nurga tipp. Raadiuse pikkuse t#his-
tame tahega R. Selleks et teha vahet
raadiuste - vahel, mis moodustavad
antud nurga, kujutleme, et nurga «
muutumisel (joon. 1) raadius OA piisib paigal, kuid raadius
OB poorleb; selles mottes nimetame raadiust OB liiku -
vaks raadiuseks ja raadiust OA liikumatuks
raadiuseks. Asudes trigonomeetriliste funktsioonide definit-
sioonide juurde, mainime esiti iildiselt, et nad on antud nur-

C A
Joon. 1.
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gas kui kesknurgas joonestatud eriliste léikude suhted
raadiusega. Peale kaare AB kasutatakse nende l6ikude joo-
nestamiseks veel selle kaare pikendust ja raadiust OM, mis
on risti raadiusega OA.

Teravnurga iksikute trigonomeetriliste 16ikude ja
funktsioonide definitsioonid on jérgmised: :

1) Liikuva raadiuse otspunktist litkumatule raadiusele
juhitud ristléiku (BC) nimetatakse siinusloiguks. Sii-
nusléigu ja raadiuse suhe on antud nurga siinus

BC

(sinazT).

2) Siinusldéigu kaugust (OC) keskpunktist. nimetatakse
koosinusldiguks. Koosinusléigu ja raadiuse suhe on
antud nurga koosinus (cos 4= %) 4

3) Puutuja 16iku (AD) liikumatu raadiuse otspunktist
kuni litkuva raadiuse pikenduseni nimetatakse tangens -
16iguks. Tangensloigu ja raadiuse suhe on antud nurga

AD
tangens (tana:T).

4) Puutuja I6iku (ME) liikumatu raadiusega risti seisva
raadiuse otspunktist kuni liikuva raadiuse pikenduseni nime-
tatakse kootangensldiguks. Kootangensloigu ja raa-
diuse suhe on antud nurga kootangens (cot = M—If) i

5) Tangensloigu otspunkti kaugust (OD) keskpunktist
nimetatakse seekansldoiguks. Seekansloigu ja raa-

1 . D
diuse suhe on antud nurga seekans (sec e QR—) 3

6) Kootangensloigu otspunkti kaugust (OE) kesk-
punktist nimetatakse koosekansldiguks. Koose-

kanslgigu ja raadiuse suhe on antud nurga koosekans
OE)
7

(COS‘SC a=
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Seega, kui raadius on nditeks 9 cm ja siinusloik on 6 cm,

siis siinus on %

§ 6. Teoreem. Trigonomeetriliste funktsioonide vidr-
tused olenevad nurga suurusest, kuid ei olene ringi roadiu-
sest, milles nurka vaadeldakse.

: Olgu nurgad AOB ja A ,0,B, joonistel 2 ja 3 vordsed
antud nurgaga a, kuid kaarte AB ja A B, raadiused OA ja
0,A, olgu erinevate pikkustega. Peame toestama, et nurkade
AOB ja A 0O,B, iihenimelised funktsioonid on vordsed.

M &

Joon, 2. Joon. 3. .

Vaartusi, mis trigonomeetrilistel funktsioonidel on raa-
diuse R puhul, tdhistame sin a, cosa jne. ja vidrtusi, mis
neil on raadiuse R, puhul, tédhistame sin, a, cos, a jne. Seega
peame téestama, et sin, a =sina, €os, a = cos a jne.

Téestus. Kolmnurgad O,B.C,, O.D,A, ja OM,E on
sarnased vastavalt kolmnurkadega OBC, ODA ja OME. See-
parast on:

BGi . BO 0/ @8 AyDyl AD

R, £ K i SRieeSh
jne., 8. 0. sin, ¢ =sina, co0s, a =cosq, tan, a =tana jne.
Seega iihe ja sama murga trigonemeetrilisel funktsioonil
on igasuguse raadiuse puhul iiks ja sama viirtus.

§ 7. Eelmises paragrahvis on tdoestatud, et antud nurga
trigonomeetriliste funktsioonide vairtused ei muutu raadiuse
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pikkuse muu—twmi‘sel; kuid nurga suuruse muutumisel muu-
tuvad tema koigi trigonomeetriliste funktsioonide vadrtu-
sed, nagu ndhtub joonisest.

§ 8. Et kesknurk ja temale vastav kaar viljenduvad
ithe ja sama arvuga, siis nurga trigonomeetrilised funktsioo-
nid on samal ajal ka kaare trigonomeetrilised funktsioonid,
moistes sona kaare all tema kraadi- voi radiaanmodtu.

o,

(@) Cc A

Joon. 4. Joon. 5.

Seepirast moénikord, kus see on sobiv, kasutame nurkade
asemel kaari, paiguti aga vaatleme nurka ja kaart, toetudes
ithisele nimetusele argument.

§ 9. Trigonomeetriliste funktsioonide muutumine nurga

muutumisel 0°-st 90%ni. Kui nurk « joonisel 4 suureneb 0°-st
BC AD 0D

90%mi, siis suhted o T ja N suurenevad, kuid
C Bice 3 : 8 s
suhted QR-, Ag— ja %—E vahenevad (joonisel 5 on ndidatud sii-

nuse ja koosinuse muutumine). Seega teravnurga suurene-
misel tema siinus, tangens ja seekans kasvavad, kuid koosi-
nus, kootangens ja koosekans kahanevad. Kui nurk « oman-
dab vairtuse 90°, siis omandab

suhe ‘Rq vaartuse 1, suhe %’— vaartuse 0,



suhe éRB vadrtuse oo, suhe % vadrtuse 0,
suhe —(;TD vadrtuse oo ja suhe % vadrtuse 1.
Seega on:
gih 909 =1} cos 90° =0,

tan 90° = o0, cot 90° =0,
gec 90 = 00", cosec 902 =11

Nurga « vahenemisel 90°st 0°ni suhted ng, éRI—) ja

_OEQ vahenevad, kuid suhted ERC—, %Fi ja QR—— suurenevad.

Kui nurk ¢ omandab vidrtuse 0° siis omandab

suhe %9— vaartuse 0, suhe _0R£ vaartuse 1,
suhe i‘tRE vadrtuse 0, suhe %ﬂ vadrtuse oo,
suhe 22 vaidrtuse 1 ja suhe 98 yssrtuse oo

R R
Seega on: . &in 0°=0, ocos0°=1,
fan 0h =i o0k Q¥ =—0od
gec 00 =1, eosec 0? = .

Vordusi, milles esineb Iopmatuse siimbol (oo), tuleb
moista tingimisi; nii tdhendab vordus tan 90° = co ainult
seda, et nurga lahememisel 90°%le tema tangens pii-
ramatult kasvab. ' :

Seega nieme, et nurga o kasvamisel 0°-st 90°-ni

sin a kasvab 0-st 1-ni, cosq kahaneb 1-st 0-ni,
tan a kasvab 0-st co-ni, cot « kahaneb oo-st 0-ni,
sec ¢ kasvab 1-st oco-ni, cosec @ kahaneb oco-st 1-ni.

Et 0° ja 90° on teravnurga ddrmised vadrtused, siis
saadud tulemus osutab ka, missuguseid vadrtusi iga trigono-
meetriline funktsioon iildse vdib omandada; nii nideme nii-
teks, et arv 3 vdib olla tangensi, kootangensi, seekansi ja
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koosekansi vasrtuseks, kuid ei voi olla ei siinuse ega koosi-
nuse vaartuseks.

§ 10. Teravnurga ehitamine antud trigonomeetrilise funkt-
siooni jargi. Paragrahvidest 6 ja 9 n#htub, et nurga «
igale vadrtusele vastab iga trigonomeetrilise funktsiooni kin-
del vaartus. Kuid ka iimberpoordult, mingi trigonomeetri-
lise funktsiooni igale vadrtusele vastab kindla suurusega
teravnurk. Allpool selgub, kuidas ehitada teravnurk, kui on
antud tema iihe trigonomeetrilise funktsiooni vaéartus.
Toome vastavate konstruktsioonide naiteid.

Niide 1. Ehitada nurk, mille siinus on ? (joon. 6).

Lahendus. Joonestanud vabalt valitud loigu OA,
valime punkti O kaare keskpunktiks ja 1digu OA otsitava
nurga lilkumatuks raadiuseks ming joonestame selle raadiu-
sega kaare AB. Et nurga siinus oleks %, peab kaare AB
otspunkt B asetsema raadiusest OA kaugusel, mis suhtub raa-

diusega nagu 2 : 3. Seepirast toimi-

M 2 me jargmiselt: joonestame ristloigu
OM, mille pikkus on g OA ; punk-

tist M joonestame roopsirge raadiu-

sele OA ning selle sirge ja kaare

AB l6ikepunkti B iihendame kaare

0 C A keskpunktiga O. Nurk AOB ongi otsi-
Snpler tav nurk, sest sin AOB = 2 Paneme

tihele, et see nurk ei olene raadiuse pikkusest, sest igasuguse
teise raadiuse pikkuse puhul saame kolmnurgaga OBC sar-
nase ja jarelikult niisama suurte nurkadega kolmnurga.

Niaide 2. Ehitada nurk, mille kootangens on 2 (joon. 7).
Lahendus. Valides tdisnurga AOM tipu keskpunktiks,
joonestame vabalt valitud raadiusega kaare AM ; olgu punkt

14



M selle kaare ja tdisnurga haara OM loikepunkt. Punktist M
joonestame puutuja 16igu ME, mille pikkus on vordne kahe
raadiusega, ja llhendame punkti £ keskpunktiga. Nurk AOB
ongi otsitav nurk, sest cot AOB =

_ME_ 2 _, L4 3
R R i
Naide 3. Ehitada nurk, mille 5
seekans on -;—.
(0] A

Lahendus. Joonestame mingi
kaare AB (joon. 8) ja, valides ta Joon, T.
ithe raadiuse (0OA) liikumatuks
raadiuseks, joonestame ‘selle otspunktist puutuja. Et seekans

on sils puutuja loigu otspunkti kaugus keskpunktist

?!

peab olema % raadiust. Et seda saavutada, selleks votame

loigu OFE, mille pikkus on %OA, ja joonestame raadiusega
OF punkti O iimber kaare EC loikumiseni puutujaga AC.
' Kaare EC ja puutuja AC loikepunkti C
ithendame punktiga O. Nurk AOC ongi
D otsitav nurk. Nagu eelmisteski niide-

tes, ei olene tulemus raadiuse pikkusest.

c

Opilane ise ehitagu miilid teravnur-
X
0 A E gad jargmistel andmetel: cosx = 2 <

4
Joon. 8. tan 2 = - ja cosecx =2,

§ 11. Seega igale trigonomeetrilise funktsiooni véédrtu-
sele leiame vastava kindla teravnurga; varem aga nigime,
et igale nurgale vastab kindel trigonomeetrilise funktsiooni
véirtus, Seetottu voime iitelda, et teravnurk ja tema trigo-
nomeetriline funktsioon tditelikult mdidravad teineteise.
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§ 12. Uhe ja sama nurga trigonomeetriliste funktsioonide
vahelised seosed. On kerge leida viga lihtsad seosed, mis
kehtivad ithe ja sama nurga trigonomeetriliste funktsioo-
nide vahel (joon. 9).

1) Taisnurksest kolmnurgast OBC leiame:

BO? 4 0C=0B°.
Jagades selle vorduse mélemad pooled avaldisega R2, saame:

)+ =)

- L ehk
6 sin2? g + cos? g = 1. (I)
B 2) Kolmnurkade ODA ja OBC sar-
nasusest jareldub, et
$p: BC.
. O ag Y
o C A asendades OA tihega R ja jagades teise
Joon. 9. suhte molemad litkmed R-ga, saame:
e
AD R
VIR S TOT
ehk b
| tang= S22, (1)
3) Kolmnurkade EOM ja OBC sarnasuse tottu on:
(=
ME _ OC ... ME__ B
[ gt e o (‘FE)
R
ehk
coba === (I11)
4) Kolmnurkade ODA ja OBC sarnasuse tottu on:
(PE)
oD . 0B .. OD VR
Ua T 7?‘—-‘( 0)
"R
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ehk

Sec a =

cosa’
kust saame
sec aq - cos a = 1. (IV)

5) Kolmnurkade EOM ja OBC sarnasuse tottu on:
OB
OE __ OB . (T)
OoM — BC’ ( BC )
ehk R

cosecC a =

el R
it .

sin a’
kust saame
cosec a - sinag = 1. (V)

§ 13. Uhe ja sama nurga trigonomeetriliste
funktsioonide vahel on olemas ainult viis ise-
seisvat seost., Selles veendume, lihtudes konstruktsioonist.

Selleks et ehitada nurk (§ 10), on kiillalt, kui on teada iiks funkt-
sioon; kuid leitud nurk miasrab viis iilejainud funktsiooni. Seega, kui
on teada nurga iiks funkisioon, siis selle jargi on voimalik leida viis
tilejadnud funktsiooni., Kuid viie tundmatu miadramiseks vajame ka
viit iliksteisest s6ltumatut vorrandit. Kui niisuguseid vorrandeid oleks
kuus, siis leiaksime koigi kuue funktsiooni jaoks kindlad (muutuma-
tud) vaartused, mis ei saaks oige olla, sest funktsioonid muutuvad
nurga muutumisel.

§ 14. Peale § 12 leitud viie pohiseose on kasulik
meeles pidada veel kolm jargmist, mis on tuletatavad pohi-
seostest.

1) Korrutades vorduste (II) ja (III) vastavad pooled,
saame:
tan g - cot o =1. (VI)

2) Jagades vorduse (I) liilkmed avaldisega cos? ¢ ning
rakendades seoseid (II) ja (IV), saame (kui paigutame
limber vasaku poole lijkmed) :

1 4 tan? ¢ = sec? q. (VII)

9 Tasapinnaline trigonomeetria X kl. 17



3) Jagades vorduse (I) liikkmed avaldisega sin®q« ning

rakendades seoseid (III) ja (V), saame:
1 + cot? o = cosec? a. (VIII)

Miarkus 1. Seos (VI) on tuletatav ka vahenditult kolmnurkade
OAD ja EMO sarnasusest ning seoseid (VII) ja (VIII) on voimalik
Pythagorase teoreemi abil tuletada samadest kolmnurkadest.

Miarkus 2. Meelespidamise kergendamiseks paneme ‘tézhele, et
reas siinus, koosinus, tangens, kootangens, seekans ja koosekans rea
otsadest vordsetel kaugustel seisvate funktsioonide iga korrutis on 1
[vt. seosed (IV), (V) ja (VI)].

Pohifunktsioonideks loeme siinust, koosinust ja tangensit, iilejaa-
nud kolm funktsiooni on nende poordarvud:

se JB - CORaCH =
tan o cos @ sina

§ 15. Teades mingi nurga iithe funktsiooni vadrtust on
kerge § 12 ja 14 saadud seoste abil leida selle nurga koéigi
teiste funktsioonide véirtused. Niiteks, kui tan « _—_%, siis
jark-jargult leiame:

1 4

tang-cota =1; cota:‘ 3 CO*ta:—?’—;
2 T 2 . 2 ___25. ._5.
sec? g = 1 + tan? q; sec’ a =g sec a =
1 4

seca-cosa—=1; CoS g = s coSa=—+;
sec a 5

in 2 2 3
EN% _ tang; sing=tana-coSa; Sina=—;
cos a 5
A & 1 5
cosec g Sing=1; coseCa—=-—; coOseCa=—.
sin a 3

Samad seosed voimaldavad mingi nurga iihe funktsiooni
kaudu avaldada koik teised funktsioonid. Naiteks, avaldades
nurga siinuse kaudu teised funktsioonid, saame:

O T O sin
cosg=1V 1—sin’q; tang=——r-o__;
V 1—sinZa
e L «
V1—sinZza 1 1
eotqa = —————— ’ T O ey e e COBOC & =% =5
sin o vV 1—sinZa sin a
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§ 16. Kolmnurkade OBC, ODA ja EOM (joon. 9) sarnasusest nih-
tub muuseas, et teravnurga kuus trigonomeetrilist funktsiooni ei ole
muud kui kuus erinevat suhet, mis on méeldavad, kui taisnurkse kolm-
nurga kiilgi votta paarikaupa.

T6epoolest, kolmnurga OBC kiilgedest on vdéimalik moodustada kuus
BC 00! BC~: 06+-:0B. 208 ek
OB’ OB’ OC’ BC® 0C ® Bc- Kuid joonesta-
nud kaare ABM ning ehitanud kolmnurgad ODA ja EOM, voime asen-
BO" 06 AL ME 0D O
R R TR e M
Sel asendamisel on mirgatavaid paremusi, milledest iiks naiteks seisab
selles, et suhted on omandanud iihise nimetajaga murdude kuju, mis
kergendab nende vordlemist iiksteisega.

jargmist suhet:

dada need suhted jargmistega:

§ 17. Taiendusnurkade trigonomeetriliste funktsioonide
vahelised seosed. Tiiendusnurkadeks nimetatakse kaht nurka,

M
P
B
CA (0] N A
Joon. 10. Joon. 11.

mille summa vordub tédisnurgaga. Néiteks nurgad « ja
90° — a; o ja % — a; 26° ja 64° on tdiendusnurgad.

Joonise 10 jargi, millel on ehitatud £ AOB = « ning selle
B & oc
7 13 coSa=—"F".

Joonise 11 jargi (joonisel 11 esineva kaare raadius on
sama, mis joonisel 10), millel on ehitatud £ AOP = 90° — «
ning selle nurga siinus- ja koosinusléik, on sin(90° — o) = %v

2 ON
ja cos (90° — q) = =

nurga siinus- ja koosinusloik, on sin « =

2¢ 19



Et kolmnurgad OBC ja NOP on iihtivad, siis NP = OC
ja ON = BC ning jarelikult on:
sin (90° — q) = co0S a; (1)
cos (90° — @) = sin a. (2)
Viltides joonise segamist uute ldikude joonestamisega,
tuletame analoogilised valemid iilejaénud funktsioonide kohta
valemite (1) ja (2) ning § 12 valemite najal:

o e 32{%3} = cota (3)
oot (90" —a) = G S = e =tanai ()
. sec (90° — ¢) = cos(9(:°—a) = Sila = cosec a.; (5)
PUes [0 — ) = sm(901°——-a) colsa =seca. (6)

Siit nideme, et nurga funktsioonid on vordsed tdiiendus-
nurga kaasfunktsioonidega *.

Nii on' tan 63° = cot 27°; sect_cosec( 6)
cosec % jne.

§ 18. Teine tuletamisviis. Ehitame (joon. 12)
~ AOB = a ja selle nurga kdik trigonomeetrilised 16igud. Siis nurga
MOB = 90° — o liikumatuks raadiuseks on OM ja liikuvaks raadiuseks

M on OB. Rakendades niitid § 5 antud trigono-
meetriliste funktsioonide definitsioone, saame:
F BAD sina = I-S'Rgz()]: = ¢08(90° — a) ;
oc FB . ?
Ccos & — T__-—R—:sm(90°—a),
tan a = éRD— = cot (900 — a) ;
o .4 WE
Joon. 12. cot a = T = tan(90° — Cl).

1 Sijinust ja koosinust nimetatakse teineteise kaasfunkt-
sioonideks; samuti on teineteise kaasfunktsioonid tangens ja koo-
tangens ning seekans ja koosekans. Tolkija.
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§ 19. Trigonomeetriliste funktsioonide vaartuste arvuta-
mise naiteid. Puudutamata iildist votet, vaatleme siin
méningaid juhtumeid, mis kergesti lahenduvad geomeetria
votete abil. :

1) On antud nurk ‘300 ehk 16 (joon. 13). Arvutada selle

nurga trigonomeetriliste funktsioo-
nide vaartused.

Pikendanud siinusléigu kooluks,
saame ringisse joonestatud korrapi-
rase kuusnurga kiilje, mis on vordne
raadiusega. Seega

B = —12—2-
ja jarelikult
sin 30° = —
Ulejadnud vils funktsiooni leiame Joon. 13.
valemite (I), (II) ja (III) abil:
& V 8 e
oo§ 30° = \/ 1 —sin?® 30° = s, fan 80° — Pt R

cos 300 —
cot 30° = 55 ( ehk 300) V3.

2) On antud nurk 60° ehk —7;— Pikendades siinusloigu koo~
luks, saame ringisse joonestatud korrapéirase kolmnurga
kiilje, mis on @, = R / 3, kus R on ringi raadius. Jérelikult:

1 1
E a3 vé:—R V 3

Ve e s Y
sin 600_'?’_' =3

lwl

Edasi, toimides samuti nagu esimeses néiites, leiame:
600 — L e AND R
cos 60° = 5 tan 60° = / 3, cot 60° = vk
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3) Votame nurga 45° ehk Z . Rakendades § 17 valemeid,
saame:
sin 45° = cos 45°, tan 45° = cot 45°. Et sin 45° = cos 45°, siis
_gin 450
tan 45° = cos 450 T
ja jarelikult ka cot 45° = 1, Edasi leiame:
G =t e D e alkk
cosec 45° V14 cot2a V2
ja jarelikult ka cos 45° = 7—1—, :
V2
4) Kuj nurk on 18° ehk -1%, siis siinusléik vordub ringisse
joonestatud korrapiarase kiimmenurga poole kiiljega. Et aga

korrapéarase kiimmenurga kiilg on % (V' 5—1), siis siinus-
16ik on 2 (Y'5—1) jasin18 =L (Y/5—1). |

§ 20. Taisnurkse kolmnurga kiilgede ja nurkade vaheli-
sed seosed. Niitame niiiid, kuidas trigonomeetriliste funkt-
sioonide abil piistitada seoseid téisnurkse
kolmnurga kiilgede ja nurkade vahel.

Koigepealt lepime kokku tdhiste suh-
tes. Kolmnurga kiilgede pikkusi tédhistame
tahtedega @, b ja ¢ ning mende kiilgede
vastasnurkade suurusi vastavalt téhte-
| | dega A, B ja C; seejuures eeldame, et
b= 0 D koik kiiljed on moodetud iihe ning sama
Joon. 14. ithikuga, Téaisnurkses kolmnurgas tihis-

tame taisnurka tdhega C.
Asume niiiid valemite tuletamisele.

B

I. Joonestanud (joon. 14) raadiusega c¢ kaare BD,
leiame § 5 jargi, et

-‘2 —sinA (1)
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ja 2 = cos 4, (2)
s. 0. kaateti ja hiipotenuusi suhe on: 1) teravnurga sunus,
kui kaatet asetseb teravnurga wvastas, ja 2) teravnurga
koosinus, kui kaatet on selle teravnurge haoaraks.

II. Jagades vorduse (1) pooled vorduse (2) vastavate
pooltega ja limberpoordult, leiame:

3 =tan4 (3)
ja

b

——=cot A, (4)

a
s. 0. tdisnurkse kolmnurga kaatetite suhe on: 1) teravnurga
tangens, kui esimene kaatet asetseb selle teravnurga vastas,
ja 2) teravnurge kootangens, kui esimene kaatet on selle
teravnurga haaraks.

§ 21. Vordusest (1) § 20 jéareldub:
a=c-sin A.
Kuid § 17 jargi voib sin A asemel votta cos B, sest A + B =
= 90°; siis saame
g ==iC < C08.13,
Seega kaatet vordub hiipotenuusi ja vastasnurga siinuse

001 lihisnurga koosinuse korrutisega.
Vordusest (3) § 20 jareldub:

a="b-tan A;’
Vottes tan A asemel cot B, leiame veel:
a="b"-cotB.

Seega kaatet vordub teise kaateti ja oma vastasnurga
tangensi voi oma lihisnurga kootangensi korrutisega.
Vordustest —~=sin A ja sinA =cos B jireldub, et
a a
>

T sind” cos B’
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Seega hiipotenuus vordub kaateti ja selle kaateti vastas-

nurga stinuse voi lihisnurga koosinuse jagatisega.

§ 22. Taisnurkse kolmnurga lahendamist selgitavad nai-
ted. Tabelite vajadusest. Kolmnurkade lahendamiseks on
peale trigonomeetriliste valemite tarvilikud veel tabelid,
kust antud nurga jéirgi saab leida selle nurga trigonomeetri-
lise funktsiooni véirtuse ja iimberpoordult, trigonomeetrilise
funktsiooni antud vadrtuse jargi leida vastava nurga vaar-
tuse. Tuntumad on V. Bradis’e , Neljakohalised matemaatili-
sed tabelid“ ja J. Przevalski ,,Viiekohalised tabelid*“. Selle
paragrahvi ndidetes kasutame N. Robkin’i trigonomeetria
iilesannete kogu 16pus leiduvaid kolmekohalisi tabeleid.

Naide 1. Oletame, et tdisnurkses kolmnurgas ABC on
antud: AB =5 em ja £ A =24°; on vaja lahendada kolm-
nurk, s. o. arvutada BC, AC ja £ B.

Lahendus. Saame, et B=90"—A = 66°. Edasi
leiame § 21 jargi:

¢ — ¢ s A=>b:gin24°
ja
b=-=c:cos A =75 cos 24°,
Asendades niitid sin24° ja cos 24° nende kolmekohalisest
tabelist voetud vadrtustega, saame:
a =5"-0,407 = 2,035
ja
b=5"0,914 = 457,
Seega on BC = 2,035 em ja AC = 4,57 cm.

Kontrollime:
a? =203 —=41412,
b%. = 4,67° —= 215840 ;

jarelikult a? 4 b% = 25,0261, Peaks aga olema 25.
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See lahkuminek seletub sellega, et kasutatud trigonomeetri-
liste funktsioonide véartused olid ainult ligikaudsed.

Naide 2. Oletame, et téisnurkses kolmnurgas on antud
kaatetid: @ = 14 ja b = 15; on vaja arvutada hiipotenuus ja
teravnurgad.

Lahendus. § 20 jargi ontanA :'Z :%; arvutades
selle sulite kolmekohalise murdosaga, saame tan A = 0,933.
Sellele tangensi vadrtusele vastab tabelis nurk 43°; seega
A = 43° ja jarelikult B = 90°— A = 47°, Arvutame mniiiid
hiipotenuusi, kasutades selleks trigonomeetrilist votet. § 21
jargi on:

a 14

C=Snd  sinds0’
asendades sin 43° tabelist voetud vadrtusega, leiame
c= 14 : 0,682 = 20,548,
Kontrollides tulemust Pythagorase lause jargi, saame:
¢ =V 142 + 152 = 20,518,

Kontroll niitab, et tehtud arvutused ei oma suurt tipsust.”
Et saavutada suuremat tédpsust, selleks tuleb kasutada detail-
semaid tabeleid, milles funktsioonide vaiartused on antud suu-
rema kohtade arvuga; kuid siis arvutused muutuvad juba
raskeparasemaks. Seepidrast eelistatakse teostada arvutusi
logaritmide abil; niisugusel korral on aga kasulikum, et tabe-
leis oleksid antud mitte trigonomeetriliste funktsioonide
eneste vadrtused, vaid nende logaritmide vaartused. Tege-
likult nii ongi koostatud enamik tabeleid; trigonomeetri-
liste funktsioonide loomulikkude viartuste (s. o. trigono-
meetriliste funktsioonide eneste viaidrtuste) tabeleid aga
kasutatakse vordlemisi harva.

Eelmistes nédidetes me ei puudutanud sugugi kaldnurksete
kolmnurkade lahendamist. Nende lahendamine taandub ker-
gesti tdisnurksete kolmnurkade lahendamisele. Selleks piisab,
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kui jaotame kolmnurga iihe korguse joonestamisega kaheks
taisnurkseks kolmnurgaks. Kuid nmagu ndeme edaspidi, on
kaldnurksete kolmnurkade lahendamiseks ka teisi votteid.

II. 90° kuni 360° suuruste nurkade trigonomeetri-
lised funktsioonid.

§ 23. Eelmarkusi. Votame niitid varem kasutatud vee-
randringi asemel (joon. 1, lk. 9) terve ringi (joon. 15) ning
joonestame selles rohtlibimoéodu NA ja piistlabimoddu PM.

Joon. 15. Joon. 16.

Need libimoddud jaotavad ringi neljaks veerandiks (kvad-
randiks) : AOM — esimene veerand, MON — teine veerand,
NOP — kolmas veerand ja POA — neljas veerand. Nagu
varemgi, loeme raadiust OA liikumatuks raadiuseks, millest
algab nurkade lugemine; tema otspunkti A votame kaarte
lugemise alguseks. Nurki, mis tekivad liikuva raadiuse OB
poorlemisel kellaosuti liilkumisele vastupidises suunas, loeme
positiivseiks; nurki, mis tekivad liikuva raadiuse poorlemi.-
<e] vastassuunas, loeme negatiivseiks. :

§ 24. Trigonomeetriliste I15ikude ehitamine. Laiendame
niitid trigonomeetriliste 16ikude moisteid, mis § 5 olid antud
ainult teravnurga puhul, ka taisnurgast suuremaile nurkadele.
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Votame niirinurga AOB (joon. 16). Selle nurga siinus-
loiguks on liikuva raadiuse otspunktist liikumatu raadiuse
pikendusele juhitud ristloik BC; koosinusloiguks on OC.
Tangensloigu leidmiseks joonestame puutuja punktist A ja
pikendame raadiust OB loikumiseni puutujaga. Selleks peame
puutuja joonestama punktist A allapoole ja raadiust OB
pikendama teisele poole keskpunkti; tangensléiguks on siis
16ik AD. Kootangensloigu leidmiseks peame punktist M joo-
nestama puutuja kuni 16ikumiseni raadiuse OB pikendusega,

E M
N A
BNp
P
Joon. 17. Joon. 18.

8. 0. vasakule punktist M. Kootangensloiguks on 16ik ME.
Seekans- ja koosekansloikudeks on 1Idigud OD ja OFE.
Just samuti ehitatakse trigonomeetrilised 16igud neil juh-

tudel, kui liikkuv raadius on kolmandas ja neljandas veeran-
dis (joon. 17 ja 18).

Vorreldes joonist 15 joonistega 16, 17 ja 18 markame, et
iihel ja samal trigonomeetrilisel 16igul on eri joonistel eri
suunad, ja nimelt:

1) siinusloik (BC) on suunatud I ja II veerandis rohtlabi-
mooddust iilespoole, kuid IIT ja IV veerandis sellest allapoole;
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2) koosinusléik (OC) on suunatud I ja IV veerandis kesk-
punktist paremale, kuid II ja III veerandis sellest vasakule;

3) tangensloik (AD) on suunatud I ja III veerandis puute-
punktist iilespoole, kuid II ja IV veerandis sellest allapoole;

4) kootangensloik (ME) on suunatud I ja III veerandis
puutepunktist paremale, kuid II ja IV veerandls sellest
vasakule;

5) seekansloigu (OD) suund I ja IV veerandis langeb
ithte liikuva raadiuse suunaga, kuid II ja III veerandis on
vastupidine liikkuva raadiuse suunale;

6) koosekansldigu (OE) suund I ja II veerandis langeb
iihte liilkuva raadiuse suunaga, kuid III ja IV veerandis on
vastupidine liikuva raadiuse suunale.

Nii on iga nurga trigonomeetrilisel 16igul iiks kahest suu-
nast: kas see, mis I veerandis, voi sellele vastupidine.

§ 25. Trigonomeetriliste funktsioonide iildistamine. KEel-
mises paragrahvis oli nididatud, et iga trigonomeetriline 16ik
voib omada iiht kahest teineteisele vastupidisest suunast:
otsest (s. 0. niisugust, nagu I veerandis) ja sellele vastupidist
suunda. Trigonomeetrilise loigu suunda téhistatakse mér-.
kidega pluss ja miinus, Nimelt 16ike, milledel on
otsene suund, loetakse positiivseiks ja 16ike, milledel on
vastupidine suund — negatiivseiks.

Et trigonomeetrilised funktsioonid on vastavate trigono-
meetriliste 16ikude suhted raadiusega ja et raadiust alati |
loeme positiivseks, siis igal trigonomeetrilisel funktsioonil on
sama mirk, mis niisuguse suhte esimesel l'ukmel s. o. vasta-
val trigonomeetrilisel 16igul.

Arvestades seda mirkust, saame eri veerandite nurkade
trigonomeetrilistele funktsioonidele jéargmises tabelis ja joo-
nisel 19 niaidatud margid (nurka loetakse selle veerandi nur- ‘
gaxks milles asetseb nurga iiheks haaraks olev liikuv raadius).
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Seega trigonomeetriliste funktsioonide viaiartused nurkade
puhul 0° kuni 360° sisaldavad kaht elementi: mirki ja abso-
Iuutviirtust; nad on jirelikult relatiivsed arvud. Niisiis, kui

snus ja koosinus tangens ja
koosekans ja seekans kootangens

Joon. 19.

+ [+

AT

joonisel 17 ~Z AOB =q, R=12 ecm ja BC = 0,9 cm, siis
sin ¢ = — % 3

Niiiid voime iildistatud trigonomeetriliste funktsioonide
definitsiooni sonastada nii: trigonomeetriliste funktsioonide

- wiirtused on positiivsed voi negatitvsed arvud, mis viljenda-
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vad vastavate trigonomeetriliste lotkude suhteid raadiusega
ja ndiitavad nende lotkude suunds.

Joonisel 19 on nididatud trigonomeetriliste funktsioonide
margid eri veerandeis.

§ 26. Nurga ehitamine antud trigonomeetrilise funktsiooni
vaartuse jargi. Funktsiooni véddrtus voib olla nii positiivne
kui ka negatiivne. ;

Konstruktsiooniks kasutame niitid tervet ringi (vabalt
voetud raadiusega) iihes tema roht- ja pilistldbimododuga.
Funktsiooni mérk osutab trigonomeetrilise 16igu suunda ja
funktsiooni absoluutviirtus — selle 16igu suhet raadiusega.

Vaatleme niiteid.

Naide 1. Ehitada nurk z, kui sin @ :%.

Lahendus. Et siinuse vaidrtus on positiivne, siis
siinusldik peab asetsema iilemises poolringis. Siinusloigu
pikkus peab vorduma poole raadiusega. Seepérast toimime
nii (joon. 20) : pealpool rohtlabimodtu joonestame talle roop-

sirge kaugusel OB = %R; see sirge 1oikab ringjoont kahes

punktis (C ja D). Uhendades ringi keskpunkti O punkti-
dega C ja D, saame kaks nurka:

x,:AAOC ja x2:4AOD.

Joon. 20. Joon. 21.

30



Need kaks nurka rahuldavad seatud nouet, sest

1p 1

D
: 0B 32 A Py e nalr
s1nAOC=—R == sanAOD_——R—___ﬁT_ &

Naide 2. Ehitada nurk x, kui cos © — — ?;-

Lahendus. Koosinuse viaartus on negatiivne, jareli-
kult koosinusloik peab olema suunatud vasakule. Koosinus-
loik peab sisaldama kolm niisugust osa, missuguseid raa-
diuses on viis. Seepirast joonestame (joon. 21) OE:%R,
seejarel joonestame labi punkti E sirge EF risti rohtldbi-
mooduga. Sirge EF loikab ringjoont kahes punktis (F
ja C). Otsitavad nurgad on: z, = 2 AOF ja »,—= 2 AOC
(> 180).

Q
M G e ~B
B K 7 L
N 5 A N A
D D E
Joon. 22. Joon. 23.

Naide 3. Ehitada nurk z, kui tan 2 = 1.

Lahendus. Ehitame esmalt tangensloigu: see peab
olema suunatud punktist A iilespoole (sest antud tangensi
viaartus on positiivne) ja peab vorduma raadiusega; see-
parast joonestame puutuja ldigu AB = R. Liikuva raadiuse
pikendus peab libima punkti B; seepirast joonestame ldikaja
BD, mis ldbib ringi keskpunkti (joon. 22). See loikab ring-
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joont kahes punktis C ja D. Nurgad z, = £ AOC ja z, =
= £ AOD (> 180°) rahuldavad esitatud moéuet.

Naide 4. Ehitada nurk z, kui cosec © = ——g )
Lahendus. Koosekansloik peab algama ringi kesk-
punktis ja 1oppema puutujal KL ning ta pikkus peab olema

%R; seepirast joonestame ringi keskpunkti O iimber kaare

raadiusega OQ :%R (joon. 23). See kaar loikab puutu-
jat KL punktides B ja C; OB ja OC on koosekansloigu kaks
voimalikku asendit. Et antud koosekansi viidrtus on nega-
tiivne, siis OB ja OC suunad peavad olema vastupidised lii-
kuva raadiuse suunale. Seepirast liikuva raadiuse asend on
kas OD véi OF ja nurk @ on kas nurk AOD (> 180°) véi
nurk AOE (> 270°).

Jiatame opilasele endale teostada nurga konstruktsiooni

ka teistel juhtudel (vottes niiiteks sin &= — -2 ; cosz = ;

tanx = —2; cotx:%; cotx—=-—98: secB==2; eoiec b =
5

=)

Konstruktsiooni tulemuste kohta on tiahtis mérkida, et
vastuseid saab niiiid -mitte iiks, vaid kaks, mis on kooskoélas
sellega, et tabelis § 25 igal funktsioonil kumbki mérk esineb
kahes veerandis.

§ 27. Paragrahvi 12 valemite iildistamine. Niitame, et
ilhe ning sama nurga funktsioonide vahelised seosed, mis
olid tuletatud I veerandi nurkade kohta, on kehtivad ka teis-
tes veerandites. :

Sarnased ei ole mitte ainult I veerandi tédisnurksed kolm-
nurgad OBC, ODA ja EOM, mida kasutasime § 12, vaid ka
teiste veerandite vastavad kolmnurgad (joon. 15—18), ja
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seeparast need geomeetrilised seosed, mis leidsime
§ 12, jaavad kehtivaiks ka niitid. Seega koigis veerandeis on:

() + (%) =1 M
e o @
BE_00. .50, (3)
T Rm=1 @
oo - (5)

Neis valemeis e1 ole kiill arvestatud 16ikude suundi, s. 0.
nende mérke, kuid vaadeldes § 25 tabelit iiksikute veeran-
dite kaupa, mirkame, et ka noutavate markide arvestamisel
vordused (1)—(5) jaavad kehtivaks. Toepoolest: et vordu-
ses (1) esinevad astendajad on paarisarvulised, siis sulgudes
voivad esineda mistahes mérgid; kehtivaiks jadvad ka vor-
dused (2) ja (3), sest (nagu ndhtub jooniseist 15—18) 16i-
gud AD ja ME on positiivsed neis veerandeis, milles 16iku-
del BC ja OC on iiks ning sama mirk (I ja III veerandis),
ning 16igud AD ja ME on negatiivsed neis veerandeis, milles
I6ikudel BC ja OC on erinevad mirgid (II ja IV veerandis).
Samuti ei riku vérduse (4) kehtivust ldikude OD ja OC
mairgid ega vorduse (5) kehtivust 16ikude OE ja BC mér-
gid, sest (nagu ndhtub jooniseist 15—18) koigis veerandeis on
16ikudel OD ja OC iiks ning sama méark, nagu loikudel OF
ja BC, nii et need kaks korrutist on alati positiivsed .

1 QOleks voinud kasutada ka tabelit § 25, millest nghtub, et neis
veerandeis, milles siinusel ja koosinusel on iikks ning sama mirk (I ja
III veerandis), tangens ja kootangens on positiivsed, ning neis veeran-
deis, milles siinusel ja koosinusel on erinevad mirgid (II ja IV vee-
randis), tangens ja kootangens on negatiivsed.
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Niiiid oleme &igustatud asendama suhted
BC 0C AD ME 0D OE
By F Bae Niww pbr
vastavate funktsioonidega sin a, cos o, tan a, cot «, seca ja
cosec o. Nii ‘saame valemid (I)—(V) (§ 12), kuid niiiid
juba mistahes nurga jaoks 0°-st 360°-ni.

Seega oleme niidanud valemite (I)—(V) (§ 12) kehti-
vust tidisnurgast suuremate nurkade puhul; sama on dige ka
valemite (VI)—(VIII) (§ 14) kohta,
sest nad on valemite (I) ja (V) jarel-
dused.

Naide. Parema selguse saamiseks
kisitleme iiksikasjalisemalt iiht n#i-
det. Tuletame niiteks valemi cot e —=

S &S‘: 1V veerandi nurkade kohta.

sin

Joonise 24 jargi on:

E 3 .
coua:———lg; COSa:—{—% ja Slma:—%—g. (a)
L .. ME - 0C =
Et A OME o0 A OBC, S118 oM~ BC’
(%)
v ME R
siit S @ . (b)

Varustades siin esinevad trigonomeetrilised 1oigud neile
IV veerandis kuuluvate méarkidega, nieme, et need margid
on niisugused, mis ei riku vorduse kehtivust [vt (a)l;
saame nimelt:

M (+ t)

i

)
Q

I~

cos a
sin ¢ *

8,0, - colld —

bd'
b
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§ 28. Valemite (I)—(VIII) rakendamine. Nagu nidhtub
néiteist, on praegune valemite rakendamine pisut erinev sel-
lest, mis oli tehtud § 15.

Naide 1. Leida cosec a teades, et « on IV veerandi nurk !

ja et oota:—ls.

Lahendus. Valemi (VIII) jargi on

cosec? ¢ ——1+cot2a—1+(15) %,

Et IV veerandis koosekans on neg*atmivne siis kirjutame

cosecC ge—= — V289

Naide 2. cos ¢ avaldada sin « kaudu.

Lahendus. Valemist (I) saame cos?q =1—sin?a;
et koosinus iildiselt voib omada nii positiivseid kui negatiiv-
seid vadrtusi ja et meil puuduvad andmed margi valikuks,
siis saame, et

el g =t \/WI-;SiTzza.

Niide 3. Teades, et tana=—, leida murga o koigi
teiste funktsioonide vaartused.

Lahendus. Arvutame sama kava jargi nagu § 15,
kuid sec ¢« médramisel siilitame juure ees molemad mérgid,
sest tangensi negatiivse vadrtuse puhul seekans voib olla nii
positiivne (IV veerand) kui ka negatiivne (II veerand) ; siit
alates saame ka iga iilejadnud funktsiooni jaoks kaks vair-
tust (valja arvatud kootangens, millel on alati sama mark,
mis tangensil).

Kokkuvottes saame:

4
— SR g =t

cot a =— 3’

ux|o‘
o~

3 OB g =t

’

w| o

3 3
81na:—'$~f)—; coseC a — ==

1 S o. nurga o litkkuv raadius asetseb IV veerandis.
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ehk kirjutades kummagi vastuse eraldi:

4 5 4
1) COta:——?; Se(:a:-'{—z—; COSa:—{——s—;
sin A cosec g = D
e et
4 5 4
2) cota:—g; seCa=—; CO8a=—;

Sina:—{—%; co«s;eca:—i—%.
(Esimene vastus kuulub IV veerandi ja teine II vee-
randi nurgale.)
§ 29. Trigonomeetriliste funktsioonide muutumine nurga
kasvamisel 0%-st 360%ni. Funktsioonide muutumist nurga kas-
vamisel 0°-st 90°ni on juba vaadeldud § 9. Funktsioonide

i { II II1 v
00 ...7900 | 90 ... 1800 | 1809 ... 2700 | 2700 .. . 3600
(O —;—n) (%n n) (n —Z—n) (%n el Zn)
sin 0...+41 +1...0 i ST | —1...0
e 1 gt 20 i Wil i e R
tan 0...4o —...0 0...4c —...0
cot’ | HLso, 7, L 10 0 i do e R T 0...—o0
sec | 'l o oo ool = LT i imieoh oo e el
| cosec | oo . .. 41 IS DR . - - T B S MR

muutumise vaatlemiseks nurga kasvamisel 90°st 180°-nj,
180°%-st 270°ni ja 270°-st 360°ni kasutame vastavalt jooni-
seid 16, 17 ja 18 (§ 24) ja mimelt: midranud esmalt funkt-
siooni mérgi, arutleme ta absoluutviirtuse kohta samuti kui
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§ 9. Loplikud tulemused on esitatud tabelis lk-1 36, milles
on toodud ainult need #drmised argumendi ja funktsiooni
vidrtused, mis nad omandavad iiksikuis veerandeis; nende
vadrtuste vahel funktsioon kas ainult kasvab voi
ainult kahaneb.

Et trigonomeetrilised funktsioonid niitid véaljenduvad
relatiivsete arvudega, siis tuleb teha vahet funktsiooni
kasvamise ja kahanemise ning tema absoluutvairtuse kasva-
mise ja kahanemise vahel. Niiteks argumendi kasvades 90°-st
180°-ni koosinuse absoluutvairtus kasvab, kuid koosinus ise,
olles negatiivne, kahaneb. Samuti argumendi kasvades tan-
gens relatiivses mottes alati kasvab, kootangens
aga kahaneb.

Ulalleitule lisame veel moned nédpunéiited.

I. Tabelist ndhtub, missuguseis vahemikes muutub iga
funktsioon ; méirgime iiles:

1) siinus ja koosinus muutuvad vahemikus —1 kuni 1
(nii et nende absoluutvidrtused kunagi ei iileta arvu 1) ;

2) tangens ja kootangens muutuvad vahemikus — oo
kuni 4 oo (seepidrast tangensi ja kootangensi vaidrtuseks
voib olla mistahes arv) ;

3) seekans ja koosekans muutuvad vahemikes +1 kuni
+ oo ja —1 kuni — oo (jérelikult nende absoluutvairtused
ei ole kunagi vaiksemad kui 1).-

II. Juhime tdhelepanu monede tulemuste kahesu-
sele. Nii ndeme, et tan 90° = + oo, kui 90° on saadud
teravnurga suurendamise teel, ja tan 90° = — oo, kui 90° on
saadud niirinurga viahendamise teel; kui on teadmata, kui-
das nurk on omandanud vidrtuse 90° siis tuleb kirjutada,
et tan 90° = =+ co. Samuti leiame, eb cot 90° = =+ oco jne.

Markus. Tutvunud joonise abil siinuse ja koosinuse muutumi-

sega, voib teiste funktsioonide muutumist kergesti jilgida ka ilma joo-
niseta — kasutades nende olenevust siinusest ja koosinusest. Nii voib
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Vi . : sin « :
kasitleda niditeks tan ¢ muutumist kui murru =~~~ muutumist, sec «

0S «

- i 1 5 .
muutumist kui murru — muutumist jne.
cos «

§ 30. Taandamisvalemid. T#isnurgast suuremate nur-
kade trigonomeetrilisi funktsioone on kerge avaldada terav-
nurga funktsioonide abil ehk taandada teravnurga
funktsioonideks. Selleks kasutame kaht teravnurka,
mis liikuv raadius moodustab roht- ja piistlabiméoduga
(nende nurkade summa on 90°) ; nditeks, kui joonisel 25 on
~ AOB = 143°, siis mimetatud nurgad on £ NOB = 37° ja
~ MOB = 53° ning nurga 143° funktsioone voime taandada
kas 37° voi 53° funktsioonideks. Selgitame koigepealt niide-
tega, kuidas seda teostada.

Niaide 1. Niirinurga funktsioonid taandada niisuguse
teravnurga funktsioonideks, mis seda niirinurka téiendab
180°%ni. Joonisel 25 niirinurga AOB
tdienduseks 180°-ni on nurk NOB, mille
suuruse tdhistame tédhega «; siis
~ AOB = 180° — ¢. Et ehitada nurga a
trigonomeetrilised 16igud, peame esmalt
selle nurga paigutama iihisele algu-
sele OA; olgu £ AOC = a. Joonesta-
nud siinusloigud BD ja CE, saame

sin (180° — ) = + 22 ja sina = + %;
et aga BD = CE, siis
sin (180° — ¢) = sin a. (a)
Edasi lelame: oD
cos (180" —a) = — & , (1)
ia cosa=42¢. 2)

Vorduste (1) ja (2) paremate poolte absoluutvidrtused on
vordsed (sest OD = OFE), kuid nad erinevad mirkidelt; et
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mneid tiaielikult vorrutada, selleks korrutame vorduse (2)
molemad pooled arvuga —1, jittes muutmata vorduse (1).

i : OF :
Siis saame: —cosa="F 3 (3)

Vorduste (1) ja (3) paremad pooled on vordsed, jarelikult
cos (180° — q) = —cos a. (b)

Valemite (a) ja (b) abil leiame iilejadnud funktsioonide
taandamisvalemid (§ 27 ja 12 pohjal) :

i oo = eSD e b Dga) U SR S s
(180 a) = o8 (1800 2a) T -—=dog e r . COBG - tan a;
: : T _cos(180°—-a)__-——cosa___cosa__ 5
<ot (180 a) = 8in: (180%—4a) .. . . sima . . . mnai cot a;

1 : 1 1
L — — - = — = —3=: M
sec (180 a) cos (1800 — a) —cosa  cosa oy

1

cosec (180° — ¢) = sin (1809 —a) _ sina

= CcosecC a.

Naide 2. Niirinurga funktsioonid taandada teravnurga
funktsioonideks. Joonisel 26 voime nurka AOB vaadelda
summana 90° + q, kus « tdhistab nurga MOR suurust. Ehi-
tanud iihisele algusele .~ AOC = « ning joonestanud siinus-
16igud BF ja CG, saame:

BF

sin (90° + o) =+ 555 (1)
cos (90° 4 o) =— ;. (@)
su’rna:—}—%; (3)
cosa=+%. (4)

Et BF = 0G,
siis = sin (90° 4 q) = cos a. (a)

Et OF = CG, siis, korrutades vorduse (2) modlemad
pooled arvuga —1, leiame, et

cos (90° 4 a) = —sin a. (b)
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Vordustest (a) ja (b) voib tuletada iilejaddnud funktsioo-
nide taandamisvalemid samal viisil nagu n#ites 1; nii leiame:

tan (90° 4+ a) = —cot a;
sec (90° 4+ a) = — cosec a;
. cot (90° + ¢) = —tana;

cosec (90° 4 a) = sec a.

Naide 3. Taandada cot (90° 4 ) nurga o funktsiooniks
(kasutamata seejuures selle nurga teisi funktsioone) (joo-
nis 27). Joonestades nurga AOC kootangensloigu MC, saame
kolmnurga MOC. Seejérel ehitame iihisele algusele nurga «
ja joonestame kolmnurga AOD, mis on
vordne kolmnurgaga MOC. Siis leiame:

cot (90° 4+ a) = — 275 (1)

MC = AD:; (2)

tom o = 42 ¢ (3)

—bol) 0.5 —= 2 (4)

& Vordustest (1), (2) ja (4) jireldub, et
o i cot (90° + ¢) = — tan a.

Naide 4. Taandada sec (180° -+ o) murga o funktsiooniks.
Joonisest 28 saame:

sec (180°+a) =—%20; (1)
seca=+2; )
—secq=— %) - (3)
Vordustest (1) ja (3) jareldub, et
sec (180° + a) = —sec a.
Reeglid ja naited. Koikide juhtude

(90° = qa, 1800 gy 1322000 = e
360° — o) eritlus annaks meile 42 taan-
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damisvalemit?!, kuid meid koiki saab votta kokku jargmis-
tesse lihtsatesse reeglitesse:

1) kwi taandatava funktsiooni vdirtus on negatiivne, siis
teravnurga funktsioon tuleb korrutade arvuga —1I1;

2) kwi teravnurk on voéetud rohtlibimoodu juures, siis
stilib taandatava funktsiooni nmimetus; kui aga teravnurk
on voetud piistlibimoodu juures, siis funktsiooni wimetus
asendub kaasfunktsiooni mimetusega.

Rakendame neild reegleid jargmistes néaidetes:

1) Taandada tan 130° teravnurga funktsioonideks. Et
130° = 180° — 50° = 90° 4 40°, siis tan 130° saab taandada
nii 50%se kui ka 40°se nurga funktsioonideks. Teades, et
tan 130° on negatiivne, ja pidades meeles, et nurk 50° asetseb
rohtlabim6odu juures ja nurk 40° piistlibimoodu juures, kir-
jutame: .
tan 130° = —tan 50° ja tan 130° — — ecot 40°.

2) Taandada sec 295° niisuguse teravnurga funktsiooni-
deks, mis ei iileta 45% Et 295° = 360° — 65° = 270° - 25°,
siis néutav nurk on 25° Et sec 295° viirtus on positiivne ja
nurk 25° asetseb piistldbiméodu juures, siis saame reeglite
pohjal: sec 295° = cosec 25°.

3) Veel niiteid:

a) cos (%E—a) = —gin a;

b) tan 1,27 = tan (= 4+ 0,27) = tan 0,2x; i

¢) sin 240° = sin (180° 4 60°) = — sin 60° = — Q ;

§ 31. Teistsugune taandamisvalemite tuletamine. Esmalt juhime
tahelepanu sellele, et I veerandis trigonomeetrilise 16igu suhe raadiusega
vordub alati funktsiooni vadrtusega, kuid teistes veerandites ménikord

ainult funktsiooni absoluutviirtusega 2. Vaatleme niiiid joonist 29. Vor-
reldes kaarte AMC, AMND ja AMNDE trigonomeetrilisi 16ike kaare AB

1 Nende hulka kuuluvad ka § 17 valemid.
2 Kui funktsiooni vidrtus on megatiivne.
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omadega, ndeme, et nad on kas iihed ning samad voi on vastavalt vord-
sed. Siit jareldame, et kaarte 180° —a, 180° 4+ a ja 360° — a funktsi-
oonide absoluutviirtused on vordsed kaare ¢ samade funktsioonidega.

2) Et avaldisi 1800 — a, 1809 4 a ja 360° — a voib asendada aval-
distega 90° 4 f, 270°— f ja 270° 4 f ja et kaare a funktsioonid vor-
duvad kaare f (kui tdienduskaare) kaasfunktsioonidega, siis p. 1 poh-
jal jareldame, et kaarte 90° 4 f, 270°—f ja 270° 4 f funktsioonide
absoluutviairtused on vordsed kaare f kaasfunktsiconidega.

3) Punktidest 1 ja 2 jareldub:
selleks et koostada mingi taanda-
misvalem, tuleb méadrata taanda-
tava funktsiooni mark ja abso-
luutvadrtus, vottes absoluutvadr-
tuseks teravnurga funktsiooni
vadrtuse; seejuures tuleb saili-
tada funktsiooni nimetus, kui
argumendi kirjutises esineb 180°
voi 360° ning funktsiooni nime-

Joon. 29. tus asendada kaasfunktsiooni

nimetusega, kui argumendi kir-

jutises esineb 90° v6i 270°. Nii saame sin (180° —a) = sin a;
tan (360°—a) — —tan a; cos (270° — f) = — sin # jne.

§ 32. Nurga leidmine antud trigonomeetrilise funktsiooni
vaartuse jargi (vahemikus 0° kuni 360°). Paragrahvis 26 me
niagime juba, et antud trigonomeetrilise funktsiooni
vaidrtusele vastava nurga ehitamisel tekib kaks nurka,
mis kuuluvad mingisse kahte veerandisse. Nende murkade
suurust on voimalik méarata taandamisvalemite abil, neid
iimberpoordult kasutades.

Selgitame seda jargmiste néidetega.

> 1 ‘ :
1) sinx = 5-; leida nurk z. Esimene vastus on: z, =

= 30°, Teine nurk, millel on antud siinuse vaartus, on
IT veerandi nurk:

180° — 30° = 150°;
seega teine vastus on: x, = 150°.
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2) cosx = 0,974; leida nurk x. Tabeleist leiame: z =
— 13%; peale selle on koosinusel positiivne vadrtus veel
IV veerandis: 2, = 3600 — 13° = 347°.

3) tanx = 1; leida nurk z. Vastav teravnurk on 45°;
seega x, = 45° Joonisest 22 (lk. 31) mihtub, et z, = 180° 4-
-1 45% — 2259,

leida nurk 2. Siinuse viirtused on

1
5:

ke
—
negatiivsed III ja IV veerandis; teades, et sin 30° = +
jdreldame, et otsitav nurk on: x, = 180° 4 30° = 210°;
x, = 360° — 30° = 330°.

4) sinx =

ITII. Negatiivsed nurgad. 360°-st suuremad nurgad.

§ 33. Negatiivsed nurgad. Kui arvestatakse mitte iiksi
nurga suurust vaild ka suunda, milles loetakse
nurka, siis tavalisele suunale vastupidises suunas

poorlemisel tekkinud nurkade suurust viljendatakse nega -
tiivse arvuga,

Negatiivseile nurkadele vastavad ka negatiivsed kaared:
niisuguseiks tuleb lugeda kaari, mida kujutab liikuva raa-
diuse otspunkt B raadiuse podrlemisel péripéeva.
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Negatiivse nurga trigonomeetrilised funktsiocnid defi-
neeritakse samal viisil nagu samade haaradega médratud
positiivse nurga funktsioonid. Nii saame joonisest 30:

—Fs cot(—a)=—"5; sec(—a)=-5 jne.

§ 34. Leiame niilid negatiivse nurga ja absoluutvadrtu-
selt niisama suure positiivse nurga funktsioonide vahelised
seosed.

Joonisest 31 ndeme, et

s.in (— (l) ==

sin (—a) :—%{) Ja- ging=— —i—%b,
ja pannes tihele, et CD = BD, ning korrutades teise vorduse
mélemad pooled arvuga —1, saame: sin (—a) = —sina.
Edasi ndeme, et :
cos (——a):+%? ja cOSa:-{—O—RD;
jarelikult cos (— a) = cos a.
Seega sin (—a) =—sina ja cos (—a) = cos a.
Siit leiame: : : : :
tan (— a) o S L) L IR L RRE N a;
cos (—a) cos a cos a
ja samal viisil saame:
- cot (—a) = —cot a.

Reegel. Koosinuse jo seekansi argumendis voib mitnus-
mérgi jitta kirjutamata; teiste fumktsioonide argumendist
v0ib munusmirgi kanda funktsiooni siimboli ette .

Niaiteid:

sin (— 50°) = — sin 50°; cos (— 50°) = cos 50°;

tan (— 300°) = — tan 300°; sec (— 300°) = sec 300°;

sin (a — 90°) = sin [— (90° — )] = —sin (90° —qa) =
= —— COS a. ; |

1 Analoogia tottu negatiivse arvu astendamisega paaris- v6i paa- |
ritusse astmesse nimetatakse koosinust ja seekansit paarisfunktsiooni- |
deks ning siinust, tangensit, kootangensit ja koosekansi paarituiks

funktsioonideks.
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§ 35. 360°st suuremad nurgad. Trigonomeetriliste funkt-
sioonide perioodsus. Trigonomeetriliste funktsioonide teoo-
rias vaadeldakse ka 360°-st suuremaid nurki.

Negatiivsete ja 360°-st suuremate nurkade tarvitusele
votmisega saab nurk muutuvaks suuruseks, mis voib oman-
dada igasugused vaidrtused.

Paragrahvis 29 oli nididatud, kuidas muutuvad trigono-
meetrilised funktsioonid nurga kasvamisel 0°-st 360°-ni,
s. 0. litkuva raadiuse iihe tdispoorde jooksul. Edasisel nurga
kasvamisel liikuv raadius jouab asendeisse, mis ta labis juba
esimeses poordes, ja seepirast ka trigonomeetrilised funkt-
sioonid omandavad oma endised vdidrtused endises jarjestu-
ses. Negatiivse nurga kasvamisel —360°-st 0°-ni, —720°-st
—360%ni jne. omandavad funktsioonid samad véairtused
samas jirjestuses nagu nurga muutumisel 0°-st 360°-ni.

Seega nurga muutudes korduvad trigonomeetriliste funkt-
sioonide vasartused perioodiliselt. Viikseimat argumendi posi-
tiivset vadrtust, millest alates funktsiooni muutumise kaik
hakkab korduma, nimetatakse selle funktsiooni perioo -
diks. Eelmine arutlus selgitas, et pérast seda, kui nurk
on joudnud 360°-ni, funktsioonide vidrtused korduvad; meil
jaab niiiid ainult selgitada, kas see on argumendi viikseim
vairtus, millest alates funktsiooni vadrtused hakkavad kor-
duma, Tabelist § 29 nédeme, et ta ei ole miisuguseks véiksei-
maks argumendi viidrtuseks ainult tangensi ja kootangensi
puhul, mille vairtused hakkavad esimest korda korduma
juba alates argumendi vaartusest 180°; teiste funktsioonide
muutumise kiik aga ei kordu enne esimese poorde tdissaa-
mist. Seega trigonomeetrilised funktsioonid on perioodilised
funktsioonid, kusjuures siinuse, koosinuse, seekansi ja koo-
sekansi periood on 360° ehk 27 ning tangensi ja kootangensi
periood on 180° ehk z.
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§ 36. Kui perioodilise funktsiooni argumendi mistahes
vaartusega liita periood, siis funktsiooni vidrtus ei muutu;
iimberpoordult, kui antud funktsiooni puhul on olemas nii-
sugune j 4 av arv, mida voib liita argumendi mistahes
vaartusega, ilma et seejuures muutuks funktsiooni viidrtus,
siis funktsioon on perioodiline. Seetottu voib valjendada tri-
gonomeetriliste funktsioonide perioodsust jargmiste vale-
mitega, milles arvul « v6ib olla mistahes viartus :

sin (a 4 860°) = sin q; cos (a + 360°) = cos a;

tan (a + 180°) =tan q; cot (a + 180°) = cot q;

sec (a 4+ 360°) —seca; cosec (a 4+ 360°) = cosec a.

Niaiteid: 1) Lihtsustada valem m = tan (¢« — =) . Lisa-
des argumendile tangensi perioodi, s. 0. 7, saame: m = tan a.

2) Lihtsustada 7 = cot %.gn. Et kootangensi periood
on s, siis lahutame argumendist 3:; saame:

1 = cot %n :\/T%

§ 37. Igasuguse nurga trigonomeetriliste funktsioonide
taandamine lihtsaima argumendi funktsioonideks. Igasuguse
nurga trigonomeetrilisi funktsioone, missugune olekski argu-
mendi méirk ja absoluutvaidrtus, on kerge taandada nii-
suguse positiivse nurga funktsioonideks, mis ei iileta 45°.

a) Olgu antud positiivne nurk (suurem kui 45°), Kui ta
on viaiksem kui 360°, siis rakendame § 17 ja 30 valemeid;
kui ta on aga suurem kui 3609, siis esmalt lahutame tast koik
taispoorded, asendades seega antud nurga jidgiga, mis tekib
selle nurga jagamisel 360°-ga.

Niiteks :
1) sin 63° —=cos 27°;
2) cos 145° = cos (180° — 35°) = — cos 35°;

3) tan 2085° — tan (180°- 11 4 105°) = tan 105° =
= tan (90° + 15°) = — cot 15°.
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b) Kui on antud megatiivne nurk, siis esmalt teeme iile-
mineku absoluutvadrtuselt niisama suurele positiivsele nur-
gale, millega toimime juba nii, nagu naidatud iilal. Votame
niiteks sin (—1596°). Rakendades § 34 valemeid, saame:

sin (—1596°) = — sin 1596°.

Teisendame niitid sin 1596°: jagades 1596 arvuga 360,
saame jadgina 156; jarelikult sin 1596° = sin 156°, kuid
sin 156° — sin (180° — 24°) — sin 24°,

Seega on 16plikult
sin (—1596°) = — sin 249,

§ 38. ‘Taandamisvalemite iildkehtivus. Paragrahvides 17, 30 ja 34
oli ndidatud, kuidas taandada nurga « funktsioonideks argumentide —a,
90° 3= a, 180° = a, 270° = ¢ ja 360° — a trigonomeetrilised funktsioo-
nid; seejuures oli eeldatud, et « on positiivne teravnurk. Niitame
niiiid, et saadud valemid on kehtivad iildiselt, s. o. nad kehtivad
ka siis, kui @ on mistahes nurk. Selleks piisab seda niidata siinuse
ja koosinuse kohta, sest sellest voime jireldada sedasama texste funkt-
sioonide kohta.

Toestuseks kasutame muuseas asjaolu, et koosinusléik on liikuva
raadiuse projektsioon rohtlabimoodule ja siinusléik on liikuva raadiuse
projektsioon piistlabimoodule. Asume niitid toestamisele.

§ 39. 1. Tahistagu o mistahes nurka, siis —a tdhistab nurgaga «
absoluutvasrtuselt vordset, kuid margilt vastupidist nurka. Nurgad o«
ja —a asetsevad iiks iihel pool ja teine teisel pool liikumatut raadiust;
nende siinusléigud on vordsed pikkuselt, kuid nende suunad on vastu-
pidised; koosinusléik on aga neil nurkadel iihine. Siit jareldame, et
sin (—a) = —sina ja cos (—a) = cos a.

§ 40. 2, a) Esitame nurga 90° 4 ® kujul a 4 90°. Kui mingile nur-
gale lisada 90°, siis liikuv raadius satub jargmisse veerandisse ja moo-
dustab piistlabimooduga niisama suure nurga kui enne rohtlabimoo-
duga ning iimberpoordult. Seeparast lilkuva raadiuse projektsioon piist-
libimoédule on niiiid niisama suur kui ta endine projektsioon roht-
1abiméodule ja ta uus rohtprojektsioon niisama suur kui endine piist-
projektsioon. Siit jareldame, et sin (a4 90°) ja cos (a4 90°) abso-
luutvadrtused on vastavalt vordsed cosa ja sina omadega. Nende
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funktsioonide mérgid on miairatud sellega, missuguse veerandi nurk
on @, nagu nihtub jargmisist tabeleist:

a -+ 900 ti ir:)OO) cosa| «a o - 90° (a —c|(-)§)00) sina| a
II i 4 I 11 - o4 I
11 . S - 111 s ST
v - — II1 v - — IIT1

I e R I 3 L

Siit nieme, et sin (a 4 90°) ja cos « mirgid on alati iihesugused,
kuid cos (a + 90°) ja sin e midrgid on alati vastupidised.
Seega
sin (900 4 @) = cos a;
cos (900 4 o) = —sin a.
b) Rakendades praegu saadud valemeid nurgale —a ja arvestades
§ 39, leiame:
cos (900 — a) = — sin (—=a) =sina;
sin (900 — a) = cos (—a) = cos a,

§ 41. 3. a) Esitame nurga 180° -4 o kujul « + 180°. Kui mingile
nurgale lisada 1809, siis liikuv raadius satub vastasveerandisse ja on
oma endise asendi pikenduseks 1, jarelikult siinus ja koosinus siilita-
vad oma absoluutviirtused, kuid nende margid muutuvad vastupidis-
teks. Seepiarast on:

sin (180° 4 a) = —sin«a;
cos (1800 4 a) = —cos a.

b) Rakendades neid valemeid nurgale —a, saame:
sin (1800 — a) = —sin(—a) = sina;

cos (180° — a) = —cos(—a) = —cos a.

§ 42. 4. a) Esitame nurga 270° + « kujul a4 270°. Kui mingile |
nurgale lisada 270°, siis liilkuva raadiuse asend muutub samuti kui
poordumisel —90° vorra. Arutledes samuti kui § 40 jouame jiareldu- |
sele, et nurga a4 2700 liikuva raadiuse projektsioon piistlabimoddule |
on pikkuselt vordne nurga o litkkuva raadiuse projektsiooniga rohtlabi- '

1 Ehk: kaare otspunkt satub diametraalselt vastupidisesse punkti.
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moddule. Just samuti nurga a - 2700 liikuva raadiuse projektsioon
rohtlabim6odul on pikkuselt vOrdne nurga o liikuva raadiuse projekt-
siooniga piistlibiméodul. Seepirast sin (a4 270°) ja cos (a 4 270°)
absoluutviirtused on vastavalt vordsed cosa ja sina absoluutvadr-
tustega.

Nende funktsioonide vordlemiseks eri veerandeis koostame tabelid
§ 40 tabelite eeskujul: ;

o 2700 (a-|s~1§700) cosa | «a o -+ 2700 (aj_ozsmo) sineg | «
[

v — -+ 1 v - -+ I

I —+- — II I -+ - II

II e — | III ¥ - — | III

III - + | IV III — — | IV

Siit ndeme, et sin (a 4 270°) ja cos ¢« margid on alati vastupidi-
sed, kuid cos (a 4 270°) ja sin e mirgid on alati iihesugused.
Seega sin (270° 4+ a) = — cos a;
cos (2700 4- ¢) —sin a,

b) Rakendades neid valemeid nurgale —oa, saame:

sin (2700 — a) = —cos (—a) = — cos a;
cos (2700 — a) = sin (—a) = —sina,

§ 43. 5. Esitame nurga 360° —a kujul —a 4 860°, Kui mingile
nurgale lisada 3600, siis lilkuva raadiuse l6plik asend ei muutu; see-
parast on:

sin (8360° — a) = sin (—a) = —sina;
cos (360° — a) = cos (—a) =cos a.

§ 44. Paragrahvides 39—43 on tdestatud mistahes nurga puhul
koik need valemid, mis paragrahvides 17, 30 ja 34 olid téestatud posi-
tiivse nurga puhul, mis ei iileta 90°. Seega on tdestatud taandamis-
valemite ildine kehtivus. p

Ulesandeis, kui on vaja ainult wvalem meelde tuletada, tuleb
nurka o kujutleda voetuna vahemikust 0° kuni 90° ja rakendada
§ 30 antud reegleid.

§ 45. Ringjoone antud punktis Ioppevate kaarte iildine
avaldis. Olgu joonisel 32 kujutatud kaares ACB 64°. On
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ilmne, et kéik kaared, mis 64°-st erinevad tédisarvu ring-
‘joonte vorra, lopevad samuti punktis B (eeldame, et koigi

kaarte alguseks on punkt 4).
Siit niieme, et kaared, mis lopevad punktis B, on jargmi-
sed: 64°, 424° 784° 1144° jne., kuid ka: —296°, —656°,
—1016° jne. Koiki neid kaari saab aval-
B dada iiheainsa valemiga: 64° 4 % - 3609,
¢ milles 7 on mistahes tdisarv (ta voib
olla nii positiivne kui ka negatiivne,

A aga ka mull).

Uldiselt, kui o on iiks neist kaar-
test, millel on antud algus ja antud 16pp,
siis koigi sama algust ja sama loppu

Joon. 32. omavate kaarte iildine avaldis
on a4 n-360° (ehk a -+ 2an).
Me konelesime siin kaartest, kuid saadud avaldised on
ka iihise algraadiuse ja iihise loppraadiusega nurkade iild-
avaldisteks.

§ 46. Trigonomeetriliste funktsioonide graafikud. Trigo-
nomeetriliste funktsioonide muutumine argumendi muutu-
misel 0°-st kuni 360°ni on esitatud tabelis § 29, kuid see
tabel sisaldab ainult rea iiksikuid funktsioonide vaartusi
ega anna seepirast téielikku kujutlust funktsioonide muutu-
mise pidevast kiigust. Et saada kujutlust funktsioonide
pidevast muutumisest, selleks kasutatakse mende muutu-
mise kujutamist graafiliselt.

Seks otstarbeks joonestame kaks teineteisega ristuvat
sirget OX ja OY, mida nimetame koordinaatide telgedeks

mdodus kujutavad argymendi numbrilisi viirtusi, ja tel-
jele OY kanname 1digud, mis teises vabalt valitud moodus
kujutavad funktsiooni numbrilisi viédrtusi. Seejuures peame
silmas mirkide reeglit: positiivseid viidrtusi kujutavad 16i-
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gud kanname alguspunktist O paremale ja iilespoole ning
negatiivseid véidrtusi kujutavad 16igud kanname vasakule
ja allapoole (telgede positiivsed suunad on joonisel niida-
tud nooltega).

Joon, 33.

Teljele OX kanname mingi arvu, miiteks 12, vordseid
I16ike; kujutagu igaiiks neist nurka 30° (ehk g) ; seega 12 16iku
kokku ehk 16ik OA kujutavad nurka 360° ehk 2. Et tel-
jele OY kanda mingi trigonomeetrilise funktsiooni, niiteks

\/—360‘ -z7o° —IBOW" 90° 1so° 710° 3600
| \/

Joon. 34.

siinuse véirtused, selleks joonestame abiringjoone keskpunk-
tiga O, kuski teljel OX., Ringjoone raadiuse O M, votame
vovdse lmguga mis oli valitud médduithikuks teIJeI OY

3 3
m o 7 = izgm 3 &
~360° — 270°— 180° —90° 90° 180° 270° 360° :




Alates punktist M, jaotame ringjoone 12 vordseks osaks
(vastavalt teljele OX kantud l6ikude arvule, mis kujutavad
360°-st nurka). Jaotuspunktidest M, M,, ... M,, joonestame
siinusloigud M P,, M,P,, ... M P, Et ringjoone raadius on
vordne iihikuga, siis smnuslorkuvde pikkused valitud moddus
kujutavadki siinuse numbrilisi vadrtusi. Teljega OX paral-
leelsete sirgete abil kanname need siinuse vidrtused tel-
jele OY.

3z i a 7
-3 -2 R 2 .0 B > 2w 3n
—360° —270°—180° —90° °  90° 180° 270° 360°

Joon. 36. ;

1

Telje OX igast jaotuspunktist joonestame ristsirged tel- f
jele OX ja kanname neile alates teljest OX vastavate nur-
kade siinuste numbrilisi vidrtusi kujutavad lsigud. Niiiid
joonestame kdvera joone, mis libib koigi ehitatud ristldi- |
kude otspunkte. See joon kujutabki siinusfunktsiooni muutu-,
mist tema argumendi muutumisel. Niisugust joont nimeta—j
takse funktsiooni graafikuks. f
Joonisel 33 on kujutatud siinusfunktsiooni graafik -selle3
funktsiooni iihe perioodi jaoks. » ‘
Mida enam jaotuspunkte me votame 1oigul OA ja vas-‘

tavalt abiringjoonel, seda enam saame graafiku punkte Ja‘T

seda tidpsemalt saame lekaali abil joonestada graafiku. ;

Siinusfunktsiooni vadrtusi ei tarvitse leida geomeetrili-!
sel teel, vaid neid voib votta ka tabelist.

|
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Siinuse graafik on koverjoon, mida nimetatakse sii-
nuskoveraks (ehk sinusoidiks).

Siinuse graafikut, mis on ehitatud positiivsete nurkade
jaoks iihe perioodi piirides, voib jatkata mistahes positiivsete
ja negatiivsete nurkade jaoks. Siinuse graafiku eeskujul
voime joonestada ka koosinuse, tangensi ja kootangensi graa-
fikud. Joonistel 34, 35 ja 36 on kujutatud siinus-, koosinus- ja
tangenskoverad argumendi viadrtuste jaoks vahemikus —3x
kuni 4-3x.

§ 47. Trigonomeetrilisg funktsiooni antud vaartusele vas-
tavate nurkade iildavaldis. Paragrahvis 26 oli niidatud, et
trigonomeetrilise funktsiooni antud vaiartusele vastab liikuva
raadiuse kaks seisu; paragrahvis 32 neile vastas kaks
positiivset nurka z, ja x,, viiksemat kui 360°. Kuid on selge,
et pirast mistahes suurusega murkade tarvitusele votmist
igale liikuva raadiuse seisule vastab mitte iiks nurk, vaid
lIopmatu hulk nurki nii positiivseid kui ka negatiiv-
seid ; seega niilid antud funktsiooni vaidrtusele vastavad nur- -
gad, mis moodustavad kaks l1opmatut rida. § 45 jargi on voi-
malik koik need nurgad avaldada nurkade x, ja @, abil, ja
nimelt: iihe rea mnurkade iildavaldis on z, + = - 360°, teise
rea nurkade iildavaldis on «, + % - 360°.

Nii saime iildlahendi kahe avaldise néol, milles esineb
kaks pohinurka. Niitame, et iga funktsiooni jaoks on voima-
lik anda kahe avaldise asemel iiks avaldis, milles esineb ka
ainult iiks pohinurk; kuid seejuures saame eri funktsioonide
jaoks erisugused avaldised.

Asume iiksikute funktsioonide kisitlemisele (lihtsuse
parast kasutame numbriliste andmetega mniiteid).

e sinx—_——;—.
Otsitav nurk on kas 30° voi 150°; jarelikult saame:
z, =30°4n-360° ja x,=150° 4 n- 360°.
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Teisendame neid avaldisi jargmiselt:
x, = 2n - 180°4- 30°;

x, = 180° — 30° + 2n- 180° = (2n 4 1) - 180° — 30°.

Siin 30° ees seisev méark oleneb sellest, kas 180° ees seisev
kordaja on paarisarv (2n) voi paaritu (2n -+ 1), kuid seda
olenevust on wvoimalik viljendada negatiivse ilihiku astme
abil. Siis saamegi kahe avaldise asemel jargmise iiheainsa:

x=m- 180° 4 (—1)= - 30°,

kus m téhistab mistahes tdisarvu, positiivset voi negatiivset.
Paarisarvulise m puhul valem annab «, ja paarituarvulise m
puhul z,.

b) si‘nx:ﬁ—; 5
x, =210° 4 % -360° ja x,=330° 4 n - 360°.

Pohinurkade absoluutvddrtusi on voimalik vihendada,
_ Vottes nende negatiivsed vaartused:

x, =—150°+ k- 360° ja x,=—30°- k-360°
ehk kirjutades teisel kujul:
@, = —150° 4 2k - 180° = — 150° 4 180° — 180° 4

+ 2k - 180° = 30° 4 (2k — 1) - 180°
ja
z, = 2k~ 180° — 30°;
kuid neid kaht valemit saab iihendada jargmiseks:
& =m-180° — (—1)=-30°,

mis paarisarvulise m puhul annab z, ja paarituarvulise m
puhul z,.

2.:8) cosx:%; 2, = 60° 4 n - 360°

ja x, =300° + % - 360°.

Kui péhinurkadena kasutada ka negatiivseid nurki, siis

saame:
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- 2,=60°4+m-360° ja x,=—60°4 m-360°,
mida voib iihendatult kirjutada jargmiselt:
T = m - 360°/+ 60%

x, =120°4-n-360° ja x,=240°-4 n-360°.
z, ja x, voime avaldada ka jargmiste valemite abil:
x, =120° 4 m-360° ja x,=— 120°-4 m~360°,
kuid neid voime kirjutada tihendatult nii:
&z = n+360° == 120°,

8 ) tan g —=1;

x, =454 n-360° ja x,=225°- n-360°,
mida vo6ib esitada kujul:

2, =45° 4 2n-180° ‘ja x,=45°4 (2n+ 1) - 180°;
kuid viimased kaks valemit vainrhe asendada iihega :

z = 45° 4 m+ 180°,
mis paarisarvulise m puhul annab x, ja paarituarvulise m
puhul z,.

Valemit x = 45° 4+ m-180° on kerge tuletada ka jarg-
misel viisil: joonisel 22 (lk. 31), millel punktid C ja D aset-
sevad iihel ning samal 14bimd6dul, on ndha, et koigi voima-
like suurustega kaarte reas niisugused kaared, millel on iiks
ning sama tangens, esinevad -iga 180° tagant. Seega otsita-
vad kaared moodustavad aritmeetilise progressiooni, mille
vahe on 180°; selle progressiooni iildliige ongi

x = 45° + m - 180°.

b) tanz =—1.

Arutledes samuti kui p. a, saame:

x, =135° 4+ n-360° ja x,=315°4 n:360°
ehk x =135 + m - 180°
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ehk =450 4 [~ 180°,
4. a) cotz =1/ 3.
Kiisimus lahendub samuti kui tangensi juhul. Saame:
x, =30°+n-360° ja x,=210°-4n-360°
ehk 2 = 30° 4 m - 180°,
b) cotx =—V/ 3.
Arutledes samuti kui tangensi juhul, leiame:
x, = 150° +n-360° ja w,=330°- n-360°
ehk 2 = 150° 4+ m: 186°,
aga ka & = — 30° 4 k- 180°.

5. ja 6. Kui on antud seekans voi koosekans, siis avaI—
dame nad esmalt koosinuse voi siinuse kaudu.

§ 48. Tsiiklomeetrilised funktsioonid. Kui on antud iiks
vorrand kahe tundmatuga, siis sellest voib iildiselt avaldada
ithe tundmatu teise kaudu. Néiiteks kui on antud vorrand
2x 4 3y = 6, siis:

i 2 {3 3
a) y_2—-3—x, b) x_3—§y.

Vorrand a avaldab arvu y arvu 2 funktsioonina. Vor-
rand b iimberpoordult avaldab arvu « arvu y funktsioonina.
Uldiselt koik kolm vorrandit viljendavad iiht ning sama ole-
nevust muutujate @ ja y vahel, erinevad on ainult selle olene-
vuse avaldamise kujud: esimene vorrand on lahendamata nii
« kui ka y suhtes, teises on funktsiooniks voetud y ja
argumendiks 2, kolmandas on funktsiooniks voetud z ja
argumendiks .

Kaht funktsiooni, mis vahemda.va;d iiht ning sama olene-
vust muutujate & ja y vahel, kuid iihes on funktsiooniks
muutuja y ja teises muutuja @, nimetatakse teineteise
poordfunktsioonideks. Kummagi neist véib valida
otseseks funktsiooniks, teine on siis poordfunktsioon.
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Vastastikuste poordfunktsioonide niiteid:

Yy =52+ 3;

y=2%;

y =a?;
i

y=Vvz;

Y=g
T =S

1 .
ngy,
r=xVY;
& ==y5%

Poordfunktsiooni moiste on rakendatav ka trigonomeet-

rilistele funktsioonidele,

Niiteks vordus y = sin « tédhendab, et y on kaare x sii-
nus, kuid voib iitelda ka {imberpoordult: x on kaar, mille

siinus on .

Selle asemel et seda poordolenevust viljendada soma-
dega, kasutatakse erilist siimbolit arc [lithend ladinakeelsest

sonast arcus (kaar)].

Seda siimbolit kasutades kirjutame:

1 ; ;
- = sin 809%;
%—:cos 60°;
T —iam459%;

sin 16° = 0,276 ;

—

30° = arc sin —;

'—‘[\D

60° = arc cos — 5 5

45° — arctanl;
16° —= arcsin 0,276 ;

cos ¢ = 0,707; T = arccos 0,707;
1 = sin 90°; 90° — arc sin 1;
l=p08..0°: 0%+=arecosl;

2 Re=008 7t =arccos (—1);
tan %:oo; %:ar(:tanoo;
smz_oos— \/2

4

1
2 — are sin + \/

2—arccos—-\/2

Joonisel 37 (raadius vordub iihega) kaare suurus on
tahistatud tahega @, kaare siinus tdhega m ja kaare tan-
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gens tahega p. Jarelikult . on kaar, mille siinus on m ja
tangens on p, ehk:
2 = arc sinm; & = arctan p.

Kasutades trigonomeetrilisi tabeleid,

me lahendame kahesuguseid iilesandeid :

% 1) kui on antud kaar (v6i nurk), siis

otsime trigonomeetrilise funktsiooni

o vadrtust; 2) kui on antud trigonomeet-

rilise funktsiooni wvairtus, siis otsime

nurka, Viimane pole muud kui tri-

gonomeetrilise poordfunkt-

siooni leidmine tema - argumendi
jargi.

Paragrahvist 47 teame, et iihele ning samale trigono-

meetrilise funktsiooni véirtusele vastab lopmatu hulk kaari;

Joon, 37.

naiteks siinuse vairtusele % vastavad kaared: 30°, 150°, 390°,
510°% ...; neist 30° ja 150° on pohikaared ning teised saa-
dakse neist jarjest 360° lisamisega. Jirelikult on trigono-
meetrilised poordfunktsioonid mitmesed funkt-~
sioonid.

§ 49. Eelmisis méiteis me piirdusime viikseima kaa-
rega, mis vastab antud trigonomeetrilise funktsiooni vair-
tusele, kuid me voime anda ka koéigi nende kaarte iildaval-
dise, millel on antud siinuse, koosinuse v6i tangensi vaartus.
Kui moeldakse mitte viikseimat kaart, vaid koigi nende
kaarte iildavaldist, mis vastavad trigonomeetrilise funkt-
siooni antud viirtusele, siis kaare siimbol kirjutatakse suure
algustdhega, Naiteks: :

arcsin 4 = 30°, kuid Arcsin 3= m 1800 4 (—1)= - 30°
voi
arc tan 1 = 45°,- kuid Arctan 1 = m - 180° 4 45°,

3
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Need valemid on voetud § 47 (trigonomeetrilise funkt-
siooni antud vaidrtusele vastavate nurkade iildavaldis), kuid
seal need valemid olid kirjutatud ilma trigonomeetriliste
poordfunktsioonide siimboliteta.

Kui kasutada § 47 valemeid ja iildistada neid, asendades
numbrilised vidartused tahelistega, siis saame jargmise tri-
gonomeetriliste otseste ja poordfunktsioonide tabeli:

Yy =s8inx; Arcsiny—=mn+4 (—1)2-2;
Y0082 ATC COBY — 20in &
y—=tanz; Arctany—=mn-+ x;
y=cotx; Arccoty=mn-+2z

Enamasti aga otsitakse vidikseimat kaart (are),
mis vastab trigonomeetrilise funktsiooni antud viirtusele.
Seejuures koigi trigonomeetriliste funktsioonide positiivseile
vaartustele vastavad kaared voetakse I veerandis (0 kuni g),
siinuse, tangensi ja koosekansi negatiivseile vadrtustele vas-
tavad kaared voetakse I negatiivses veerandis (—g kuni 0)
ning koosinuse, kootangensi ja seekansi negatiivseile vasr-
tustele vastavad kaared voetakse II veerandis (7; kuni n).

Seega koigile siinuse, tangensi ja koosekansi voimalikele

vadrtustele vastavad kaared voetakse vahemikust ——725 kuni

-~ ning koosinuse, kootangensi ja seekansi kdigile vdima-
likele vadrtustele vastavad kaared voetakse vahemikust
0 kuni x.

Trigonomeetrilisi  poordfunktsioone nimetatakse ka

tstiklomeetrilisteks funktsioonideks, nende seotuse
tottu ringjoonega 1.

1 Ringjoon on kreeka keeles kyklos (tsiiklos). vTé'lkij a.
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IV. Nurkade summa ja vahe, kahekordse nurga ja
poolnurga siinus, koosinus ja tangens.

§ 50. Kahe nurga summa ja vahe siinus ja koosinus.
Olgu « ja f positiivsed teravnurgad, mille summa on viik-
sem kui 90°.

Ehitame ringis kesknurga « -+ g (joon. 38). Ehitame
samal joonisel nurkade a, # ja a + f siinusloigud. Joonisest
ndeme, et:

Gk, Cos a i smﬁ_—D cwﬂ_@'
R ; R ; o
sin (e 4 p) = R ; cos (a4 ) =

§ 51. a) Summa siinus. Et sin (a + p) avalrdada nur-
kade « ja p funktsioonide kaudu, selleks ehitame kolmnur-
gad, mille kiilgedeks on nende nurkade trigonomeetrilised
16igud. Selleks joonestame DE || OA ja DK || BC.

Joonisest leiame, et

FM = ME + EF = KD + EF.

Sing =

Et avaldada KD, vaatleme taisnurk-
seid kolmnurki ODK ja OBC; nad on
sarnased, sest neil on iihine teravnurk a.
Kolmnurkade sarnasusest saame:

DE. . QD o e O
R =02: DK=BC z=ME.

Loigu EF avaldame tiaisnurkseist kolm-
nurkadest FED ja OBC, mis on sarnased vastavate kiilgede
ristseisu tottu:

EF __FD

Liites tulemused ja panmes tdhele, et OB = OF, saame:

FD

OD FD
FM=ME + EF =BC -+ 0C - 5p
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Et saada 16ikude suhted ja iile minna trigonomeetrilistele
funktsioonidele, jagame vorduse mélemad pooled raadiusega:
FM BC 0D 00 FD
RN 0F+ R ‘OB ;

minnes iile trigonomeetrilistele funktsioonidele, saame:
sin (a + f) = sin a - cos f 4 cos a - sin g.
b) Summa koosinus. Et avaldada kahe nurga summa koo-

sinus mende nurkade funktsioonide kaudu, vaatleme jille
joonist 38. Joonisest leiame, et

oM
cos (a "|‘/3) = OF
Kuid OM =0K —MK—=0K—ED;
jarelikult OK ED
cos (a+ B) = 57 —oF -
Jagades viimase vorduse parema poole esimese litkme OD-ga
Jja teise lilkme FD-ga, saame:

OK OD ED FD
cos (e + f) =45 oF — FD OF

Kolmnurgast ODK: Kolmnurgast EFD:
OK ED ;
0D = €08 a. 7D = §in a.
Kolmnurgast OFD: Kolmnurgast OFD :
%12 = cos S. g—g:sin B.
Jarelikult

cos (a + ) =cos a-cos f—sin a - sin .

§ 52. a) Vahe siinus. Vahe siinuse valemi voib tuletada
kahe nurga summa siinuse ja koosinuse valemeist, toetudes
seejuures taandamisvalemeile,

Nii saame:
sin (a— p) = cos [90° — (a— p)] = cos [(90° — a) + B] =

= cos (90° — a) cos § —sin (90° — q) sin g =
=sing: cosﬁ—cos a - sin B.
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b) Vahe koosinus. Analoogiliselt eelmisega saame kahe
nurga vahe koosinuse jaoks: :
o8 (a — B) = sin [90° — (a —B)] = sin [(90° — a) 4 p] =
= sin (90° — «) cos g + cos (90° — ) sin =
= c0S a ' €OS f§ + Sin ¢ - sin .

§ 53. Seega saime jargmised neli valemit:

sin (a 4 p) =sina-cos f + cos ¢ - sin g; (I)
cos (a+ f) = cos a-cos f—sin ¢ - sin g; (I1)
sin (¢ — ) =sina-cos f —cos a - sin g; (I11)
cos (a— ) = cos a-cos B+ sina-sin f. (IV)

Nende valemite tuletamisel me oletasime, et « > 3 ja et
a-+ p < 90° jargmises paragrahvis toestame, et saadud
valemid on kehtivad iildiselt, s. t. nad on Giged ka «
ja p mistahes vidrtuste puhul.

§ 54. Paragrahvi 53 valemite iildkehtivuse tdestus. Vaatleme esmalt
summa valemeid, sest nendest on kerge tuletada vahe valemeid. Tule-
tamise! kasutame muuseas ka taandamisvalemeid, mille iildine kehti-
vus on juba tdestatud (§ 38).

I, a) Molemad 1liidetavad nurgad on posi-
tiivsed.

1) Juhul, kui a4 # < 90° on valemite kehtivus toestatud.

2) Olgu o< 90° ja A< 90° kuid a4 f> 90° Siis, vottes
a=290°—a jaf=90°—f, saame:

sin (@ 4 f) = sin [1800 — (a, + f,)] = sin (e, + B,);
cos (a + ) = cos [180° — (&, +B,)] = — cos (2, + B,).
Et a, 4 B, < 90°, siis, rakendades sellele summale valemeid (I) ja
(II) ning kasutades tdiendusnurkade omadust, saame:
sin (¢ 4 f) =sina -cosf + cosa, -sinf =
=cos a - sin f 4 sin a - cos f;
cos (a4 f) =—cosa -cosf +sina .sinf =
= —gina . sin f 4 cos a - cos f.

Nii saime sama, mis § 53.
Punktidest 1 ja 2 jareldub, et valemid (I) ja (1I) on kehtivad iga-
suguste teravnurkade puhul.
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3) Toestame niiiid, et kui valemid (I) ja (II) on kehtivad mingi
kahe nurga puhul, siis nad jaivad kehtivaiks ka siis, kui iihele nur-
gale lisame 90°. Tahistame tdhtedega o ja f kaht niisugust nurka,
mille puhul valemid on kehtivad, ning olgu a 4 90° = a . Siis en:

sin (a, 4 f) =sin [90° 4 (a4 f)] = cos (a + f);
cos (¢, + ) = cos [90° + (2 4 )] = — sin (a + f).

Toetudes ¢ ja p kohta tehtud oletusele, arendame cos (o + ) ja

sin (e 4 f). Siis saame:

sin (¢, 4+ f) = cosa - cos f — sin a - sin #; 1)

cos (e, 4- f) = — (sina - cos f + cos a - sin ). (2)

Vorduste paremates pooltes o avaldame o, kaudu. Et a 4 90° = a,
siis « = a — 90° ehk & = — (90° —a ). Siis saame:
sin & = —sin (90° —a ) = —cosa,

cos @ = cos (90° —a ) =sina,.
Asendades niiiid vordustes (1) ja (2) sin a avaldisega (— cos a)
ja cos a avaldisega sin o, saame:
sin (a, 4+ f) =sina -cos f— (—cosa ) -sinf =
=sina, - cos f 4 cos a -sin f;
— [(— cos a) - cos p + sin a -sin f] =
cos @, - cos f—sin a - sin f.

cos (o, + f)

Nii saime eelmise paragrahvi valemid (I) ja (II) nurkade
a = a-+ 90° ja f jaoks.

4) Iga positiivse nurga, mis iiletab 90°, v6ib saada sel teel, et
teravnurgale jarjest lisatakse 90°. Valemite (I) ja (II) kehtivus terawv-
nurkade puhul on juba toestatud, kuid 90° lisandamine iihele voi tei-
sele nurgale ei riku valemite kehtivust, nagu nigime p. 3. Jarelikult
need valemid on kehtivad mistahes positiivsete nurkade puhul.

I. b) tks liidetavaist nurkadest vdoi mole-
mad on negatiivsed.

Iga negatiivse nurga voib saada sel teel, et mingile positiivsele
nurgale lisatakse jarjest —360°. Positiivsete nurkade jaoks on wvale-
mite (I) ja (II) kehtivus toestatud, kuid —360° lisamine nurgale «
v0i nurgale f vo6i molemale nurgale ei muuda summa siinust ega
koosinust, ega ka liidetavate nurkade siinuseid ega koosinusi. See-
parast on meed valemid kehtivad ka siis, kui iiks nurkadest vo6i mole-
mad on negatiivsed.

Punktidest Ia ja Ib jareldub, et valemid (I) ja (II) kehtivad «
ja f mistahes viadrtuste puhul.
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II. Kahe nurga vahe.
Asendades summa valemites nurga f nurgaga —f, saame:
sin (¢ — p) = sin @ - cos (—p) 4 cos a - sin (—f) =
= sin a - cos f — cos o - sin §;
cos (e — B) = cos a - cos (—f) — sina - sin (—f) =
— cos a-cos ff + sin a - sin .
Seega on toestatud valemite (I)—(IV) iildine kehtivus.

§ 55. Kahe nurga summa ja vahe tangens. 1) Teisen-

Sones in (a4 f) __si B+ cos a - sin f
_ __sin (e ) __sina - cos cos a - sin
tan (a + f) T cos (a+pB) cosa-cosf—sina-sinf’
Et tan (« 4 ) avaldada tana ja tan g kaudu, jagame
viimase murru lugeja ja nimetaja litkmed avaldisega
€os ¢ - cos f. Siis saame:

sine | sinp
) OB, COS -
.tan(a—{—/})_l sing sin g’

" cos a cos B

tan (a + ) = ot - (V)

2) Korrates sama votet leiame: A
__ tana—tan f
!tain(a-—ﬂ)—l_*_mm. (VI)
§ 56. Kahe nurga summa ja vahe funktsioonide vale-
mite abil véime arendada kuitahes mitme positiivse ja nega-
tiivse nurga funktsioonid. Niiteks:
sin (a—p4y) =sin[(a—p) +7y]1 =
=sin (a — B) - cos y + cos (a — ) - siny;
edasi rakendame valemeid (III) ja (IV).

§ 57. Kahekordse nurga siinus, koosinus ja tangens. Vot-
tes kahe nurga summa funktsioonide valemeis f = o, Saame:

sin 2¢ = 28in g - cos a; (VII)

cos 2a = cos? ¢ — sin? g;; (VIII)
. 2tana

tan'Pa = 17:7‘,2;1?—1; . (IX)




§ 58. Et arendada nurkade 3« ja 4a trigonomeetrilised
funktsioonid, esitame nad kujul 2« + « ja 2 (2a). Niiteks:
1) sin 8¢ = sin (2a 4+ a) = 8in'2a - €08 a 4~€08 2q - Sina =
= (2sina-cos a) - cos a + (cos? ¢ — sin?¢q) - sin g =
—sin q (3 cos? ¢ — sin? a¢) = 8 8in ¢ — 4 sin? q;

2) sin 4 =sin 2 - (2a) = 2 sin 2¢ - cos 2¢ =
= 4 8in q * ¢os a - (cos? ¢ — sin2 q).

§ 59. Sagedasti tekib vajadus avaldada antud nurga
funktsioonid poole nurga funktsioonide kaudu; selleks vaat-
leme nurka kui poole nurga kahekordset ja rakendame § 57
valemeid. Niiteks:

a

s . . & Tk g _a. o,
a) sma_smz(?)_2s1n2 cos 5 ;

b) cos a = cos 2 (—‘z’) — cos? %_ sin? %

§ 60. Poolnurga siinus, koosinus ja tangens. Paragrah-
vide 12 ja 59 jargi on kehtivad vordused:
cos? & 5 + sin? f{— —1; cos? g—lsi\nQ—g = CoS a.

Liites ja lahwt@des need vordused liikmeti, saame:

2cos o =14 cowa ja 2sin24o=1—cosqa

2
Jja siit: ln-_+V1_cosa (X)
e cos 5 = = lich’s—“ (XT)

Jagades vorduste (X) ja (XI) vastavad pooled, saame:

‘ ool 1—cosa
tan 5 =+ ! e (XII) .
Paragrahvis 62 anname tan . jaoks lihtsama valemi.

Saadud valemite rakendamisel tuleb siilitada juuresiim-
boli ees kaks mérki ainult siis, kui puuduvad andmed sel-
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leks, kumb mark valida; vastasel korral votame iihe, nou-
tava margi.

Niaide. Leida t.an%, kui « on nurk vahemikust 270
kuni 360° ja cos a = 0,6.

Et 270° < o < 360°, siis 135° < —2“— < 180°. Seega % on

niirinurk ja tan% viadrtus on negatiivne. Seepirast peame

otm 1-208
s tan.i;:— »1———0’6:—i.
2 1+ 0,6 2
§ 61. Kahekordsest mirgist valemeis (X) ja (XI). Kui on antud

o
2
funktsioonide midramine on iihevaidrne nende madramisega o koigi
viagrtuste jaoks, mis vastavad antud koosinuse véadrtusele. Viikseim
positiivne védrtus nende hulgas olgu ¢. Siis a =% o 4 n-360° ja

j'é.relirkult%z e i§+ n - 1800, Kaarte +_f§’_ ja —% otspunktid asetse-

cos @ ja a vadrtused ei ole piiratud mingi muu tingimusega, siis kaare

vad T ja IV veerandis; lisades neile n - 180°, saame kaared, mille ots-
punktid paarisarvulise n puhul asetsevad samades punktides (I ja
IV veerandis), ja paarituarvulise n puhul kaared, mille otspunktid
asetsevad diametraalselt vastupidistes punktides (s. o. III ja II vee-

randis). Seega kaarte % otspunktid on jaotatud koige nelja veerandi

vahel ja seepiarast kaare % funktsioonide vaartused véivad olla nii

positiivsed kui negatiivsed.

§ 62. Avaldame t.an% veel sin a ja cos o kaudu. Selleks

. @
sin +-

g ning laiendame seda murdu
L8
2

kord avaldisega 2 cos ja teinekord avaldisega 2 sin . Siis

saame (§ 59 ja 60 ‘pohJa.l) -

asendame tan% avaldisega

¥ sin —+ -+ 2 cos
a) tan 5 =
cos

t\:ls:

sin a
W + cosa’

g tan

z
a
i 2 cos

[
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sy . @
sin+ - 2 sin-
a 2 A ; « 1—cosa
N S ST SRS N L e
2 € vant 2 sin a
cos4- - 2sin

Niaide. Rakendame valemeid a ja b niitele paragrah-
vist 60, On antud, et 270° < ¢ < 360° ja cos a = 0,6; siit
saame, et

sing=—1v 1—10,62=—0,8.
Seega:
2 ¢« —08 —08 Tis
AR ek a5 7 Rt v it
ollels 10 Y SR Y Sy
) W5 o o T e

V. Avaldiste teisendamine logaritmitavaiks.

§ 63. Uldine markus. Logaritmimiseks sobivad ainult
niisugused avaldised, mis ei sisalda liitmise ega lahutamise
tehte noudeid, valja arvatud niisugused, mis on kergesti ja
vahenditult teostatavad.

Kui see tingimus ei ole tédidetud, siis tuleb avaldist tei-
sendada, kuivord see on voimalik ja kasulik. Vaatleme niiiid
tdhtsamaid niisuguseid teisendusi.

§ 64. Kahe siinuse voi koosinuse summa ja vahe teisen-
damine.
Teisendame avaldise sin o + sin . Oletame, et

a=%+y (1)

ja p=x—y (2)
ning rakendame valemeid (1) ja (III) § 53. Siis saame:

sin ¢ =sin (r + y) =sin & - cos ¥y +€os'x - sin ¥; (3)

sin g = sin (x —y) = sin« : cos Yy — cos & - sin . (4)

Siit saame:
Sina + sin g =2sin - cos y;



kuid vorrandeist (1) ja (2) jéareldub, et

+8 . i
p= 2L e g nol
seega on
sin ¢ + sin g = 2 sin .:" F . cos —T/i 5 (XIII)
Lahutades liikkmeti vordusest (4) vorduse (3), saame:
sin ¢ — sin g =2 cos@ - sin y = 2 cos - +ﬂ —ﬂ
ehk sina—sin/}:Zcosa;'ﬂ si‘naTﬂ. (XIV)
Kasutame niitid valemeid
cos (x + ¥) = cos x cos ¥y — sin & sin y (5)
ja :
cos (£ —y) = cos & cos ¥ + sin z sin y, (6)

vottes jélle
a=2+y ja p=2—Y.
Liites litkmeti vordused (5) ja (6), saame:
cos (x +9y) 4+ eos (x—y) =2 cos X cos y (XV)

Y a8 a—p
oS a + COS 1 = 2.€0S —5—— COS —5—.

Lahutades litkmeti vordusest (6) vorduse (5), saame:

ehk

COSa——COxSﬂ:——2Sina+ﬂSin ol A
—2sin 2t gnf—t (XVI)
Niiteid.
1) sin 100° — sin 160 = 2 cos 222+ 16° . iy, 1000 — 167 _

= 2 cos 58° - sin 42°,
2) cos 12° — cos 60° = 2 sin 36° - sin 24°.

T =sn (-5t =—anb

iy
1 gin —— =sin 5 =—=—in

5 5
sonastada nii: kahe koosinuse vahe vordub nurkade poolsumma siinuse
ja vastupidise poolvahe siinuse kahekordse korrutisega.

Seda valemit voib
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3) cos 50° 4 sin 70° = cos 50° + cos 20° =
= 2 cos 36° - cos 15°,
4) sin a 4 cos ¢ =sin a + sin (90° — ¢) =
= 28in 45° - cos (a — 45°) = V/ 2 cos (a — 45°).
§ 65. Teisendame veel jargmised siinust ja koosinust
sisaldavad avaldised.
a) Jagades vorduste (XIII) ja (XIV) vastavad pooled,

saame : )
sina+ sinf 2 sin#-cosf‘rr}g_sin# : sinag"i .
sina—ging: g cos%q .sin®=f  cos® TP cos 4’
jarelikult a+8
! sina-}sing i
e e B (XVII)
sina—sing 4, @ - 8
b) § 60 pohjal on:
14 cosa=2cos® = ; (XVIII)
1—cosa=2sin? 5. (XIX)
Naiteid. (g 350+ 140
sin 350 sin14°  'A0T5 T tan 24030/

) = : - = .
8in86" — sin14% 4. @—2—_140 tan 10° 30
2) 1 4 cos 10°23’ = 2 cos25°11’30”.
3) 1 —sin 40° =1 — cos 50° = 2 sin2 25°.

§ 66. Kahe tangensi vo6i kootangensi summa ja vahe
teisendamine. Et teisendada avaldised tan « =+ tan g, cot a =
+cot g, tana = cot § ja cota = tan g, selleks esmalt aval-
dame neis tangensid ja kootangensid siinuse ja koosin‘use'
kaudu, Naiteks:

sina-” Sin sin(a

a) tana--tanf =" E% =20 i%’a:; .
cos @ cosff _ sin (f—a) |
sina sinf ~ sina-sing’
sinag cosf _ _ cos(atf)
cos a sinf = cosa-sinf’

b) cot a —cot g =

c) tana—cot g =
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: § 67. Abinurga vote. Moningaid avaldisi saab kergesti

teisendada logaritmitavaiks sel teel, et mingi avaldises esinev

arv asendatakse mdne nurga trigonomeetrilise funktsiooniga.
Toome monede niisuguste juhtude néited:

1) VV5—1=1 4sin18° = 2 / sin 18°.
sin (4504 «)
cos45%.cosa”

3) sin g 4 cos a = V——Zﬂ"(sma'vl-‘:)— —}—COSa'%)—_—
=7V 2. (sina-cos45° 4 cosa-sin45°) =)/ 2.sin(a -} 45°).
4) 14+ 2sin500=2- (i— + sin 500): 2 - (sin 80° 4 sin 50°) =
= 4 sin 40° < cos 10°. :

2) 1 4tan o = tan 45° 4-tan a =

§ 68. Paragrahvis 67 toodud teisendused oli voimalik
teostada monede lihtsate nurkade abil. Vaatleme niiiid
tildist juhtu, nimelt, teisendame abinurga votte abil loga-
ritmitavaiks summa A -+ B ja vahe A—B, kus A ja B
tdhistavad mistahes avaldisi.

1) Voime kirjutada A +B=A4 (14"

E) . Votame siin

B 4 e E % .
murru — vordseks mingi nurga tangensiga, mis on alati

voimalik, sest tangensi vaartuseks voib olla mistahes arv.
Vottes g = tan ¢, saame
A+ B=A(1+4 tang¢),
kuid § 67 jargi on
__sin(45%°4-¢) .,
1+isng = cos 450 - cos ¢ ’

seega

__ 4 .sin(45°4-¢)
44 B =4 cos 45V cos
Parema poole arvutamiseks tuleb muidugi esmalt leida

(tabelite abil) nurga ¢ véartus.
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2) Samal viisil saame, et
A_B— 4 .50(45°—9)

cos450.cos g’
3) Veel saame, et

A+B 14 tang __
ASBE T I —lany = tan (45° + ¢).

§ 69. Avaldiste A + B ja A — B teisendamine muutub
ithtsamaks kui eelmises paragrahvis, kui on teada, et A ja B
vaartused on positiivsed.

1) Kirjutame A +B=A (1 —}—g—); et % on positiivne,

&t 4 B L
siis voime votta — = tan® ¢. Siis on:

A4+B=A(l +tan?gp) = Asec?p =2

T cos2ep’
2) Vahe A — B puhul, kui 4 > B, kirjutame A — B =

B A 5 B 9 b F
= | (1 ——Z) ja votame T= sin? p. See on voimalik, sest

—i— on positiivne ja viaiksem kui 1. Siis saame:
A—B=A(1—sin?¢p) = A -cos? ¢.
Kui A < B, siis kirjutame esmalt A —B=— (B—A),
ja teisendame B — A nagu varem.

VI. Trigonomeetrilistest vorranditest.

§ 70. Uldisi markusi. Vorrandit nimetatakse trigo-
nomeetriliseks, kui tundmatu esineb trigonomeetri-
lise funktsiooni argumendis. Niisugused on niiteks jargmi-
sed vorrandid:

2sin2zx }3coswe=0; sinbz=sindx; tan (a4 2)=
— mtanx (esimeses vorrandis tundmatu on argumendiks,
teises vorrandis tundmatu esineb argumendi koostises ja
kolmandas vorrandis esinevad moélemad juhud).
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Trigonomeetrilistest vorranditest tuleb eristada = ‘

trigonomeetrilised samasused: nii nimetatakse vor-
dusi, mis kehtivad argumendi kdigi vadrtuste puhul. Ni-
teks voOrduse sin?x 4-cos?2x =1 vasak pool on alati

vordne parema poolega — see on samasus, kuid vordus
sinez—cos? 2 =1 on Oige ainult argumendi mdonede
vaartuste puhul ! — see on vorrand.

Lahendada trigonomeetriline vorrand — tidhendab leida
nurgad, mis teda rahuldavad,s. o. teevad vordseks tema
molemad pooled (meid nurki nimetatakse vorrandi lahen -
deiks). Et lahendada vorrand, selleks tuleb esmalt vor-
randist miidrata tundmatu nurga mingi funktsiooni
vaartus ja selle jargi méaarata argumendi vaartus (tavali-
selt tabelite abil). Kuid § 47 me nigime, et antud funkt-
siooni vaartusele vastab 16pmatu hulk nurki. Seega
trigonomeetrilisel vorrandil (kui ta on lahendatav) on 16 p -
matu hulk lahendeid; tavaliselt leitakse mende iild -
avaldis. Olgu mingi vorrandi lahendamisel leitud, et
tan 3x — 1. Sellele tangensi vidartusele vastavad argumen-
did, mille iildavaldis on 45° + n-180° kus n on mistahes
tiaisarv., Jarelikult 8z = 45° + n- 180°; siit leiame x, kui
vorduse molemad pooled jagame 3-ga: x = 15° 4 n - 60°.
See ongi antud vorrandi lahendite iildavaldis. (Lahendamatu
vorrandi niitena voib olla vorrand 5 sin & = 7 ; sellest saame,
et sinz =%, kuid see on voéimatu, sest siinuse absoluut-
vaartus ei voi olla suurem kui 1.)

Mis puutub lahendamise votteisse, siis enamasti
on kasulik teisendada vorrandit nii, et vorrandisse jadks
ainult ithe argumendi iiks funktsioon; siis, vottes tundma-
tuks selle funktsiooni, lahendame vorrandi kui algebralise ja
heidame koérvale viimase need lahendid, mis ei saa olla méira-
tava funktsiooni vadrtusteks. Ménikord on kasulik kiisimust

1 Nditeks, kui « = 45°, siis vasak pool ei vordu paremaga.
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taandada korrutise voi murru nulliks muutumisele. Koike
oeldut selgitame n#idetega.

§ 71. Naiteid. :

I. Lahendada vorrand 2 sin?z — 3 sin .

Lahendus. Andes vorrandile kuju

8in x - (2e8in—38) = 0,

saame :

sin®, = 0; 2sinx,— 3 = 0, kust saab, et sinz, = .

ol wo

Teine siinuse vaédrtus on voimatu (sest ta on suurem
kui 1); esimesele viirtusele aga vastab x =n-180° (ehk
L= qn).

II. Lahendada vorrand 2sin?a 4 3 cosx = 0.

Lahendus. Asendades sin?zx avaldisega 1— cos?x
saame :

2:(1—cos2ix) +8cosx =0
ja seejérel cos%c—%oosx—lzo,
kust leiame:
3 BT ; 1

cos ¥ = | iV173+1; COST) =2 jacosT,=— 5.

Esimene koosinuse vidrtus on véimatu, teine aga annab

x = 360° - 1 + 120° (ehk % = 2mn + 9;’)

III. Lahendada vorrand cot (270° — z) — 3 cot .
Lahendus. Asendades cot (270°— z) ja cot z vasta-

valt avaldistega tan z ja , Saame tancx :—3~, kust

tanx
jéreldub, et tan 2 = -+ / 3. Mélemad saadud arvud véivad
olla tan & vadrtusteks: kui tanx, = + \/ 3, siis @, = 60° 4
+n-180°; kui tanz,=— /3, siis x, = —60° 4 n - 180°.
Seega iildiselt on:

v=mn-180°+=60° ehk z=an= 7.

tanx
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I1V. Lahendada vérrand ftan (« -+ x) =m-tanz, kus
a ja m tdhendavad tuntud arve.
Lahendus. Arendades tan (a« + @) saame jark-jar-

gult: tana | tanx
» 1—tanea-tanz

tanag 4 tanx =m-tanx —m -tan o - tan*x;
m-tan q-tan22x — (m —1) -tanx 4 tana =0;

= m -tan &;

m—1= ) (@m—1)2—4m-tan’a
2m - tan a '

V. Lahendada vorrand sina —cosa — V% g

Lahendus. Siin on kasulik teisendada vasak pool kor-
rutiseks (vrd. § 64, ndide 4):

LN e =

2
27

sinx —sin (90° — z) = 2 cos 459 sin (x — 45°%) =

1 .
? ’

V 2sin (x — 45%) _—_VL) ; sin (z — 45°) :%.

Siit
x, — 45° = 30° 4 n - 360°
ja x, —45° = 150° 4 n - 360°
ning jarelikult
r,="T5° 4+ n-360° ja x,=195°+ n-360°
ehk
5 ; 13
x1:1—2n+2n-n ja xzzl—zn—l—zn"ﬂ.
VI. Lahendada vorrand sin? 2 — 2 sin - cos £ = 3 cos® &.
Lahendus. Jagades mdlemad pooled avaldisega cos® x,

saame
tan? x — 2 tan & = 3,

kust leiame kaks tangensi viartust: —1 ja 3. Vastavalt nen-
dele tanz viidrtustele leiame: x = 135°+4 n-180° ehk
2, =—45° +n-180° ja , = T1°33'54” + n - 180°.
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VII. Lahendada vorrand sin 5& = sin 4.
Lahendus. sinbx—sin4x =0; 2sin —
Edasi saame: 1) sin%

'2 * COoS —gzﬂ ==
— 0, mille jirgi § —n-180° ja jire-
likult = =n-360°; 2) cos 92ﬁ —0, mille jirgi 32’”. =900 +
+ n-180° ja jarelikult & = 20° 4 n - 40°.

Seega

z, =n-360° ja z,=20°-4 n-40°
VIII. Lahendada vérrand ¢ -sinz = b - cos® 5-
Lahendus.

. x r
@-2sin - - 5
ehk

-(Za-

cos

el &

. & &x
sin 5 — b - cos ?) =0
Siit saame:

1) COS%—:O‘
ja

2) 2a-sin 5 —b - cos 5 =0, kust saame: tan & = »
IX.

Lahendada voérrand tan 5z — tan 2.

2a -
Lahendus. Andes vorrandile kuju: tan 52 — tan 2z —
R . 3 . sin(bx—2x)
=0 ja rakendades § 67, saame: ey e o 0. Sellest
saame, et sin 3z = 0, mille jargi on 3z —n-180° ja jareli-
kult x =n- 60",
X. Lahendada vorrand a-sina 4 b -cosax = c.

Lahendus. 1. vits. Et sinz ja cos z avalduvad teine-
teise kaudu irratsionaalselt, siis, eraldades esmalt

a-sina (voi b-cosx), tostame vorrandi molemad pooled
ruutu ja seejirel asendame sin®?a (voi cos® ).
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2. viis. Kasutame asjaolu, et sina ja cosa avalduvad

ratsionaalselt ’uan% kaudu ja nimelt*:

2 tan - 1— tan25-
sin a :““‘—*‘—a ja COS a — — ;* .
1 + tanQ? 1+ tangz“

Kui teeme oma vorrandis need asendused, siis saame
X ~ . . 3
tan? suhtes ruutvorrandi, millest leiame, et

RIS 2 +1Y @ b2 —¢?
tan al e b _:—c :

Siit muide ndhtub ka, et vorrand on lahendatav tingimu-
sel: a® 4 b% > 2

Kui otsitava nurga funktsiooni jaoks saadakse tdheline
avaldis, nagu niiteks kiesoleval juhul, siis seda loetaksegi
16plikuks tulemuseks. On vaja ainult uurida, missuguste
avaldises esinevate tdhtede vaidrtuste puhul on voimalik lei-
tud trigonomeetrilise funktsiooni vairtus.

3. vits. Arvude ¢ ja b mitmekohaliste vadrtuste korral
eelmine lahendamise viis muutub tiilikaks. Niisugusel juhul
antud vorrand lahendatakse abinurga vottega jarg-
misel viisil: jagades vorrandi molemad pooled b-ga ja vot-

a
= tan ¢, saame:

tes b

rtanqo-si*nx—}—casx:%—;
korrutades niitid molemad pooled cos ¢-ga, leiame:
CcOoS (x—tp) :-%'COS(,‘O.

Siit leiame esmalt x — ¢ ja siis x.

-

1 Vottes sina = 2 sin "1—) . cos % ja cosa = cosz £ y sinz & 5 jagame
paremad pooled avaldisega cos? % 34 sin2% (mis vordub 1-ga) ning

seejarel jagame lugeja ja nimetaja avaldisega COSZ%
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§ 72. Selle paragrahvi niited puudutavad vorrandi lahendite
kaotsimineku ja voorlahendite tekkimise kiisimusi.
Seejuures eeldatakse, et nende kiisimuste iildine teooria on Opi-
lasele tuttav juba algebra kursusest.

I. Kui nulliga vorduva korrutise tegur vorrutatakse nulliga, siis
tuleb jilgida, kas teine tegur ei tule seejuures o=.

Votame niiteks vorrandi sin - cot 2¢ = 0. Vorrutades nulliga
kummagi teguri, saame:

1) sin o'="0; 2 = n-'1809; " 2) cot’ 20 =10; 2% =90 4« 1809 ja
jarelikult x = 45° 4 n - 90°,

Kontrollime neid tulemusi.

Tehes antud vorrandis asenduse x = n - 180°, saame vasakul poo-
lel: sin (n - 180°) - cot (7 - 360°), mis on 0 - 0,

Et selgitada selle madramatu avaldise tdhendust, selleks teisen-
dame avaldise sin x - cot 2x; «-i igasuguste viadrtuste puhul on:
cos 2 cos 2z |
sin2x ~ 2 cosx’
tehes siin asenduse = = n - 1809, saame:

cos (3600-n) 1 e
2cos (1800-n) 2.(—1)" 2

Seega vastus © = n - 180° ei rahulda antud v6rra.ndit sest selle
E Liaan ;
Asetame antud vorrandisse « = 45° 4+ n-90°. Et teguri sinz

vaartus on sel puhul kas

sin « - cot 2¢ = sin @ -

v Sned i

vadartuse puhul vasak pool ei omanda vaartust 0, vaid +

_ voi ——1,_7, tegur cot 2x aga 0, siis kor-
]/2 2
rutise vaartus on 0, ja jarelikult see lahend on oige. Niisiis parast
uurimist selgub, et sobib ainult lahend = = 45° 4 = - 90°.
XL Lwhendada vorrand
sin 22 __cos 2z
sine ~ cosx
Lahendus. Vabastanud vorrandi murdudest, saame
sin 2% - cos © = cos 2« - sin
ehk sin 22 + cos * — cos 2% - sin x = 0.
Selle vorrandi vasak pool on vahe siinuse arendis; seega on sin x = 0,
mille jargi oleks x = n -180°. Et sinx = 0 puhul iihine nimetaja
sin « - cos * muutub nulliks, siis leitud vastus on kaheldaw.
Asetades antud vorrandisse x = m - 180°, saaksime

i 0. 0. i
sin (360 7z)=cos(360 n) e 0

sin (1800-n)  cos (1800 - n) e A S
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Et saada vasakul poolel oleva miairamatuse asemele kohasem

avaldis, paneme tédhele, et ﬂlﬁ: on samaselt vordne avaldisega
sinz

2sin © - cos @
2 cos (n - 180°) ehk 2. (—1)™.

Seega © = n - 180° ei rahulda antud vorrandit.

Kui vorrand sisaldab murdavaldisi, siis on iildiselt parem kasu-
tada jargmist usaldatavamat votet: koik liikmed kantakse iihele poole
ja iihendatakse iiheks murruks; kui voimalik, siis taandatakse see
murd ja seejarel selgitatakse, millal see murd v6ib saada vordseks
nulliga.

Toimides sel viisil antud vérrandiga, oleksime ta jark-jargult
asendanud jargmistega:

ehk 2 cos . Jarelikult vasaku poole vadrtus on

sin 2% - cos © — cos 2% - sin et sin (2x —x) '
sinx-cosx

~ sinx-cosx
1
cos x

yo S

508 < oeee e =0

Kuid seekans ei saa kunagi olla null, seepirast antud vor-
randil ei olegi lahendeid. ;

III. Kui me naites 1 oleksime jaganud vorrandi mélemad pooled
avaldisega sin x, siis oleksime kaotanud lahendi sin x = 0.

Naites VI, § 71 me jagasime vorrandi molemad pooled avaldisega
cos? v. Kuid cos ® = 0 ei rahulda seda vérrandit, jarelikult lahendi
kaotsiminekut siin ei olnud.

1V. Lahendada vorrand sin« 4+ Tcosx = 5...(a).

Lahendus. Kirjutanud sinx =5—Tcos ®...(b), tostame
moélemad pooled ruutu; siis saame:

sin2 ® = 25 — 70 cos © 4 49 cos? .
Edasi leiame: 7 19
50 cos2 x — 70 cos @ + 24 = 0; cos? © — - cos & 4= =03

28R
7 R D
g s e e e
i (- VIOO 2% 10 10"
Seega :
1) cosw, = 0,8, kust «, = n - 360° = 36052'12";
2) cos x, = 0,6, kust x, = n - 360° = 53°07'48".

Meenutame, et lahendamise kédigus kasutasime voérrandi poolte
ruutu tostmist, kuid sellest voisid tekkida voorlahendid. Nagu teada,

kust saame:
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kuuluvad niisugused lahendid vorrandile, mis erineb antud vorrandist
ainult ithe poole margilt, s. o. vorrandile sinz = — (5 — 7 cos ).
Nendeks lahenditeks on jarelikult nurgad, mille siinuse mark on vastu-
pidine noutavale. Selgitame seeparast, missugune peab olema siinuse
mark, et nurk rahuldaks antud voérrandit. Vorrandis (b) cos x asen-
damine tema vairtustega annab:
1) sinx1:5—7-0,8<0; 2) wsinx2:5——7-0,6>0.

Seega lilalsaadud nurkadest tuleb heita korvale: z = n - 360° 4
+ 36°52'12” kui nurk x,, mille siinus on positiivne, ja », =n - 360° —
— 53007°48” kui nurk x,, mille siinus on negatiivne.

Seega 16plikult vorrandi (a) lahendeiks on:

=N 3600 — 3695212 ja z,=1n- 360° 4 53°07'48".
Vordluseks lahendades antud vorrandi veel sel teel, et avaldame

sin # ja cos x funktsiooni tan >~ kaudu, saame:

1) tan = 26°33'54" + m - 180°; x = 53°07°48" 4 360° - n

2) tan = — 18026’06"" 4 n - 1800; a = — 36052'12" - n - 3 6(°

TRIGONOMEETRILISTEST TABELITEST.

VII. Trigonomeetriliste tabelite koostamisest.

§ 73. Niiiid niditame, kuidas oleks voimalik leida iga
nurga trigonomeetriliste funktsioonide ligikaudsed vidrtused.

Nagu teame, taanduvad mistahes nurga trigonomeetrili-
sed funktsioonid niisuguse positiivse teravnurga funktsioo-
nideks, mis ei iileta 45° Teame ka, et on vdimalik arvutada
koik trigonomeetrilised funktsioonid, kui on antud iiks neist,
niiteks siinus. Sellest jareldub, et piisab ndidata votet, mis
voimaldab arvutada vahemikus 0° kuni 45° sisalduvate nur-
kade siinused.

Uks niisuguseist viisidest pohjeneb sellel, et viga
vaikese nurga puhul voib siinusléigu ilma mair-
gatava veata asendada kaarega.
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Olgu néiteks joonisel 39 < AOB = 10" ( J:ooni:sel on nurga
suurus moonutatud, sest voimatu on joonestada mii viikest

N Ag s . PR -
nurka). Siinuse definitsiooni jargi peab olema sin 10" = 5

BC &
mainitud vote seisneb aga selles, et suhte —5~ asemel voe-

takse suhe :—}?— . Selle suhte arvutamiseks Kkirjutame, et

D AB= s —
kust leiame:
AR . mo
B 10807
asendades siin n tema viadrtusega,

\ AB
3A saame, et iﬁ— = 0,002908882. ..

Toskc/ 18, Selle arvu votamegi sin 10" ligikaud-
seks vaartuseks.

Et suhe =47 on kaare AB radiaanmodt, siis voime iitelda,
et viga viikese nurga siinuse me asendame sellele nurgale
vastava kaare radiaanmodduga.

Seejirel, kui oleme arvutanud 10’-se nurga siinuse, vdime,
Jark-jargult nurka 10" vorra suurendades, arvutada nii tek-
kivate nurkade siinused, kasutades kahekordse nurga ja nur-
kade summa siinuse arendisi.

Paragrahvides 74—76 toestame kolm teoreemi: teine
neist annab oigustuse asendada viga viikese kaare siinuse
selle kaare radiaanmooduga ja kolmas voimaldab hinnata
niisugusest asendamisest tekkivat viga.

§ 74. Teoreem. Kaare (viiksema kui <) radiagnmoot
on suurem kut ta sithus ja vdiksem kwi ta tangens.
Olgu 0 <a <2, kus ¢ on kaare radiaanmddt; peame

toestama, et sina < a < tana.
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Toestus. qoonestanud koolu AB joonisel 39, ndeme,
et A OAB pindala < sektori OAB pindala < A OAD pind-

. ala, ehk avaldades pindalad:

5 OA-BC < O0A-_AB <~ 0A-AD.

Siit saame, et BC < AB < AD,

ja jagades koik lilkkmed R-ga:
BOY =B VA
5 s
s. O. sina < a < tana.
§ 75. Teoreem. Nurga lihenemisel nullile nurga sii-
nuse ja radiaanmoodu suhe liheneb iihele.
Peame toestama, et kui nurga radiaanméost a-> 0,
sina

siis > 1.

Toestus, § 74 jargi on
sine < e < tana, (1)
Jagades suuruse sina jirgemooda selle vorratuse iga
liitkmega, saame:
sina

Kui nurk e laheneb nullile, siis cos a liheneb iihele. Seega
vorratuse (2) kolmas liige piiramatult liheneb esimesele.
Jarelikult peab ka vorratuse teine liige ldhenema esimesele,

seega suhte SI% piirvaartus on 1.

§ 76. Teoreem. Teravnurga radiaanmoodu jo Siinuse
vahe on viitksem kui veerand radicanmoodu kuups.

- Olgu a nurga radiaanmoot, kusjuures 0 < @ < % Peame
toestama, et a —sina < if;.

Toestus. Liahtume vorratusest % < tan % (rakendades

§ 74 teoreemi kaarele %). Korrutades mélemad litkmed aval-
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. a a . a a
disega 2cos?—-, saame: a-cos27<2s~m—-cosT ehk

Vg 2
. . . . a
a(l—-sm‘*’%) < sine, kust saame: a—sina < a-sin® 5 .

Asendades siin sin% suurema arvuga g (§ 74), saame 1opuks =
5 ad .
a—sima < T

§ 77. Rakendades § 73 mainitud votet (moningate liht-
sustustega) véib koostada trigonomeetriliste funktsioonide
tabelid, ja voites nende funktsioonide logaritmid, saame
koostada logaritmilised tabelid, mida kasutatakse trigono-
meetrilisteks arvutusteks.

Mirkus. FEelnevalt oli ndidatud, missugused voimalused omn
trigonomeetriliste tabelite koostamiseks. Selle kohta, kuidas tegelikult
olid koostatud esimesed tabelid, tahendame ainult, et tok
ajal rakendatavad vétted olid viga keerulised.

VIII. Trigonomeetrilised tabelid.

§ 78. Anname V. Bradis’e raamatus ,,Neljakohalised
matemaatilised tabelid“! toodud trigonomeetriliste funktsi-
oonide neljakohaliste tabelite liihikese seletuse.

Tabel I1X sisaldab koigi niisuguste teravnurkade siinuste:
ja koosinuste viirtusi, milles on téisarv kraade ja minuteid.
Siinuse leidmiseks tuleb vasakult otsida antud kraadide
arv ja iilalt antud minutite arv; vastava rea ja veeru 1oiku-
mise kohas leitakse otsitav siinus.

Néaiteid. sin20°12" = 0,3453,

sin 75°48" = 0,9694.

Umberpoordult, et antud siinuse jirgi leida nurk, selleks
otsitakse antud _siinuse véédrtus ning kraadide arv voe-
takse vasakult ja minutite arv tlalt:

sin & = 0,8949;  « = 63°30".

1 V6i K. Ratassepa ,,Matemaatilistes tabelites. T oim.
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Koosinuse leidmiseks tuleb kraadide arv vétta paremalt

ja minutite arv alt, naiteks:
€08'356%2’ = 0,8121.

Nurga vairtused selles tabelis on antud 6’-ste vahedega.
Vahepealsete nurkade funktsioonide leidmiseks tuleb kasu-
tada 1, 2 ja 3 minuti jaoks tehtud parandusi paremal asetse-
vaist veergudest. Naiteks:

sin 34°15" = 0,5628
[nurga 34°12’ siinusega on liidetud 3’-le vastav parandus 7
(siinuse murdosa neljanda koha iihikut)].

Et I veerandis nurga kasvades siinus kasvab ja koosinus
kahaneb, siis siinuse puhul parandus liidetakse, koosinuse
puhul aga lahutatakse.

Tabel X sisaldab nurkade 0° kuni 76° tangensite vadrtusi
ja nurkade 14° kuni 90° kootangensite védrtusi. Seda tabelit
tuleb kasutada samuti kui tabelit. IX.

Tabel XI sisaldab nurkade 76° kuni 90° tangensite vaér-
tusi ja nurkade 0° kuni 14° kootangensite vidrtusi. Neis
vahemikes tangens ja kootangens muutuvad eriti kiiresti,
seepiarast on siin nurgad antud 1 tagant; parandusi ei ole
siin vaja leida.

§ 79. Tabelid XII, XIII, XIV, XV ja XVI sisaldavad
siinuste ja koosinuste ning tangensite ja kootangensite loga-
ritme, Neid tabeleid kasutatakse samal viisil kui eelmisi.

Naiteid.

log sin 20°18” = 1,5402; log tan 61°54" = 0,2725;
log cos 26°48” — 1,9506; log cot 18°30" = 0,4755.

§ 80. Viiekohaliste trigonomeetriliste funktsioonide loga-
ritmide tabelite kasutamine. Kirjeldame Przevalski tabelite
ehitust.

Nende tabelite stereotiiiip-valjaande lk-d 62—151 sisalda-
vad teravnurkade siinuste, koosinuste, tangensite ja kootan-
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gensite logaritme, kusjuures nurgad on antud 1’ tagant ja
logaritmid on antud veaga mitie iile 0,000005.

Logaritmide tidisosad on triikitehnilistel pohjustel suu-
rendatud 10 vérra, nii et tiisosa 9 tihendab 1, tdisosa 8
tidhendab 2 jne.

Kraadide arvud, mis on suuremad kui 45, on triikitud lehe-
kiilje alumisel direl. Kui kasutatakse neid arve, siis minutite
arvud tuleb vdtta paremalt ja funktsioonide nimetused alt.

Kui nurk sisaldab ka sekundeid, siis tabelis leiduvale
logaritmile tehakse parandus. See parandus arvutatakse
proportsiooni péhjal, sest viikesed nurga kasvud ja viike-
sed logaritmi kasvud on ligikaudu proportsionaalsed.

Niaide 1. Leida log sin 34°16743”.

Lahendus. Lk. 130 leiame:

log sin 34°16” = 1,75054.
Kirjutame vilja tabelivahe d — 19. Koostame vorde:
2319 == 48 6607,
kus 2 on otsitav logaritmi parandus, mis vastab 43”-le.

Leiame: b B o Tl
=g 19 =~ 14.

Seega

log sin 34°16'43” = 1,75068.
Paranduste leidmiseks voib kasutada tabelikesi, mis on pai-
gutatud iga lehekiilje paremale direle.

Toodud ndite jaoks votame tabelikesest enne 40”-le vas-
tava paranduse (saame 12,7) ja siis 3”-le vastava paranduse
(saame 0,95), kokku ligikaudu 14.

See toimimg tuleb kirjas paigutada nii:

log sin 34°16/ =1,75054 d =19.
4= 48" + 14
log sin 34°16/43” = 1,75068.
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Nédaide 2. Leida log cos 29°45'23".
Lahendus.

log cos 29°45" = 1,93862 d
128" -l

log cos 29°4523” — 1,93859.

=3

I

Paranduse lahutame, sest nurga kasvades koosinus kaha-
neb ja samuti koosinuse logaritm.

Nidide 3. Leida logtan 57°20'30”.
Lahendus.
log tan 57920/ =0,19303 d=28.
-+ 30” + 14
log tan 57°20’307 = 0,19317.

Niide 4. Leida nurk @, kui logsinx = 1,63623.

Lahendus. Lk, 113 leiame ldhima viiksema nurga
ja teeme paranduse; toimingu paigutame kirjas nii:

1,63610 . . . . 25°38’ d = 26.
Sy © SRR R
1,63623 . . . . 2593830

@ —25°38'30/.
Koige lihtsam on votta parandus veerust pealkirjaga 26,
kus 8”-le vastab 1,3, seega 13 vastab 30”-le.
Niaide 5. On antud: logtanz = 2,95696; leida .
Lahendus.

2,95627 . . . . 510/ = 140.
480, B0
2,95696 . . . . 5°10’30”

x = 5°10"30”.



Niaide 6. On antud: log cotz = 1,07085; leida x.

Lahendus.
1,06984 . . . .. 492’ d = 150:

+101.... —40”

00088 o 4951 200
T —=4°5120°".

§ 81. Juhtum, kus tabelivahe on viga suur. Seni tegime paran-
dusi tabelis esinevale logaritmile ja tabelis esinevale nurgale, toetu-
des oletusele, et nurga kasvud ja logaritmi kasvud on vordelised. See
oletus on aga tegelikult 6ige ainult ligikaudu; kui ta oleks olnud téiesti
oige, siis iihe ning sama funktsiooni tabelivahed oleksid koik vordsed,
mida aga tegelikult ei ole, kuigi nad iildiselt muutuvad viaga aeglaselt.
Kuid tabelite esimestel lehekiilgedel viga viikeste nurkade siinuste,
tangensite ja kootangensite (ja jarelikult 90°-le viga lahedaste nur-
kade koosinuste, kootangensite ja tangensite) logaritmide vahed muu-
tuvad vaga kiiresti ning seepirast seni tarvitatud paranduste arvu-
tamisviis muutub neil juhtudel vihe usaldatavaks. Toome niite.

Tavalisel viisil leiame, et

log sin 2248” = 7,80615 — 10 + 1*’;) . 0,01930 = 7,82159 — 10,

kuna aga tdielikumaist tabeleist leiame, et log sin 2248” = 7,82166 —
-— 10, seega tavaline paranduste arvutamisviis osutub siinkohal liiga
jamedaks (viga kiiiinib 7 sajatuhandikuni).

Sel pohjusel viga suure tabelivahe juhtumil (naditeks 2°-st vaik-
semate nurkade siinuse ja tangensi puhul) kasutatakse votet, mis toe-
tub oletusele, et viaga vadikeste nurkade siinused'ja
tangensid on vordelised nurkadega (tdisnurga ldhe-
daste nurkade koosinused ja kootangensid taandatakse siinusteks ja
tangensiteks).

Niitame selle votte rakendamist ndidetes.

Niide 1. Leiame log sin 22'48”, rakendades uut votet. Selle jargi on:

sin 2248/  22'48" K sin 22/48" 22,8

29 T 99 e R T e i
sin 22 2 sin 22 22

siit saame:
log sin 22'48" = log sin 22" 4 (log 22,8 — log 22) =
= 7,80615 — 10 + (1,35793 — 1,34242) = 7,82166 — 10,
mis on kooskolas tdielikumate tabelitega.
Niide 2. Leida log tan 88°56'20”.
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Tavaline viis annab 1,73232, kuid peab olema (tidielikumate tabe-

lite jargi) 1,73231. Rakendame niilid uut viisi. Siis saame:
056'20" — 003’40” — 1 .
1) tan 88°56'20” — cot 1°03'40” = e 19057207 °
tan 100340 _ 1003/40”
tan 1003’ ~* 1003
S tan 100§’40” = 1_91 :
tan 1003’ 189
Teostades arvutuse saame:
a) log tan 1003’40 = 8,26312 — 10 + (2,28103 — 2,27646) =
= 8,26769 — 10;

b) log cot 1°03’40” — log 1 — log tan 1°03'40” = 1,73231, nagu
peabki olema (tdielikumate tabelite jargi).

Naide 3. On antud log cot o = 2,20443; leida «.

Tavalise viisi jargi saame: o = 21'29”. Arvutame uuel viisil,

Kirjutame log tan ¢ = log 1 — log cot o = 7,79557 — 10;  ldhim
viaiksem logaritm tabelis on 7,78595, millele vastab nurk 21°. Koostame
proportsiooni: o atgna;

O1L T tan21r

oletades niilid, et « = z”, saame:

x  tana
1260 ~ tan21’’
kust saame, et
log « = log 1260 + (log tan a — log tan 21') = 3,10999.

Otsime tdisarvu, mille logaritm on koige ldhem saadud loga-
ritmile, Siis leiame « = 1288. .Seega « — 1288" — 21’28”. Sama tule-
muse saame tidielikumate tabelite abil.

§ 82. Viiekohaliste tabelite abil maiaratud nurga tapsu-
sest. Selleks et mingi trigonomeetrilise funktsiooni kaks

logaritmi erineksid teineteisest 0,00001 vorra, on tarvilik,
et vastavad nurgad erineksid teineteisest %” vorra, kus d
tahistab tabelivahet (sajatuhandikes). Kui aga kahe nurga
vahe on viaiksem kui 53% , siis vastavate logaritmide vahe on
viiksem kui 0,00001 ja jarelikult, kui logaritmid on antud
viiekohaliste murdosadega, need logaritmid osutuvad vord-
seiks. Siit jareldub, ett nurga mairamise viga voib kiitindida
60[/

kuni ‘2— .
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Kuni umbes 12°-ni on siinuse logaritmi tabelivahe suu-

rem kui 60 ja jarelikult suurus %” viiksem kui 17; 12°-st
suuremate nurkade puhul on see suurus suurem kui 17, 85°
juures kiitinib juba 1’-ni ja 90°le lahedaste nurkade puhul
iiks ning sama logaritm vastab juba mitmele nurgale, nii et
siin nurga miadramatuse vahemik Kkiiiinib mitme minutini.
Seega nurga masramine siinuse ja koosinuse jirgi on vihe-
tapne; eriti ebatdpne on nurkade mairamine siinuse jargi
90° ldheduses ja jarelikult koosinuse jirgi 0° liheduses.

Tangens ja kootangens seevastu véimaldavad suuremat
tapsust, sest nurga muutudes tangens ja kootangens muu-
tuvad kiiremini kui siinus ja koosinus, nii et nende logarit-
mide (iihine) tabelivahe on alati suurem kui vastav vahe
siinuse ja koosinuse puhul. Koige halvemini teostub nur-
kade méadramine tangensi ja kootangensi jargi 45° ldhedu-
ses, kuid isegi seal nurga mé#dramise voimalik viga jadb
viiiksemaks kui %2, s. o. viiksemaks kui 2,4”.

252

KOLMNURKADE LAHENDAMISEST.

IX. Taisnurksed kolmnurgad.

§ 83. Taisnurkse kolmnurga elementide vahelised seosed.
Paragrahvis 20 olid tuletatud tdisnurkse kolmnurga elemen-
tide vahelised trigonomeetrilised seosed; nimelt

B olid trigonomeetriliste funktsioonide definit-
sioonidest tuletatud jargmised valemid (joo-

nis 40) :
7 a sinA:%; oosA:%; tanA:%.
Avaldades neist valemeist «, b ja ¢, leid-
b sime :
i 1) a=c-sind; 2) b=c-cosA;
Joon. 40, 3) a=>-tan A.




Nende valemite sonastused on antud § 20—21. Nendele tuleb
lisada veel kolm geomeetria kursusest tuntud valemit:

A4+B=90% 2=a?+ b S=_ab.

§ 84. Igasuguse kolmnurga elementide vahel on olemas @inult
kolm iseseisvat seost. Kolmnurga moodustavad kolm kiilge ja kolm
nurka, kuid kolmnurga ehitamiseks piisab, kui nendest kuuest ele-
mendist on teada kolm (valja arvatud kolme nurga juhtum).

Siit jareldub, et ka arvutamise teel voib madrata k olm kolm-
nurga elementi, kui on antud iilejainud elemendid. Selleks peab aga
olema kasutada kolm iseseisvat vorrandit, mis seovad kolmnurga
elemente iiksteisega. Kui vorrandeid on saadud enam kui kolm siis
moned neist on jareldused teistest.

Taisnurkses kolmnurgas tavaliselt loetakse pohiseoseiks jargmisi:

A+B=90% a=c-8inA; b=ccosA.

Ulejaanud seoseid saab tuletada mendest.

§ 85. Taisnurkse kolmnurga lahendamine. Kolmnurga
pohielementideks loetakse tema kiilgi ja nurki. Seepirast
taisnurkse kolmnurga lahendamisel voib esineda 4 jargmis-
tes paragrahvides eriteldud juhtumit, séltuvalt sellest, mis-
sugused elemendid on antud. Seejuures peab andmete hul-
gas olema viahemalt iiks joonelement, sest vastasel korral
poleks voimalik leida kolmnurga mooteid ; ainult kolme nurga
jargi on voimalik ehitada kuitahes palju iiksteisega sarna-
seid kolmnurki.

Kolmnurkade lahendamine (nagu muudegi matemaati-
liste iilesannete lahendamine) viiakse ldabi algusest lépuni,
kui voimalik, iildisel kujul; hiljem asendatakse tihed numb-
riliste andmetega ja teostatakse arvutused. Koik jargmised
néited on lahendatud Bradis’e tabelite abil: esimestes niide-
tes on kasutatud trigonomeetriliste funktsioonide ja hilise-
mais nende logaritmide tabeleid.

Viiekohaliste tabelite kasutamise puhuks on toodud kolm-
nurga lahendamise niiteid ka nende tabelite abil.
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§ 86. 1. juhtum. On antud hiipotenuus ja iiks terav-
nurk (¢ ja A). Leida teine teravnurk, kaatetid ja pindala
(B 0B ga:S);

I. Lahendus iildkujul

B=900—A: a—=c¢-sinA;: b=—=—c Co8A;
S:%ab:c;-sinA -cos A :%2 - sin 2A4.

II. Numbriline ndide: ¢=627; A =23°30".

Lahendus.

B = 90° — 23930’ = 66°30"; « = 627 - sin 23°3(’.

Bradis’e tabelist IX leiame sin 23°3(0/ = 0,3987, jareli-
kult on:

a = 627 - 0,3987 = 249,9849 ;

a =~ 250 (pikkusiihikut) ;

b = 627 - cos 23°30" = 627 - 0,9171 = 575,0217 ;
b ~ 575 (pikkusiihikut) ;

- % . 249,98 - 575,02 = 71 872 (ruutiihikut).

§ 87. 2. juhtwm. On antud kaatet ja teravnurk (a ja A).

Leida B, ¢, b ja S.
I. Lahendus iildkujul
A . Socols. a . AR a gy & .
B =900—A; C=g0g0 b_m_a cot A4;
b 2
S:%:%'cotA.
H: Numbriline naide: a—=18; A — 479,
Lahendus.
T i ¥ PRinn L DEE ST |- T
B =900 —= A0 —FRu= ¢ = Gnam = 07314’
¢ = 24,61 (pikkusiihikut) ;
b =18 cot 47° = 18- 0,9325;
b = 16,79 (pikkusiihikut) ;

S ="%".0,9325 = 151,07 (ruutiihikut).
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§ 88. 3. juhtwm. On antud hiipotenuus ja kaatet (¢ jaa).
Leida 4, B, b ja S.

I. Lahendus iildkujul

sinA:%; cos‘B:%; b=V ¢c2—a?; S:%\/cz—oﬁ.

II. Numbriline maide; ¢—=65;: a=—16.

Lahendus.

sin 4 = })—f —0,2461; A — 14°12’ + 3’ — 14°15’;

B = 90° — 14°15’ — 75%5’;

b=1/652—162= /(654 16) - (656 — 16) =
=\ 81-49=9-17;

b = 63 (pikkusiihikut) ;

S =1%.63 =504 (ruutithikut).

§ 89. 4. juhtum. On antud molemad kaatetid (a ja b).
lLeida A, B, ¢ ja S.
I. Lahendus dildkujul
tanA:%; tanB:%; c=1V a®+ b%; S:';b.
11 N pmbriline ndide: . a—=25;. b =40.
Lahendus.
tand =2 -0,625; 'A = 8%°; B =58Y;

¢ =1/ 252+ 402~ 47,2; S =500 (ruutiihikut).

Taisnurkse kolmnurga lahendamine neljakohaliste
logaritmide tabelite abil.

§ 90. 1. juhtum. On antud hiipotenuus ja teravnurk:
¢ —=2874 ja A = 42°06’. Leida B, a, b ja S.
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Lahendus.
1) B —90° — 42006/ — 47°54’,
2) a=-c-sind;
a = 287,4 - sin 42°06';
log @ = log 287,4 4 log sin 42°06;
log 287,4 — 2,4585
log sin 42°06” = 1,8264
 loga=2,2849
&= 192,7.
) b= cxcosl;
b = 287,4 - cos 42°06’;
log b = log 287,4 -+ log cos 42°06";
log 287,4 = 2,4585
T log cos 42006” = 1,8704
log b = 2,3289
b — 2150
4) =5 ab; S=0,5-1927 213.2;
log S =log 0,5 + log 192,7 4 log 213,2;
log 0,5 = 1,6990
log 192,7 = 2,2849
> log 213,2 — 2,3289
log S =4,3128; S = 20 550 (ruutithikut).
§ 91. 2. juhtum. On antud kaatet ja teravnurk: e =
=1797,9 ja A =66°36’. Leida B, ¢, b ja S.
IL.ahendus. 1) B = 90— 66%36" —23°24’;
By gonl B v TR
sinAd "’ sin 66036’
log ¢ = log 797,9 — log sin 66°36’;
log 797,9 = 2,9020
~ log sin 66°36' = 1,9627
log ¢ = 2,9393
¢ = 869,6.
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8) b=a-cotA;
b ="797,9. - cot 66°36';
log b = log 797,9 -+ log cot 66°36';
log 797,9 = 2,9020
a log cot 66°36’ = 1,6362
o log b = 2,5382
b= 845.8.
4) 8 zé_ ab; §=- -797,9345,3;
log S =log 0,5 -+ log 797,9 -+ log 345,3;
b log 0,5 = 1,6990
log 797,9 = 2,9020
log 345,3 — 2,5382
log S =5,1892; S = 137 800 (ruutiihigkwt).
§ 92. 3. juhtum. On antud kaatet ja hiipotenuus: a =
— 35,47 ja ¢ = 45,98, Leida A, B, b ja S.
Lahendus.
a < Coid 35,47
1) ~=sind; sinA = 5e3’
log sin A = log 35,47 — log 45,93 ;
 log 35,47 = 1,5499
log 45,93 = 1,6621

log sin A = 1,8878

A =50°34",
2) B = 90° — 50034’ — 39926'.
3) b=a-cot'4;

b = 35,47 - cot'50°34’;
log b = log 35,47 - log cot 50°34’;
log 35,47 = 1,5499
log cot 50°34" = 1,9151
log b = 1,4650
b =29,17.
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Py _;ab; S :% - 85,47 - 29,17
log S = log 0,5 + log 35,47 -+ log 29,17
log 0,5 = 1,6990
+1og 35,47 — 1,5499
log 29,17 = 1,4650
 logS=27139; S=517,5 (ruutiihikut).

§ 93. 4. juhtum. On antud molemad kaatetid: a = 104
ja b = 20,49. Leida A4, B, ¢ ja S.

Lahendus.

a P 1)
log tan A = log 104 — log 20,49 ;
log104 = 2,0170

"~ log 20,49 = 1,3115
log tan A = 0,7055
A — 7851,
2) B'=100%= 7891 —1109".
(e 25 104
sind’ ¢~ SinTsosr ’
log ¢ = log 104 — log sin 78°51’;
log 104 = 2,0170
" log sin 78°51" = 1,9917
logic-=2,0258
¢=106.

<

Shigi=

4) S:%ab; S:,§-104-20,49;

log S = log 52 - log 20,49 ;
. log 52 =1,7160
' log 20,49 = 1,3115

log S = 3,0275; S = 1065 (ruutiihikut).




Taisnurkse kolmnurga lahendamise niiteid viiekohaliste
tabelite abil.

§ 94.
(c ja A).

1. juhtum. On antud hiipotenuus ja teravnurk

Numbriline ndaide: ¢=457 ja A = 32°40'15".

Arvutus:

B =90°— A = 57°19'45".

a—=c-sin4
% log ¢ = 2,65992
log sin A = 9,73224 — 10

b=c'sinB
log ¢ = 2,65992

|
- log sin B = 9,92520 — 10

log a = 2,39216
a = 246,69

log b = 2,58512
b= 384,7

log 0,6 = 9,69897 — 10
& log a = 2,39216
S = 0,5-ab. log b = 2,58512

log S = 4,67625;
§ 95. 2. juhtwm. On antud kaatet ja rberavglrurrk (aja A).

S = 47 451 (ruutiihikut).

Numbriline miide: a=09,82 ja A =63°21'45".
Arvutus:
Bi—90%— A — 2693815
c:*a—; fomer __'L,
sin A tan 4

ik log a = 0,99211
log sin A = 9,95127 — 10

log @ = 0,99211
“log tan A = 0,29966

log ¢ = 1,04084
¢c'=+10.986

log b = 0,69245
b = 4,9255

Pindala arvutame valemi jargi: log S = log 0,5 -+ log a -+
+ log b ja saame S = 24,184 (ruutiihikut).

§ 96. 3. juhtum. On antud hiipotenuus ja kaatet

(c ja a).
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Numbriline naide: ¢=058,5 ja & = 47,54.

Arvutus:
|

sin 4 = I b=c-sinB
log @ = 1,67706 % log ¢ = 1,76716
"~ log ¢ =1,76716 log sin B = 9,76548 — 10
log sin A = 9,90990 — 10 log b = 1,53264
A =510 b = 34,091
B = 90° — A = 35°38/40” |
Pindala S = 810,34 (ruutithikut).
4. juhtum. On antud mélemad kaatetid (a ja b).
Numbriline ndide: «=23214 ja b =38 947.
Arvutus:

-tanA:% a

|
4
|
i
\

Ci= -
‘ =4 5 sin 4
e }ggz e 4’23328  loga=4,365T5
o s log sin A = 9,70926 — 10
S 27 — 10
3 raswiiy Mineby log ¢ = 4,65649
o 59012/13/r o= 341

Pindala kohta saame: S =15 - 12’— = 38947 -11 607 =
=452 057 829 (ruutiihikut).
Mirkus. Ménikord ¢ arvutamiseks sobib ka valem ¢ = V a2+ b2,
Olgu niiteks @ =400 ja b =503, siis on kerge leida vahenditult:

a2 = 160 000 ja b2 =253 009 ja jarelikult ¢ = V 413 009. Rakendades
niitid logaritme saame: logc = 2,80798 ja c¢ = 642,66.

X. Kaldnurksed kolmnurgad.

§ 97. Kaldnurkse kolmnurga elementide vahelised seosed.
Algame geomeetrilisest seosest kolmnurga nurkade vahel:
A 4+ B 4+ C = 180°.

Mainime méningaid jareldusi sellest.
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a) Et A ja B+ C summa on 180°, siis nende siinused
on vordsed ja koosinused erinevad ainult mirkide poo-

lest. Seega sin (B4 C) =sinA; cos (B4 C) =—cos A ja
cos A =—cos (B4 C).
Samuti tan (B 20— =~ tan 4.
b) Et = +C summa on 90° siis nende kaasfunkt-
sioonid on vordsed (§ 17). Naiteks:
sin Ej—; = coS -4—; sin i; = Co8 ff—';—_—o jne.

¢) On kas'ullk meeles pldada veel jargmisi seoseid kolm-
nurga nurkade vahel:

1 SinA-i—simB—{—siwnC:élcosff - e,

o "COS 5+ CO8 o ;
2) tan A + tJanB+tanC:¢anA fcanB tanC
3) cot% -+ cort»f— + cot '(j — cot 1 cot ~ cot e
Nende valemite tuletamise jét‘ame opplasele.

§ 98. Lemma. Iga kolmnurga kiilg vordub kolmnurga
simber joonestatud ringjoone libiméoodu ja vastasnurga sii-
nuse korrutisega.

Tahistanud iimberjoonestatud ring-
joone raadiuse tidhega R, toestame niiteks,
et a =2R -sin A, olgu A terav- v6i miiri-
nurk.

Toestus. 1) Olgu A teravnurk (joo-
nis 41). Joonestame kiilje a iihest otspunk-
tist iimberjoonestatud ringjoone ldbi-
moodu ning iihendame kiilje ja 1dbimoodu
teised otspunktid; siis saame tdisnurkse Joon. 41.
kolmnurga. Joonisel 41 on selleks kolm-
nurgaks BDC; sellest kolmnurgast saame § 21 pohjal, et
BC =BD -sinD ehk a¢—=2R-sinD; kuid £D=2A4A1%
jarelikult @ = 2R - sin A.

"1 Nii iiht kui teist moodetakse poolega kaarest BC.
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2) Olgu A niirinurk. Teeme sama abikonstruktsiooni
nagu p. 1. Tdisnurksest kolmnurgast BCE (joon. 42) leiame,
et @ =2R-sinE; kuid E + A = 180°, jarelikult sin E =
— sin A. Seepirast ¢ = 2R - sin A.

Seega on iildiselt:

a—=2R-sinA; b=2R-sinB;

c—=—2R: sin C.

§ 99. Teoreem. Iga kolmnurga

kiiljed on vérdelised vastasnurkade

stinustega.
Peame toestama, et
Joon, 42. a b ¢

sind snB  sinC’

Toestus. § 98 jargi on igas kolmnurgas:
a=2R-sinA; b=2R-sinB; ¢=2R sinC.
Siit leiame:
2QR=_-2_; 2R =

X 8 b aEiie
sind ’

SnB’ =sncC’
jarelikult : a b PR

sind . sinB .ginC.

Seega iithes ning samas kolmnurgas kiilje ja ta vastas-
nurga siinuse jagatis on jadv arv ja vordub iimberjoonesta-
tud ringjoone ldabimodduga.

a b c

= = saame lilkmete {imberpaiguta-
sind sinB sinC SR

Vorretest

mise teel:
a:b:c=sinA :sin B : sinC,

s. 0. iga kolmnwrga Kiiljed suhtuvad magu mende vastasnurkade sii-
nused.

Niide. Leida suhe a:b:¢, kui A:B:C=3:4:5.

Et A + B + C = 180°, siis esmalt jaotame 180° suhtes 3 :4 : 5.
Siis saame: A =45°, B=60° ja C =75 Niiiid saame teoreemi
pohjal, et a:b:c=sin 45° : sin 60° : sin 75°. g
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Tehes siin asendused
sin 450 = ﬁ , sin 60° = E
2 2
A ek
2 sin75°=cos§go,:%]/2+\/3,

saame parast vabastamist nimetajaist:

§ 100. Teoreem. Kolmnurga kahe kiilje summa suhtub
nende vahega, nagu vastasnurkade poolsumma tangens suh-
tub nende poolvahe tangensiga.

Toestus. § 98 pohjal on:
a-+b=2R- (sin A 4 sin B)
ja b =2R -(sin'A — 8N B);
siit saame:
«+b _ sind+sinB

a—b sinA—sinB’

Rakendades paremale poolele valemi (XVII) (§ 65)

saame . e
tan ———

oy 2
a_b_tanil—-B

2

§ 101. Mollweide valemid. Nii nimetatakse jargmist
kaht proportsiooni, mis sisaldavad kolmnurga kahe kiilje
summa ja vahe suhteid kolmanda kiiljega :

cos AT—B
o LA AT (1)
P Y T
sin —
sin A———£
a—p 2
Y =——— (2)
cos 5

Toestus. 1) § 98 jargi
a4+ b=2R (sinA +sinB) ja ¢=2R-sinC;



siit saame: @+ b sin A + sin B
NET G SRR N TREEARY (2)

Teisendame parema poole nii:
A4 B A—B

sind +sinB __ R R ey R (b)
sin C T e C 2
: 2sin - -cos 5
‘ Anp C A B c H
kuid sin J,r B — cos >, sest _zt— — = 90°% °  Péirast
murru (b) taandamist saame 16plikult :
" A—B
P s
G RS
511'172—
2) Samal viisil saame:
, PRl ol TR
T DN e e e ik
G sin C — o2 ey
2 sin e icos R cos 5%

& a

§ 102. Teoreem. Kolmnurga kiilje ruut vordub teiste
kiilgede ruutude summagae, millest on lahutatud nende. kil-
gede ja nende vahelise nurga koosinuse kahekordne korrutis.

B
f
I
C | a

1
|
1
b

A D '8,
Joon. 43, Joon. 44.

Peame téestama, et a®? = b -+ ¢>— 2bc - cos A . (nii terav-
kui ka niirinurga puhul).
Toestus. 1) Kui A on teravnurk, siis geomeetrilise
‘teoreemi jargi teravnurga vastaskiilje ruudust on (joon. 43) :
02 =b24c2-2b-4AD,
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kuid téaisnurksest kolmnurgast ABD nahtub, et AD voib
asendada avaldisega ¢ - cos A ; siis saamegi:
a® = b? + ¢>— 2bc - cos A.

'2) Kui A on niirinurk, siis rakendame teoreemi niiri-

nurga vastaskiilje ruudust (joon. 44). Siis on
a? = b% 4 c*4 2b - AE.
Kolmnurgast ABE leiame, et
AE =c:cosa;

kuid et
a = L BAE =800 =24
siis
cos g =cos 1800 - A) — -~ cos 4.
Seepéarast AE = —c¢-cos A.

Tehes selle asenduse geomeetrilisse valemisse, saame:
a? = b2+ ¢2— 2bc - cos'A,
S. 0. sama, mis esimeselgi juhul.

§ 103. Valem kolmnurga nurga maaramiseks tema kolme
kiilje jargi.

1) Valemist a? = b2 4 ¢2— 2bc - cos A leiame:
. o e cpmad

2bc 2
kuid mitmekohaliste arvude puhul selle valemi
kasutamine osutub tiilikaks.

2) Jargmiste teisendustega on voimalik sellest valemist
tuletada valemid, mis sobivad logaritmimiseks :

cos A =

1—cosd = ik oos A =
s M e __ et bitertaz
¥ e e o S e
a2 — (b—c¢)2 ‘ B LT e
SR R i peER i
.._((l-+-b—cr)(a—b_-}v-.ﬂc)r‘l _(t+eta)bte—a)
- - 2be 1 e She
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Asendades vasakud pooled § 60 jargi ja tehes paremates
pooltes asenduse @ 4 b + ¢ = 2p, saame edasi:

2 sin? 5')1 ey AR R MP - B)

2he

oin ,j L) —_%2:1) (XX)
A 2p 2(p—a)
2 cos? 4 o st
4= ]/p(pf = (XXI)

Et pool kolmn-urga nurka on alati viaiksem kui 90°, siis

(T A i i , 5 :
sin - ja cos - on positiivsed, mida ongi arvestatud juuri-

misel. Jagades vorduse (XX) vordusega (XXI), leiame:
ni=] (ﬁ,};(,z}iﬁa) L (XXIT)

Valemid nurkade B ja C leidmiseks voib kirjutada ana-
loogiliselt nurga A jaoks tuletatud valemiga.

Valemile (XXII) voib anda teistsuguse kuju, mis on
sobivam arvutamiseks sel juhul, kui on vaja méiarata koik
kolm nurka. Laiendades juuritavat avaldisega p—«,
saame: i

PN A Tt LR T
&~ p-—a, p

Siin juuritav ei olene sellest, missugust nurka parajasti lei-
takse. Tahistades juure vairtuse tdhega k, saame:
A k B k Cc k

tan - =-——, tan 5-=—-, tan=——,

AR R 27 p—e

kus k:]/(p—a,)(p;b)(p—c) : (XXIII)
§ 104. Kolmnurga poolnurga tangensit on voimalik
avaldada ka sissejoonestatud ringjoone raadiuse abil.
Olgu (joon. 45): O sissejoonestatud ringjoone kesk-
punkt, D, E ja F puutepunktid ning » ringi raadiuse pikkus.
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Tahendame, et sirged OA, OB ja OC poolitavad kolmnurga
nurki ja et iihise tipu juures olevad kiilgede 1digud on vord-
sed (niditeks AE = AF).

Esmalt avaldame need ldigud. Tahistanud nad tippude
A, B ja C juures vastavalt tdhtedega x, y ja z, ndeme, et
kolmnurga ABC iimbermddt on 2% 4 2y 4 2z. Seega
z4+y+2z=0p, kuid ¥y + 2= BC = a, jarelikult z =p—a.
Samuti leiame, et y —=p—0> ja
2z = p— c. Taisnurkseist kolm-
nurkadest leiame niiiid:

2 p—a 2 p—>b
Cc r
tan?= p—ec . (XXIV)

Et neid valemeid saaks
kasutada arvutusteks, siis tuleb
enne maidrata » (v6i ainult
log 7). Seda teeme geomeetriast tuntud valemite abil *:

Joon, 45.

S=r-p ja S=Vpp—e)(p—>b)(p—e),

kust saame: s O _V (p—a)(p—b)(p—c)
P b

(Vorreldes viimast avaldist & avaldisega § 103, ndeme, et
= 7‘.)

§ 105. Iseseisvaist seoseist kaldnurkse kolmnurga kiilgede ja nur-
kade vahel. Nagu nigime § 84, peab niisuguseid seoseid olema kolm.
Valime pohiseoseiks jargmised:

A4+ B4 C=180° (a)
a b ¢
ning* oA “nB " sinC’ i
ja niitame, et koik teised seosed saab tuletada nendest.
R Rt c+b+a

c-r. b

1 8S=A0B + AOC + BOC = ——+——+ 5 =T o
=r7r.p. 2 Z 8
2 Siin on kaks iseseisvat vorret:

e BRSPS SPRER N
sind —snB ' sind_sinC"




§ 100 ja 101 saadud vorded olidki tuletatud vorretest (b).
Kuid § 102 me ldhtusime geomeetrilisest teoreemist. Nditame
niitid, et seal saadud seost on voimalik tuletada seoseist (a) ja (b).

Tahistades vorretes (b) iga suhte viirtuse tahega m, saame:

a=m-sinAd; b=m-sinB; c¢=m-sinC, (c)
Véotame vorduse a = m - sin A. Et (a) jargi on A 4 (B + C) = 1809,
siis sin A = sin (B + C). Seega on @ = m - sin (B + C) ja jirelikult
a2 =m? . sin2 (B 4+ C). (d)
Teisendame jargmiselt:
sin2 (B + C) = (sin B - cos C 4 cos B - sin C)2 =
= sin2 B(1 — sin2 C) + (1 — sin2 B) sin2 C +
+ 2sinB-sinC - cos B - cos C =
=sin2 B 4 sin2 € + 2 sin B - sin C(cos B - cos C —sin B - sin C) =
=sin?2B +sin2C+2sin B -sin C - cos (B +C);
kuid cos (B 4 C) = —cos A, jarelikult
sin2 (B 4 C) = sin2 B + sin2 C — 2sin B - sin C - cos A.

Tehes vorduses (d) selle asenduse, saame:

a2 =m?.sin? B + m? - sin2 C — 2(m - sin B) (m -sin C) - cos 4,
ehk, arvestades vordusi (c),

a2 = b2 4 ¢2—2bc - cos A,

§ 106. Kolmnurga pindala valemid. Geomeetriast on
tuntud jargmised: kolmnurga pindala valemid:

8 &2 bhy; (1)
S=vpp—a)(p—Db)(p—c); (2)
S=r-p, (3)

Tuletame niiiid valemid, mis sisaldavad nurki.

§ 107. a) Votame valemi S =, bh,. Et siin asendada
h,, selleks vaatleme jooniseid 43 ja 44: kui A on teravnurk,
siis h,=c-sinA; kui A on niirinurk, siis #,=c sina =
=c-sin (180°— A4) = c¢-sin A. Kummalgi juhul saame, et
h,=c-sinA, s.o.iga kolmnurga kérgus vordub kiilje ning
selle kiilje ja aluse vahelise nurga siinuse korrutisega.
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Tehes valemis S = %bhb asenduse h, = c¢-sin A, saame:
S =, be-sin 4, (XXV)

s. 0. kolmnurga pindala vordub tema kahe kiilje ja mende
vahelise nurga siinuse poole korrutisega.

b_c

b) Seosest ks A B =m0 leiame, et
a-sin B @ - sin C
sind B g Tain A

Asetades need avaldised valemisse S = ,bc -sin A, saame:

P a2 - sin B - sin C

Et sin A = sin (B + C), siis viimase valemi asemel voib
kirjutada ka nii: p
sin B -sin C

— a‘ e e LB LN,
S_i‘f.sm (BEC)i:

§ 108. a) Geomeetriast tuntud lkolmnu‘rga pindala vale-
mit, mis sisaldab kolmnurga kolm kiilge, on kerge tuletada
ka trigonomeetriliselt. Ulal leidsime, et

ot ¥ L g Cohd A
S =+-bc-sin A, kuid sin A =2 sin 5--cos5-.

Asendades sin—f{ ja cos ﬁ § 108 jargi, saame:

_bcl/(p—b)(p—c) V&;_a)_:

=V p(p—a)(p—b)(p—¢).
b) § 108 jargi on:

A _ 1/ @—b@—c) . B_ 1/ e—a)yp—e¢) .
ol _V p(p —a) ; tan R p(p—0) i
an C 1/ T=G=0)
4 p(p—c¢)
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Korrutades nende vorduste vastavad pooled, saame péarast
taandamist juuritavas:
L o C_1/ p—a)(p—0b)(p—c) __
tan7 1:an2 tan 5 _V o —
_Vp(p—a)(p—b) ®—e) _ 8
o vt e

[

kust leiame, et
S=p* tan 5 -tan 2 -tan <. (XXVI)
(Viimast valemit on muide hea kasutada kolmnurkade
Jahendamisel kontrollvalemina.)
§ 109. Umberjoonestatud ringjoone raadiuse valemid.

1) § 98 jirgi @ = 2R .sin A. Siit saame R = __“

2sinAd
2) Avaldades sin A vordusest S = % be - sin A, saame sin A = iS ¥
¢
Tehes selle asenduse p. 1 saadud valemis, leiame: R = 34993.

§ 110. Sissejoonestatud ringjoone raadiuse valemid.
1) Valemist S =1p jareldub r= 5 .

r

2) Joonisest 45 leiame 7= - tan ‘% ; kuid o =p—a, jarelikult

r=(p—a) tan-“}
B

>
2

3) Kolmnurkadest BOD ja COD joonisel 45 leiame: y = r - cot

G20 oG g . Liites need vordused liikmeti ja asendades ¥ + 2z a-ga,

saame: sm(_1i+£) : e
a-:fr-(cotg+cot~§):'r- B2 2O=1'- 5 8 '
> sin -sin — sin = - gin
2 2 2 2
kust leiame: G B e C
gk
riss A —
oS
2
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Kaldnurksete kolmnurkade lahendamine loomulikkude
vaartuste tabelite abil.

§ 111. 1. juhtwm. On antud iiks kiilg ja kaks nurka
(¢, B ja C). Leida A, b, ¢ ja S.
I. Lahendus iildkujul

1) Nurga A avaldamiseks kasutame kolmnurga nurkade
summa valemit:
A+ B+ C=180°; A=180°— (B+ C).
Kiilgede b ja ¢ leidmiseks kasutame siinuseteoreemi :

R et e Y ROSCWNOR KT
Ry ey A e leee s el R
)," R LowesinC, c__»_{l-;sinic_

sin4d~ sinC’ A T sin(B+C)’

4) Pindala arvutamiseks vdoime kasutada iiht jargmisist
valemeisti:
8 —é—ab SO S ”2) siin(gflg)c ]
IL Numbriline naide:
a.=374 B = 86%8 ;.6 = 50%6%
1) A = 180° — (86203’ - 50°56”) = 43901’.

__37-sin86°03 _ 37-0,9976 . , 4 +.
2) b= sin 43001’ . 0,6822 b=54,1;
S5 L ST sl ST 0TT L L oy
3 6= = —gmm  °= 8L

4) S=-37-54,1-sin50°6’;  S=-37-541 0,7764;
S = 777 (ruutiihikut).
2. juhtum. On antud kaks kiilge ja nende vaheline nurk
(a, b ja C). Leida A, B, ¢ ja S.
I. 1) Kiilje ¢ lelfame koosinuseteoreemi abil:
2 —=a - b2 =2ab’cosC;
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2) Niiiid voime leida nurga A, kasutades siinuseteoreemi :

bk -y sinA___a'sinC
sind 7 sinC’ N ¢ \

3) Samal viisil:
a b :
T ey R
4) Pindala avaldame valemiga :
S = 3ab - sin C,
I. Numbriline mn#ide: e¢=110; ' b=100;
Gi=509.
1) €2 =110% 4 1002—2 - 110 - 100 - cos 50°;
¢z =12 100 4 10 000 — 22 000 - 0,6428;;
¢ =892

2) sin A =100 . gy 4 —0,9445; 4 =709 Vo
109°117; f

3) sin B = 120094 ; 5in B = 0,8586; B =59°10"

Kontroll: A 4+ B 4+ C = 7049 + 59°10’ 1+ 50° —
= AY9959

Kontroll niitab, et suurim nurk 4 on teravnurk.

4) S=4%-110- 100 -sin 50° = 5500.- 0,766 — 4213 (ruut-
ithikut).

Ulesanne. On antud: ¢ = 50, ¢ = 30 ja B = 60°. Leida b,

b-sin4

4 ja C. Vast.: b=4359, A — 8321 ja C — 36°35..
Ulesanne. On antud: b =12, ¢ =10 ja A = 54°, Leida
pindala S. Vast.: S = 48,54.

Ulesanne. On antud kolmnurga kiilg ¢ = 10 ecm ning ta
lahisnurgad B = 50° ja C = 70°. Ehitada kolmnurk joon-
laua ja malli abil; ehitada sisse- ja iimberjoonestatud ring-
jooned; arvutada A, b, ¢, S, R ja r; kontrollida arvutuste
tulemusi mootmistega joonisel.
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Kaldnurksete kolmnurkade lahendamine neljakohaliste
logaritmide tabelite abil.

§ 112. 1. juhtum. On antud iiks kiilg ja kaks nurka
(a, B ja C). LeidaA, b, ¢ ja .S,

Lahendame sama kava jargi, mida kasutasime ennegi,
kuid l6puks logaritmime wvalemid ja arvutused teostame
logaritmide abil.

Numbriline - ngide a—123b; B —= 3782 a6
== 115%18¢

Lahendus.

1) A =180°— (B 4 C);

A = 180° — (37932" - 115°18’) — 27°10;
2) WD R sipb’ o »1235-si'n 37032

SmA- smB’ " smd ' °T  emopior
log b = log 1235 + log sin 37°32’ — log sin 27°10’;
log 1235 = 3,0917
log sin 37°32" — 1,7847
— log sin 27°10’ = 0,3405
log b = 3,2169
b = 1648;
log sin 27°10" = 1,6595;
— log sin 27°10’ = — 1,6595 = 0,3405.

9) - BTN, o __ @-sinC, _ 1285 -sin 115°18' |
sin A sinC’ sind ’ £ sin 27010/ §
log e = log 1235 - log sin 115°18” — log sin 27°10’;
log 1235 = 38,0917 sin 115°18’ — sin (180° — 64%42’) —

log sin 115°18’ — 1,9562 — sin 64°42’;
— log sjn 27°10" = 0,3405 log sin 64°42" — 1,9562.
 loge—3,3884
¢ = 2446;

4) S=Lab-sinC; S=1.1235-1648 - sin 115°18';
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S = ) -1235 - 1648 - sin 64°42’;
log S = log 1235 -+ log 824 4 log sin 64°42";
log 1235 = 3,0917
log 824 = 2,9159
log sin 64°42" = 1,9562
log S =5,9638; S = 920 000 (ruutithikut).
§ 113. 2. juhtum. On antud kaks kiilge ja nende vahe-
line nurk (a, b ja C). Leida A, B, ¢ ja S.
Numbriline ndaide: a=4253, b=29,81 ja C =
L b
1) Esmalt leiame nurgad A ja B. Selleks kasutame tan-
gensiteoreemi:

A+ B A+ B
a+b—tan~—§A. ta'né__B_(a—b).tan—2
Db T R g QT at+b

tangz—

Leiame otsitavad suurused:
a4+ b=42,53 4 29,81 = 72,34 ;
@ ——=b=—42 58 298] -~ 12 72"
A - Bi=—= 1800 —— 47°147 — 132°46";

TR PRSIy A—B __ 12,72 tan 66023’
238 =eemy; tan 4B 1272 R 00RT
log tan “ % — log 12,72 + log tan 66°23' — log 72,34;

log 12,72 = 1,1045
log tan 66°23" — 0,3593 log 72,34 — 1,8593;
—log 72,34 = 2,1407 — log 72,34 — — 1,8593 = 2,1407.

log tan é{—lf = 1,6045;

Tangensi logaritmide tabeli jargi leiame nurga A—_;_—
A—B

—5T = 2195’.
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Teades nurkade A ja B poolsummat ja poolvahet, voime
leida A ja B, lahendades voOrrandisiisteemi :
A+3B

— = 66°23"
A = 88018’
B — 44°28’,
2) Kiilje ¢ arvutamiseks kasutame siinuseteoreemi:
R e _a-sinC_ 42,53 -sin47014"
sinA " sinC’ TSI AT L TR O G SRR

log ¢ = log 42,53 -+ log sin 47°14” — log sin 88°18’;
log 42,563 = 1,6287

log sin 47°14’ — 1,8657 log sin 88°18" — 1,9998;
— log sin 88°18 = 0,0002 — log sin 88°18" = 0,0002.
log ¢ = 1,4946
¢ = 31,23;

3) S=ab-sinC; §= 5 -42,53-29,81 -sin 47°14’;
log S = log 0,5 4 log 42,53 -+ log 29,81 -+ log sin 47°14’;
log 0,5 = 1,6990
log 42,53 = 1,6287
log 29,81 — 1,4743
log sin 47°14" = 1,8657
log S =2,6677; ' 'S =465.2:
§ 114. 3. juhtum. On antud kolm kiilge (a, b ja c).
Leida A, B, C ja S.
Nurgad saame poolnurga tangensi valemi abil ja pind-
ala Heron’i valemi abil :
S=vplp—a) (p—0) (p—o).
Numbriline niide: @=1537, b= 2142 js ¢ —
= 18.88.
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1) Kirjutame valemi nurga A leidmiseks:

(l’——b)(p—c)
tan— V Pp—a)

arvutame p ja beost.a:me koik valemiga noutavad tehted:
o= 1587 p—a= 994
bi==21 42 e 580
¢ =383 ¢ =1148
ép — 50,62
= 25 ol
=)/ T

log tan % =
log 3,89 = 0,5899

log 11,48 = 1,0599

— log 25,31 = 2,5967

—log 9 94 = 1,0026

; (log 3,89 + log 11,48 — log 25,31 — log 9,94) ;

log 25,31 = 1,4033
— log 25,31 = 2,5967
log 9,94 = 0,9974
—log 9,94 = 1,0026

log tan 4 = 5:1,2491;  logtan % — 1,6246;
i —22051"; A — 45%42’.
2) Midrame nurga B:
B_1/®—a) (—c). . B _ 1/ 9941148 ,
mn?“l/ SR T e s A
log tan & =+ (log 9,94 + log 11,48 — log 25,31 — log 3,89) ;

log 9,94 = 0,9974
log 11,48 = 1,0599
— log 25,31 = 2,5967
—log 3,89 =1,4101

log tan ,f.

Ni(?‘[

112

+ +0,0641;
= 47°06";

log 3,89 = 0,5899;
—log 3,89 = 1,4101;

log tan 2 = 0,0820;
B = 9412,



3) Miaarame nurga C:

tan C — )/ @—® G—b) ,
2 p(p—c)
C__ 1/ 994- 389

tan 5~ = 25,31 - 11,48 °

log tan i & ; (log 9,94 + log 3,89 — log 25,31 — log 11,48) ;
log 9,94 — 0,9974
log 3,89 = 0,5899 log 11,48 — 1,0599;

—log 25,31 =2,5967 __Jog 11,48 = — 1,0599 —

— log 11,48 = 2,9401 = 2,9401;

log tan - = . +1,1241; log tan - = 1,5621;
5= 20008'; C = 40°8',
: Kontroll:
A + B + C = 4542 1 94°12’ 4 40°06’ = 180,
4) Pindala arvutame Heron’i valemi abil: »
S=vp@—a) (p—0b) (p—c);
log S = 1 [log p + log (» — )+ log (p — b)+ log (» — ).

Asendades siin logaritmid nende varem leitud vaidrtus-
tega ja teostades arvutused, saame:
log S = 2,0252 ja S = 106 (ruutiihikut).

§ 115. 4. juhtum. On antud kaks kiilge ja iihe kiiije
-vastasnurk (a, b ja A).

Lahendus. Proportsioonist L AP A leiame:
y sin 4 a
g S;né , mille jargi saame nurga B. Edasi on:
At " St priadi S Bl
=180 (A+B),c._ % S_2 sin C.
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Vaatleme lihemalt nurga B madramist (sin B jargi). Et
kaldnurkse kolmnurga nurk iildiselt voib olla nii terav- kui
ka niirinurk, siis nurga B viartust tuleb otsida vahemikust
0° kuni 180°. Selles vahemikus iihele ning samale siinuse
vidrtusele vastab kaks nurka: teravnurk, mille leiame

tabelist, ja niirinurk, mis eelmist tédiendab 180°-ni. Seepdrast

tekib kiisimus, kas modlemad nurgad kélbavad kolm-
nur ga nurgaks, voi ainult iiks neist, ja kumb nimelt. Seda
kiisimust on voimalik lahendada antud kiilgede vordlemise
teel, sest kolmnurgas niirinurk voib asetseda ainult
suurima kilje vastas.

Oeldust selgub, et on kasulik esmalt uurida iilesannet
antud kiilgede suhtelise pikkuse alusel. (Eeldame, et a ja b
ei ole vordsed, sest kui a = b, siis B —= A.)

Uwrimus. 1. Juhtum @ > b. Sel juhtumil nurk A kui
antud kiilgedest suurema vastasnurk voib olla nii terav- kui
ka niirinurk.

Vaatleme vérduse sin B — 254 paremat poolt. Et

b < a, siis on muidugi ka b-sin A < a. Seega on sin B < 1
(ehk logsin B < 0) ja jarelikult iilesandel on olemas lahend
olenematult nurga A suurusest. Otsitav nurk B v6ib sel juh-
tumil olla ainult teravnurk, sest ta vastaskiilg ei ole kolm-
nurga suurim kiilg,

II. Juhtum a < b. Sel juhtumil antud nurk A peab
olema terav, sest ta asetseb kiilje vastas, mis on viiksem kui
teine kiilg.

Vaadeldes vérdust sinB— Ii-'—'%ni markame, et kui

b > a, siis b -sin A on kas suurem kui ¢ véi on vordne a-ga,
voi viiksem kui @, olenevalt nurga A suurusest. Vaatleme
iga voimalust eraldi,
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1) b-sin A > a, siis sinB > 1 (ehk logsin B > 0) ja
iilesandel pole lahendit.

2) b-sin A = a, siis sin B =1 (ehk log sin B = 0), jare-
likult B = 90°, s. 0. kolmnurk osutub tdisnurkseks.

3) b-sinA < a, siis sin B <1 (ehk logsin B < 0). Sel-
lele siinuse vidrtusele vastab kaks nurka: terav- ja niiri-
nurk. Kolmnurga puhul tulebki kiesoleval juhtumil
arvestada kumbagi voimalust, sest kiilg b on suurem kui
kiilg a ja kolmas Kkiilg ¢ ei saa mdjutada nurga B valikut,
kuna ¢ ise tuleb madramisele B kaudu. Vastavalt nurga B
kahele voimalikule vaidrtusele
leiame kahesugused vidrtused ka
suurustele C, ¢ ja S.

Seega tehtud uurimuse pohjal
saame juhul, kui logsin B < 0,
jarelduse: kui otsitav nurk

asetseb viiksema kiilje vastas, siis 4 P L !
ta voib olla ainult teravnurk; kui Joon. 46.

ta aga asetseb suurema kiilje vas-
tas, siis iilesandel on kaks lahendit.

Need uurimuse tulemused on tiiesti kooskélas sellega,
mis annab kolmnurga konstruktsioon samul and-
meil (tdhendame, et b-sin A on kiiljele ¢ juhitud kérgus).
Joonis 46 vastab juhtumile II, p. 3: otsitavad kolmnurgad
on ACB, ja ACB,, kusjuures ~AB.C -+ L AB.C = 180°,
Jatame oOpilasele endale teostada konstruktsioonid teistel
juhtudel.

Numbriline ndide. I. On antud @ = 700, b = 650
Ja-A = 40925,
1) Arvutame nurga B:

. oA . __ 650 - sin 40°25" |
sin B = — T s1nB_-~h7—OO—ﬂ,
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log sin B = log 650 -+ log sin 40°25” — log 700;
log 650 = 2,8129 log 700 = 2,8451;
log sin 40°25" = 1,8118 — log 700 = 3,1549.
— log 700 = 3,1549
log sin B = 1,7796
3 ==+
2) Arvutame nurga C:
C = 180%:— (40925’ 4 37°%) = 10293b'.
3) Arvutame Kkiilje ¢:

g oo e _a-8inC | 0—700"Sm102(i5'-
FRA T BING L  CaEede  epi A002BY o
log ¢ = log 700 4 log sin 102°35" — log sin 40°25’;

log 700 = 2,8451 log sin 40°25" — 1,8118;
log sin 102985’ — 1,9894 — log sin 40°25" = 0,1882;

— log sin 40°25” = 0,1882 sin 102°85’ = sin 77°25’;
e log ¢ = 3,0227 log sin 77°25" — 1,9894.

c=10b47

IO atad a =4, b=17 8 A4 =—30".
1) Arvutame nurga B:

sin B = . "s;n-A? S iiain B 7'Si4n& :
log sin B = log 7 4 log sin 30° — log 4;
log 7 = 0,8451 log 4 = 0,6021;
log sin 30° = 1,6990 — log 4 = —0,6021 = 1,3979.
—log 4 = 1,3979

log sin B = 1,9420;
B, =81908"; B, = 118%7/,
2) Nurgal C vbib olla kaks vairtust:
C,=180°—A—B, ja C,=180°—A—B,
s. 0. C, =180°— 30° — 61°03’ — 88°57" ja
C, = 180° — 30° — 118%7" = 31°03'".
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3) Samuti on kiiljel ¢ kaks viaartust:
6, = 05999 ja ¢, =4126.
{

Kaldnurksete kolmnurkade lahendamine viiekohaliste
tabelite abil.

§ 116. 1. juhtum. On antud iiks kiilg ja kaks nurka (a, B ja C).
Numbriline niide: ¢=253, B=238050148", C = 112034’

1) A arvutus.
B = 38050'48"
L C=119034
B + C = 151024’48"
A = 28085'12",
2) b arvutus.
i log a = 2,40312
log sin A =9,67987 — 10
log 2R = 2,72325
log sin B = 9,79743 — 10
log b = 2,52068
b —881,65:

Kontrollarvutus.

3) ¢ arvutus.
log 2R = 2,72325
log sin C = 9,96541 — 10
log ¢ — 2,68866
¢ = 488,27,
4) S arvutus.
S=0,5-be-sin 4
log 0,5 = 9,69897 — 10
log b = 2,52068 2
T log ¢ = 2,68866
log sin A = 9,67987 — 10
log S = 4,58818
S = 38742 (ruutiihikut).

sin ‘;
a=(c+b) C—&
# cos —5
¢ = 488,27 log (¢ + b) =2,91377"
ponis 4
bt -+ log sin f,)i = 9,39250 — 10
¢+ b=819,92 5 e

€ = 112984

B = 38050748"

C—B = 17304312"

C—B _ 36051367

4
. %

= 14017'36"

2,30627
"~ log cos —C—? B o 9,90315 — 10

log & = 2,40312,
mis on kooskolas algul véetud
log @ vaartusega (vt. b arvutust).
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§ 116 a. 2. juhtum. On antud kaks kiilge ja nende vaheline nurk (b,

¢ ja A).

Numbriline ndide: b=1123, ¢ = 2034, A — T2015'19".

1) Nurkade B ja C arvutus.
C+B+ A =180

A= T201519"
C + B = 107044'41"
T

g CT B _ 5305001

e il

= = 21034'18"
C = T502634"
B = 3201808",

2) a arvutus.
log b = 3,05038
i3 log sin A = 9,97883 — 10
. 3,02921
" log sin B = 9,72786 — 10
log a = 3,30135
@ = 2001,5

tan sziBA == Z:I—Z - tan (i-i_;—ﬁ
c=2034 c—b= 911
b=Z8 | ot b =B8N0

__ log (¢ —1) = 2,95952
log (¢ + b) = 3,49927

9,46025 — 10
-+ log tan . _;-B = 0,13671

log tan w(_)—ff = 9,59696 — 10.

3) S arvutus.
S=(b-sind) . =
log (b-sinA) = 3,02—921 1)
+ log — = 3,00732

<

log S = 6,03653
S = 1087 750 (ruutiithikut).

§ 116 b. 3. juhtum. On antud kolm kiilge (@, b ja c).
Numbriline mdide: a=.215 b=500, c=42T7.

g =215

b =500

e L4

2p = 1142
p.= BT1L
p—a= 3866
p—b= T1
p—c= 144

1) Voetud a arvutusest.

118

k arvutus.
log (p — @) = 2,55145

+ log (p— b) = 1,85126
__log (p —¢) =2,15836

1 6,56107
log p = 215664
3,80443

log k = 1,90222.



A arvutus. B arvutus.

log k = 1,90222 2 log k = 1,90222
~ log (p—a) = 2,55145 __ log (p—1) =1,85126
B *
log tanf;i = 9,35077 — 10 log tan - = 0,05096
A _ 1203826 B _ sgo211a
A = 25°16'62", B = 96°42'28".
C arvutus. S arvutus.
B log k = 1,90222 S = pr = pk.
log (p —¢) = 2,15836 log S = log » + log k = 4,65886;
; = 5 tithikut).
log tan% AR s I . T SO e KRR
i Kontroll.
= 29000’22" A .= 25°16'52!"
3 B = 0427287
C = 5800044, 2 oy

C = 58°00744"
18000004,

4" suurune erinevqs nurkade summas on seletatav sellega, et logarit-
mide vadrtused on ligikaudsed.

XI. Mootmisest maastikul.

§ 117. Uldmarkusi. Maamodduplaanide koostamise ots-
tarbel ja monedel teistel juhtudel on vaja miirata maasti-
kul esinevate joonte pikkus ja nurkade suurus. Péhiandmed
leitakse otsese mootmise teel eriliste riistade abil, teised
andmed saadakse neist arvutamise teel; nendeks arvutusteks
rakendatakse trigonomeetriat.

§ 118. Pikkuste méotmine. Sirgloiku maastikul tdhista-
takse tema otspunktidesse paigutatud histi nihtavate eseme-
tega. Kui mooddetava loigu pikkus on suur, siis tuleb enne
ajada tema siht, s. o. asetada tema sihis rida sihitikke.

Pikkuste otseseks mddtmiseks maastikul on tarvitatava-
mad maamoddukett ja moodulint.
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Kett, mille tarvitamine niitidisajal jarjest vaheneb, on
valmistatud paindumatust raudtraadist. Keti pikkus on 20 m
ja ta koosneb 100 sirgest liilist, mis on iiksteisega iihenda-
tud rongastega.

Niitidisajal enam tarvitatav moodulint on valmistatud
ohukesest terasribast. Lindi pikkus on 10—15 m, enamasti
aga 20 m, ja talle on méargitud kiimnendiku meetri suurused
jaotused. . :

§ 119. Nurgaméstjad. Riistu, mida kasutatakse nurga
suuruse médtmiseks kraadides, nimetatakse nurga-
mootjaiks.

Uhed neist on miaratud nurkade mootmiseks ainult roht-
tasapinnas, teistega moddetakse nurki nii roht- kui piisttasa-
pinnas, (Kaldtasapindadel asetsevate nurkade suurus saa-
dakse tavaliselt arvutamise teel.)

Sagedamini tarvitatavaiks nurgaméotjaiks on astro-
laab ja teodoliit.

§ 120. Astrolaab (joon. 47) koosneb limbist C,
alidaadist A ja kahest paarist dioptreist (e, b) ja
(a,, b)). :

Limbiks nimetatakse kraadidesse jaotatud ringi.

Alidaadiks nimetatakse joonlauda, mis on pooratav
limbi tasapinnas tema keskpunkti éimber. Mingi nurga moot-
misel alidaad suunatakse mooda nurga haara, s. o. sihitakse
mingile esemele, mis asetseb sellel haaral.

Alidaadi suunamiseks — viseerimiseks — on méaaratud
dioptrid. Nii nimetatakse kaht alidaadi otstesse kinnita-
tud pikergust lauakest ; neis on tehtud pikuti asetsevad pilud
— kitsamad ja laiemad. Uhe dioptri kitsa pilu vastas asetseb
teise dioptri lai pilu, millele on kinnitatud pikuti must johv.
Viseerides mingit punkti seatakse alidaad nii, et vaadates iihe
dioptri kitsasse pilusse teise dioptri johv kataks selle punkti.
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Astrolaabil on kaks paari dioptreid: iiks paar on kinnita-
tud limbi kiilge, neid nimetatakse liikumatuiks, teine
paar on kinnitatud alidaadi kiilge, neid nimetatakse liik u -
vaiks. i

Orienteerumiseks ilmakaartes on astrolaab varus-
tatud kompassiga.

Tavaliselt on astro-
laab kinnitatud kokku--
pandavale  kolmjalale
mingi seadise abil, mis
voimaldab kallutada lim-
bi tarviduse jiargi. Liht-
saimaks niisuguseist
seadiseist on poord-
pea; see on limbi telje
otsa kinnitatud kera,
mida haarab kolmjala

Joon, 48,

kiilge kinnitatud eriline sfiiriline hoidja. Niiviisi on voi-
malik poorata limbi telje iimber, mille siht on wvabalt
muudetav.
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Limbi seadmiseks rohttasapinda kasutatakse vesi-
loodi, tema seadmiseks piisttasapinda kasutatakse piist-
loodi.

§ 121. Rohttasapinnas asetseva nurga modtmiseks sea-
takse limb esmalt rohttasapinda nii, et ta keskpunkt oleks
nurga tipu kohal, mida saavutatakse pilistloodi — niidi otsas
rippuva terava otsaga pommikese — abil. Seejirel, siilita-
des limbi rohtseisu, pooratakse teda keskpunkti iimber, kuni
litkumatuis dioptreis saab nédhtavaks nurga iihel haaral aset-
sev ese; muutmata limbi asendit, suunatakse miiiid alidaad
mooda nurga teist haara ja lopuks loetakse limbilt lugem
dioptrite vahel, :

§ 122. Et moota nurka sirge AB ja rohttasapinna vahel
(sirge AB kaldenurka), selleks seatakse limb seda sirget
labivasse piuisttasapinda nii, et limbi keskpunkt asetseb sellel
sirgel ; seejérel, pidades limbi samas tasapinnas, pooratakse
teda keskpunkti iimber, kuni ta labimodt 90°—270° iihtib
plistsirgega, s. 0. kuni liikumatud dioptrid jouavad rohttasa-
pinda; muutmata limbi asendit, suunatakse niiiid alidaad
mooda sirget AB ja loetakse limbilt dioptrite vahelise kaare
suurus.

Niiiidisajal kasutatakse nurgamooétjana enamasti teodo-
liiti (joon. 48).

Teodoliidi peamised osad on peente jaotustega roht- ja
piistring ning suure suurendusega pikksilm.

§ 123. Trigonomeetria rakendusi. Me Kkisitleme siin
ainult Hhtsamaid praktilise trigonomeetria iilesandeid:
1) ligipdadsmatute kauguste leidmist, 2) korguste
leidmist ja 3) triangulatsiooni. Seejuures me piir-
dume niisuguse juhu Kkésitiemisega, kui maastikku v6ib
lugeda rohtsaks tasapinnaks v6i kui maastik voimaldab véhe-
malt moénes sihis rohtsate sirgete ajamist. Loeteldud iiles-
annete lahendamiseks on vaja esmalt moota moned pikku-
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sed ja nurgad. Pikkuste otsene modtmine maastikul on seo-

tud kahesuguste raskustega: 1) modtmise toiming ise on
tilikas ja 2) kui valitud joon ei ole tipselt sirge ja rohtne,
siis tuleb teha mitmesuguseid parandusi mddtmiste ja
arvutuste n#dol. Nurkade mootmist saab aga teostada palju
kergemalt ja voOrratult tipsemalt. Seepirast piiiitakse, kui-
vord see on vdimalik, asendada pikkuste moédtmist nurkade
modtmisega; pikkused aga saadakse enamasti arvutamise
teel. Enamasti piirdutakse iiheainsa pikkuse modtmisega ;
seda pikkust nimetatakse siis baasiks (aluseks).

§ 124. Ligipaasmatute kauguste leidmine. Siin voib esi-
neda kolm juhtumit: 1) mélemad otspunktid on ligipdiseta-

A w B

54
Joon, 49, Joon. 50.

vad, 2) ligipagdsetav on ainult iiks otspunkt ja 3) mélemad
otspunktid on ligipdidsmatud.

Kisitleme iga juhtumit,

Punkte, mille vaheline kaugus kuulub leidmisele, tihis-
tame tdhtedega A ja B.

1. juhtum. Punktid A ja B on Ulgipddsetavad
(joon, 49).

Lahendus. a) Kui punktid A ja B ei ole nahtavad
teineteisest, siis valitakse niisugune punkt C, millest on
niahtavad molemad need punktid, méodetakse nurk ACB
ning kaugused CA ja CB. Nende andmete jirgi arvutatakse
kaugus AB.
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b) Kui aga punktid A ja B on néhtavad teineteisest, siis
moddetakse kaugus AC ning nurgad A ja C. Neist andmeist
piisab kauguse AB arvutamiseks.

2. juhtum. Punkt A on lLgipddsetav, kuid punkt B
mitte (s. t. vaatlejal on vdimalik piiseda punkti A, kuid
punktist B lahutab teda mingi takistus).

Lahendus. Valinud punkti C (joon. 50) mii, et
temast on nidha punktid A ja B, mdddetakse nurgad A ja C
ning baas AC. Siis on kerge arvu-
tada kaugust AB; sest kolmnur-
gast ABC on tuntud iiks kiilg ja
kaks nurka.

3. juhtum. Punktid A jo B

o %"

// /// \\\ \\ on lLigipadsmatud (joon. 51).
e N Lahendus. Valinud ligi-
b D paidsetaval maastikuosal punktid

Joon. 51. C ja D nii, et neist on ndha punk-

tid A ja B, moodetakse baas CD

ning nurgad «, f, y ja 6. Kahest kolmnurgast, mille iihiseks
kiiljeks on CD, arvutatakse CA ja CB: nende vaheline nurk
on a— f; seega kaugust AB on vdimalik
arvutada kolmnurgast ACB. A

Voib alustada ka kauguste DA ja DB T\
arvutamisega, mille vaheline nurk on 1
y—d, ning arvutada AB kolmnur- \
gast ABD. Teist votet voib kasutada esi- x
mese kontrolliks, mis kéesoleval juhtumil v
on eriti tarvilik arvutuse keerukuse tottu. :

§ 125. Korguse leidmine. Kisitleme \
selle iilesande tahtsamaid juhtumeid. e ¢

1. juhtum. Koérguse aluspunkt on Ef—————-_%3p
ligipdidsetav. Olgu leidmisele kuuluvaks o
korguseks AB (joon. 52), kusjuures B C
punkt B on ligipddsetav. Joon. 52,
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Lahendus. Maastikul aetakse punktist B mingi roht-
16ik BC ja moodetakse selle pikkus; olgu selle 16igu pikkus a.

Seejiarel punkti C kohale asetatakse astrolaab, mille limb
on seatud piisttasapinda nii, et limbi keskpunkt D asetseb
tapselt punkti C kohal, ja méodetakse sirge DA kaldenurk
(§ 122) ; olgu selle nurga suurus a.

Veel méodetakse piistsihiline kaugus DC; olgu DC = b.

Teades suurusi @, a ja b, voime arvutada korguse :

AB=AF 4+~ EB=a -tanq -+ b.
2. juhtum. Aluspunkt on Lgipdismatu. Kujutagu nii-

sugust juhtumit koérgus AB joonisel 53. Oletame veel, et
iimbritsev maastik on rohtne,

valitakse mingi kiillalt kauge \\\\

punkt C. Asetanud selle \/';\n(\ 7
punkti kohale astrolaabi piist- \\ i
seisus limbiga, méddetakse \ e 3

sirge KA kaldenurk. Seejérel, \
muutmata limbi asendit, mia- g ___ .7 AT E
ratakse litkumatute dioptrite IL_ g g
abil maastikul mingi sirge CD - opaht st D e
limbi tasapinnas, jarelikult Joon. 53.

ka tasapinnas, mis labib sir-

get AB. Siis moddetakse baasiks valitud pikkus CD. Lopuks
viiakse astrolaab punkti D ja, asetanud ta samale kérgusele
kui punktis C, moodetakse sirge F'/A kaldenurk.

Need mootmised tehtud, on kerge arvutada korgust AB.
Wlony: s niiteks. €D —a, FD—=HEC =b,. < ALG=n" )&
ZAFG =.8. Siis on:

AB = AG 4+ GB = AF -sin g + b;

Lahendus. Maastikul '?\
|
|
i
|
|
|

125



kolmnurgast AFE leiame, et

o erema -
it sin (f—a)’
seega on
oSN f
AB = sin (f — a) +0.

§ 126. Triangulatsioon '. Mingi suurema maa-ala plaa-
nistamiseks voetakse tal ainult moned koige enam sobivad,
modda kogu maa-ala laialipaisatud punktid (niiteks punk-
tid A, B, C,... joonisel 54). Kujutledes neid punkte iihen-
datuina iiksteisega, saame kolmnurkade vorgu. Neis kolm-
nurkades moodetakse voimalikult
tapselt k6ik nurgad ja iiks Kkiilg,
niiteks AC. Vorgu koik teised 16i-
gud madratakse juba kolmnurkade
lahendamise teel, kusjuures alatakse
sellest kolmnurgast, mille kiiljeks on
baas; sellelt kolmnurgalt siirdutakse
tema korval asetsevale kolmnurgale,

Joon. 54. sealt uuele korvalasetsevale kolm-

nurgale jne. (Uhe ja sama pikkuse

leidmist kahel erineval viisil kasutatakse arvutuste kont-
rolliks.)

Pohitriangulatsiooni iga iiksiku 16igu voib omakorda votta
uue, viiksemaist kolmnurkadest koosneva triangulatsiooni
baasiks jne., millega ongi v6imalik midrata plaanil selle
maa-ala mistahes punkti asukoht, s. o. plaanistada kogu
maa-ala.

1 Triangulatsioon tahendab hulknurgalise kujundi plaani koosta-
mist kolmnurkadeks lahutamise teel. Monikord nimetusega trian-
gulatsioon iseloomustatakse plaanistamisel kasutatud mee -
todit.
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Trigonomeetrilised pohivalemid.

I. Trigonomeetriliste funktsioonide
vahelised seosed.

& sm a cos a
1. sin?2q 4 cos?q = 1. 2. tan o . 3.cotg=—-.
cos a sina

4, tang-cota=1. 5.1 4 tan® g = sec? q.
6. 1+ cot? a = cosec? «

s 1
7 Seca =58 eose ars st
cos a sSin a

II. Nurkade summa ja vahe funktsioo-
nide valemid.
1. sin (a4 ) =sina-cos f + cos a - sin fj.
8in (¢ — f) = sin a - cos f — cos « - sin g.
cos (a 4 ) = cos a - cos f — sin « - sin g.
c0s (a— f) = cos a - cos f + sin a - sin 4.

an e+ f) = Ttirlt::ata:laﬁﬂ

tana — tan
s Do R

oA W N

III. Kahekordse nurga funktsioonide
valemid.

1. sin2¢ =2sinqg-c08a. 2. cos2q = cos2q — sin? q.

S
3. ¢an2a—m.

IV Poolnurga funktsioonide valemid.

TR 1—cosa R 14 cosa
] i san— +VA———. 2. cos?_i]/———?—~.

sin a o 1—cosa
Hhardd vt bt
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V. Logaritmitavaid avaldisi.

1. sing -+ sin g =2sin — +ﬂ *1COS - —fzﬂ—.
2. sma——smﬂ—Zcos +ﬁ - sin _:ﬂ.
3. cosa+ cosf=2cos—, +ﬂ © COS - :—ﬂ
4. cosa—cos f=—2sin t’g sin - ;ﬂ;
cosa—cosﬂ«——z.sm +ﬂ sin é,{r‘,‘
5. tanq+tan g = j;’s‘;“jéfl)g
sin (¢ — )

6. taneg—tanf=———

cosa-.cosf’
7. 14+ cosa=2cos? =. 8. 1—cosa=2sin®3 .
VI. Seoseid tiisnurkses kolmnurgas.
¥ %:sinA; %:cosA; %:tanA.
2o e =0 v8in A biss oo Co8 A T g == b tan AL

VII. Seoseid kaldnurkses kolmnurgas.
W e e
sinA "~ sin B sinG
2. ¢ =2R -sin A.

3. a2=02+4 c2—2bc-cos A. Koosmuseteoreem

Siinuseteoreem.

& 2k ﬁanfl ;78 Tangensiteoreem
G e tan L? ™ | :
2 -
A8 gl B ;
g o+b_ o B 1) 6. 8—b_ S Mollweide
¢ S g 3 ¢ el (; : valemid.
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A p—b)(p—c) . B P—a)(p—o)
7. s V 5= e nom S tan o = A
2 p(p—a) ’ 2 p(p—>b) ’
= 8 Vp—a) (»p—b)
2 pip—e)
VIII. Kolmnurga pindala.
1 =
1. §= ah,. 2. S=vplp—a)(p—>)(p—c).
1 : a?-sin B -sin C
3. S=+ab-sinC. 4. S=rp. b S=—F—m——rnr
5 sin C S B S S BLC)
Tahtsamate nurkade trigonomeetrilised funktsioonid.
| | | | [
! a |
0o i 300 | 459 600 | 900 | 1800 ‘ 2700 | 3600
| ’ 5 ! | |
: o R Sl ] ; r
sin 0 5 |7V2i71/3 lioi—lio
| |
| TS = 1 bl §
cos 1}51/3 -2-1/2 5 0%—110'1
TR S e g Y3 | e S
p Y8 i r i
cot o e AT 1 ! h‘_ 0 | o 1.0 | o
b i |
Taandamisvalemid.
« | 900—q | 900+ ¢ [1800—q | 1800+a|2700—g 2700+ 3600—af3600+a"
| | | |
lsin sina | cosa cos a [ sin a i—sina]—cosa!—coszx!——sina] sine
0s | cosa [ sin « J’—sina —cosa —cosa§~sinaj sing | cosa i cos a
tan | tan « cot.a —cote ——tana} tana} cot a E—cota}—tana tan «
cot | cota | tana i—tana —cota‘ cot a i tan « ;-tana —cota} cot e
| |
sec | seca cosecaJ—coseca*—seca —Seca'——coseca coseca| seca | seC a |
sec coseca} seca | seca ; cosec ¢ .—cosec(x — seca!—seca —cosecq| COSEC ¢
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