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De formae, in quam geometra britannicus Hamilton integralia
mechanices analyticae redegit, origine genuina.

Ex quo celeberrimum ac certe sagacissimum Hamiltonii inventum geometris inno-
tuit, statim Jacobi ejus excolendi atque augendi curam suscepit, quem paulo post
alii insignes geometrac secuti sunt, inter quos hoc loco inprimis juvat in memoriam
revocare Petropolitanum Ostrogradsky, quem nuper praematura morte abreptum
dolemus. Hi omnes inventum Hamiltonianum latius extendere aliisque quaestionibus, quae
primo saltem adspectu a proposita longe remotae csse videbantur, adaptare tanto suc-
cessu conati sunt, ut methodi quac nunc ad tractanda problemata analytico - mechanica
nec non in aliis analyseos -sublimioris partibus huic generi affinibus usu veniunt, gene-
ralitate ac clegantia cum aetate prioribus comparari nequeant.

Sed quo latius patet campus investigationum ab inventis Hamiltonianis proficiscen-
tium, tanto magis nccessarinm est principia quibus inventa illa pituntur, omni cura per-
scrutari, quae in eis latent inter s¢ diversa, probe distinguere et quac in disquisitionum
continuatione permixta occurrunt, in stabiliendis fundamentis segregarc. Quoniam igitur
pracsens quaestio cum e calculo sublimiori tum ¢ legibus mechanices pendeat, operae
pretium erit, quid priori, quid alteri parti debeatur, dignbsccre. Qua cogitatione motus
cam recenti tempore omni studio in id incubuissem, ut primaria thcoremata Hamiltoniana
ad propositiones algebraicas quantum fieri posset simplicissimas revocarem, non dubi-

tavi praesentem occasionem capessere fontemque monstrare quem illis derivandis aperuisse
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mihi visus sum. Attamen urgente jam tempore primaria tantum disquisitionis meae mo-
menta succincte exposuisse hoc loco satis hahebo.

Ponamus ex argumentis wariabilibus p, p, . . . pn eorumque differentialibus con-
flatum esse aggregatum hujusmodi, quod cum quantitatem repraesentet infinite parvam

secundi ordinis, adscito novo argumento ¢, symbolo Q d¢2 designare convenit, puta:

Qdt2=E, dp,2+2E, , dp, dpy+ Ey 5 dpy® +2F, 3 dp, dps+2E, 5dp, dpy
+ E, 3 dpy® 4 2E, 4 dpy dpy 4o oo ool L
ceee... 4+ E,  dp?2,
in quo factores litera E denotati dato modo ex argumentis p formati concipiantur. Ag-
gregatum ) essentialiter positivum esse suppono, sive ita comparatum, ut neque nega-

tivam evadere neque in nihilam abire possit, quicunque valores reales quantitatibus

dpy dpy ‘Zﬂ pro lubitu attribuantur, dum argumenta p vel omnino, vel saltem intra
- :

dr dt
certos limites, prout fert natura problematum, arbitrarios valores induant.

His praemissis statim propero ad enuntiandum theorema in praesenti quaestione

fundamentale hoc:
Aggregatum signo Qdt2? denotatum revocari potest ad summam r quadrato-

rum, n—1 quantitates constantes arbitrarias involventium, et quidem ia ut
unum e dictis quadratis radicem habeat immediate integrabilem.

Theorema propositum formula sequente exhibetur:

Qde?2 = d¥2+ (C, , dp; + C,., dp, +Cydpy+ - - + C:.. dp,)?
4+ (Cyadpy 4+ Cy 3dpy+ - - -+ - - + C. .. dp,)?
+ (Cy.5 dps +C5.,dpst+ - - + C,., dp,)?

-+ . . . . . . . 1L

+ (Cn—l,n—l dpn—! + Cu——l,n dpn)zy

in qua literae C diversis indicibus auctaec nec non # functiones argumentorum p re-

praesentant, in quibus determinandis quaestio tota versatur.

. ot LAY : ar i
¢ vilatis gratia == = v, . - 2= ideoque
Sit brevilatis gra i v4, - . generalitcr G Ul q

d¥V =v,dp, 4 vydp, 4. ... 4 v, dp.

7

Jam patet comparata forma data I. cum proposita IL. prodire conditiones sequentes
E L, —v2=C 2% E |, —v,v0,=0C;,C1y . ... E,—v,v,=C,C
Eyp—0y2=C 52+ Cy 02 By — 305 =C 130,54 Cyy Coyy - -+ v .

—_ 2 p —

By y—vy2=C1 32+ Cy 324 Cy 42 By, —vy, = Ci3C1a+Ca3 Cpy+Cy3Cs4
quibus continuatis tandem pervenitur ad has:

En—[,n — U U, = C].n—l C].n + 02.11—1 C2.n + ¢ .. + ¢ —1,2—1 Cn,n—la

En.n - Z/'”2 = Cl.n2 + C .11,2 + LI + Cn——l .n2'

Generaliter habemus: .

Epo — v, 0.=C.uC,+CuC,+....+ Cpu.p Cu. vy siquidem p <y

vel u =y esse concipitur.

l.n

Ex aequationibus propositis, quarum numerus est 22T ") ”2'*’ ) facile eliminantur incogni-
1 . . . .
tae C, numero ’1(—”%{‘__) — 1; quo facto pervenitur ad aequationem differentialemy par-

tialem primi ordinis determinando V inservientem.
Quem in finem ex elementis £ primo loco formetur complexus signo A (Eu,y)

denotandus, quem determinantem hodierni mathematici appellare solent. Statuamus igitur:

E L E E 4. ... E, .,
Eiogliyg Eggounn. E,,
EysEyyEgqoo--. E,
A (Epy) = . . C e . 1L
L E,, Ey, ..... E,
qui complexus, manifesto symmetricus quoniam E,, = E,,, subslituto £ — ¢, v,

in locum E, ,, abit in sequentem:

A (Byy — v v,) = A, Iv.

T

quem introductis valoribus argumentornm £ v, v, ex aequationibus Il. prodeunti-

my T Y
bus facile intelligitar in nihilum abire. Quod, cum bhrevitati consulendum sit, siinplic
exemplo proposito snfficienter probabitur. Igitur si 7 = 4, complexus A’ sequenti tabula

repraesentatur, in qua pro C,, compendii causa simpliciter (u.y) scripsimus:
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. 1.2y, . (1.1(1.3) . . . . A.1(1.4) . . . .
(1.1(1.2) (1.2)1.2)+(2.2)(2.2) (1.2)(1.3)+(2.2)(2.3) . . A.2)1.4)+(2.2:2.4) . o
1.1)1.3) (1.2)(1.3)+2.2)(2.3) (1.3,(1.3)+(2.3)2.3)4+(3.3)3.3) (L.3)1.4)+2.3)2.4)+(3.3)(3.4)
A.11.4) (1.2)(1.4)+2.2)(2.4) (1.3)(L.4)+(2.3)(2.4)+(3.3)(3.4) (1.4,(1.4)+(2.4 (.4)4-(3.413.4)
quem complexum ad nihilum redire lector peritus facile intelliget candemque conclusio-

nem generaliter valere perspiciet.
Ita eliminatis omnibus C delati sumus ad aequatiobem A’ = o, sive

— 2 — —_—
E , v, E,, O

— —_— 2 —_—
E| , vy Eg o R A

B

I
I
=
N

E ,—vw, Ey,—vev, -« . .. E, ,—uv?2
quae relationem inter differentialia partialia functionis # aique argumenta p intercedentem
sistit, qua ad determinandum #” utendum erit.

Ponamus solutionem completam hujus aequatlonis innotuisse, quae igitur 7 quantita-
tes constantes arbitrarias secum feret, quarum tamen una non nisi additione ad valorem
V accedit, ita ut d¥ n — 1 quantitates constantes arbilrarias o, @y - . . . . Oy
involvat.

His concessis reliquae incognitae C alia post aliam statim determinantur; fit enim ex
aequationibus IIL

C1.1§3= By — o3 C,o, = %Tij_ﬁ{g )

Cy.5% =y — 12 — C4%
ncc superfluum estEmonere, etiam signorum in formula II. nullam occurrere ambiguitatem,
quippe quam adjunctis deinceps in singulis terminis et in factorum et in divisorum loco
quantitatibus C,.2 0,,2 0,2 . . . . ita scribere licet
112dpy + €1, 0159P +.--+ 0,0 .dp,)?
Ci4?

+ (02-22dp2 + : 'C; * 3 02-2 02.11(11)11)2
2.2

qdez = av? 4+ (©

_ 9 —_-

+ ( On?—l,n—-ldpn—l + Cnvl, n—I C'n—l, ‘ndpn) 2
Cvn?—l, n—I ’

unde dato # ad determinandas reliquas incognitas nulla amplius radicum extractione
opus csse perspicitur.

Nunc stabilito theoremate fundamentali consideremus complexum A’ in aequatione V.
ob oculos positum. Quem si secundum potestates et producta argumentorum v, Vg o
v, evolvimus, primum patet terminos imparis ordinis omnino abesse, deinde facile intel-
ligitur ommes terminos ordinis quarti aut quarto altioris in nihilum abire, ita ut praeter
primum terminum A, (quem hucusque symbolo A(Eu,) denotatum formula IIL. exhibet)
aggregatum non nisi secundi ordinis restet, quod abhinc signo — A, repraesentabimus.
Quo pacto aequatio V. fit

‘= A, — A, = 0. VI

Ut cvolutio aggregati A, commode instituatur, designetur symbolo A[— p, — v] com-
plexus determinans is qui oritur, si e complexu A, terminos # lineae horizontalis
una cum terminis y** lineae verticalis clidimus. Manifesto propter symmetricam confor-
mationem complexus A, directiones horizontales et verticales inter se commutare licet,

unde habetur A [— p, —v] = A[— v, — p]. Ita posito n = 3, erit

‘Em E, , E ,
Ay = , E1.2 E2.2 E2.3 '
VB By Eyy |
Al— 2, — 3] = A[— 3’_21=’E1A1 E,, — E ,E, ,
E, 3 Eyy E , E,,

Quo scribendi compendio utentes facile nanciscimur evolutionem quaesitam hanc:
A, = Z(— 4)’“+"v[uv, Al— p, — v, VIL
in qua summatio indicata omnes combinationes numerorum mety, eserie 1 23...n
depromendorum, etiam mutati ordinis ratione habita, complectitur. Qua de causa si ag-
gregatum A, bifariam ita distribuimus, ut in priori parte colligantur omunes termini, in
quibus u = v, n altera ii quorum indices inter se diflferunt, termini posterioris partes

omnes factore 2 affecti prodibunt, itaque erit:

A, = v;2 Al— 1, —1] 4 2,280 — 2, — 2] 4..... + v,28]— n, — n]



C— 20, 0,A[— 1, — 2] F 20,0 Al — 4, — 3] ... — (—1)2, 00— 1, — 1,
— 20,0,A'— 2, — 3] . . . . . . . . A (=) 2rA— 2, — 1

Hinc porro deducimus — , w,A— (n— 1), — nl.
1 f{_A_g —_
2 dow
(— 4)‘"‘ - UIAE,— 1, — u! +U2A[— 2, — .. + =1 [ZAY Rl 7 Sl TS

+ (= 1rensi— g, — n |
sive quod idem est;
R R R R
EviEvn.. EspyvaEruqgr.... Eay

~

L day EvsEys...Esu_rv3lEsagr.... 3,

3 —— = VI
2 dou I

. |
|
;

El.n E‘).n . e E,U«——l,n Un E,u-{-l,n R En n

Ponamus in aequationc I. omuibus E adjungi factorem communem F, idcoque £
transire in F.Q; tunc manifesto A, mutatur in 2. Ay, nee non A, in Fr-t A
unde aequatio VI abit in hanc:

Fr.pg— Fr=t.p, =0,
sive rejecto factore Fa—1,
by — 0y =0 IN.

Jam ad conclusiones quasdam ¢ praecedentibus colligendas convertamur.

Acquatio II. quamquam prorsus idem quod I. aggregatum repraescntans, nithifominns
a dextra parfc quantitales constantes arbitrarias e, ey - - - @n—1 IDVOIVIL, quac sinistrac
parti sive formac primitivac aggregati £ omnino desunt- Unde patet partem dextram
mutatis his constantibus nullam incrumentum capere posse, sive cjus differentiale ¢ mu-
tatione uniuscujusque dictarum constantium (quam litcra « simpliciter denotamus) neces-

sario evanescere. Ita differentiando secundum e« obtincmus:

_ i —

v ¢ 1),
0 = dF. d(g“— + (Cradpr 4 ... + C1., dp,,>(‘v£ 4.+ ‘d; dpn)

’
(o

Verumtamen ut scriptionem formulae satis prolixae contrahamus, commodioribus notatio-

nibus utemur. Ponamus

Ciadpy + Cradpe 4+ .. .. 4 Cr, dp, = 14 dt
Cradpa ... . F Ca,, dpn = Ly dt X.

vel eeneraliter:

Cruee AP + Cotl WPrpt + - -+ Cup dp, = L, dt,
quo pacto aggregatum 1. hane speciem induit:
Qdt2 =dbP?2 4 (L2 4 L,24.....+ L, 2 de2

ejusque differentiale ¢ mutato @ oriundum fit:

I,

- v dr., dLy . -
o =dVd + (L] e ol 2 S N S _(_/x_l) dr2. XI.

Nihil impedit quominus supponamus, inter argumenta p, p, . . p, hucusque prorsus
inter se independentia subsisiere acquationes differentiales sequentes:

L

gqua ex suppositione scquitur

, = o, L2=0,.....L,,,]=o; N\II.

. d7”
Qldt2 = d/'? nee non dF.d e = ©
Aequatio prior docet d# non evancscere, cum ¢x hypothesi nostra Q vi acquatio-

num XIL in nibilum abire nequeat; unde ex altera acquatione colligitur:
AP
G ('/; — 0.
Quac conclusio cum ad omnes constanles @ acque pertincal, docet ¢ systemate Nil.
n — 1 acquationum differentialium necessario consequi alterum svstema totidem acqua-
tionum differentialium, puta

ar v v

de, = O ‘[(zc;::o"""/

=0 \ill.
{[“”*‘1

quod igitur casdem quas systema XIL relationes inter diflerentialia dpy dpy . - . dp, sisiel,
ita ut alterum systema alteri plane acquipolleat.  Unde colliguntur. utriusque systematis

integralia haec, in quibus novas constantes litera £ denotamus:
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av av ar

E—Bl, J':;:Bg’ see s doty_ 1 '—Bn—-j'
Statuamus datum aggregatum ) continere constantem quandam quantitatem inde-
terminatam %, quae igitur ut in sinistra, ita etiam in dextra parte aequationis II. aderit.

Quae si secundum /% differentiatur, prodit:

dQ 2 — 14 dL 9
1< & ._dl/'dm-}-( (m+...)dt,

sive iterum admissis conditionibus XIL

3 B ar = arall,
( (2
unde accedente aequatione
d¥V = Y qa.dt,
colligitur:
dQ dr
s —dt=d ",
2V q dh : dh
, dV e '
XV.
Stve “dh dt=d g d/L

Jam redeamus ad casum supra memoratum, quo aggregati £) elementa £ omnia

factore communi F aucta esse supponebamus. Quo in casu cum ) transeat in F.Q,

praccedens aequatio fit:

dF2 gy g XVI.
dh dh

ubi probe notandum, # non amplius ex aequatione VI, sed ex aequatione IX., quae

praesenti casui convenit, derivandum esse.

Denique si constans % mnon in £, sed in factore F solo occurrit, ex acquatione

XVI. obtinemus:

ra. “di Ul—
. Ye ar 4 .
y dt = d —. XVIL
sive W dh Th

His omnibus quam arcte connexa sit doctrina Hamiltoniana, lectorem fugere nequit.

Nihilominus quaestionem attentione dignissimam accuratius examinasse juvabit.

Proposito problemate mechanico, ejus naturae ut vires corpora accelerantes functio-

 name S B Jp—

nem potentialem admittant, concipiamus coordinatas argumentis p, p, - .. p, ita expres

n € P el
saz esse, ut conditiones systematis, si quac adsunt, nulla inter argumenta p relatione in-
terposita intactac serventur. Designet more consueto # tempus, U <~ % functionem po-

tentialem constante % auctam, 7" vim vivam systematis, ponatur insuper compendii causa

IITZ“IIQD %}l:?m""%’l:%
ideoque T=3E,02+28,9, 95+ Lya ¢+ ... .. + &, 92
sive T'=14q.
His statutis obtincmus, accilo factore )
=2 U+ /4

aggregatum
FQ=4 U4+ T=2 U+ 4) (£, dp,2 +....+E,,”dp,,2)
quod transformationibus supra explicatis subjectum, ad acquationes Hamiltonianas perducit

Data cnim solutione completa £ acquationis differentialis partialis
A=2U+1l)ny — A, =o,
sccundum praecedentia datur ctiam producti 4 (U = ) 7' transformatio plane identica

- AW : \
4([/_}_/1)1-_:(‘__ Pt L2424 4L, 2

dt
qua acquationum differentialium L, = o, L, = o0,... I,_; = o integralia exhibentur
o .
. dr i
in foorma == =8 ..., =0, 1
de, 1’ dan Bn 1

Ex lisdem aequationibus differentialibus etiam sequitur:

(lV
(l[ r(U + /L fl‘

Insuper ¢ formula XVII, quae posito F=2U+4 %) nec non Q =2 7 praesenti

casui convenit, elicitur:

9}’2 U+ 25 dh /z
[4
e . dr
sive r_.f_ =d ( s
U (m) XVIIL

Acquationes hucusque inventae sunt merae transformationes algebraicae, quas lex
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virium vivarum nullo modo altingit, cujus adsciscendi nunc demum occasio pracbetur.

Statuamus igitur dicta e lege mechanica
T=U+ 4,

((IV)
unde videmus prodire acquationem d d/l =1

integrale notum
dv .
—— =t XIX.
dir +
quod reliquum erat, suppeditam,ém.
His adjungenda est relatio

d¥ __ S
TR AU

quae ex hypothesi 7= U +4- / abil in

P =20 =24+ n XX.
dt
sive ¥V =2[Tdt = 2[(U 4 #) dt.

Ita delati sumus ad definitionem primitivam functionis characteristicae #, cui Ha-
milton disquisitiones suas supersiruxit et qua vim vivam systemalis accumulatam (vel
potius secundum usum hodiernum et re vera commodiorem duplicem vim vivam ace.)
repraesentari monuit.  Huc igitur progressi lincin nostro scripto imponere lectoremque
ad opera laudati auctoris cjusque successorum delegare possemus.  Sed ne quid deside-
retur quod ad principia doctrinae de (ua agitur, altinet, restal ul monstremus quomodo
¢ praecedentibus, climinatis constantibus o1 e . . . a,,—1, prodeant acquationes differen-
tiales sccundi ordinis, a quibus solutio problematum :.echanicorum proficiscitur. Nam in
praesenti guaestione, in qua functio # ex aequalione diiierentiali partiali eruta supponi-
tur, aequationes differentiales secundi ordinis quasi mverso decursu  ullimo tandem loco

post integralia prima et secunda obviamn fiunt.

Cum sit ¢V = 4 vy R

g AT AT AT
YA
W=t gt G an

~ A
formuolam XX. = ¥

—_ 15 —

ita scribimus:
dT dT

vy + vzf]‘z—{—...-{—v,,qn_lh/ ¢ +d¢1 4.+
A2=2Lf+b) Ay

secundum « (sive unam constantiam oi 2 . . -

(/(/
Acquatio

on—1) differentiata,

. . . 4
nulla harum constantium occurrat, suppceditat systema . — 4 aequationum

A ’ J
. (/( v f{Ai ﬂ + + gAJ 1/1 =,
(lv " da dv, o dv, " de
quibus si comparantur totidem aequationes formae ¢/ d/V._ 0
(€43
sive ‘J.Ll 9, + (1‘,- I ‘L/_ 9, = o,
{
manifesto obtinemus:
L A dA
« Gy + v vt == -3 ..., —
15 92 =0y e, din
Sl‘rc J,_ i{,éﬁ premang ,L iéi e .. = i i{—Aia
¢, dv, ¢, dv, ¢n dvy

Porro consideremus complexum cum qui oritur,

seriel verticalis By Eyy oo By, E, .
ex ordine substitanter 4L <71 e
‘/‘/1 dy., T dyy dy,

Quem complexum lilera @ designantes habemus

K, E E LA E
T2 B g P L

g |

E E, . ... L d1 g |

: 1.2 729 LQ,M—'] ([(/2 LQ,M+2 st L2.Il }

i

Ou = . e . . el o
, . dT .. 4

; .. ) R |

hl.u bl.u Ly—' 1" dq,, N7 ) Lu.n |

Jam vero cum sit

o
i//u Ll iy (11 + I‘)

2+""+Ey.u‘in.

G

A,

Iers

cum a dextra

= 0

El

XXIL

XXHL

XXiV.

AN\

parte

€.

si in complexu A, (H) terminis
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liquet terminos complexus propositi factore g, affectos evanescero omnes, nisi sit v = g,

ideoque simpliciter prodire

®:“ = A() Qs
unde colligitur:
& 8% - . . ... =% XXVL
91 92 n

quarum quantitatum valor communis est A .

Comparanti aequationes XXVI. cum aequationibus XXIV. simulque ad formas com-

plexuum %—2 et @ (VIII. et XXV.) respicienti obvium erit, rationes v, : v, :...: v, nec
non rationes &L . ¢T . 4T utrasque eidem systemati » — 1 aequationum linearium
dq, clqz dg,
satisfacere ideoque aequalibus valoribus gaudere. Est igitur
14T _ 14T 147
v, dg, vy dq, - n dgn

hinc antem ope formulae XXIL colligitur esse:

R arT — dT - dT ’\'VH
v, = . v, = T
sive d¥ — dT d¥ __dT
) dp, dg, " dpn ~ dq.

quac est nota forma integralium praesentis problematis intermediorum, constantes arbitra-
rias o, @, .. ®,—1 iDvolventium.
Denique ut ad aequationes differentiales secundi ordinis, eliminatis omnibus «, de-
scendamus, proficiscamur a formulis:
]':U-{—ﬁ,ﬂ:%]’,
dle
quarum combinatio suggerit:

W U—h=o
dt

sive v 9149+ - F g —T—U—r=0o, ANVIIL

. : . . dF .
qua in aequatione valores quantitatum ¢, ¢o . .. g, in e et in 7' occurrentium ope for-

mularum XXVIL. per argumenta p, p,...p, et constaniles ®; oy ... a,—1 €Xpressos
concipi oportet, quibus substitutis aggregatum propositum identice evanescet. His per-

pensis differentiando secundum argumentum p, obtinemus:

-~

doey (]eo dey A i(_i
(//) + 12 + + ;//) o (_/,'), dp,y

‘]‘/1 79y dgn _ AT dgq, _ dT dyy AT dge —
+ v S -2, dp, + .. + Yn dp, dqy dp, dpy dp,y dyy dpy

Cum autem ex aequationibus XXVII. bini lincac inferioris termini s¢ mutuo destruant,

prOposila in hanc contrahitur:

dv, doy dey, . dT JU
dp, (Al y dp, 72 + - -+ dpy T dp, + dpy
Manifesto aggregatum ad laevam nikil aliud est quam
. d¥
SV dpy g T dpe ((,,, )=
dp,? dt (l/) dpa dt it

Unde accedente valore (XXVIL)
dT

;.':'ml’—l

constanles ¢ omnes simul eliminantur atque eruitur
(IT ,
( . dT
d r/ql - e
({/)1 dp
quac est quacsita aequatio diflcrentialis secundi ordinis ad argumentum p, pertinens;
reliquae codem modo inveniuntur.

In praeccdentibus non atligi proprietates minimum valorem integralis

frﬁdt sive fYE“ dp12 + 2 8.0 dpy dpg + « o o+ By, dpy2
spectantes, quibus eruendis calculus varialionum in usum vocari solet. Sed verum fun-
damentum hujus doctrinae, ad quam theoria lizearum brevissimarum, ncc non, quod
multo latius patet, principium minimae actionis pertinet, manifesto positum cst in dis-
cerptione aggregali dt2 in plura quadrata, quarum unum radicem habet per se inte-
grabilem. Quae discerptio cum sit aggregati Q. (ransformatio planc identica, nihilominus
tamen numerum sufficientem constactium arbitrariarum involvens, quarum ope iis condi-
tionibus satisfieri potest quas limites integrationis postulant, non solum aequationes
differentiales minimi, quae nostris in signis erunt L) =0, L, =0,... L, , =0,

ipsumque minimum de verum eliam lerminos, ultra quos integrationem extendere, nisi

)

cassante minimo, non licet, non indicare nequit. Attamen hanc rem uberiore explicatione
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cgenlem, temporis angustiis pressus, in praesens dimittam et ad observationes quasdam
particulares me convertam, quac mihi hujusmodi quaestionibus insistenti obviam fuerunt.

Prima observatio spectat theoriam lincarum brevissimarum, quae plerumque a calculo
variationum proficiscitur. Igitur operae pretium videtur esse, quomodo e nostris princi-
piis, nullo e calculo variationum adjumento pelito, aequationes differentiales nccessariae
facillime demanent, ostendere.

Tota enim quaestio de lincis brevissimis eo redit, ut aggregatum Edp2 4 2Fdpdq 4
Gdq? v formam dr2 4 m? d@2 redigatur, siquidem hoc loco, quod commodissimum

eril, nolationes Disquisitionum circa supcrficies curvas adoptamus. Igitur ut aequatio
Edp? 4 2 Fdpdq 4+ Gdq?2 = dr2 4 m?2 4@2

fiat identica, incognitae r, @, m e rclationibus eruendae sunt quaec sequuntur:

(/I 2 (gﬁ 2
6(//)) + " L/(D) =&

drdr 2 do dp _
([1) ) (lq ¢E ' Jf} _
APy e = G,

unde demanant conditiones eaedem quas disqunsmmes landatae sistunt, puta:

(/l 2 _ F{ﬁ (l,; G dr)2 _ i
( (/l (/r) c](D (G d_' —ka d_¢ —
d(] dp (/[) dp 44! dq
EG — I = (‘i’. do __ dr do™ 2
= ([p : d(] dq ({p)

sive ((I\y) 2F'/¢ de G ((_IE) _I"(r -~I?
g dp (lq Ndp '

m?
quarum secunda ctiam ¢ prima, ope diflerentiationis secundum constantem g in » con-

tentam institutae, deducitur ponendo fl-r_—_Q
o

Deinde angulus 8, ab clemento «r lincac brevissimae et elemento y"E. dp compre-
hensus (cf. disqu. art. 18) ex eodem principio, calculo varialionum non adhibito, ita
determinatur.

Acquationem Edp? <4 2 Idpdq 4~ Gdq? = dr? + m? d@?

_ 19 —
sive posito EG — F2 = A2
(Bdp + I 1332 A% de — gy 4+ m?2 dp?

introducto novo argumento variabili indeterminato f ita dispertire licet ut sit

(Edp + Fdq) cos § + A sin b dg
VE

— (Edp + Fdq) sin ¢ 4+ A cos ¢ dq
YE

Jam ut re vera dr sit elementum lincae brevissimae, cujus aequatio erit dp =

= dr

= mdP.

postulatur ut simul expressio proposita elementi dr sit differentiale completum, ideogue

- Fcosé -+ Asind
sive d Ve C"‘Lg_) =d ( VE ),
dy
dp
A cos §—
(drﬁ (l<}/ ))COSG——(Z }/E> sm@._rEsand + = ‘Fgmg.ﬁ,
VE dps
dp dp
Hinc fit accedente conditione d @ = 0, qua datur
» f — Ldp + Fdq
cotg i = — A g dg
) Edp -+ qu A
dr . cos § = VE dr sin § = rb'd
A cos 6 — Fszng dr = Qdp, YE sin § dr = A dg,
YV E
ideoque
{ . af Acos —Tsinl df — ! d4
g]/EsmGd—q-l— = dp§1 A( dq + — d)_AdG

unde conditio integrabilitatis hanc formam nanciscitur:

A
]’d Fd —_— A
(lVE ({(Y I‘) /’}j— aq (/(rh> r—‘E dq = Ad®,
dq z{p (]p

quae brevi calculo subduclo in sequentem contrahitur:

db 4 _ dF dG
1 s dp — 1} =22
LHdO = ng + 2 ([(/ dp P 2 up 7

eandem quam disquisitiones l. I. exhibent.
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Altera quam ajungere placet observatio versatur in substitutione analytica maxime
memorabili, qua variabiles x; x, .. .. x,4., relatione
x,2 x,2 Tl 1
o T+ + o

inler se connexae, exprimuntur ope radicum p aequationis

%, S E S~ S
a(a,—p) ay(@y—p) it Quil == p) '
quas radices symbolis p; p, ... p, designare convenit.

Hanc substitutionem egregie tractavit in diarii Crelliani volumine 22. geometra Ham-

mensis Haedenkamp, ibique inter alia plura quaestionem de valore minimo integralis

fdé‘ zfrdx12 +dxy? 4oL dx2,
elegantissime absolvit. Jam quomodo hoc in casu discerptio aggregati ds2? in plura
quadrata, qualem postulamus, commodissime instituatur, paucis ostendere juvat.
Slatuatur, ut est praesenti casui aptum,
Qdr2 =E, dp,2 + E, dpy2 4 ... .. + L, dp,2

Op =p—p, -P—Pg.e---p—D,

N=p""' e p 4 a, p3 + s
sint e @y - - - o0, coOnstantes arbitrariae, denique mutato p in pp, transeat II in [y;

tunc erit ex principiis notissimis

Oe __
— = 1
% Pu
n—y—1
nec non b> Pu” 77777 =0,
o1
P

siquidem y unum e numeris 1 2 3...7n — 1 repraesentat, dum summationes indictae

valores =1 2 3...n— 1 amplectuntur.

Quaesita discerptio statim obtinelur aggregatum .d¢2 cum aggregato S

T multi-
Ol

plicando productumque secundum schema sequens disponendo:
(e Fadta .. an?) (b2 b2 32 ... 5.2
= (a1 b1 4 az by 4 . .. + e b2+ 3= (a, b, — a, b.)%

—_— 21 —_—

in quo duplex summatio omnes valores indicum px ¢t y inde ab 1 usque ad n (inclusis

extremis) amplectitur, unde aggregatum 27 qua(lratorum formabitur. Protinus statuendo

II
a, =YVE,.dp,, r “
* “ ?' p.
ideoque ar? + a? 4 ... @t = Qde?
b4+ b4 ....402==% _Ir—lu' =1,
Q' Pu

colligitur:

Q d? = ”/I-IIEl dp1 -+ rﬂzf'f_z dps + ... + rﬂn n dpn(2
{ Opi Q1p2 Q'pn

F'mE, ., _ I'1E,
2B dp, — 1 #7v g
T ?'p, P'p. o

Haec tamen transformatio nullius essct usus, nisi in casu praesenti singulari feliciter

NuEu
: “ . : sL, .
contingeret, ut D1y ideoque etiam oy, 2 solo argumento p, penderent, cujus pro-
“ “

i

prictatis benefleio fit ut in proposita acquatione pars prima ad dextram occurrens sit
quadratum differentialis exacti. Reliquae partes ad dextram positae in aggregalum n — 1
quadratorum facile quidem contrahuntur, qua tamen reductionc nihil proficimus. Patet

enim lotum aggregatum propositum in nihilum abire statuendo

VEdp, _ YV Eydp, _ _ YV Eudpa
fo,_ = fn, fm -
@lp, @lp, @i1pn

quibus igitur aequationibus conditiones minimi exprimuntur; ipsum autem minimum fit ag-

gregatum partium singillatim integrabilium, puta

o= [0 a4 [T i, 4 [T,
l

1[1u
unde dcmanant mtcg;al,d
4 dr _ AV
doy Bl’ o Bz’ T dayy T Tl

quae necessario conditionibus minimi supra exhibitis satisfaciunt. Quod quomodo fiat, ita

explicatar. Primum erit
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VE,.d dn dIT
d‘i’f__l > - Pu ~—_*. nec non 7l_"'zp"—”—‘;

du, — 2 rm dw, wy

deinde introducta in locum elementi rEM dp. quantitate huic elemento proportionali

IT .
r__’f_, obtinemus summam

O'pu
n—y—1
DR oS
@' pu
quae, ut supra monuimus, in nihilum redit; unde protinus sequitur :
4
dgw = 0; quod erat probandum.

Sed jam appropinquante die festo, cui has pagellas dicarc constitutum est, quae sunt
reliqua in posterum dimiltimus, salis in praesens habentes, principium mere algebraicam
explicuisse, e quo primaria saltem theoriie Hamiltonianae momenta tamquam corollaria

demanant.

Datam Dorpati Livonorum, die 27. m. Julii a. 1864.




