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§ 1. Logaritmid.

Olgu antud suhe:
g

.Kui meil eksponendi y-i jirgi oli vaja leida aste x,
siis nimetasime seda tehet astendamiseks ja funktsiooni
a’, mis vordub X-ga, — eksponentfunktsiooniks. Umber-
poordud, kui x-i jirgi tuleb leida y, nimetatakse tehe
logaritmimiseks, x — arvuks, y — arvu X-i logaritmiks ja
eksponentfunktsioonile x = a" vastavat psérdfunktsiooni,
n. n. logaritmilist funktsiooni, tihendatakse nii: y — log.x.
Logaritmide aluseks a voetakse harilikult arv 10 (kiim-
nendlogaritmid), mispérast logaritmilist funktsiooni tdhen-
dame sel puhul liihidalt:

y =log x
A.C

Log aritmilise funktsiooni graafiline esitamine ja
logaritmide graafiline mééramine aluse 10-e juures.

Seks tuleb arvutada funktsioon x = 10, kus vy
muutub vadrtusest — oo kuni viidrtuseni + oo.

Nii saame:
10°=1

1 TR A Sy
10°_J10_)/VVio—13s
4 B, oy
10" V10 10—1,78
8

10%_]/10° _ )/ V71000 — 2,37



107 _)/10_316
8——_ —

10 ¥ _J/10°_ ]/ V100000 — 4,22
4

10 _/10® _)/ V1000 _5,62
8

10%;]/?:]/]/1/?@56%6:,7,50
1

10t

10+°o=+oo s
ja negatiivsete astmete vallas

1} g

10 77 Yy

10 "5 _10%.10" _1,33:10_0,13

10~ f_10t:10" _1,78:10_0,18

10~ % _10%:10"Z237:10_024

10 " ¥=10%:10"=316:10— 0,32

10 " ¥ =10%.10"—422.10—0.2

10 " t—10%.10"=562:10— 0,56

10—%=10%:101=7,50.: 10=10,75

Niiviisi saame viirtuste tabeli:

colie B e SR TS R %
x=lo,1|0,13[0,18;0,24}0,32!0,4210,56|0,75|1 1,331,78/2,37|3,16|4,22/5,62|7,50/1

y=!—1i—%l~%)i%{—%l—%j—%ljloi kS AR AR R

Resultaat on esitatud graafiliselt joonisel nr. 1.

Védrtuste reast ja graafikast jérgneb:

Negatiivsetel arvudel logaritmisid ei ole; positiivse
arvu kasvamisel kasvab ka tema logaritm, kusjuures
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arvu 1-e juures astub logaritm negatiivsest vallast posi-
tiivsesse.

Nimetus ,logaritm“ on vOetud avaldusest: ,idéyov
aotdude (l6gu arithmés)“ = suhte arv, sest y-i véartused
midravad, missuguses suhtes on x-i védrtused.

R ‘ ||

2 s |t
//

TS .

Joonis 1.

Joonisel nr. 1 esitatud kdver lubab ligikaudu méi-
rata antud arva logaritmi aluse 10-ne juures. Antud
abstsissile vastava koverjoone punkti ordinaat on otsitav
logaritm. Mida suurem on joonis, seda tipsemalt m#da-
ratakse logaritm.

: 1. Joon. nr. 1 pdhjal leida:
log2; log3,5; log4; log4,5; log6; log6,5; log7; log8; log9.

Logaritmide arvutamise kohta mistahes peenuseni

v. nr. 340, lhk. 46. :

B.

Uhe ja sama aluse juures voetud logaritmid moo-
dustavad logaritmide siisteemi. Tegelikul tarvitamisel
olevad tabelid on aluse 10-ne jaoks kokku seatud.

2. Niita, et logaritmide mistahes siisteemi juures
on oOige:
log.1 = 0 ja log,a = 1.




Paneme tiihele jargmised kiimnendlogaritmide oma-
dused.

1) On teada:
i
10" =10 *)
10° =100

3
10 =1000 j. n. e.;

jarelikult on logaritm tdisarvuline, kui arv on 1
jargnevate nullidega. - Tdendame, et vastasel korral,
s. t. kui arv ei ole 1 jdrgnevate nullidega, (niit. arvule
5274) ei vasta logaritm 16puliku murru niol.

Eeldades, et antud arvule 5274 vastab logaritm P ,
kus p ja q on taisarvud, saame vorduse : a

5274 — 10+

ehk astendades mélemad pooled q-ga:
52741 =10P,

Paremal poolel on aste 10° — arv 1 jirgnevate nulli-
dega, pahemal poolel arv 5274 mistahes tiisarvulisel ast-

mel ei vordu 1-ga jirgnevate nullidega, mispiirast eeldus
on vale.

Uldse seisab logaritm koos: tiiisosast (karakteristi-
kust) ja murdosast (mantissist, mis tihendab: jaik, jadk-
liige). Viimase votame meie ' edaspidi harilikult 4-ja
kiimnendkohaga.

Reast (*) jirgneb veel, et

ﬁhekohaga arvu logaritm on 0 ja 1 vahel,
kahekohaga arvu logaritm on 1 ja 2 vahel,
kolmekohaga arvu logaritm on 2 ja 3 vahel jne.,

iildse, tdisarvu (ja ka segaarvu) kiimnendloga-
ritmi karakteristik on arvu tédisosa numbrite ar-
vust tihe vorra viiksem.



2) Olgu teada, et
487 =10 28875,
Siis on:
48700 =100. 487 =102, 1026575 —1() 46875
4870 = 10.487 —101.10268% —1( 3687
487— —1( 2687
48,7 =101, 487 =101, 1026875 —1() 167
4,87=10 2487 =10 —2. 10 2687 — 1 0657
0,487 =10 —3, 487 = 10 —3. 10 26575 — 1() 06375 —1 — {() 1,687
0,0487 = 10 —4 487 =10 —*. 10 2687 — 1) 06875—2 — 1 () 2,687

[1,6875; 2,6875 tihendavad, et karakteristik on negatiivne
(— 1; — 2), mantiss positiivne (+ 0,6875)].

Sellest jargneb:

Kiimnendmurru karakteristikus niitab negatiiv-
sete tiksuste arv, mitmendal kohal pédrast
kommat asub esimene viddrtusega number;
mantissi peale ei moju nullid arvu eel ja taga; mantiss
oleneb ainult védrtusega numbritest ja nende jérjekorrast.

1) ja' 2) punkti juhiste pohjal on arusaadav, mispé-
rast logaritmide tabelites leiduvad ainult mantissid.

Leida jirgmiste arvude logaritmid:
3. 234 4. 52600 5. 0,324

406 23 0,0069

509 8 0,0793

460 21,8 0,000032
5,34 »

Mis arvudel on jirgmised logaritmid:
6. 2,3838 7. 1,9279 8. 1,9294

2,4150 0,3927 2,9090
2,9991 0,8082 3,6990
0,7782 4,3139

Niaide 1. Leida log 46,38.
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Lahendus:

Arv Logaritm
log 46,3 =1,6656
log 46,4 —1,6665

Vahe 10 sajan- g9 kiimnetuhandikku
dikku ;

1 .09
guillitng

log 46,38 —=1,6663.

Seletus: Arvu 46,38 ei leidu tabelis. Niisugusel
puhul vdetakse tabelist nende kahe jirjestikkuse arva
mantissid, mille vahel asub antud arv. Arvu viimase
numbri kasvamisel 1-e vorra (46,3-st 46,4-ni) kasvab
logaritmide vahe 9 kiimnetuhandikku (loe ka tabelist,
mis arvust mis arvuni kasvab ,tabeli vahe“ 9 kiimne-
tuhandiku vorra). Arvude vahe ja vastavate logaritmide
vahe ligikaudse proportsionaalsuse t5ttu v6ib iileval
tdhendatud teed kiiia ja arvu 46,3 logaritmile (=1,6656)
7 kiimnetuhandikky juure lisades lugeda:

log 46,38 — 1,6663.

Mérkus: Funktsiooni 2-le antud vadrtusele kol-
manda vahelmise viirtuse otsimist (v. niited 1—3) nime-
tatakse interpoolimis eks.

9. Leida jirgmiste arvude logaritmid :

2857 60,79
608,4 0,7135
690,8  0,02407
18,43

10. Ules tihendada jirgmiste arvude logaritmid
(arvude 1000—1099 mantissid on antud tabelis 5-e kohaga).
1,01
1,025
1,04

1,045
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11. Leida jirgmiste arvude logaritmid, interpooli-
mist tarvitades arvu viienda koha suhtes.
1,0255
1,0375
1,0845
100,25
0,010605
Mirkus: Ka sel puhul, kui tabelist saab mantissi
ainult arvu kolme esimese numbri jaoks, tuleb interpoo-
limisel peale arvu 4-da numbri ka jérgmised numbrid
arvesse votta, nii palju kui nad vGivad mdjuda mantissi
nelja esimese koha peale.

Niide 2: Leida log 17,238.

Lahendus:
log 17,2 —1,2355
S A O ]
S|iyba a0

log 17,238 = 1,2365
Seletus: Kui arvul oleks 8 neljandal kohal, tuleks
mantissile juure 20; 8 on aga kohal, mis 10 korda vahem,
sellepirast ka mantissile 10 korda véhem, s. t. 2 juure!

12. Leida jirgmiste arvude logaritmid:
156,87 0,19267
13424 30,018
49,419 27,006.

Niide 3: Mis arvul on logaritm 1,5745?

Lahendus. Antud logaritmi tabelis et ole, kuid
tema on jirgmise kahe vahel
1,5740 = log 37,6
1,5752 = log 37,6

Vahe 12 kiimne- 10 sajandikku

tuhandikku
10
1 » ﬁ ”
Meil tuleb logaritmile 50 _ 4
1,5740 juure s 12 2

Nii saame: 1,5745 = log 37,54
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13. Mis arvudele vastavad jirgmised logaritmid :
38,7654 26024
-2,6006 1,4827
1,8925 0,0429
,3249 .

Kontrollida vastuste digeolu, leitud arvudele loga-
ritmisid otsides!

14. Arvutada x 5-e kohaga, kui:
log x = 2,01247
log x = 0,01764
log x = 0,00253
log x = 1,02599

C. Tehete sooritamine logaritmide tabelite abil.
I. Kasvatamine.

Niide 4: Kasvatada 4259 - 6,083

Lahendus, Esitame tegurid astmetena 10-st. Eks-
ponendid (logaritmid) leiame tabelist. Niiviisi saame :

42,59.6,083 — 104028 . qo0ma_

1,6293 0,7841 24134
BNV 1 L5 40

Eksponendile (logaritmile) 2,4134 vastavat arvu otsides
" leiame, et kasvatis

42,59.6,083 — 259,1.

Arvude otsekohese kasvya tamise asemel mindi
siin iile nende arvude logaritmide liitmisele,
missugune -tehe kergem teostada. On arusaadav, et nime-
tatud késitlusviis jadb maksvaks logaritmide mistahes
aluse juures. Siin baneme eriti téhele juba tilesande
lahendamisel eeldatud lauset, et kasvatise logaritm vordub
tegurite logaritmide Summaga (2,4134 = 1,6293 —+0,7841),
mille kirjutus kujul : \

log (42,59.6,083)=10g 42,59+ log 6,083
on logaritmide praktikas suure tihtsusega.

B e P



13

Arutame selle lause ka iildkujul.
Olgu a —n*, kus x = loga
b=n", , y=Ilogb

ab = n*'9, kus x+y —1log, (ab)
Jarel.  log, (ab)=log, a--log, b.
15. Niita, et log (abc) = log a 4-log b - log c.

Niide 5: Leida kasvatis 2,547 - 3,04 - 0,5419.
Lahendus: Tehte korraldame edaspidi nii.

Olgu kasvatis tdhendatud x-ga:
X — 2,547 * 3,04 * 0,5419

Siis on :
log 2.547 0,4060
log x — { log 3,04 10,4829
log 0,5419 = 1,7339

0,6228
x — 4,196

(I

Leida kasvatised :

16. 5,268 - 37,49

17. 0,2976 - 1,0293

18. 21,04 - 32,44 - 0,7652

19. 0,08651 - 0,9475 - 0,8652

20. 423,7 - 0,009834

21. Arvutada log 6, kui on teada log2 ja log3.

22. Mitu logaritmi on vaja teada, et nende abil
voiks leida koikide tidisarvade logaritmid 1—100.

23. Mitu ha on 56830 tiinu?
(Tarvilised andmed vdtta logaritmide tabelist).

24. Mitu tiinu on 82850 ha?

II. Jagamine.

Niide 6: Jagada 583,6 : 4,208.
Lahendus:
583,6 : 4, 208=1027661 : 1006241— 1027661 — 06241 — 1()2,1420—~138,7.
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Jagamine on muutunud lahutamiseks ja jagatise
logaritm vérdub jagatatava ja jagaja logaritmide vahega.
25. Niidata iildkujul, et - _
log, (g)= loga — log b
Nédide 7: Jagada 2,3087 : 0,08541.
Lahendus: Olgu
_ 23087
"~ 0,08541
Kui soovitakse lahutamisel negatiivse karakteristi-
kuga mitte tegemist teha, tuleks kohe jagatav ja jagaja

100 korda suurendada. Kuid meie kiime seekord teist
teed.

- e ndoel 0 0,3634
B % {— log 0,08541= — 29316 — 1.0684
' 1,4318

* X = 27,03

Seletus: 0,3634-st pidi lahutatama '2,9316. Siin v6ib
niiviisi kirjutada:
29816 p. 1 0,9316 — — 1,0684,
millest ka jirgneb itilemine kirjutus.
Rutuliseks transformimiseks (=\muundamiseks) pa-
neme tdhele niisuguse juhise: kui ,—%“ vgetakse wpealt

maha,“ tuleb karakteristik 1-e vorra vihendada ja
mantissiks voetakse mantissi tdiendus 1-ni.

Jagada : :

26. 26,41 : 19,67

27. 0,4975 : 0,08996
28. 0,003652 : 0,05371
29. 8,061 : 0,06634

III. Astendamine.
Niide 8: Arvutada 7,938°
Lahendus: Tabelist leiame, et

log 7,938 — 0,8997.
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Sellepdrast: 7,938% — (10%8%97)3 — 1026991
Logaritmile 2,6991 vastab arv 500,1, mispérast
: 7,9388 = 500,1. :

Astendamise asemele astus kasvatamine, kusjuures
0,8997 3=2,6991 ehk log 500,1 =3 log 7,938 —
astme logaritm vordub astmenditajale kasvatatud aluse

logaritmiga.
Toendus iildkujul.
Olgu a = n*, kus x =log, a.
Siis on aP = nP*, kust px =log, (aP)

Jarel. log, (ai’) =p logna.

Niaide 9: Arvutada 0,050563.
Lahendus: x = 0,05056. ;
logx =3 log 0,05056 — 3 - 2,7038==4,1114
x = 0,0001292.

30. 31,0,
31. 9287,
32. 0,2524° .
33. 1,1115.

Arvutada:

IV. Juurimine. 4

N'aiid e 10: Arvutada ]758?9
1,4578 0,4859

3 3
Lahendus: yoggy — 10788 — 1078 —10 3,061,

Juurimine muutus jagamiseks ja juure logaritm vor-
dub juuritava logaritmile jagatud juureniitajaga.

3
log 1/ 28,69 — 1 log 28,69.

34. Niita, et tildse:
: Do oo
log, V a — ip—

Niide 11: Arvutada ]4/6“({
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Lahendus: x — ]7076
log x=1 log 0,6 — } - 1,7782.

1,7782-ku jagamiseks4-jaga lisame karakteristikule 3 nega-

tiivset iiksust juure, jagatises saame 1; kui mantissile
3 positiivset iiksust Jjuure paneme, on

3,7782 : 4 — 0,9447,
Sellepérast: log x — 1,9447 ja x =0,8804.

Arvutada juured:

3 3
35. ]/6829 38. ]/ 4463
4
36. ]/49,72 39. ]/1000 41. 1/0,0010456
o 1
37. 10,07218 40. 3822°
Punkti C. all (lhk. 12—16) eldut kokku vottes leiame, et
Il jargu { kasvatamise asemele astub liitmine \Ijirgu
tehete: | jagamise % » lahutamine f tehted
Il jargu[ astendamise ,, » kasvatamine |II jargu
tehete: | juurimise & » Jjagamine } tehted

Arvutamisel logaritmidega viheneb tehte jark iihe
vorra. Kasu logaritmidest tehete sooritamisel on silm-
ndhtav. —

Logaritmida avaldused:

Wbl | 48, (\a+bﬁ)4 53. /po—a) p—b)(p—c)
43. |/xy X -y
4,0 19. l/ allis i
X
< . g n
45, L. : 4 P
z 50' Va¥ b 5. »
46. a (a t}i) 51 3a S b st
be 5 \%7 bV;( 173
a7y y
i 88 e g B8 T
al/b—c ab |- b2 V15
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Leida arvud jirgmistele logaritmidele:
57. log a — log b

58. 3 loga -+ 2logb

59. 5 (log m — log n)

60. ;loga-{ iloghb— {logec

] 1
61. ~—loga — —log b
b " q 5
62. %(4 log a —k%log b — log ¢)
68. log (21 pIy o %[log (a -1 b) L Tog (- b)]
/

Nidide 12: Arvutada:
3

x = 8364]/__ 2649 .
0,03472 - 0,8644

Lahendus :
log x = log 8,364 %(log 25,49 — log 0,03472 —
' — log 0,8644)
log 25,49 — Vi 1,4063
— log 0,03472 = — 2,5406 = 1,4594
— log 0,8644 = — 1,9367 — 0,0633
S =.2,9290
LS = 0,9763

64.

65.
66.

log 8,364 — 0,9224
log x — 1,8087

X = 792.

Arvutada:

V68900‘0,323 68. 3,4468°
56,74 V0’210347 69. 0,06084°
SR 70. [53\°
36,49 - 0,01886 67
Joi047a ke E)7
0,6327 37

P. Ederberg, Algebra. 2
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72. Vﬁ 82.
4
73. 3“1 83.
1255
74. (o,oo_sg.g)s
0,039898
o 84.
5. 26,499 135
826,7
76. 3A‘ 85.
V8728
/1208
¢ fT e e SRR 86.
1/28,67 - 0,8135°
BB L 87.
1/0,02867 - 3,0062
79. @.(9@433)3 o
21826 “ 10,9025
iR 89.
6,3942 |/5,687
81 600856
bt 90.
1/0,008291

Jirgmistes avaldustes tul
tavad ja siis nad iihend

logaritmidega).
‘ 91.

92.
93.

94.

]/1

' 0,4238°0,07287
0,4574

5
/—0,008527.

B) - (e
(Fs)

3

1

i
J/0,8978% 1/0,4519
/8,671 — 5,064

R S
0,02987 ~ 0,6274
3

0,6007 4,732
ook il
0,248522 1,04522

eb esmalt arvutada liide-
ada (katkestatud arvatamine

1 0,7635

3,644

0,4652 2607

2461 3,198 — 28772
2°3,128

PR
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[/5323000" — 4324%
2,357 — 1,8083
Jo04658
1/5,0768 /3,458
/3,458  5,0768

98. 1 :
3,296 * 2487 * 0,06549 — gl

0,05438
o . 2,0098
2,4878 * 0,05964 ( 1000 — mﬂ)
Arvatada:
100.

Ja® +b?, kui a =17,624 ja b= 3,948.

101. 1 1 : g %
i 5 s kui a = 0,28735 ja b = 0,19568.

g~ p kui p=0,7088 ja q=0,6382

q
103. Ruutvorrandi ax? | bx +c=0 juurte valem
b b 4ac
on X=—— +

5a ¥ 2a)/1— B
Arvutada juured, kui a = 308,9;
b = 249,8;
¢c=—196,7.

1 Inglise penikoorem = 1,609 km.

1 merepenikoorem == 1,852 km.

1 Inglise nael = 0,4536 kg.

1 Vene nael = 0,4095 kg.
Arvutada:
104. Mitu km. on 8,28 Inglise penikoormas?
105. Mitu merepenikoormat on 38,26 km.?

106. Mitu Inglise penikoormat on iihes merepeni-
koormas?

107. 12,8 Inglise naela on mitu kg.?
108. Uks Inglise nael vordub mitme Vene naelaga?
2*
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-109. Arvutada kolmnurga pind, kui kiiljed on:
a=10,28; b— 9,86; c=742, 3
110. Arvutada vordkiilgse kolmnurga pind, kui kiilg
a = 2542 cm.
111. Kui suur on vordhaarse kolmnurga pind, kui
alus a = 32,45 ja haar b — 42,07?
112, Leida piistkiiliku pind, kui iiks kiilg a = 17,06
ja diagonaal d — 20,25, ‘
113. Arvatada rombi pind, kui kiilg a = 6,022 ja
liks rombi diagonaalidest b — 8,467.
114. Kui kaugel on tsentrist k551 k — 90,4, kui ringi
raadius r = 46,08 ? ; J
115. Tiisnurkses kolmnurgas on kateedi b —=5,87
projektsioon hiipotenuusile p=3,62. Arvutada hiipote-
nuus a ja teine kateet c.
116. Arvutada trapeetsi pindala, kui tema alused
on:"a = 28,45; b. — 19,65 ja haarad: ¢ — 8204 =175
- 117. Tiisnurkses vordhaarses kolmnurgas on hiipo-
tenuus a = 1824. Kui pikk on kumbki kateet?

118. Vordkiilgse kolmnurga kiilje pikkus on a— 15,68.
Arvutada kolmnurga timber ja sisse joonestatud ringide -
raadiused R ja r.

119. Arvutada vordkiilgse kolmnurga sisse ja timber
joonestatud ringide raadiused, kui kolmnurga pind on
S = 81,54

- 120. Leida vordkiilgse kolmnurga pindala, kui {im-
berjoonestatud ringi raadius on R — 19,88. -

121. Vordkiilgse kolmnurga killg on a — 8,206.
Kolmnurga iimber on ring joonestatud ja ringi iimber

uuesti vordkiilgne kolmnurk. Leida uue kolmnurga
pindala.

122. Vordkiilgse kolmnurga kdrgus on h — 7,006.
Arvutada kolmnurga iimber ja sisse joonestatud ringide
raadiused R ja r. :

123. Ringile on tdmmatud puutuja, mille pikkus on
1 = 9,203, Ringi raadius on r — 5,253. Kui kaugel on
ringist puutuja lahtepunkt ?

124. Laev on Kdpu maaninast Hiiumaal 9,2 mere-
penikoorma kaugusel (1 merep.— 1,852 km.) ja tahab otse-
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joont sdites nimetatud punktist 2} merepenikoorma kau- 1
gusel modda saada. Kui suure kiirusega soitis laev, kui ]
ta Hiiumaalt 2} tunni p&rast mooda joudis ?

Mirkus: Nbr. 125—127 on eelharjutused nbr-te
128—131 kohta.

125. Kui kaugele nieb silm merel, kui ta. on mere-
pinnast 10m-i korgusel? Maakera raadius = 6370 km.

126. Kui kaugelt on 12-meetriline laevamast nih-
tav 10-meetrilisel korgusel olevale silmale?

127. Kui korge on migi, mida tasase maa' peal on
50 km. pealt n#ha, kui silma kdrgust arvesse ei voeta?

128. Kui kaugele v0ib niha merel, kui silm asub
merepinnast 14 m. korgusel ja kui kiirte murdumine dhus
suurendab kauguse geomeetrilist vaartust 7,50/0 vorra?

129. Laeva laelt on mirgutuli, mille kérgus mere-
pinnast hm., vaatepiiril niha, kui vaatleja silma kdrgus
on 5 m. Mitu meremiili on laev tulest eemal, kui Kiirte
murdumine ohus suurendab kauguse geomeetrilist véir-
tust 7,50/0 vorra?

1 meremiil = maa meridiaani kaare minut =
= 1,852 km. (NB. 1 ekvaatori minut on meremiilist

. 3 m. pikem!) Lahendada iilesanne jérgmiste tuletornide
. kohta: a) Kadriorg (Tallinn): iilemine tuli h = 78,6; alumine
. tuli h = 48,8; b) Naissaar h = 38,7; ¢) Kihnu h = 28.
; 130. Tahkona tuletorni tule korgus on 42,7 m. 18,62
. meremiili kauguselt on tuli horitsondil ndha. Kui kor-
. gel on silm?

l 131. Ruhnu tuletorni tuli on 21,53 meremiili kau-
- guselt horitsondil néha, kui silm asub merepinnast 5 m.
. korgusel. Kui korgel asub Ruhnu mérgutuli?

‘ 132. Arvutada korrapirase kuusnurga sisse jooues-

- tatud ringi raadius, kui kuusnurga kiilg a = 25,48.

| 133. Kui suur on korrapdrase kuusnurga kiilg, kui .
kuusnurga pindala S = 82,47?

; 134. Arvutada ringi sisse joonestatud korrapérase

- 8-nurga kiilg, kui ringi raadius R = 15,24.

135. Ringi raadius r — 8,407. Leida pindala.

| (x = 3,1416.)
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136. Kui suur on ringi timbermdst, kui ringi pind-
ala S = 2435°?

137. Ring raadiusega r — 3227 on vordpindne
ruuduga. Kui suur on ruudu kiilg ?

138. Tiisnurkse réoptahuka (= tdisnurkse paralleel-
epipeedi) kolm lihisserva on a — 60,8 cm; b = 40,7 c¢m;
¢ = 43,2 cm.

Arvutada rooptahuka ruumala.

139. Kui palju kaalub 5hk saalis, mille pikkus 16,5m.
laius 12,2 m. ja kérgus 7,45 m.? Ohu erikaal on 0,001293’

140. Arvutada kuubi serva pikkus, kui ruumala
V = 500 dm®.

141. Cheopsi piiramiidi korgus on 1372 m. ja
ruudulise aluse kiilg 227,5 m. a) Kui palju kaalub piira-
miid, kui erikaaluks votta 2,75? b) Kui pika miiiiri voiks
pliramiidi massist ehitada, kui miiiiri laius on 1 m. ja
korgus 2 m.?

142. Kera raadius r — 6,8 cm. Arvutada kera
ruumala. (z = 3,1416.)

143. Gloobuse pind olgu 1 m2. Kui suur tuleb seks
votta raadius ?

144. Mitu numbrit on arvus 9'™ ja nimeta esime-
sed 2 kohta.

145. Mitu numbrit on arvu 1,01'® isosas ja nimeta
esimesed 3 kohta.

146. Mitmendal kohal on arva 0,0023° esimene
vdidrtusega number ja missugune ta on?

Lahendada eksponent- ja logaritmvorrandid:
a) ilma logaritmide tabelite tarvitamiseta.

147. 35— o '
148, o7x — 3
LT et

150. 0,3 2x+5 — 0,027
151.  10* = 0,00001

X
2% 625
152. (5) o



153.
154.
155.
156.

157.
1358.
159.

160.
161.

162.

72x+3__7x+1
4x+1_42x—-1__

32x+1+3 2-Xx +32x—1= 351
93x—2_34x+3:93x—3_34x+1

3log x = 2log 8
log (155 — x°)
log (2 — x)
log (x+ 12) 4 log (x — 12) — log 13 = 2
log (24 — x%) _
log (4 — X)
logl/4 x — 3 + log J/3 x — 16 — 2.

b) logaritmide tabelite abil

163.
164.
165.
166.
167.
168.
169.

- 170.

171.
172.

173.

174.

175.

100x — 0,08234
10% = 2,087110

138,9% — 0,00325

0,4638* — 1000

7,168 = 38,45

10% . 1002 . 1000 — 7

19= +1 =20~ 1

a
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176. 3=G+1 m&—1) _ 95 15x

177. Iog(5x—4)+log(2x+9)=1

178. Leida kéver funktsioonile Yy = log, X, kui alus
e — 2,718281828459. ., .

(vrdl. Ihk. 6; siin on y-i védrtused n. n. loomulikud
logaritmid). ; ;

§ 2. Aritmeetiline ja geomeetriline rida.

Aritmeetiline rida.

Arvude rida a,, &3 a3 . ... a, nimetatakse arit-
meetiliseks, kui iga kahe jarjestikkuse arvu vahe on
konstantne. Niisugusel puhul peab olema

dy.of-d —"a,,

a +d= a;

T e voib olla niihisti
positiivne kui negatiivne. Aritmeetilised read oleksid :
2567 8; H: 14; 17; 20
2;—1;—4;——7;—10;——13;——16

Esimene rida on tdusev (tema vahe d — 3), teine
rida on langev (d— — ).

Aritmeetilise rea definitsioonist jirgneb otsekohe :

& =a +d @ — 1)),
rea viimane liige vordub esimese liilkmega liidetud kas-
vatisega, mille teguriteks on vahe ja tihe vorra vihen-
datud liigete arv.

Valemis (*) esinevad 4 suurust, nii et tema abil
v0ib iiht nendest leida, kui teised 3 on teada.

Aritmeetilise rea iga kolme jirjestikkuse liikme
4k —1, Ak, ax 4 1 kohta on maksev vordus:

B a
e T R s T Y
8. t. rea iga liige on léhisliigete keskviiirtus,

179. Nimetada rea 15-es liige, kui esimene liige on
1 ja vahe 6.
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180. Leida ass, kui ay — b jad = — 2.
181. Leida a,, kui a,;, = —4,3 ja d = —1,.
182. Leida d, kui a, = b ja a;,, = —6.

183. Arvude a ja b vahele asetada n arvu, mis
nimetatud kahe arvuga moodustaksid aritmeetilise rea.
Lahendada iildkujul ja siis votta a = 6; 35

bi— 59

n=29; 7
184. Kui funktsioonis y = a, + dx (**) anda x-le
vaartased 05 15025 00 (n — 1), siis moodustavad

-id aritmeetilise rea. Missugune joon vastab funktsioo-
nile (**) ? Joonistada rea lilkmed funktsiooni y = 0,4 + 0,5 X
kohta. .

- 185. Lahendada nbr. 183 graafiliselt.

., 186. Rea 3-da ja 8-da liikme summa on 17, 13-da
ja 20-da summa 83. Nimetada rida.

187. Reas on 16 liiget. Molema keskmise liikme
kasvatis on 95, b-da ja 13-da liikme summa 20. Leida
vahe ja esimene liige.

188. Reas-on n liiget. Esimese ja viimase liikkme
kasvatis on p, molema keskmise liikme kasvatis q. Ar-
vutada a, ja d. _
n — 14; p = 2438; q = 380

Aritmeetilise rea liigete summa on:

s=al+(a1+d)+(a1+2d)+. Lok (a2 d )
+ (a, — d)+a,
Votame paaride viisi liikmed, mis iihekaugel algusest ja
1opust. Esimese ja viimase liikme summa on a; + a,
| al a5 an
| liikme keskviadrtus =~ 2’
| teise paari summa on
a,+a _,=@+d+(@—d=2a +a,
& a
2

’

keskvaartus

' kolmanda paari summa
ay 8 psringch 2 d) + (a, —2d) =a +a,
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a, + a_
2 i
ka jargmiste paaride summa on a; + a, sest iga algusest

voetud liige kasvab d vorra, kuna 1opust voetud liige
sama vorra vdheneb. Seepirast on rea summa s vordne
liikme keskviirtuse ja liigete arvu kasvatisega.

keskvairtus

Juhis: aritmeetilise rea liigete summa vordub esi-
mese ja viimase liikme poolsummaga kasvatatud liigete
arvuga.

189. Tuleta valem (*+%) graafiliselt. _
190. Missuguse valemi saame aritm. rea summa s
jaoks, kui valemisse (***) asetada lilkme a, v#irtus
valemist (¥)? )
191. Mitu 166ki teeb kell, mis ainult terveid tunde
166b, Gopéeva jooksul? ¢
192. Rea esimene liige on 5, vahe 2. Leida 18-ne
lilkme summa.
193. a, = —4; — 3
d= 15;25
s = 97,5; 252
Leida n ja a.
194. a ——6,5; — 16
d= 05; —1
s =— 66; — 130
Leida a, ja n.

195. Rea esimene liige on — 10, 20-es liige 28.
Leida liigete summa 8-dast 15-dani.

196. Jalgrattamees soitis esimeses tunnis 18 km.,
igal jargmisel tunnil 3 km. vihem. Mitu km. sbitis tema,
kui viimases tunnis tema kiirus oli 15 km.?

197. Aritmeetilise rea 9-as liige on 16, 19-es liige
234. Leida rea vahe ja esimene liige.
198. Aritmeetilises reas on 50 liiget. Rea summa

on — 374, mdlema keskmise liikme kasvatis 3. Arvutada
esimene liige ja vahe.
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199. Kui suur on n esimese arvu summa loomuli-
ust arvureast?

200. Kui suur on n esimese paarisarvu summa loo-
mulikust arvureast?

201. Leida n esimese paaritu arvu summa loomu-
likust arvureast.

202. Kui suur on kdikide kolmekohaga arvude
summa ? -

203. Kui suur on kdoikide neljakohaga arvude
summa ?

204. Missugune positiivne tidisarv vordub koikide
eelmiste tdisarvude summaga ?

205. Missugune positiivne tdisarv V(")rdub%i-ga koi-
kide eelmiste tiisarvude summast? k = 10; 100.

206. Merepinnal on Shu rdhumine 1. kg 1 cai
peale. Siigavuse iga 10 m-i kohta kasvab rohumine
1 kg-i vorra. Arvutada rohumine 1 cm2-i peale a) 1000 m.,
b) 5000 m. siigavuses.

Valemid ruut- ja kuuparvude summade
jaoks.

Valem esimese n ruutarvu summa jaoks.

Valemi_ (a + b)3 = a3 + 3a%b + 3ab2 + b3
pohjal kirjutame :

0 + 13 = 1
1+13=1+3-12+3-1+1
2+ 18 =28+3-22+3-2+1
B+1p =23 +4+3:-8+3 " S
o 1)F = ns 3 n2 3 n+ 1

Kui liita koik read, saame pahemale poole summa
13 4+ 23 4+ 88 +. - -+ (n + 1)3. Paremal poolel saame
esimesest veerust 13 + 23 4383 + - - - -+ nS, missugune
summa koondub pahema poolega, kuhu jidb ainult

' (n + 1)3 teises veerus on 3 (12 + D e e 1 G
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Klambrites oleva Summa, mille jaoks otsitakse valem,
tahendame liihidalt s,-ga; kolmandas veerus on summa

3 (142 4+ 8 4o o ) =3. %ﬂjaédasvee-

rus arv n -+ 1. Jarelikult:
@+1p=3g+320+0 0,
st 5, = 2@+ 1) @+ 1)

207. Samal viisil tuletada valem kuuparvude summa
8, jaoks.

208. Leida ruutarvude summa 1-est 100-ni.

209. Seesama kuuparvude kohta. :

210. Leida ruut- ja kuuparvude summad 10%st
kuni 50%ni.

211. Aritmeetilises reas on 8 liiget, millede summa
on 100 ja millede ruutude summa 1628. Leida esimene
liige ja vahe.

212. Funktsiooni y = a, + a, X +-a, x2 () |
vidrtused moodustavad teise jdrgu aritmeetilise rea,
kui x-le anda tihendused: 0, 1, 2, 3 jne. Rea punktid

asuvad paraabolil. — Kui suur on rea summa, kui
X === el

213. Funktsioonil ([7) olgu ag = a, — 1; a = —4
Arvutada rea liikmed x — 8, 12 DT jaoks, leitud

liigete esimesed ja teised vahed.

214. Kui suur on y-i kasv valemis (), kui x kasvab
(X + 1)ni? Kui suur on kasv, kui argument kasvab
x + 1)-st (x + 2)-ni?

215. Leida eelmise iilesande resultaatide vahe.

216. Kirjuta funktsioonile

Y=a+a, x + ax2+ a,x3

vastav kolmanda jirgu aritmeetiline rida X-i viirtuste
jaoks 1-est 10-ni, kui a=2; a, = a;, — — 108y 0%

217. Tdhenda iiles eelmise numbri all leitud rea
esimesed, teised jne. vahed. Mitu vahede rida on siin?

218. x-i viidrtuste X+ 1,x+ 2 x4 3 jaoks
leida esimesed, teised jne. vahed. Mitmes vahe on kon-
stantne ja kui suur ta on?
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Geomeetriline rida.

Rida a,, a,, - - - a, nimetatakse geomeetriliseks, kui
iga kahe jirjestikkuse arvu jagatis on konstantpe.

Siin peab olema:
a,

aaq

a2
a3

A

n —1 a4 ==
‘ q mmetatakse rea teguriks.
Geomeetrilised read oleksid:
2; 6; 18; b4; 162; 486
9. %2352 12 42
'3 927 81’ 243"
- Nendest on esimene rida tousev (tegur q = 3), teine

langev (tegur q = ;’)
(Millal on géom. rida tdusev ja millal langev?)
Geomeetrilise rea definitsioonist jérgneb :
an=a; q"—!, rea viimane liige vOrdub esimese liik-
mega kasvatatud rea teguriga astmel, mille nditaja on
iihe vorra védiksem rea liigete arvust.
219. Leida rea 2,8; 5,6; 11,2; - - - kiimnes liige.
220. Leida rea kuues liige, kui esimene liige on 2

[ 2
/Ja tegur on 3
221. a; = 1.5;q =05. Leida a7

i 222. Leida geom. rea tegur, kui es1mene luge on
7 ja T-es liige on 79,734375.

‘ Geom. rea iga kolme jirjestikkuse liilkme A1,
\ax, ax +1 kohta on Jige vordus:
1 4 Ak +1 S RIS,
, — — eh = 4

| ; TR A e kak ]/ak 18k + 1,
's. t. iga liige on keskmine proportsionaalne tema léhis-
liigete suhtes.

| 223. Geom. rea 4; 9; 20%; 454%; - - - iga kahe
liikme vahele asetada n11sugune arv, et uus arvude jarg
‘moodustaks ka geomeetrilise rea.
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224. Seesama iilesanne rea 2; 6 18: 54- . .0
kohta.

Geomeetrilise rea liigete summa olgu: |
Bedb Mmoo ay (1)
Kui vdrduse molemad pooled kasvatada teguriga q,
Saame: |
Sq — a; + a3+ - . +a, + ayq (2)

Votame vorduste (2) ja (1) vahe:
8¢ — S8 = axq — ai, kust geom. rea summa jaoks saame

valemi g 204 — &1
q—1
ehk — arvesse vGttes, et a,— ajqn— ! —
‘ D= 8§ i X
qg—1

225. Geom. reas on 10 liiget. Paarisliigete summa
on a, paaritu liigete summa b. Leida rea esimene liige
ja tegur. .2 = 2; b = 1.

226. Geom. reas on 8 liiget. 4-ja esimese liikme
summa on a, 4-ja viimase summa b. Arvutada rea tegur
ja esimene liige.

a = 20; b = 1620.

227. Geom. reas on 4 liiget. Esimese ja 4-da liikme
summa on a, keskmiste liigete summa on b. Leida tegur
~ Ja esimene liige. a — 77; b — 62,

228. Geom. reas on 3 liiget, millede summa on a
ja ruutude summa b. Leida tegur ja esimene liige.
a0 —sysh — 133

Leida jirgmiste ridade summad:

229. l—f—x—{—x2_[_. 3 A med

230. an— 1! | an—2p + ar—3p2 L. g
o BlP - g st

231. a® —alp 4 aBBp2— . . . _pi5

232, an—1_gn—2p t'gn—38p2_ e

-+ (_1)11—- lbn—— 1
e et St § oue
233, Va4 + 1/a% +Va2b2 4. - -+]’/b4
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9 9
234. a + Vasb +Va7b2 +- -+ b.

235. Mitu liiget on reas, kui
a) a, =82:q= =198+~ 13,3.
b)a,=~25;q==08;8=— 0,82.

286. Ohu pumba kupli ruumala on k, silindri
ruumala s. a) Kui palju on dhku kupli all kannu n kiigu
jarel. b) Mitme kdigu jérel on horendus 0,001?

k=31, s=21; n=4.

237. Keegi jutustab uudise 2-le tuttavale, kumbki
tuttavatest 2-le uuele jne. Mitme tunni jooksul saab teate
a) 60000-line linn, b) 120000-line linn, kui teate edasi-
andmine siinnib iga jirgneva } tunni jooksul?

238. Mitmendamast liikmest alates on geom. rea
3.9 2250, . .. lilkmed 0,000001-kust véiksemad ?

239. Geomeetrilise rea 3; 6; 12; 24; ... iga kahe
lilkme vahele ‘asetatakse 3 uut liiget, missugune jirg moo-
dustab uue geomeetrilise rea. Leida selle rea tegur.

240. Arvude a ja b vahele tahetakse asetada n
arvu, mis iihes a ja b-ga moodustaksid geomeetrilise rea.
Leida selle rea tegur q. a=—5; b=12; n—T1.

241. Kahe tooni vahele 0dtsearvudega a ja 2a
(pGhitoon ja oktaav) mahutada 11 tooni, nii et intervallid
oleksid vordsed (tempereeritud heliredel). Kui suur peab
olema iga intervall?

242. Taim tarvitab maa-ala 1 m* ja toob aastas
1000 seemet.*) Kui iga seeme areneb taimeks, mis aja
pérast kataks see taim kogu maapinna (= 146 . 10° km.*)?

243. Bakteeri 1ibimoot on keskmiselt 1 ¢, 20-e mi-
nuti jooksul jaguneb bakteer kaheks. Kui suure aja jook-
sul saaks iihest bakteerist a) terve liiter; b) 1 m.*; c¢) maa-
suurune kera (1,082 . 10% m.*)?

244. Kui kuningas malemingu leidjale ette pani
leiduse eest tasu ndouda, palus viimane 1-se ruudu peale
1 iva panna, teisele 2, kolmandale 4 jne. a) Mitu hl-it
teeks see vilja, kui lugeda iihes hl-is 1,6 . 10° iva; b) mitme

*) Tubakas annab aastas kuni 360000 seemet.
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aasta jooksul saaks nii suure toodangu E.V. territooriu-
milt, mille pdllupind on {immarguselt 10° tiinu, kui iihelt
tiinult saab 20 hl. ¢) Mitu 30-vagunilist rongi ldheks
vaja selle vilja drasaatmiseks, kui iiks hl kaalub 73 kg.
ja tihe vaguni kandejdud on 17 t.?

245. Téhed jagatakse heleduse jargi klassidesse,
kusjuures iga jirgmise klassi (,suuruse“) tiht on eelmi-
sest 24 korda tumedam. Palja silmaga vGib veel niha
6-da suuruse tihti. a) Kui esimese suuruse tihte kuju-
tada ringina libimodduga iiks dm., kui suured ringid tu-
leks midrata jdrgmistele 5-le tihtede klassidele. b) Mit-
menda suuruse tdht on esimese suuruse tihest 100 korda
tumedam? c¢) Missugusesse heleduse jarku kuuluks piike,
kui tema heledus on 5. 10'° korda suurem Capella hele-
dusest, kui viimase suurus on 0,2.

246. Hinda arvud 9°, (9°)°, 999ja otsi nende vahe-
korrad suurte arvudega nagu 2°*, piikese ruumala (m?-tes),
valguse tee aasta jooksul (km-tes). :

247. Arvud moodustavad geomeetrilise rea. Mis-
suguse rea moodustavad nende logaritmid?

248. Logaritmid moodustavad esimese jdrgu arit-
meetilise rea. Missuguse rea moodustavad arvud ?

Kui by ja by tdhendavad (keskmisi) baromeetri rohu-
misi punktides, millest teine h m. korgemal kui esi- -
mene, siis on — nagu fiilisikas tdendatakse — maksev
valem:

, ba = bo ki (%),
7999 N S
kus k =~ 8000 (Temperatuuri mdju jii siin tihelepane-

mata). Valem niitab, et baromeetri seisud moodustavad
langeva geomeetrilise rea, kui kaugused merepinnast
tousvat geomeetrilist rida kujutavad.
Valemist (%) jirgneb n. n. korguste valem:
h = A (log by — log by),
kus tuleb votta
1

i log k

249. Kui suur on kérguste vahe, kui keskmine baro-
meetri rohumine on vdetud punktides 750 ja 720 mm.

= 18400.
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250. Leida baromeetri rohumine a) 100 m., bj 1000
m. korgusel merepinnast, kui merepinnal rGhumine on
760 mm.

251. Kui korgele peab tGusma a) merepinnast,
b) 100 m-i, ¢) 1000 m-i kirgusest, et baromeeter langeks
1 mm. vorra?

252. Kui palju langeb baromeeter, kui tousta 500
m. korgusest 1000 m. kdrguseni ?

Lopmatult langev geomeetriline rida.

Olgu voetud langev geom. rida, niit.
BRI e ]
4’16 '64° "2667 010247 "
Arusaadav, et voib reas leida niisugust arvu, mis vabalt
valitud dige viiikesest arvust vilhem oleks; selleks peab
ainult voetud liilkmes teguri § aste vastava korguseni
tousma (v. selle kohta iilesanne nr. 238, lhk. 31); teiste sona-
dega rea liigete arvu Kkestval suurenemisel lihenevad
lilkmed piirvddrtusele null, mida matemaatikas niiviisi
tihendatakse :
Ryt A iy
lim ( 4) =0
n = oo

Votame langeva geomeetrilise rea:

a, aq, ag®, . . .aq"~* (¥), ;
mille summa
aa | s q? dk
S5 G (&)

Kui rea (*) liigete arvu piiramata suurendada, s. t. n-le
ikka suuremad ja suuremad véirtused anda, kaob qo
valemist (**), nii et 16pmatult langeva geom. rea summa on:
S ,,g,__,__ ks

i By ( ),

s. t. esimene liige jagatud iihe ja teguri vahega.

Siin esitatud olenevusi v3ib graafiliselt niiviisi kuju-
tada. Rea a, aq, aq’, ... esitame trepiastmete niol,
missuguste korgus ja laius vordub iiksikute rea liigetega
(@a = A Bjaq = A:2By= A;B;; ag? = A3B; — A3 B,

P. Ederberg; Algebra. - 3

S
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jne.; joon. nr. 2). Punktid A, A», As, . .. asuvad sirg-
joonel, sest tdisnurksed kolmnurgad A; By Az, Az Bo-As,. ..
on sarnased. B-joone kallakus horitsontaaljoone vastu

HC
A
e
o
SEE
7/
// 7
e /5
¥
A ik
. T
et by
el
A,y
//’ o B;
< N2
// ag o
7t v
b H
A
é ) o 4 B,
// &
5% A
> /s
// i %
5 &,
2 7
A, % B,
Joonis 2,

on 45° A-joone kohta tang CA,B, = q. Geom. rea summa
vadrtuse annab I8igu A;C projektsioon horitsontaaljoonele.
Arusaadav on ka, kui joonte A ja B l5ikepunkt on kauge-
nenud lopmatusesse, s. t. jooned A ja B on paralleelsed
ja rea tegur = 1, siis ei vai rea summa Ioplik arv olla.
Sedasama tuleb ka iitelda juhuse kohta,.kus q > 1.
Graafikal esitatud juhusel Geldakse, et rida on koonduv,
viimasel kahel juhusel, et rida on hajuv.

253. Geomeetrilise rea liigete summa esitada liigete
arvu funktsioonina (olgu a; = 1). Uurida funktsiooni
muutuvust, kui q <1 (q = 1, g; §), (O b LY L

2 .3 4

Arvutada summad:

2 e I | 1

o118
255. §+§_’_—Z+7176 by
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o
7

: 9.0
256. 5 + +7fZ+7A3 S
257. Lopmatult langeva geomeetrilise rea summa

kohta antud lauset arvesse voGttes leida jargmiste perioo-
diliste murdude vidrtused :

Odddiai o 044338 % il
02588 -« i1 0,147575 - - -
0,3666 - - - -

037272 - -

0,2456456 - -

Paneme tdhele, et valem (#++) on maksev ka siis,
kui langeva rea tegur on negatiivne, mispirast liikmed
on vahelduvate mirkidega.

Arvutada ridade summad:
258. 6; — 1,2; 0,24; - - -
259. 7; — 5,6;448;- -

Arvutada summad:

260. a) 1 + x + x*+- - - ja
‘b)) 1 — x +x% .+ - - kuix < 1.
X i 2ane 8 :
261. §+i+i3+ R kui — 2> X > + 2
1T SR ¢ e
262'a_b+a—§i+ AR 3 e

263. Arvutada ‘l/al/;T/;ﬁ
(Jubhatus: iga a esitada temale vastava murd-
niitajaga).
264. Lopmata langeva geomeetrilise rea esimene
liige on %, summa 14. Nimetada rida.
265. Lopmata langeva geom. rea summa on 24;
tegur —%. Leida rida.
266. Lopmata langeva geom. rea summa on 8, teine
liige 14. Leida esimene liige ja tegur.
267. Vordkiilgse kolmnurga sisse, mille kiilg a, on
joonestatud teine kolmnurk, mille tipud asuvad esimese
\ - A
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kolmnurga kiilgede keskpunktides. Selle (teise) kolm-
nurga sisse on samal viisil joonestatud kolmas kolmnurk,
kolmandama sisse neljas kolmnurk jne. Kui suur on koi-
kide kolmnurkade perimeetrite summa ?

268. Ringisse, mille raadius r, on joonestatud ruut,
ruudu sisse ring, ringi sisse jdlle ruut jne. Kui suur on
kgikide ringjoonte summa ja kui suur koikide ruutude
perimeetrite summa?

269. Vordhaarse kolmnurga aluse pikkus on a,
haara pikkus b. Kolmnurka joonestatakse ringid niiviisi,
et esimene puutub alust ja mdlemat haara, jirgmine ring —
eelmist ringi ja mdlemat haara jne. kuni tipuni. Leida
kdikide ringide raadiuste ja pindade summa.

Arvutada summad: :
270. r + 2rq + 3rq> -+ - - . 4+ nrg*t
23, 1:-2 28 4 884 oy it 1),

Arvutada jargmiste 16pmatute x < 1 juures koondu- -

vate ridade summad :

272, x 4 2x% 3x3' | 4xt |- .

2793. x + 4x®2 -+ 7™x3 + 10x! + -

274. 1 -+ 3x + 5x® 4 7x3 ..

275. Moodustada geomeetrilise rea:

a, aq, aq? aq’, -

esimene, teine ja kolmas vahede rida. Mis vdib nende
pohjal iitelda n-se vahede rea kohta ?

a=—2:iqg=3;n-—=4.

§ 3. Liihendatud tehted.

Markus. Selles §-is esinevad arvud on mdeldud
tdpsetena kuni viimase kiimnendkoha iiksuseni, niit. arv
' 23,46 on tdpne kuni iihe sajandikuni, arv 4,087 kuni iihe
tuhandikuni. Niisuguste arvudega on meil tegemist ' nii-
h*cisti3 puhtmatemaatilistel arutustel (irratsionaalarvud

V2, V5 - - - ja transtsendentsed arvud log 5, sin 20° jne;
nad voetakse harilikult peenelt kuni viimase kiim-
nendkoha ! iiksuseni) kui ka tehetel mootmisest saadud



37

arvudega. Viimaste tédpsust miiravad nende viirtusega
numbrid, sest komma asend ja kiimnendkohtade arv ole-
neb voetud iiksusest, ndit. 3,58 mm.; 0,358 cm.; 0,00358 m.
on samased ja igaiihel on 3 vé#rtusega numbrit.

I. Liihendatud kasvatamine.

Niide I. Kasvatada 84658725 - 32,675616 téapselt
kuni 0,1. :

Kasvatamine:

Kasvatatav 8,46 58725
Kasvataja 61657623
I osakasvatis 2539 74 tdpne kuni 3 tuhandikuni
IT p 169 30 ¢ b el u
I 2 50 76 5 s 6 3
v s 5 88 z gh S 4
v i 40 5 S 5 2

: 6+1 :

Koguwlr{asvatis 276,608 tdpne kuni 30 tuhandikuni
Otsitav vastus: 276,6.

Seletus: Resultaat otsitakse téipselt kuni 0,1. Kas-
vataja iihte de numbri kirjutame sel puhul kasvatatava
tuhandikkude alla, s. t. niisugusesse kohta, mis otsitavast
viimasest kohast 2 miirki paremale poole. Teised kasva-
taja numbrid kirjutame iihtedele juure, kuid poordud jir-
jes. Kasvatades kasvataja iiksikud numbrid kasvatata-
vaga, jdetakse tdhelepanemata kasvatatava numbrid, mis
voetud kasvataja numbrist paremale poole. Osakasvatiste
koige parempoolsemad numbrid tulevad iiksteise alla: nad
on koik tuhandikud [kiimnetuhandikud (kasvatatavas ;
neid on 8) X kiimned (kasvatajas 3) = tuhandikud (24);
tuhandikud (5) X iihed (2) = tuhandikud (10); sajandi-
kud (6) > kiimnendikud (6) = tuhandikud jne.] Selle-
parast on ka kogukasvatises 276,608 eraldatud paremalt
poolt kolm kohta. :

Uurime arvu 276,608 tipsust. Selleks tuleb tihele
panna, missugused kasvatised vélja jdid osakasvatistest.
Need on:

1) Kasvatatavast 725 kiimnemiljondikkn (mis on
< 1 kiimnetuhandik) X kasvatajast 3 kiimnelist; iildse
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vihem kui 3 tuhandikku, nagu ka kasvatamise korral-
‘dusest ndha.

2) Kasvatatavast 8725 kiimnemiljondikku (mis on
< 1 tuhandik) x kasvatajast 3 iihelist — kokku < 2 tuhan-
dikku.

Seesama arutus k#ib ka:

3)—b) kolme jirgmise kasvataja numbri kohta, nii
et punktide 1)-—5) pdhjal on kogukasvatis

3+2+6+ 7 + 5 = 23 tuhandikkua
Oigest kasvatisest vihem.

Siia tuleb juure lisada:

6) kasvatatav (<1 kiimneline) X< 6,16 kiimnetuhan-
dikku (mis vihem kui 6 + 1 = 7 kiimnetuhandikku) —
kokku < 7 tuhandikku. S

Arv 276,608 voib jarelikult Gigest resultaadist kuni
30 tuhandikuni vihem olla. Otsitavaks vastuseks peame
lugema arvu 276,6. :

Nédide 2: Kasvatada 2,349675 - 2,839329 tépselt

kuni 0,01..
2,349 675
923 938,2
4699 2 tépne kuni 2 kiimnetuhandikuni
50 1 Il 18 4
OB B A »
200 9 4
AN e »
F 20 »

6,669 9 tipne kuni 28 kiimnetuhandikuni

Siin tuleb vastuseks lugeda 6,67.

Ndide 3: Leida kasvatis 7,16583 - 1,23117 tépselt
kuni 0,01.
7,16 583
711 32,1

7185 &
1432
213
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~ Siinoli voimalik kasvataja tihelised kasvatatava tuhan-
dikkude alla kirjutada, s. t. niisugusesse kohta, mis nou-
tavast peenusest (0,01) ainult iiks koht paremale poole,
— seepirast voimalik, et kasvatise tdpsuse kriteerium
(kasvatajast nende numbrite summa, milledega kasvata-
takse, + esimene heidetav number, + 1) andis ainult 9.

Resultaat on 8,82.

Arvutada nimetatud peenuseni :

276. 23,46752 - 18,24618 (kuni 0,1)

277. 8,62376 - 7,65338 (kuni 0,01)

278. 4,316 - 3,102 (k. 0,01)

279. 1,6742 - 2,1203 (k. 0,01)

2890. 2,342 - 1,657 (k. 0,1)

281. 76,2085 - 18,39076 (t. k. 1-ni)

282. 8,03654 - 72,61137 (k. 0,1)

283. 25,30827 - 4,183523 (k. 0,01)

284. 2,3841576 - 12,1085126 (k. 0,01)

285. 0,080314 - 0,261573 (k. 0,0001)

286. e2 kuni 0,0001 (e vaédrtuse kohta v.nr.178, 1k.24)

287. - e3 , 0,01 :

288. =22 , 0,0001

289. a3 , 0,01

Leida jirgmised kasvatised voimalikult suure pee-
nusega (pane seks tihele, et tegelikuks kasvatamiseks
voetakse kasvatatavast ja kasvatajast tihepalju kohti).

290. 6,327 - 4,86157

291. 2,0865 - 3,165

292. 0,8727 - 0,32114

II. Liihendatud jagamine.
A.
Enne kui jagamisele asuda, paneme jirgmist téhele.
Jagatav olgu mérgitud tdhega A, jagaja tdhega B,

jagaja tdisosa olgﬁ b. Kui Oige jagatise % asemel votta

on jagatise kasv
A_A_ AB-—b)

Bv
A

T s T e R
s. t. vihem kui Gige jagatis, jagatud jagaja thisosaga.
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Nait. kui vaja jagada 41,857 : 5473 ja selle asemel
jagada 41,857 : 5, on jagamisel tehtud viga vihem kui
+ otsitavast jagatisest. ;

B

Néide 4: Jagada 5137,492869 : 62,8357416 tipselt
kuni 0,01.

a) Kdige esmalt otsitakse, mitu numbrit tuleb
jagatisesse. Kui jagajas komma 1 koht paremale
poole nihutada, s. t. jagajat suurendada 10 korda, saame
arvu, mis jagatavast viiksem; kui nihutada 2 kohta pare-
- male poole, siis arvu, mis jagatavast suurem; seepdrast on
jagatise tdisosas 2 kohta ja iihes ndutavate 2-e kiimnend-
kohaga on jagatise numbrite arv 4.

b) Jagatavas ja jagajas nihutatakse komma nii mitu
kohta paremale poole, et jagaja tdisossa saaks arv, mis
seekord 4-jast nelja nulliga (— 40000) suurem oleks,
s. t. suurem oleks kui jagatise numbrite arv iithes sama
palju nullidega. Niiviisi tuleks jagada:

5137492,869 : 62835,7416 .

¢) a) Vitame terve jagaja asemel tema tiisosa 62835.
513749 (62835 Punkti A) pohjal on selle 1ibi tek-
502680 8177; kinud jagatise juurekasv viihem

1 jak 11069 kui murdarv MBV, mille lugeja

6283 b
Il jaak iggg : (ztﬁpne jagatis %) on vihem
I jaak 390 kui 102 ja ‘nhimetaja suurem 'l_{_ui
379 4.10%; seepdrast on jagaja tiis-
IV jask 18 osa votmisel tehtud viga viihem
a4 102 1

kui 7900 = 400"

@) Niitid tuleks jagada 110692,869 (I jaak): 62835,7416

ehk 11069,2869 : 6283,57416.

Kui siin votta jagajaks 6283 (5-est tsmbame kirjutuses

kriipsu libi),
10

leiame, et sellega tehtud viga on vdhem

kui 2000 = 400’ sest jagatis on viéhem kui 10 ja jagaja

5> 4000.
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y) Samal viisil edasi arutades leiame, et jagatise
iga uue numbri vOtmisel meie suurendame jagatist
= ﬁ-u vorra, jirelikult kdigi 4-ja numbri kohta < 0,01
vorra. ,

d) Teisest Kkiiljest jii 4-jas jadk 0,182. . . jagamata
62,8. . . -ga, misldbi jagatis vihenes < 0,01-u vorra,
nii et jagatis on igatahes téipne kuni 0,01-ni.

C.

Eelmist arutust kokku vottes leiame jirgmise
juhise lithendatud jagamise jaoks.

1) Mé#dratakse kindlaks jagatise numbrite arv n.

2) Jagaja pahemast servast eraldatakse arv, mis
suurem oleks kui n iihes n nulliga.

3) Jagatavaks voOetakse jagatava pahemast servast
koige viiksem osa, mis eelmise, punkti 2) all madratud
jagajast suurem oleks.

© 4) Pérast igaiiht jagatise leitud numbrit tommatakse
jagaja paremast servast iiks number maha.

Niide 5: Jagada 2,409573 : 543917 tipselt kuni 0,001.

24095 5439 Resultaat on 1-e ja 0,1 vahel. See-
21756 0,443 pirast on jagatises 3 numbrit ja ja-
9339 gaja pahempoolne osa, mis 3000-st
21792 suurem, on 5439; tarvisminev jaga-

tava osa on 24085.

}g; Resultaat on 0,443 — ®&ige kuni
3 0,001-ni. ;

Niédide 6: Jagada 18,433183 : 6,827434 tipselt kuni
0,0001.

184331 68274 Kolmandale kohale tuleb jagami-
136548 2,6(10)00 sel 10 (siin klambritesse pandud).
47783 _ Vastuseks peab lugema 2,7000
40962 ja ta on tédpsest resultaadist suu-

6891 rem, sest esimese kahe koha (2,6)
6820 otsimisel jagasime meie jagatavat

b ooty arvuga, mis tépsest jagajast viik-

1 sem [v. p. B, ¢), ¢) ja )], mispi-

rast numbrid nimetatud kohtadel ei v6i suuremad olla
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kui 2 ja 6. Seepirast on 2,7000 — liiaga resultaat ja
seepdrast voivad kolmandal kohal olevale 10-le jirgneda
4-dal ja 5-dal kohal ainult nullid.

Leida jagatised nimetatud tapsusega.
293. 9,876382 : 4,965437 (kuni 0,01)
294. 0,802406 : 6,10574 (k. 0,0001)
295. 349,5747 : 43,5043 (k. 0,01)
296. 80,6524 : 73,4982 (k. 0,001)
297. 0,79322 : 0,91041 (k. 0,001)
298. 1,25006 : 0,93005 (k. 0,01)
299. 243,815763 : 82,351964 (k. 0,01)
300. 314,281617 : 81,345962 (k. 0,01)
301. 53,08241 : 182,46793 (k. 0,001)
302. 494,281111 : 0,57358999 (k. 0,001)
303. 49,73081 : 361,49527 (k. 0,0001)
304. 231,1728 : 53,7621 (k. 0,001)
305. 4758041 : 834762 (k. 0,001)

Leida jirgmised jagatised vGimalikult suure peenusega:
306. 7,1163 : 2,8864
307. 42743 : 51,086
308. 8,76085 : 450,63

Jagada :

809. 3 :2587. ..

310. 5 : 6,012. ..

311. 1 : e (tdpselt kuni 0,00001)
312. 1: x (t. k. 0,0001)

IIl. -Lithendatud liitmine.

Olgu A, B ja C arvude tépsed véirtused; a, b ja ¢
nende ligikaudsed viairtused, kord kdik puudusega, teine
kord koik liiaga; «, # ja y ligikaudsete viirtuste vead.

Niiviisi on: A = a + «
B —=h +8 :
C = ¢ * 7 (nagu 6eldud, on mdeldud

koik mirgid kord,+“-dena,
- teine kord ,—“-tena).

Kokku: A+B+C=(a+b-+c)*(e+p8-+7)
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Harilikult on iihed liidetavad liiaga, teised puudu-
sega, seepirast ei ole summa viga suurem kui liideta-
vate vigade summa.

Niide 7: Liita: 524764 2,712+ 15,194 3,034.

5,2476 Kiimnetuhandikke ja tuhandikke ei vO0i
2,712 siin liita, sest koikide liidetavate suhtes. *
15,19 ei ole neid kohti teada. Sel pdhjusel voib .
3,034 summa 26,17 erineda digest summast kuni
26,17 4-ja sajandikuni ja vastuseks peame lu-
gema 26,2, mis arv on tépne kuni 0,1.
Vastus: 26,2
Liita :

313. 23,42 170,53 - 84,29
314. 28761 15,736 12,8143
315. 56,72 19,374 1+ 1234

IV. Liithendatud lahutamine.

a) Nagu liitmise juures,olgu ka siin A = a & « ja
B=Db *.8 kus + « ja+ 8; — « ja — @ iihte kuulu-
vad; siis on:

A—B=(@afta)— (DbLtp)=(@—Db=x (¢c— 8
s. t. kui vihendatav ja lahutatav on mdlemad kas puudu-
sega voi lilaga vOetud, vordub vahe viga vahe liigete

vigade vahega.

b) Kui iihte kuuluvad + « ja — 8; —« ja + §, on
A—B=(axta—((bFp=(@a—D>bx+8),

8. t. kui iiks liigetest on vdetud puudusega ja teine liiaga,
vordub vahe viga véhendatava ja lahutatava vigade
summaga.

Uldiselt voib iitelda (kas arvud on vdetud puudu-
sega voi liiaga, ei ole harilikult teadal), et vahe viga ei
ole suurem kui vahe liigete vigade summa.

Niide 8: Lahutada 2,305-st 1,8234.

2,305 Vihendatava kiimnetuhandikke ei ole
— 1,8234 teada, mispérast kiimnetuhandikud lange-
0482 vad resultaadist vélja. Vastuseks tuleb:

lugeda arv 0,482, mis tépne kuni 0,001
(millest jireldada seda tdpsust?)
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Lahutada:

316. 11,2305 — 0,9871

3179. 632 — 1,934

318. 0,8671 — 0,79276.

Arvutada: °

319. 169,04 + 34,121 — 150,793

320. 263,48 — 103,6 + 22,31

321. 36,789 — 3908 — 15,39

322, 189,735 — 29,76 — 89,067.

323. Piistkiiliku m66dud on b — 38,276 . . - ja
h = 7,381 - - . Arvutada pind nii tipselt kui voimalik.

324. Leida radiaalmdodus 1°-lise kaare pikkus tép-
susega kuni 10-8,

3235. Seesama 1’ ja 1”7 jaoks.

Mérkus: Jirjestikkuste tiisarvude kasvatist loo-
mulikust arvureast:
1.2.3. 4 .. (m—1)n
tihendatakse matemaatikas liihidalt nii: n!
326. Arvutada: a) 2!, b) 3!, ¢) 4!, d) 5!, e) 6!
f) 71, g) 8! :

Arvutada jargmised avaldused iildkujul ja siis
vottes n = b5,

327. n(n—1)! Al s
328. n(nt1) (n—1)! 16805 ey g
(n—1)! o
329. g 333. (n—’lv)vl+n!
(n+2)! 1 1
2 o g e
n! : 1 1
331. G g X
4! s @+1)!  (n2)!
336. Valemite: :
% x3 xb - ixT
51nx=x—§+a—ﬁ+- l
: T e )

pohjal leida sinus ja cosinus 10°, 20° ja 30° jaoks 4-ja
kiimnendkoha peenuseni. [Valemites (*) tuleb x-i all mdista
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10°, 20°, 30°-le vastavat kaare pikkust radiaaliik-
sustes.]

337. Kui kaugélt vaadates on 1 mm. n#dha 17-lise
nurga all? (Arvutada tépselt kuni 1 m).

Juhatus : x (millimeetrit) —

L5 1 K (1)// & 1 cos (_%‘)//

338. Korgemas matemaatikas n#idatakse, et arvu
n antud loomuliku logaritmi log.n jérgi voib leida arvu
(n -+ 1) loomuliku logaritmi log, (n + 1) valemi pohjal:

2 ' sin ()7

S il e S [2 S0
TEEaE

(e kohta v. nr. 178)

Leida selle valemi abil arvude 1, 2, 3, . 10 loo-
. mulikud logaritmid.

Kui arvu kiimnendlogaritm on x ja loomulik logaritm
y, siis on: Y
107 == e’

Logaritmides e jirgi saame:
== e A ok
x log. 10 = ¥, Kust x. =y log ( )
Arvu a2, nimetatakse kumnendlogarltmlde moo-
loge 10

duliks (modulus tdhendab ladina keeles: moot). Tahen-

. dame teda edaspidi liihidalt Mjo.

339. Arvutada

* %
Mp = Tog. 10 (*+™)
Juhis: otsitav kiimnendlogaritm vordub [valemi (**)
pohjal] loomulikule logaritmile kasvatatud kiimnendloga-
ritinide mooduliga.
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340. Niidata, et kiimxiendlogaritmide kohta on dige
valem :

1
log,, @ + 1) = log,, n + 2 My [ml L
Sl el S Gl e **)
i 3(2n+1)3+’5‘(2ﬁ1)5 + ](**
ja tema abil arvutada logaritme.
841. Valemi (%%) pohjal leida arv, millest alates

on (4-jakohaga) tabeli vahe vihem kui 0,0009; 0,0008;
" 0,0004 ja vorrelda resultaadid tabeliga.

342. Valemi (*,*) aluseks vottes niidata, et loomu-
likkude logaritmide moodul M. kiimnendlogaritmide suhtes

Mio

Lisa:
Kaare ja vastava k66lu pikkuste vahe
maakeral (R = 6370 km.). Esialgu olgu mgdtmise

Joonis 3.

iiksuseks voetud raadius; siis on kaare ja koolu pikkuste L

vahe (joon. nr. 3) ¢ — 2sin% ja kui arvesse votta valemi
(*) sin’e jaoks —
LAR L R T L S
e [2 T AN Law
P 4P
2[5] 2[2] P o a’

5
At R o e T aenene
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Otsime nimetatud vahe 1°i kohta maakeral. Nagu
teada, on 1°le vastav kaar « = 0,01745 raadiusest, see-
pirast leitud avalduse ((J) esimene liige

5 d a 6370 km. = 1,41

oq raad. = 5. m. = 1,41 m,,
a5

e S0 SR
1990° 6370 km. = 0,005368 mm.; véike !

Arvesse tuleb votta ainult esimene liige

teine liige

a8
24
taadiks tuleb lugeda 1,41 m. Maakera kraadi pikkus on
0,01745 - 6370 km. = 111,1 km.; nii et siin kaare ja koolu
vahe 1,41 m. ei ole kuigi suur, kuid kaare suurenemi-
sel kasvab vahe ruttu, proportsionaalselt
kaare 3-da astmega. : ~

ja resul-

343. Mitu kraadi suur ‘peab olema kaar, et liige
35
PG Ay - -‘ .‘)
1920 kasvaks a) 1 mm.; b) 1/ m-i suuruseni ?
- 344. Arvutada (logaritmide abil!) kaare ja koolu
~vahe a) 1/, b) 5° ¢) 10° kohta.

345. Kui suur on kisitatud vahe maakera 10 km.
kohta ?

§ 4. Arvutusliikat.

Arvutusliikat (normaalne pikkus 25 cm.) seisab koos
kolmest osast:

1) varvast. Teda moodustavad {ilemine jé alu-
mine skaala. Varva sees kiib:

2) keel, mille mdlemal kiiljel asuvad skaalad.
Eeskiiljel on kaks skaalat, millest iilemine on samane
varva iilemise skaalaga ja alumine — varva alumise
skaalaga. Arvutusliikatit tarvitatakse keele numbrite nii
hiisti peripidises kui pé6rdud asendis (vrdl. skeemid nbr.
4 ja 5) mitmesuguste algebraliste iilesannete lahendami-
sel. -3-ekordne skaala keele tagakiiljel on trigonomeetri-
liste iilesannete lahendamiseks.

3) Ruudulise klaasi peale kriipsutatud nditaja.

Arvutusliikati skaaladele on asetatud logaritmidele vas-
tavad pikkused, kuid numbrid tihendavad nimetatud loga-
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ritmide kohta kiivate arvude viirtusi. ‘Seepérast, et
X = &2 juures on log x—2 log & (loe: ksi), on logaritmide
jaoks voetud 16igud alumisel varva skaalal 2 korda pike-
mad kui iilemisel, mispirast on vGimalik — niitaja abil
varva iilemise ja alumise skaala andmeid teineteisega
vorreldes — kahega astendamist ja juurimist holpsasti
tdide saata.

Néide 1: Arvutada 0,00278%
On teada, et 0,00278 = (2,78 - 10-%)2 — 2,782 . 105,

Arvutusliikati abil leiame -

2,782 — 793 nii et
-0,00278% — 0,00000773.
Niide 2: Arvutada ]/0,298. T
/0,298 =129.8 - 102 — 10~ ' . J/29.8
Arvutusliikati abil saame /29,8 — 5,46
seepérast on ]/0,298 = 0,546.

Need kaks niidet Opetavad, et arvutusliikati kdrval
on paberi ja pliiatsi tarvitamine suure tdhtsusega.

Harjutused: Arvutada:

346. 0,237%; 0,08652
347. 10,081 ; J/0,00623

Arvutusliikati 1-ne asend (keele skaala on
otse; joon. nbr. 4).

|2 L ey |
B iy i |
o |
Joonis 4.
A.

Olgu keel varvast pisut vilja tdmmatud ja tdhen-
dagu x,, y, ja x,, y, kaks teineteise vastas seisvat kriip-
sude paari x- ja y-skaalal. On kerge tiihele panna, et

log x, — log y, = const. = log x, — log Yis
millest jirgneb e e (1); mispérast on vdimalik

arvutusliikati abii kolnflause-ﬁlesandeid lahendada.
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Nédide 3: 27merepenikoormat vorduvad 50 km-ga.
(Vrdl. NeNe 104—106.)

Mitu km., on 1, 10, 15 merepenikoormas ?

Asetades B0 varva iilemisel skaalal keele iilemise
skaala 27-e vastu, leiame varva iilemisel skaalal keele
numbrite 1, 10 ja 15 vastas otsitavad km-id 1,85; 185
ja 27,8.

Harjutused:

348. 13 Inglise (inch; — Vene) tolli vorduvad 33-e
cm-ga. Mitu ecm. on 1 jalas = 12 tolli ?

349. 17 Pariisi tolli (p = pouce) vorduvad 46 cm-ga.
Mitu cm. on

a) 1 Pariisi jalas — 12 Pariisi tolli?

b) 1 toise’is — 6 Pariisi jalga ?

Valemi (1) pohjal voib ka arvusid kasvatada ja
jagada.
Ndide 4: Jagada 4,1: 23.

Kui proportsioonis ?fl = ;J lugeda x, =4,1; y, =23
’ 1 2
ja y, = 1, on x,-i véirtus otsitav resultaat. Talitades
nagu 3-da niite juures leiame, et
41 23 = 1,78.
350. Jagada arvutusliikati abil:
3:95 2:1,9 57 286 1 0,43
6,85 45; 4,8 261
Nidide 5: Kasvatada 348 - 2,15.
Vottes seekord a) proportsiooni keskmiste liigetena
y, = 348 ja x, = 2,15 ja b) y, — 1 leiame, et x,-i viir-
tus 7,48 on otsitav kasvatis.
351. Kasvatada: 4,2 - 7,6; 1,86 - 2,09; 3,14 - 27,8.
Mirkus: 4-da ja 5-da niitega antud kasvatamisviisi
voib ka jireldada reeglist, et kasvatamisel ja jagamisel
tuleb logaritmid vastavalt liita voi lahutada.
Ndide 6: Leida kasvatised, kus {iiks tegur on
koigil tihesugune :
2,3 - 34
2,3 - 4,75
2,3 - 14,2
2.3 - 35,5.

P. Ederberg, Algebra. 4
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Olgu kasvatised téihendatud vastavalt x,,-x,, X,, x,;
sellest jargneb, et

98 EL XA,W X X
>

3.4 = 4*’75 == ﬂ.,é = 3?,5 ehk {imberpoordult :
1. 34 4,5 . 142 1365

2,~3 i X7'17 Hk‘z XS X!&
nii et otsitava nelja kasvatise p#rast peame iihele joonele
asetama 1 ja 2,3 ja varva skaala numbrite 3,4; 4,75;
14,2; 35,5 all leiame otsitavad kasvatised 7,82; 10,92;
32,7 ja 81,6.

* Kasvatada:

352. 4,35-1,26; 4,35 - 1,74; 4,35 - 2,65.

353. 78 -357; 78 .436; 78 -5,

Nidide 7: Kasvatada 3,35 - 54

Kiies 4-da ja b-da ndite jargi leiaksime, et keel on
nii kaugele vilja liikatud, et pole voimalik leida kasva-
tist. Sellepdrast votame b54-ja asemel 54. Kasvatis
3,35 - 5,4 on — arvutusliikati abil — 18,1, nii et otsita-
vaks resultaadiks peame lugema 181.

N dide 8: Leida kasvatis 0,184 - 26,5.

Seni lugesime arvutusliikati skaalad alatavateks
iihest, kuid alguseks voib vGtta mistahes kiimnendkoha:
0,1; 0,01; 0,001, niisamuti vdib votta alguseks 10, 100
jne., sest vahe kahe logaritmi vahel ei muutu, kui vas-

' tavad arvud 10, 100, 1000 jne. korda suurendada v&oi
vdhendada, niit.
2 02120 . i e\
5 T 05" 50 ja log 2 — log 5 = log 0,2 log 0,5 =
= log 20 — log 50.

Voetud varva ja keele skaaladest peame oma iiles-

andes ilihe lugema alatavaks 0,1-st, siis leidub holpsasti
resultaadina 4,87.

354. Kuidas tuleks arutada, kui 6-das niites lugeda
skaala, millelt voetakse 54, ulatavaks 10-st 1000-ni ?

355. Kasvatada:
B8 1l 3,35 - 0,82; 0,063 - 0,48.
5,38 - 64; 0,42 - 0,76;
0,69 - 7,8; 0,36 - 0,057;

b
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356. Jagada: 45 :68; 0,61 :7,8; 0,066 : 0,384.
2,78 : 5,53; 0,305 : 1,055;
B.
Seepérast, et

X : . X ;
§= const. ja y = 7%, on ka e const., missugust omadust

vOib monikord vaatluste tasandamiseks tarvitada.
Nidide 9: Kahe suuruse x ja 7 (loe : eeta) jaoks
on leitud vaatlustest vAirtused:
x = 0,427; 0,6564; 1,28; 2,05;
n = 1,095; 1,356; 1,894; 2,402.
Kui v0ib arvata, et x ja 7 on seotud valemiga
x = e7?, ja kui sel pohjal korvuti asetada x-i ja » viir-
tused, siis leitakse valemis esineva proportsionaalsuse
koeffitsiendi ¢ jaoks tihendus 0,356, missuguse arvu vii-
mane koht on kahtlane kahe iiksuse vorra.

Arvutusliikati 2-ne asend (keele numbrid on
imber péérdud: v. joon. nbr. 5).

lx Xy | X2 l

FRESET STaEY
L5 |

Joonis 5.
Seda arvutusliikati asendit téhele pannes on kerge
otsustada, et
log x, + log y, = log X, + log y, ehk
X,y, = X,y, = const. 2)
ja selle asendi abil voib ka arvusid kasvatada ja jagada.

357. Seletada, mispérast on

1) &» = const, 2) 2y = consi.; 3) x42 = const.

Naide 10: Kasvatada 21,4 - 3,58. :

Asetades iibele joonele x-skaalal 21,4 ja y-skaalal 3,58
leiame, et y-skaala 1-e vastas asub x-skaalal arv 76,6,
mis on otsitav kasvatis. '

358. Samal viisil kasvatada:

59,4 - 5,23 0,239 - 0,826;
3,68 - 43,2; 0,0187 - 0,818.
20,1 - 17,9;
0,67 - 84;
4‘
TARTU ULIKOOLI

RAAMATUKOGU
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Niaide 11: Jagada: 6,74 : 29,7.

Asetades esimese nendest arvudest, s. t. 6,74, iihele
joonele teise skaala 1-ga (seekord tuleb teise skaala pa-
remat otsa lugeda 1-eks, sest jagatis on 1-est viihem!)

leiame, et 29,7-ga asub {iihel joonel 0,227 — iilesande
vastus.
359. Jagada samal viisil:
324 : 8,93;
11,6 : 134;
115 : 96;
0,147 : 1,03.
Naide 12: Jagada:
5,78 : 0,96
5,78 : 1,34
5,78 : 19,7 (jagatav on kdigil i' a

samal)
Kui jagatised tdhendada mirkidega x,, x,, x,, vOime
Kirjutada:
5,18:1 =109 x, — 1,34 x, = 19,7 x,,
millest néiha, kui vastu asetada varva ja keele skaaladel
5,78 ja 1, siis on 0,96-u vastasarv (iiks skaala tuleb
Iugeda ulatavaks Ol-st 10-ni!) x, = 6 samuti leitakse,
et X, — 43 ja x, —0294
Jagada: 360. 4,34 : 0,49; 361. 13,2 : 0,84;
4,34 it I D B PG o
4,34 : 7,08. 13,2 : 16,84.
Kuupvorrandi lahendamine, kui puu-
dub liige ruutastmel.
N#ide'13: Lahendada vorrand: z3— 6,61 z —2,46 = 0.
Vorrandi kirjutame jargmisel kujul:

z2——2’vi»6 R e

Keele paremal otsal asuva 1-e viime iihendusesse
arvuga 2,46 alumisel varva skaalal, nii et selles asendis
on kasvatis &z, mis alati konstantne, 2,46.

Kui vabalt votta §-skaalal z = 2, siis leiame x-skaa-
lal z2 — 4 ja sellepdrast, et §y — 2,46, on #-skaala

= 1,23.
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Vorrandi (3) pahem pool on 4 — 1,23 — 2,77, mis
palju vihem kui 6,61.
Katsume niiiid z = 3! x-skaalal leiame 22 = 9.

Fbddieg

Jagatise leidmiseks peame keele parémale poole liik-

kama, et tema pahempoolne 1 ¢-skaalal voetud arvu
2,46 kohale asetada. Seda seepirast, et meil tarvis g-skaalal
votta arv, mis suurem kui 2,42; niisugustele arvudele
puuduvad keelel vastasarvud; teisest kiiljest on jagatis

g’:—G— vihem kui 1 ja 7-skaala tuleb lugeda ulatavaks 0,1

)

kuni 1-ni. Niiviisi saame #-skaalalt murru jaoks

0,82; seepidrast on vorrandi (3) pahema poole viirtus
9 — 0,82 = 818 — rohkem kui 6,61.

Vottes z = 2,5, loeme x-skaalalt z2—6 25 ja n-skaa-

Lalt gfl; 0,984.

2 — 2% on 625 — 0,984 — 5,266. Viihe!

Juur on 2,5 ja 3-e vahel! Niiviisi edasi katsudes leiame,
et z-i védrtus on 2,74.

(Mérkus: Teised vorrandi juured on — 0,38 ja
— 2,36.)

Lahendada kuupvorrandid :

362, z3 — 75z — 3,35 = 0.

363. z3 — 6,86z — 242 = 0.

364. 73 — 9,73z — 2,93 = 0.

Sarnasel viisil lahendada ruutvorrandid:

365. z2 — 0,82z — 9,07 = 0.

366. z2 — 0,75z — 17,46 = 0.

367. 22 — 6,12z + 7,43 = 0.

Nidide 14: Leida kuupjuur arvust 4,5 voimalikult
suure tidpsusega.

Lahendus: Tdahendame V45 = z; sellest jargneb

z3 — 45 = 0 ehk ZZ_‘%Z?:O.
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Viimasest vorrandist selgub, et lahendamise kiik
on sama nagu 13-dal nditel, seepérast olgu siin tabelisse
tihendatud ainult iiksikute katsete saadused.

! 2
VA ‘ 72 — A0 zZ Zee i

' Z ‘ Z

t .

\ B ) — R
15 | 225 —3=—10,75 1,7 | 2,89 — 2,65 — 0,24
1,6 | 2,66 — 2,81 — —0,25 |
1,65 2,72 — 2,73 = — 0,01 | 1,66] 2,75 — 2,71 = 0,04.

Kolmandaks juureks 4,5-est tuleb lugeda 1,65.

Leida kolmas juur arvudest :
368. 5.8. 370. 435.
369. 2,62. 371. 218.

Arvutusliikati 3-as asend [S(sinus)- ja T(tan-

gens)-skaala on iilespoole podrdud;  joon.
nr. 6].

soonis 6.

Varva iilemine skaala tuleb lugeda ulatavaks 0,01-st
1-ni. Kui keel on osalt vilja tommatud, on dige vordus:
log x, — log sin ¢, = log x, — log sin «,,

millest jargneb:

X, X,
b SRR ot o e
sin «, sin «,
Kui a, = 90° on x, = x, sin «,.

Nidide 15: Lahendada kolmnurk, kui kiilg x, = 23,5,
nurk ¢, = 62° ja nurk o, = 48°.
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Lahendus: ¢, = 180° — (a, + «,) ehk ‘¢, = 70°. ,
Arvutusliikati abil leiame, et proportsioonis
st N o
sin 70°  sin 62
Samal viisil leiame proportsioonist
23,5 X

sin 70° ~ sin 48°
Arvutusliikati abil lahendada kaldnurkne kolmnurk,
kui:
898, X, = 2437 e, =61 g, =— H;

378. x, — 485: a, = 13°3; a, = 18%6;

874. x, = 184; a, =— 31°5; a, = 43° ja vorrelda
resultaat aritmeetiliselt leitud resultaadiga!

SOl 120 D

, ot Xy = 186

Arvutusliikati abil lahendada tdisnurkne kolmnurk,
kui :
370, - x,=14.85; a, == 38750, =907

876. x — 186; q;. == 90" «a. = 28'5;

1

377. x,' = 1,64; x, = 2,35; ¢, = 90° ja vorrelda

1

resultaat aritmeetiliselt leitud resultaadiga! -

Naide 16: Lahendada kolmnurk, kui:
ol s Tl o DU R R
Otsitakse niisugust keele asendit, et antud kiilgede
vastas oleksid kaks nurka, mille summa «,-ga vorduks

180°le. Need nurgad on seekord «, = 43° ja «, = 55,
X, on umbes 21,8.

Nédide 17: Lahendada kolmnurk, kui:
X, =208 % 01348 . 8. == 3000,
Niisugust asendit siin ei leidu, et ¢, + «, 4 «, = 180°,
kuid seekord leiame asendi, kus «, + «, vordub nurgaga
x,-i vastas; viimast nurka peame lugema (180° — «,)-ks,
et koik vastaks sinus-lausele:

,________}51 . el s AD el X‘l hy X 3
sin (1807 —'u,) sin «, sin a,
Otsitavad suurused on «, = 116°5, «, = 27°,

X, =17
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Lahendada kaldnurksed kolmnurgad, kui:

378. x, — 63; x,, = B,84a a, = 524

879, x-— 172; x, — 102 ja o, = 23,

880, x/ = 227 x, =408 ja a == § X

Kui nurk on viiksem kui 35, voib vastavalt arvutus-
liilkati tdpsusele sinus’e asemel raadiaalm6doduga mdo-
detud kaare pikkus votta.

Tangensskaala pikkuse iiksus on kaks korda suu-
rem sinusskaala pikkuse iiksusest, vastavalt varva alu-
misele skaalale, missugune tuleb seekord votta 0,1-st
kuni 1-ni. )

Tangensid nurkade jaoks, mis alla 6°, puuduvad
arvutusliikatil; nende asemel voib votta ilma suurema
veata vastavad sinused iilemiselt keele skaalalt.

Arvutusliikati 4-jas asend (Trigonomeetriline

skaala on timber p66rdud).

Tangensskaalal on logaritmid ainult kuni 45°; 4-jas
asend vodimaldab nende otsimist 45%st 90°ni jirgmisel
pOhjusel.

Trigonomeetriast on teada, et:

tg (45° + ¢) ctg @5° 1+ @) — 1 (*);
kuid ctg (45° + ¢) = tg (45° — ¢),
sellepédrast voib vordust (*) kirjutada nii:
tg (45° +g) tg (45° — ¢) = 1,
millest jirgneb:
log tang (45° + ¢) + log tang (45° — ¢) = 0.
Viimane valem &petab, et nende nurkade tangensite
logaritmid, mis teineteist 90°-ni tdiendavad, niit. 40° ja 50°,
35° ja 55° jne. on siimmeetrilised punkti 0 (= log tang 45°)
kohta, iiks logaritm on positiivne, teine negatiivne. See-
parast tuleb neljandas asendis lugeda tangensskaalal

45°, 40° 35° jne. asemel 45° 50° 55° jne., alumisel varva
skaalal 1—10.

Suuruste ja nende logaritmide loomulikud viirtused
arvutusliikatil.
Mérkus: - Koik, mis seni deldud arvutusliikatist, on
Oige mistahes aluse juures. Mis edasi jirgneb, kiib
aluse 10 kohta,
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Keskmine skaala keelel sinus- ja tangensskaala
vahel on mdodupuu.

Seepirast, et login10 = 1, on varva alumise skaala
pikkus 1 ja arvutusliikati 4-das asendis mi#rab kesk-
mine keele skaala kiimnendlogaritme alumisel varva skaa-
lal asuvatele arvudele.

Olgu tihendatud l-ga modduiiksus (harilikult 25 cm.),
olgu z — voetud pikkus keskmisel keele skaalal ja §
tema vastas seisev number alumisel varva skaalal. Siis
on — kui keel on tditsa varva sees —

IZ1 — 1 10g'10§l =
ja — kui keel on osalt vilja tommatud —

1z, — 1 logi §, = const. = lz, — 1 logio &,
ehk z, — logié, =z, — 1ogu §,
7,z —ep R )
D2
Kui votta z, = 0, on z, = log 3
Se
Nidide 18: Kui suur on log 3’72»‘?
' 1,568
Asetades 0 mdGdupuul 1,58 vastu varva alumisel
skaalal, leiame mdddupuul 3,72-u vastas z, = 0,372.

881. Kas 18-dat niidet ei saa ka valemi (**) pobjal
lahendada ?

Leida logaritmid :

383, lg. oL 384. log 11,2, ‘
| 5,16 b fop i
383. log g’f}g. 385. log ’1%%‘ s

Keele alumisel kiiljel asuvate skaalade
tarvitamine arvutusliikati 1-ses asendis.

Niaide 19: Leida nurk e, kui sinar—-—g.

Meie votame tarvitada iilemise varva ja keele skaala
ja loeme viimase numbrid 0,01 — 1. Nendel seame teine-
teise vastu 8 ja b; siis on varva lilemise skaala parem-
poolse 1-e vastas 0,625. Varva skaala 1-e all alumisel
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varva kiiljel on V'ziljal("iigus kriips, mis voimaldab sinus-
skaalalt lugeda « = 38°7.
Leida ¢, kui:

387. Sin = %’1 388. sin ¢ = % 389. sin ¢ = %
Sarnasel viisil otsitakse alumistel skaaladel tangensi
vadrtustele vastavad nurgad.
Nidide 20: Leida log 2,84. ~
Pahempoolne 1 keele alumisel skaalal viiakse iihen-
dusesse arvuga 2,84 alumisel varva skaalal. Tagakiiljel
nditab mdddupuu, et keel on 0,453 iiksuse vorra varvast
védlja tOmmatud, missugune arv on ka arva 2,84-ku
logaritm.
390. Arvutada:
log 1,67
log 3,56
log 82,5
log 0,478.

§ 5. Liitprotsendid ja tihtajalised
maksud.

Ulesanne 1:

Kapital a marka kannab kasu aastas p%. Kui suu-
reks kasvab kapital t aasta jooksul, kui iga aasta 16pul
eelmise aasta intressid kapitalile juure lisatakse.

P
100
margaks, mispirast on alguskapital muutunud esimese

Lahendus: Iga mark kasvab aasta Iopuks 1 +

aasta lopuks a(l i TI(;T)) ehk aq margaks, kui protsent-

tegur 1 + %ﬁ tdhendada liihidalt q-ga.

Teise aasta jooksul kasvab 1 mk. jillegi 1 + 'igﬁ =q
margaks, teise aasta alguskapital aq marka — aq2 mar-
gaks. Niiviisi edasi arutades leiame, et t aasta pérast
on kogunenud kapital

k' —agt
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‘ 891. a) Kui suureks kasvab kapital 2800 mk. 10
| aastat 4-ja liitprotsendi peal olles?

. b) Kui suur on vahe eelmisega, kui kapital oleks °
| ainult liht protsente kannud?

392. Kui suureks kasvab kapital 3000 mk. 5 aastat

| a) 300, b) 490, c) 50/ peal olles?

. 393. Kui suur peab olema alguskapital, et 15-e
’ a%)mta parast 100000 marka saada, kui maksetakse a) 340/,
b) 49%o.

394. 4000 marka muutusid 8-a aasta jooksul 5370
margaks. Mitu protsenti kandis kapital ?

395. Mitme aasta pirast on 2425 marka muutunud
. 3158 margaks, kui maksetakse 41%0? '
| 396. Kui suure aja jooksul kasvab kapital a) 2-e-

kordseks, b) 3-e- ¢) 4-ja- d) 10-nekordseks, kui arvatakse

3,50/0%

397. Mis on kasulikum, kas anda kapital hoiule
10-eks aastaks 3%°0-ga voi 3-eks aastaks 100/0-ga?

. 398. Metsa puumass arvatakse 50000 m3-ks. Aasta-
| kasv on 1,10/. Kui suureks kasvab metsa mass 10-e
| aasta jooksul?

; 899. Linna elanikkude arv on 18570, aastakasv
| 4,20/, Kui suurt elanikkude arvu voib oodata 5-e aasta
| péarast?

400. Kui 10000 marka laenata 4%o-ga ja edasi lae-
nata 419/0-ga, siis voib selle juures kui palju teenida a) 5-e,
b) 10-e aasta jooksul?

401. Teatud summa pandi hoiule 15-eks aastaks,
. kusjuures oodati 5%, kuid selgus, et maksetakse ainult
| 49/o. Mitmenda osa peab esialgsele summale juure lisama,
et soovitavat kapitali koguda ?

402. Pandi kasvama 4650 mk. Kui palju makse-
. takse viilja 4 aasta 10 kuu pérast, kui arvatakse 310/0?

403. Kapital, mis kandis p = 4%o, oli teatud ajaks
k = 19280 margaks kasvanud. Kui suur oli kapital
a) 1 aasta, b) 2 a., ¢) b aastat tagasi?

404. Keegi oli kohustatud maksma:

a) 80000 mk.; p = 49%0; tihtajaga 1. jaan. 1924

b) 60000 mk.; p = 310/0; tdhtajaga 1.jaan. 1923

¢) 100000 mk.; p = 4}%0; tihtajaga 1.jaan. 1925.
Kui suured olid need summad 1.jaanuaril 1922?
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405. Kapitali véiirtuse arvutamist tihtpéeval enne
Ioputermiini nimetatakse tema diskontimiseks. — Diskon-
tida k mk. t aastat enne téhtaega, kui arvatakse p9%0o

_Pk e == . e & troz]
a + 100 Q. k 8800; t 3:p 5.

406. Niita, et kapital a marka t aasta jooksul
p aastaprotsendi peal olles kasvab:

a) kui protsentraha iga kuu tagant kapitalile juure
lisatakse, summaks
12 t

o S
. (1 T 100. 12) ’
b) kui iga % aasta tagant,
: p nt ;
‘ a (1 S ﬁ)ﬁ]) margaks.

Arvutada need summad, kui a = 1000; p = 4;
b

nt
Avaldust a(l ~+ ‘ﬂ?oi) vOib muuta niisuguseks :

P 100 n pt Y
[t + o) ]

Korgemas matemaatikas n#idatakse, et avaldus nur-
gelistes klambrites ldheneb arvule e (,loomulikkude® loga-
ritmide alusele), kui n piiramata kasvab; jérelikult on

kapital sel puhul t aasta pirast:
3 t
ae Tpﬁ'

407. Kui suureks kasvavad 1000 mk. 10 aasta jook-
sul 4% peal olles, kui protsentraha kapitalile juure lisa-
takse a) iga aasta, b) iga poole aasta, ¢) } aasta, d) iga
kuu tagant; e) pidevalt juure lisatakse.

408. Mitu protsenti tuleb arvutada aasta kohta, kui

a) iga poole aasta tagant voetakse 2,50/0?
b) iga veerandaasta tagant voetakse 1,250/0?

409. Metsa puumass kasvas 10-e aasta jooksul
50000 m3-st 55780 m3-ni. Kui korgeks tuleb lugeda metsa
loomuliku kasvu protsenti? (Vrdl. nbr. 398, kus kasv voeti
aasta kohta, nagu seda lGpuarvel tehakse.)



61

410. b5-e aasta jooksul kasvas linna elanikkude arv
18570-st 22810-ni. Arvutada ,loomuliku“ kasvu protsent
(vrdl. nbr. 399).

411. Graafiliselt esitada funktsioonid:
A b L g

p 2x
y=a(+ ) |
px

y = ae 0 , kuia=1;2

§ p = 3; 4.
Ulesanne 2: t aasta jooksul par’lnakse iga aasta
algul kasvama a marka. Kui suur summa kogub t aasta

1opuks? [Protsenttegur olgu ka siin q =1 4 T?TO]

Lahendus:
I aasta algul kasvama pandud summa
S muutub t aasta 16puks aq' margaks,
11 aasta algul pandud summa
muutub t aasta 10puks aq'~! margaks,
III aasta algul pandud summa
muutub t aasta 16puks aq*—? margaks,
eelviimase aasta algul pandud summa
muutub t aasta 16puks aq® margaks,
viimase aasta algul pandud summa
muutub t aasta 1opuks aq margaks.

Kokku (kui eraldada iihine tegur aq):
aq (@ + q* +- - -+ q+ 1.

Klambrites on geom. rida, — tousev rida, kui 10-
pust alguse poole lugeda. Sellepérast saadakse otsitava
kapitalina:

ol e
k = aq O

412. Iga aasta algul pannakse hoiule 2500 marka.
Kui suur summa kogub 10-ne aasta jooksul, kui hoiu-
kassa maksab 41/2%0?

[Vordsete aegade tagant kassasse maksetavat sum-
mat (siin 2500 mk.) nimetatakse preemiaks.]
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413. Kui suur peab olema aastapreemia, et 15-ne
aasta pdrast saaks viilja votta 67980 mk. (Arvatakse 5%0.)

414. Mitme aasta pirast maksetakse vilja 41080 mk.,
kui aastapreemia on 5000 mk. ja arvatakse 49/0?

415. Mitme aasta pirast maksetakse viilja 65790 mk.,
kui aastapreemia on 4500 mk. ja arvatakse 30/0?

416. Niita, et t aasta péarast kogub kapital:
e

e
kui iga aasta 16pul kasvama panna b marka.

4197. Kui aastakohustustest iga kord 1000 marka
volgu jadda, kui suur on siis vdlg 6-e¢ aasta pirast, kui
arvatakse 39/0?

418. Esialgsetele 2000 margale lisatakse iga aasta
300 mk. juure. Kui palju on koos 10-ne aasta pirast?
(Arvatakse 50/0.)

419. 60000 marka tahetakse 5-e aasta peale ira
jaotada. Kui palju tuleb maksta iga aasta 16pul, kui ar-
vatakse 31/20/0 ?

420. Maja eest noutakse 10-ne aasta jooksul iga

aasta 50000 marka. Kui suur on maja viirtus, kui ar-
vatakse 49/0?

421. Kui suured on keskmised aasta kulud maja

korrashoidmiseks, kui iga aasta tarvitatakse selleks 2000

marka ja iga 5-e aasta jirel suurema paranduse jaoks
10000 marka ? (490.)

422. Kui iga n aasta tagant pannakse hoiule
t korda a marka, siis kogub summa:

. ntLos
a) kui maksta aasta algul: aq®. gn_i,
jt o qnt_l
. b) kui maksta aasta 16pul: a - 0

423. Hoiukassasse, kus arvatakse 40/0, maksetakse

aasta algul iga 3-e aasta tagant 10000 mk. Kui suur on
kapital 12-ne aasta pirast?

424. Pandi hoiule aasta 15pul iga 2-e aasta tagant
3500 marka. Kui suureks kasvab kapital 10-ne aasta
jooksul, kui kassa maksab 50/0?
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Ulesanne 3: Pannakse kasvama a marka. Sellest
summast vOetakse iga aasta tagant b marka, kuid esi-
mest korda r aastat pirast hoiule panemist. Kui palju
on veel hoiul t aasta pdrast? (t>r.)

Lahendus:  r aasta pirast on hoiulepandud summa
kasvanud aq® margaks, millest vOetakse b marka. (r+1)-e
aasta pirast on kassas (ag"—b)q ebk aq*tl—bq marka,
millest jille voOetakse b marka. Nii on (r -} 2)-e aasta
parast saada (aq*t! —bq — b)q ehk aq'+2— bg?> — bq
marka, (r-3)-e aasta pirast aq’+3— bqg? ——bq — bq
marka, t aasta p#rast on kassasse ]aanud kapital

k__aqt_btr_b t—r—]_bt—r—z § ___bq_b
ehk k = aq Ry (qt T _r.q t—r—l t—r—2 + + q + 1).
Klambrites on geom. rida. belleparast
I ql 41 1 5
= W el *)
Erijuhused:

1) Kui nimetatud summa voetakse pangast esimest
korda juba aasta pédrast, siis on r—1 ja valemist (¥)
saadakse :

h% g S q REPLi 1
, k aq b g
Harjutus.

425. Pandi hoiule 50000 marka, missugusest sum-
mast voeti iga aasta tagant 4000 marka vilja. Kui palju
on hoiukassast saada 12-e aasta péarast? (31/,9/0.)

2) 426. Kuipalju tuleb maksta kassasse, et 11 aastat
hiljem voiks 20-e aasta jooksul sealt iga aasta votta
1000 marka? Kassa maksab 5%o.

[Kassa poolt vordsete aegade jirele maksetavat sum-
mat (siin 1000 mk.) nimetatakse rendiks.]

Juhatus: Valemis (¥) tuleb votta k=0, nii et

Lbide e )

5) 427. Eelmine iilesanne, kuid tingimusega, et rendi
maksmine algaks aasta pérast.

Juhatus: Seekord tuleb votta k=0 ja r=1.

Nii on:
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Harjutused:

428. 50000 marga eest soovitakse saada 12-e aasta
jooksul esimest korda aasta péirast maksetavat renti.
Arvatakse 31/20/0. Kui suur on rent?

429. Kui suure aja jooksul voib kustutada 80000
marka, kui iga aasta maksetakse 5000 marka. Esimene
maks tasutakse aasta pérast ja arvatakse 50/o.

430. Metsa puumass on 50000 m? suur, aastakasv
1,1%. Kui palju on metsa jérel 10 aasta pérast, kui
iga aasta raiutakse 600 m? ?

431. Metsa puumass on 50000 m?, aastakasv 1,10/o.
Kui palju tohib iga aasta raiuda, et 18 aasta pirast
oleks metsa 60000 m3?

432. 12000-margalist renti, mida 10 aastat makse-
takse, soovitakse muuta 12-aastaliseks rendiks. Arva-
takse 30/0. Kui suur on uus rent?

433. Kellelgi on Gigus saada 12000 mk. renti aas-
tas 20-e aasta jooksul. Kui suure iihekordse maksuga
voiks teda kohe rahuldada? (31/20/0.)

Laenude kustutamise kava.

Suuremate laenude juures annab laenuvdtja voia-
kirju vilja (n. n. obligatsioone) teatud summade, niit.
1000-e marga, 5000-de marga véirtuses, missugused kus-
tutatakse nendele madaratud tiéhtajal.

Nidide: b5-miljonilise laenu iile antakse vilja 49/o-
lisi obligatsioone & 1000, 5000 ja 10000 mk. Volg kus-
tutatakse 10-e aasta jooksul. 10000-margalisi obligat-
sioone on ette nihtud vihemalt 5 korda vihem kui 1000-de-
ja 5000-demargalisi kokku. Kui suur on iga aasta kus-
tutatav summa ja missuguse kava jirgi tuleks kustuta-
mine ette votta?

Lahendus: Aastamaks b jirgneb vorrandist:

s i fge 1087 et
5000000 - 1,04" = b ==,

7-me kohaga logaritmidega saame:
log 200000 = 5,3010300

10 log 1,04 = 0,1703333

— log (1,04°—1) = 0,3185381

log a 5,7899014

a 616455.

I
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Laen: 5000000 mk.; p — 40/o. Aastamaks: 616455 mk.; t — 8 a.

AFm c N T e
| }=C—DETress$- ; E
¥ 3 Obligatsioo-
i Krlxlisstgltg Tagasi- 1 Nolg: ohiiasniddy.
w | Intressid 3 ostu- ! _ | aasta g8
< minev . | >
& : Phhaeb ST Lghl T | lopul | & s |2
A )
1| 200000 | 416455 | 416000 | 455 & 473 | 4584000 |18 |36 |56
| 433095 | 5
2| 183360 | + 473 | 433000 | 568 | 591 | 4151000 | 18|39 |58
| 433568 \ 1
i 450415 | | ! . ‘
3| 166040 | + 591 | 451000 | 6 | 6 | 38700000 |18|43!56
| 451006 | | ‘ .
, | 468455 | 5
4| 148000 | + 6 | 468000 | 461 | 479 | 3232000 [20|41|63
| 468461 ! ‘
.| 481175 | 1 ,
5| 120280 | + 479 | 487000 | 654 = 680 | 2745000 |20 |45 |62
| 487654 | | et
| 506655 | 3 : ; b
6| 109800  + 680 | 507000 335 | 348 | 2238000 |22|44 |67
| 507335 I {
| 526935 % ‘
7| 89520 | + 348 | 527000 | 283 | 294 | 1711000 |22 (48|67
| 527283 ; 5 il
| 548015 | : ‘ 5
8| 68440 =+ 294 | 548000 | 309 | 321 | 1163000 |22 5268
| 548309 | 5 ;
| 569935 | | b
9| 46520 | 1 321 | 570000 | 256 | 266 | 593000 |24 51|75
| 570256 | : ' ' ;
| 592735 ; !
10 | 23720 | | 266 | 593000 | 1 | | —  1125|53178
| 593001 | ; | a
| 5000000 || 1200452650
P. Ederberg, Algebra. 5
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Intressid esimese aasta eest moodustavad summa
200000 mk. (veerg B). Kiepdrast on 616455 mk., nii et ta-
gasi maksta voiks laenatud summast 416455 mk. (veerg C);
kuid tegelikult kustutatakse laenud obligatsioonide viisi,
mispirast esimesest aastast tuleb iile kanda lisaks teisel
aastal kustutamisele minevale osale 465 mk. - intressid =
fimarguselt 473 mk. (veerg F) (Mispirast nii?) — Sel viisil
edasi arutades saame tabelis antud kustutamise kava. Vii-
mane vahe 1 mk. (veerg E) oleneb arvutuste ebatéip-
susest. Veerus H tdhendatud obligatsioonide arv:

209 a 10000 mk.
452 a 5000 mk.
650 a 1000 mk.

vastab iilesande nouetele.

Harjutused:

434. Seada kustutamise kava, kui on laenatud 11/2
miljonit ja see summa kustutatakse 6-e aasta jooksul
49/0-ga. Obligatsioonid on a 10000 mk., 5000 mk. ja
3000 mk.

(Juhatus: aastasumma b = 286143 mk.)

4385. 3 miljonit kustutatakse 5%/0-i juures 7-e aasta
jooksul. Obligatsioonid olgu 20000-de, 10000-de ja 5000-de
marga vidrtuses. Seada kustutamise kava.

(Juhatus: aastasumma b — 518460 mk.)

§ 6. Kombinatoorika.

Eelharjutus. Olgu antud4 suurust(elementi):a, b, c,d.

Uhendleme elemente 3-e kaupa niiviisi, et rithmad
elementide poolest isekeskis lahku ldheksid. Niisugu-
seid iihendlusi nimetatakse kombinatsioonideks. Neljast
elemendist kolme kaupa voetud kombinatsioonide arv on 4:
abe, abd, acd, bed.

Jirele katsudes leiame, et iga siin esineva kombi-
natsiooni elemente voib 6-el viisil iimber asendada, nii
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et tihendluste koguarv on 24. Uhendlused ise on jirg-
mised :

abe abd acd bed

acb adb ade bde

bac bad cad cbd

bca bda cda cdb

cab dab dac dbe

cba dba deca dcb

436. Moodustada 5-est elemendist; a, b, ¢, d, e iihend-
lused 3-e kaupa.

Uhendlusi, mis erinevad iiksteisest elementide suh-
tes, nimetatakse kombinatsioonideks; mis ainult elemen-
tide jirjekorra poolest, — permutatsioonideks (=vahet-
lusteks); niih#isti kombinatsioone kui permutatsioone ni-
metatakse iihise nimega variatsioonideks.

Harjutusest jirgneb, et 4-jast elemendist 3-e kaupa
voetud variatsioonide arv vordub permutatsioonide ar-
vuga kolmest elemendist kasvatatud kombinatsioonide
arvuga 4-jast elemendist 3-e kaupa.

Seda vordust tihendame nii:
3 . 3
V,=P,- K.

Uldse: Vo =P KH

Py 1 ¢
.Otsime niiiid iildavalduse variatsioonide jaoks,
siis permutatsioonide kohta. Kombinatsioonide valem on
variatsioonide ja permutatsioonide avalduste jagatis.

Olgu antud n elementi: a, b, ¢, - -°- - - -k L

Kahe kaupa voetud variatsioonide arvu voime leida,
kui igale elemendile kdik teised (n— 1) elementi iiksi-
kult juure kirjutame jirgmise skeemi jérgi:

Variatsioo-

nide arv
ab, ac. #d, ;. - - agkaal o H—14
ba, be, bd, .- - - bk, bl ‘m—1 .
ca, cb ed, " . -ckel n—1}V,=n@m-—1).
la, lb lc, S alinGlle n—ll

Kolme kaupa vdetud variatsioonide arvu leiame, kui
igale eelmises skeemis tdhendatud variatsioonile teised
(n — 2) elementi iiksikult juure kirjutame.

5*
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g Va;"ilatsioo-
nide arv
abe, abd, abe, - - - - - abk,abl n—2)
acb, acd, ace, - - - - - ack,acl n—2| ,
V.—n(o—1)(n—2)

adb, adc, ade, - - - - - adk,adl n—2

Ika, 1kb, lke, - - - - - lkh, ki~ n—2
Niiviisi edasi arutades leiame, et
Ve —=n@—1)@—2): - -a—m-+41).

' 437. Kui suur on b5-est elemendist kolme kaupa
voetud vdriatsioonide arv?

438. Kui suur on 6-est elemendist 4-ja kaupa voe-
tud variatsioonide arv?

439. Mitu 3-evirvilist lippu vdib moodustada 6-est
virvist (valge, must, sinine, punane, roheline, kollane)?

440. Mitu arva voib iildse kirjutada numbrite
1,2,3, 4, 5 abil, kui iga number tohib esineda ainult
iiks kord?

441. Mitu isesugust signaali voib anda 4-javérvi-
lise, korvustikku asetatud laternaga?

Variatsioonide valemis on muidugi m <n. Kui aga
m muutub n-iks, siis nimetame iihendlusi permutatsiooni-
deks, mispirast permutatsioonide valem on:

Ph=n(o—1)®—2) - - :2-1.

Taisarvude kasvatist 1-est n-ni tihendatakse liihi-

dalt n! (v. lk. 44, nbrd 326—335); seepérast:
Py =—n!

442. Mitu permutatsiooni v&ib moodystada 7-est
elemendist?

443. Mitmel viisil voib asetada 10 Gpilast?

444. Mitu4-ja kohaga arvu voib moodustada numb-
ritest: 2, 5, 6, 9?

445. Mitu permutatsiooni voib moodustada elemen-
tidest a, b, ¢, d, e, f, et esimesel kahel kohal oleks ab?

446. Mitu 4-ja kohaga arvu vdib moodustada numb-
ritest: 0, 1, 2, 82 ;
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Nagu juba enne tihendatud, saame kombinat-
sioonide valemi, kui variatsioonide ja permutat-
sioonide valemid jagame, s. t.

‘ e ¥
Kn = ? ehk

n(n—1) (n——?) i ko m
S S 1)
nh—1m—2)...(m—m+1)
m!
datakse liithidalt mérgiga (&) ja loetakse: ,n m-i peal“.

K ==

Viimast murdu tdhen-

447. Mitu kombinatsiooni vdib moodustada 10-est
elemendist, kui elemente 4-ja kaupa rithma votta?

448. 15-st sodurist on vahiposti jacks vaja 4 meest.
Mitmel viisil vGib neid valida?

449. Mitu korda kolavad klaasid, kui koik 15 selt-
sis olevat isikut iiksteisega klaasid kokku loovad?

450. Kui suur on 12-est elemendist a) 8-a kaupa,
b) 4-ja kaupa vdetud kombinatsioonide arv?

451. Kui suur on 15-est elemendist a) 9-a kaupa,
b) 6-e kaupa voetud kombinatsioonide arv?

452. Nbr. 450 ja 451 kohta voib ndidata, et {lildse

Kﬁn= Kﬁ—m ehk (:11:) =(n—r1m)’

sest iga kombinatsiooni eraldatud m elemendi juures

moodustavad {ilejiinud n — m elementi iseritta kuuluva
kombinatsiooni. — Tdenda ka selle lause Gigeolu, vorrel-

des avalduste (5) ja (o "m) murru kujul esitatud Kkirju-
tused.

453. Toenda, et
8 b 5 X
() o)1), sttt s (2) i %o
murru kujul.
454. Kui suur on kdikide kombinatsioonide arv
H-est elemendist?

455. Kiepirast on kaalupommid: 1g, 2g, bg,
10 g, 20 g, 50 g, 100 g. Mitmel viisil voib neid iihend-
leda mo6tmiseks?
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456. Mitu segu voib valmistada 7-mest spektrumi
virvist?

457. Rahvusvaheline laevastik tarvitab 27 isesu-
gust lippu. Mitu kombinatsiooni v0ib moodustada 2 —5
kaupa?

458. Mitu jagajat on arvul: a) 42; b) 210; ¢) 5005 ?

459. Mitu tihist jagajat on arvudel: a) 330 ja 390 ;
b) 6930 ja 10010 ?

460. Mitu arvu voib kirjutada numbritega 1,2, 3,4, 5,
kui iga number tohib esineda samas arvus ainult iiks kord
ja suurem number ei tohi seista viiksemast eelpool?

461. Mitmes punktis 16ikuvad n =8 sirget, kui
3 punkti ei asu iihel sirgel?

462. n — 8 punkti mi#ravad mitu sirget?

463. Mitut sirget mooda Idikuvad n— 8 tasapinda?

464. Uhes punktis 15ikuvat n sirget masravad mitu
tasapinda? : -

465. Mitmes punktis 16ikuvad n =8 sirget, kui
p = 3 sirget 16ikuvad iihes punktis?

~ 466. n =8 punkti miiravad mitu sirget, kui p =4
punkti asuvad iihel sirgel?

467. Mitu diagonaali on n-nurgas?

468. n =10 punkti méiravad mitu kolmnurka?

5 469. Mitu ringjoont v3ib tdmmata libi n =10
punkti?

470. Mitu tasapinda ldhevad ldbi n =10 punkti
ruuniis ?

471. n =7 punkti tasapinnal mi#ravad mitu neli-
nurka?

Uhendlused kordumistega.

Seni panime tdhele ainult niisuguseid iihendlusi,
kus iiksikus iihendluses esineb iga element ainult iiks
kord. Uurime niiiid, missugused on valemid, kui iihend-
lustes voivad elemendid korduda.

Variatsioonid:
Seekord ka1 = n’ (k olgu siin kordumise mirgiks),
sest seekord vOib igaiiht n elemendist n elemendiga
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iihendleda. Igaiiht leitud variatsioonidest jirgiméoda n
elemendiga ithendledes saame Vk 2= n® Uldse:

Yk, —n"
472. Kui suur on b-est elemendist kordumistega
4-ja kaupa voetud variatsioonide arv?

473. Elementide arv on 3, variatsioonide arv kordu-
mistega 81. Mitme kaupa on iihendletud elemendid?

474. Vk® :Vk’=225. Leida n.

475. Mitu juhust on olemas viskamisel a) 2-e,
b) 3-e téaringiga?

476. Morse tihestikus kujutatakse tahti iihendledes
punkte ja kriipse. Mitu isesugust mirki on voimalik, kui
punkte ja kriipse iihendleda mitte rohkem kui 4-ja kaupa?

Permutatsioonid:

Niide. Antud on b elementi: a, b, ¢, d, e, millest
3 elementi: ¢, d, e on isekeskis vordsed. Leida permu-
tatsioonide arv.

Lahendus: Otsitav permutatsioonide arv olgu x.
Kui votta mistahes permutatsiooni ja nimetatud 3 iihe-
sugust elementi isesugusteks muuta, siis voib need kolm
elementi omavahel 3! viisil iimber asendada, nii et iiks
permutatsioon muutuks 3! = 6-eks. Kdikide permutatsioo-
nide kohta oleks see 3!x. Teisestkiiljest on aga permu-
tatsioonide kogu arv, kui kdik elemendid isesugused, 5!
Seepirast on:
5!
3!
Uldse, -kui n elemendist on s iihesugust, siis on permu-
tatsioonide arv

3 xe=Blodima s

n!
T

ja kui peale selle on n-i hulgas t iihesugust elementi
teist liiki, giis
pornd
Pt ~ 5111 :
477. Mitu permutatsiooni vdib moodustada 10-est
elemendist, kui nende hulgas on 5 iihesugust elementi ?
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478. Mitu permutatsiooni vdib moodustada 12-est
elemendist, kui nende hulgas on 5 iihesugust elementi
iiht liiki ja 6 iihesugust teist liiki?

479. Mitu 4-ja kohaga arvu voib moodustada numb-
ritest: P
‘ Q)22 o g U8
b} i hish
¢y 3. 32 8: 8

480. Mitu 5-e kohaga arvu voib moodustada numb-
ritest: 0: 0: 1:2:3%9

481. Mitmel viisil v0ib asetada ritta 5 tthemarga-
list, 3 kolmemargalist ja 2 viiemargalist raha ?

Kombinatsioonid.

Nédide: Leida kordumistega 3-e kaupa voetud kom-
binatsioonid 4-jast elemendist.
Lahendus: Asja selgitamiseks olgu seekord elemen-
did tdhendatud npumbritega: 1, 2, 3, 4. Voimalikud
kombinatsioonid on jirgmised (numbrid on nendes kor-
raldatud Ioomuli{(us jarjes):
11

234
112 134 244
113 144 333
114 222 334
122 223 344
123 24 444,

124 233

Suurendame kdoigis iihendlustes teine element 1-e
ja 3-as 2-e vOrra; meie saame:

123 145 246
124 146 256
125 156 345
126 234 346
134 235 356
135 236 456.
136 245

Kordumised on kadunud ja juure on tulnud 3 —1=2
uut elementi. Jirelikult :

Kk; = K ja
iildse: Kk™=("7 ok



73

482. Kui suir on 5-est elemendist kordumistega
3-e kaupa vOetud kombinatsioonide arv?

483. Seesama, 8-ast elemendist 5-e kaupa voetud ?

484. Leida 5-est elemendist kdikide kordumistega
voetud kombinatsioonide arv.

485. Arvutada elementide arv, kui kordumistega
3-e kaupa voetud kombinatsioonide arv suhtub kordu-
mistega sama kaupa voetud kombinatsioonide arvusse,

nagu 6:11. :
: 486. Mitu elementi ldheb vaja, et 3-e kaupa neid
vottes kordumistega 220 kombinatsiooni saaks ?

487. Mitu arvu voib kirjutada numbritega 1, 2, 3,
kui iga number tohib esineda arvus kdige rohkem 2
korda ja suurem number ei tohi seista viiksemast eel-
pool ?

488. Mitu juhust on olemas viskamisel 3-e térin-
giga, kui igal téringil peab ilmuma isesugune silmade
arv ?

489. 4-ja tiringiga visates on mitu juhust olemas,
et 2-el tiiringil esineb iithesugune silmade arv ?

§ 7. 'Algm(‘)isted toendiosuse dpetusest.

Nihtuse esileilmumise matemaatiliseks tdendosu-
seks (t) nimetatakse murdu, mille lugejaks on sellele
nihtusele soodsate (n) — ja nimetajaks koikide iihtlas-
voimalikkude juhuste arv (N), s. t.

t— D
N° ‘

Nidide 1: Kui suur on tdoendosus, et kahe tédringiga
korraga visates arvu 9 saada?

Lahendus: Igaiiks iihe téringi 6-est numbrist v0ib
esile tulla igaiihega teise téringi 6-est numbrist, nii et
iihtlasvdimalikkude juhuste’ arv on 6%2=36. Soodsad
juhused on 3 —6; 4—5; 5—4; 6—3; jirelikult on
otsitav toendosus i =1.

Eelmisest selgub, et néhtuse mitteilmumise téendo-
sus ty (vastastdoendosus) on

PR N—no 1 i

N N 11—t
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Kui — =1, siis Oeldakse, et siindmus on kindel.

N ) 2
n S

L ﬁ>».}, i i 5 2 » toendone.
i 3

" N = i s - » kahtlane.
n A Gl

N il AL i . b » toendotu.
n L

e 0. 5 5 Sancn o Svarmatu.

490. Kui suur on tdenfosus tdringiga a) arvu ,viis*
visata, b) paarisarvu visata ?

491. Kui suur on tden#osus, et kahe tiringiga
korraga visates arva 6 saaks?

492. Kui téendone on kord kahe tarmglga visates
summat 8 mitte saada?

493. Kastis on musti ja valgeid kuule, nendest
valgeid 12-e vorra rohkem kui musti. TG6endosus valget
kuuli vOtta -on ¢. Kui palju oli valgeid kuule ?

494. Leida — kahe téringiga visates — tGen#osus
summad 2, 3 jne. kuni 12-ni saada iga tiksiku juhuse
jaoks. Leitud véaidrtused graafiliselt esitada ja seletada,
mispérast asuvad nemad siimmeetriliselt?

495. Kui toendone on kahe tdringiga korraga visa-
tes arvud a) ,kaks“ ja ,,vus saada? b) 2 iihesugust arvu
saada?

496. Kui toendone on iihe tdringiga kord visates
ei viit ega kuut saada?

Tihti tuleb véimalikkude ja soodsate juhuste arv
ithendlusOpetuse pohjal leida.

Néide 2: Kastis on 4 valget, 5 musta ja 6 punast
kuuli. Voetakse sealt kolm kuuli. Kui suur on tdeniiosus,
et koik kolm kuuli on punased?

Lahendus: Antud 15 kuuli vdib (¥) =455 viisil
iihendleda, nii et voimalikkude juhuste arv on 455. Puna-
seid kuule v0ib kombineerida (§) = 20 viisil; jirelikult
on soodsate juhuste arv 20 ja otsitav tGen#osus %
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497. Kastis on 4 valget ja 6 musta kuuli. Voetakse
sealt 2 kuuli. Kui suur on tdeniosus, et mdlemad kuulid
on mustad?

498. 3b5-e loosi seas on 15 voitu. Kui korraga
tommata 2 loosi, kui suur on tdendosus, et mdlemad on
voidud ? ol :

499. Kastis on b valget, 6 musta ja 7 punast kuuli.
Kui sealt votta 3 kuuli, kui suur on tden#osus, et koik
3 kuuli on a) valged, b) mustad, c) punased, d) ise karva?

500. 30-e loosi seas on 12 vditu. Tommatakse 2
loosi. Kui tden#ione on saada 1-e vdidu ja 1-e tiihja
numbri?

501. 10-est sOodurist midratakse liisu kaudu vahi-
posti 4 sddurit. Kui suur on tSendosus iga iiksiku soduri
kohta, et liisk tema peale langeb?

502. Kui toendione on kolme téringiga visates sum-
mat a) 9, b) 10 saada?

503. Kastist, kus 4 valget ja 7 musta kuuli, vOe-
-takse 5 kuuli. Kui suur on tdendosus, et a) 2 kuuli on
valged ja 3 mustad; b) 3 kuuli on valged ja 2 mustad?

Lause: Toendosus, et ilmub iiks mitmest (ndit.
kolmest), iiksteisest olenematust ndhtusest (tdieline tGe-
niosus ehk tdeniosus: ,kas — v0i“), vordub iiksikute
nihtuste t6endosuste summaga.

Toendus: Olgu N koikide voimalikkude juhuste arv
ja n,, n,, n, — vastavalt esimesele, teisele ja kolmandale
nihtusele soodsate juhuste arvud; siis on esileilmumise
toendosused:

n L n
Nla t2=N-2 ja t; Zﬁa
ning koigist kolmest iikskoik missuguse nihtuse esile-
ilmumise téendosus

tiksikute nihtuste suhtes t, =

o n_ijiﬂzi“ n,
T = N :
Sellest jargneb, et
. %2__‘1113 oh

n n n :
NL+ NZ' —l_l\fz:ti Jf_ta —T—t:n
millega lause on tdoendatud.
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Nédide 3: Kastis on 4 valget, 5 musta ja 6 punast
kuuli. Vdetakse sealt 3 kuuli. Kui suur on tGen#osus,
et voetud 3 kuuli on iihesugust karva?

Niide 2 Opetab, et tOendosus kolme punase kuuli
ilmumiseks on 541; samal viisil voib leida, et kolme wvalge
kuuli ilmumiseks on ta ; ja kolme musta kuuli suhtes

‘923. Otsitav toen#osus on seepérast
4 4 2 34
T T = B

504. Kastis on 4 valget ja 6 musta kuuli. V0oe-
takse sealt 2 kuuli. Kui suur on tGenfosus, et molemad
voetud kuulid on iihte virvi? B

505. Kui suur on tGendosus, et 2-he tiringiga visa-
tes 6 voi 9 saada?

506. Kui tdendone on 3-e tdringiga korraga visates
a) 2 iihesugust ja 3-da isesuguse arvu saada? b) vihe-
malt 2 iihesugust arvu saada?

. 907. Kui toendione on kahe tdringiga korraga visa-
tes rohkem kui 6 punkti saada?

Lause. Toendosus, et esile ilmuvad mitu (niit.
kolm) iiksteisest olenematut n#htust (liittdeniosus ehk
toendosus: ,nii hadsti — kui*), vordub iiksikute nih-
tuste ilmumise tGen#osuste kasvatisega.

Tdendus: Olgu N, ja n,, N, ja n,, N, ja n, vasta-
valt esimese, teise ja kolmanda nihtuse esile ilmumise
voimalikkude ja soodsate juhuste arvud, siis on koikide
-voimalikkude juhuste arv N, N, N,, sest igaiiks iihe
nihtuse voimalikkudest juhustest voib koos ilmuda iga-
iilhega teise n#htuse vdimalikkudest juhustest. Samal
pohjusel on kdikide soodsate juhuste arv n, n,n, ja
otsitav tOen#dosus

P00, D0, n, n

iy S <l NS

NNN N NN,

i 945

-t

N#ide 4: Uhes kastis on 6 valget ja 4 musta kuuli,
teises 4 valget ja b musta, kolmandas 3 valget ja 8 musta
kuuli. Igast kastist vOetakse iiks kuul. Kui suur on
toenédosus, et koik kolm kuuli on valged?

Lahendus: Toen#dosus esimesest kastist valget kuuli
votta on o, teisest votta 5 ja kolmandast 5 Selle toe-
n#osus, et koik kuulid6 on4val3ged, on

015 S 55
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N#iide b: Kaks mingijat otsustasid, et terve sisse-
maksu saab nendest see, kes esimesena voOidab enne
mingu juba mahatehtud partiide arvu, kuid mingisugu-
sel pohjusel pidid nemad mingu l5petama, kui esimesel
miingijal puudus voiduni tiks partii ja teisel kaks. Kuidas.
peavad nad méngupandud summa omavahel jagama?

Lahendus: Mingu jitkamisel saaks teine méngija
sissemaksu alles siis, kui tema voidaks nii hiisti jirgmise
partii, mille tdendiosus 4, kui ka iilejirgmise partii, mille
téeniosus samuti 4. Jirelikult on tGendosus, et méngu
jatkamisel teine voidaks — teoreemi pdhjal liittGendosu-
sest — 4 - 4+ —14; et esimene vdidaks 1 —}=4. Téhen-
dab, summa jagamisel saab esimene 3 korda rohkem
kui teine.

Jareldus: Tdensiosus, et nihtus kordub jirgimooda:
n korda, on

Pl £

: 508. Kui suur on tdeniosus, et metallraha langeb
viskamisel 4 korda iihe ja sama kiilje peale?

509. Kui suur on tden#osus, et 2-he tdringiga
korraga visates 3 korda jirgim6oda arvu 6 saaksime ?°
(Vrdl. iilesanne nr. 491).

510. Kui suur on tdeniosus, et a) kahe, b) kolme
tiringiga visates summat 9 ja siis 10 saaksime?

511. Nous on 3 valget ja 6 musta kuuli. Voetakse
sealt kuul viilja ja pannakse siis jille tagasi. Kui suur
on tdendosus a) 3 korda jirgimdoda valget kuuli votta?
b) 6 korda jirgimddda musta kuuli votta?

512. Kombineeritud juhused kahe siindmuse suhtes.

Olgu t, nihtuse A ilmumise tGendosus, t, — toe-
niosus nihtuse B suhtes, siis on tGendosus, et
TRt R SRR R S e s R
Blot ittty o e A i s R e by
A ilmub, kuid B mitte .- - - - -t (1—1t,)
A ei ilmu, kuid ilmub B - - - - (1 — t) 1
Hmub ainult A voi.B -« ¢ - -6 @ =) — 1)t

A ja B ilmuvad molemad - - - -t &,
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A ja B molemad korraga ei ilmu,
teiste sonadega, et kdige rohkem
‘ iiks nendest ilmub . - - - . - 1—1tt

3,2

Eiillmuei AegaB-~ . - .. -(1—1)({1—t)

IImuvad A, vo6i B, vdoi molemad
korraga, teiste sOnadega, et
vihemalt iiks nendest ilmub -1 —(1—t)(1 —t,).

Jarele motelda, mispérast nii!

Eelmisest jirgneb, et tGendosus selleks, et n nihtu-
-sest vahemalt iiks ilmub, on

B & lopply Y Rpe F A Bl 8 QIR | o) 5

jarelikult tOen#osus, et n katse juures nidhtus vihemalt
tiks kord siinnib: ;

1—(1—t)"

513. Kas on tOenione 1-he téringiga 4 korda visa-
tes arvu 5 saada?

Nidide 6: Mitu korda peab viskama kaht téringit,
et toen#iosus selleks, et arvu 6 saaksime, saaks suure-
maks kui 1?

Lahendus:
e § ( 491); jarelikult 1 — ( 1— —5—-)n 1
—36v.nr. ; jareli >2

kust saame:

31)“ lg.t degd i 080100
(% Ui DR g o g%’“> 0,0649° 2 =9

Téringit peab viskama 5 korda.

514. Mitu korda peab viskama kaht tiringit, et
arvu 8-a saamise toendosus kasvaks iile 1?

515. Kui suur on t0eniosus iihe tiringiga kaks
korda visates ,viis“ saada: a) ainult iiks kord, b) vihe-
malt iiks kord, c¢) molemat korda?
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516. Tahetakse 2 tdringiga 2 korda visates esimest
korda 8 ja teist korda 9 saada. Kui tGeniiolik on, et
a) molemad heited Onnestavad, b) vidhemalt iiks heide
onnestab, c¢) et ainult iiks heide, d) et ainult esimene
onnestab, e) et kumbki ei onnesta?

517. Pall 1ibimdoduga 5 cm. visatakse vastu ruu-
dulist traatvorku, mille silmade laius 7 em. Kui suur on
toeniosus, et pall vorgust ldbi lendab? — (Traadi paksust
arvesse ei voeta ja viskamisel ei sihita.)

. 518. 5-emargaline raha—tema l#ibimo6t on 23mm.—
langeb malelauale, mille ruutude kiiljed on 35 mm.
pikad. Kui tGenfione on, et raha langeb kahe ruudu
piirile? (Ka siin ei sihita.)

519. Kastis on 5 valget ja 4 musta kuuli. Kui
suur on tdeniosus, 3 korda jirgimooda kuuli vottes, 2 esi-
mest korda valge ja 3-mas kord musta kuuli votta, kui
voetud kuuli tagasi ei panda?

520. 15-e loosi seas on 6 voitu. Kuivord toendone
on 4 korda jirgimooda loosi vottes mistahes jérjekorras
2 voitu ja 2 tiihja numbrit votta, kui vOetud loosi tagasi
ei panda?

§ 8. Algteated kinnitusarvutusest.

Néited surevustabeli seletamiseks.

Niide 1: Kui suur iihekordne maks kinnitusseltsile
on seks vaja, et 100000 siindinutest a) 1-e aasta pérast,
b) 50-e aasta pirast igaiihele 1 mark kindlustada?

Lahendus: Tabelile vastavalt elavad 100000  siindi-
nutest aasta pirast ainult 83640. Need saavad 83640 mk.
Kui intresse lugeda 31!/20/0, nagu kinnitusseltsid harilikult
teevad, leiame otsitava kapitali (tema mérk olgu D,) vor-

randist:
D, - 1,035 = 83640.
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Surevustabel [3 /0]

Miérkus. Tabelit vdib ainult skeemina tarvitada. Meie olude kohta kiivat
surevustabelit ei ole veel olemas (september 1924. a.)

ol Elavate | Elavate dis-§ ™ ]

Z |Elavate || diskondi- | konditud ar- § 2 !

2 tud arv | vude summa § 2| Ix Dxe 7 Ne

CA el s I e T i

= 1,035% |+ Dog+. .. +Dx | & 1

0 100000} 100000 1721306 [

1| 83640 80812 1621306 36 | 54302 || 15738 266343
2178262 73058 1540494 37 | 53574 | 15002 250605
3| 75484 68082 | 1467436 38| 52846 || 14298 235603
41 73684 64211 1399354 39152104 | 13621 221305
5] 72371 60934 1335143 40151349} 12969 | 207684
6] 71387 58073 1274209 41150589 || 12845 (194715
71 70615 55503 1216136 42 149822 | 11747 182370
8] 69968 53135 1160633 43149052 11174 ,170623
9] 69433 50945 1107498 44148275 10625 ||159449
10| 68985 48905 1056553 45147491 (| 10099 i 148824
11| 68598 46986 1007648 46 146703 | 9596,0 ||138725,4
12| 68250 45167 960662 47 145907 || 91134 ] 1291294
13| 67927 43433 915495 48145098 8650,1 |{120016,0
14| 67605 41765 872062 49 144279 | 8205,8 ||111365,9
15| 67260 40147 830297 50 43438l‘ 7777,7 |1103160,1
16| 66854| 38555 790150 51 | 42568 \ 7364,2 || 95382,4
17 66369 36981 751595 52| 41666 || 6964,4 | 88018,2
18] 65824 35437 714614 53 |40728| 65774 || 81053,8
19| 65225 33927 679177 54 | 39751 6202,5 || 744764
20| 64589 32460 645250 55| 38737 | 5839,9 || 68273,9
21| 63930 31043 612790 56 [ 37687 54895 || 624340
22| 63267 29682 581747 57 | 36603 5151,3 ‘ 56944,5
23| 62602 28377 552065 58 | 35488 4825,5 || 51793,2
24| 61946 27130 523688 59 | 34340 4511,5 || 46967,7
25| 61305 25941 496558 60| 33160 | 4209,1 || 42456,2
261 60675 24806 470617 61131942| 3917,4 | 38247,1
27| 60053 23722 445811 6230689 3636,5 ‘ll 343297
28| 59438 22685 422089 63129398| 3365,7 | 30693,2
291 58825 21692 399404 64128075 31055 || 273275
30| 58210 20739 377712 65126720 2855,7 || 24222,0
31| 57587 19823 356973 66125324 26150 || 21366,3
321 56954 18942 337150 67123895 2384,0 || 18751,3
33| 56309 18094 318208 68 122438 21629 l 16367,3
34| 55652 17279 300114 69120950| 1951,2 | 142044
35| 54978 16492 282835 701194461 17499 || 12253,2
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“ Elavate | Elavate dis- | # I

2 | Elavate| diskondi- || konditud ar-§ £

b= | tud arv || vude summa A Dx Nx

% arv 1x l Py s Iy Nx — Djoo + §

> 11 xﬁ'i!035x +D99+...+Dx = 1
711 17928 1558,7 10503,3 86| 2173 112,77 461,64
721 16414 1378,8 89446 871 1838 92,158 | 348,871
73| 14919 | 12109 75658 88| 1549| 75041 | 256,713
741 13460 1055,5 6354,9 891 1290 60,381 181,672
75| 12038 912,07 5299,40 90| 1072 48,480 | 121,291

76 | 10682 781,96 4387,33 91| 725| 31,679 72,811
77| 9387 663,93 3605,37 92| 464 19,589 41,132
78| 8159 557,56 2941,44 93| 276 11,258 21,543
79| 7015 463,17 2383,88 94| 150 5,912 10,285
80| 5981 381,54 1920,71 95 72 2,742 4,373

81| 5056 311,63 l 1539,17 96 30 1,104 1,631
82| 4259 253,63 I 1227,54 §97 11 0,391 0,527
83| 3583 ’ 206,16 | 973,91 98 3 0,103 0,136
84| 3029 | 168,39 767,75 99 i 0,033 0,033
85| 2564 | 137,72 ’I 599,36 100 0 — —

’

b) 50-e aasta pirast elavad tabeli jérgi 43438 isi-
kut. Nemad saavad 43438 mk. Kinnitusseltsile makse-
tav summa on seepérast:

43438
D50: 1,03755(7)7’ D5O — 7777,7.
‘ Arvud 80812 (= D) ja 7777,7 (= Dx) leiame tabeli
3-das veerus mirgi Dx all.

Niide 2: Kui suur summa liheb tarvis, et 100000
siindinule aastast k alates elu I1Gpuni aastamaksu (renti)
1 mk, kindlustada?

Lahendus: Kui 100000-st on elus k aasta pérast L
isikut, tuleb maksta nendele sel tihtpdeval lx mk., mil-

lele vastab algussumma Dy = 17(}3??’ (k + 1)-e aasta pa-

rast Dx 41 mk., (k--2)-e austa parast Di 2 jne. kuni
100-da aastani, kus Do = 0.

Summa Dk+ Dk+1 + L vl + Dago + Dioo tﬁhenda-
takse liihidalt Ni; vastav arv on leida tabeli 4-das veerus.
Jireldus: Nx— Nx41= Dy (Mispérast?)

P. Ederberg, Algebra. 6
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521. Kui suur on elamistdeniiosus 0, 1, 2 jne. elu-
aastal? Leida need arvud ja valmistada nende jaoks graa-
fika, kus abstsisside iiksuseks on 1 aasta=1 mm. ja
ordinaatide tiksuseks 10 cm.

Kinnitusarvutamise juures tuleb arvesse votta:

1) Kas kinnitatav maksab iihekordse summa v®oi
‘aastate jooksul. Viimane juhus on harilik ja aastamaksu
nimetatakse preemiaks.

2) Kinnitusselts maksab kas iihekordse kinnitus-
summa (= kapital) voi aastate jooksul, missugusel puhul
aastamaksu nimetatakse rendiks.

. Méarkus 1: Eelduseks surevustabelite rakendami-
sel on Jakob Bernoulli 1680. a. tdendatud n. n. suurte
arvude seadus, mille pdhjal voime diitelda, et vaat-
lustest saadud andmete rida (n#it. meil elavate isikute
arvu kahanemine iga aastaga tabelis antud méiral)
voib oodata — samade olude juures — ainult siis, kui
nimetatud jarg leiti suure juhuste arvu pohjal (meil
100000 isiku kohta) ja rakendatakse ka suure isikute
arvu kohta (selles §-is on koikide arutuste juures voe-
tud aluseks ka siindinute arv 100000) ning seda tépse-
malt vOib oodata rea kordumist, mida suurem oli kumbki
— niih#sti vaadeldud juhuste arv kui andmete arv,
mille kohta see rida rakendatakse.

Mérkus 2: Oma kursuses arutame 2-esuguseid
kinnitamise juhuseid: elamiskinnitust ja suremiskinni-
tust. Kinnitusseltsid rajavad omi arvutamisi kinnitus-
liigile ebasoodsale juhtumusele, mis elamiskinnitamise
suhtes esineb siis, kui kinnitatud isik kaua elab, su-
remiskinnitamise juures — kui vara sureb. Kinnitus-
seltsid tarvitavad kummalgi puhul isesuguseid tabelid,
kuid meie selle vahe juures kauem ei peata ja kiime
kogu aeg iihe tabeli jargi.

Harjutused:

522. Kui suur summa on tarvis, et 100000 siindi-
nule 40-daks eluaastaks a 100 marka kindlustada?

523. Kui suur summa ldheb tarvis, et 100000 siin-
dinule 50-dast eluaastast alates renti 1000 marka Kkind-
lustada? .
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524. Kui suur peab olema maks kinnitusseltsile, et
ithele praegu siindinud lapsele 40-dast aastast alates renti
100000 marka kindlustada?

Elamiskinnitus.

Eelharjutused.

N#ide 3: Elamis-kapitalkinnitus iihekordse maksu
kaudu. ‘

Kui suur summa x tuleb maksta kinnitusseltsile, et
2-aastasele lapsele voimaldada 18-daks eluaastaks kapi-
tali k = 10000 mk. saamist? (q = 1,035).

Lahendus: Tabeli pohjal on oodata, et l, = 78262 °
lapsest saavad 18-eaastaseks lig= 65824 last. Kui kin-
nitatakse l, last, on nende eest maksta xl> mk., missu-
gune summa kasvab maksmise tidhtajaks xl2q'® margaks.
Kinnitusselts peab sel tihtajal maksma kljs marka. See-
‘pérast on:

X ]2 q16 ==l 113.
Jagame molemad pooled q'S-ga:

xaz—zkl%ehk

x Dy =k Dgg, kust x =k Dis,

Ds

525. Kui suur summa ‘tuleb maksta a) 25-dal,

b) 30-dal eluaastal, et 55-dal eluaastal kinnitusselts mak-
saks vilja 50000 marka ?

526. Kui palju tuleb maksta 1-eaastase lapse eest,
et temale 20-daks eluaastaks 50000 marka kindlustada?

527. Lahendada eelmine iilesanne, kuid tingimusega,
et raha panka maksetakse 31/2°-di juures.

528. 2-eaastase lapse eest maksetakse kinnitusselt-
sile 2000 marka.

1) Kui suure summa vo0ib tema 20-dal eluaastal
saada? 2) Kui ta kinnitusseltsi poolt tasutud summa
panka paneb, mis maksab 31/20/o, siis v6ib tema sealt
4-ja aasta jooksul iga poole aasta algul kui suure summa
vilja votta ?

529. Lahendada eelmine iilesanne tingimusel, et
2000 mk. kohe alguses panka maksetakse.

6*
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Nédide 4: Kui suur summa p tuleks maksta kinni-
tusseltsile algkooli astumise puhul, 8-dal eluaastal, ja
keskkooli astumisel, 14-dal eluaastal, et Oppimiseks iili-
koolis maksetaks 20-dast kuni 23-da aastani iga aasta
r = 42000 marka ?

Lahendus: 8-dal eluaastal maksavad kinnitusseltsile
Iy isikut pls marka, 14-dal aastal li4 isikut plyy mk. Kin-
nitusselts maksab 20-dal aastal rly mk., 21-sel rly, 22-sel
rlos, 23-dal rls marka. Et vdimalik oleks nimetatud mak-
susid voOrrelda, peame arvutama nendest protsentraha
iihe ja sama tdhtajani, olgu 23-da aastani. Seepiirast tuleb
lugeda kinnitusseltsile maksetud summa p (Is q'° - lis q°)
margaks, ja seltsi poolt maksetud summad nii suurteks:
rloq®rlyq®rlsq,rls sest iihe tegeliku maksuga on
kinnitusselts kaotanud ka protsentraha jiirgnevate aas-
tate eest, meil 3-e, 2-e, 1-e, 0 aasta eest.

Nii saame vorrandi:
P (s 9”411 @) = r (loo @ +- la1 @* - 122 q + ls).
Jagame modlemad vorrandi pooled avaldusega . Saame
I lig Lo Iog 1o los
p (qs 205 q14) e (on n 5 q + q2 qzs) ehk
p (Ds -+ D) = r (N2o — Nay).

Asetades siia mirkidele vastavad arvud, saame:
p = 53800 mk.

Uldjuhus:
Nédide 5: Rendi kindlustus preemiamaksude kaudu.
30-aastane isik tahab endale kindlustada kuni 45-da

eluaastani maksetavate preemiatega p temale 55-dast aas-
tast maksetavat renti r. Kui suur peab olema preemia p?

lo isikut maksavad Kkinnitusseltsile esimesel aastal
plso mk., jirgmisel maksuaastal l3; isikut pls; mk. jne.
kuni 45-da eluaastani, millal maksetakse plis mk. Kin-
nitusselts maksab: 55-dal eluaastal rls; mk., jirgmisel
aastal rlss mk. jne. kuni 100-da aastani, kus kedagi enam
elus ei ole. 100-daks eluaastaks peavad iihelt poolt pree-
miad ja teiselt poolt rendimaksud iihes nende kohta kiiva
protsentrahaga vordsed olema, mispirast saame vorduse:

Ploq® +plaq®+ - - - +plsq® =
=r(sq®+heq* 4 - <+ ) (1]
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Jagades mdlemad pooled avaldusega q'® (diskon-
tides siindimisajaks) saame:

Isp |, la lss
P(qTo-*‘;lai“i‘ 2 +(;a’s) o
1 1 1
_'—r(’(;:s"‘(;:e"" ' '+'(ilioo%) 5 (2]

P(Ms+Dsi+ « - +Dy)=rDs5+ Dsg+ - - - + Dio)
p (N30 — Nyg) = r N5,

o Ny

Ngo — Nug*

530. Kui tahetakse kindlustada 50-dast eluaastast

50000-margalist renti, siis tuleb maksta 25-dast 49-da
aastani kui suurt preemiat?

531. 1000-margaliste aastapreemiatega 35-dast 50-da
aastani v0ib kindlustada 51-st eluaastast alates kui
‘suurt renti ?

kust p=r -

5-da niiite andmed aluseks vottes jireldada valemist
[1] ehk valemist [2]:

532. Kui maksetakse renti r ainult 55-dast aas-
Ns; — Nig
Nso — Nus

533. Kui tahetakse rendi r asemel kinnitada endale
bb-daks eluaastaks kapital k, siis on preemia suurus

) D
p=Kk. e N

534. Kui suur preemia tuleb maksta a) 33-dast,
b) 40-dast aastast a) 12 aastat, b) 10 aastat, et 60-st
aastast 80-ni renti 48000 mk. saaks ?

535. Kui suurt kapitali voib kindlustada 57-daks
aastaks, kui 35-st 48-da aastani maksta aastas 1200
marka ?

536. Ulesanne nbr. 526 lahendada 10-ne aasta-
preemia kaudu.

537. Kui palju tuleb iga aasta panka maksta 1-sest
kuni 10-da aastani, et 20-daks aastaks koguks kapital
50000 mk. Pank maksab 310/0.

538. Kas niiidet 4 voib ka jéreldada nditest 5?

tast 75-dani, siis on preemia suurus p=r -
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539. b53-aastane isik tahab tihekordse maksuga m
kindlustada renti r, mille viljamaks algaks kohe. Niidata,
o= i Nea :
‘et maks m=r.—
D53
(Juhatus: tuletada valemist [1] ehk [2], Ink. 84—85.)
540. Kui suur peab olema sissemaks, et a) 50-e-,
b) 56-eaastalises vanaduses kindlustada renti 36000 mk.,
mille véljamaks algaks kohe?

541. Isa jattis oma varanduse pojale paranduseks
tingimusega, et tema maksaks 61-aastasele sugulasele
eluaegset renti 24000 mk. aastas. Poeg tahab sellest
kohustusest vabaneda iihekordse maksuga. Kui palju
peab tema maksma ?

542. 60-eaastane isik péris 40000 mk., missuguse
raha tema tarvitas omale kohe algava eluaegse rendi
kindlustamiseks. Leida rendi suurus.

543. Kui suure iihekordse maksuga m vdib endale
kindlustada 40-dal eluaastal 30000-margalist renti, mille
viljamaks algaks 55-aastases vanaduses ? Niite 5 (lhk. 84)
pohjal seleta, et

Nss
= 30000 : ==
27 Do

544. ©50-aastane isik paris 40000 mk., missuguse
summa tema vottis omale 60-st aastast algava rendi
kindlustamiseks. Leida rendi suurus.

Miérkus I: Kui kinnitatava isiku (viimase) maksu
ja Kkinnitusseltsi (esimese) maksu vahel on aega iile
1-e aasta (kus olid meil niisugused juhused ?), siis ko-
neldakse lithendatud preemiate maksmisest ehk edasi-
lilkkatud rendist. ;

Mérkus II: Arusaadav, et iga Kkinnituse juures
peavad kinnitatava ja kinnitusseltsi saavutused vordsed
olema. Sel alusel arvutatud preemiat — nagu ta siin
igal pool esineb — nimetatakse nettopreemiaks.
Tegelikult peavad aga kinnitusseltsid iilalpidamiskulude

- katmiseks ja ,reservide“ kindlustamiseks suurema pree-
mia votma (bruttopreemia; umbes 200/ netto-
preemiast suurem).
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Suremiskinnitus.

Niide 6: Suremiskinnitus iihekordse maksu kaudu.

35-aastane isik tahab iihekordse maksuga m oma
surma puhuks perekonnale kapitali k mk. kindlustada.
Kui suur peab olema maks m ?

Lahendus: XKui maksjaid on ls, siis kasvab nende
poolt tasutud summa mls; sajandaks aastaks mlsq®
margaks. Raha maksetakse vilja pohimotteliselt aasta
16pul (selle eest, et kohe maksta, voetakse preemia pealt
viike lisamaks). Esimese kinnitusaasta jooksul surevad
135 — 13 isikut, nende périjatele tuleb maksta k(lss — 136) mk.,
missugune kapital 100-daks aastaks kasvab sum-
maks Kk(lss — ls¢)q®* mk., jirgmise aasta summa on
k(lss — ls7)q® mk., viimasel aastal surevad lgg— lioo isikut.
Meie saame vorrandi:

| “mlgsq® =kl —lss)q* +- (s — L) g™ +-- - - + (loo — Lioo)]-
Jagades avaldusega q', leiame:
I35 . [lss  dss | lse = law log Lo
2i35 H Eiéé B kiﬁﬁ Eiﬁ? T iiﬁ? I _+_ Eifﬁ@ F Eiiﬁﬁ e

Kui 1) positiivsetele liigetele liige 20 mure  lisada,
woi 4

mis lubatav, sest lio=0; 2) positiivsed ja negatiivsed
liikmed eraldi riihmitada ja positiivsetest liigetest tegur

: klambrite ette votta, siis saame:

Iss 1(lss | lss log | lioo :
L5 S k[a(;ias . e T qfdo) S
lss 137 11 0 |
ehk mD35 == %Nss T N36 ),
%Nss — Nas

kust otsitav m = Kk - —
Dss

545. Kui suure maksuga voib 4b6-dal eluaastal
kindlustada surma- puhuks 12000 marka ?

546. Kui 38-dal aastal maksta 7000 marka, siis
maksetakse vilja surma puhul kui palju?
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Nédide 7: Suremiskinnitus preemiate kaudu.

40-aastane isik kinnitab ennast preemiamaksudega p
tingimusega, et kinnituskapital k maksetakse seltsi poolt
temale 60-dal eluaastal, tema surma puhul aga kohe
tema omastele. Kui suur peab olema preemia p?

Lahendus: Kui oletada, et ka seekord on oma elu
kinnitanud ly isikut, siis moodustavad nende maksud
100-daks eluaastaks summa:

P (lo g% 41y g% . .. + Isg qt1).

Kinnitusseltsi maksud on esimesel maksuaastal
k(lyo — ly) marka, millega iihes tuleb seltsi kontost maha
kustutada intressid sellest summast jirgnevate aastate
eest, kogusummas k(s — 14)q5 marka; teise aasta summa
on k (ls1 —1l) g8 jne.; 60-dal eluaastal k (s —1lg)q40 mk.
60-dal aastal tuleb ka maksta elavatele lg isikule klg mk.
ja nende kohta arvata klg q% mk. Niiviisi saame vérrandi:

Plwdg®+lig®4...+lpq)=
=Kk [(lso— 1) g% +-. . . 4~ (Is9 — lso) q%0 + 1go q%0).

Kui paremal poolel avada klambrid; arvesse votta, et 2
. viimast liiget koonduvad, ja peale selle mdlemad vorrandi
pooled jagada astmega ql%0, siis saame:

lo | lg I59 Lso lys L59
i S
Paremal poolel iihendame eraldi positiivsed ja nega-
tiivsed liikmed; nii saame:

loo | Iy I59
p (@6‘!‘&4‘1"}"- -—0—@)2
coa T dg oy l5 ly 159
g (i St Eel RS ]
1
P (Nso — Neo) = k [q (N4 — Ngo) — (Nyy — Nﬁo)],
kust leitakse otsitav p.

547. Niidata, toetades ndidete 6 ja 7 peale, et
suremiskapitali k v6ib vanaduses x omandada aastapree-
miatega, mille suurus
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548. Niidata, et valemi (*) voib transformida va-

lemiks
Dx qll)
" (Nx 5

549. Kui suure kapitali maksab selts villja surma
puhul, kui 25-dast aastast 50-dani iga aasta 500 marka
maksta?

550. Niidata, et suremiskapitali k voib omandada
40-dast aastast kuni 50-da aastase vanaduseni preemia-
tega, mille suurus -

.
N — Na
Ny — Nat

551. Kas niitest 7 voib jareldada n#idet 6?

552. Kui suurte preemiatega voib a) 40-dal, b) 48-dal
eluaastal kindlustada suremise puhuks 20000 marka?

553. a) 42-aastane, b) 46-aastane isik kinnitab oma
elu tingimusega, et kinnituskapital a) 30000 mk., b) 25000 mk.
maksetakse tema surma puhul, kuid koige hiljem 28 aasta
pirast. Kui suur peab olema preemia?

554. 38-aastane isik kinnitas oma elu 40000 marga
eest eluaegsete preemiatega. Tema suri 63 a. vana. Mis-
sugune vahe on Kkinnituskapitali ja selle summa vahel,
mille périjad saaksid, kui aastapreemia suurused sum-
mad oleksid panka pandud, kus 490 maksetakse?

Preemiareserv.

Seni vOtsime meie arvesse valemite seadmisel ko-
gumaksud: iihest kiiljest kinnitatava, teisest kiiljest kin-
nitusseltsi omad, missugused summad pidid olema vord-
sed (vrdl. peavalemid n#idete 5, 6 ja 7 juures). Kuid
igal ajal seda vordust ei ole. Vahe teatud ajaks kinni-
tusseltsile maksetud ja seltsi poolt viljamaksetud sum-
made vahel, kui summad on diskonditud nimetatud mo-
mendiks, — nimetatakse preemiareserviks, teiste sona-
dega preemiareserv on kapital, mille eest vOib teatud
momendil osta v6i miitia kinnituse.

Ndaide 8: 3b-aastane isik kinnitas oma elu
k = 100000 marga eest preemiamaksude kaudu. Kui suur
on preemiareserv 10-ne aasta p#rast?
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Lahendus: Preemia suurus on (nbr. 547):

1
aNs5 — N
S e
p—k Nas mk. («).
10-ne aasta jooksul on sisse maksetud:
plssq'® + plseg® - - - - + plug =
I3 1 L
=P (%,’\‘ e %) q% = p (Nss — Ng5) 9
q q q
ja vilja maksetud:
k(lss — 136)q® 4 k(lse — Lan)g® + - - - 4 k(liy — 1) =
N35s — Ngs

= k( R R eyt S b N46)q45.

q
Preemiareserv on leitud avalduste vahe ja iihe kinnita-
tud isiku kohta on ta:

g Nss — N

511;5, [p(Nas — Ny5) — k(j_q—@ — N3 -+ N46)]-
Viimase avalduse lihtsustamiseks asendame siia p jaoks
leitud avalduse («); peale selle paneme tihele, et §-i al-
guses antud definitsioonist jéirgneb, et

1
~5 = D = Nis — Nis,

mispérast
q% 1
ls ~ Nis— Nug’
Niiviisi saame, kui sarnased liikmed ka iihendame:
k (Nas Ny N
Ngs — Ngg \ Nss 3

ehk kui koik liilkmed lugejas ja nimetajas jagada Nu-ga:
Nsg N46) ( N46)
kil — —): {1 — == :
(N35 N Nus ®)
Valemitesse (o) ja (3) arvusid asetades leiame, et

preemiareserv iiksiku 2449 marga suuruse preemia kohta
on 10-ne aasta p#rast 14068 marka.

955. Kui suur on iilesandes nr. 528 preemiareserv
lepingu a) 8-a, b) 10-e, c) 12-e aasta kestvuse pirast?




or

556. Leida iilesande nbr. 552 a) jaoks preemiareserv
a) 43-dal, b) 46-dal, c) 49-dal eluaastal?

557. 33-aastane isik sOlmis lepingu kinnitusselt-
siga, et tema surma puhul maksetakse kapital k=80000 mk..
Raha puudusel ei vGinud tema 46-dast aastast peale
preemiat edasi maksta ja avaldas seepdrast soovi, et
kinnitusselts loeks tema maksud l0petatuks. Kui suure
kapitali maksab selts vilja tema surma puhul?

[Juhatus: 8-da niiite pohjal leida preemiareserv 46-
daks aastaks, missugune summa moodustab sissemaksu.
uue lepingu tegemisel (ndide 6)]. :
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§ 1.

197.9;

. 0,3063.

. 4,167.

. 62070 ha.
. 75830 tiinu.
21 348,

. 0,06799.

. 964,7.

. 0,01608.

. 1,693.

. 82,63.

. 0,2687.

. 16,46.

. 0,03234.

. 149,6.

< D2

A 370 5 8

. 0,5116.
B

0,009411.

. 0,3098.
. 5613.

Vastused.

. 20,66 merep.

. 1,151 Ingl. p.

. 5,806 kg.

. 1,108 Vene naela.
. 34,68.

. 279,8 em®.

. 629,8.

. 186,1.

. 36,26.

. 8,963.

. 7,493.

. 155,8.

3 b7

93,62.
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118.

119.
120.
121.

122,

123.

< 7,98 km.

. 23,65 km.

» 1962 m,

. 4,7 km.

. a) 23 merem.; 19,1 me-

rem.; b) 17,5; ¢) 15,6.

. 6 m.

. 66,5 m.

. 22.07.

. 5,634.

. 11,66.

. 222,

. 55,32.
By

. 106,9 dm’.
. 193,9 kg.
. 7,937 dm.
. a) 6509 miljoni kg.;

b) ligi 1183,5 km.

. 1317 cm3.
. 28,21 cm.
. 96 numbrit; esimesed

kohad : 26.

. Téisosas 1 number;

esimesed kohad: 2,70.

. 132-el kiimendkohal

on 1.

0.2
8,

149.
150.
152.
153.
154.
155.
156.
157.
158.
159.
160.

161.

162.
164.
165.
168.

- 169.

170.
171.
172,
173.
174.
175.

176.

;i

181,
182.

183.

186.
187.
188.

190.

0.

o
e e
/

R =N

e 0010

X, = 2,639.

X, — — 0,4504.
X, = 0,982,

X, = — 4,682,

§ 2.
D2,
— 1.
b—a
n+1°
—b;—2;41;4;7;...
a,=6;d=1
a —dd=1: "

s=[2a,+-d@—1)]},




192.

193.

194.

195.

196.

197.
198.

199.

200.

202.
203. 4
204.
205.

207.

211.
213.
215.
218.

219.

221.

222.
225.

226.

298.
230.

231.

232.

4721.

n—15;.16;
an—17; 345

B, ==-=d0raaid.

n——8 13.

88.

99 km.

a, = 10; d

n(n—l—l)

n (n—{-1)

494550
49495500.

Teine vahe on alati 2.
2a,.

Kolmas vahe = 6a,.
1433,6.

3
198 = 0,0234375.

a_—}—'brr'
a +(_ 1)n—1
a-+b

233.

234.

235.
236.
2317.
238.

239.
240.

241, 12

242,
244.

245.
250.

251.

252.
254.
255.
258.

262.

263.

264.
265.

267. 6a
268.

95
a—b

Va——VB

al/a—bl/b
]/a—Vb

a) 6; b) 4 liiget.

a) 0,3888 L

a) 33 tundi; b) 4 tundi.
49-dast.

2.

Vg =1,059.

Ligi 6 aastat.

a) 11,53 - 102 hl.;
¢) 16,5 - 10° rongi.
b) 5; c) — 26,7.
a) 750,6 mm.

b) 670,6 mm.

a) 10,48 m.;

b) 10,12 m.

43,3 mm.

1
1

7
e

&

t
o,

Cﬁ OO i 0 R
DN o
it -
b

MrO+W)
b) 2r(1 -+ 1/2).
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269.

270‘

271.

272,

273.

274.

275.

ah e n

ab =g

raadiuste summa =

— 1 J4b2 —a2;

pindade summa =
__ na(4b2— a?)

gine Lo

n(n+1)(n +2)
3

X

Y=y

X -2xf
1= x)?
1-+-x-
T—xP
n-se rea esimene lii-
ge on a(q — 1)".

§ 3.

. 428.2.
. 66.

. 13,39.
. 3,55.

. 3,9,

. 1401.
. 5835.
. 105,88.
. 28,87.
. 0,0210.
. 7,3891.
. 20,09.
. 9,8696.
. 31,01,
. 30,8.

337.
338.
339.

341.

343.

- 0,01745325.
- 0,000 290 89 ja

0,000 004 85.

. 504.

n—+1
@+2)r

206 m.

log. 10=2,302585093.
0,43429448.

Vahe 0,0009 — 0,0008
on arvust 483 arvuni
543.

a) 27845 ;
b) 1132



344.
345.

349.
362.
363.
364.
365.
366.
367.

369.
370.
371.

a) 6,629 u
1,028 mm.

§ 4.
b) 1.949 m.
2,94; — 0,46; — 2.48.
2,78; — 0,36; — 2.42.

3,26; — 0,3; — 2,96.
3,45; — 2,63.
4,57; — 3,82.
1,67; 4,45.
A
1,38.
3,52,
2.79:
§ 5.
. a) 4144 mk.
. a) 59690 mk.
. 33%0.
L i6Ua.
a) 20,15 a.
. Kasulikum esimesel
juhusel.
.. 56780 m®.
. 22811,
. a) 298 mk.;
b) 728 mk.
.. 15,49/0.
. 5492 mk.
. a) 18540 mk.
. a) 73965 mk.
s SR
. a) 1480 mk.; c) 1489

mkKk. ; e) 1492 mk.

. a) 5,60/0.

. 1,094.

. 4,10/0.

. 32105 mk.
. 3000 mk.
414.

T8t

P. Ederberg, Algebra.

20
. 6467 mk.
. 7032 mk.
. 12840 mk.
. 421600 mk.
. 3847 mk.
. 54090 mk.
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