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Liihikokkuvote. Bakalaureusetoos vaadeldakse klassikaliste jadaruumide £, 1 <
p < 00, ja ¢ ildistustena ruume £,(X,,), 1 < p < 00, ja ¢o(X,,), mille jadad koos-
nevad Banachi ruumide elementidest. Toestatakse, et klassikaliste jadaruumide
pohilised omadused laienevad ka uuritavatele iildistele jadaruumidele.

Uhtlasi kirjeldatakse ruumide £,(X,,),1 < p < oo, ja co(X,,) kaasruume ning
nédidatakse, kuidas saadud tulemustest jiarelduvad kaasruumide kirjeldused eri-
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p < oo, and co(X,), respectively, where the elements of the sequences are from
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Sissejuhatus

Loengukursuses ,,Funktsionaalanaliiiis I* kasitletakse jadaruume /,, 1 < p < oo,
ja ¢g. Nende ruumide elementideks on arvjadad. Arvjadade asemel vaadeldakse
sageli jadasid, mis koosnevad Banachi ruumi elementidest. Nii tekivad naiteks
ruume ¢, ja co ildistavad ruumid ¢,(X,,) ja co(X,), kus (X,) = (X,)52, on
etteantud Banachi ruumide jada.

Bakalaureuset6 eesmérgiks on uurida iildiseid jadaruume ¢,(X,,), 1 < p < oo,
ja co(X,,), nende omadusi ja nende omavahelisi seoseid. Need ruumid ning nende
mitmesugused versioonid leiavad iisnagi laialdast kasutamist (vt. nt. monograa-
fia [3, 1k. 31-75], hiljutine artikkel [1]). Samas pole kirjandusest leida tdestusi
seal kasutatavatele folkloorsetele faktidele. Kéesolev bakalaureuset66 piiiiab seda
liinka téita.

Bakalaureusett6 koosneb viiest osast.

Esimeses osas meenutame jadaruumide £, 1 < p < 00, ja ¢y definitsioone ning
sonastame Minkowski vorratuse lopmatute summade jaoks.

Teises osas defineerime vektorvidrtustega jadaruumid £,(X,),1 < p < oo, ja
co(X,,) ning nditame, et need ruumid on vektorruumid.

Kolmandas osas defineerime normi ruumidel ¢,(X,,),1 < p < oo, ja ¢o(X,)
ning naitame, et need ruumid on tiielikud normeeritud ruumid, see tdhendab
Banachi ruumid.

Neljandas osas kirjeldame jadaruumide ,(X,,), 1 < p < 00, ja ¢o(X,,) kaasruu-
me. Osutub, et need kaasruumid saab samastada vektorviadrtustega jadaruumi-
dega loomuliku isomeetrilise isomorfismi kaudu.

Viiendas osas vaatleme arvjadade ruumide /,,1 < p < o0, ja ¢y kaasruu-
me. Néiitame, kuidas nende kaasruumide kirjeldusi saab jéreldada neljanda osa
teoreemide pohjal.

Kéesolevas bakalaureusetdos vaatleme normeeritud ruume ja Banachi ruume
iile korpuse K, kus K on reaalarvude korpus R v6i kompleksarvude korpus C.

T66s kasutame jargmisi iildlevinud tahistusi.

Jadade korral kasutame lihendatud tahistust

(n) == ()02, = (21,22, ...).



Normeeritud ruumist X normeeritud ruumi Y tegutsevate pidevate lineaarsete
operaatorite ruumi tahistame £(X,Y’) ning ruumist X ruumi X tegutsevate pi-
devate lineaarsete operaatorite ruumi £(X). Ruumi X kaasruumiks nimetame

pidevate lineaarsete operaatorite ruumi £(X,K), mida t&histame siimboliga X*.



1 Arvjadade ruumid 7, ja cg

Kiéesolevas osas meenutame jargmisi t66s kasutatavaid pohimoisteid: p-summee-
ruvate jadade ruum ¢,, 1 < p < oo, tokestatud jadade ruum /., ning nulliks
koonduvate jadade ruum cy. Lisaks sonastame meile edaspidi olulise tulemuse —

Minkowski vorratuse lopmatute summade jaoks.
Allolevad ruumid on koigi arvjadade vektorruumi {(z,): =, € K} alam-

ruumid, seega ka ise vektorruumid.

Definitsioon. Olgu 1 < p < co. Arvjadade ruum ¢, on hulk

l, = {(:cn) Xy, € K,Z |z, P < oo},

n=1

mille elemente nimetatakse p-summeeruvateks jadadeks ja milles on norm defi-

1/p
)l = (z rxnrp) |

Definitsioon. Arvjadade ruum /., on hulk

neeritud vordusega

lo = {(azn) @y, € Kosup |z,| < oo},

neN

mille elementideks on tokestatud jadad ja milles on norm defineeritud vordusega

[(20)[loo = sup |z,].
neN

Definitsioon. Arvjadade ruum ¢y on hulk
co = {(mn) cx, € K, lim z, = O},
n—o0

mille elementideks on nulliks koonduvad jadad ja milles on norm defineeritud
vordusega

H(IN)HOO = sup |x71|
neN

Funktsionaalanaliiiisi opikus [6, 1k. 11-12] on toestatud jargmine vorratus.

Lause 1 (Minkowski vorratus). Olgu 1 < p < oco. Kui z,, y, € K, n =
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1,2,...,k, sus

k 1/p & 1/p & 1/p
(Z ES +an”) < (Z |wn|p> + (Z |ynlp> :
n=1 n=1 n=1

Minkowski vorratus kehtib ka lopmatute summade jaoks. Selleks tarvitseb
minna piirile protsessis k — o00. (Allolevas vorratuses (1) kasutame vajadusel

kokkuleppeid, et col/? = 0o ja 0o + 00 = a + 00 = o0 + a = oo, kui a € R.)

Lause 2. Olgu 1 < p < 00. Kui x,, y, € K iga n € N korral, siis

0o 1/p o 1/p 0 1/p
(z\xn+ym) <(z|xn|p> +(z|yn\p) R
n=1 n=1 n=1

Funktsionaalanaliiiisi kursusest on teada, et ruumid £,, 1 < p < o0, ja ¢
on téielikud normeeritud ruumid — seega Banachi ruumid. Toestused voib leida

néiteks opikust [6].



2 Vektorvairtustega jadaruumid /,(X,,) ja co(X,)

kui vektorruumid

Kéesolevas osas defineerime bakalaureuset6d uurimisobjektideks olevad ruumid
(,(X,), 1 < p < oo, jac(X,) ning nditame, et need ruumid on vektorruumid.
Olgu edaspidi Xy, X», ... suvalised Banachi ruumid. Jadaruumid ¢,(X,), 1 <
p < 00, ja ¢o(X,) on defineeritud ja nende folkloorseid omadusi on toestuse-
ta kirjeldatud niiteks raamatutes |2, lk. 35|, [4, k. 56, 271, 306]|, |5, lk. 439
440, 459, 491] ja |7, 1k. 43-44]. Defineerime need moisted ning samaaegselt anna-

me neile moistetele eestikeelsed nimetused.

Definitsioon. Olgu 1 < p < oco. Jadaruum £,(X,,) on hulk

p(Xn) = {(zn) s 20 € Xop, ([lon]]) € 6},

mille elemente nimetame p-summeeruvateks vektorvidrtustega jadadeks.

Definitsioon. Jadaruum /,.(X,) on hulk

loo(Xn) = {(2n) : @0 € X, (7)) € oo},

mille elemente nimetame tokestatud vektorvddartustega jadadeks.

Definitsioon. Jadaruum ¢((X,,) on hulk

CO(Xn) = {(xn) DT € X, (”an) S CO}a

mille elemente nimetame nulliks koonduvateks vektorvdidrtustega jadadeks.

Definitsioon. Ruume /,(X,,), 1 < p < 00, £5(X,,) ja co(X,,) nimetame vastavalt
p-summeeruvate vektorvidrtustega jadade ruumiks, tokestatud vektorvddrtustega

jadade ruumiks ja nulliks koonduvate vektorvadrtustega jadade ruumiks.

Mérkusena lisame, et raamatus [5] on vastavad jadaruumid tdhistatud
kui £,((Xn)), l((Xy)) ja co((X,)). Raamatus [7] aga vastavalt (Zj’;l Xj>

(Z;‘il Xj)@gJ'a (Z?il Xj> -

0

)
p



Erijuhul, kui X; = Xy = --- = X, kus X on Banachi ruum, siis tdhistame
tilaldefineeritud ruume vastavalt £,(X), {5 (X) ja ¢o(X). Esimeses osas definee-
ritud ruume saab tédhistada ildises kirjaviisis kui ¢, = (,(K), l« = (- (K) ja
co = co(K).

Banachi ruum on definitsiooni jirgi eelkoige ka vektorruum. Tédhistame kor-
rutisruumi X; x Xy x --- edaspidi kui ] . X,. Algebra kursusest on teada,

et vektorruumide X, Xs, ... korrutisruum [], . X, on samuti vektorruum. Selle

neN
korrutisvektorruumi nullelemendiks on jada

(0,,) = (01,09, ...),

kus 0,, on vektorruumi X, nullelement. Kui (x,,) = (21, 22, ...) ja (Yn) = (y1, Y2, ...)
on korrutisruumi [, X, kaks elementi, siis elementide (x,) ja (y,) summa

defineeritakse koordinaaditi vordusega

(Tn) + (Yn) = (@0 +yn) = (21 + Y1, 72 + Y2, ..).

Kui A on korpuse K element, siis arvu A ja vektori (x,) korrutis defineeritakse

vordusega
AMzy) = (Axy) = (Axg, Azg, -+ - ).

Jargnevalt nditame, et ruumid £,(X,,), 1 < p < 00, ja ¢o(X,,) on vektorruumi
[,,en X alamruumid ning seega ka ise vektorruumid. Selleks néitame, et (0,,) €
lp(Xy) ja (0,) € co(Xy) ning et eelmainitud ruumid on vektorruumi ], . X,

tehete (vektorite liitmine, vektori korrutamine skalaariga) suhtes kinnised.

Norm Banachi ruumi nullelemendist on vordne nulliga. Seega

(10 11) = (O]}, 102}, - .. ) = (0,0,...)

ning
D l0,]P =0 <00, sup|l0y]| =0<oo ja lim [|0,] =0.
— neN n—oo

Siit jareldame, et 1 < p < oo korral (0,,) € £,(X,,) ja (0,) € co(X,).

Jaab veel iile kontrollida ruumide £,(X,,), {oo(X,) ja co(X,,) kinnisus liitmise

ja korpuse elemendiga korrutamise suhtes vektorruumis [ [, . X,. Seda niitame



jargneva kolme lemmaga.

Lemma 1. Olgu 1 < p < oo. Ruum (,(X,) on kinnine vektorruumi ], . Xy

tehete suhtes.

Toestus. Olgu (z,,) = (x1,22,...) ja (Yn) = (Y1,¥2,...) ruumi £,(X,,) suvalised
elemendid. Vastavalt ruumi ¢,(X,,) definitsioonile leiduvad arvud M ja N nii, et
S znllP < Mjad" 7 |lyallP < N. Seejuures kehtib vordus

Dzl + D llwall? =l + llyall?)-
n=1 n=1 n=1

Niitame, et (z,,) + (yn) = (2, + y») on ruumi £,(X,,) element. Olgu k € N.
Siis

Uzl +Mlynl)? < ) (2 max{zn], f[ynll})”

k k

k
Z |Zn + ynll” <
n=1

n=1 n=1
k k
=22 “(max{|lzal, lynll})P < 22> (nll? + llyal?)
n=1 n=1
k k
-2 (Sl + 3] <2014 ),
n=1 n=1

Jarelikult > 07 ||z, + yul|P < 00 ja (@) + (yn) € £p(X5)-
Olgu A korpuse K element. Niitame, et ka rida >~ | [|Az,|” koondub. Vas-

tavalt normi homogeensuse aksioomile, |[Ax,||P = [A|?||z,||”, mistottu

00 e
D Azl = AP lzallP < oo
n=1 n=1

Sellega oleme néidanud, et A\(z,) = (Az,,) € (,(X,,). O
Lemma 2. Ruum (. (X,) on kinnine vektorruumi [, . X, tehete suhtes.

Toestus. Olgu (z,) € lo(Xy) ja (Yn) € loo(X,) suvalised. Vastavalt ruumi

(oo (X,,) definitsioonile sup,,cy ||| < 00 ja sup,ey [|[Un]] < 0. Seega

sup ||, + Ynll < sup(||zn || + [[yall) < sup ||z, || + sup [y, < oco.
neN neN neN neN

10



See tahendab, et (z,) + (Yn) € loo(Xy).
Olgu A korpuse K suvaline element. On lihtne kontrollida, et A(z,,) € loo(X,,):

sup([[Azn|[) = sup(|All|lza|]) = [Alsup [[z,[] < oo.

Sellega oleme nédidanud, et \(x,,) € oo (X,). O

Lemma 3. Ruum co(X,) on kinnine vektorruumi [ [, .y X» tehete suhtes.

Toestus. Olgu (x,) € co(Xy) ja (yn) € co(X,) suvalised. Jadad (x,,) ja (y,) koos-
nevad etteantud Banachi ruumide elementidest, mis koonduvad normi poolest

nulliks. Seega leiduvad iga e > 0 korral M; € N ja My € N nii, et |z,] < %

iga n > M, korral ja ||y,| < % iga n > M, korral. Valides N := max{M;, M},
saame, et iga n > N korral

£

g
n ng n nll < 3
I + gl < llall + vl < 5 + 5

= E.

Oleme saanud, et iga € > 0 korral leidub N € N nii, et ||z, + y,|| < &, kui n > N.
Seega jéreldame, et (z,) + (yn) € co(Xn).

Iga (z,) € ¢o(X,,) korral 0(x,,) = (0,), seega on 0(x,) ruumi co(X,) element.
Olgu niilid A suvaline korpuse K nullist erinev element. Niitame, et iga ¢ > 0
korral leidub N € N nii, et ||Az,|| < e, kui n > N. Vastavalt ruumi ¢y(X,,)

definitsioonile leidub arvu ¢ > 0 korral N € N nii, et ||z,| < |€T|’ kui n > N. Siis
aga vastavalt normi homogeensuse aksioomile
IAzall = Al llaall < A5 =<
A
kui n > N. Jarelikult \(x,,) € co(X,). O

Lemmade pohjal jareldame, et ruumid £,(X,), 1 < p < oo, ja ¢y(X,) on

vektorruumid. Seejuures on meile edaspidises kasulik jargmine tdhelepanek.

Lause 3. Ruum co(X,,) on vektorruumi loo(X,) alamruum.

Toestus. Kui (z,) € co(X,), see tihendab, et (||x,]|) € co, siis ||z,]] — 0, kui
n — oco. Kuna iga koonduv arvjada on tokestatud, siis (||z,]|) € ¢ ning seega
() € loo(Xp). O

11



3 Vektorruumid /,(X,) ja ¢y(X,) kui Banachi ruu-
mid

Kéesolevas osas defineerime normid vektorruumidel £,(X,,), 1 < p < 00, ja ¢o(X,,)

ning naitame, et need ruumid on Banachi ruumid.

Igale Banachi ruumi X,, elemendile z,, seab sellessamas ruumis defineeritud
norm vastavusse mittenegatiivse reaalarvu ||z, |. Seega saab igale vektorruumi
[1,,en X elemendile (z,) = (21, 29, ...) vastavusse seada mittenegatiivsetest reaal-
arvudest koosneva jada (||x,||) = (||z1]], ||z, ---) ning seejérel kontrollida, kas see
jada on ruumi £, 1 < p < 00, voi ¢y element. Kui ta seda mone eelmainitud ruumi

korral on, saame loomulikul viisil defineerida elemendi (x,) = (x1, z9,...) normi

vastavalt kas siis ruumis £,(X,,) voi co(X,,).

Definitsioon. Olgu 1 < p < oco. Vektorruumides £,(X,,) ja ¢o(X,,) defineeritakse
norm jargmiselt:

@)l = [[ =D, (2)

Jargneva kahe lausega nditame, et me defineerisime normi korrektselt ruumi-
des 0,(X,), 1 < p < oo, ja co(X,).

Lause 4. Olgu 1 < p < co. Ruum (,(X,,) on normeeritud ruum vordusega (2)

defineeritud normi suhtes.

Toestus. Olgu (x,) € £,(X,) ja (yn) € £,(X,,) suvalised, (01,02, ...) vektorruu-
mi ¢,(X,) nullelement ning A korpuse K suvaline element. Kontrollime normi

aksioome.

Samasuse aksioom kehtib, kuna

00 1/p
Il =0 & [z, =0 < (znxnnz») ~0

& Y JzlP=0 & Jz,)=0 ¥neN
n=1

& x,=0, YneN < (x,)=(01,0q,...).

12



Homogeensuse aksioomi kehtivuse nditame jargnevalt:

s 1/p o 1/p
Al = [Aza)ll, = [|(Azal))]], = <Z IIMnllp> = (Z(Iklllxnll)p)
s 1/p
= [A| (Z Hxnllp> = [Alll(zn) -

Kolmnurga aksioomi kehtivuse néitamiseks kasutame esimeses osas sonasta-
tud Minkowski vorratust (1) lopmatute summade jaoks. Lemma 1 pohjal teame,

et allolevad read koonduvad. Saame, et

s 1/p
(@) + (yn>||p = |l(zn + yn)Hp = H(Hxn + ynH)Hp = <Z |z + yan)

n=1
o0 1/p o0 1/p 00 1/p
< < [l + ||yn|||p> < (ZIL’BM\”) + (Z H%H”)
n=1 n=1 n=1
= [IGn)llp + [1ynllp-
Oleme ruumis £,(X,,) normi korrektselt defineeritud. O

Lause 5. Vektorruumid (o (X,,) ja co(Xy) on normeeritud ruumid vordusega (2)

defineeritud normi suhtes.

Toestus. Margime, et co(X,) on vektorruumi ¢ (X,) alamruum (vt. lause 3)
ja normi definitsioon ruumis ¢y(X,,) ithtib normi definitsiooniga ruumis £, (X,,).
Seega piisab, kui toestame antud juhul lause ainult ruumi ¢, (X,,) jaoks.

Olgu (x,,) = (z1,22,...) ja (Yn) = (Y1, Y2, ...) vektorruumi £, (X,,) kaks suvalist
elementi, (01,02,...) vektorruumi ¢,,(X,) nullelement ning A korpuse K suvaline
element. Kontrollime normi aksioome.

Kehtib samasuse aksioom:

l@)le =0 & [[(lz)]|l, =0 < suplz,) =0
neN

< |au]|=0 YneN & z,=0, VneN
= (ZEn) = (01,02, )

13



Homogeensuse aksioomi korrektsuse saame jargmiselt:

[A(@)[loo = [[(Azn)[loo = [[([[Azn]]) loc = sup [[Azy || = sup(|Al[|zn]])
neN neN

= [Alsup [[za | = [All[(zn) oo
neN
Kehtib ka kolmnurga aksioom:

1G@n) + Gadlloo = 1(n &) lloo = ll(llzn + ynllloc = sUD |20 + p
< Sup(flnll + flynll) < sup [l + sup [y

= 1)l + 1 (wn)lloo-

Oleme ruumides ((X,,) ja ¢o(X,,) defineerinud normi korrektselt. O

Veendusime, et ruumid £,(X,,), 1 < p < o0, ja ¢o(X,) on meie poolt defi-
neeritud normi suhtes normeeritud ruumid. Jargnevate teoreemidega niitame, et

vaadeldavad ruumid on téielikud normeeritud ruumid.
Teoreem 1. Olgu 1 < p < co. Normeeritud ruum (,(X,) on Banachi ruum.

Toestus. Teoreemi toestuseks piisab ruumi ¢,(X,,) téielikkuse nditamisest. Ol-
gu ((zF)eey) ", = ((z}),(#2),...) Cauchy jada ruumis £,(X,), kus (zf) =
(ah 2k, ..) € £,(X,) iga k € N korral. Jaotame tiielikkuse toestuse kolmeks
etapiks.

Esimeses etapis niiitame, et leidub piirelement, milleks Cauchy jada ((z¥))%,
koordinaaditi koondub. Cauchy jada definitsiooni pohjal leidub iga € > 0 korral

N € N nii, et iga fikseeritud 7 € N korral

00 1/p
o — @il < (Z |k — xzup) = ||(a) = (@)[l, < &, (3)
n=1

kui k,1 > N. Seega saame, et jada (z¥)?, on iga n € N korral Cauchy jada
ruumis X,,. Kuna iga naturaalarvulise n korral on X,, Banachi ruum, siis leidub
T, € X, nii, et 2¥ —— z,, ruumis X,,. Seega oleme niidanud, et jada ((z¥)),
koondub koordmaad?tl jadaks (x,)%, = (x1, 29, ...), kusjuures z,, € X,, iga na-

turaalarvulise n korral.

14



Teises etapis nditame, et (x,)7°, on ruumi £,(X,,) element. Vorratusest (3)

jareldame, et iga naturaalarvulise m korral

m 1/p
(Z [ xél!”) < (s = (@)l <,
n=1

kui k,1 > N. Fikseerime k& > N. Kui niiiid | — oo, siis iga m € N korral kehtib

vorratus
m l/p
<Z [y — man> <e (4)
n=1

Viimane vorratus kehtib iga naturaalarvulise m korral. Seega voime minna piirile

protsessis m — oo ning vorratus jadb kehtima:

s 1/p
(znxz—xnup) <. 5)
n=1

kusjuures k > N. Vastavalt Minkowski vorratusele (vt. lause 1), saame iga m € N

korral vorratusest (4), et

m 1/p m 1/p m 1/p
(zuxnup> < (zuxn —xzup) . (Zuxfzup)
n=1 n=1 n=1
m 1/p
<e+ (Z Hx’fLHp> < 0.
n=1

Seega (D", |2,||?)"? < o0 ja me oleme ndidanud, et (z,) on ruumi 0p(X5)

element.
k=1
koondub normi jéargi jadaks (x,) ruumis £,(X,,). Selle veendumuse saame vorra-

tusest (5), mis titleb, et

Kolmandas etapis veendume, et meie vaadeldav Cauchy jada ((2%)32,)

(=) = (@a)llp < e,
kui k > N. Seega leiab aset koondumine ||(z%) — (z,)|l, — 0 O
— 00

Teoreem 2. Normeeritud ruum (o (X,) on Banachi ruum.

Téestus. Teoreemi toestuseks piisab ruumi /o (X)) téielikkuse naitamisest. Ol-
gu ((zF)ee )" = ((z1),(22),...) Cauchy jada ruumis (. (X,), kus (z¥) =

n=1/kr=1 n n n
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(ak 2k ) € ((X,) iga k € N korral. Cauchy jada definitsiooni pohjal leidub
iga € > 0 korral N € N nii, et iga fikseeritud ¢+ € N korral

Il — @]l < Sup le, — 2l = ll(2n) — (@)l <&, (6)
n

kui k,1 > N. Seega saame, et jada (%)%, onigan € N korral Cauchy jada ruumis
X,,. Kuna X,, on Banachi ruum, siis iga Cauchy jada koondub selles ruumis. J&-
relikult leidub iga natuaalarvulise n korral x,, € X, nii, et leiab aset koondumine

zk —— ¥, ruumis X,,. Seega oleme niidanud, et jada ((zF))22, koondub koor-
—00

dinaaditi jadaks (x,)%2; = (21, 2, ...), kusjuures z,, € X,, iga naturaalarvulise n
korral.
Niitame, et jada (z,) on ruumi (. (X,) element. Kuna vorratus (6) kehtib

iga k,1 > N korral, siis iga fikseeritud ¢ € N korral kehtib vorratus
o — il| = lim |27 — 2| <e.
l—o0
Saame, et ||z¥ — x;|| < e iga naturaalarvulise ¢ korral ning seega

sup ||2% — z,|| < e.
neN

Teisisonu, ||(zF) — (2,)]|00 < € alati, kui k > N. Jada (z¥) on aga ruumi ¢ (X,,)

element ning seetottu fikseeritud k£ > N korral

Sup [l | < fl(n) = (@)l + (@)l < €+ (@) o0 < 0.

Seega oleme saanud, et jada (x,) on ruumi £ (X,,) element.

Kuna, nagu nagime, et iga € > 0 korral leidub naturaalarv N nii, et

I(zn) = (@n)lloe < e,

kui k > N, siis leiab aset koondumine ||(z¥) — (z) |0 P 0. Sellega oleme
—00
ndidanud, et Cauchy jada ((mﬁ),ﬁozl)zc;l koondub jadaks (z,) ruumis (o (X,). O

Normeeritud ruumi ¢o(X,,) tdielikkuse nditamiseks toestame koigepealt jérg-

mise teoreemi.
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Teoreem 3. Normeeritud ruum co(X,,) on Banachi ruumi . (X,,) kinnine alam-

ruum.

Téestus. Lause 3 pohjal teame, et co(X,,) on vektorruumi /o (X)) alamruum.

Funktsionaalanaliitisi kursusest teame (vt. nt. |6, lk. 24]), et normeeritud
ruumi alamhulk on kinnine parajasi siis, kui iga tema elementidest moodus-
tatud koonduva jada piirelement kuulub sellesse hulka. Olgu ((:cfl),‘le)zc;l =
((z1), (22),...) jada ruumis co(X,), kus (2F) = (¥, 25,...) € ¢o(X,) iga k € N
korral. Eeldame, et see jada koondub ruumis /. (X,), see tdhendab, et leidub
element (z,,) = (71, 29, ...) ruumis £ (X), milleks jada ((2%))2°, koondub. Jérg-
nevas néitame, et (x,,) € ¢o(X,,), teisisonu lim,_, ||z,|| = 0. Valime vabalt € > 0.

Koondumise (zF) — (x,) tottu leidub Ny € N nii, et
—00

n

Y

DN ™

[ = || <sup [ — @] = [[(2) = () ]|oo <
neN

kui k > Nj. Fikseerime k > N;. Kuna (z¥)°°, on normi poolest nulliks koonduv

jada, siis leidub Ny € N nii, et ||zF|| < 37 kui n > Nj. Seega, kui n > No, siis

lzall < 2w — 2l + ll2pll <e.

See tahendab, et jada (z,) koondub normi poolest nulliks, mistottu on jada ()

ruumi co(X,,) element.

Oleme saanud, et ruum cy(X,,) on ruumi ¢ (X,,) kinnine alamruum. O

Opikus |6, 1k. 86| on lause, mis iitleb, et Banachi ruumi vektoralamruum on
téielik parajasti siis, kui ta on kinnine. Seega saame viimasest teoreemist alloleva

jarelduse.

Jareldus 1. Normeeritud ruum co(X,) on Banachi ruum.
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4 Vektorvaartustega jadaruumide kaasruumid

Kéesolevas osas kirjeldame jadaruumide £,(X,,),1 < p < oo, ja ¢o(X,) kaasruu-
1me.

Meenutame, et kui X on normeeritud ruum iile korpuse K, siis lineaarseks
funktsionaaliks ruumil X nimetatakse lineaarset operaatorit f : X — K. Pideva-
te lineaarsete funktsionaalide ruumi £(X, K) nimetatakse ruumi X kaasruumiks
ning tahistatakse X*. Kaasruum X* on Banachi ruum (vt. nt. [6, lk. 124]). See-

juures on funktsionaali f € X* norm defineeritud kui

Il = sup [f(x)| (7)

llzll<1

(vt. nt. [6, 1k. 159]).

Jargnevas defineerime moiste, mille abil saame kirjeldada vektorvadrtustega

jadaruumide kaasruume.

Definitsioon. Olgu X ja Y Banachi ruumid. Lineaarset siirjektsiooni 7’ : X — Y

nimetatakse isomeetriliseks isomorfismiks, kui
[T]| = ||| (8)
iga r € X korral.

Mairkusena lisame, et isomeetriline isomorfism on bijektsioon. Toepoolest, ka-
sutades kujutuse 7' lineaarsust saame, et kui x,y € X korral Tx = Ty, siis
|z =yl = ||T(x —y)|| = ||Tx — Ty|| = 0. Seega on isomeetriline isomorfism li-
saks eeldatavale siirjektiivsusele ka injektsioon ning seega bijektsioon. Teisisonu,
isomeetriline isomorfism on lineaarne bijektiivne kujutus, mis séilitab vastavuses
olevate elementide normid.

Olgu Xy, X, ... Banachi ruumid. Teises osas defineeritud jadaruumi £ (X,)
elementideks on jadad (x,), kus x,, on Banachi ruumi X,, element. Kuna Banachi
ruumi X, kaasruum X! on samuti Banchi ruum, siis, vastavalt kolmandas osas
toestatule, on /o (X) Banachi ruum. Osutub, et Banachi ruumi ¢, (X,,) kaasruum
(1 (X,,)* on kirjeldatav ruumina £ (X) loomuliku isomeetrilise isomorfismi kau-
du.
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Teoreem 4. Kujutus T : loo( X)) — 1(X,)*, kus

anxn () € (X)), ()€ B(X),  (9)

on isomeetriline isomorfism ruumide o (X}) ja €1(X,)* vahel.

Téestus. Néitame kdigepealt, et kujutus 7 omab métet. Kuna (f,,) € (oo (X]), siis

1(fa)lloc = sup,, [Ifull < 00. Kuna (2,) € €1(Xy), siis [[(zn)[ly = 3257 [l < oo.
Seega saame, et

S @)l <0 M fallllzall < Sup LAl - nll = 1 falloo ()1,
n=1 n=1 n n=1

mistottu Y oo | |fo(z,)| < 0o ning kujutust 7' defineeriv rida koondub. Uhtlasi
kehtib hinnang

((T(fn))((n) \— (@) | < [(fo)llocll(@n)l1- (10)

Fikseerime vabalt (f,,) € loo(X}). Vordusega (9) on defineeritud funktsionaal

T(fn) : L1(X,) = K.

Vordusest (9) on selge, et kujutus T'(f,,) on lineaarne funktsionaal. Tdepoolest,
(%), (yn) € £1(X,) korral

(T(fu))(2n) + () = (T(fu)) (@0 + yn)) Z fa(@n +yn)
= i falan) + ; Falyn) = (T(fa))(zn)) + (T(f2)) (Yn)-
Ning A € K korral
(T(fu))Azn)) = (T(fa))((Azn)) Z fa(Azy) = AZ fulan)

= AT(fu))((2n)).
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Seega on T'(f,) lineaarne.

Tingimus (10) tagab, et T(f,,) € (1(X,)* ja

Tl < T(Fdlloos (fn) € loo(X7)- (11)

Niisiis, vordusega (9) on meil defineeritud kujutus
T lo(X)) = 01(X,)"

Néitame, et kujutus 7" on lineaarne, siirjektiivne ning, et kehtib vordus (8).

Kujutuse T lineaarsuse saame kontrollida vahetult. Kui (f,), (gn) € leo(X}),
siis vastavalt sellele, et f,, ja g, on vektorruumi X elemendid iga naturaalarvulise

n korral, saame

o0

(T((fa) + (90))((2)) = (T(fa+ g))(2) = Y (fu + gn)(wn) an (@n)

n=1 n=1

+Zgn n) = (T(fa))((2n)) + (T(gn))((2n))
= (T(fa) + T(gn))((zn)),  (2n) € (L(X0).

Olgu X korpuse K suvaline element. Siis

o0

Afa)(@n) =AD" fulwn)

n=1

Mg

(TSI (@n)) = (T(Afa))(20)) =
= (AT (f))((xn)),

I
—

—~ 3

$n> € 61 (Xn>

Seega on T’ lineaarne kujutus.
Niitame, et T on siirjektiivne. Olgu g € ¢1(X,)*.

Fikseerime n € N. Olgu z € X, suvaline element. Defineerime funktsionaali
fo: Xy —K

vordusega
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kus

Niitame, et f,, on lineaarne. Olgu y, 2 € X,,. Funktsionaal ¢ on lineaarne ning

01(X,) on vektorruum. Sellest jareldame, et

fn(y + Z) = g((Ol, ...,Onfl,y + Z,0n+1, )) = g((Ol, -~-70n717y70n+17 ))
+ g((ob ...,On_1,2,0n+1, )) = fn(y) + fn(z)

Olgu A € K suvaline. Siis

fn()\Z> == g((Ol, cevy On—b /\Z, 0n+17 )) = g<>\(01, ceuy On—b Z, 0n+1, ))
= )\9((017 ...,On_l, Z,On_H, )) = /\fn(Z)

Jarelikult on funktsionaal f, lineaarne. Funktsionaal f, on ka tokestatud:
[fa(2)] = 19l < llgllllZall = llgllllzll, = € Xa

Seega f,, € X' ja || full < |lgll- Viimane vorratus kehtib iga naturaalarvu n korral.
Seetottu sup,,cy || fnll < |lg||- Oleme saanud, et (f,,) € loo(X})) ja

1(fa)lloe < llgll.

Toestame, et T'(f,) = g, see tihendab, et (T(f,))((z,)) = g((x,)) iga (x,) €
01 (X,,) korral. Tahistame (z,,) € ¢1(X,,) korral

Tp = (017 "'7On—17xn70n+17 )

Siis Z,, € ¢1(X,,). Néitame, et

ruumis £1(X,,). Selleks paneme tihele, et

o
= |01, ., Oks Thos1, g2, - ) |l1 = E ||| —0
—00
1 n=k+1
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sest (z,,) € 01(X,).
Kujutise 7" definitsiooni pohjal kehtib iihelt poolt vordus (9):

o0

(T(fa))((@n)) = Y fulan)-

n=1

Teisalt, arvestades funktsionaali g lineaarsust ja pidevust, saame, et

9((zn)) =g (Zin) = Zg(i“n) = an(xn)

Jarelikult (T'(f,))((zn)) = g((z,,)) ja seega on T siirjektiivne.
Kuna [[(fn)llse < llgll Ja T'(fn) = g, siis

[(f)lloe < NTCEIN - (fn) € loo(Xn)-

Arvestades vorratust (11), saame, et

1T = NE)lloos () € Loo(Xan)-

Oleme néidanud, et kujutus 7" on isomeetriline isomorfism. O]

Analoogiliselt saab toestada jargmised teoreemid.

Teoreem 5. Kujutus T : (1(X}) — co(X,)*, kus

(T(fu))((n)) = an(xn), (fn) € 6(X5),  (2n) € co(Xn),

on isomeetriline isomorfism ruumide (1(X}) ja co(X,)* vahel.

Teoreem 6. Olgu 1 < ¢ < oo ningp = q/(q¢—1). Kujutus T : (X)) — 0,(X,)*,

kus
(T(fa))((zn)) = Z fa(Tn),  (fn) € E‘I(X:L)7 (zn) € ép(Xn)y

on isomeetriline isomorfism ruumide (y(X}) ja €,(X,)* vahel.
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Teoreemide 4-6 sisu margitakse lithidalt jargmiste vordustega:
loo(X) = O(X0)", G(Xy) = ao(Xn)",  £(X5) = 6,(X5)" (12)

Antud vordused tdhendavad, et ruumid on omavahel samastatavad teatud tiiiipi
loomuliku isomeetrilise isomorfismi kaudu. Néiteks teoreemis 4 on vordus antud
tingimusega (9), mis samastab omavahel funktsionaali ¢ = T(f,,) € ¢1(X,)* ja
jada (fn) € loo(X7).

Margime, et teoreemide 4-6 nédol on tegemist folkloorsete tulemustega, mis on
sonastatud nditeks raamatutes [2, Ik. 35-36], [4, k. 56], 5, lk. 191], [7, 1k. 43-44].

Teoreemide 4-6 toestusi ei onnestunud aga kirjandusest leida.

23



5 Jadaruumide ¢, ja ¢y kaasruumide kirjeldused

Kéesolevas osas sonastame tulemused, mis kirjeldavad ruumide ¢, = ¢,(K), 1 <
p < 00, ja ¢y = ¢o(K) kaasruume. Niitame, et need tulemused jarelduvad vahetult
teoreemidest 4-6.

Sonastame funktsionaalanaliiiisi kursusest tuntud teoreemid jadaruumide
l, = (,(K),1 < p < oo, ning ¢y = ¢o(K) kaasruumide jaoks. Need teoreemid
on dra toodud néiteks opikus [6, k. 161-163].

Teoreem 7. Kujulus U : lo, — (5, kus

(U(an))((xn)) = Z AnTn, (afn) € Lo, (mn) € ly, (13)

on isomeetriline isomorfism ruumide o ja (] vahel.

Mérkusena lisame, et 6pikus [6] on ruum /., tdhistatud ruumina m.

Teoreem 8. Kujutus U : {1 — ¢, kus

(Ulan))((z2)) = Zanwnv (an) € b1, (2n) € co, (14)

on isomeetriline isomorfism ruumide {1 ja cjj vahel.

Teoreem 9. Olgu 1 < q < occ. Olgu p = q/(q—1). Kujutus U : Ly — (5, kus

o0

(Ulan))((zn)) = Z WnTn, (an) € Ly, (zn) € by, (15)

n=1
on isomeetriline isomorfism ruumide L, ja €7 vahel.

Niitame, et need teoreemid jirelduvad holpsasti neljanda osa teoreemidest.

Teame, et korpus K on Banachi ruum, milles arvu x norm on defineeritud kui
tema moodul, see tdhendab

]l = |-
Jargneva lausega kirjeldame ruumi K kaasruumi K*.

Lause 6. Kujutus s : K — K*, kus
(sa)(z) =azx, ackK, zek (16)
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on isomeetriline isomorfism ruumide K ja K* vahel.

Toestus. Olgu a € K. Vaatleme funktsionaali sa : K — K. Niitame, et sa on

lineaarne. Olgu =,y € K. Siis
(sa)(z +y) = alr +y) = ax + ay = (sa)(x) + (sa)(y).

Olgu A € K. Siis
(sa)(Ax) = aAx = dax = A(sa)(x).

Oleme néidanud, et kujutus sa on lineaarne. Kuna
|(sa)(x)] = [az] = |af|z], = €K,
siis sa € K*. Seega defineerib vordus (16) kujutuse
s: K— K"
Olgu g € K*. Leiame a € K nii, et g = sa, see tdhendab

g(x) = (sa)(x) = ax, xekK
Kui niitid a := g(1), siis

g(x) =g(1)z =ax, zekK

Seega leidub iga g € K* korral a = ¢g(1) € K nii, et g = sa € K*, mistottu kujutus
s on siirjektsioon.

Kujutuse s lineaarsus on vahetult kontrollitav. Kui a,b € K on suvalised, Siis
(s(a+0b))(z) = (a+b)x = ax + bx = (sa)(x) + (sb)(x).
Kui A € K on suvaline, siis
(s(Aa))(z) = (Aa)x = Aaz = (As(a))(x).

Seega on s lineaarne kujutus.
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Vastavalt funktsionaali normi definitsioonile (7) kehtib suvalise a € K korral:

[sall = sup |(sa)(x)| = sup |az| = |a].
|z[<1 |z[<1
Kokkuvottes oleme néidanud, et s on isomeetriline isomorfism. O

Teoreemi 7 toestus. Kuna K on Banachi ruum, siis teoreemi 4 vordusega (9) on
defineeritud isomeetriline isomorfism 7" : £ (K*) — ¢, (K)*.

Defineerime kujutuse S : (o (K) — K* x K* x ... vordusega S(a,) = (sa,),
kus s on lause 6 vordusega (16) defineeritud isomeetriline isomorfism. Néitame,
et kujutuse S vidrtused kuuluvad ruumi (o (K*) ning, et S : {oo(K) — (o (K*)
on isomeetriline isomorfism.

Olgu (a,) € ¢+ (K) suvaline. Kuna s on isomeetria, siis

1S (an)lleo = [l (5an)[loc = sup [[san|| = sup [an| = [|(an) || < oco.
neN neN

Jarelikult S(a,) € fo(K*). Uhtlasi ndeme, et kujutus S on isomeetria.
Niitame kujutuse S lineaarsust. Olgu antud jadad (a,), (b,) € (o (K). Vasta-

valt isomeetrilise isomorfismi s lineaarsusele

S((an) + (by)) = S(a, + b,) = (s(a, +by,)) = (sa, + sb,) = (sa,) + (sby,)
= S(a,) + S(by).

Kui A € K on suvaline, siis
S(Aan)) = S(Aa,) = (s(Aan)) = (Asa,) = A(san) = AS(ay).

Seega on ka kujutus S lineaarne.

Olgu (g,) € o (K*) suvaline. Kuna isomeetriline isomorfism s on siirjektsioon,
siis leidub iga naturaalarvulise n korral a, nii, et g, = sa,. Kuna |a,| = ||sa.||,
slis

[(@n)|[o0 = sup [an| = sup ||san|| = sup [|ga|| = [|(gn)[|c < oo
neN neN neN

Jarelikult (a,) € (- (K). Jadade (g,) ja (sa,) vordumisest saame

S(an) = (san) = (gn)-
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Seega leidub iga jada (g,) € o (K*) korral jada (a,,) € £oo(K) nii, et S(a,) = (gn),
niisiis on kujutus S siirjektsioon.

Oleme saanud, et kujutus S on isomeetriline isomorfism.

On selge, et kahe isomeetrilise isomorfismi kompositsioon on ka ise isomeet-
riline isomorfism. Defineerime kujutuse U isomeetriliste isomorfismide T ja S

kompositsioonina, see tidhendab
U=ToS.

Niiviisi oleme saanud isomeetrilise isomorfismi U : (o (K) — ¢;(K)*, mis iga
(a,) € lo(K) ja (x,) € £1(K) korral rahuldab tingimust (13):

(U(an))((2a)) = (T 0 5)(an))((zn)) = (T(S(an)))((zn)) = (T(san))((xn))

[e.9]

D (san)(xn) = antn, (an) € lo(K), (za) € L(K),

n=1

[y

n=

]

Kasutades sarnast arutluskidiku, ndeme, et teoreemidest 5 ja 6 jarelduvad lau-
se 6 abil vastavalt teoreemid 8 ja 9. Teoreemide 7-9 sisu méirgitakse lithidalt

jargmiste vordustega:
l=ls, =", =1,

kusjuures vordus tdhendab loomulikku isomeetrilist isomorfismi vaadeldavate

ruumide vahel.
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