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Liihikokkuvote

Uurime ternaarsete seostega algebrat, mis leiab rakendust Pauli printsiibi
ternaarses analoogis. Kutsume antud struktuuri Grassmanni algebra ternaar-
seks analoogiks. Niitame, et 3 moodustajaga 6',6?% ja 6% erihul on tegemist
29-dimensionaalse vektorruumiga. Toestame 4-jarku monoomide alamruumis
kehtivad kommutatsiooni seosed ning anname samavéarse tingimuse elemendi
nulliga vordumiseks. Pohitulemusena toestame, et rithmal Z3 pohinev kom-
mutaatori ternaarne iildistus rahuldab Grassmanni algebra ternaarses ana-
loogis Jacobi samasuse ternaarset analoogi.
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Abstract
We investigate the ternary associative algebra, which finds application in the
ternary analogue of Pauli’s Principle. We refer to this structure as the ter-

nary analogue of the Grassmann algebra. We demonstrate that with three



generators 6%, 0%, and 6, we deal with a 29-dimensional vector space. We
prove that commutation laws hold in the subspace of 4th-order monomials
and provide an equivalent condition for an element being equal to zero. As
a main result, we prove that the ternary generalization of the commutator
based on the group Zs satisfies the ternary analogue of the Jacobi identity
in the ternary analogue of the Grassmann algebra.
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Sissejuhatus

Pauli printsiibi jérgi ei saa olla kahel identsel fermionil sama kvantolek. Seega on
lainefunktsiooni vé#rtus sama kvantolekuga fermionide korral ¥(a,a) = 0. Kui
fermionide kvantolek on superpositsioon kahest kvantolekust a = aaq + Bas, siis
lainefunktsiooni ¥ lineaarsuse ja Pauli printsiibi tottu ¥(a1,a2) + ¥(az,a1) = 0.
Néeme, et Pauli printsiip kehtib juhul, kui laiefunktsioon ¥ on antikommutatiivne.
Sellisel juhul kirjeldab kvantolekute kiditumist Grassmanni algebra, kus korrutami-

ne on antikommutatiivne.

Kerner pakkus vélja [6, 7, 8] Pauli printsiibi iildistuse ternaarsele juhule: kolmel
kvargil ei saa olla sama kvantolek. Sellisel juhul on kolme identse kvantoleku lai-
nefunktsioon ¥(a,a,a) = 0. Piisav tingimus ternaarse Pauli printsiibi kehtimiseks
on seega

U(as, aj,ar) + ¥Y(aj, ag, a;) + Y(ak, ai, a;) =0,

kus ¢ = aa; 4+ Bas + yas on kolme kvantoleku superpositsioon ning i,j,k =
1,2,3. Ternaarset Pauli printsiipi kirjeldavas algebras kehtivad algebra moodus-

tajate 1, ..., 0" vahel seosed
0'070% + 676%0" 4 0%0°97 = 0, (1)

kusi,j,k=1,...,n.

Abramov, Groote ja Latt uurisid [1]| algebrat R, kus lisaks seostele (1) kehtib ka
seos

010t + - + 00" =0,
ning néitasid, et juhul n = 3 tekib kolmandat jarku monoomide poolt moodustatud
alamruumis R? rithma SO(3) kahekordne taandumatu esitus [5].

Kéesoleva bakalaureusetod eesmérk on uurida Grassmanni algebra ternaarse ana-

loogi R algebralisi omadusi. Esimeses peatiikis anname teoreetilise aluse tensor-



korrutise ning tensoralgebra konstruktsiooniks. Toome vélja ka tensoralgebra olu-

lisemad omadused, mida kasutame edasises t00s.

Teises peatiikis konstrueerime Grassmanni algebra tensoralgebra faktoralgebrana
ning toestame selle omadusi, ka korrutamise assotsiatiivsus ja antikommutatiivsus.
Toome vilja ka olulise tulemuse, et n-dimensionaalsest vektorruumist moodustatud

Grassmanni algebra dimensioon on 2".

Kolmandas peatiikis anname Grassmanni algebra ternaarse analoogi R formaal-
se definitsiooni. Anname meetodi (koos toestusega) Grassmanni algebra ternaarse
analoogi dimensiooni leidmiseks kasutades stimbolarvutustarkvara Mathematica.
Leiame, et Grassmanni algebra ternaarse analoogi dimensioon on 29. Veel uuri-
me neljandat jirku monoomide alamruumi R?*, leiame selle baasi, testame nelja
elemendi kommutatsiooniseosed ja anname samavaarse tingimuse elemendi nulliga

vordumiseks.

T66 neljandas peatiikis nditame, et Grassmanni algebra ternaarsel analoogil on
loomulikul viisil voimalik iildistada algebra kommutaatorit, defineerides rithmal Z3

pohineva ternaarse g-kommutaatori
[,v] : RXRXR =R, [z,y, 2] =xyz+ ¢°yzz + qzay,

kus ¢ = e 3. Tihistame elemendi € R mittekonstantse osa o(z) : R = R.
Toestame kiesoleva t66 pohitulemuse, milleks on ternaarse kommutaatori Jacobi

samasuse analoog.

Teoreem. Olgu x,y,u,v,w € R, kehtib samasus
[z,y, [u,v,w] = [[z,y, 0 (W)],v,w] + [u, [z,y,0 (v)],w] + [v, v, [z,y,0 (w)]. (2)

Lie algebrate teooriat on tildistatud n-Lie algebrate teooriaks, kus binaarse Lie sulu
(néiteks assotsiatiivse algebra kommutaator) asemel on n-aarne tehe. 3-Lie algebra

on vektorruum, millel on antud multilineaarne ternaarne tehe [-, -, -], mis rahuldab
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Filippov-Jacobi samasust

[z, y, [u, v, w]] = [[z, y, ul, v, w] + [u, [z, y, 0], w] + [w, v, [z, y,w]]. (3)

Néeme, et ternaarse g-kommutaatori jacobi samasuse analoog (2) on viga sarnane

Filippov-Jacobi samasusele (3).



1 Tensoralgebra

Selles peatiikis anname {ilevaate vektorruumide tensorkorrutisest ning tensoralgeb-
rast, mida kasutame jargmistes peatiikkides Grassmanni algebra ja Grassmanni

algebra ternaarse analoogi konstrueerimisel.

1.1 Tensorkorrutis

Kaéesolevas peatiikis eeldame, et koik vektorruumid on 16plikumodtmelised. Olgu
vektorruumid V) ja V5 iile korpuse K. Vaatame vektorruumi V iile korpuse K,
mis on moodustatud koikvoimalikest korteezide (x,y) € Vi x V, formaalsetest

lineaarkombinatsioonidest. 2]

Olgu

U= Span{(x + axlvy) - ($,y) - a(xlay)7

(z,y +ay) = (z,9) —a(z,y) : 22" € Vijy,y € Voja e K} C V.

Téahistame kujutuse
¢ Vix Vo=V, (z,y) = [(z,y)],

kus [(z,y)] € V/u tahistab elemendi (z,y) € V ekvivalentssi.

Definitsioon 1.1 [2]. FaktorruumiV/u kutsutakse vektorruumide Vi ja Va tensor-
korrutiseks ning tahistatakse

Vi@ Vs

Vektorite x ja y tensorkorrutiseks nimetatakse nende kujutist kujutuse ¢ suhtes
ning tahistatakse

xRy = ¢(x,y) € V1 ® V.



Tensorkorrutise definitsioonist on selge, et suvaliste z, 2’ € Vi;9,9y' € V5 ja a € K

korral

(z+ar)@y=z20y+al@®y) ja 20 Wy+ay)=20y+alzxy).

Lause 1.2 [9]. Olgu vektorruumide Vi ja Vo baasid By ja By vastavalt. Tensor-

korrutisel V1 ® Vo on baas

{e® f:e€ By, f € Ba}.

Jareldus 1.3. Vektorruumide Vi ja Vo korral kehtib

dim(V; ® V3) = dim V; dim V.

Lause 1.4. Olgu vektorruumid Vi, Vo, V3 dile korpuse K. Leidub isomorfism

(V1®W)®V3—>V1®(V2®V3)

nat, et

(TRyY)®zr (Yo 2)

iga x € V1,y € Vo ja z € V3 korral.

Toestus. Téahistame vektorruumide Vi, V5 ja V3 baasivektorid vastavalt e;, f; ja g,
kus 4, j ja k kuuluvad 16plikesse indeksite hulkadesse I, J ja K. Olgu lineaarkujutus
P: (V1 @V) @ Vs = V) ® (Vo ®V3) iheselt midratud baasivektorite kujutistega:

V(@ fi)@ag) =e@(fjog), i€ljelkek.

Néitame 1 siirjektiivsust. Olgu z ® (y ® 2) € V1 ® (Va2 ® V3). Téhistame vektorite



z,y, z koordinaadid wx;,y;, zx, kusi € I,j € J ja k € K. Leiame

1/1((1’®y ®Z Zzzxzyjzk €z®f])®gk =

i€l jeJ keK
= D> wwad((e® f;) © g) =
i€l jeJ keK
:Zzle%zk e ®(fj®gr) =r® (Y@ 2).
i€l jeJ keK

Néitame 1) injektiivsust. Olgu lisaks elemendile z ® (y ® z) veel (a ® b) ® ¢ €
(V1 ® Vo) ® V3 selline, et

P((z@y) ©2) =P((a®b) ©c).

Téhistame vektorite a, b ja ¢ koordinaadid a;, b;, ¢ Lineaarkujutuse 1 definitsioo-

nist jareldub, et

22D mwian(e® (fiom) =3 Y ) abjer(en ® (£ © gr)):
i€l jeJ keK i€l jeJ keK
Lause 1.2 tottu z;yj2, = a;bjci igai € I,j € J ja k € K korral. Jarelikult

vy @z=Y Y > zyz((e® f;) @)

i€l jeJ keK

=> 3 Y aber((ei® f) @ gr) = (@a@b) @c

i€l jeJ keK

Lause 1.4 vaidab, et vektorruumide tensorkorrutis on assotsiatiivne isomorfismi

tapsuseni. Edaspidi samastame

Moo=V (lael) =Vl Va.



Sarnaselt samastame 16pliku arvu vektorruumide tensorkorrutised.

Lause 1.5. Olgu vektorruum V dle korpuse K. Jargmised ruumid on isomorfsed:

KeV=zvVv=VekK

Isomorfismideks sobivad kujutused

KV -2V AQue— A ja VIK—=V, o= .

Toestus. Néaitame, et
VKOV 2 V,AQv - M
on vektorruumide isomorfism. Juht V ® K = V on analoogiline.

Olgua,feKjal®@z,u®@y € K® V. Tensorkorrutise definitsiooni 1.1 jérgi

Y(aA®r)+B(rey) =ve\(lez)+Bu(l®y)) =
=yp(1®a e +1® Buy) =
= (1 ® (ex + Buy)) =

=al\r + Buy =

=ap(A®z) + YY),

kus 1 téhistab korpuse K iihikelementi. Seega on v lineaarkujutus.

Stirjektiivsus on ilmne, v € V originaaliks sobib 1 ® v € K ® V. Injekttiivsuse
néitamiseks olgu A®@ z, u @ y € K® V sellised, et (A @ x) = ¥ (u @ y). Jarelikult

Ar = py ning 1 ® Ax = 1 ® uy. Tensorkorrutise definitsiooni 1.1 jargi AQx = u®y.
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1.2 Tensoralgebra

Kaéesolevas alapeatiikis anname vektorruumide tensorkorrutisele assotsiatiivse al-
gebra struktuuri, mida kasutame jérgmistes peatiikkides Grassmanni algebra ja

Grassmanni algebra ternaarse analoogi konstrueerimisel.

Definitsioon 1.6 [2]. Hulka A nimetatakse algebraks (ile korpuse K), kui

1. (A, 4, ) on vektorruum ile korpuse K, kus c- tdhistab korrutamist suvalise

skalaariga o € K, ja
2. on antud bilineaarne kujutus - : A x A — A, st iga x,y,z € A ja o, € K
korral

(ax+By)-z=alr-2)+ Py -2) jo z-(ay+pPz)=az y)+ bz 2)

Kujutust - nimetatakse algebra korrutamiseks. Algebrat nimetatakse assotsiatiiv-
seks, kui tema korrutamine - on assotsiatiivne. Algebra on ihikuga algebra, kui

korrutamisel - leidub tihikelement.

Definitsioon 1.7 [2]. Algebra A (kahepoolseks) ideaaliks nimetatakse hulka I C A,

kui

1. hulk I on algebra A alamruum ja

2. igaa € A,z €I korral ax,ra € I.

Iga hulga S C A korral tédhistame minimaalset hulka S sisaldavat ideaali (S), st

(S) = mIi’ I; on ideaal ning S C I;.

)

Faktorhulgal A/r saame defineerida loomulikul viisil algebra tehted. Kui algebra

A on assotsiatiivne, siis on ka faktoralgebra A/r assotsiatiivne. Kui algebra A on

11



tihikuga 1, siis ka faktoralgebra 4/r on tihikuga ning tihikuks on [1] € A/r, mida

téahistame samuti siimboliga 1. [2]

Niiiid konstrueerime tensoralgebra. Olgu vektorruum V iile korpuse K. Téhistame
iga m € N korral
™V =V®...0V
————

m korda
ning

TV =K,

kus vaatame korpust K vektorruumina iile iseenda.

Vaatame iga i, j € NU {0} korral kujutust
Vij : TV RTIV — TV, (4)

Kui ¢,7 > 0, siis olgu 9;; lauses 1.4 ja sellele jargnevas arutelus defineeritud iso-

morfism. Kui ¢ = 0 voi j = 0, siis olgu 9;; lauses 1.5 defineeritud isomorfism.

Definitsioon 1.8 [2]. Otsesummat

TV = é ™V

m=0

nimetatakse tensoralgebraks koos korrutamisega

R:TVXTV =TV, | > wi, Yy | = D> il @),
i j i
kus x; € T'V ja Y € T7V . Korrutamist ® nimetatakse samuti tensorkorrutiseks.

Edaspidi samastame ruumid 7V, m € NU{0} isomorfsete ruumi 7'V alamruumi-

dega.

Lause 1.9. Tensoralgebra on assotsiatitvne iihikuga algebra.
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Toestus. On selge, et tensoralgebra T'V on vektorruum iile korpuse K.

Néitame tensoralgebra korrutamise ® bilineaarsust. Olgu z,y,z € TV ja a, 8 € K,
siis

T=Y w,y=) y ja 2= 2
i j k

mingite x; € TV, y; € TV ja z, € T*V korral. Defineerime s; = ax; + fy; €
TV, kui x; ja y; on molemad defineeritud. Kui ainult x; (;) on defineeritud, siis
tahistame s; == ax; (s; = By;) € T'V. Kasutades tensorkorrutise definitsiooni 1.8

ja kujutuse v;; lineaarsust (4), arvutame

(az + By) ®@ 2z = aZa:H—BZyj ®sz=

i 7 k
( Oémi+25yj ®sz—
i 7 k

I
N
=[]

»

3
~
®
N

=[]

&
~

I

= Z@bmk(sm ® z) =
m k
ZZamk(!Ei ® zk) + Z Zﬁwjk(yj ® 2x) =
ik Tk
—a) > dalri@n)+ B> winly; @) =
ik Jj ok

=a(r®z)+ Py 2)

Analoogiliselt nditame lineaarsust teise argumendi suhtes.

Algebra korrutamise ® assotsiatiivsus jareldub asjaolust, et
Vi (Wi (25 © y7) © 21) = Yigan(xi © Yily; © 21)) € THHEW

iga i,j,k € NU{0} jaz; € T'V,y; € TVV, 2, € T*V korral.
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Tensoralgebra iihikelemendiks on korpuse K iihikelement 1 € T°V = K, sest

Yo,i(1®x;) = Yio(r; ®1) = 24

iga i € NU {0} ja z; € TV korral.
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2 Grassmanni algebra

Selles peatiikis defineerime Grassmanni algebra ning toome vélja moned selle oma-
dused. Peatiikis 3 néditame analoogseid omadusi Grassmanni algebra ternaarse ana-

loogi jaoks.

2.1 Grassmanni algebra struktuur

Olgu l6plikumoéotmeline vektorruum V' = 0 iile korpuse K, kus K =R voi K = C.

Tahistame vektorruumi V kaasruumi W = V*.

Grassmanni algebra leiab rakendust pinnateoorias, kus diferentsiaalvormid moo-
dustavad Grassmanni algebra. Diferentsiaalvormid on konstrueeritud pinna puutu-
jaruumi kaasruumi abil. Seetottu defineerime Grassmanni algebra just kaasruumi
W jaoks. Algebra seisukohalt saab Grassmanni algebra defineerida ka vektorruumi

V enda jaoks.
Niitid konstrueerime Grassmanni algebra tensoralgebra TW faktoralgebrana.

Olgu
I=xy+yez : x,yeW). (5)

Definitsioon 2.1 [9]. Faktoralgebrat AW = TW/I kutsutakse Grassmanni algeb-
raks. Grassmanni algebra korrutustehet tdihistatakse siimboliga N ning kutsutakse

valiskorrutiseks.

2.2 Grassmanni algebra omadused

Toome vilja moned Grassmanni algebra olulisemad omadused. Peatiikis 3 uurime

nende omaduste analooge Grassmanni algebra ternaarse analoogi jaoks.

Lause 2.2. Valiskorrutis A on assotsiatiivne.

Toestus. Vaide jareldub tensorkorrutise assotsiatiivsusest. ]
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Lause 2.3. Kui x,y € W, suis viliskorrutis on antikommutatiivne, st
TANYy=—-yANzx.

Téestus. Antikommutatiivsus jéreldub vahetult ideaali I konstruktsioonist (5), sest

igaz,ye Wkorral t @ y+y®x € I ning seegax ANy+yAx=0. |

Jareldus 2.4. Kuixz e W, siisx Az = 0.

Olgu kanooniline kujutus 7 : TW — AW,z > [z]. Tahistame iga m € N U {0}
korral

N W == (T"W).

On selge, et AW =32 A" W ning N W NN W = {0}, kui i # ;.

Tuleb vélja, et Grassmanni algebra on 16plikumdotmeline. Téhistame n := dim W €

N

Lause 2.5 [9]. Kui m > n, siis N" W =0 ning, kui 1 <m < n, siis

m n
di = .
im /\ w <m>
Jareldus 2.6. Grassmanni algebra \ W dimensioon on 2™.

Toestus. Kuna Grassmanni algebra A W on oma alamruumide A™ W sisemine

otsesumma ning iga m > n korral A" W = 0, siis

dim/\W:dimi /\mW:dimzn:/\mW: Zn:dim/\mW: zn: <T1:L> — 9,
m=0 m=0 m=0 m=0
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3 Grassmanni algebra ternaarne analoog

Selles peatiikis defineerime Grasmanni algebra ternaarse analoogi. Pohjalikumalt
uurime erijuhtu, kus Grassmanni algebra ternaarne analoog on konstrueeritud 3-
mootmelisest vektorruumist. Leiame selle dimensiooni vektorruumina ning toesta-

me olulisemad omadused.

3.1 Grassmanni algebra ternaarse analoogi struktuur

Olgu 16plikumootmeline vektorruum V' # 0 iile korpuse K, kus K =R voi K = C,
ning tema kaasruum W. Tédhistame n = dim W ning fikseerime vektorruumi W

baasi 61, ..., 0™

Vaatame tensoralgebra T'W ideaali

J=0'0 +. - -+ 0" 20",

R0 R0F+0 2000 +0*2000607 : i,jk=1,....n). (6)

Definitsioon 3.1. Faktoralgebrat R = TW/j kutsume Grassmanni algebra ter-
naarseks analoogiks. Algebra R korrutamistehet tdhistame siimboliga -, mille jitame

ka tihtipeale kirjutamata.

Nimetus ,Grassmanni algebra ternaarne analoog® on 6igustatud, sest kolme baasi-
vektori tsiikliliste permutatsioonide summa on 0 (ternaarne seos). Samas on lause
2.3 jargi Grassmanni algebras suvalise kahe ruumi W vektori tsiikliliste permu-
tatsioonide summa 0. Kui Grassmanni algebras on jirelduse 2.4 jargi ruumi W
baasielementide ruut 0, siis ternaarses analoogis kehtib sarnane omadus: vektor-

ruumi W baasielementide ruutude summa on 0.

Grassmanni algebra on konstruktsiooni (5) jargi invariantne rithmma GL(n) tei-

senduste suhtes. See tdhendab, et Grassmanni algebra definitsioonis kasutatud (5)
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ideaal J ei sOltu baasi valikust. Grassmanni algebra ternaarse analoogi korral kit-
sendame seda invariantsust rithmale O(n), st ideaal J ei muutu ortogonaalsete

teisenduste korral.

3.2 Grassmanni algebra ternaarse analoogi omadused

Lause 3.2. Algebra R korrutamine - on assotsiatiivne.

Toestus. Vaide jareldub tensorkorrutise assotsiatiivsusest. ]

Lause 3.3. Kehtib
010t + ...+ 070" =0

ning iga i, 5,k = 1,...,n korral
0°0760% + 070%0" + 050’97 = 0.
Toestus. Tulemused jarelduvad vahetult Grassmanni algebra ternaarse analoogi

definitsioonist 3.1. [ |

Jareldus 3.4. Igai=1,...,n korral kehtib
000" = 0.

Oma artiklis [1] uurisid Abramov, Groote ja Létt erijuhtu n = dimW = 3,K =
C ning néitasid, et siis tekib kolmandat jarku korrutiste alamruumis (edaspidi
tihistame R3) riithma SO(3) kahekordne taandumatu esitus [5]. Sellel pohjusel

vaatame edaspidi ainult juhtu n = 3, K = C.

Lause 3.5. Kui i,j,k = 1,2,3 on paartkaupa erinevad, siis kehtivad jargmised

vordused

0'0°07 = —0k0%07,  0'070" = —0F070%  ju 070'0" = —070"0".
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Toestus. Lause 3.3 jéargi
00'07 = (—0707 — 080%)07 = —070707 — 9*0%07 = —p*H%¢7.
Vordust #7670 = —679%9% niitame analoogiliselt. Arvutame
0°'070" = —0'0'07 —070'0° = 0X0%07 +070%0% = 0% 07 —*9T0F — 0% k07 = —0* 070",

3.3 Grassmanni algebra dimensioon

Kaéesolevas alapeatiikis anname meetodi Grassmanni algebra R dimensiooni leid-

miseks. Meenutame algebra R ja ideaali J definitsioone (3.1) ja (6).

Olgu kanooniline kujutus 7 : TW — R,z — [z]. Tdhistame iga m € NU{0} korral
R™ :=n(T"W).

On selge, et R =Y o°_ R™ ning R NRI = {0}, kui i # j.

Téhistame iga m € NU {0} korral
T = J A T™W. (7)

Lemma 3.6. Iga m € NU{0} korral on alamruum R™ vektorruumina isomorfne

faktorruumiga T"W/7,,,.

Toestus. Kuna J CTW jaT™W C TW on alamruumid, siis ka J,, on ruumi T'W

alamruum ning leidub faktorruum 7"W/j,,,.

Té&histame selle toestuse raames iga elemendi z € T™W korral tema ekvivalentsi-

klassi ruumis 77W /7, stimboliga [z] s, ning ekvivalentsiklassi ruumis R™ stimboliga
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[z]; = m(z). Olgu

p:T"W/i, — R™ (2], — [z]J

Kujutus p on korrektselt defineeritud, sest J,,, C J, ning seega iga y € [z];,, kor-
ral [y]; = [z]s. Kujutuse p lineaarsus jareldub faktorruumi tehete definitsioonist.
Lineaarkujutus p on siirjektiivne, sest [z] originaaliks on [z] s, . Nditame injektiiv-
sust. Olgu z,y € T™W sellised, et [x]; = [y]s. See tdhendab, et z —y € J. Kuna
T™W on kinnine lahutamise suhtes, siis z —y € T™W ja J,,, definitsiooni (7) jargi

x —y € Jp. Seega ], = [y]J,,- [ ]

Lause 3.7. Iga m € NU{0} korral
dimR™ = 3™ — dim J,,,.
Toestus. Jarelduse 1.3 ja lemma 3.6 jargi
dimR™ = dimT"W/j,, = dim T™W — dim J,,, = 3™ — dim J,,,.
|

Leiame niitid dim J,,. Selleks konstrueerime 16pliku hulga C,, nii, et spanC,, =
Jm. Kasutades maatriksarvutust on siis voimalik leida dimspanC,, = dim J,,.

Té&histame iga m > 2 korral

An ={0"®..00"20' 00"+ 607+ 6°) 00" .. 00"

il,...,im_g:1,2,3;0§k§m—2}CTmW

ning iga m > 3 korral

By ={0"®..00%2(0' 06 00" +6? 20* 00 +0F 20" 207 @0+ ®. . .@m3

64 ki1, i = 1,2,3;0 < k <m — 3} C T™W.
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Kui k = 0voi k = 2 (k = 3), siis peame silmas, et hulkade A, ja B,,, definitsioonides

sulgudes olevat elementi on tensorkorrutatud ainult iihelt poolt.

Téhistame By == (). Olgu iga m > 2 korral
Cr = A U By,
Lause 3.8. Iga m > 2 korral
Jm = span Cy,.

Toestus. Fikseerime m > 2.

On selge, et A,,, C T™W. Ideaali J definitsiooni (6) jérgi
0' 00 +6>°®6°+6° 0% c J.

Kuna ideaal J on vasakult ja paremalt T'W elementidega korrutamise suhtes kin-
nine, siis A,;, € J ning A, CT"™W NJ = J,,. Analoogselt ka B, C J,, ning seega

Cm = A UB,, C Jp,. Kuna J,, on vektorruum, siis spanC,, C Jy,.

Néitame, et C = Z]OiQ spanC; on tensoralgebra T'W ideaal. On selge, et C on
algebra TW alamruum. Néeme, et suvaliste o € C;¢ =1,2,3;7 > 2 ja ¢ € span(;

korral, kehtivad hulga C; definitsiooni jérgi jairgmised sisalduvused:

a® c € spanCj,
c® a € span(j,
0'Rce spanCji1 ja

cRb c spanCjy1.

Seega ka iga x € TW korral z®c € C ja c®x € C. Néitasime, et C on tensoralgebra
TW ideaal.
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Kuna hulga C konstruktsiooni jirgi 01 @' +-- - +0"®60" € Cja ' @67 @ 6% + 67 @
0F 20" +0* 260 @67 € Cigai,j,k=1,...,n korral, siis ideaali J definitsiooni (6)

jargi J C C. Seega

o
Jm =JNT"W CCAT™W = (spanC; N T"W) =
=2

= spanC, + Z{O} = span Cy,

=2

Kokkuvottes J,,, = spanC,,.

Olgu m > 2. Ruumi J,,, dimensiooni leidmiseks leiame, kui palju on lineaarselt sol-
tumatuid vektoreid hulgas C,,. Lause 1.2 jargi on ruumi 7"*'W baas moodustatud
koikvoimalikest tensorkorrutistest 01 @ ... ® 0%y, ..., im = 1,2, 3. Moodustame
hulga Cy, vektorite koordinaatidest maatriksi M,, € Mat,c,,| 3m(C) read. Lineaar-

selt soltumatute vektorite arvu leidmiseks hulgas C,, arvutame rank M,,.

Lause 3.9. Iga m > 2 korral

dim R™ = 3™ — rank M,,.

Kuna Jo = J; = {0}, siis dimR? = 1 ja dimR! = 3. Kuna M, on iiherealine null-
maatriksist erinev maatriks, siis rank My = 1 ning dimR? = 9 — 1 = 8. Kasutades
stimbolarvutustarkvara Mathematica, leiame maatriksite Ms, My ja M5 astakud

(vt Lisa 1). Kokkuvottes lause 3.9 jargi

dimR’ =1, dimR' =3, dimR?=9—-1=8, dimR> =27 — 17 = 10,

dmR*=81-74=7 ja dimR> =243 —243 = 0.
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Kuna R® = {0}, siis ka iga m > 5 korral R™ = {0}. Seega

dimR=1+3+8+10+7 = 29.

3.4 Ruumide R™ baasid

Selles alapeatiikis toome vilja alamruumide R', R? ja R3 baasid ning teoreemis

3.10 leiame ruumi R* baasi.

On selge, et ruumi R' baasiks sobib
{6',0%, 6%}
ning ruumi R? baasiks sobib
{610,062 6'0%,0%0",6%6%, 626, 00", 6307},
Abramov, Groote ja Liitt niitasid [1], et ruumi R? baasiks sobib
{616%62, 0260303, 630% 01, 016263, 636201, 62626, 0°6%0%,010' 63,0636, 626163}
Teoreem 3.10. Ruumi R* baasiks sobib
{61610%01, 626260362, 0°0°00°, 02620162, 036°6%63, 010 636", 06016}
Toestus. Tahistame

F={0'20020 0?00?2062, 20260 26%,6°26%c60' 6%
PeP0?20%0' 20 20°20",0' 20720 @6}
Laiendame lauses 3.9 kasutatud maatriksit M, lisades iga f € F kohta rea, mis

koosneb vektori f koordinaatidest baasi 1.2 jargi. Tdhistame saadud maatriksi M.
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Kasutades stimbolarvutustarkvara Mathematica, leiame (vt Lisa 1), et rank M =
81. Jarelikult maatriksi M} konstruktsiooni jargi dim span(C4UF) = rank M = 81.
Kuna jirelduse 1.3 jirgi dim T4W = 81, siis span(Cqy U F) = T4W.

Lause 3.8 jargi
T*W = span(Cy U F) = spanCy + span F = J4 + span F. (8)

Olgu vektorruumi Jy baas {ji, ..., j74} ning tahistame hulga F elemendid f1,..., f7.
Siis vorduse (8) tottu leiduvad iga x € T*W korral skalaarid av, . . ., az4, B1, - .., B7 €

C nii, et
74 7
v =Y aiji+ Y Brfr-
i=1 k=1

Uurime elemendi = ekvivalentsiklassi [z] ruumis 7*W/y, = R*. Kuna 372 ayj; €

Jy, siis

74 7 74 7
[2] = [Zaz‘ji—FZﬂkfk] = [Zaiji + Zﬂkfk] =
i=1 k=1 i=1 k=1
7 7
— I+ Zﬂk[fk] = Zﬂk[fk]-
k=1 k=1

Seega span{[fi],...,[f7]} = T"W /5. Kuna dimT*W /s, = 7, siis {[f1],...,[f7]} on
ruumi 7*W/j, baas. Teoreem 3.10 jareldub lemma 3.6 toestuses kasutatud isomor-

fismi p konstruktsioonist. |

3.5 Tahtsad seosed ruumis R*

Kiesolevas alapeatiikis uurime pohjalikumalt ruumi R* ning selles kehtivaid seo-

seid.

Lemma 3.11. Iga i, 5,k =1,2,3 korral

007670 = 0. (9)
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Toestus. Kuii = j voi k = j, siis jareldub vordus (9) vahetult jareldusest 3.4. Olgu
niiid i # j ja k # j.

Kui i # k, siis lause 3.5 jirgi 0°07670F = —9*0%9*0* = 0.

Toestame juhu ¢ = k erijuhu i = 1, j = 2, iilejddnud juhtude tdestus on analoogili-

ne. Uhelt poolt
0102020 = —0010%0% — 00%010% = 6201 016% + 010%0'6% — 010%60'6% = 02016 >.
Teiselt poolt

01020%0" = —0'0%0'0% — 01010202 = 030%6°0% + 03030%0% =
= —0%0'0%0" — 0303010" = 0%0'0%0" + 0%6%0'9" =
— 020020 — 620101 0% — 020 0%0" = —020'0'02.
Seega 016%6%0' = 0. |

Teoreem 3.12. Iga i, j,k,l =1,2,3 korral
0'676%0' = —0°0%07¢' (10)

ja
0'676%0' = 0'070%0". (11)

Toestus. Lemma 3.11 tottu piisab vorduste (10) ja (11) toestuseks vaadata ainult
juhte j # k. Kasutades lauseid 3.3, 3.5 ja lemmat 3.11 néitame, et vordused (10)
ja (11) kehtivad erijuhul j =1 ja k = 2, iilejaédnud juhud on analoogilised.

91919291 _ —01926101 o 01019192 — _91929191

0'010%60% = —0'6%0%0" — 06201 60> = —06'6%0' 9>
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= 03020%60% = —0%0'0%0" = 0201 6°%6"
010'0%6° = —03030%60° = 036%0%0° + 03030%6% = 0362630 = —0'6%0'03
= —0260%6%0% = 630" 9%0"
020'0%0" = —0%6%0'0" — 6%0'0'0% = —6%6%0' "
= 02020303 = —0'0'0%0° = 0'09%0
0%010%60% = —0%60%0' 0 — 626200 = —06%6%0' 0>
0%010%0° = —0'6%0%0° — 626201 0> = —06%6%0' 0>
= 0303010° = —0'030%0° — 0201030° = —020030° = 630 0°0>
020'0%0" = —0260%0'0" — 620'0'0% = —636%0'6"
= 03020303 = —0%0%0%0% — 0303030 = —02630%0° = 010100
020'0%0% = —0360%60'6% — 6°6%0%0" = —636%6'6>
= —0%0'6°60° = 9%0'9%03
020'0%0° = —0%0%0°0" — 6°0°0'0% = 0102010 + 02020 0° =
= —0'9'0%0" — 020'010" — 010%6%6% — 0201 6%0* =
= —0'9'9%0" — 6201026 = 03036%0" — 0%016%6* =
= —0%0%0'0° — 6°0'930° — 62000 =

= —020%0'0% + 6%0'0%0% — 6%0'0%0° = —636%0'03

Jareldus 3.13. Iga t,5,k, 1 =1,2,3 korral
0°070%0" = —0'9%¢79",
Teoreem 3.14. Iga i,7j,k,l = 1,2,3 korral 6°670%6' = 0 parajasti siis, kui j = k.

Toestus. Piisavus on toestatud lemmas 3.11. Kasutades teoreemi 3.12, lauseid 3.3,

3.5 ja lemmat 3.11 on lihtne niidata, et koik elemendid kujul 6°6'6%67;4,5 = 1,2,3
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esituvad baasielementide mittetriviaalse lineaarkombinatsiooninas:

0'0'0%0' = 9101 6%6" 0'010%0% = —0'6%0'0°, 0'0'6%03 = —0306°6>
02010201 = —0'0%010%, 620020 = —026%0'0%. 0°%0'6%6% = 030303

03010%0' = —0360360%03, 030'6%0° = 03630103,  6360'6°0° = 6%6%60'6% — 010 9%0".

Seega 0010267 £ 0, kui i,j = 1,2,3. Ulejisnud juhte saab niidata analoogiliselt.

27



4 Kommutaatori ternaarne analoog

Iga assotsiatiivse algebra on voimalik teha Lie algebraks defineerides binaarse kom-
mutaatori [z, y] := zy — yx. Tekib kiisimus, kas Grassmanni algebra ternaarsel ana-
loogil saab iildistada binaarse kommutaatori moistet ternaarsele kommutaatorile,
millel on sarnased omadused. Osutub, et selline iildistus on véimalik ning kiesolevas

peatiikis késitleme seda konstruktsiooni.

Definitsioon 4.1 [3]. Algebrat A nimetatakse Lie algebraks, kui tema korrutamine

[-,:] rahuldab iga x,y,z € A korral tingimusi
1' [.’IJ, .’I}] = 07

2. [x,y] = —[y,m],

8. [z, [y, 2]] = [[z, ], 2] + [y, [z, 2]].
Vitmast samasust kutsutakse Jacobi samasuseks.

Definitsioon 4.2. Olgu assotsiatiivne algebra A ning kujutus [-,-] : Ax A — A
valemiga

[z,y] = 2y — yx, x,y € A.

Kujutust [-, -] kutsutakse algebra A binaarseks kommutaatoriks ehk kommutaatoriks.

On lihtne veenduda, et binaarne kommutaator on bilineaarne ning rahuldab koiki

tingimusi Lie algebra definitsioonis 4.1.

Uurime kommutaatori iildistust ternaarsele juhule, mis pohineb rithmal Zs. Teame,
et k-astme iihejuured on korrutamise suhtes isomorfsed riithmaga Zj;. Binaarse
kommutaatori kordajad on 2-jirku ithejuured: 1 ja —1. Uldistame kommutaato-

ri ternaarseks kommutaatoriks, kus kordajad on 3-jarku iihejuured. Téhistame

q::e%ﬂizx‘o’/IE(C.
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Definitsioon 4.3. Defineerime kujutuse [-,-,:] : R Xx R Xx R — R valemiga
[z,y, 2] = zyz + ¢yzx + qzay, z,y,2 € R.
Nimetame kujutust [-, -, -] algebra R ternaarseks q-kommutaatoriks.

Edasises kasutame ka iihejuurte omadust 1 + ¢ + ¢?> = 0. Lihtne on veenduda, et
ternaarsel g-kommutaatoril on binaarse kommutaatoriga sarnaseid omadusi. S6-

nastame need omadused jargmises lauses.

Lause 4.4. Suwvaliste x,y,z,u € R ja o, € C korral kehtivad ternaarsel q-

kommutaatoril jirgnevad omadused:

[z,2,2] = 0,
[0,2,y] = [#,0,y] = [z,y,0] =0,

[,y 2] = aly, 2, 2] = ¢°[2, 2, 9],

[az 4 By, z,u] = afz, z,u] + Bly, 2, ul,
[z, ay + Bz,u] = afz, y,u] + B[z, z,u],

[z,y,az + Bu] = alz,y, 2] + B[z, y,u].

Lisaks kehtivad ternaarse g-kommutaatori korral veel samasused, millel puuduvad

binaarsed analoogid.

Lause 4.5. Suwvaliste z,y,z € R ja «, B € C korral kehtivad ternaarsel g-kommutaatoril

jargnevad omadused:

[a, z,y] = —aq(z,y],

[z, a,y] = alz,y],

[2,y,0] = —aq’[z,y],

[, ,2] = [, 2, B] = [z, 0, B] = 0.
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Téestus. Uuritavad vordused jérelduvad vahetult faktist, et algebra iihikelement 1
kommuteerub k&igi algebra elementidega ning iga o € C korral o = ao- 1 € RO.

Viimase vorduse niitamiseks kasutame samasust 1 + ¢ + ¢* = 0. |

Veel on teada jargmine ternaarset g-kommutaatorit ja binaarset kommutaatorit

siduv lause.

Lause 4.6 [1]. Suvaliste x,u,v,w € R korral

[z, [u,v,w]] = [[x,u], v, w] + [u, [z, v], w] + [u, v, [z, w]].

Tekib kiisimus, kas ternaarsel ¢-kommutaatoril leidub analoog Jacobi samasuse-
le. Sellele kiisimusele vastamiseks defineerime esmalt algebra R elemendi mitte-

konstantse osa.

Definitsioon 4.7. Olgu iga x € R\C korral z; € R',x; # 0 sellised, et x =, ;.

Defineerime elemendi x mittekonstantse osa

o(x) ::in eR.

i>1
Kui x € C, siis defineerime o (v) =0 € R.
Lause 4.8. Mittekonstantne osa on lineaarne, st iga x,y € R ja o, 8 € C korral

o (ax + By) = ao (x) + Bo (y) .

Toestus. Olgu z;,y; € R; sellised, et © = Y, z; jay = >, y;. Defineerime s,, :=

AT + BYm, kui x,, ja y, molemad on defineeritud. Kui ainult z,, (ainult y,,) on
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defineeritud, siis olgu s, ‘= axy, (Sm = Bym). Leiame

o(ax+py) =0 Zawi+z/3yj :0<Zsm>:
4 7 m
=Y sm=) ari+) Byj=ao(x)+Pfo(y),

m>1 i>1 §>1

kus tiihja hulga elementide summat loeme nulliks. |

Oleme valmis sonastama ternaarse g-kommutaatori analoogi Jacobi samasusele.

Teoreem 4.9. Olgu x,y,u,v,w € R, kehtib samasus
[,y [u, v, w]] = [[z,y,0 (W], v, w] + [u, [z, y,0 (V)] w] + [u,v, [z,y,0 (w)]. (12)

Toestus. Naitame, et vordus (12) kehtib juhul, kui z, y, u, v ja w esituvad elementi-
de 0%, 02, 03 korrutisena voi on skalaarid. Lubame ka iihe elemendi korrutisi. Uldine
juht jareldub siis ternaarse g-kommutaatori multi-lineaarsusest ja mittekonstantse

osa lineaarsusest.

Mérkame, et vordus (12) kehtib triviaalselt, kui xyuvw € R™, kus m > 5. Sellisel

juhul

[z, y, [u, v, w]] = [z,y, vwww + vwu + quuv] =
= zy(uvw + ¢Fvwu + quuv) + ¢*y(uvw + ¢*vwu + quuv)z+

+ q(uvw + ¢Powu + quuv)zy € R™ = {0}.
Analoogiliselt ka
[[:Ba Yy,o (U)],’U, w] =0, [u’ [:Ev Yy, o (U)]7 w] =0 ja [u? v, [l’, Yy, o (w)]] =0,

sest, iildisust kitsendamata, kui u € C, siis o (u) = 0 ning [[z,y,0], v, w] = 0. Kui

u ¢ C, siis o (u) = u.

31



Seega edaspidi vaatame ainult juhte, kus zyuvw € R"™,m < 5. See ka tdhendab,

et vahemalt iiks elementidest x, y, u, v voi w on skalaar.

1. Vaatame juhtu, kus € C ning y, u,v,w € R!, juht y € C on analoogiline. Uhelt

poolt lausete 4.5 ja 4.6 jargi

[xv Y, [u7 v, w“ = _xq[% [u7 v, w]] = —xq([[y, u]? v, w] + [uv [y7 U]v w] + ['LL, U, [y7 w]])
Teiselt poolt

[z,y,0 (W], v,w] + [u, [z, y,0 (v)],w] + [u, v, [z, y,0 (w)]] =
:[[l‘, Y, u]vvv w] + [u7 [$a Y, v],w] + [uv v, [‘Ta Y, w]] =
=[—zqly, u], v, w] + [u, —zqly, v], w] + [u, v, —zqly, w]] =

= xQ(Hyau]”U?w] + [u7 [yv U]>w] + [u7va [yv ’LUH)

2. Vaatame niiiid juhtu, kus u € C ning z,y,v,w € R', juhud v € C ja w € C on

analoogilised. Uhelt poolt

[y, [u, v, 0] = [2,y, —uglv, w] = —ug[z,y, [v,w] = —uglz,y, vw — wv] =
= —ug(zy(vw — wv) + y(vw — wv)z + q(vw — wv)zy) =

= —ug(zyvw — zywv + yovwz — ¢Cywvr + qrwzy — quozy).
Teiselt poolt

[z, y, 0 ()], v, w] + [u, [z,y,0 (V)] w] + [u, v, [z, y, 0 (w)]] =
:[[:v,y,O],v,w] + [u’ [:Evy’v]vw] + [uvvv [x7y’w]] =
= - UQ([[:E?y’U]vw] + [U7 [m,y,w]]) =

= —uq([zyv + ¢yvz + qury, w] + [v, zyw + Cywz + quay]) =
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= — ug((zyv + ¢yvz + quay)w — w(zyv + ¢*yos + qury)+
+ v(zyw + Pywz + quzy) — (zyw + ¢Pywr + quzy)v) =
= — ug(xyvw + quwa + quryw — wryv — qzwyvx — quury—+
+ vxyw + qzvywx + quwry — rYwv — qzywmv — quzyv) =
= — uq(zyvw + ¢yvrw + (1 + ¢vryw — (1 + q)wryy — Pwyve—
— quvzy + q2vywx + quwry — TYwv — q2ywxv) =
= — ug(xyvw + qzyvxw - q%xyw + qzwxyv - quyvx—
— quuzy + ¢vywr + quwry — Tywy — q2yw:cv) =
= — ug(xyvw — xywv + Qrwry — qUVTY+

+ ¢ (yvrw — veyw + wryv — wyvr + vywe — ywrv)).
Seega piisab vorduse (12) kehtimiseks néidata, et
YUWT — YWwur = Yorw — VTYw + WTYv — wyvr + vywr — ywav. (13)
Teoreemi 3.12 jargi —vaxyw + wzyv = 0. Lause 3.3 jargi
YUTW = —YTwu — Yywur ja  — WYvT = Yuwr + vwyr.

Teoreemi 3.12 jargi —yzwv — ywzrv = 0 ning vwyzr + vywz = 0, millest jareldubki

vordus (13).

3. Vaatame niitid juhte, kus vihemalt kaks elementidest x, y, u, v ja w on skalaarid.
Kui z,y € C, siis on valemis (12) lause 4.5 jargi koik ternaarsed g-kommutaatorid

0.

4. Olgu niiid w,v € C (juhud w,w € C ja v,w € C on analoogilised). Kuna

o(u) =0 (v) =0, siis

2.y, 0 ()], v,w] =0 ja [u, [,y,0 (v)],w] = 0.
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Lause 4.5 jargi

[u,v, [$7y70(w)“ =0 Ja [xayv [u,v,w]] =0.

5. Olgu z,u € C ning y, v, w € R!, iilejasinud kahe skalaariga juhud on analoogsed.

Uhelt poolt

[:L'a Y, [ua v, w]] = q%u[y, [Ua U}H

Arvestame, et o (u) = 0, et saada teiselt poolt

[z, y,0 (W], v,w] + [u, [z,y,0 (v)],w] + [u, v, [z,y, 0 (W)]] =

=q*zu([[y, v],w] + [v, [y, w]))-

Seega taandub vordus (12) binaarse kommutaatori Jacobi samasusele.

6. Kui vdhemalt kolm elementi x, y, u, v voi w on skalaarid, siis sarnaselt alamjuhule

(4) kehtib vordus (12). [ |

Teoreem 4.9 néitab, Grassmanni algebra ternaarses analoogis on voimalik iildistada

binaarne kommutaator loomulikul viisil ternaarsele ¢-kommutaatorile.

3-Lie algebrate teoorias vaadatakse vektorruume L, millel on antud ternaarne tehe

[',-,-] : L x L x L — L, mis rahuldab Filippov-Jacobi samasust

[z, y, [u,v,w]] = [[z,y, u], v, w] + [u, [z,y,v], w] + [u,v, [z, y, w]].

Néeme, et ternaarse g-kommutaatori Jacobi samasuse analoog (12) on véga sarnane

Filippov-Jacobi samasusele. [4]
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Kokkuvote

Kaéesolevas bakalaureuset66s uurisime Grassmanni algebra ternaarse analoogi R
algebralisi omadusi. Esiteks andsime formaalse definitsiooni tensoralgebrale ning
konstrueerisime Grassmanni algebra ja tema ternaarse analoogi tensoralgebra fak-

toralgebrana.

Néitasime, et erijuhul dim W = 3, K = C on Grassmanni algebra ternaarne analoog
29-dimensionaalne vektorruum. Leidsime neljandat jirku monoomide poolt tekita-
tud alamruumi R* baasi. Teoreemis 3.12 toestasime ruumis R* kehtivad kommutat-
siooni seosed ning teoreemis 3.14 toestasime tarviliku ja piisava tingimuse elemendi

nulliga vordumiseks.

To606 pohitulemusena toestasime teoreemis 4.9, et algebral R on voimalik binaarset
kommutaatorit iildistada ternaarsele g-kommutaatorile, mis rahuldab Jacobi sama-
suse ternaarset analoogi. Antud samasus on véga sarnane 3-Lie algebrate teoorias

kehtivale Filippov-Jacobi samasusele.
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Lisa 1. Mathematica kood

Anname Mathematica koodi maatriksite M3, My ja M5 astakute arvutamiseks. Té-

histame 6° siimboliga a[i] ning elementide 6°1,..., 60" tensorkorrutist tdhistame

a[il,.. -,irn]-

In[1]:=

n = 3;

Ar = Flatten[Table([a[1, 1, i] + a[2, 2, i] + a[3, 3, i] == 0, {i, n}]];

Al = Flatten[Table[a[j, 1, 1] + alj, 2, 2] + alj, 3, 3] == 0, {j, n}1]1;

A3 = Join[Ar, Al];

B3 = Flatten[Table[al[i, j, k] + alj, k, i] + alk, i, jl == 0, {i, n},
{j, n}, {k, n}l1l;

C3 = Join[A3, B3];

baas3 = Flatten[Array[a, {n, n, n}]];

{b, M3} = CoefficientArrays[C3, baas3];

rankM3 = MatrixRank[M3];
Print["rank(M3)=", rankM3];
Print["dim(R3)=", n~3 - rankM3];

3, i1, {i, n}, {j, n}1l;

Out[l]:

rank (M3)=17

dim(R3)=10

In[2]:=

Arl = Flatten[Tablelalj, 1, 1, il + alj, 2, 2, i] + alj, 3,

Arr = Flatten[Tablelall, 1, i, jl + al2, 2, i, jl + al3, 3, i, j1, {i, n}, {j, n}1];
all = Flatten[Table[ali, j, 1, 1] + ali, j, 2, 2] + ali, j, 3, 3], {i, n}, {j, n}l1];

A4 = Join[Arl, Arr, alll;

Bl = Flatten[Table[ali, j, k, 1] + alj, k, i, 1] + alk, i,
{k, n}, {1, n}11;

Flatten[Table[a[l, i, j, k] + all, j, k, i] + all, k,
{k, n}, {1, n}11;

B4 = Join[Bl, Brl;

Br

[

C4 = Join[A4, B4];
baas4 = Flatten[Array[a, {n, n, n, n}]];
{b, M4} = CoefficientArrays[C4, baas4];

rankM4 = MatrixRank[M4];
Print["rank(M4)=", rankM4];
Print["dim(R4)=", n~4 - rankM4];

Out[2]=
rank(M4)=74
dim(R4)=7
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In[3]:=

Flatten[Table[a[1, 1, i, 1, m] + a[2, 2, i, 1, m] + al[3, 3, i, 1, m], {i, n},
{1, n}, {m, n}1];
Arll = Flatten[Table[al[l, m, 1, 1, il + all, m, 2, 2, i] + a[l, m, 3, 3, il, {i, n},
{1, n}, {m, n}1l;
Arrl = Flatten[Table[all, 1, 1, i, m] + all, 2, 2, i, m] + a[l, 3, 3, i, m], {i, n},
{1, n}, {m, n}1];
A111 = Flatten[Table[all, m, i, 1, 1] + all, m, i, 2, 2] + a[l, m, i, 3, 3], {i, n},
{1, n}, {m, n}1];
A5 = Join[Arrr, Arll, Arrl, Al1l];

Arrr

Brr = Flatten[Table[ali, j, k, 1, m] + alj, k, i, 1, m] + alk, i, j, 1, m], {i, n},
{j, n}, {k, n}, {1, n}, {m, n}11;

Bll = Flatten[Table[a[l, m, i, j, k] + all, m, j, k, i] + all, m, k, i, jl, {i, n},
{j, n}, {k, n}, {1, n}, {m, n}11;

Brl = Flatten[Table[a[l, i, j, k, m] + all, j, k, i, m] + all, k, i, j, m], {i, n},
{j, n}, {k, n}, {1, n}, {m, n}11;

B5 = Join[Brr, Bll, Brll;

C5 = Join[A5, B5];
baas5 = Flatten[Array[a, {n, n, n, n, n}]];
{b, M5} = CoefficientArrays[C5, baas5];

rankM5 = MatrixRank[M5];
Print["rank(M5)=", rankM5];
Print["dim(R5)=", n~5 - rankM5];

Out[3]=
rank (M5)=243
dim(R5)=0

Anname Mathematica koodi maatriksi M) astaku arvutamiseks.

In[4]:=

F={all, 1, 2, 11, al2, 2, 3, 21, al3, 3, 1, 31, al2, 2, 1, 21, al3, 3, 2, 31,
al1, 1, 3, 11, al1, 2, 1, 2]};

C4’ = Join[C4, F];

{b, M4’} = CoefficientArrays([C4’, baas4];

rankM4’ = MatrixRank[M4’];
Print["rank(M4’)=", rankM4’];

Out[4]=
rank(M4°)=81
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