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SISSEJUHATUS.

Ruhma mdiste on kaasaja matemaatika Uks téhtsamaid ul-
distavaid mdisteid. RUhmateooria on tanapaeval iseseisev
laia uurimisvaljaga matemaatiline distsipliin.

Ruhmateooria tekkis teisenduste ruhmade uurimisest seo-
ses algebraliste vOrrandite teooriaga. Ruhma mdiste selgel
kujul toodi matemaatikasse 19. sajandi algul. RUhmateooria
arenea méddunud sajandi jooksul pdhijoontes endiselt seoses
algebraliste vdrrandite teooriaga. Sajandi 16pul lahendas
Jevgraf StepanovitA Fjodorov, kes oli tuntud teadlane nii
kristallograafias kui geomeetrias, rihmateoreetiliste meeto-
dite abil kristallograafia keskse probleemi: kristallide
kdikvoimalike ruumvBrede klassifitseerimise Ulesande. Tema
t66 oli Uhtlasi esimeseks naiteks ja eeskujuks rihmateooria
vahetust rakendamisest loodusteaduses. Parast Fjodorovi tddd
on jarjest laienenud aelle teooria rakendamine loodusteadus-
tes, eelkdige filusikas. Seoses kvantmehaanika arenemisega
sai ruhmateooria fuusika eriti téhtsaks matemaatiliseks abi-
distsipliiniks.

Ruhmateooriat rakendatakse fulsikas kristallide, mole-
kulide, aatomite, valjade, aja ja ruumi summeetria uurimiseks
ning summeetriaomaduste kasutamiseks vaga mitmesuguste ules-
annete lahendamisel. RuUhmateooria on tema rakenduste seisu-
kohalt fuusikas eelkdige summeetria teooria.
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Kéaesoleva loengukursuse eesmédrk on dpetada fulsikuid-
-eksperlmentaatoreld rakendama rihmateoorlat molekulide ja
kristallide fuusikas. Loengukonspektis on antud punktrihmade
Uheste esituste tabelid - abimaterjal kristalli lisanditsent-
ri ja molekulide punktsummeetriaga seotud ulesannete lahen-
damiseks.

Konspektile vaetav kursus loeti autorite poolt fakulta-
tiivse ainena 1959.a. kevadsemestril fllsikaosakonna optika
eriharu 4. ja 5. kursuse 0olidpilastele. Kursus eeldab kvant-
mehaanika aluste ja lineaaralgebra tundmist flusikutele-eks-
perimentaatoritele loetavate kursuste ulatuses.

Loengukursuse koostamisel, eriti aga konspekti vormis-
tamisel, on kasutatud eelkdige L. Landau ja J# LifSitsi
"Kvantmehaanikat" (/. NaHgay, E. /inguuy "KsaHToBas MexaHuka",
uy. I, TUTTN, 194-8). Moned konspekti osad, mida on loengukur-
susega vorreldes tunduvalt laiendatud, on otseselt vdetud sel-
lest raamatust.



I. KEHADE SUMMEETRIA.

§1. slUmmeetriateisendused. Ruumilise siummeetria kolm
pShiteisendust.

Summeetriliseks nimetame keha, mis pé&rast teatavat lii-
kumist katab iseend, kusjuures mitte kdik keha punktid ei

uhti eneste esialgsete asenditega.

47

Joonisel 1 toodud tasapinnalised kujundid on eummeetr
Ilsed. Nii kattub kujund a iseendaga podérdel 120 vobrra
Umber punkti C . Seejuures aga laheb naiteks punkt 1 ule
punkt 2 esialgsesse asendisse. Kujund b uhtib iaeen ag
pddrdel 180° vdrra uUmber keskpunkti, kujund c - pdor e
meelevaldse nurga vorra Umber ringi keskpunkti.
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Kehade siUmmeetriat kirjeldame uUmberpaigutuste abil, mis
viivad keha iseendaga uUhtimisele* Neid Umberpaigutusi nimeta-
me summeetriateisendusteks.

lIga simmeetriateisendust vOib vaadelda kolme summeetria-
teisenduse pohituubi kombinatsioonina. Bendeka on:

1. Keha pooramine fikseeritud telje Umber.
2. Peegeldamine tasapinnalt.
3. Paralleelne nihe.

Viimane summeetriateisendus saab esineda ainult I8pmatu
ulatusega kehade juures. Taoliste I6pmatu ulatusega kehadena
vaadeldakse fluusikas kristalle. Molekulidel vdivad esineda
sUimmeetriateisenduste pohituubid 1 ja 2.

Vaatleme naitena ladhemalt siummeetria kirjeldamist juhul,
kui on tegemist podramisega Umber fikseeritud telje.

Kui keha uhtib iseendaga parast pooret telje umber nur-
ga 2n /n vérra (n * 2, 3, 4 _...), siis utleme, et kehal on
n-jarku 8ummeetriatelg Ca . Teisiti avaldame sama mbtet, oel-
des, et kehal on olemas siUmmeetriaelement: n-jorku telg. P606-
ret nurga k.25M(k B 0, 1, 2 =..) vOrra loeme samavaarseks
poérde puudumisega.

Pddramist nurga 2t vorra vaatleme poédramisoperatsi-
oonina (summeetriaoperatsioonina) ja tahistame sama
sumboliga Cn nagu summeetriaelementigi. Kui on
vaja eriti esile tdsta erinevust simmeetriaelemendi ja selle-
le vastavate summeetriaoperatsioonide vahel, siis taiendame
viimaste tahistusi operaatori margiga ja kirjutame C .

Kehal vOib olla mitu Uhesugust simmeetriaelemendi. Bai-
teks on kuubil 3 neljandat jarku telge.

igale siUmmeetriaelemendiie vaetavad kaks vOi enam sim—
meetriaoperatsiooni. Nii vastab n-jarku teljele C n ope-
ratsiooni. Need oleksid:

Cn - po6dramine nurga 2 /n vorra.
~N2 N
cn * CnGn “ PoOramine nurga 2(2sr/n) vodrra



n korda

podramine nurga 2st vdrra,
mis viib keha tafcasi esialgsesse asendisse ja on samavaarne
p6drde puudumisega. Vastavat operatsiooni nimetame Uhikope-
ratsiooniks 1
Kui n on p kordne, kehtib seos:

kus indeks n/p tédhendab pddret nurga p(2*T/n) vorra.

IIma igasuguse summeetriata keha vOdib vaadelda kehana,
millel on olemas ainult summeetria Uhikelement, kusjuures
viimasele vastab ainult (ks summeetriaoperatsioon E.

Kusimusi .

Millised summeetriateljed on kuubil?

Millised sUmmeetriaoperatsioonid neile vaetavad?

$ 2. Haide. Elektron uhemoodtelises sUummeetrilises
potentsiaalaugus

Selgitame lihtsa naite najal, milliseid jareldusi saab
teha ilma kvantmehaanika Ulesannet lahendamata, kui arvesta-
da ainult Ulesande summeetriaomadusi.

Liikugu elektron Uhemddtmelises summeetrilises potent-
eiaalaugus »(x). Sumeetria all mdistame siin tépsemalt seda,
et potentsiaal on paarisfunktsioon koordinaatide alguspunkti
suhtes:  W(x) * W(-x).

W *)
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Naiteks vOBib W(x) olla kujutatav kdveratega a vdi b
joonisel 2.

Meid huvitavad elektroni energiaspekter, statsionaarsete
olekute lalnefunktsioonid ja Ulemineku tdendosused hairituse
(nait. valguse) toimel. Energiaspektri ja lainefunktsioonide
leidmiseks tuleb lahendada Schrédingeri vdrrand:

“lio 3+ 29

Teades lainefunktsioone ja uleminekuid pdhjustavat hai-
ritust | saame mittestatsionaarse hairitusteooria abil arvu-
tada Uleminekute tdendosused. Selline on tavaline lahendus-
skeem. Teatavasti on aga tavaline skeem matemaatiliste ras-
kuste tottu tapselt realiseeritav ainult erandjuhtudel. Ka
ligikaudsete vorrandi (2.1) lahendusvotete rakendamine viib
enamasti (letamatutele matemaatilistele raskustele. Qige tih-
ti on aga fuusikaline pilt niisugune, et potentsiaali kuju
ei ole teada, kuid on teada tema sUmmeetriaomadused.

Just selline Ulesanne on antud vaadeldavas naites: funkt-
sioon W(x) pole teada, Schroédingeri vorrandit ei saa lahen-
dama hakata ning loomulikult ei tule ka konkreetse energia-
spektri ja lainefunktsioonide leidmine kdne alla.

Siiski osutub v8imalikuks kullaltki olulist teada saada
lainefunktsioonide suUmmeetriaomadustest, leida eeskirju ener-
gianivoode klassifitseerimiseks ja uUleminekute valikureegleid.
Saadav informatsioon on aga vaartuslikuks pidepunktiks eks-
perimendi tulemustes orienteerumisel, seega ka nadhtuse fiuu- *
sikalise olemuse mdistmisel. Arusaadavalt annab sageli olu-
lisi tulemusi ka vastassuunaline talitusviis: valikureegli-
test saab informatsiooni objekti siUmmeetriaomaduste kohta.
Spektroskoopia on fllUsika haru, kus erakordselt laialdaselt
rakendatakse kirjeldatud uurimismeetodit.

Asume nuud vaadeldavat Ulesannet lahendama. Lahtume
Schrodingeri vorrandist (2.1), mille kohta teame, et W(x) *
* W(—x). Tuletame meelde, et Uhemddtmelises potentsiaalaugus
on energiaspekter diskreetne ja igale energiatasemele vastab,
Uksainus lainefunktsioon - kdduvust ei ole (vt. nait. [I]
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Ik. 79). Teisendame voOrrandis (2.1) koordinaate, minnee x-It

ule - x-le. Saame voOrrandi:

- + W4 () - EP (). @.2)
2m dx

Kuid. W(-x) = W(x) ning vdrrand otsitava funktsiooni
4>(-x) maaramiseks on tapselt samasugune nagu S" (xX) maarav
vlérrand.

KuiV (x) oli omafunktsioon, mis vastas omavaartusele
E, siis ka (-x) on omafunktsioon, mis vastab samale oma-
vaartusele (Y4Y-x) rahuldab tapselt sedasama vérrandit!).
Kuna aga meie ulesandes nivood on kddumata, siis saab vaa-
deldavale energiale E kuuluda uUksainus omafunktsioon. Sel-

leparast véivad V (X) jJa (-x) erineda ainult konstantse

kordaja <« vorra:
(-x) -rfv(x). 2*3)

(Teatavasti ei loeta uueks omafunktsiooniks lahendit, mis
on avaldatav teiste omafunktsioonide lineaarse kombinatsi-
oonina). e vaartuse leidmiseks teostame veelkord teisenduse
X —* -x, mis annab:

L'I»(X) —*<K‘X) =«t244X). (2*4)

- - . +

Siit jargneb: « = -1.
Jarelikult on véimalikud kahte liiki lainefunktsioonid,

mis erinevad paarsuse poolest:

*(#)<-*> wow - Paarls- (2.5)
V(O -V c-)(x) " Paaritu*

Kuna igale energianivoole kuulub tUksainus lainefunkt-
sioon, on ka nivooaid otstarbekas klassifitseerida paarseiks
(+) ja paarituiks (-) vastavalt nivoole kuuluva lainefunkt-
siooni paarsusele.

Taiendavalt on teada nn. ostsillatsiooniteoreem: lai-
nefunktsioon H™Mn (x), mis vastab diskreetse spektri (n+1)-
sele omavaartusele En, muutub x [I06plikel vaartusil nul-
liks n punktis. Jarelikult saame klassifitseerida laine-
funktsioonid ja energianivood:



Hivoo number Lainefunktsiooni Lainefunktsiooni
nullkohtade arr ja nivoo paarsus

0 +

5 5 S o
I W
W N e O

1
2
3

Nivoode klassifikatsioon nendele kuuluvate lainefunkt-
sioonide summeetriaomaduste jargi vdimaldab pustitada vali-
kureeglid.

ulemineku tdendosus nivoolt n nivoole n
teatavasti vOrdeline vastava hairitusoperaatori D maatriks-
elemendi mooduli ruuduga:

on

2

Naiteks on optiliste Uleminekute puhul diipollahenduses
D-X, kvadrupollahenduses B-~x2 jne. Uleminekuid maaravad
integraalid vdtavad kuju:

- diipolsed uUleminekud

~nn
0

Dnn"~jHV x24>n dx = kvadrupolsed Uleminekud.

Arvestades integreeritava funktsiooni paarsust,
alljargnevad valikureeglid:

1) diipoliuleminekud on lubatud erineva paarsusega nivoo-
de vahel ja keelatud sama paarsusega nivoode vahel;

2) kvadrupolilemlnekud on lubatud sama paarsusega nivoo-
de vahel ja keelatud erineva paarsusega nivoode vahel.

Kui suured on lubatud Uleminekute teoreetilised tdendo-
sused , selle kohta ei saa me ainult siimmeetriakaalutlustel
midagi Utelda. Kuid ka saadud tulemused on kiullalt olulised.

Sisuliselt samadel pdhimdtetel ja pbhiliselt samadel
eesmarkidel toimub simmeetriaomaduete arvestamine ka riuhma—
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teooria abil. Vaadeldud lihtsaimal juhul oli kerge jouda tu-
lemustele ilma riuhmateooria abita. Pdhimdtteliselt on vdima-
lik ka koigi teiete Ulesannete puhul toime tulla ilma rihma-
teooriata, kuid méttekdigud muutuksid liiga keerukaiks, prak-
tiliselt oleks vO@imatu nende abil eesmérgile jduda. Otstar-
bekaks matemaatiliseks aparaadiks, mis vOimaldab Uhtse metoo-
dika alusel saavutada siUmmeetriast jargnevaid tulemusi,*on
rihmateooria.

11. ABSTRAKTSE RUHMATEOORIA POHIMOISTEID.
§ 3. RUhm.

J
Rihmaks nimetame sellist elementide hulka G
huldab alljargnevat nelja nduet:

, mis ra-

1. Hulgas G on defineeritud operatsioon - korrutamine,
mis seab igale elementide paarile f ja g Uuhiselt vasta-
vusse sama hulga elemendi h.

Kirjutame fg m h, kuid rihmaoperatsiooni korrutamine
ei tarvitse olla lihtsalt algebraline korrutamine.
uldjuhul fg t gf, s.t. kommutatiivsuse seadus ei kehti.

2. Korrutamine on assotsiatiivne;
f(gh) - (fodh, G.D
kus f,g ja h on rihma G mistahes 3 elementi.

3. Hulk G sisaldab Uhikelemendl e, s.t. sellise ele-
mendi, et kdigi hulga G elementide puhul kehtib seos

ef * f* « fe 3.2)

4. lga elemendi F jaoks on hulgas @ olemae element
f ., rais rahuldab seost

N Me kasutame kaesolevas konspektis riuhmade tahistena
allakriipsutatud téhti. Raamatus on tavaks saanud trikkida
rihma tahised "rasvaste' tahtedega.
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f1F . FF'1 . e, (3.3)

olles seega vaadeldava elemendi f podrdeltmendiks.

Kui elementide arv rihmas on I6plik, siis nimetame rih-
ma G I6plikuks riuhmaks ja elementide arvu temas riuhma jar-
guks. Vastasel korral on meil tegemist ldpmatu rihmaga.

Kui korrutamine on kommutatiivne, s.t. rihma elementide
iga paari puhul kehtib vérdus fg * gf, siis nimetame ruhma
kommutatiivseks ehk Abeli rihmake.

Taiendavaid markusi.

Saab naidata, et:

9 (gH"1 = f“1g_1,
2) ruhm sisaldab vaid iUhe Uhikelemendi,

3) igal elemendil on olemas vaid Uks péordelement.

Ulesanne: Kontrollida markus 1) 6igsus ning tdestada
markustes 2) ja 3) toodud vaited |l

Tsukliliseks nimetame rihma, mille kdik elemendid on

avaldatavad Uhe elemendi astmete kaudu, s.t. rihmas leidub
element a , mida astendades
a, a2, a3, ... a“ » e G 4)
(siin a2 * aa, ... all«.aa ... alT
n korda
saame kdik rihma elemendid.

Uitteteuklilise I6pliku rihma puhul peame mistahes ele-
mendi a astmeid a, a , a3, ... moodustades samuti varem VvOi
hiljem joudma Uhikelemendini an « e (vastasel korral saak-
sime ldpmatu arvu elemente), kuid saadav a astmete rida ei
ammenda kd&iki ruhma elemente.

Olgu n vahim arv, mille puhul all = e. Arvu n nime-
tame elemendi a jéarguks, elementide a, a2, ... all rida -
rihma a- perioodiks, mida tahistame [a].
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Et
kohalt,
1)
2)
Hu

Naiteid.

eaada hulka} mille vOiks votta uurimise alla seisu-
kae hulk on rihm v8i mitte, on vaja kaht asja:

oelda, millised objektid on hulga elementideks;

anda korrutamiseeskiri.

Ik on rihm siis, kui kdik 4 riuhma definitsioonis loet-

letud nduet on téidetud.

Naide 1. Olgu antud taisarvude hulk 0,-1,-2,..., milles
"korrutamiseks loeme tavalist algebralist liitmist. Kas meil

on tegemist ruhmaga?
Veendume, et ruhma definitsiooni kd&ik nduded on rahul-

datud.

Algebralise liitmise omadused tagavad nBuete 1 ja

2 taitmise:

1.
2.
3.
4.

a+b»c

ae (b+c) *(@a+b) +c

Ohikelemendiks on arv O.

Arvu a podrdelemendiks on sama absoluutvééartuse,
kuid vastasmargiga arv - a , s.t.

Seega moodustab taisarvude hulk liitmise suhtes tdepoo-

lest rihma, seejuures l1dpmatu ruhma.

Kisimusi .
1. Kas ka taisarvude #1, #2, ... hulk on ruhmaks algeb-
ralise liitmise suhtes?
2. Kas taisarvude 0, -1,-2, ... hulk on ruhm algebra-
lise korrutamise suhtes? &

Naide 2. Positiivsete nullist suuremate ratsionaalarvude
hulk moodustab riuhma algebralise korrutamise suhtes. Uhik-

elernendiks on 1, arvu a poordelemendiks on a * -

Kiusimus: Kui vaadeldavasse hulka kuuluks ka arv 0, kas siis

oleks tegemist rihmaga?
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— de 3* Sae®li on otstarbekas anda rihm tabeli n&ol.

Olgu hulga elMentldeks arvud O» 1, 2, 3. Korrutamine
tahendab algebralist liitmiat, kuid kui summa on 4 voéi Uule
eeli#, siie tuleb Anns lahutada 4 ja alles jafik lugeda kor-
rutamise tulemuseks.

Tabeli kujul saame:

Tabel 1.

Tabelle 1 on igale elemendile vastavusse seatud uks
rida ja Uks veerg. Kahe elemendi korrutamise tulemuse leia-
me vaetava rea ja veeru Uhisest ruudust. Ruhm on kommuta-
tiime, selleparast on tabel peadiagonaali suhtes summeetri-
line. Vastasel korral oleka tingimata vaja taiendavalt kok-
ku leppida, kuidas kajastada elementide jarjestust korruti-
ses. (VOiks, naiteks, elemendi a, a2 paigutada rea num-
ber a~ ja veeru number a2 Uhisesse ruutu).

Ulesanne: Kontrollida, kas tabelis 1 antud riuhm ra-
huldab kdiki rihma definitsioonis toodud ndudeid.

Mis on uhikelernendiks? Mis on elementide O, 1, 2, 3
podrdelementideks? Kuidas neid tabelist kohe leida?

Halde 4. Hulga elemendid on arvud 1, 2, 3. Korrutami-

seks on algebraline korrutamine, kuid tingimusel: kui korru-

tis on 4 voi uUle selle, siis loeme tulemuseks korrutisest 4

virra vaiksema arvu.
Ulesanne: Kontrollida, kas siin on tegemist rihmaga.
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Naide 5. Hulga elementideks on rmmi pddramised Carte-
siuse ristkoordinaadistiku telgede Umber nurga > vdrra Ja
lisaks veel samasuse operatsioon ( e )= Viinast v0ib vaadel-
da kas ruumi paigalejédtmisena vOi pddramisena nurga n.2>X
vlérra Cn - taisarv ). Korrutamiseeskiri on: teostada poddra-
misi ndutavas jarjekorras.

Ruhmateoorias on kehtiv kokkulepe, et korrutises abc.,
kus a,b ja c¢ téhendavad operatsioone, tuleb kdigepealt
rakendada c , siis b ja viimasena a.

Koostame tabeli ja veendume, et on tegemist rihmaga.

Tabel 2.

e xXK YK Z5T

e e Xit yxK MK
XK X XK e MK y>K
y K J K K - x>K
YooK zjr YK XK e

x>X tahendab pbddret nurga >X vOrra x telje Umber.
Korrutis x>Xx> tahendab kaht jarjestikku p6édret nurga
>k rorra sama telje uUmber, mille tulemuseks on pddére nurga

2>k vBrra. Jarelikult saame xX x> = e.

Korrutis x*y>x tédhendab pddramist nurga > vdrra en-
ne Umber j telje, siis Umber x telje. Kahe pddrde tule-
musel jaab endisesse asendisse z telg. Seega on kahe pddra-
mise tulemuseks poore z telje Umber. B«imeeel podordel jaab
x - telg paigale, teise pdorde tulemusel muudab aga oma suun-
da nurga > vOrra. Sama tulemuse saame, kui teostame esmalt
podrde Umber x - telje. Jarelikult on kahe vaadeldava p6or-
de tulemuseks podre nurga > vdrra z - telje Umber ja me
voime kirjutada:



XJry« < yj*xr « *a .

Tabelist 2 on naha, et rihma definitsiooni nduded 1
Ja 2 on rahuldatud, iihikelement e on olemas, iga elemen-
di poordelemendike on element ise. Jarelikult on vaadelda-
val Juhul téepoolest tegemist ruhmaga.

Kisimus: Millised perioodid on olemas vaadeldavas ruh-
mas? Missugust Jarku on elemendid x* , y*" , 7= ?

Naide 6. RuUhma moodustavad kdikvdimalikud ruumi poor-
ded fikseeritud punkti O l&bivate koikvdimalike telgede
Umber.

Kahe podérde g1 Ja 92 korrutis glg2 on pobre, mis
toimub ruumiga, kui enne teostada podre g2 ja seejarel poo-
re g~ = lga podre on antud, kui on antud poddrdetelg ja
pédrdenurk.

Vaadeldavat rihma nimetame podrete ruhmake.

Kisimus: Kas poédrete riuhm on Abeli ruhm?

Naide 7. Keha summeetriateisendueed moodustavad rihma,
mille elementideks on summeetriateieendused. Korrutamisees-
kiri: rakendada teisendusi Uksteise jarel.

Naide 8. Olgu kehal siUmmeetria C», s.t. kehal on Uks-
ainus kolmandat jarku summeetriatelg. SiUmmeetriateisendueed
Cj, C2, * e moodustavad ruhma. Rihm C~ on Abeli ruhm
ja ka tsikliline rihm.

84 . Alamrihm.

Alamruhmaks nimetame rihma alamhulka, kui ta omakorda
on rihmake sama korrutamisoperatsiooni suhtes.

Naiteid.

Maide 1. Paarisarvud (null kaasa arvatud) paragrahvis 3
naites 1.

Naide 2. Poorded fikseeritud telje Umber on alamrihmaks
podrete rihmas.



Rihma element vdib kuuluda mitmesse alamrihma. Uhikele-
ment kuulub kindlasti igasse alamrihma.

Periood {a} on ise rihm. Periood on seega luhterihma
alamrihm ja seejuures tsikliline alamrihm.

Selleks, et veenduda, kas I16pliku rihma vaadeldav ele-
mentide hulk on alamrihm, piisab kontrollist, kas iga kahe
elemendi korrutis annata elemendi samast hulgast (alamrihmast).

Tdepoolest, 16pliku ala: Uhma puhul peame saama
an = al*l. a = e . Seega on pcordelement ja Uhikelement alam-
ruhmas olemas. Korrutamise sssot datiivsuae ndue on taidetud
elementide kuuluvuse tdttu rihma.

Loplike riuhmade alamrihmade kohta kehtio 1.-grange”i
teoreem:

Alamrihma jark on 16pliku riihma jargu jagaja.

Naiteks 15 elemendist koosnevas rihmr.s vdivad olla kas
kolmandat vdi viiendat jarku aiamr/imad.

Kui rihma jark on algarv, siis pole ruhmal uldse alam-
rihmi (peale triviaalsete, s.o. iseenda ja e).

On Oige ka vaide: iga riuhm, miilel pole alamrihmi, on
tingimata algurvu]ist jorku ja peale selle tsukliline (mit—
tetsik JU i ae r jlim per; oleke alamrihmaks).

Toestame Lagrange™! teoreemi.

Olgu antud ruhm G , milles on g elementi ja alamrihm

8 ¢ G (H kw"luh rahmt G) milles on elementi.
Vaidetik , et g - hm , kus m on naturaalarv.
Tdestus.
1. Valime rihmas G elemendi , mis ei kuulu alam-

rihma H . (Kui 8eliist elementi ei leidu, siis Wi =G ja
m = 1).
d. Korrutame (naiteks paremalt) g~-ga .dbi ki"ik alam-

rihma H elemendid. Saame alamruhma H elementide komplek-
si ehk ko&rval klassi  Hg™ , milles nn b elementi, kus™-ares
kdik elemendid on erinevad. (Vastasel kr.—rai peaka ol”ma
h~gl - h,>g.j, eo]le ~rrduse korrutamise I parem-’i* gz1 Joua-
me aga vastuolule h~ - h,,).
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3. Korvalklassi elemendid kuuluvad rihma G, kuid Uks-
ki neist ei kuulu alamrihma H. Naitame seda, lahtudes vas-
tupidisest eeldusest.

Olgu h_jgj * h2.

Korrutame vordust vasakult h~1-ga. Saame ~ « h”1h2,
e.t. gl peaks kuuluma alamrihma H , mis on vastuolus p.
1-ga. Jarelikult Ukski ~kdrvalklassi element Hgi ei kuulu
alamruhma H.

4. Valime rihmas G elemendi g2 , mis ei kuulu ei alam-
rihma H ega kdrvalklassi Hgl .

5. Moodustame kdrvalklassi Hg2 . uUkski element sellest
ei kiuulu ei alamrihma H ega kdrvalklassi Hgl.

Viimase vaite esimene pool on juba tdestatud punktis 3,
teise poole tdestuseks eeldame vastupidist, s.t. olgu

*

h11hISl - hT1lb2gi
ehk

92 - hith2g1 .

Seega (g2 peaks olema kdrvalklassist Hgl , mis on
vastuolus punktis 4 tehtud valikuga.

6. Valime riuhmas G elemendi g~ , mis ei kuulu ei
alamrihma H ega korvalklassidesse Hgl Ja Hg2 ning moo-
dustame korvalklassi Hg” . Selle ukski element ei kuulu
alamriuhma ega varem saadad kdrvalklassidesse Hgl Ja Hg

Valime analoogiliselt g~ , moodustame Hg4 jne., kuni
oleme ammendanud 18puks kdik rihma G elemendid ja ei jaa
enam Uhtki elementi, mis ei kuuluks juba kas alamrihma H
vdi mdnda kdrvalklassi Hg™ . Siis oleme ruhma G jaganud
osadeks

HI Hg-J3» Hg2, ... Hgm.

7. lga osa sisaldab aga h elementi, kus h on alam-
rihma H Jark. Jarelikult
g « hm.
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Ulesandeid.

1. Kaeutadee Lagrange 1. teoreemi, né&idata, et ruhma mis-
tahes elemendi a aste ag (g on ruhma Jark) vdrdub Uhik-
elemendiga.

2. Toestada, et kahe alamrihma uhised elemendid moodus-
tavad alamrihma.

8§ 5. Kaaselemendid (konjugeeritud elemendid) ja klaes.

Ruhma kaks elementi a ja b on teineteise teaaselemen-
tideks (ehk on teineteisega konjugeeritud), Kkui

a » che”1, G-
kus c¢ on sama rihma element.

Ulesanne. Naidata, et seoee (5.1) kehtivuse korral
on maksev seos b m c ac.

Kui a on konjugeeritud b-ga ja b omakorda konju-
geeritud c-ga, siis ka a on konjugeeritud c-ga".

Toepoolest, seostest

b m p“lap ja c * gq*lbg ,
kus p Ja g on sama ruhma elemendid, jargneb
¢ » g-1p”lapqg - (pgd)~la(pg) -

Seega vOib raakida ruhma elementide kogust, millesse
kuuluvad elemendid on kdik teineteisega konjugeeritud. Sel-
liseid kogusid nimetame rihma klassideks.

Klassi omadusi .

1. lIga klass on taielikult méaratud Uhe tema elemendi
etteandmisega.

Olgu antud element a . Kogu klassi, millesse kuulub a,
saame katte, kui moodustame korrutised gag rihma koéigi
elementidega. (Klassi mdnda elementi vdime seejuures saada
6ige mitu korda).
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2. Ruhma element saab kuuluda ainult Uhte klassi.
3. Uhikelenent e moodustab alati omaette klasai, sest
ta kommuteerub riuhma kdigi elementidega.

4. Abeli ruhmas moodustab iga element omaette klassi.
5. Uhte klasai kuuluvad elemendid on kdik sama jarku.

Olgu
) -1
e ja b - cac
Siis on
bn a (cac )n » pac~lcac~1. ... cac~1
n korda

1 Rakendades assotsiatiivsuse seadust ja arvestades, et
c c = e , saame

n

n -1 -1
b acac a cec a e.

Ulesanne. Naidata, et Abeli rihma iga element on oma-
ette klass.

Kusimus Kas rihma kéik elemendid saavad kuuluda Uhte
klassi? n

§ 6. Normaal jagaja.

Olgu H alamridhm rahmas G

Votame G elemendi g~ véaljaspool alamrihma H ja
moodustame gl abil alamrihma H kdigi elementide konju-
geeritud elemendid. Saame elementide hui.ga, mida tahistame
g~Hg™ ja r-iraetare H -ga konjugeeritud alamrihmaks.

Veendume fs#.ll.ea, et g™Hg™ 1 on tdepoolest alamrihm.
Selleks on vaja naidata, et kdigi g”ig/“1l elernendipaaride
kdrrelised on jallegi g”Hg“'l elemendid.

Olgu h.”B (hl kuulub hulka H) ja h?£ H . Siis
hih9 = h.,€H .

Votame kako vastavat konj-ageeritud alamrihma elementi:

K1hlgl e SiHGi ja glh g1” g ning moodustame
nende korrutise:
= "MlihxKj}i\
. 20-



Valides valjastpoolt alamrihma H erinevaid elemSnte
g , eaaroe rea konjugeeritud alamrihmi, mis osaliselt vdivad
teineteisega uhtida.

Voib juhtuda nii, et kdik alamrihmaga H konjugeeritud
alamrihmad uhtivad H endaga. Sellidel juhul nimetame alam-
rihma H - d rihma G ncrmaaljagajaks.

Nii on naiteks iga alamrihm Abeli rihmas normaal jagaja.

£ 7. Riuhmade otsekorrutie.
Vaatleme n -jerku ruhma A , mille elemer.did on a.,,
a , .... a ja m-jarku rihma B , mille elemendid on R

t#. b M. Olgu kdik N1 elemendid (peale uhikelemendi. e,
erinevad *B elementidest ja konmuteerugu nendega.

A ja B vdivad olla naiteks summeetriateisenduste
rihmad.

Korrutame iga A elemendi iga elemendiga riuhman B
Saame mn elemendi hulga, mis moodustab mn-jarku rihma.

Saadud rihma tahietame A x B Jja nimetame rihmade
A ja B otsekorrutiseks.

Ulesanne: 1. Naidata, et otsekorrutie sisaldab tdepoo-
lest mn elementi.
2. Tbestada, et A x B or. tdepoolest rihm.

§ 8. Isomorfsus ja homcrnorfsub.
laomoi "fsus.

Kaks rihna F ja G on iaoarr feed , kui
nende elementide vahel kehtib Ukslhene vastavus

f- -9 (f€ f; g€G)
ja igast vastavuste paarist

fle —*el; f2— “mg2 alpn
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jargneb vastavus

f1f2 <« — "gle2 *

Seega on rihmad isomorfeed siis, kui a) on olemas uks-
Uhene vastavus elementide vahel ja 1b) sama vastavus jaab
pusima parast korrutamist*

Abstraktse ruhmateooria seisukohalt ei erine isomorfeed
rihmad teineteisest. Elementidel ja korrutamisseadusel vdib
aga isomorfsetel ruhmadel olla hoople erinev konkreetne mdte.
Naiteks ruhm, mille elementideks on véarvid ja korrutamine
tahendab varvide muundumist, vOib olla isomorfne siUmmeetria-
teisenduste rihmaga, samahdsti aga ka ruhmaga, mille elemen-
tideks on arvud ja korrutamiseks algebraline tehe arvudega.

Konkreetse ruhma riihmateoreetilisel uurimisel on sageli
kasulik uurida mdnda temaga isomorfset ruhma, mille matemaa-
tiline uurimine vOib osutuda marksa ulevaatlikumaks ja liht-
samaks.

Naide, n-jarku poéorete ruhm fikseeritud telje umber,
mille elementideks on n poédret nurkade

f k *1- K (k =0,1, ...n-1)

vorra ja korrutamine téhendab poorete ulksteise jarel soori-
tamist, on isomorfne rihmaga, mille elementideks on n ast-
me juured Uhest

ja korrutamine tahendab tavalist kompleksarvude algebralist
korrutamist. Isomorfsus on maaratu geosega:

-1y

ulesanne: TOestada, et kdik kolmandat jéarku rihmad on
omavahel isomorfeedi

Homomor feus.

Rihm G on homomorfne ruhmaga P, kui igale elemendile
g£G saab seada vastavusse elemendi f€P nii, et vastavu-
sest



gl —=fi ; g2 7* f2

tuleneb g7ng2 - Fjf2 (9"g2€ £ » fifan
Skemaatiliselt v6iks G homomorfsuet P -ga kujutada
alljargnevalt:

Homomorfsus erineb isomorfeusest Uksuhese vastavuse
ndude puudumise poolest« Isomorfsus on homomorfsuse erijuht.

Naide. Taisarvude «k rihm, mille korrutamisoperatei-
ooniks on algebraline liitmine, on homomorfne pddrete rihma-

ga Cn, mille elementideks on <”Sn> (&a «Cn * ~omomorf
sus on méaratud vastavusega

111. SUMMEETRIATE ISENDUSTF. PUSKTRUHMAD.

89 . Punktrihm.

Keha slUmmeetriateisendueed moodustavad selle keha sijn-
meetriateisenduste rihma ehk simmeetriarihma.

Summeetriarihma elementideks on summeetriateisendueed.
Korrutamiseeskirjaks on: rakendada teisendusi Uksteise jarel.

Kommuteeruvust tavaliselt pole, sellepéarast on oluline
elementide rakendamise jarjekord. Kokkuleppeliselt tdlgenda-
takse korrutist g « aza2al nii, et kdigepealt tuleb teosta-
da teisendus & , seejarel a2, I6puks teisendus a™ , s.t.
rakendada jéarjekorras alates kdige parempoolsemast.
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Piiruume esialgu I8pliku ulatusega kehade vaatlemisega.
Edaspidiste rakenduste suhtes tdhendab see, et vaatleme mo-
lekulide sUimmeetriariuhmi, jattee esialgu korvale kristalli-
de spetsiifilised summeetriaomadused.

Lopliku ulatusega keha (molekuli) summeetriarihma kuu-
luvHd teisendused peavad kdik olema sellised, et vahemalt
Uks keha punkt ja&b tc. .sendueel paigale. Teiste sOnadega -
molekuli kdikidel siUmmeetriatelgedel ja simmeetriapindadel
peab olema vadhemalt Uks Uhine 18ikepunkt. Toepoolest, vasta-
sel korral vOiksime teof ada teineteise jarel poddrded kahe
erineva omavahel mitteldikuva telje Umber, mille tulemusel
keha koik punktid nihkuksid ega oleks voimalik l16pliku ula-
tusega keha Uhtimine enese esialgse asendiga.

Summeetriaruhmi, mille kdigi teisendu te puhul véhemalt
Uks punkt jaiub paigale, nimetame punktridhmadeks.

Lépliku ulatusega kehade aUmmeetriateisenduste rihmad
on punktrihmad.

Asume niud konkreetsete punktrihmade sistemaatilisele
uurimiuele. Hilmas pidadeu rakendusi molekulide kvantmehaa-
nikaa, on meie eesmargiks vblja selgitada konkreetsete rih-
made elemendid ja jaotada need klassideks.

8§10. Punktrihma aummeetriateisenduste
geomeetrilisi omadusi.

Vaatleme vdimalikke punktrihma simmeetriaelemente.

1. n-.larku summeetriate] g .

Kui keha T"uUhtib iseendaga tema poddramisel fikseeritud
telje umber nurga 2% vorra, niis uUtleme, et kehal on ole?
mas n-jarku siremeetriatelg ehk lihtsalt n-jarku telg.

Vaotuvat siUmmeetriaelement:i tahis-
tame Cn

C olemasolu toob endaga kaasa n s UummeetTria
teisenduse olemasolu. Need teisendused vastavad

l 2 . a2t , TfX vérra ia
keha poéoramisele nurga N >en *F*non
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Kui n mep , kus 8 on taisarv, siis

C£ *Cn/p* (10.1)

2. Siimmeetriatasand.

Kui keha uhtib iseendaga peegeldamisel tasapinnalt,
siis seda tasapinda nimetame summeetriatasandiks ehlc liht-
salt tasapinnaks. Nii vastavat summeetriaelementi kui ka
tasapinnalt peegeldamise siimmeetriateisendust téhistame 6 <

Kaks teineteisele jargnevat peegeldamist samalt tasa-
pinnalt viivad keha tagasi esialgsesse asendisse. Jarelikult

(10.2)

Sageli on kehal Uksainus telg vOi vaadeldakse keha uUht
telge tahtsaima summeetriateljena. Kui selline telg on fik-
seeritud, on mdtet vahet teha nende summeetriatasandite va-
hel, mis lébivad telge, ja nende vahel, mis on teljega ris-
ti. Esimesi ja nendega seotud summeetriateisendusi tahistame

v (vertikaalne tasapind), teisi ja nendega seotud simmeet-
riateisenduei ~ (horisontaalne tasapind). (Vt. joonis 3).
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3. n-.j&rku peegelduspéodre.

Kui mdlema eelloetletud operatsiooni - podcrde ja peegel-
damise - Uheaegne rakendamine viib keha iseenesega uhti na,
sii3 ai kohal eiimneetriaelernent, mida nimetame peegt-i iusp6or-
deteljeks.

Kehal on n-jarku peegeldusptédrdetelg Oa , kui keha
Uhtib iseendaga parast pooret telje Oa Umber nurga
virra ja jargnevat peegeldamist tasapinnalt, mis on risti
teljega Oa.

Peegelduepdorde summeetriaelementi tdhistame i , vas-
tavaid 8uwnmeetriateisendusi ehk sUmmeetriarihma elemghte
Sn”Sn » < anfl 3 e*

Peegelduspodrdetelg on iseseisvaks simmeetriaelemendiks
ainult paarisarvulise n puhul (n = 2s ).

Kui paaritut jarku (n = 2s + 1 ) peegelduspbdre viib
keha iseenesega Uhtima, siis peab kehal tingimata olema nii
n-jarku poéordetelg kui ka selle teljega risti olev simineet-
riataeand. Kehal on seega olemas sdltumatult n » 2e + 1-jLr-
ku pdordetelg ning sellega riati olev simmeetriatasand 6~ .
Peegeldusptédrde teostamisel Uhtib selline keha iseendaga "
juba otsekohe niihaasti parast pooret kui ka parast peegel-
damist. (Vt. joonised 4 ja 5).

Joon 4

Kehal on summeetriaelement S2#
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Joon.5

a) on olemaa siUmmeet- b) on olemaa eUmmeetria-
riaelemendid Gj ja elemendid ja
°6 Sj tuleneb neiet auto-

maatselt, kuna Cjj 6~ = Sj

Uleaanne. 1. Joonistada keha, millel on olemae simmeet-
riaelement SZl R

2. Taiendada joonist 5 nii, et kehale jaake

ainult aummeetriaelement S2*
Peegelduapddrde definitsiooni kohaselt vfime kirjutada:

sn * =<,h°n = «0 -4

aest antud juhul ei olene tulemus peegeldamise ja poOramise
jarjekorrast.

4. Teist jarku peegeldusptdrdetelg Sg on tahtis eri-
juht. S2 puhul raagime, et keha on summeetriline inversi-
ooniteiaenduae suhtes.

Inveraiooniteieendus ehk lihtsalt inversioon viib keha
punkti P Ule punkti P", mie jaab sirgldigu OP pikendusele
( 0 on Cg-telje ja 18ikepunkt ) parajasti nii kaugele,
et OP = OP* (Joonis 6).
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Kui keha summeetriateieenduete rihm sisaldab inversioo-
ni, raagime, et kehal on olemas siUmmeetriateen -
ter .

Inversioonieimmeetriat ja vaetavat teieenduet tdhieta-
takse 1 . (Kui on vaja eriti rdhutada vahet summeetriaele-
mendi ja vaetava teieenduee vahel, tahietame viimaet védikese
tahega 1 ).

Vaadeldavate summeetriateieenduete omaduete tdttu eaame
seosed:

I -1 as2 » C2 th . (1C.4)

Korrutadee eeost (10.4) * h_ea’ eaame:

ithh < "gr*x3 - w2 - (10.5)
Korrutadee eeocet (10.4) c2~ga, eaame:
i052 * *h 2 Wh * (106)

Seoeed (10.4), (0.5) ja (10.6) valjendavad tdsias-
ja, et teist jarku telg, temaga risti olev tasand ja simmeet-
riatsenter on omavahel seotud: kahe elemendi olemaeolul on
automaatselt olemas ka kolmas.
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Peegelduste .ja podrete geomeetrilisi omadusi»

1. Kahe erinevate telgede Umber teostatud podrde korru-
tis on samavaarne poordega kolmanda telje umber, mie labib
kahe esimese 18ikepunkti.

2. Vaatleme kaht tasandit ja kaht teineteisele Jérgne-
vat peegeldust neilt tasandeilt. Joonise 7 abil v8ib veendu-
da, et kahe peegelduse korrutis annab pédrde, mille teljeks
on tasandite Idikejoon, podrdenurk aga on kake korda suuren
tasanditevahelisest nurgast.

Tahistame: 6V AT " mCQ@F) - (10.7)

tlesanne. Naidata, et 6y' 6y * C(-2F).

3. Lahtume seoseet (10.7). Korrutame seda vasakult
6y-ga = Saame

6 - (10.8)

Tulemuse vdib sdnastada nii:

Nurga ¢ vOrra poddrde korrutis peegeldusega poordetelge
labivalt tasandilt 6 v on samavaarne peegeldusega tasandjlt,
mis labib podrdetelge ja I8ikab esimest tasandit nurga -jJ-
Lall.
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4. Eelnevast jareldub, et telg C2 ja kaka aeda telge
labivat teineteisega risti olevat taaapinda 6 ja 6 < On
seotud: kahe olemasolu tingib kolmanda olemasolu.

5. Vaatleme kaht pooret nurga £' vorra telgede Oa ja
Ob Umber, mia I18ikuvad nurga f all. Naitame, et tulemuaeka
on poéore nurga 2f vorra umber telje Oc , mia on risti

telgi Oa Ja Ob sisaldava taaandiga (Joonis 8).

Teame juba “(rt. punkt 1), et tulemus on poddre. Eaimenel
podrdel (Joonise tasapinnaa oleva sirge 0Oa Umber) sirge
COP; mis on rieti joonise tasapinnaga, muudab oma suuna vas-
tupidiseks. Jargmisel pooérdel (Ob Umber) po6édrdub sirge COP
tagasi esialgsesse asendiaae. Kahe podorde summaarse podrde *
puhul jofab COP paigale, ollea aeega poordeteljeka. Poorde-
nurga leidmiaeka on kdige lihtaam tee vaadelda nurki, mille
vorra podrdub telg Oa (vdi Ob). Naiteks jaab Oa esime-
sel podrdel paigale. Teiael poordel, mis toimub Umber Ob,
nihkub ta uude asendisse .0a" , mis ld0ikub esialgse sirgega
nurga 2 f all.

Pobrete jarjekorra vahetamisel saame tulemuseks samuti
poorde COP Umber, kuid nurga — 2 f wvdrra, s.t. vattaseuu—

naliee po6oérde.
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6. Kommutatiiveed on alljargnevad sim-
meetriateisendused:

a. Kaks pooret uhe Ja eama telje umber.

b. Kaka peegeldust ristuvatelt tasapindadelt.(Tulemueeke
on poore nurga £ vOrra tasapindade ldikesirge umber).

c. Kaks podret nurga vorra ristuvate telgede Umber
(Tulemuseks on pddre nurga virra kolmanda, eelmistega
risti oleva sirge Umber).

d. Poore telje Umber ja peegeldus tasapinnalt <h.

e. Inversioon ja koikvoimalikud poéoérded ja peegeldused:
inversioon kormuteerub kd&igi slinmeetriatc-isw.duHtega.

8§11. Punktrihma klasside leidmiae
abireegleid.

" Uldine viis rihma klaesideks jaotamiseks on meile teada.
On vaja votta element , moodustada kdikvdimalikud ba”b R
kus b on rihma element. Saame klassi ba™b . Seejarel tu-
leb valida a2 valjaspool ba.jb“l, moodustada kdikvdimalikud
ba2b_1 jne., kuni k&ik rihma elemendid on jaotatud klassi-
deks.

Summeetriateisenduete ruhmade puhul on klassideks Jao-
tamine sageli lihtsam, kui vOtta arvesse sUmmeetriateisendus-
te omadusi.

Olgu element a poddre uUmber summeetriatelje OA nurga
f vérra. Olgu g samasse rihma kuuluv teisendus (kas poore
vOi peegeldus), mis viib telje OA wuude asendisse OB. Kaas-
element

b * gag"1 (11.1)
vastab siis poordele telje OB Umber sama nurga f vodrra.
Veendume, et see on tdepoolest nii. _

- - R
Otstarbekas on vaadelda teisenduse gag méju teljele
OB enesele. Rakendame teisendust gag 1 teljele OB, alus-

tades, nagu kokku lepitud, teisendusest g Element g
viib telje OA ule asendisse OB , jarelikult viib g tel-
je OB asendisse OA . a tadhendab pooret Umber OA Ja ei
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muuda OA suunda. LOpuke rakendame teisenduet g , mie viib
OA tagaei aeendieee OB . Kogu teisenduse gag-~ tulemusel
on Jaanud paigale telg OB ja teieendue on seega pddre sel-
le telje uUmber.

Naitame, et ka podrdenurk on f . Selleks meenutame,
et Uhte klassi kuuluvate elementide jargud on vdrdsed, a
ja b kohta teame eeega, et

Mdlemad elemendid on poédrded ja ka mdlemad annavad sama
arvu n podrete jarele taiepdorde (voi k.2Jr). Jarelikult
on podrdenurgad vordsed ka uhel podrdel.

Rihma elementide klassideks jaotamise eeieukohalt eaame
Jargmise tulemuee:

Reegel 1. Kaks poddret sama nurga vOrra erinevate tel-
gede Umber kuuluvad Uhte klasei, kui rihma elementide seae
leidub teisendue, mille abil eaab Uhe poddrdetelje panna uh-
tima teise podrdeteljega.

Summeetriatelgi, mis on keha elmmeetriaruhma kuuluva
teisenduse abil Uhtima pandavad, nimetame ekviva -
lentseteks telgedeke.

Analoogilise tulemuse vdib saada peegelduste jaoks:

Reegel 2. Kaks peegeldust erinevatelt tasapindadelt
kuuluvad Uhte klasei, kui ruhmae leidub teisendue, mie viib
uhe tasapinna ule teiseks tasapinnaks. Summeetriatasandeid
nimetame sellisel korral ekvivalentseteke.

Sama telje Umber teoetatavate podtrete puhul kerkib kisi-
mus, kas poorded Cnk ja Cn"k * cnD”k (viimast vdib ju
tolgendada podrdena sama nurga vOrra, kuid vastassuunalise
telje Umber) kuuluvad uhte klassi? Reeglist 1 jéareldub:

Reegel 3. Kui rihma elementide seas on poore,
mie muudab vaadeldava pdordetelje euuna vastupidiseks (p6o-
rab telge nurga JI vdrra risttelje Umber), siis kuuluvad
Cnk ja Cn_k - Cnn"k Uuhte klasei.
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Reegel 4. Peegeldu? teljega risti olevalt tasapinnalt
muudab samuti pddrdetelje suuna vastupidiseks ja vOiks arva-
ta, et ka 6 ~ olemasolu teeb Cnk Ja Cn k kaaeelementi-
deks. Kuid see siiski pole nii, sest peegeldamine muudab Uht-
lasi ka podramise suunda. Sdnastame vastava reegli.

Reegel 4 &6 olemasoia ei tee elemente Cn ja Cn
kaaselement ideks.

Reegel 5. Peegeldus telge labivalt tasapinnalt 6%y ei
muuda telje suunda, kuid muudab pddéramise suunda. Seega saa-
me Cn“k = thCnk 6 /1 . Jarelikult Cnk Ja Cn’k Kkuulu-
vad 6y esinemisel Uhte klassi.

Markus. Kuil vastassuunalised pdorded telje OA Umber
sama nurga vdrra on teineteiee kaaselement®ideks, siis nime-
tame telge OA kahepoolseks tel jeks.

Reegel 6. Inversioon kommuteerub punktrihma kdéigi tei-
sendustega ja on omaette klass*

Reegel 7. Olgu G ruhm, mis ei sisalda inversiooni
i ja | ruhm kahest elemendist: e ja 1 . Nende otse-
korrutis G x 1 on ruhm, milles on kaks korda rohkem ele-
mente kui rihmas G ; pool neist uUhtivad rihma G elementi-
dega, Ulejaanud pool on saadud G elemendi korrutamisel i-
ga-

Rihm G x 1 sisaldab kaks korda rohkem klasse, kui
neid sisaldas G . lgale klassile A rihmast G vastavad
rihmas G x I kaks klassi: A ja A.i.

812. Loplike punktrihmade tuipe.

Kéesolevas paragrahvis me tutvume liUhidalt konkreetse-
te fuusikalist huvi pakkuvate I6plike (elementide arv rihmas
on 16plikl) punktrihmadega. Nende rihmade elementide klassi-
deks jaotamine toimub eelmistes paragrahvides antud reeglite
kohaselt.

1 Nn. pidevaid punktrihmi me vaatleme hiljem.
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Me alustame lihtsamaist punktrihmadeat, raia vastavad ma-
dalamale summeetriale ning lisame neile jarjest uuai simmeet-
riaelemente.

1. Ruhmad C_.

Lihtsaima summeetriaga kehal on vaid lUks n-jarku summeet-
riatelg. Ruhm on podrete ruhm n-jarku telje umber. Te-
gemist on tsuklilise rihmaga ja iga element (elementide kogu-
arv on n ) moodustab omaette klaaai. RUhm aiaaldab ai-
nult aamaauateiaendust £ ja vaatab summeetria puudumieele.

2. Ruhmad -

See on "podrete* riuhm 2n-jarku peegelduapddrdetelje Um-
ber. Ta aiaaldab 2n elementi ja on tsukliline. RlUhm
S2 < Ct+ koosneb kaheat elemendist: E ja 1 . Kui rihma jark
on eaitatav kujus 2n * 4p + 2 , aiie rihma elementide hul-
gas on inversioon, kuna (S4p+2)2p+l uc2*h * 1 * Selline
ruhm on Kkirjutatav jargmise otsekorrutisena fr » m C« 4xC4.

3. Ruhmad C~. ~ N 1

Ruhma saame, kui kehal on n-jarku summeetriatelg
ja sellega ristuv sUimmeetriatasand. Ruhmas on 2n ele-
menti:~ n pooret, mia kuuluvad C~-le ja n peegelduepdo-
ret Cn<gh, (kK * 1, ... n ), aealhulgas peegeldus c£ 6 h» <F.#
KCik elemendid on kommuteeruvad ja klaceide arv vordub ele-
mentide arvuga (Abeli rihm). Kui n - 2p, eiia on olemaa
almmeetriataenter, kuna c|pé6h - C2*h - 1 . Ruhm Clh -
koosneb vaid kahest elemendist: E ja <ﬁ]_ —-——

4. Ruhmad QOV

Kui n-jarku simmeetriateljele lisada teda labiv (verti-
kaalne) sUmmeetriatasand, siis tingib viimase olemasolu au-
tomaatselt veel n - 1 teineteisega modda telge nurkade
all lIdikuvate summeetriataaandite olemaeolu. Ruhm C ai-
ealdab eeega 2n elementi: n podret n-jarku telje Umber ja
n peegelduet &y vertikaaleetes tasandites. Joonieel 9 on
naiteks toodud rihma Gy sUmmeetriatasandite ja telje sils-
teem.

T&v&lieelt tahietst&kee rihma sumboleid ~rsevAste**
téhtedega. Meie kasutame ruhma tahistusena n , et teda eris-
tada poordteisendusest nno \
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Ruhma elemendid «1 ole siin
enam kommetatiiveed» Klasside leid-
miseks margime eelkdige, et sim-
meetriatelg on kahepoolne (telg
labib <fy, mis, muutes p6drde suun-
da, teeb elemendid C* ja Cn
konjugeerituiks)e Klassideks jagu-

VN nemine on erinev paaris- ja paari-
tuarvulise n jaoks» Kui n * 2p+1%
on meil paaritu *** neegelduspjndu
ja podrded C2p<fl viivad iga
6y jarjestikku Uhtimisele lUlejaa-
nud 2p peegelpinnaga. Kdik aummeetriatasandid on seega ek-
vivalentsed ja peegeldused neis kuuluvad kdik uhte klassi*
Kokku on veel 2p+l1 pddret, neist 2p on erinevad samasus-
teisendueest. Kuna telg on kahepoolne, kuuluvad C2p ja C2p

Joon. 9

(K «1, ... p) uhte klassi ja me saame p kahest elemendist
koosnevat klassi. E moodustab muidugi omaette klassi. Kok-
ku saame ruhma C2 n jaoks H-p+1 - p + 2 Kklassi*

Kui  n « 2p, siis podretega C2p saab uUhtimisele viia
ainult uUlejargmisi peegelpindu. Kaaberpindade uUhteviimiseks
oleks vaja pooret CAp , mis aga puudub rihmas. Seega 2p
peegeldusoperatsiooni jagunevad kahte klassi, kummaski p
elemendiga. "2p po6drde hulgas on *E jJa cfp - C2,
mis koramuteeruvad omavahel ja moodustavad kumbki omaette
klassi. Telg on endiselt kahesuunaline ja ulej&&énud 2p-2
podret annavad paarikaupa veei p-1 klassi. Kokku on rihmal
-2p,v P*3klassi.

5. Rihmad D~.

Lisades n-jarku summeetriateljele temaga ristuva teiat
jarku simmeetriatelje, saame lisaks veel n-1 samasugust tel-
ge. Kokku saame n horisontaalset teist jarku telge, mis
16ikuvad nurkade all. Saadud riuhm ~ sisaldab 2n ele-
menti: n podret n-jarki telje Umber ja n podret nurga
vorra horisontaalsete teist jarku telgede Umber. Viimaseid
tahistame U2 , et eristada neid podretest C2 nurga A" vor-
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ra vertikaalse telje Umber. Joonisel 10 on naiteks toodud
summeetriatelgede sisteem.
n-jarku telg on kahepoolne,
horisontaalsed teist jarku
teljed cm kdik ekvivalentsed,
kui n on paaritu, ja moodus-
tavad kaks mitteekvivalentset
kogu, kui n on paaris* Rih-
“el £2p on klassi: E,
2 klassi, millest kumbki si-
saldab p pooret U2, poore
C2 ja lIdpuks (p-1) Kklassi,
millest igalks sisaldab kahte
poodret vertikaalse telje Umber.
Ruhmal D2p+1 on p+2 Kklassi: E , (2p+tl) podret 02
ja p klassi, mis koosnevad kahest poordest vertikaalse tel-
je uUmber.
Erijuhuks on rihm D2 mV , mis koosneb pddretest kolme
teineteisega ristuva teist jarku simmeetriatelje Umber.

6. Ruhmad -

Lisades rihma sUimmeetriatelgede sisteemile hori-
sontaalse simmeetriatasandi, mis laheb labi n teist jarku
telje, saame automaateelt veel n vertikaalset summeetriata—
sandit, millest igalks l&bib vertikaalset telge ja uUht teist

jarku telge. Saadav rihm sisaldab 4n elementi: ruhma
1~ 2n elemendile lisanduvad n peegeldust ja n pee-
geldue-pbddrdeteisendust C* . Joonisel 11 on naiteks
toodud ruhma summeetriatelgede ja -tasandite siUsteem.
Peegeldus kommuteerub kdikide uUlejédénud rihma elementi-
dega. Seeparast vdime rihma esitada jargmise otsekor-
rutisena Jnh = x S . Paarisarvulise n korral on rihma

elementide hulgas inversioon, seega vdib ka kirjutada
—-2p,h * —2px—i *

Ruhmas on klasse kaks korda rohkem kui ruhmas D .
Pooled neist langevad Uhte rihma klassidega, Uulejaanud
tulenevad viimaste korrutamisest 6 t“ga. Peegeldused 6V



kuuluvad kolk thte klasai paa-
ritu n korral Ja moodustavad
kaks klaesi paariearvuliee n
korral. Peegelduspdordeteisen-

dueed h Ja *hC”k on kon-
un
Jugeeritud.
7. Ruhmad ~d

Lahtume Jallegi riuhmast £
Surameetriatasandid, mis labivad
vertikaalset telge, asetame aga
Joon. 11 nitj et nad poolitaksid nurga
kahe naaberhorisontafclse teist
jarku summeetriatelJde vahel.
the sellise tasandi lisamine toob endaga kaasa n-1 ana-
loogilise tasandi olefcasolu. Saame riuhma 1”~. Joonisel 12 on
naiteks toodud rihma simmeetriatelgede- Ja tasandite
susteem. Rihmas nd on~4n elementi. Rihma Dg 2n elemendi-
le lisandub siin N Peegeldust diagonaalsetes vertikaaltasan-
dites ja n teisendust G - U£ <d <« Viimaste iseloomu
selgitamiseks arvestame, et
U2 « t kus 6V on pee-
geldus antud teist Jarku telge
k labivas vertikaaltaeandis (ele-
r) mente 6 h, 6y omaette rihmas
Bﬂ% muidugi ei ole). Kupa ta-
sapinnad, mis vastavad 0K Ja
i -le, lIdikuvad moédda n-Jarku
telge, moodustades nurga

Joon. 2 2ji@k+1), kus k- 1,...,(n-1),
silis 6 d * CfcTle Seega
2k+l S2n+1 teeeai8t on Peegeldus-

poordeteisendustega vertikaaltelje Umber. Tiimane ei ole
nuud lihtsalt n-jarku summeetriateljeks, vaid 2n-Jarku
peegelduspédrdetel j eks.

Teisendused S d viivad naabruses asivad teist jarku
teljed Ule teineteiseks. Seeparast on olenemata n-st kdik
teist jarku teljed ekvivalentsed. Samuti on ekvivalentsed
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fid“le vaetavad tasandid, teisendused Sjjn*1 *a on on
konjugeeritud

Rihmas “2p,d ©ON 2p+3 klassi: .E , podre C9 n-jarku
telje Umber, p-1 klassi kahest podrdest sama telje umber,

jJa p klassi kahest peegeldusptdrdeteisendusest.
Kui  h m 2p+1, on rihma elementide hulgas inversioon,
sest Uks horisontaaltelgedest ristub seejuures vertikaalta-

sandiga. Seeparast D2p+l,d * -2p+1 x -i~ rihmal
—2p+1 d on klassi, mis tulenevad vahetult rihma
—2p+1p™2 Kklassist.

8. Rihm T .

Selle rihma summeetriatelgede sisteem kujutab endast
tetraeedri sUmmeetriatelgede kogu. Siin on kolm ristuvat teist
jarku eummeetriatelge ja neli kolmandat jarku summeetriatel-
ge. Poorded kolmandat jarku telgede Umber viivad teist jar-
ku teljed Ule teineteiseks. Teist jarku telgi vdib vaadelda
labivatena kuubi vastastahkude keskpunkte, kolmandat jarku
telgi kuubi ruumdiagonaalidena( vt. joonis 13)-

Teist jarku teljed
on ekvivalentsed. Kolman-
dat jarku teljed on samu-
ti ekvivalentsed, kuna
pdoérded C2 viivad nad

& ule teineteiseks, kuid
nad ei cle kahepoolsed.

)/ 12 ruhma T elementi ja-
gunevad jargmiselt nelja
klassi: E , kolm pdodret
CO , neli pﬁbrst Gj ,

neli poédret GC. .

Joon. 13

9. Ruhm 1d

See ruhm sisaldab kdik tetraeedri summeetriateieendused.
Ta telgede ja summeetriatasandite slsteemi saame, lisades
riihma T telgedele EUmmeetriatasandid, millest igaiks labib
uht teist jarku ja kaht kolmandat jarku telge. Analoogili-

ne-



selt ruhmaga D2d muutuvad teist Jarku teljed seejuures
neljandat jarku peegeldus-poddrdetelgedeke. Kuue summeetria-
tasandit labiksid siis kaht kuubi vaetasserva ( vt. joonis
14).
Summeetriatasandld on vertikaalse-
teks kolmandat jarku telgede euhtes
ja viimased muutuvad niud kahepool-
Ci <% seteks. Vastavad summeetriateljed ja
taeandid on kdik ekvlvalenteed. Rih-
A ma T 24 elementi Jagunevad 5
klassiks jargnevalt: B , kahekea
podret C3 Ja C3 , kuue peegel-
dust , kuue peegeldue-pbddrdeteisen-

Joon.M dust S4x ja SI , kolm poéodret

C2 * S4 -

10. Ruhm T.

Selle rihma eaame ruhmaet T , lisades siimmeetriateent-
ri 4 -1 xCi . Seetdttu eaame kolm ristuvat simmeetria-
tasandit, millest igalks labib kahte teist Jar*u telge. Kol-
mandat Jarku summeetriateljed muutuvad kuuendat jarku pee-
gelduspoordetelgedeks (vt. Joonis 15). Riuhmas on 24 elemen-
ti, mie jagunevad 8 klassika, viimaeed tulenevad otseselt
rihma T klassidest.

11. Rdhm O .
Ruhma O summaetriatelgedeks on
v kuubi siUmmeetriatelgede susteem: kolm

G s

neljandat jarku telge l&bi kuubi vae-
tastahkude tsentrite, neli kolmandat
jarku telge labi vastastippude Ja
kuus teist jarku telge labi vastas-
kilgede tsentrite (vt. joonis 16).
Kdik sama jarku teljed on ekvivalent-

Joon. 15

x eed ja kahepoolsed. 24 ruhma 0 ele-
k menti jagunevad viide klassi: B ,
kaheksa poéret C3 ja Gj , kuus
pbdret C4 ja C4 , kolm pododret
kuus pédret C2 -
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12. Ruhm O~
Rahm 0~ on kuubi kdigist summeetriateisen-
dustest koosnev rihm, me saame ta rihmast O

he aummeetriatsentri lisamisel O~ * 0 x .
Riuhma O kolmandat jarku siummeetriateljed
muutuvad nuidd kuuendat Jarku peegelduspdor-

Joon. 17 detelgedeks. Lisaks saame veel kuus siummeet-

riatasandit, mis labivad kuubi vastasservi,
ja kolm elmmeetriatasandit, mis on paralleelsed kuubi tahku-
dega (vt. joonis 17). 48 ruhma 0~ elementi jagunevad 10
klassi. Esimesed 5 klassi Uhtivad rihma O klassidega, edasi
~Njargnevad: |1, kaheksa peegeldus-pddrdeteisendust S6 ja
kuus peegelduspodrdeteisendust 47~ neljandat Jarku
telje uUmber, kolm peegeldust 6 h horisontaaltasandeis nel-
jandat Jarku telgede suhtes, kuus peegeldust 6 vertikaal-
taeandels nende telgede suhtes.

IV. ESITUSTE TEOORIA,

¢ 13» RUhmade esitamine.

Rihmateooria rakendamisel tekib vajadus mitmesuguste
operatsioonide teostamiseks ruhma elementidega ning viimaste
moju uurimiseks fFllsikalise slUsteemi omadusi kirjeldavatele
funktsioonidele. Seetdttu on otstarbekohane anda rihma ele-
mentidele Ulevaatlik ning konkreetne matemaatiline kuju. Me
kasutame siin ruhmade isomorfsust, arvestades, et summeetria-
teiaendusele vastab teatud koordinaadistiku lineaarteisendus.
Mingile summeetriarihmale me seame vastavusse temaga isomorf—
se maatriksite ruhma. Operatsioonid rihma elementidega taan-
duvad operatsioonidele maatriksitega, s.t. maatriksalgebra
rakendamisele.

Vaatleme mingit bummeetriarihma G . Selle rihma ele-
mentidele G" vaetavad koordinaatide teisendused - summeet-
riateisendused. Olgu 4* flulsikalist susteemi Kkirjeldav Uhene
koordinaatide funktsioon (fluusikalise sisteemi konfiguratsi-
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oonruumis). V vOib olla naiteks lainefunktsiooni omadustega.
lgal koordinaadistiku teisendusel, s.t. sluuneetriarthma G
elemendi rakendamisel teiseneb ® mingiks uueks funktsioo-
niks» Kui rihmas G on g elementi, siis rakendades neid
jarjest, saame

e * VvV 1

Bry ' Vj
ogV -V g =

Kokku me saame g uut funktsiooni, nende hulgas ka en-
dise ¢ (kuna G sisaldab Uhikelemendi). Kdik need funktsi-
oonid ei pruugi olla lineaarselt s6ltumatud. Olgu nendest g
funktsioonist f tikki lineaarselt s6ltumatud; rakendades
nendele funktsioonidele ...,4"™ uuesti ruhma G ele-
mente, me saame tagasi endised funktsioonid, ainult teises
jarjekorras. See on tingitud sellest, et kahe ruhma elemendi
korrutis (nait. G271 * G261~ = Gk~ ~ on riahma
element. Seega teisenevad funktsioonid V ~(i * 1, ...,F) suio-
meetriarihma elementidele vastavate koordinaatteisenduste
korral lineaarselt teineteise kaudu

4>i  *AGKIN K . (13.1)

Gki on konstandid, mis on maaratud antud teisendusega.
Gki”de ko8u» mis vastab antud teisendusele, moodustab antud
teisenduse maatriksi.

Ruhma elemente vO8ib vaadelda operaatoritena, mis mdju-
vad funktsioonidele V

-GVj *£okIV Kk , (13.2)

ja nende mdju voib uurida selle mGju taustal, mida avaldavad
koordinaatteisenduetele vastavad maatriksid aluseks vdetud
funktsioonisisteemile.

Kuna funktsioonid VvV~ (i » 1, ..., ) on lineaarselt
sOltumatud, siis vdime vaadelda neid ortonormeeritud slstee-
mina (kui see ei ole nii, siis on ortonormeerimine alati 1u-
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biviidav). Ortonormeeritud funktsioonisisteemi V i1 Kkorral
on aga maatriksil Gik samad omadused nagu maatriksitel
kvantmehaanikas . Nimelt, (13.2)-st leiame

Ki mJv oVidc 03.3,

kus dc* on ruumielement.
Kahe rihma elemendi korrutisele vastab maatriks

GHKI « X Gy s (13.4)

Rihma kdigile elementidele vastavate maatriksite kogu
nimetatakse rihma esituseks. Funktsioone , ---,VF, mil-
le abil méaratakse need maatriksid, nimetatakse esituse baa-
siks. Nende funktsioonide arv T méérab esituse dimensiooni.

Kuna rihma elementidele vOib vastavusse seada mitmesu-
guseid maatrikseid, siis v8ib ruhmal olla rida esitusi.

Vaatleme lahemalt esituse maatriksite omadusi.

Integraal J m 2dC ei muutu mingi suUmmeetriateisenduse
korral, kuna integreerimine toimub ule kogu ruumi. Seepéarast

J(&#Y #)(G V)T dT

Tuues sisse transponeeritud operaatori G , saame

IVGAKGWdr »IvOGV'dr «JV'HIT

kust ® meelevaldsuse tottu jargneb S ¢*= 1 , ehk

-1 (13.5)

See téhendab, et konjugeeritud operaator G+ vOrdub O
podrdoperaatoriga. Maatriks G osutub niisiis unitaarseks.

-1 _
"k Xx1 1@

ik (13.6)

Surameetriarihma esitus, mis teostatakse ortonormeeritud
buasifunktsioonide susteemi abil, on unitaarne, s.t. rihma
elemente esitavad maatriksid on unitaarsed.

Kingi lineaarteisenduse S abil me vdime funktsiooni-
susteemi asemele saada uue funktsioonisisteemi
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-3, , s.t* Uule minna uuele esituse baasile

N abil me saame endise dimensiooniga uue rihma esitu-
se, s.t. ruhma elementidele vastavad operaatorid on samad,
kuid muutuvad neid esitavad maatriksid ja baasifunktsioonid.
Esitusi, mille baasid on saadud teineteisest lineaarteisen-
duse teel, nimetatakse ekvivalentseteks. Leiame, kuidas on
seotud ekvivalentsete esituste maatriksid. Selleks paneme tfi-
hele, et

(13.3)

ja rakendades (13.7) mdlemale poolele operaatorit G , saame

Seega uues esituses oleks operaatorile G vastav maat-
riks vdrdne operaatori
Gl » S$*“19S (13.9)

maatriksiga vanas esituses.

Kui me tahame, et uue esituse baas oleks ortonorraeeri-
tud, peab teisendus S ol* unitaarne. Todepoolest, asenda-
des (13,7) tingimusse

-P-Ymﬂi"‘i’snk O =|Zm,31!1’smk mP *le’li R €Sik -

Rihma elemendi G karakteriks X(G) nimetatakse elementi

G esitava maatriksi diagonaalelementide summat (maatriksi
jalg kvantmehaanikas ). Osutub, et ekvivalentsete esituste
maatriksite karakterid on vOrdsed. TOestuseks arvutame maat-
riksi G" (13.9) karakteri

X(G") "iGii »

ehk
X (G7) =X(6) . (13.10)
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Esitusi on seetdttu otstarbekohane kirjeldada karakte-
rite kaudu. Kuna ekvivalentsete esituste karakterid on vord-
sed, siis on kergesti voimalik eraldada tdepoolest erinevaid
esitusi ekvivalentsetest. Erinevate esituste all me mbistame
ikka mitteekvivalentseid esitusi.

Teisendus S valemis (13.9) vdis olla meelevaldne
unitaame teisendus, sealhulgas ka rihma elemendile vastav

teisendus. Viimasel juhul tdhendaks seos

nt Amdaa
G - S nGS

t 1
elementide G ja G konjugeeritust ning G ja G kuu-

lumist Uhte klassi. Ue jouame tahtsale jareldusele: Uhte
klassi kuuluvate elementide karakterid on vdrdsed. Ruhma
Uhikelemendile vastab saaasueteisendus EV m V _ Seeparast
on E -d esitav maatriks igas esituses diagonaalne ja diago-
naalelemendid on lhed (iUhikmaatriks). Uhikmaatriksi karakter
vlrdub aga esituse dimensiooniga» Seega

X(E) - f. (13.11)
814. Taandamatud esitused ja nende omadused.

Vaatleme ruhma f-dimensionaalses esituses. Viies labi
lineaarteieenduse (13.7), vOivad baasifunktsioonid jaguneda
f £ 2, ... funktsiooni hulkadeks, nii et rihma koigi elemen-
tide rakendamisel teisenevad iga hulga funktsioonid ainult
teineteise kaudu, jattes puutumata funktsioonid teistest hul-
kadest. Sellist esitust nimetatakse taanduvaks.

Kui aga Uksteise kaudu teisenevate baasifunktsioonide
arvu ei saa vahendada mingi lineaarteisenduse abil, siis o6el-
dakse, et nende funktsioonide poolt teostatav esitus on taan-
damatu.

Taanduva esituse baasifunktsioonide teatud lineaartei-
sendus jaotab baasifunfrtsioonid reaks funktsioonide kogudeks.
Ruhma elementide rakendamisel teiseneb iga selline kogu vas-
tavalt mingile taandamatule esitusele. Kui osutub, et seejuu-.
res mitu erinevat funktsioonide kogu teiseneb vastavalt Uhele
taandamatule esitusele, oOeldakse, et taandamatu esitus sisal-
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dub taanduvas vaetav arv kordi.

Taandamatud esitused on téhtsateks ruhma iseloomustava-
teks naitajateks ja eriti olulised rihmateooria kvantmehaa-
nilistes rakendustee. Vaatleme mdningaid taandamatute esitus-
te omadusi, jattes ara keerulisemad tdestused.

Ruhma taandamatute esituste arv vordub klasside arvuga
r rihmas. Rihma elemendi @ji karakteri taandamatus esitu-
ses number * téhistama X (G) . Taandamatute esituste maat-
rikselemendid rahuldavad mitmesuguseid ortogonaalsustingimu-

Si:

b f B eristavad kahte taandamatut esitust, summeerimine toi-
mub Ule kdigi rihma elementide. Hingi Uhe taandamatu esituse
korral

(U.2)
kus g on rihma jark Ja f* -taandamatu esituse dimensioon.

Nullist erinevake osutub seega vaid maatrikselementide moodu-
lite ruutude summa

Need kolm vdrdust on Uhendatavad:

Sellest valemist vdime leida téhtsa ortogonaalsuse seose
taandamatute esituste karakterite jaoks. (14.3)-st saame eri-
Juhul

Summeerides selle vOrduse mdlemaid pooli i ja 1

* =p korral leiame
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ZjXw ©@I2 =g , (14.5)

e.t. taandamatu esituse karakterite moodulite ruutude summa
vordub rihma jarguga. Seos (14.5) kdlbab esituse taandamatu-
cc kriteeriumiks. Taanduva esituse korral on see summa suu-
rem g-st Ja nimelt vbrdne ng , kus n .on temas sisalduva-
te taandamatute esituste arv.

A1, faanduva esituae Jahutamine taandumatuteks
esitusteks.

Kui on teada taanduva esituse ja taandamatute esituste
karakterid, on taanduva esituse lahutamine taandamatuteks
hélpsaoti teostatav.

Olgu X(G) mingi f-dimensionaalse taanduva esituse ka-
rakterid ja 3isaldagu see e3itus taandamatuid esitusi 1, 2,

... r, mis esinevad vastavalt a”1\ a”2», ..., korda.
Siis

= f, (15.1)

kus fR tahistab taandamatute esituste dimensioone ja taan-

duva esituse karakterid on Kkirjutatavad kujus

N r 0)
X

X(G) =
an

© . (15.2)

Korrutame selle vdrduse mdélemaid pooli X ~(G)*-ga ja sum-
meerime Ule kdigi ruhma elementide. Arvestades (14.4), saa-
me

aC) - 8IX(GIXW (O . (15.3)

See valem ongi eeskirjaks mingi esituse lahutamisel taanda-
matuteks esitusteks.

Vaatleme nuud esitust, mille dimensioon f vdrdub ruh-
ma jarguga g Ja mida teostavad g Tfunktsiooni 0¢. Sel-
list esitust nimetatakse regulaarseks. Regulaarses esituses
omab diagonaalelemente vaid Uhikelemendile vastav maatriks

_46-



(vastasel korral peaks olema taidetud tingimus ~G~V »

mis on vdimalik vaid Uhikelemendi jaoks). Seeparast X,(G)*0
kui G “E ja X(E) » g » Selle esituse lahutamisel taanda-
matuteks esitusteks saame (15.3)-St a® N = g@®@"N N m A N,
s.t. iga taandamatu esitus sisaldub regulaarses niimitu kor-
da, kui suur on ta dimensioon. Asendades a* N * 8 N vale-
misse (15.1), leiame

t\ + * ees + * g e (15.4)

Taandamatute esituste dimensioonide ruutude summa vOr-
dub ridhma jarguga. Punktrihmades on see tingimus antud r ja
g korral taidetav vaid ulhesel viisil ( f on muidugi tais-

arvud ).
Erijuhul Abeli riuhmade jaoks, kus r =g , jareldame,
et kdik taandamatud eaitused on Uhemddtmelised (F =...=fr*1)e

Taandamatute esituste dimensioonid on ruhma jargu jaga-
jJateks.

Iga rihma taandamatute esituste hulgas on iUks triviaal-
ne, mida teostab Uks kdigi rihma teisenduste suhtes invari-
antne baasifunktsioon. Ko&ik karakterid on selles esituses
vOrdsed Uhega. Tegemist on nn. iihikesltusega.

$16. Esituste korrutamine.

Vaatleme kahte erinevat funktsioonide sisteemi
$ {0, YD ja )., T,

aiB teostavad rihma kahte taandamatut esitust. Vottes korru-—
tised V(*VA(CI -1, ..., P ;k « 1, ... fp ), me saame

uue funktsioonisiusteemi, milles on f\. «tR Ffur~tsiooni. Sel-
le siUsteemi véime votta ruhma Uue f fp —dimensionaalse esi-
tuse baasiks. Saadud esitust nimetatakse taandamatute esitus-
te ot ja P oteekorrutiseks, ta osutub taandamatuks vaid siis,
kui f~ vOoi fp vOrdub Uhega. Leiame nuud otsekorrutise
karakterid. Kui
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ruhma elemendi-

vastavate maatrik-

Selle maatriksi

elemendid

saame, korrutades igat elementi esimesest maatriksist iga

elemendiga teisest maatriksist.
tikki, maatriks seega fp -dimensionaalne.

am

tise

tahistab uue maatriksi ridu Ja

all al2 al3\

bilt
a2l a22 a23

b21

a3l a32 a33)

S I bil allbl2 al2bil
allb2l allb22 al2b2l
L a21bll a21bl2 a22bll
a21b21 a21b22 a22b21
a31b1l a31bl2 a32bil
31021 431422 a32b21

(k) (11) a2 1)
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Meid korrutisi

K

b12
b22

al2bl2
al2b22
a22b12
a22pb22
a32b12
a32b22
@2

veergusid.
Kirjutame niiteks valja jargmise maatriksite otsekorru-

al3b1l
al3b21
a23b11
a23b21
a33b11
a33b21

GD

al3bl2\
al3b22
a23b12
a23b22
al3bl2
a33b22 ,

(G2

on (fF™ 3 )
Indeksitepaar

am

an
a2

@D
2

GD
(32)



Otsekorrutise karakteri t&histame (X~ ~xX")(B)»
tema leidmiseks tuleb (16.1)-s teha 1 * i ja m - K

Seega vdrduvad otsekorrutise karakterid vastavate esituste
karakterite korrutisega

X - X (O (G)X">(C). (16,2)
Erijuhul vdivad mélemad korrutatavad taandamatud esitu-
sed Uhtida. Meil oleks siis tegemist kahe funktsioonide ko-

guga V,, ... 4>F ja ... Ff, mis teostavad sama taan-
damatu esituse. Esituse otsekorrutise iseendaga teostavad f
funktsiooni ning vastavad karakterid on

(XxX) (G) «[X(G)]2.

Saadud esituse vdib jaotada kaheks vaiksema dimensioo-
niga esituseks, viimased vdivad uldiselt olla veel ikkagi
taanduvad. Uhte neist teostavad T funktsiooni
4>ifk+Vkfi Oa teiee - funktsiooni fk -y kfi
(i1 /7 K). On ju selge, et kummassegi siUsteemi kuuluvad
funktsioonid teisenevad ainult teineteise kaudu. Esimest ni-
metatakse esituse summeetriliseks korrutiseks iseendaga (te-
ma karaktereid tadhistatakse [xj2 (G) ja teist - antisimmeet-
riliseks (karaktereid tahiptatakse jXj ©) )-

Summeetrilise korrutise karakterite arvutamiseks Kirju-

tame
6C i Tk ++k§O | GilGkmAl 2m +Amf 10

*

L (en ckl * (Vjf a -
1,m

Karakteri jaoks leiame siit

[X12 (® - *2 (6~ ¢ GIkeki) .

Arvestades, et "GN » X @G jall c~rGn =X (G )» saa.ne
i i»k



16plikult
[x12 0 - k([X (6)J2 + x (Q2)}. (16,3)

Analoogiliselt leiame antisummeetrilise korrutise karak-—
terite jaoks valemi

& 3@ - HIXOR -X(09}- 0«.0

Kui funktsioonid ~ ja ~ ™ langevad uhte, on nende

abil maaratav vaid summeetriline korrutis, mida teostavad
47~ ja korrutised V i"k).

Sageli tekib vajadus meelevaldse funktsiooni ¢ esita-
miseks vastavalt ruhma taandamatutele esitustele teisenevate
funktsioonide summana, s.t. kujus

™
(16.5)
kus funktsioonid ¢ ~ ~ (i*1,.., ) teisenevad vastavalt
oc-ndale taandamatule esitusele. Ulesanne taandub funktsioo-
nide 9 V1' |leidmisele antud ¢ abil ja ta lahenduseks on

(16.6)

Valemi (16,6) 0Oigsuses veendumiseks asetame siia V
(16,5) jargi ning arvestame taandamatute esituste maatrik-
site ortogonaalsuse omadusi (14,3):

Ar 1 «1* T rEl o .
*T OkkV “ AN e

Asendades 4> <> valemist (16,6) avaldisse (16,5) Ja sujb-
meerides uUle i1 , saame lihtsama avaldise meelevaldse funkt-
siooni V jaoks taandamatutele esitustele vastavate funktsi-

oonide Y kaudu (viimased ei kuulu juba mingi taandamatu
esituse kindla rea juurde).
4 -, £>«, Cp W~z x w (Gm . ae)7)
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LOpuks vaatleme, milliseid taandamatuid esitusi omab riuhm C,
mis ise on saadud kahe rihma A ja B otsekorrutise tule-
musena, e.t. C * A x B . Kui funktsioonid V £ " teostavad
rihma A taandamatu esituse ja funktsioonid rihma B
taandamatu esituse, siis korrutised ¢ T on ruhma

A X B tL f&—dimensionaalse taandamatu esituse baasifunktsi-
oonideks. Selle esituse karakterid saame vastavate l0hteesi-
tuste karakterite korrutamisel. Elemendile C * AB ruhmas

A x B vastab karakter

X(c) -XEE(A)XIS)(B). (16.,8)

Korrutades niiviisi omavahel kdik rihmade A ja B
taandamatud esitused, saame kdik ruhma A x B taandamatud
eeitused.

817. Punktrihmade taandamatud esitused.

Vaatleme niuiud konkreetselt flusikalist huvi pakkuvate
simmeetria punktrihmade taandamatuid esitusi. Molekulidel on
pohiliselt vaid teist, kolmandat, neljandat ja kuuendat jar-
ku summeetriateljed. Seepdrast vaatleme ainult jargmisi punkt
rihmi: C*. C~, C”, Sn.Snh indeksi n vaartustega n«

* 1, 2, 3; ning lisaks veel T, TQ, Tfa, 0, ~ .

Punktrihmade taandamatute esituste karakterite arvuta-
miseks on olemas uldised meetodid, mille rakendamine on aga
kaunis tulikas. Ruhma klasside vahelistest seostest lahtuv
meetod on esitatud naiteks tdds [2] . Meie vaatleme lihtsa-
maid voéimalusi.

Tsuklilise rihma korral on taadamatute esituste leidmi-
ne lihtne, sest nagu igal teiselgi Abeli rihmal, on nad kdik
Uhemddtmelised. Olgu meil tegemist rihmaga C». Baasifunkt-
sioonideks voime valida

9 « eiElf K*1 ... g, (17,1)

kus f tahendab poodrdenurka antud telje Umber. Neid funktsi-
oone on parajasti g tikki, rais va3tab taandamatute eeitus-

-51-



te arvule (viimane vOrdub eiin rihma jarguga), K erinevad
vaartused (17,1)-s annavad erinevate taandamatute esituste
baasifunktsioonid. P6o6rdel nurga ~jpl (1=1, ee=» g )
vdérra (siin g » n) korrutub funktsioon ® teguriga

e . Tdepoolest, olgu G tsuklilise riuhma genereeriv
element, s.t. ulejdanud riuhma elemendid saame tema astenda-
misel. llImselt peab kehtima G8 = b, s.t. operaatori G ra-
kendamisel baaeifunktsioonlle v&ib viimane korrutuda ainult
-ga, seega
Ik,,
6 4 «e 8 o] (,k «1,...,9)- 17,2)
25
Tegur e annabki meile rihma elementide karakterid taan-
damatutes esitustes. Indeks K eristab taandamatuid esitusi
jJa 1 erinevaid riuhma elemente . Uhikesitusele vasta“k = g,

1 »1, ..., g -Me kasutame edaspidi tahistusi fee T ,
]
i

Isomorfsetel rihmadel on samad taandamatud esitused,
seeparast piisab vaid Uhe rihma vaatlemisest nende hulgast.

Rihmaga C2h on isomorfsed C2y ja D2 . Tegemist on
Abeli rihmaga ning kdik taandamatud esitused on Uhemddotmeli-
sed. Neid on kaks korda rohkem kui ruhmas C2, kuna esitused
vdivad olla simmeetrilised ja antisimmeetrilised inversiooni
Huhte8. Ko&ik karakterid vorduvad =+ 1-ga, kuna iga elemendi
ruut vOrdub Uhikelemendiga.

Ruhmaga on isomorfne D . VOrreldes rihmaga C/v
siin lisanduvad peegeldused , mie kuuluvad Uhte klassi.
Ruhma GCj esituse A baasifunktsioon vdib olla summeetrili-
ne vOi antisummeetriline peegelduste < suhtes. Saame kaks
uhemdotmelist esitust. Rihma jark vordub siin g = 6. Seega
on ainuke voimalus, et lisandub veel (ks kahemddtmeline taan-
damatu esitus, kuna 12 +12 + 2%:6 . Selle esituse saame,
valides baasiks ruhma kahe viimase esituse baasifunkt-

rioonid. Seejuures
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Rihma £7~v esituses E saame seega karakteriteks
X(E) -1, X(C3) «-1 (£+£2 «-1) ja X(~» “ 0-
Analoogiliselt leitakse riuhmade £4v ja C&v taandamatud
esitused.

Vaatleme niud rthma T , mille saame rihmast E™» Hea-
des summeetriaelementidena p6drded nelja kolmandat jéarku
telie Umber. Ruhma D, esituse A Dbaasifunktsioon korrutub
pooretel 3-ndat jarku telje Umber £ , £ 2 voi £ 3 «1l -ga.
Kolmandat jarku teljed on ekvivalenteed. Esituse A asemel
saame niud kolm uhemddtmelist taandamatut esitust (Uhikesi-
tuse ja kaks kaaskompleksset esitust). Tingimusest 1 + 1 <«

+ 1 + x2 = 12 jargneb, et x =3, s.t. peab olema veel (ks
kolmedimensionaalne taandamatu esitus. Selle me saame, vOt-
tes baasiks ruhma esituste , Bg Jja B baasifunkt-
sioonid koos. Koordinaattelg! x, y, z vdib vaadelda 2 jar-
ku telgedena, kolmandat jarku teljed oleksid siie vaetava
kuubi diagonaalid. Esituse 3 baasifunktsioon ei muutu p6d-
retel x-telje Umber, kuid muudab aadrgi poddretel y Ja =
telje Umber. Siit saame pdordeid esitavate maatriksite
esimesed read. Uurides analoogiliselt esituste B~ ja 3"
baasifunktsioone, saame
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Karakterid vOrduvad - 1.

Vaatleme niud pddrdeid kolmandat jéarku telgede Umber* Vaa-

deldavas esituses me voime baaaifunktsioonideks votta liht-
salt koordinaadid x, y, z. Poéordel* vastab teiten-

due x —-*y, y-—-*z, z—*x, (vt. joonis 18) nii et

(1)

Tdepoolest,

Joon. 16

Analoogiliselt leitakse Ulejaanud maatriksite kujud.
Vastavad karakterid on kdik nullid.

Elementidele 2 vastavate maatriksite leidmine on
nuad lihtne. Naiteks,

/ b ./0 1 0\ /0 1 °\ /0 0 1
(c~j =10 0 1 j(O0 0 1j - 1 0 O
\1 0 0/ \1 0 U N0 1 O

Ka aiin on karakterid nullid.

Lépuke vaatleme isomorfeeid rihmi T ja 0 . Ruhma
Tj saame ruhmast T , lisades peegeldused tasandites,
millest iga Uksik labib kahte kolmandat jarku telge. RUhma
T Uhikesituee baasifunktsioon vdib olla summeetriline vdi
antisummeetriline nende peegelduste suhtes, mis annab rihma
Tj jaoks kaks uhemdotmelist esitust. Funktsioonid, mis kor-
rutuvad £ vOi £ 2 -ga pooretel kolmandat jarku telje um-
ber rihmas T , lahevad lle teineteiseks peegelduse korral
tasapinnas, rais labib seda telge. Saame Uhe kahemddtmelise
esituse. LOpuke, riuhma T kolmemdotmelisest esitusest saame
kaks kolmemédtmelist esitust rihma T d jaoks. Kokku saame
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kaks Uhem8otmelist, Uhe kahem8dtmelise- ja kaks kolmem&dtme-
list esitust, nii et tingimus 12 + 12 + 22 32+ 32 » 24
on taidetud.

ulejaanud punktrihmade taandamatute esituste leidmine
on juba paris lihtne, arvestades, et need rihmad avalduvad
juba vaadeldud rihmade ning voi oteekorrutistena.
Nimelt:

-3d = -3 x -1

—3h "C¢3 X £s -2h X fii w6h = h X i
~h X gi sah = Ua X £i ih =T xc: (17,3)
s6h =6 X gi g6 - £3 % oh * 0 XCA .

Igal sellisel otsekorrutisel on kaks korda rohkem taandama-
tuid esitusi vOrreldes lahterihmaga. Pooled neist on summeet-
rilised -, pooled antisummeetrilised inversiooni (vdi peegel-
duse CR korral) suhtes. Nende esituste karakterid saame
lahteesituse karakterite korrutamisel - 1-ga.

Saadud punktrihmade taandamatute esituste karakterid
on toodud lisas nr. 1.

Ruhma elementide sumbolite ees seisvad arvud naitavad
elementide arvu vastavas klassis (tabelite veerud vaetavad
erinevatele klassidele).

Uhedimensionaalseid esitusi tahistame A ja B -ga,
kahemddtmelisi E -ga ja kolmemddtmelisi F -ga.” Esituste
A baasifunktsioonid on siUmmeetrilised - ja eeituste B baa-
sifunktsioonid * antisimmeetrilised podretel rihma pohilise
eummeetriatelje Umber. Peegelduse 6 ~ suhtes erineva sum-
meetriaga esitusi eraldame indeksitega "prim" ja "eekund".
Indeksid g ja u téhendavad vaetavalt summeetriat ja an-
tisimmeetriat inversiooni suhtes. Nagu me hiljem néeme, tu-
leb fllsikalistest kaalutlustest vaadelda kahte kaaekomp-
leksset esitust koos Uhe kaks korda suurema dimensiooniga
esitusena, X, y ja z esituse siUmboli juures naitavad vaeta-—

1 Rdhma jaoks on toodud ka Uks teine tahietueviis.
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vait millisele taandamatule esitusele teisenevad koordinaa-

did iee. Pohiliee siUmmeetriatelje suunake on kd&ikjal valitud

*-telje suund.

V. RUHMATEOORIA JA KVAMTMEHAANIKA.
§ 18. Taandamatud esitused ja termide klassifikatsioon.

Ruhmateooria meetodid annavad lihtsa v6éimaluse fllsika-

lise sisteemi energiaseisundite klassifitseerimiseks.

Schrodingeri vdrrand, mis kirjeldab vaadeldavat sistee-

mi, peab ilmselt olema invariantne selle slUsteemi suUmmeet-

riateieenduate suhtes. TOepoolest, péarast silrameetriateisen-

ciuae rakendamist saame oma suUsteemi téapselt endisel kujul
tagasi ning loomulikult ei aaa midagi muutuda seda susteemi

kirjeldavas vdérrandis, ja kui vdrrandi kuju peakski muutuma,

peab saadud vdrrand olema tapselt samavaarne lahtevérrandiga.

Olgu meil mingi vaadeldava suUsteemi sumraeetriateisen-

dus, millele vastava operaatori tahistame K . Susteenmi

Gchrodingeri voérrand olgu

Ho . =EF9 - i * 1
X ni nT

.. Fo. 1S»1
ni C1lS»l)

Cldnuse méttes ree eeldame, et energia omavaartus Eu on

f-kordselt ko&édunud, s.t. talle vaatab, f erinevat omafunkt-

3iooni, mis kuuluvad aga kdik Uhele energiale

Hakendarae nuaud (18,1) mdlemale poolele summeetriatei-

sendust K

mV~Anl* (18,2)
Kuna voérrandid (18,1) ja (18,2)
vaarsed , siis KVni

peavad olema sama-

peab andma energiavaartusele En kuu-
luvate lainefunktsioonide nk( k = 1...F)

lineaarkombi-
natsiooni (Gaik on konstandid)
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(18,3)

Valemite (18,1) ja (18,3) abil leiame

-1 alkHWnll - En £ ailc™>nk

ning valemitest (18,2) ja (18,3) jfirgneb teiselt poolt

Vorreldes saadud tulemusi, naeme, et summeetriaoperaa-
tor kommuteerub hamiltoniaaniga

AN AA
HK - KH m 0. (18,4)
Seega on kehtiv vdrrand
K(HV) = H(KV) * E(K™), (18,5)

s.t. kui ® on hamiltoniaani omafunktsioon omavaartusel B,
siis ka Ko on samuti hamiltoniaani omafunktsiooniks samal
energiavaartusel.

Parast summeetriarihma elementide rakendamist funktsi-
oonile, mis rahuldab Schrédingeri vdrrandit mingil energia
omavaartusel, saame uuesti selle vorrandi lahendi sama ener-
giaga.

Niisiis, summeetriateisenduste korral (milliseid omab
antud fuusikaline susteem, loomulikultt) teisenevad statsio-
naarsete seisundite omafunktsioonid, mis kuuluvad samale
energiavaartusele, teineteise kaudu , s.t. moodustavad sum-
meetriarihma mingi esituse baasi. On vaga oluline, et see
esitus on taandamatu.

Toepoolest funktsioonid, mis teisenevad teineteise kau-
du sUmmeetriateisendustel, peavad igal juhul kuuluma samale
energiavaartusele; kuid omavaartuste kokkulangemine mitmel
funktsioonide ruhmal (milleks vdib lahutada taanduva esituse
baasi), mie ei teisene teineteise kaudu, oleks taiesti eba-

1 K tulemuseks voib olla kas sama funktsioon
méni teinenlfunktsioon ¢ k kddunud F R
gaet vOi viimaste lineaarfiombinatsioon (18,3). bsimesed
juhtu on (18,3) erijuhud.
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toendoline juhus (kui ainult selleks ei ole erilisi pbhjusi).

Seega vastab igale sisteemi energianivoole mingi selle
slisteemi summeetriartihma taandamatu esitus. Selle esituse
dimensioon madrab energianivoo kddumise astme (erinevate
lainefunkteioonide arvu, mis kuuluvad samale energiale ja
stmmeetriateisenduste korral teisenevad teineteise kaudu).

Spektroekoopias mdistetakse termide klassifitseerimise
all kindlale energianivoole vastavate lainefunkteioonide
siimmeetriaomaduste leidmist. Lihtsa vdimaluse selleks annab
meile riuhmateooria. Ilgale termile tuleb omistada mingi siUs-
teemi taandamatu esituse indeks. Erineva simmeetriaga termi—
ae liike vBib olla nii palju, kui palju on simmeetriarihmal
taandamatuid esitusi. Kindla summeetriaga, kuid erinevaid
terme voib aga sisteemil olla ilmselt rohkem kui Uks. Antud
termile vastavad lainefunktsioonid teisenevad simmeetriatei-
sendustel nagu vastava taandamatu esituse baasifunktsioonid.
Teades taandamatut esitust, teame automaatselt ka uuritava
termi kddumise kordsust. Termide eneste paigutuse leidmine
(energeetilises skaalas) eeldab juba vastava Schrodingeri
vorrandi lahendamist.

MBningad markused on vajalikud kaaskomplekssete laine-
funktsioonide kohta. Probleem seisneb Schrédingeri vorrandi
sUmmeetrias aja margi muutumise suhtes.

Hagu teada, on magnetvédlja puudumise korral (slisteem
vOib asuda aga véalises elektrivaljas) Schrodingeri vorrand
invariantne aja margi muutmise suhtes. Vaatame algul spiniga
0 osakest — teda kirjeldab just Schrodingeri vOrrand, kuna
elektroni spini arvestab Diraci vOrrand.

2
~ ImAN X,T) + V(O)<P(x,t) = ib - (8,6

Statsionaarsete olekute puhul on V (X,t) ajast sdltuv
osa eraldatav

i -ft
=X, =e I 020 as,n
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Muudame niid vorrandis (18,6) aja margi, s.t. —* —t.
Siis saame

-l iR (x )+ V(X)<4>*(x,t) *-ib , 08,3)
kus VAX,Et) =e™ o X

Saadud vorrand (*18,8) on aga identne selle vorrandiga,
mille me saaksime (18,6)-st, vottes seal vOrduse mdlemast
poolest kaaskompleksse ja aja marki mitte muutes. Seega on
vorrandid (18,6) ja (18,8) samavadrsed ning vorrand (18,6)
invariantne aja margi muutmise suhtes. Teisendus t —* -t ra-
kendatuna lainefunktsioonile tahendab ¢ —md*.

Olgu meil lainefunktsioonide kogu, mis kuulub mingile
hami I'toniaani ruumilise summeetria tdttu kddunud energiavaar-
tusele ja teiseneb vastavalt taandamatule esitusele D . Mo-
jJjudes sellele funktsioonide hulgale aja margi muutmise operaa-
toriga, me saame jallegi mingi funktsioonide hulga, mie kuu-
lub samale kodunud energiavaartusele, kui hamiltoniaan on in-
variantne aja margi muutmise suhtes. See uus funktsioonide
hulk teiseneb vastavalt kaaskomplekssele esitusele D* ja
voib olla kas algfunktsioonide lineaarne kombinatsioon voi
neist lineaarselt sdltumatu. Viimasel junul oleks tegemist
taiendava koddumisega. Siin on vOimalikud jargmised juhud:

a) D ja D* on mdlemad ekvivalentsed Uhe reaalse taan-
dumatu esitusega,

b) D ja D* on mitteekvivalentsed,

c) D ja D* on ekvivalentsed, kuid neid ei saa korra-
ga teha reaalseks.

Uurimine nditab, et juhul a) tdiendavat koddumist ei ole,
Jjuhul b) kddumise aste kahekordistub ja esitused D ja D#
vastavad samale energiavaartusele. Juhul c) kahekordistub ko-
dumise Kkordsus. 4

Niisiis, kui ¢ ja <P*moodustavad erinevate taandamatu-
te esituste baasi ja sUsteemi hamiltoniaan on invariantne
teisenduse t —* -t suhtes, tuleb neid kahte esitust vaaael-
da koos kui Uht kaks korda suurema dimensiooniga esitust.



Millise juhuga &), b), c¢) on meil tegemist, vOib Kkind-
laks teha valemi abil

g juht a)
0 juht b) (18,9
-g junt ¢ ,

kus g on ruhma jark ja X(G IO) summeetriaruhma elemendi
ruudu karakter uuritavas taandamatus esituses D .
Poolarvulise spiniga osakeste korral on situatsioon vei-
di erinev. Lainefunktsioonideks on siin spiinorid ja teisen-
dusele t —"m-t ei vasta lihtsalt kaaskompleksse votmine,
t —* -t -le vastab siin operaator, mis = spiinori viimine
kaaskompleksseks *13y> kus Sy on Uks Pauli maatriksitest.
Lahem uurimine naitab, et kddumise kordsus kahekordis-
tub nitud juhtudel a) ja b), kuid mitte juhul c). Kui hamil-
toniaan on invariantne aja margi muutmise suhtes, on iga
energianivoo igatahes vahemalt kahekordselt* kddunud ja seda
kddumist ei ole voimalik kaotada mingi valise elektrivalja-
ga. Viimane tulemus on tuntud Kramersi teoreemi nime all.1l
MiT s «0 kui ka s = korral jatab teisendus t—» -t
muutmatuks koigi koordinaatide margid, kuid muudab margid
vastupidiseks koikidel momentidel.
Kui magnetvali on nullist erinev, puudub simmeetria-
teisenduse t —» -t suhtes ning V ja ¢* kuuluvad erine-
vatele energiatele.

819. Termide 1dhenemine.

Vaatleme nlud termide Idhenemise probleemi. Slsteemi
stimmeetria muutumisel muutub ka energianivoode klassifikat-
sioon. Veelgi enam, vOib muutuda termide kdduvuse aste. Kui
see vaheneb, on meil tegemist termide Idhenemisega.”

Me ju teame, et antud kvantarvudega n,I ja m voi-
vad sama energiat omada (magnetiliste mdjude puudumise kor-
ral) kaks elektroni (s =W ), mis erinevad oma spinide pro-
Jjektsiooni poolest z-teljele.
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M&jugu mingi hairitus, millele vastab operaator V,
meie lahtesisteemile, mille haniltoniaan on ﬁo . Hairitu-
eeks vOib olla mingi valine vali, nditeks kristalli vali li-
sandi aatomi korral kristallis Jne.

Hairitud siusteemi hamiltoniaaniks on

Mm=H+v . (19,1;

Kui hairituse 0 sUmmeetria on sama nagu hairimata sls-
}eemil vOi korgem, langeb hairitud sisteemi sUmmeetria kokku
HQ sUmmeetriaga ning mingit termide Idhenemist ei toimu.

Kui aga hairituse simmeetria on madalam kui HQ-i sim-
meetria (vastates mingile hairimata sisteemi simmeetriarth-
ma alamrihmale), on hairidud slsteemi siUmmeetria maaratud
hairituse V sUimmeetriaga.

Lainefunktsioonid, mis teostasid hairimata slsteemi
sUmmeetriarihma taandamatu esituse, annavad ka ndud mingi
esituse fi-le vastava madalama simmeetriarihma Jaoks, kuid
see esitus vOib juba osutuda taanduvaks. Viimane asjaolu ta-
hendabki k&dunud termide Idhenemist sisteemi sUmmeetria ala-
nemisel.

Kui hairituse V suUmmeetriaruhm ei ole Mo summeetria-
rihma alamrihmaks, tuleb seisundeid vahetult klassifitseeri-
da vaetavalt H-stmmeetriaruhmale ning uute termide vahetu
seostamine ﬁQ termidega ei ole voimalik.

Termide I6henemise uurimiseks, s.t. uue termide pildi
leidmiseks tuleb l&hterihma taandamatu esitus lahutada hai-
rituse simmeetriariihma taandamatuteks esitusteks. See taan-
damisprotsess on teostatav meile karakterite teooriast tun-
tud valemi (15,3) abil:

a<> -1 £X(G)XC>(O)*

Siin tadhendab X(G) rihma elemendi karakterit taandu-
vas esituses, ta langeb lihtsalt kokku V summeetriarihma
elemendi karakteriga ﬁo esituses,dnillele vgstab uuritav
hairimata siUsteemi energianivoo. XT(G) on V sUmmeetria-
rihma taandamatu esituse b karakterid, a ” naitab, mi-
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tu korda vaetav taandamatu esitus esineb taanduvas ning
maarab seega termide I6henemise Dildi. Kui ainult Ukd*

m 1 ning kdik teised m 0 , el toimu Idhenemist,
g on riithma jark.

Vaatleme méningaid naiteid.

1. Kuidas Idheneb kolmekordselt kddunud energianivoo,

mis vastab siUmmeetriarihma taandamatule esitusele F,
hairituse mojul, mille simmeetria on n
Rihma G- elementide karakterid taanduvas esituses,
mis vastab taandamatule esitusele ¥0 on (vt. vastavaid
karakterite tabeleid lisas nr. 1)
E -
X(G)

Taandame selle esituse:

aA.,) *J(4.3+2.0+3.1) * 1
a(A2) m M(3+0-3) =0
a(E) “£(6+0+0) * 1
Seega me oleme leidnud, et F2 m A~ E
Esialgselt kolmekordselt kddunud term Idheneb niud ka-

heks: kddumata termiks ning kahekordselt kddunud ter-
miks E . Taiel mdaral kddumine ei kao.

2. Eelmine uUlesanne kui hairituse simmeetria on madalam

S-0. _oy
Analoogiliselt eelmise ulesandega saame
E c2 *y?
X(6) 3 -1 1 1
a(Al) « J(3-1+1+1) -1 a(B2) « 1(3+1-1+1) =1
a(A2) - 1(3-1-1-1) « 0 a(Bl) = 1(3+1+1-1) =1

ja P2= A1+B1+B2 .
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Summeetria C2v, korral toimub Juba Jd kolmekordselt
kddunud termi taielik I6henemine. Seda tulemust oleks olnud
kerge ette naha, kuna rihmal -2v on vaid Uhedimensionaal-
eed esitused, s.t. selle simmeetria korral ei saa olla kddu-
mist.

20. Jaavuse seadused.

Teeme veel mdned markused nn. jaavuse seaduste kohta.
Nagu teada, tahendab mingi operaatori (mis ei sisalda aega
ilmutatud kujul) kommuteerumine hamiltoniaaniga, et sellele
operaatorile vaatav fulusikaline 3umrna on ajas jadv. Seega
annavad (18,4) tuupi valemid meile mitmesuguseid jaavuse
seadusi -

Vaadeldes ruumi ja aja (neliruumi) mitmesuguseid sUm-
meetriaomadusi, jOuame vastavatele jdavuse seadustele mitme-
suguste fllsikaliste suuruste jaoks, kuna neid simmeetria-
teisendusi esitavad operaatorid osutuvad just teatud fulsi-
kalistele suurustele vastavateks operaatoriteks.

Ruumil ja ajal on jargmised simmeetriaomadueed:

1. Puudub ruumi absoluutne tsenter ja aja absoluutne
alguspunkt, see téhendab invariantsust neliruumi koordinaa-
distik nihete suhtes.

2. Kd8ik ruumisuunad on samavaarsed, mis tdhendab inva-
riantsust kolmruumi podrete suhtes.

3. Neliruumi koordinaadistiku teisendustel peab kehtima
relatiivsusprintsiip, mis matemaatiliselt valjendub invari-
antsuses Lorentzi teisenduste suhtes.

Nagu naitab lahem vaatlus, Jargneb ndudest 1) energla-
impulssvektori jaavue (kolmruumi nihetest impulsi kolme kom-
ponendi jaavus ja ndudest aja absoluutse alguspunkti puudumi-
se suhtes energia jaavue).

Noudest 2) jargneb impulssmomendi kolme komponendi jéfe-
vus .

Ning I8puks, ndudest 3) jargneb masskeskme koordinaati-
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de konstantsus.

Teisendused 1), 2) ja 3) kokku aimavad 10-parameetrili-
se neliruumi simmeetriateisenduste rthma, millest jargnevad
fulsikas tuntud 10 jadvuse seadust. See tulemus on tuntud
Noetheri teoreemi nime all.

Vaatleme naiteks juhtu 1) kolmruumi koordinaadistiku
nihke suhtes. Niisiis, me nBuame vaadeldava fulusikalise sils-
teemi hamiltoniaani invariantsust koordinaadistiku paralleel-
nihkel mistahes kaugusele, Oieti piisab selle tingimuse tait-
misest mistahes Idpmata vaikese paralleelnihke jaoks, kuna
siis on ta tdidetud ka iga 16pliku suurusega nihke jaoks.

Lopmata vaike paralleelnihe kaugusele & r tahendab
teisendust r —» r + °r Seejuures teiseneb meelevaldne
koordinaatide funktsioon V(r) funktsiooniks

o(r) » 0 D+ £rgrado @ ,

kus grad "(r)“j~ T +8“7TF »

ehk
o(r) * @ +$ r grad)y - (7). (20.1)

Sulgudes olevat avaldist 1 +£ r grad vOib vaadelda
kui I0pmata vaikese nihke operaatorit, mis teisendab funkt-
siooni ¢ (?) funktsiooniks ¢ (r + ~ r) - ks.

NBue, et mingi teisendus K el muuda hamiltonj.aani,
tahendab, et R(fiz®) * H(K®), a.t.

KH - HK = 0,
ja need operaatorid kommuteeruvad.

Kuna Uhikoperaator (korrutamine Uhega) kommuteerub iga
operaatoriga ja fr oli meelevaldne, peab antud juhul keh-
tima

grad H - H grad = 0O,
ehk
(-ifigrad) H - H (-ihgrad) = O.
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Kuld
p < -1 b grad (20,2)
ongi impulesoperaator. Seega
pH- H-p>0 , (20.3)
mis aga tahendab, et
p-0,

niisiis impulsi jaavust.
Analoogilised on arutluskdigud ka teistel juhtudel.
Seega on fllsikas tuntud jadvuse seadused aja ja ruumi

Uldiste simmeetriaomaduste peegelduseks.
$21. Valikureeglid hdiritusteoorias.

Ulemineku tdendosus ajaihiku kohta seisundist * seisun-
disse B on vastavalt hairitusteooriale vordeline jargmise
maatrikselemendi ruuduga

"«p"lJIV M rf @L.D

kus V on Uleminekuid pdhjustava hairituse operaator.

Valikureeglite leidmiseks, s.t. vOimalike Uleminekute
kindlakstegemiseks, mis toimuvad hairituse V mdjul, tuleb
selgitada juhud, millal maatrikselement

JtyVXdT <21-2)
osutub nullist erinevaks. See on hdlpsasti teostatav ruhma-
teooria meetoditega.

Toestame esialgu Uhe teoreemi. Nimelt: olgu ¢ the
mittethikuliee taandamatu esituse baasifunktsioon. Siis in-
tegraal Ule kogu ruumi sellest funktsioonist peab olema null

ld1 dt =0~ (1,3)

Integraal tle kogu ruumi peab olema ilmselt invariantne
mistahes siUmmeetriateisenduse S suhtes, kuna ta on mingi
konstant, mille vaartus ei soltu kogu ruumiga teostatavatest
summeetriateisendusteat (kui meil oleks tegemist ainult Uhe
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ruumiosaga, poleks see nii ). Seega

N«dl’ . sJvfO dT —JICﬁUﬁT.

Summeerime nidd selle vdrduse iile kdigi rihma elementi-
de. Seejuures korrutub vorduee vasak pool lihtsalt rihma jar-

guga ¢
Now

kb.U" iga taandamatu mittethikulise esituse jaoks kehtib in-
dentselt

0~ .

mis on erijuhuks meile tuttavast valemist (14,3)

G ki Im fZ 6tp OKI °im »

Im * SeeSa olemegi tdestanud (21,3).

Kui . kuulub taanduvale esitusele, on jVvjdf nul-
list erinev ainult eel juhul, kui see taanduv esitus sisaldab
endas Uhikesitunfc.

Maatrikselement (21,2) osutub nullist erinevaks ainult
siia, kui kogu integraalialune funktsioon teiseneb vastavalt
susteemi sUmmeetriarihma uhikesituse baasifunktsioonile. Tea-
des hairituse V simmeetriat, on niid kerge leida valiku-
reeglid.

Vaatleme algul Uleminekuid skalaarse hairituse F mo-
jul, s.t. tuleb uurida skalaari maatrikselementi

j<pGof~oodr . 1.9

Siin numereerivad indeksid i1 ja K k&dunud seisun-
deid. Teisenegu ¢ ~ “Ma Vv ~ vastavalt taandamatutele esi-
tustele D ja D “J . Wende korrutis teiseneb siis nagu
vastavate esituste otsekorrutis X - Kuha f on
invariantne kdigi teisenduste suhtes, teiseneb kogu integraa-
lialune funktsioon nagu X .
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(21,4) on nullist erinev ainult siis, kui D(.O X DO*)
sisaldab Uhikesitust. Kuid * +  korral IT*" x D " ei si-
salda Uhikesitust, aga kui @ =p , siis D* x D sisal-
dab alati Uhikesitust Ja nimelt (ks kord.

Skalaarse h&irituse korral on voimalikud Uleminekud ai-
nult sama tiupi seisundite vahel («*=P )> s.t. seisundite
vahel, mis vastavad samale taandamatule esitusele.

Olgu nuud Uleminekuid pdhjustavaks hairituseks vektori-
aalne suurus, V = A , nait. diipolmomente Selle vektori

komponendid , Ay Ja Az teostavad simmeetriarihma min-
gi esituse da -

Integraalialune funktsioon teiseneb nuid
nagu otsekorrutis x DA x - Lubatud Ulemineku kor-
ral peab selles korrutises sisalduma Uhikesitus. See tahen-
dab, et korrutis x DA peab sisaldama esitust D ~
Lahutadee X DA taandamatuteks esitusteks, leiamegi
seisundid, millesse on voimalikud Uleminekud " -st hai-

rituse X mOjul. Analoogiliselt voib leida valikureeglid ka
tensorhairituse mojul "e.

Konkreetse naitena vaatleme valikureegleid diipoliJe-
minekute Jaoks sUmmeetriarihma O korral.

Diipolmoment |1 teiseneb vastavalt taandamatule eritu-
sele = Alljargnevas tabelis 3 on toodud karakteiid
taanduvate esituste X Jaoks, nad on lihtsalt /as-
tavate esituste karakterile ~ korrutised.

Tabel 3»

E 8 3c2 6C2 6c4
Al X P1 3 0 -1 -t 1
A2 x P13 0 ! ! o
E x P1 6 0 -2 c 70
P2 x P, 9 0 1 -1 -
1 1»1 9 16 1 ! !

Teostades nende esituste taancisinise, leiame



PL XAT 21> pl x *2 “ P2 *  F1 x E =Pl + 22
P1 x FE+PL+P2, P x?2=A2+E+PLl+P2*

Siit jargnevad lubatud Uleminekud
-*Aj , P*, P2, E; ?2 «=a2, E, ?2 -

Kui arvestada ka simmeetriat inversiooni suhtes, siis
on kdik termid kas summeetrilised vOi antisimmeetrilised in-
versiooni suhtes (nn . paarsus). Toepoolest, kaks korda jar-
jest teostatud inversioon peab andma Uhikteisenduse ning see-
ga inversioonioperaatori | omavaartusteks on - 1. Paaris Ja
paaritute seisundite korral vastavalt 1¢ =¢ VvOi m -0
Diipoluleminekute korral on lubatud Gleminekud ainult erine-
va paarsusega seisundite vahel, kuna IM * -M (M on tava-
line polaarne vektorl), s.t. selleks, et maatrikselemendis
integraalialune funktsioon ei muudaks inversiooni korral mar-
ki, peavad ja Vjj olema erineva paarsusega.

Kui diipolmomendi erinevad komponendid teisenevad eri-
nevate taandamatute esituste jargi, tuleb valikureeglid lei-
da eraldi iga komponendi jaoks.

Lisatud punktrihmade karakterite tabelites on esitused,
millele vastavalt teisenevad diipolmomendi komponendid tahis-
tatud X, y, z -ga esituse sumboli jarel.

Senini me vaatlesime 16plikke rdhmi* nidd tutvume ka pi-
devate rihmadega, mis on eriti olulised vabade aatomite oma-
duste uurimisel.

Polaarseteks vektoriteks nimetatakse selliseid, mis
muudavad inversiooni korral marki. Aksiaalsed vektorid (nai-
teks kahe polaarse vektori vektorkorrutis) el muuda inversi-
ooni tulemusel oma marki.
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VI. PIDEVAD RUHMAD.
822. Pidevad punktrihjnad.

Korvuti I6plike punktrihmadega eksisteerivad ka punkt-
ruhmad I6pmatu arvu elementidega (pidevad punktrihmad). Need
on aksiaalse (telg-) ja sfaarilise (kera-) simmeetria rih-
mad.

Lihtsaim aksiaalse summeetria ruhm on C~, mille ele-
mentideks on pdorded CtyO meelevaldse nurga f vOrra Umber

kindla telje. Seda ruhma voib vaadelda kui rihma piir-
vaartust
C =HlmcCn . 22,)
m ~
Summeetriarthma C rrv , kus elementidele lisandu-

vad veel peegeldused <K mistahes tasapindades, mis labivad
telge, omab molekul, milles aatomid asuvad Uhel sirgel. Kui
selline molekul on simmeetriline oma keskpunkti suhtes, s.t.
summeetriarihma elementide hulgas on veel ka inversioon, on
elmmeetriarihmaks = R0x C .

Taieliku kerasimmeetria ruhm K~ sisaldab podrdeid
meelevaldse nurga vorra Umber telje, mis labib tsentrit ja
peegeldusi mistahes tasapinnas, mis 18bib seda punkti. See
on isoleeritud aatomi summeetriaruhm. Alamrihmaks on siin
kolmemdotmeline podrete rihm K .

*Kx Cx . 22,2

Elemente vOib pidevas rihmas eristada Uhe vdi mitme pi-
devalt muutuva parameetri vaartustega. Naiteks ruhma K kor-
ral on nendeks kaks nurka, mis madravad telje suuna, ja kol-
mandaks poordenurk selle telje Umber.

tuldised 16plike punktriihmade omadused kehtivad ka pide-
vate rihmade korral. Ainult rthma jargu 16plikkusega seotud
vaited kaotavad loomulikult mdtte.

Rihmas  Cn,, on koik summeetriatasandid ekvivalentsed,
s.t. koik peegeldused 6V moodustavad ihe klassi elementide
pideva reaga. Poordetelg on kahesuunaline. Siit tdleneb pi-
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dev klasside rida, igaiks neist sisaldab 2 elementi C(-F).
Rihmas K on kdik teljed ekvivalentsed ja kahesuunali-
eed. Klassideks on poorded \A\ vOrra mistahes telje Umber.
Ka esituse mbiste uldistub pidevate ruhmade korral ana-
loogiliselt. Iga taandamatu esitus sisaldab pideva maatriksi-
te rea, kuid teineteise kaudu teisenevate baasifunktsioonide
arv on Io6plik. Viimased voib valida alati nii, et esitus
oleks unitaarne. Pidevatel rihmadel on Idpmata palju taanda-V
matuid esitusi, kuid nad moodustavad diskreetse rea. Summee-
rimine Ule rdhma elementide asendub nildd iIntegreerimisega

Vaatleme niud lahemalt kolmemddotmelise poorete rihma
esitusi. He oleme nendega Oieti tuttavad Juba kvantmehaani-
kast. On Ju summaarse impulssmomendi operaator I6pmata vai-
kese podrde operaator. Ta omavaartused j iseloomustavad
lainefunktsioonide kaitumist ruumiliste pdbrete suhtes. Antud
J -le vastab (2] +1) erinevat omafunktsiooni, mis erine-
vad podrdimpulsi projektsiooni poolest valitud teljele ja
kuuluvad kbik (23 + 1) -kordselt kddunud energianivoole.
Koordinaadistiku podramisel teisenevad need funktsioonid tei-
neteise kaudu, Reostades poorete rihma taandamatu esituse,

J on kas tais- vOi poolik arv, seega on taandamatute esitus-
te dimensioonid 2j + 1 koik taisarvud 1, 2, 3 ... .

Kuna the klassi elementide karakterid on vordsed, pii-
sab vaid z-telje Umber teostatavate pdorete vaatlemisest.
CgCf) korral mdarab lainefunktsiooni kaitumise poordimpul-
si  z-komponendi omavadrtus m , mis antud j korral omab
vaartusi vahemikus -jz mf£ j .

- .1Bdp1 . 22,3)

Seega on teisendusmaatriks 2j + 1 Tfunktsiooni teise-
nemisel Cx(f) korral jargmine:
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-10-1)r -t

....... -.....o W&l (22,4)

Siit leiame J -nde taandamatu eeltuse karakteri jaoka

X (i)(f ) - ;ICJfOFB__*. -4y 2.5
e7-1
voi 16plikult
a ein (g+&) f
X J4aft) cin 5 * C22»6)

Selle valemi alueel toimubki kolmemdotmelise pddrete
ruhma taandamatute esituste karakterite arvutaminee

Kui jJ on poolik arv, tulevad siese mdningad kompli-
katsioonid. Nimelt X(¥Y + 2*) » -X (f ) (taisarvulise |
korral X (f + 24:) * X ( Poordel 2* vdrra, mis vas-
tab Uhikelemendile, muudavad esituse baasifunktsioonid mér-
ki. Poolarvulise J -ga esitused osutuvad kaheeteks. Igale
riihma elemendile vastab kaks maatriksit vastasmargiliste ka-
rakteritega. Neid probleeme me vaatleme l&hemalt jO1® MSE®
paragrahvis.

Vabal aatomil on ka sUmmeetria inversiooni suhtes, mie,
nagu me juba teame, maarab seisundi paarsuse. Uksiku osake-
se jaoks, nagu teada

Pj(cosO)eim” .

Sfaarilises koordinaadistikus tdhendab inversioon jarg-

misi teisendusi

r *—r, ehk r-*r, Q-Z -0, f- f +4

Seega invereiooni korral e*m”~ korrutub (-1)m-ga ja
PA(-co80) * (-1)I_mP~(cos 0) ning invereiooni moju

—71-



kogu lainefunJctsioonile on
1 - (-D1 . 2,7

Paariaarvulise impulssmomendi omavaartusega seisundid
osutuvad inversiooni suhtes paarlsseisundeiks.

Kuna diipolileminskud on voimalikud ainult erineva paar-
susega seisundite vahel, siis rahuldab tuntud valikureegel
al « - 1 ilmselt seda nduet.

Aatomi hamiltoniaan on veel invariantne elektronide
transpositsioonide (vahetuste) suhtes vaetavalt mikroosakes-
te eristamatuse printsiibile. Uitterelatlvistlikus lahendu-
ses on suUsteemi koordinaat- ja spinfunktsioonid eraldatavad
(kogu lainefunktsioon on nende korrutis). VOib radkida trans-
positsioonide riuhma taandamatutest esitustest, mis teostatak-
se koordinaatfunktsioonide poolt. Transpositsioonide rihma
taandamatu esitus médrab ara aatoral koguspini.

Hende kisimuste po&hjalikum esitus on toodud naiteks Lan-
dau ja LifAitsi "Kvantmehaanikas .

8§23. Loplike punktrihmade kahesed esitused.

Nagu me négime, vaetavad sisteemi seisunditele poolar-
vulise spiniga X< seega ka poolarvulise summaarse impulss-
momendiga selle slsteemi punktrihma kahesed esitused. See
on nii pidevate kui ka 16plike punktriuhmade korral.

Loplike punktrihmade kaheste eeituste leidmiseks kasu-
tame Bethe poolt antud meetodit.

Toome puhtformaalselt sisse uue rihma elemendi Q-pddr-
de nurga 2% vOrra. Loeme

Q fFE , kuid Q2 = E. (23,D)
Siis, nagu kerge naha
c” » Q ja C2n= E. (23,2)
Kuna inversioon kommuteerub iga pddérdega, on endiselt I2 =1.
Seevastu, arvestades, et SN = | C2
d2 «Q ja d4 « E. (23,3)
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Resultaadina me saame fiktiivse ruhma, millel on kaks
korda rohkem elemente kui léhterihmas. Need on nn. kahesed
punktrihmad. Nende sissetoomise mdte seisneb jargnevas. Te-
geliku punktrihma kahesed esitused osutuvad vastava kahese
rihma jaoks juba tdelisteks esitusteks ning siin on raken-
datavad endised rihmateooria meetodid ja laused.

Klasside arv kaheses rihmas on suurem kui lahterihmas,
kuid Uldiselt mitte kaks korda*

Kuna Q kommuteerub iga ruhma elemendiga, on ta ala-
ti ise Uheks klassiks. Kui poordetelg on kahesuunaline,
siis kaheses rihmas osutuvad elemendid Cuy ja Cn “~n

konjugeerituiks ja kuuluvad Uhte klassi*

Poorded C2 ja C2Q kuuluvad kaheses rihmas alati sa-
masse klassi. Sel juhul (22,6) jargi X(C2) * 0 ja kahesust
tegelikult ei ole X(*") « X(3™) =

Kaheseid rihmi tahistatakse indeksiga "prim" rihma
sumboli juures. Kahesed rihmad on tsuklilised.K6ik nende
taandamatud esitused on Uhemdotmelised ja kergesti leitavad.

Vaatleme naiteks elementide klaesideks jagunemist rih-
mas T". Ruhmas T. on teist jarku teljed ekvivalentsed ja
kahesuunalised, kolmandat jarku teljed on aga ainult ekvi-
valentsed. Seepdrast jagunevad rihma T" 24 elementi klae-
sideks jargmiselt:

3c2

e; q; 3C2Q; ZI;‘ 4C2; 4C3Q; 4C*Q

Kahese punktrihma taandamatute esituste hulka kuuluvadl
1) kéik esitused, mis langevad kokku lihtruhma Uheste esi-
tustega (sealjuures Q-le vastab uUhikmaatriks nagu E -legi)
2) lihtrihma kahesed esitused, seejuures Q -le vastab maat-
riks -1 . Edasi me vaatleme vaid viimaseid.

Vaatleme luhidalt nende esituste leidmist rihma T
jJaoks. Siin jagunevad 24 elementi 7-sse klassi. Seega peab
olema Uldse 7 taandamatut esitust. 4 neist langevad kokku
rithma T esitustega. Ulejaanud kolme esituse ruutude sum-
ma peab olema 12, ainuke vdimalus selleks on 4+4+4 =12
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Ja seega kdik need esitused on kahemddtmelised. Kuna X(CO)=
=X (C2Q) » 0, on see nii koigis kolmes esituses, iks esi-
tustest peab plema vahemalt reaalne, sest kompleksesitused
vOivad esineda ainult kaaskomplekssete paaridena. Olgu sel-

les esituses naiteks diagonaalkujus. Et =Q , siis
al * a2 = """ = al + a2 reaalsuse tingimusest jarg-
neb & - -e 3 Ja a2 - -e . Siit jargneb

X(C3) , XCjj) * a2 + = -1 . Jarelikult X(C™MQ)= -1

ja X(CjQ) *1 . Ulejasanud kaka esitust leiame vérdluse
teel kahe Uhedimensionaalse kaaskompleksse esitusega rihmast
T . Analoogiliselt leitakse esitused teiste kaheste rihmade
Jaoks.

Esitused, mis lisanduvad kahestes rihmades lihtrihmade
Uhestele esitustele, on toodud lisas nr. 2.

Poolarvulise spiniga siisteemide omaduste rihmateoreeti-
lisel uurimisel tuleb niisiis kasutada vastavaid kaheseid
punktrihmi .

$24_. Impulsemomentide liitmine.

RUhmateooria meetodid vOimaldavad kergesti leida ka
vektormudeliet tuntud momentide liitmise reeglid.

Olgu j* ja j2 kahe osakese impulssmomendid. Osakee—
tevahelise voimaliku mGju jatame arvestamata. Nende osakeste
energianivoodele vastavad siis 2 jl1 1)- ja Q j2 + 1)-

dimensionaalaed podrete rihma esitused D. ja D. See-
Juures on esituste baasifunkteioonideke k&mmagi oeikeee
lainefunktsioonid V la
Ji,ml nN2,m2
mi*—& **JA » ee»_ , JA .

Kui vaadelda mdlemat eeakest koos Uhe slsteemina, siis
kirjeldavad jJ» ja j2 korral koiki liitsUeteemi seisundeid

lainefunktsioonid ® 0) . . 1jed @, +1)
Ji+ 1 J2» 2 1
(2J£ +1) funktsioonid teostavad poorete rihma esituse, mis
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«n D. ja D. otsekorrutis (@©., x D. ). Lahutades ta
J2 Ji J2

taandamatuteks osadeks, leiame eeega liltsleteemi summaarse
impulssmomendi j voimalikud véaartused.

Karakterid esituses (0. x D. ) on esituste D. _ja
j1 J2 Nih

D%Z karakterite korrutised. Tahistades t* e , (22,5)

alusel, saame

X«i>(Y>xUPcr). £ « 1 £ 6ur ™ 6492°Ff nNo—
Mo <«—j » ®2
See avaldis tuleb esitada taandamatute esituste ka-
rakterite summana, s.t. kujus

d+l c*J
*

3 t-Nn
Vorrutades mblemad avaldised, korrutadee ( -1)-ga
ning avaldades summeerimise m2 - jargi, leiame

Jlj2rl ~1n2 jl-jou
oS T R

-1(£ -~

j

Kombineerides paariviisi '"+' ja Hwn margiga liik-
meid, ndeme, et summaarne impulssmoment Jj peab labima vaar-
tusi J™ - j2 ja J» ¢ j~ vahel, seejuures iga vaartust
Uks kord. Jarelikult

DR 1F*eVIz *dHZ1* " *V v <A

See on aga uUldtuntud impulssmomentide liitmise reegel.
Rihmateooria vBimaldab ka vastata kusimusele, milline
on tdenaosus suUsteemil omada kindlat Jj vaartust antud J»,
J2 Ja MU, ® korral»
See tdendosus on madratud reaksarenduse kordajate moo-
duli ruutudega, kui me arendame funktsioonid © . Xms%/’:-

mis kirjeldavad slUsteemi seisundeid antud j~, m”, J2 Ja
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*2”ga, ritta funktsioonide Jargi, mis kirjeldavad

seisundeid antud ,J2,J jJa m-ga* Siinjuures TMFT2.
dp) erl d
Fl»*l  *2**2 J *Im2 - (2*»2)

Arvutus, millel meil siinkohal pole vdimalik peatuda,
annab

N | i/@+ii-12)1 ) IN +m) 1(J-«01(2j+1)
*1*%2. "V U Hi+32+ f AJi'wni N 1C324mNi A2+ e L *
k+j L,
- (d1+I2Vni’k) , (glal+k) |
1i U-w-KJK! 1 -

Summeerimine Ule taisarvude Kk taandub summeerimisele
suurimast arvust 0 voi (J2-J1+m) kuni vaiksemani (g+m)
Ja (J-j1+J2)-st.

Vaatleme naiteks momentide liitmist juhul jJ» * 1 ja
J2 «1 (W, m2«-1, 0, 1 ). Siis I »2, 1, 0 Ja m >
»-2, -1, 0, 1, 2 =

Juht nuy mm2 - O esineb Uks kord. Arvutades (24,3)
alusel leiame

[Cool *1 * [-JJ -0» [Coo] -§ *

Nagu peabki olema, on nende tdendosuste summa Uks. Kuna
my « m2 » 0 korral on mdlemad momendid risti z-teljega, on
loomulik, et Jj wvaartus 1 siin realiseeruda ei saa. J * 2
realiseerumine omab kaks korda suuremat tdendosust kui J m O
korral.

NI «1 , m2 « 0 tulpi juhtusid on kokku neli. Siin

KT m0- Mof *2« Wol *r1 =
Bl «1 ,m2 m -1 tilpi juhtusid on kaks. Arvutus annab
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[0?2.,]2*3 ' [°i-J2"r1 ' tc'-] e« e
L6puks on reel kak* m 1 tilpi juhtu (teieeke

on - *2 m "0* Siin

[<T -0. [cli]2-"°.

Summeerides antud Jj esinemise tdenaosused, leiame

jmo Jj ¢4*0+ 2.jJ ¢ 20*1
J m1l O+4.j 2.y 20 *3
j m2 j +4>~+ 2,9 + 21 * 5.

Seega ae saime iga J esinemise jaoks tdepoolest Olge
statistilise kaalu (kddumise kordsuse). Liites momendid

1 ja j2 * 1» esinevad summaarse Impulssmomendi vaar-
tused j » 0, 1, 2 vastavalt 1, 3 ja 5 korda, mis antud J
vaartuse korral erinevad m - + m~ vaartuste poolest.

VIl. EHERGIASEISUHDID KRISTALLIDES.
8§29. Termide I18henemine kristallis.

Elektronseisundid aatomis, mis asub kristallis, erine-
vad vaba aatomi seisunditest. Rangelt vOttes omavad métet
vaid kogu kristalli elektronseisundid. Kui aga aatom (ioon,
lisandtsenter jne.) on suhteliselt ndrgas interaktsioonis
ulejdanud kristalliga, vOib viimast vaadelda valise hairiva
valja allikana. Seejuures toimub kristalli valja mojul vaba
aatomi k&dunud seisundite Idhenemine. Oluliseks osutub siin
just elektrivali, kuna magnetilised interaktsioonid on lii-
ga norgad. See vali omab sUmmeetriat, mis on maaratud: a)
kristallvdre siummeetriaga b) vaadeldava aatomi asukohaga vo-
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ree ning ei Saa olla kbérgem kui krietallvore simmeetriale
vaetaval punktrihmal.

Kui taiendav energia kristalli valjas on vaike vorrel-
des elektroni energiaga vabas aatomis, siis ei I6huta seost
Uksikute elektronide orbitaalsete momentide vahel ning samu-
ti nende epinmomentide vahel. Summaarne pddrdimpulss J sai-
litab métte. Lohenemise pilt ei olene siin véaljatugevusest,
sellest sO6ltub vaid I6henemise suurus. Tegemist on nn. ndrga
valja juhuga, mis on Uheks sagedamini esinevaks juhuks ning
me piirdume aelle vaatlemisega.

Kui I6henemise suurus on kristalli valja mdjul suurem
kui erinevate multiplettide vaheline kaugue, on meil tege-
mist nn. tugeva valja juhuga, Uldiselt raakides oleneb val-
Ja "'tugevuse aete" ka vaadeldavast energianivoost. Kdrgete
ergastatud seisundite jaoke vOib vali naiteks juba osutuda
""tugevaks', kuigi madalamate seisundite jaoks ta oli veel
nork.

Vorreldes vaba aatomiga, on sUmmeetria aatomi jaoks
kristallis alati madalam: sfaariline sUmmeetria asendub Uhe-
le I8plikule punktrihmale vastava simmeetriaga. 2J+1 kord-
selt kddunud vaba aatomi term I6heneb kristallis. L6henemi-
se pildi leidmiseks tuleb leida karakterid 2J+1 mdotmeli-
ses esituses, mille teostavad vaba aatomi lainefunktsioonid
kristalli punktrihmale. had on arvutatavad valemi (22,6)
abil. See esitus tuleb lahutada kristalli punktrihma taanda-
matuteks esitueteke.

Kristalli summeetriarihm kujutab endast uldiselt trans-
latsioonide rihma ja punktrihma oteekorrutist (vaata edasi),
kuid lisandiaatomi viimisel kristalli kaob translatsioonsim-
raeetria ja krietallvore sdlmes asuvale lisandiaatomile lle-
jJaanud kristalli poolt mdjuva elektrivalja simmeetria on maa-
ratud kristalli punktrihmaga.

Kui kristalli punktrihm sisaldab inversiooni, siis aato-
mi viimisel kristalli termi paarsua el muutu ning seega pole
oluline termi uurimine | ja temeet tulenevate ICn suhtes.

Nagu me teame, tuieb poolarvulise J korral vaadelda
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kaheseid punktrihmi.

Kui vaadeldaval aatomil on paariearv elektrone, on kris-
tallis voimalikud kddumise kordsused 1, 2 ja 3, kuna lihtsa-
tel punktrihmadel on ainult selliste dimensioonidega esitusi.

Paaritu elektronide arvu korral on /Qimalikud kddumise
kordsused 1, 2 ja 4, kuna kahestel ruhmadfel on vaid sellise
dimensiooniga esitusi, kus Q « -1 e Kuna J =" korral
2] + 1 =4 , siis iga vaba aatomi term, millel J > j Kkris-
tallis osutub tingimata Idnenenuks.

Vaatleme méningaid naiteid.

1. Kuidas I6henevad vaba aatomi termid, millel J » O,
«i 1>2» 2 ja 3 kuubilise summeetriaga kristallis? Arvutus-
tulemused on liuhidalt kokku vbetud alljérgnevas tabelis (on
toodud karakterid 2J + 1 -dimensionaalsetes taanduvates eai-
tuatea ning vastav taandamise tulemus). Punktrihmadeks on
aiin vaetavalt 1 ja E); .

Tabel 4.
J E 8c3 2 6C2 sca
0 1 1 t 1 1
1 3 0 -n -1 1 -
2 5 1 1 1 1 etF2
3 7 1 1 1 1
4c3 463 x4  3c4 x4 6C2
J E Q 4C°Q 4C3Q 3cJg  3C°Q  3C4Q  6C2Q
1 5 5 t 1 0 1 ; 0
2 B ( - U
% 4 -4 -1 1 0 0 0 0

P-ter», millel J = 1, kuubilises kristallis veel el 16-
hene. LO6henemine algab D-termist (@ * 2), mis I6heneb Uheks
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kahekordselt (B ) ja iUheks kolmekordselt ( ?2 ) k&dunud
termiks. Poolarrullse J-ga termide I0henemine algab J m ~ -
-st, mis Idheneb * G* -ks.

2. Kuldas 0I6heneb lisandlaatoml P-term kuubilises
kristallis, kui temale mdjuva kristalli elektrivalja simmeet-
ria alaneb ©°4h -le naaberaatomite tasakaaluasendite muutu-
misel nsgu alljargneval joonisel 19.

Joon. 19

Summeetria O korral vastab P-termile esitus
(vaetavad lainefunktsioonid teieenevad nagu vektori kompo-
nendid X, y, z). Inversiooni suhtes on see esitys paaritu.
Kuna terral omadused inversiooni suhtes ei.—Auutu ta I6henemi-
sel, voime me rihmade Sh Ja ~4h asemel vaadelda lihtsalt
rthmi 0 ja @ » 0 x ja Dthm x CY), nagu me
talitasime eelmises Ulesandeski.

~™  elementide karakterid taanduvas esituees, mis vas-

1-le 0-s on

E c2 2c4 202 2UE

X(G) 3 41 1 -1 -1
Edasi leiame
a(A2) -J(3-1+2+2+2)-1; a(E) «J(6 + 2) - 1.

ulejaanud taandamatute esituste esinemise kordsusi me
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el pruugi arvutada, kuna nad peavad ilmselt olema nullid.
Peab ju taandamatute esituste dimensioonide summa vOrduma
taanduva esituse dimensiooniga (siin Just 1+2*3) . Niisiis

Plu * A2u + Eu »

term P1 I6heneb kaheks: kddumata ja kahekordselt kddunud
termiks.

3. Leida I6henemise pilt heksagonaalse (Sgh) 3a tetra-
gonaalse summeetria jaoks, kui J * O, i, 2. Nagu
me teame, piisab vaid rihmade Dg ja vaatlemisest
J E c2 2C3 .o 3U2 3UE
0 1 1 1 1 1 1 o9
1 3 -1 0 2 -1 -1 * a2+e N
2 5 1 -1 1 1 1

* oy *D 4 *j

Heksagonaalse summeetriaga kristallis 18heneb vaba aato-
mi P-term juba kaheks. Tetragonaalse simmeetria korral leiame

E c2 2C4 2U2 2UE
1 1 1 1 1 -
-1 1 -1 -1 -A2+E
1 -1 1 1 =A" + BA+B2+ E
Teelgi madalama, rombilise siUmmeetriaga kris-

tallis toimub vaba aatomi termide taielik Idhenemine, kuna
punktrihmal B2jj on vaid Uhedimensionaalseid esitusi.



826. Elektronide lainefunktsioonid kristallidee.

Krietallvires on aatomid korrapéraselt paigutatud krie-
tallvore solmedesse, mis on madratud vektoritega

a*nmat + n2a2 + nN3e3 1 (6,1.)
kus on vore pbhivektorid ja n” taisarvud. Kristallis
olevale elektronile mjub seega perioodiline vali

Uulr + @ = Uu(r) » (26,2)

Defineerime nn. translatsiooni operaatori
ANAN™Mr = r + ae 26,3)

Arvestades (26,2), kommuteerub T ilmselt hamiltoniaa-
niga W
TH = HT (26,4)

ja seega on neil Uhised omafunktsioonid. Kui (M) on mingi
statsionaarse seisundi omafunktsioon, siis ka

T<P(r) = o(r + a) (26.5)

on omafunktsiooniks samal energiavaartusel. Sel juhul

V({r) « No(r + a) (26,6)
\Mm1l.
Kdige Uldisemaks seda tuupi funktsiooniks on nn. Blochi
funktsioon
" {(r) = eiS?ueE(?) , (26,7)

kusjuures C on mingi meelevaldne reaalne vektor ja funkt-
sioon u on perioodiline funktsioon vbre perioodiga

ugis@r + a) = u(r]f . (26,8)

Translatsiooni korral teisenevad need funktsioonid jarg-



Tuej. 00 - ugg (r> (26,10)

Funktsioonid V " (r) teostavad mingi translatsiooni-
s X

de rihma esituse. nk nimetatakse elektroni kvaasiimpul-
eiks perioodilises valjas. Translatsioonide rihma iga ele-
ment kommuteerub teisega, nditeks T_ T =T T , te-

gemiet on Abeli tulpi rdhmaga. Rihma }érk on siin Idpmatu.

Igale elektroni statsionaarsele seisundile perioodili-
ses valjas vastab mingi kindel kvaasiimpulsi £ vaartus.
See vastavus ei ole aga Uks-Uhene. Antud ik korral vdib E
omada rea diskreetseid vaartusi, milliseid numereerib indeks
e _ E = EB() on neljadimensionaalne hiperpind. Rihmateoo-
ria abil on voimalik valja selgitada rida selle pinna udldisi
omadusi ilma Schrédingeri vorrandi lahendamiseta.

Kvaasiimpulss ei ole Uheselt madratud. Ta vaartusega on
maaratud lainefunktsiooni kaitumine translatsioonide korral,
seejuures korrutub lainefunktsioon teguriga e'k a_ Kkoik Er
vaartused, mille korral see tegur meelevaldsete a jaoks
omab sama vadrtust, on fuusikaliselt ekvivalentsed ja vasta-
vad samale elektroni seisundile.

Antud ¥ jJuures on selline omadus vektoril

E+ 265 , (26,11)

kus B on nn. pbordvdre vektor

bm + *2N2 + *3°3 26,12)
*1 *Bk “ *ik m (26,13)
Toepoolest
i(Ic+2 5rf>)a ira 2Fi(n4m1+n2m2+n3m3) ifa
e -e .e ** JJ me

Poordvore vektorid avalduvad pohivore vektorite kaudu
Jargmiselt

N "Ts21S
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r* 1w &

2 *7a3 X al (26,14)
" e
bk A X

V * &{(*2 x on v~re elementaarraku ruumala.

Flusikaliselt erinevad & vaartused asuvad Uhes podrd-
vOre elementaarrakus. Kk vaartuste hulga vdib Kitsendada
piirkonnale

-s-A £ . (26,15)
Seega peab olema ka

En(c + 2sslh) * En (™). (26,16)

Elektroni energia perioodilises valjas on samuti peri-
oodiline funktsioon poordvdre perioodidega. Kui k vaartu-
sed on valitud vahemikus (26,15), siis asuvad kbik En(0)
vaartused poordvore elementaarrakus - esimeses nn. Brillouini
tsoonis ja n numereerib Uksikuid energiatsoone.

Kuna ideaalses kristallis on olemas translatsioonsimmeet-
ria, piisab detailsete sUmmeetriaomaduste (punktrihma) vaat-
lemisest ihe elementaarraku ulatuses. Ulejasnud elementaar-
rakkude jaoks me saame vaetavad omadused translatsioonide
abil. Kogu kristalli simmeetriarihm on translatsioonide rih-
ma ja punktrihma otsekorrutie. Seejuures vOib translatsiooni-
de kombineerumine peegelduste ja pddretega punktrihmast viia
uute summeetriaelementide tekkimisele. Nendeks on kruvitel-
jed ja peegeldus-nihketasandid. VOre omab n-ndat jarku kru-
vitelge, kui ta teiseneb iseendaks podordel nurga vorra
Ja samaaegsel nihkel kindlale kaugusele d modb6da seda telge.
Teostades seda operatsiooni n korda, me lihtsalt nihutame
voret nd vOrra médda telge. Peegeldusnihketasandi olemas-
olu korral teiseneb vOre iseendaks peegeldamisel selles ta-
sandis ja samaaegsel nihkel kaugusele d kindlat sirget moo-
da, mis asub selles tasandie. Kahekordne peegeldamine peegel-
dus-nihketasandis viib lihtsalt nihkele 2d vorra.

Nagu teada, on olemas 7 nn. kristallide sisteemi ehk
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elingooniat. Selle klaeeifikateloonl aluseks on krietallo-
graafiliste telgede elsteem. Meed teljed md&ratakse kristal-
i kolme kulgtahu 16ikejoontena. Mingi neljae kristalli tasa-
pind) 1digates telgi, eraldab neil l1digud a, b, c (telgede-
vahelisi nurki tahistame <mp ,r \ eJl.c, b). Kristallide
sUsteemid ja nende karakterietika on toodud tabelis 5.

Tabel 5

SlUsteem Karakteristikud
Trikliinne 90°, >+ 90°, I/ 90°, ciaib
Monokliinne ot» ' » 90°; p / 90°; c*a; b - meelev.
Rombiline acmp * m90°jc<a<b
Tetragonaalne et«pmF c 90°; a*b/ c
Trigonaalne e=p er + V°; a=b «c
Heksagonaalne ct=p = 90°; r « 120°; a * b; c* meelev.
Kuubiline aAXp*rm°; a*b=c

Kristalli translatsioonsimmeetria ei pdhjusta mingite
suundade ekvivalentsust kristallis. Seeparast on kristalli
makroskoopilised omadused madratud tema simmeetriatelgede ja
—-tasandite slsteemiga. Selliste simmeetriaelementide kogu
nimetatakse kristallide klassideks ja nad kujutavad endast
meHe tuttavaid punktrihmi. Antud kristalli klassi simmeetria-
elementide kogu vOib olla vaesem kui kristallilisel slstee-
mil, millesse ta kuulub. On ju teada, et suurel hulgal kris-
tallidel on struktuur, mille saame mitme antud sUsteemi juur-
de kuuluva nn. Bravais"i ruumvdre nihutamisel teineteise sis-
se. See vOib aga viia ainult simmeetriaelementide arvu kaha-
nemisele. Tabelis 6 on toodud 32 kristalli klassi (punktrih-
ma) jagunemine kristallide sisteemide vahel. Ilgas klasside
reas sisaldab viimane k&ik antud slsteemi siUmmeetriaelemendid.
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Tabel 6*

Siisteem Klassid
Trikliinne
Monokliinne
Rombiline
Tetragonaalne
Trigonaalne
Heksagonaalne

Kuubiline

Vaatleme nild kristalli punktrihma simmeetriast tule-
nevaid jareldusi. Olgu meil kristalli punktrihmas n-ndat
jorku telg. Pooret nurga f vorra selle telje Umber iseloo-
mustab vaetava aatomi lainefunktsiooni “*f —st s6ltuv osa,
mille vOib valida jargmiselt:

VCFf) =V Oo(f>iaTm (6,17)

Elektront”*hedue

AY T ~oo (26,18)

_ _ _ _ 251 - i,
peab ilmselt jaama invariantseks poordel -jJp voOrra ja seega

ei tohi muutuda

ia(f+ 2a) iaf iaxsT
e *e < ,ehk e
kust
a* ... -3 -2,-1, 0, 1, 2 ...
Vaatleme niidd funktsiooni (26,17) teisenemiBt podrdel
Z—n‘b vBrra
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Paneme tahele, et a :a+ kn, kus K on taisarv, annab
ian- ia2_  i(atkn)~-

sama kordaja e sest e

on maaratud vaid liidetava tapsuseni, mis on mingi n-kordne.

Voimalike poorete seisukohalt on erinevad vaid n erinevat

a vaartust, nait. vahemikus - £ kuni - . Neid vaartusi

nimetatakse kristalliliseks kvantarvuks y .

a ey. (mod n). (26,21)

Selline kirjutusviis tdhendab, et a vaartused, mis
erinevad teineteisest n-1 VvOi tema kordse vbrra, annavad
sama y. . Vaartused - £ ja j loetakse paarisarvulise n
korral vordseiks.

Paaritu elektronide arvu korral peab olema taidetud tin-
gimus eiad* ning a omandab kdiki poolearvulisi vaartusi,
bk aga n erinevat a vaartust.

Alljargnevas tabelis 7 on toodud vdimalikud y- vaar-
tused juhtudel n * 1, 2, 3, 4.

Tabel T7e

n*>1 0 n

n*?2 of¥ S

n «3 -1, 0, 1 ~h, My \

n=4 -1, 0, 1, 2 -£,-W, @, \
Paarisarv Paaritu arv
elektrone elektrone

Jx kirjeldab kvaaeimomendi vaartust antud telje suhtes
ning klassifitseerib seisundeid antud taandamatu esituse ula-
_87-



tueea.

Inversiooni olemasolu toob jallegi sisse seisundite ja-
gunemise paaris— ja paarituteks seisunditeks»

Kuid peegeldueptorete 8n * ICn korral teisenevad paa-
ris ja paaritud funktsioonid erinevalt, vastavalt:

I —
sn<f(y) - icnw (f) - ¢ 1 . v (?) »"~ *
1(fe*fyz3L
SWCF) - 0BU(T) = UM Yo r ™ —VCF«

Seega kirjeldab iildiaelt seisundeid kvantarv

r aaris seisundid
y.p (26,22)

n N - 2 paaritud seisundid

Naiteks rihma O Jaoks, klassifitseerides seisundeid kraasi-
raonendi jargi C4-telje suhtes, on vOiaalikud seisundid:

o
a2
K-1
0.2 «i ». 1\
?2»+ 1 .
Paaris arr Paaritu arv
elektrone elektrone

Rihma Oh korral tuleb veel juurde seisundite jagunemine
paaris- ja paarituiks, seega bn neid kaks korda rohkem kui
0 jaoks.

Kuidas leida lainefunkteioonide nurkadest s6ltuvad osad,
mis teiseneksid vaetavalt antud punktrihma taandamatutele
esitustele?

Lainefunktsioon ise vbetakse siin kujul
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(26,23)

N X 0o
Otsitavad nurkadest s6ltuvad osad. on Kj p m » neid nimeta-
takse vOre-harmoonikuteks, nad kujutavad endast sobivaid ke-
rafunktsioonide lineaarkombinatsioone

rA(M)
*1,ri(e»T> m £*1» Y In(«T)-  (26,24)

Vore-harmoonikud teisenevad simmeetriaoperatsioonide
korral nagu kristalli punktrihma taandamatute esituste [ N
baasifunktsioonid. j*, nditab rida teisendusmaatriksis (nume-
reerib kddunud seisundeid). Radiaalosa f-~r) sOltub E(E)-st.
Vahel valitakse ta kujul Bjf*(r) , kusjuures koefitsiendid
B! maaratakse &aretingimustest elementaarraku pinnal.

Rida (26,23) algab liikmest 1 » 1*, mis vastab vaadel-
dava seisundi kvantarvule 1» vabas aatomis. *

Vore-harraoonikute saamismeetod on lihidalt jargmine:

1 Koostatakse tabel, mis naitab iga ' + igaley -le vasta-
va funktsiooni teisenemist iga punktrihma kuuluva simmeetria-
operatsiooni korral (ka iga uhte klassi kuuluva elemendi
jJaoks eraldi). 2. Edasi konstrueeritakse iga f + jaoks
1-ndat jarku kerafunktsioonidest lineaarkombinatsioonid, mis
teiseneksid saadud tabeli kohaselt. Kindla 1-i korral ei
aaa konstrueerida kdikidele [ j-dele vastavaid funktsioone.
lgal Tt-1 reas 1-i Jargi jasb osa liikmeid vahele. Loo-
mulikult on erinevate 1-dega sama tuupi [~ funktsioonid
erinevad. 3. L8puks jagatakse saadud funktsioonid r~ga

Ja ortonormeeritakse.

Vore-harmoonikud on leitud kdikide voretuupide jaoks
[5J. Me vaatleme vaid kuubiliee simmeetriaga kristallidele
vastavaid nn. kuupharmoonikuid, mis on toodud tabelis 8.
Tabeli esimeses reas on toodud funktsioonitilbid vastavalt
0 taandamatutele esitustele (paaritu termi korral tuleb li-
sada esitusele indeks u ja paaris termi korral indeks g,
vaadeldes rihma (). Teises reas on toodud vaba aatomi ter-
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Tabel 8.

Al A2 P1 P2
s f d b i
I 00
o
‘ v
! yo1-1
¢ [
Vo 20 - * 91
12y 22 po2-1
o yo2-2
W Y
V3.2 b pos3. JIWI] Bty 33+ sy 3y
. iV VIS AR WA S O S B LR S 1§y 30
voaa2 Y no Y 42

Boowliy 4l 05§43 \fz
\B [y 4o y4s VLY 404 | Y 44 Ih] Yy a1« V] Y43

thyiya 1 g yva 3 Y3 v 4— 1y 4.3



mide tahistused, millele vastavad need esitused.
Antud 1 korral on olemas 21+1 kuupharmoonikut
(mis alates 1=2 jagunevad erinevate siUmmeetriate vahel)
kooskblas vaba aatomi energiaseisundi k&dumise kordusega.
Nagu teada,

ViIm(e’? > * JFirPImCcoe e>cos m ¥

A-m*-0»F ) * pIm~coe ein

“ M kulm«O

P-4 "1V i o wo

Meie poolt vaadeldavad kuupharmoonikud on normeeritud
Uhele

sinOded f » 1. (26.24)

Vaba aatomi e-tuupi lainefunktsioon kuulub kuubilises
kristallis esitusele . Vastav rida omab kuju

*V r>"/1|doe>»,>+*4(«.p] - ...

Seega tuleb kuubilises kristallis vaba aatomi s-funkt-
sioonile juurde g-tulpi lisa. p-funktsioon kristalli ase-
tamisel kuulub P"-le ja siin lisandub p-seisundile f-tii—
pi lisa jne.

Kui kristalli siUmmeetriat arvestatakse ainult nullindaa
lahenduses, siis igat tiipi [~ kuupharmooniku jaoks vdetak-
se reast madalaima 1l-ga liige (see vastab vaba aatomi vaa-
deldavale orbitaalse podrdimpulsi kvantarrule 1). p-sei-
sundil# mis™kuubilises kristallis ei I6hene, on seejuures
lihtsalt A g *$ 45

Nullindas lahenduses sailitavad suletud elektronkihid

(sama 1-ga 2(21 + 1) elektroni kindla n korral) kristal-
lis sfaarilise simmeetria nagu vabas aatomiski, vaatamata
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sellele, et Bawa alakihi elektronid vdivad "jaguneda" erine
vate taandamatute eeituete vahel. Kdrgemates ladhendustes,

kus reas (26,23) voetakse rohkem liikmeid, ei ole see enam
nii.

VII1. MOLEKULIDE NORMAALVONKUMISED.
827. Molekulide normaalvonkumiste simmeetria.

Vaatleme nuud paljuaatomiliste molekulide vonkumisi.
Koosnegu selline molekul N osakesest (aatomituumast), mis
sooritavad perioodilisi vonkumisi kindlate tasakaaluasendi-
te Umber. Tuumade tasakaalulise konfiguratsiooni korral on
molekulil kindel simmeetria, millele vastab Uks simmeetria
punktrihmadest. Me lepime algusest peale kokku, et tuumade
nihked tasakaaluasenditest on véaikesed vorreldes tasakaalu-
asenditevaheliste kaugustega, kuna enamik siin paragrahvis
kasutatavaid eeldusi, eelkdige soltumatute normaalkoordinaa-
tide sissetoomine on Oiged vaid tuumade vaikeste nihete jaoks.
Tuumade nihete korral tasakaaluasendeist muutub Uldiselt mo-
It ali simmeetria. Lahtudes molekuli tasakaalulisest sim-
meetriast, osutub vdimalikuks klassifitseerida rihmateooria
meetodite abil tuumade nihete korral tekkivaid konfiguratsi-
oone, s.t. maarata molekulide vonkumiste simmeetriaomadused.

Mittelineaarsel molekulil on 3 M-6 vdnkumise vabadusas-
tet, kuna summaarsest vabadusastmete arvust 3 N vastavad
translatoorsele liikumisele 3 - ja molekuli kui terviku
poordlitkumisele samuti 3 vabadusastet. Lineaarsel molekulil
milles koik tuumad asuvad thel sirgel, on vonkumise vabadus-
astmete arv 3 H-5.

Molekuli vodnkeenergia on esitatav kujus

’

E=\X Q2 + Qi.i
NaA n i

N-6 suurust , mis on lineaarkombinatsioonid tuumade
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nihetest, nimetatakse molekuli vonkumiste normaalKoordinaa-
tideks. Margitud lineaarkombinatsioonid on valitud selliselt,
et vonkeenergia £ oleks nornaalkoordlnaatide Ja vastavate
kiiruste ruutude summa (vaetav bilineaarne
vorm on diagonaalkujus). Seega on normaalvonkumised soltu-
matud, nad ei mdjusta teineteist. Indeks eristab normaal-
vOnkumiste sagedust (molekuli omavOnkesagedusi) ja
=1 ... margib erinevaid normaalvénkumisi sama von-
kesagedusega. T/ on seega sageduse w* esinemise kordsus
molekuli vonkespektris. Esimene liige valemis (27,1) on Ki-
neetiline - , teine - potentsiaalne energia.

Molekuli energia ei tohi muutuda kdigi antud molekuli
korral voimalike suUmmeetriateieenduete rakendamisel. Sellis-
tel teisendustel teiseneb molekuli tuumade tasakaaluline
konfiguratsioon iseendaks ning vonkeenergia, mis vastab tuu-
made nihetele tasakaalulisest konfiguratsioonist, tuleb tap-
selt sama. Seega peab molekuli vdnkeenergia olema invariant-
ne molekuli siUmmeetriateisenduste suhtes. Sellest jargneb,
et vonkumiste normaalkoordinaadid peavad seejuures teisenema
lineaarselt teineteise kaudu Ja nimelt nii, et iga antud of
korral £ ®ali autuks.

Jarelikult teostavad normaalkoordinaadid AL, mis
kuuluvad antud molekuli omavonkesageduse Juurde, mingi
molekuli simmeetria punktrihma esituse. Sageduse esine-

mise kordsus molekuli vonkespektris maarab selle esituse di-
mensiooni. Esituse taandamatus jargneb siin samadest argu-
mentidest nagu energiaseisunditegi korral kvantmehaanikae.
Kaks kompleksselt konjugeeritud esitust vaetavad samale von-
kesagedusele kahekordselt euurema esinemiskordsusega. Mole-
kulide normaalvonkumiste, s.t. nende kuju ja sageduete to*,
valjaarvutamine vastavast sekulaarvOrrandite sisteemist on
Usna keeruline ulesanne. Ruhmateooria vOimaldab meil holp-
sasti madrata normaalvonkumiste siUmmeetriaomadused (kuju)
ja leida erinevate sageduste esinemise kordsuse. Sageduete
eneste arvutamiseks tuleb juba lahendada vastav vOrrandsis—
teem.
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Molekulide normaalvonkumiste klassifitseerimiseks tuleb
leida esitus, mille teostavad korraga kdik vdnkumiste normaal-
koordinaadid Q~ ™ (nimetame teda taisesituseks). See esitus
on taanduv ning lahutades ta taandamatuteks esitusteks, leia-
me normaalvOnkumiste siimmeetriaomadueed ja vonkesageduste
kordsused. Kui taisesitus sisaldab mingit taandamatut esitust
mitmekordselt, siis tdhendab see mitme erineva sageduse ole-
masolu samade siUmmeetriaomadustega vOnkumiste jaoks. »

Kuidas aga leida taisesitust? Me teame, et esituse ka-
rakterid on invariantsed ta baasifunktsioonide lineaarteisen-
duste suhtes. Kuna normaalvdnkumised on lineaarkombinatsioo-
nid tuumade nihete komponentidest u" (ristkoordinaadisti-
ke), siis viimased me vOimegi valida téisesituse baasifunkt-
sioonideks. Vaetavad karakterid on kergesti arvutatavad.

Mingi rihma elemendi G karakteri arvutamisel tulevad
arvesse vaid need tuumad, mille tasakaaluasendid jaavad pai-
gale antud simmeetriateisenduse korral. Kui tuum A l&heb
eUmmeetriaoperatsiooni tulemusel uude asukohta, kus enne asus
samasugune tuum B , siis teisenevad nihkekomponendid u”® ja
ul  teineteise kaudu ja C-d kujutavas maatriksis on vastavad
diagonaalelemendid nullid. Kui aga#tuum jadb paigale, siis
teisenevad tema nihke komponendid vaid teineteise kaudu ja
me saame maatriksis G diagonaalelemendid s6ltumatult teis-
te tuumade nihetest.

Vaatleme pdoret C(F) nurga “f vOrra kindla simmeet-
riatelje Umber. Seejuures jaab poordeteljel asuv tuua paiga-
le. Tema nihete komponendid vOnkumistee olgu ux, U\, uz .
Valides simmeetriatelje suunaks »-telje, saame nihete tei-
senemiseeskirja C(f ) rakendamisel jargmises kujus:

u® - uxcos f+ 0ySinf

Uy « -uxsiny+ UyCoeV

Vaetava maatriksi diagonaalelementide summa on 1 + 2 cosf .
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Kui antud summeetriateljel aesub NB tuuma, oleks 3 N nlbke
uN poolt teostatava esituse karakter Hc (@ + 2 coef).
Meid huvitavad aga ainult molekulide vinkumieed. Seepéarast
tuleb saadud avaldisest lahutada molekuli kui terviku nihke-
le ja pddrdele vastavad karakterid. Esimene neist on polaar-
ne, teine - aksiaalne vektor. Podrde C(F¥) korral on aga
nende karakterid vOrdsed: 1 + 2 cos f kummalgi. Seega saame
poorde elemendi karakteri jaoks taisesituses

X(C) - (Uc -2 @+2cosf) . 27,2)

Uhikolemendi karakteri leiame saadud avaldisest, tehes N «N
Ja £ .0 :
X(E) «3H -6 . 27,3)

Analoogiliselt vbime arvutada peegelduspddrdele bB(") vae-
tava karakteri. Siin toimub ptdre C(f) z-telje Umber koos
jargneva peegeldusega xy tasandis. Teljel asuva tuuma nih-
ke komponentide teisenemiseeekirjad tulevad jargmised:

u e uxcos f ¢ uySinf

|
Yy m -U ~inf e UyCOSJ

Diagonaalelementide summa on siin (-1 2 cos/), ning
esituses, mille teostavad kdik 3 W nihet, saame karakteriks
V - 1+ 2 CO8P)» kusjuures g on teisenduse S(f) poolt
méjustamata tuumade arv. Selliseks tuumaks vdib ilmselt olla
ainult koordinaatide alguses asuv ning voib olla ainult
kas O wvOi 1. Molekuli masskeskme nihkele vastab siin ka-
rakter -1+2 cos f . Poordevektorile vaetava karakteri
leiame jargmiselt. Arvestame, et

s(F) - c(f )t = c(F)cz21 » c(fF I

Seetdttu on otsitav karakter 1.(1+2 cos(f + jr)) «
=1-2 cosf . Suma (1 +2cosf)+ @ -2cosf) «0
Ja peegelduspodrde karakter taisesituses osutub lihtsalt
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vordseks

X-(S) * Me(-1 ¢ 2 coe f) . 27,4)

Jellest valemist viime leida karakteri peegelduse jaoks
mingis tasapinnas (f m 0)

X(<*) - N6 . (27.5)

on peegeldustasapinnas olevate tuumade arv. Inver-
niooni karakteri jaoks saame (*f% #)

x(i) «-m1l . @7.,6)

on inversioonist puutumatute tuumade arvn (™ * 0,1).

Ueega me vOime arvutada toisesituse karakterid ning
edasine taandamatuteks esitusteks lahutamine toimub standard-
sete meetoditega.

Lineaarsete molekulide korral on olukord lihtsam. VOn-
kumibttrle vastav vabadusastmete arv on 3 N-5. V@imalikud on
vénkumised, mille korral tuumad JAdvad ihele sirgele, ja von-
kumised, kus see ei ole nii. N osakese liikumisel moéoda
nir*et on vabadusastmete arv N, Uks neist vastab molekuli
kui terviku nihkele. Seepdrast on normaalvonkumisi, mis ei
muuda molekuli lineaarsust N — 1 (lldiselt erinevate sage-
dustega). Ulejdanud (3N -5) - (N - 1) =2 N -4 vinkumist
rikuvad molekuli lineaarsust. Neile vOnkumistele vastavad sa-
gedused on kahekordselt ko&dunud, s.t* on N-2 kahekordselt
kédunud sagedust.

Vonkumisi, mille korral ei rikuta molekuli tsentraal-
Hummeetriat, nimetatakse paarilisteks ja vastasel korral
paarituteks voOnkumisteks.

8§28. Naited. H20-ja UP£ tulpi molefcnlide normaal-
vonkumised.

Vaatleme vee molekuli normaalvonkumisi. H™MO molekul on
naidatud joonisel 20, sUmmeetriarihmaks on siin C2v . Poore
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teist jarku telje Oaber jatab pal-
gale hapniku aatoii, peegeldus Bo-
lekuli tasapinnas koik kola aatoait

° ja peegeldus dj, ainult hapniku
aetoai. NormaalvCnkuaiste arv on 3.
H /4 Riihaa karakteriteks taisesi-
tuses on seega
Joon. 20

3 1 3 1

Selle esituse taandamine annab

2 Aj + BL .

Seega on olemas kaks taissuaaeetrllist noraaalvonkuaist
(2 AjJ), mie ei riku H20 molekuli summeetriat C2y. Kolman-
da normaal vonkumise summeetriaomadused on maaratud’esituse
Bj omadustega. Vonkesagedused igal neist kolaest vonkumi-
sest on erinevad (esitused Ax ja Bj on Uhedimensionaal-
eed). H20-tuupi molekuli noraaalvonkuaised on naidatud joo-
nisel 21. normaalvnkumiste kuju valjajoonistamiseks lahtu-
me taissummeetrilisest vonkumisest, mis el muuda molekuli
sUmmeetriat. Muutes tuumade nihkeid, leiaae Uha madalama
stimmeetriaga oluliselt erinevate vonkumiste kuju.

Joonil

H2° m°lekuli tegelik vOnkumine on esitatav nende lei-
tud normaalvonkumiste lineaarkombinatsioonina.
Edasi vaatleme UF&- tuipi molekuli normaalvonkumisi
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(vt. joonis 22). Summeetriaruhmake on siin 0*. Selline sum-
meetria on ka asenduslikul lisandtsentril NaCl tuupi vOrega
kristallis, kui arvestada ainult lisandi lahimate naabrite
nihkumisi.

T Ruhma elementide karakteri-
te jaoks taisesituses leiame:

Joon. 22
E 8C3 3C2 6C2 6C4 | 8s6 3tfh 67 v 654
15 0 -1 1 1 -3 0 5 3 -1

Selle esituse taandamine annab

Alg Plu + P2u -

15-st normaalvonkumisest on viimased 9 paaritud (hairitakse
molekuli teentraalsimmeetriat). Erinevaid vonkumiste simmeet-
riatiipe on 5. A”-le vastab taissuimmeetriline vOnkumine.

On olemas kaks erinevat Eg-tilpi vOnkumist vOrdse sageduse-
ga (s-t. need vdnkumieed on kahekordselt k&dunud), ning kol-
mekordselt kddunud vonkumised *a P2u* 2 Plu”™e vae”
tab kaks kolmekordselt k&dunud vonkumist. Seega on erinevaid
eagedusi molekulil 0?6 kokku 6. Normaalvonkumised on too-
dud joonisel 23, kusjuures paaritute vonkumiste jaoks on an-
tud vaid Uks vonkumine igast kolmekordselt kddunud tuubist.

/Y tulesanded:
1. Leida metaani molekuli CH" normaalvonkumised.
Suimmeetriarihmake on ~ . NormaalvOnkumised:
H * / Al ** *2 Y2 *
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2. Leida 0OePg -tiiipi molekuli normaalvonkumised. Sim-

meetriarihmaks on Normaalvonku-
mised: Alg , Eg , 29 *A2u *Eu *
»1l* *P2u *

§ 29. Jahn-Telleri efekt.

Teatud kindla simmeetriaga molekul, s.t. molekul, mil-
les aatomituumad on paigutatud summeetriliselt, vOib omada
kddunud energiaseisundeid, kui molekuli siimmeetriarthmal on
taandamatuid esitusi, mille dimensioonid on suuremad Uhest.
Me réagime siin "orbitaalsest” k&dumisest (kvantarvu
jargi), jattes spini arvestamata, kuna paljuaatomilistel mo-
lekulidel on ta mGju tuhine.

Teiselt poolt me teame, et aatomituumad sooritavad mo-
lekulides vonkumisi, milliste simmeetriaomadused on kergesti
maaratavad rihmateooria abil. Molekuli normaalvinkumiete
hulgas on taissummeetrilisi, mis el muuda vaadeldava moleku-
11 simmeetriat, ning kdrvuti nendega mittetaissimmeetrilisi
vonkumisi, mis rikuvad olemasolevat siUmmeetriat.

Molekuli optilised elektronid on interaktsioonis nende
vonkumistega. Kerkib kisimus, kas ei vOi elektronide inte-
raktsioon mittetaissiummeetriliste vonkumistega, uldiselt ko&-
nud elektronseisundi korral, viia molekuli tasakaalulise
summeetria alanemisele. Siis osutuks meie molekuli endine
tasakaaluline summeetriline konfiguratsioon ebastabiilseks
Jja simmeetria alanemine vOiks viia kddumise kadumisele.

Selleks, et molekuli antud konfiguratsioon oleks sta-
biilne, peab tema energia funktsioonina tuumadevahelietest
kaugustest antud tuumade asendi korral omama miinimumi. See
tahendab, et molekuli energia muutus tuumade véaikeste nihe-
te korral antud summeetrilisest konfiguratsioonist ei tohi
sisaldada lineaarset liiget nende nihete suhtes.

Tuumade nihked on maaratud molekuli vOnkumiste normaal-
koordinaatidega ~ (i tahistab ec -tilpi kddunud normaal-
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vonkuaisi). Olgu HO molekuli hamlltoniaan antud sUmmeetri-
lise konfiguratsiooni korral. Haailtoniaani jaoks, ais vae-
tab mingile tuuaade vaikeste nihete tottu tekkinud uuele kon-
figuratsioonile } saame:

B " H° * (29,1)

Siin olenevad ja 1 ~ ainult elektronide koor-
dinaatidest .

Hormaalkoordinaadid teisenevad vaetavalt aolekuli
simmeetriarihma taandamatutele esitustele. Vaadeldes U Kkai-
tumist sUmmeetriateisenduste korral, me vOime aga lu-
geda muutumatuteks ning vaadelda teisenevate suurustena koe-
fitsiente ja pk. Seejuures V N  teisenevad
vastavalt samadele taandamatutele esitustele nagu *

Nagu 6eldud, huvitab meid léhemalt teine liige (29,1)-s.
Olgu meil tegemist mingi kddunud elektronseisundiga, millele
vastavad lainefunktsioonid on V e - Uittetaissuimmeetrilised
vonkumised viivad Uldieelt vaetava k&dunud termi Idhenemise-
le. Lohenemise suuruse leidmiseks me peame rakendama hairi-
tusteooriat, seejuures hairitusmaatriksi elementideks on

V.t - IVtdr- (29.2)

oa jJa on lainefunktsioonid, mis kuuluvad vaadel-
davale kddunud elektroneeisundile. L6henemise suurus lineaar-
sete liikmeteni suhtes leitakse vastavate sekulaar-
vOrrandite

r (ve t .t=0 (29,3)
lahendamisel, kus & on koefitsiendid, mis maaravad uue
lainefunktsiooni4>kddunud lainefunkteioonide lineaarkom-

binatsioonina

V" b tVt . (29,%)
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Holekuli summeetriline konfiguratsioon osutub stabiil-
seks, kui suhtes puudub lineaarne Idhenemine, s.t.
kdik (29,3) lahendid pgE « O , mis on voimalik vaid siis,
kui ka iga VBt * 0.

Maatrikselement (29,2) on vordne nulliga, kui

jv. <0 -

Nagu me teame, on selline integraal nullist erinev ai-
nult Juhul, kui integraalialune funktsioon teiseneb vaetavalt
Uhikeeitueele (voi omab eelliet osa).

Kui ¢ e ja teisenevad vaetavalt taandamatule eei-
tusele Bl , siis nende korrutis teiseneb vaetavalt selle
eeituee summeetrilisele korrutleele iseendaga: VN,
nagu margitud, teiseneb Q ~-le vaetava taandamatu eeituee
rq Jargi.

Seega on (29,2) nulliet erinev, kui korrutie

r,

sisaldab endas Uhikesituet voi, samuti kuilT2 eisaldab
endas E -d. L «dJs

Kui meil on tegemist kddumata elektroneeisundiga, siie
Fell] , kue F1 on Uhikeeitus. Seega vOib olla
eamutisainult Utiikesitue - talle vastab taissimmeetriline
molekuli normaalvdnkumine.

Niisiie, kddumata elektronseieundis vOib toimuda kiall
tuumade tasakaaluasendite muutus, kuid see vastab taieelmmeet-
riliaele vinkumisele ega riku seega molekuli simmeetriat.
Naiteks molekuli Uleminekul Uhest orbitaalselt k&dumata elekt-
ronseisundist teise voivad muutuda tuumadevahelised taeakaa-
lulieed kaugused, kuid sailib endine molekuli sUmmeetria.
Selles mdttes voib t6elda, et molekuli k&dumata elektronsei-
sundites on elektronid interaktsioonis ainult taissimmeetri-
lise vonkumisega.

Ka kodunud seisundite korral vdivad toimuda taissimmeet-
rilised tasakaaluasendite nihked, kuna [Felj 8*aa™ ab ala"
ti 'l -te. Kuid siin vdivad esineda ka mittetaissimmeetrili-
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eed tuuaade tasakaaluasendite nihked, nis on pdhjustatud in-
teraktsioonist normaalvdonkumistega, millele vaetavad taanda-
matud esitused sisalduvAd ifE1J0 taandamatuteks esitusteks
lahutamise tulemuses. Seda tingimust ei rahulda kull antud
elektronseisundi korral kdik voimalikud mittetaissimmeetri-
lised molekuli normaalvonkumised (muuhulgas langevad valja
kdik inversiooni suhtes paaritutele esitustele vaetavad vOn-
kumised, s.t. vdnkumised, mis rikuvad tsentraalelmmeetriat,
kuna [ gJ e ei sisalda paarituid esitusi), kuid nagu nadi-
tasid H. Jahn ja E. Teller 1937*a., leidub antud kddunud
elektronseisundi jaoks ikka vahemalt Uks selline vonkumine,
interaktsioon, millega viib tasakaalulise elUmmeetria alane-
misele .

Erandiks on lineaarsed molekulid, mille korral (29,2)
tuupi maatrikselemendid kddunud seleundite jaoke on ident-
selt nullid.

Seega me olemegi joudnud nn. Jahn-Telleri teoreemini:

Mitmeaatomse mittelineaarse molekuli kddunud elektron-
seisundites osutub tuumade téissummeetriline konfiguratei-
oon ebastabiilseks. Tuumad pldavad nihkuda nii, et alanenud
sUmmeetria tottu toimuks véhemalt kddumiee astme kahanemine,
e.t. vaetava termi I6henemine.

Viimane nahtus on tuntud Jahn-Telleri efekti nime all.

Vaatleme naiteks UOg tllpi oktaedraalset molekuli.
Summeetriaruhmake on siin 0" , kuna meil on 7 aatomit, saa-
me 15 normaalvonkumist: Alg , Eg , ?29 , 2P1ly , P2- (vt.
§ 28). Viimast kaht tulpi vonkumised on inversiooni suhtee
paaritud ja Jahn-Telleri efektie arveestf ei tule.

K6dunud termid vOivad olla jargmiste summeetriatega:

Bg *Bu *Plg * Flu * P2g P2u * Bende eeituste siUmmeet-
riliste korrutiste iseendaga taandamatuteks esitusteks la-

hutamine annab |_4;|. -KI ./V "
NEWY K].-W. - e
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Hagu nttha, eisaldab igailkks neist TAhejpalt ihte Eg ja
P2 -st, ning orbitaalselt k&dunud elektroneeieundie, UO"
tiupi molekuli tasakaaluline euaaeetria peab Jahn-Telleri
efekti tottu tulena madalam kuubilisest.
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