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melisel reaalsel Banachi ruumil on Mazur-Ulami omadus. T60s selgitatakse,
kuidas Tingley teoreem ja kahemootmelise ruumi geomeetria voimaldavad
toestada, et iihiksfadride vaheline siirjektiivne isomeetria on teatava lineaarse
isomeetria ahend.
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Sissejuhatus

Selles t60s vaatleme tiksnes reaalseid normeeritud ruume.

Paljud matemaatikud iile kogu maailma uurivad aktiivselt probleemi, mi-
da tanapaeval Tingley probleemina tuntakse. Nimi parineb Daryl Tingley
1987. aasta artiklist [17], milles esitati jargmine kiisimus:

Kiisimus (Tingley probleem). Olgu X ja Y kaks Banachi ruumi. Olgu f
stirjektitune isomeetria nende thiksfadride Sx ja Sy vahel. Kas f on ruumide
X ja'Y wvahel tegutseva lineaarse isomeetria ahend?

Seda kiisimust tuleb moista laiemas kontekstis. Juba peaaegu sada aastat on
uuritud erinevate Banachi ruumide alamhulkade vahel defineeritud isomeet-
riate afiinset jatkamist. Koik algas 1932. aastal Stanistaw Mazuri ja Stanistaw
Ulami t66ga [12]. Tegemist oli vastusega Stefan Banachi esitatud kiisimusele
ning artikli pohitulemus, tuntud kui Mazur—Ulami teoreem, vaidab jargmist:

Teoreem (Mazur-Ulami teoreem). Kui f: X — Y on stirjektiivne isomeetria
normeeritud ruumide X ja 'Y wvahel, siis f on afiinne.

Huvi voib aga pakkuda ka kiisimus, kas sarnane tulemus kehtib ka siis, kui
isomeetria on defineeritud ruumi X mingil alamhulgal. Sellisel juhul voiks
kiisida, kas vaadeldav kujutus on mingi afiinse isomeetria ahend. Oluline
tulemus selles suunas péarineb Piotr Mankiewiczi 1972. aasta artiklist [10]:

Teoreem. Olgu X ja Y normeeritud ruumid ning olgu A C X ja B C Y
nende mingid alamhulgad. Kui A on sidus ja lahtine ja B on lahtine voi kui
A ja B on molemad kumerad, kinnised ja mittetiihja sisemusega, siis iga
siirjektiiune isomeetria f: A — B on mingi afiinse isomeetria f: X — Y

ahend.

Sellest tulemusest jéareldub muuhulgas, et siirjektiivne isomeetria kahe normee-
ritud ruumi tihikkerade vahel on laiendatav lineaarseks isomeetriaks nende
ruumide vahel. On loomulik kiisida, kas sama kehtib ka siis, kui asendame
ithikkerad iihiksfasridega.

Tingley probleemiga seostub ka jargmine moiste, mille nimi viitab tilalmainitud
Mazur—Ulami teoreemile:



Definitsioon. Banachi ruumil X on Mazur-Ulami omadus, kui iga Banachi
ruumi Y korral kehtib, et iga siirjektiivne isomeetria f: Sy — Sy on mingi
lineaarse isomeetria f: X — Y ahend.

Tingley probleem on seega samavaérne kiisimusega, kas igal Banachi ruumil
on Mazur-Ulami omadus.

On teada markimisvdirne hulk Banachi ruume, millel see omadus on:

e (P(I') ruumid, kus 1 < p < oo (G. G. Ding [4-7]);

o [P(Q2, %, 1) ruumid, kus (2,3, u) on o-16pliku modduga ruum ning
1 <p<oo (D. Tan [14-16]);

e 16plikumootmelised politheedrilised Banachi ruumid (V. Kadets ja M.
Martin [9]).

Kuigi positiivseid tulemusi on palju, ei ole veel jatkuvalt teada sedagi, kas
Mazur-Ulami omadus on igal loplikumootmelisel Banachi ruumil. Pikka
aega piisis see kiisimus lahendamata isegi kahemootmelisel ehk lihtsaimal
mittetriviaalsel juhul. Aastal 2022 sai see kiisimus kahemdotmelisel juhul aga
lopuks positiivse vastuse.

Esimeseks sammuks oli Javier Cabello Sancheze 2019. aastal avaldatud ar-
tikkel [3], milles naidatakse, et Mazur-Ulami omadus on koigil mitte rangelt
kumeratel kahemootmelistel ruumidel. Teiseks sammuks oli 2021. aasta Taras
Banakhi ja Sancheze iihine artikkel [2], kus oli tdestatud, et see omadus on
ka igal mittesiledal kahemootmelisel ruumil. Toestuse viis lopuni Banakhi
2022. aastal avaldatud artikkel [1]|, milles toestatakse, et see omadus on ka
igal rangelt kumeral siledal kahemootmelisel Banachi ruumil.

Kaesoleva t66 esimeses peatiikis toestatakse Tingley teoreem ehk iilalmainitud
Tingley artikli pohitulemus, mis iitleb, et kui X ja Y on loplikumootmeli-
sed Banachi ruumid, siis iga siirjektiivne isomeetria f: Sx — Sy kujutab
antipoodid antipoodideks (st iga € Sy korral kehtib f(—xz) = —f(z)).
Seda tulemust kasutatakse teises peatiikis, kus esitatakse tiksikasjalik toestus
Sancheze tulemusest mitte rangelt kumera kahemootmelise Banachi ruumi
kohta.



1 Tingley teoreemi toestus

Selles osas esitame Daryl Tingley 1987. aasta artikli [17] pohitulemuse detailse
toestuse loplikumootmeliste reaalsete Banachi ruumide korral. See tulemus
iitleb, et kui kahe 16plikumootmelise normeeritud ruumi iihiksfaaride vahel
on siirjektiivne isomeetria, siis see isomeetria siilitab antipodaalsed punk-
tid. Kuigi see tulemus ei lahenda kogu Tingley probleemi taielikult, on see
iiks probleemi pohilisi struktuurseid samme. Hiljem kasutame seda Cabello
Sancheze toestuses.

Tingley teoreemi toestus pohineb iihikkera ja iihiksfadri kumerusgeomeetrial.
Koigepealt kirjeldame iihikkera maksimaalseid paristahke ning vaatleme neid
ithiksfdari maksimaalsete kumerate alamhulkadena. Seejirel kasutame kom-
paktsete kumerate hulkade koondumist Hausdorffi kauguse jargi, et uurida
maksimaalsete paristahkude piirhulki. Selle abil toestame esmalt antipodaal-
suse sailimise eksponeeritud punktide puhul, seejérel ekstreempunktide puhul
ja lopuks koigi sfdari punktide puhul.

Jargmises peatiikis kasutame Tingley teoreemi selleks, et nédidata, et iihiks-
fadride vaheline siirjektiivne isomeetria sailitab sfaéril paiknevad sirgloigud.
Just see jareldus on Cabello Sancheze toestuses kahemootmelise ruumi juhu
jaoks koige olulisem Tingley teoreemi rakenduskoht.

Olgu kogu selles peatiikis X loplikumootmeline reaalne Banachi ruum, S = S
tema tihiksfdér ja B = By tema kinnine iithikkera. Kui A on ruumi X alamhulk,
siis tdhistab aff A tema afiinset katet, conv A tema kumerat katet, ext A tema
ekstreempunktide hulka ja relint A tema suhtelist sisemust afiinse katte suhtes.
Punktide z ja y vahelist 16iku t&histame [z, y].

1.1 Tahud, maksimaalsed paristahud ja sfiaari meetriline
geomeetria

Koigepealt fikseerime Tingley toestuses kasutatavad geomeetrilised moisted.

Definitsioon 1.1. Olgu K C X kinnine kumer hulk.

e Hiipertasand H on hulga K tugihipertasand, kui KN H # @ ja K paik-
neb iihes kahest hiipertasandi H poolt maaratud kinnises poolruumis.



e Hulga K tahk on hulk kujul K N H, kus H on hulga K tugihiipertasand.
Hulga K pdristahk on selline tahk, mis ei ole kogu K.

e Hulga K paristahk on maksimaalne, kui ta ei ole iihegi teise K paristahu
parisalamhulk.

e Punkt x € K on hulga K eksponeeritud punkt, kui leidub tugihiiperta-
sand H nii, et K N H = {x}.

Selles peatiikis késitleme eelkoige iihikkera B tahke. Kuna iihikkera B iga
paristahk paikneb tihiksfaéaril S, voime tihikkera maksimaalseid péristahke
vaadelda ka sfiddri maksimaalsete kumerate alamhulkadena.

Lemma 1.2. Hulk F' C S on B maksimaalne pdristahk parajasti siis, kui F
on sfadri S maksimaalne kumer alamhulk.

Toestus. Olgu F' iihikkera B maksimaalne péaristahk. Siis on F' kumer ja
F C S. Eeldame, et FFC K C S, kus K on kumer. Néitame, et K = F.

Olgu z € relint K. Kuna x € S = 0B, leidub iihikkera B tugihiipertasand H,
mis sisaldab punkti z. Kirjutame selle hiipertasandi kujul

H={ueX:p(u) =1},

kus ¢ € X* on selline, et p(u) <1 iga u € B korral ja p(z) = 1.

Néitame, et K C H. Olgu y € K. Kuna x € relint K, leidub z € K ja
t€(0,1) nii, et x = (1 —t)y +tz. Kunay,z € K C S C B, siis

ey) <1 ja  p(z) <L

Teisalt
1=p(x) = (1 =1)p(y) +tp(2).
Kuna paremal pool on kahe arvu ¢(y) <1 ja ¢(z) < 1 kumer kombinatsioon,

saab see olla vordne arvuga 1 ainult siis, kui ¢(y) = ¢(2) = 1. Seega y € H.
Kuna y € K oli suvaline, saame K C H.

Jarelikult K € BN H. Hulk BN H on iithikkera B péaristahk ja sisaldab hulka
F. Kuna F' on maksimaalne paristahk, peab kehtima B N H = F'. Niisiis

FCKCBNH=F,



mistottu K = F. Seega on F' sfaéri S maksimaalne kumer alamhulk.

Vastupidi, olgu F' C S sfadri S maksimaalne kumer alamhulk. Kuna FF C S =
0B, ei loiku F' hulga B sisemusega. Seega leidub hulka B toetav hiipertasand
H, mille korral

FCBNH.

Seda saab niha néiteks valides punkti z € relint F' ja vottes hulka B punktis
toetava hiipertasandi; sama argument nagu eespool néitab, et kogu F' sisaldub
selles hiipertasandis.

Hulk BN H on kumer alamhulk sfaaril S. Kuna F' on sfaéri maksimaalne
kumer alamhulk, jareldub sellest F' = BN H. Seega on F iihikkera B péristahk.

Jaab naidata maksimaalsus. Kui F' sisalduks mones iithikkera B suuremas
paristahus G, siis oleks G C S kumer alamhulk ja

FCGCS,

mis oleks vastuolus F' maksimaalsusega. Jarelikult on F' ihikkera B maksi-
maalne péristahk. O

Punkti z € S tdht staaril S on
st(z,5) ={yeS:[zr,y €S}

Seega koosneb st(z, S) parajasti neist ithiksfaéri punktidest, mida saab punk-
tiga x ithendada sfaéril paikneva sirgloiguga.

Lemma 1.3. Olgu F' C S kumer hulk ja olgu x € relint F. Kury € S ja
[z,y] €S, siis conv(F U{y}) C S ja F Cst(y,S).

Toestus. Piisab néidata, et iga z € F korral [y, z] C S. Fikseerime z € F' ja
p € [y, 2z]. Kui z = z, siis vaide jireldub kohe eeldusest [z,y] C S. Eeldame
niiiid, et z # x.

Kui punktid z, y, z ei ole koik erinevad, siis on véide ilmne. Oletame seega, et
nad on erinevad. Kuna x € relint F', leidub punkt 2z’ € F' nii, et 2 on 16igu
[z, 2] sisepunkt. Kuna [z,y] C S, leidub punkt ¢ € [z, y], mille jaoks punktid
2', q,p on kollineaarsed ja ¢ € [2/, p].

Punktid 2z’ ja ¢ kuuluvad sfdéri S, seega annab iihikkera kumerus, et kogu 16ik
[2', q] sisaldub keras B. Kuna ¢ paikneb l6igul [2/, p], jareldub sellest ||p|| > 1.
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Toepoolest, kui p € int B, siis kuuluks 16igu [2/, p] iga punkt peale voimaliku
otspunkti 2z’ hulga B sisemusse, mis oleks vastuolus sellega, et ¢ € S = 0B.

Teisest kiiljest kuulub p 16iku [y, z] ning punktid y, z € S, mistottu [y, z] C B
ja seega ||p|| < 1. Saame ||p|]| =1, st p € S. Kuna p € [y, 2] oli suvaline, siis
ly,z] C S. O

Jareldus 1.4. Kui F' on sfdari S maksimaalne kumer alamhulk ja x € relint F',
sits F' = st(x, 5).

Téestus. Kuna F' on kumer ja x € F, siis F' C st(z,5). Olgu y € st(z,S).
Siis [z,y] C 5, mistottu eelmine lemma annab

conv(FU{y}) C S.

Kuna F' on sfaéri S maksimaalne kumer alamhulk, peab kehtima conv(F U
{y}) = F. Seega y € F. Jarelikult st(x,S) C F. ]

Markus 1.5. Uldiselt ei tarvitse hulk st(z,S) olla kumer.
Jargmiseks kirjeldame sfaéril paiknevad 16igud normi abil.

Lemma 1.6. Olgu x,y € S. Siis [x,y] C S parajasti siis, kui ||z + y|| = 2.

Toestus. Kui [z,y] C S, siis on sfiril ka selle 16igu keskpunkt, seega || 32| =
1 ehk ||z +y| = 2.

Eeldame niitid et ||z 4 y|| = 2. Fikseerime vabalt ¢ € [0, 1] ja olgu
u=1—-tr+ty ja v=ter+(1—-1)y.
Siis u + v = x + y, mistottu
2 = -+ yll = llu+ ol < lull + ol] < 2.

Jarelikult peab kehtima ||u|| = ||v]| = 1. Kuna u oli suvaline 16igu [z, y| punkt,
jareldub sellest, et [z,y] C S. O

Téahistame edaspidi = € S korral

D(z)={y e S: |z —yl|l=2}



Lemma 1.7. Iga x € S korral
D(x) = st(—=z, S).

Toestus. Olgu y € S. Eelmise lemma pohjal y € st(—z,.S) parajasti siis, kui
[—x,y] C S ehk || —z+y|| = 2. Viimane on samaviirne tingimusega y € D(x),
sest || — 2z +y| = |lz — y||. Seega D(z) = st(~z,S). O

1.2 Hausdorffi kaugus ja maksimaalsete paristahkude
piirid

Tingley toestuse tehnilisem osa uurib iihikkera maksimaalsete paristahkude

jadasid. Selleks kasutame kompaktsete hulkade Hausdorffi kaugust. Selles

alapunktis toestame eralduslemma eksponeeritud punkti ja tema téhes oleva

teise punkti kohta. Seda lemmat kasutame hiljem antipodaalsuse sailimise

toestamisel eksponeeritud punktide puhul. Selles alajaotuses kasutame abis-

tavat eukleidilist normi. Kuna loplikumootmelises ruumis on koik normid
ekvivalentsed, ei soltu koondumise moiste sisuliselt selle normi valikust.

Definitsioon 1.8. Kui A, B C R" on mittetiihjad kompaktsed hulgad, siis

nende Hausdorffi kaugus on

dy(A, B) = max {sup inf ||a — b||2, sup inf ||a — ng} :
B peB a€A

a€cA be

Kirjutame A; — A, kui dy(A;, A) — 0.

Hausdorffi kaugus on standardne moiste kompaktsete hulkade teoorias, vt
néiteks Eggleston [§].

Teoreem 1.9 (Blaschke valikuteoreem [8]). Iga tihiselt tokestatud mittetihjade
kompaktsete kumerate hulkade jada ruumis R™ sisaldab Hausdorffi kauguse
jargi koonduvat osajada.

Lemma 1.10. Olgu F; — T Hausdorffi kauguse jirgi.
o Kuix; € F; jax; »x, susx €T.

o Kuix €T, siis leidub jada x; € F;, mille jaoks x; — x.

10



Toestus. Molemad véited jargnevad otse Hausdorffi kauguse definitsioonist.
O

Lemma 1.11. Olgu F; — T ja olgu g: (|, F;) UT — R™ pidev kujutus. Kui
lisaks g(F;) — T, siis g(T) =T'.

Toestus. Olgu y € T. Lemma 1.10 jargi leidub jada z; € F; nii, et x; — y.
Pidevuse tottu g(z;) — g¢(y). Kuna g(z;) € g(F;) ja g(F;) — T’, annab
Lemma 1.10, et g(y) € T". Seega g(T') C T".

Olgu ntiid ¢ € T'. Kuna ¢g(F;) — T’, leiduvad punktid y; € ¢(F;), mille
korral y; — ¢'. Valime x; € Fj nii, et g(z;) = y;. Kuna hulgad F; jaévad
tokestatud hulka, sisaldab jada (z;) koonduvat osajada (). Olgu selle
piirelement y. Lemma 1.10 jargi y € T', pidevuse tottu g(z;,) — g(y). Teisalt
9(xi;) = yi;, = y'. Seega y' = g(y) € g(T). Niisiis T C g(T'). O

Jargmine tasandigeomeetria lemma on Tingley toestuse tehniline tuum.

Lemma 1.12. Olgu m C R" kahemaootmeline alamruum, milles on fikseeritud
ristuvad x- ja y-telg. Olgu € > 0, olgu punkt p positiivsel y-teljel ja punkt q
positiivsel x-teljel nii, et ||plla > € ja ||q|la > €. Tdhistagu 1 sirget libi punkti
p, mis on paralleelne x-teljega, ning olgu

K = conv({p} U E(0,¢)),

kus E(0,e) on eukleidiline kera keskpunktiga 0 ja raadiusega €.

Kui punkt z € w asub teises veerandis piirkonnas, mida piiravad sirge [,
negatitvne x-telg ja hulga K piirjoon, ning kui r € R™ rahuldab tingimust

[z, 7] Nrelint K = &,
siis || — qlla > €.

Toestus. Vaatleme tasandit 7w ja punkti r sisaldavat alamruumi, mille moode
on iilimalt kolm. Vajadusel samastame selle alamruumi eukleidilise ruumiga
R3. Olgu 7 selle alamruumi kahemootmeline alamruum, mis sisaldab 7 y-telge
ja on risti m z-teljega. Olgu P: R3 — 1 ortogonaalprojektsioon tasandile 7.

Kui r asub tasandil n voi tasandi 7 suhtes samal poolel kui z, siis on punkt ¢
temast vihemalt € kaugusel, sest ¢ ise asub nullpunktist kaugusel iile €. Seega
jaab iile ainult juht, kus r ja z paiknevad 7 erinevatel pooltel.

11



Sel juhul 16ikab 16ik [z, r| tasandit 7. Olgu see 16ikepunkt t. Eeldusest [z, 7] N
relint K = @ jareldub, et ka t ¢ n N relint K. Projektsiooni P korral n N
relint K = relint P(K). Samas P(z) € relint P(K) ning punkt ¢ € [P(z), P(r)].
Hulga relint P(K') kumerusest jareldub, et P(r) ¢ relint P(K).

Kuna P(q) = 0 ja P(K) sisaldab eukleidilist kera F(0,¢), saame

1P(r) = P(a)ll2 = [|P(r)]l2 > e
Ortogonaalprojektsioon ei suurenda kaugusi, seega

e < ||P(r) = P()ll2 < lIr — qll2-
Viide on toestatud. [

Lemma 1.13. Olgu p € S eksponeeritud punkt ja olgu q € st(p,S), q # p.
Siis leidub kinnine kumer hulk T'C S ja maksimaalsete paristahkude jada (F;)
nat, et

F, =T, peT, q¢T.

Toestus. Valime tugihiipertasandi H, mis eksponeerib punkti p, st mille
korral H NS = {p}. Olgu 7 punktide p ja ¢ poolt méédratud kahemootmeline
alamruum ning olgu [ = H N 7. Valime tasandil 7 abistava eukleidilise
struktuuri nii, et sirge Rp ja [ oleksid risti.

Olgu m sirge ldbi punkti ¢, mis on paralleelne sirgega [. Sirge m 16ikab loiku
[p, —p] punktis u. Punkt u ei saa olla vordne ei punktiga p ega —p. Toepoolest,
kui u = p, siis oleks ¢ sirgel [, seega hiipertasandil H, mis oleks vastuolus
asjaoluga, et H NS = {p}. Kui u = —p, siis oleks ¢ tugisirgel, mis oleks
voimatu, sest ¢ € st(p,S) ja H eksponeerib punkti p. Seega u € (—p,p).
Jarelikult v € int B.

Kuna norm ja eukleidiline norm on loplikumootmelises ruumis ekvivalentsed,
leidub € > 0, nii et eukleidiline kera F(u,¢) sisaldub kera B sisemuses. Lisaks
voime eeldada, et € on nii viike, et ||p — ulls > € ja |lg — ul[2 > €.

Valime jada (p;) C 7N S, mis koondub punktiks p ja mille punktid paiknevad
sirge Rp sellel poolel, kus punkt ¢ ei asu. Jattes vajaduse korral lopliku arvu
liikmeid korvale, voime eeldada, et iga p; asub tasandil m veerandis, mida
kirjeldab lemma 1.12, kui votta nullpunktiks u, positiivseks = teljeks kiir
u+ Ry (g — u) ja positiivseks y-teljeks kiir u + R, (p — u).
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Iga 7 jaoks valime sfdadri S maksimaalse kumera alamhulga F;, mis sisaldab
punkti p;. Lemma 1.2 pohjal on F; iihikkera B maksimaalne paristahk. Kuna
F; C S C B ja F; on kompaktne, saame Blaschke valikuteoreemi pohjal minna
iile osajadale nii, et F; — T mingi kompaktse kumera hulga T puhul; seda
osajada tahistame lihtsuse mottes endiselt (F;).

Kuna iga F; sisaldub kinnises hulgas S, annab lemma 1.10, et 7' C S. Samuti
p; € F; ja p; — p, mistottu lemma 1.10 jargi p € T.

Jaab néidata, et ¢ € T. Olgu r € F;. Kuna F; on kumer ning p;,r € F; C S,
siis [p;, 7] € S. Vaatleme niitid hulka

K = conv ({p} U E(u,¢)).

Siis K C B ja relint K C relint B, vélja arvatud voimalik tipupunkt p.
Seetottu ei saa sfadril paiknev 16ik [p;, r| 16igata hulka relint K.

Rakendame lemmat 1.12 koordinaatides, mille alguspunkt on wu. Nendes
koordinaatides vastavad punktidele p, g, p;, r vastavalt punktid p — u, ¢ — u,
p; — u ja r — u. Tehtud valikute tottu on lemma eeldused taidetud, seega
saame ||r — q||2 > €, mis kehtib iga r € F; ja iga i korral.

Kui g € T, siis lemma 1.10 pohjal leiduks jada r; € F; nii, et r; — ¢. Kuid
dsjatoestatud hinnangu pohjal saaksime iga ¢ korral ||r; — ¢||2 > &, mis oleks
vastuolus koondumisega r; — q. Seega q € T [

1.3 Antipoodide sailimine
Olgu niitid Y teine loplikumootmeline reaalne Banachi ruum iihiksfadriga Sy

ning olgu

fISX—>Sy

siirjektiivne isomeetria.

Lemma 1.14. Iga x € Sx korral kehtib

f(St(I, SX)) = St(—f(—$)7 SY)
Toestus. Lemmast 1.6 saame

st(z,Sx) ={y € Sx : ||l +y|lx = 2}.
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Seega

fst(z, Sx)) ={f(y) :y € Sx, llz +ylx =2}
={ue Sy |f () - (-2)|x =2}
={ue Sy |lu—-f(=2)ly =2}

Rakendades lemmat 1.6 ruumis Y, saame

{u€ Sy :|lu— f(-2)lly =2} =st(—f(-=),Sy).

Jareldus 1.15. Iga x € Sx korral kehtib

—f(=x) € f(st(z, Sx))-

Téoestus. Kuna —f(—x) € st(—f(—z), Sy), siis lemma 1.14 jargi —f(—x) €
f(st(x,Sx)). O

Lemma 1.16. Kui F' C Sx on sfidart Sx maksimaalne kumer alamhulk, siis
f(=F)=—f(F).

Toestus. Olgu z € relint F'. Jarelduse 1.4 pohjal on F' = st(z,Sx). Jérel-
dus 1.15 annab niitid

—f(=2) € f(st(z,5x)) = f(F),

ehk
f(=2) € —f(F).

Seega
f(=relint F) C —f(F).

Kuna tihikkera maksimaalne péaristahk F' on oma relatiivse sisemuse sulund
ja hulk —f(F") on kinnine, jareldub pidevuse tottu

f(=F) € = f(F).
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Rakendades sama arutlust hulgale —F', saame

f(F) € =f(=F),

seega — f(F) C f(—F). Koos eelnevalt saadud sisalduvusega f(—F) C —f(F)

annab see
f(=F)=—f(F).
O

Lemma 1.17. Olgu F' C Sx. Siis on F iihikkera Bx maksimaalne pdristahk
parajasti siis, kui f(F) C Sy on thikkera By maksimaalne paristahk.

Toestus. Olgu F' iihikkera Bx maksimaalne paristahk. Lemma 1.2 pohjal on
F sfaéri Sy maksimaalne kumer alamhulk. Valime punkti = € relint F'. Olgu
F’ iihikkera By maksimaalne péristahk, mis sisaldab punkti f(x), ning valime
punkti y € relint F”. Jarelduse 1.4 pohjal on

F' = st(y, Sy).
Rakendades lemmat 1.14 isomeetriale f~': Sy — Sx, saame

FTHEF) = fH(st(y, Sy)) = st(—f " (—y), Sx)-
Kuna f(z) € F/, siis v € f~Y(F'). Seega x € st(—f'(—y),Sx). Kuna
x € relint F', annab lemma 1.3
F Cst(—f"'(=y),8x) = [ (F").

Jarelikult f(F) C F".

Rakendame sama arutelu isomeetriale f~! ja iihikkera By maksimaalsele
paristahule £”. Kuna y € relint F”, leidub iihikkera Bx maksimaalne péristahk
F”_ mille korral f~!(y) € F” ning analoogiliselt eelmise aruteluga saame

ffl (F/) g F”.

Kokku saame F C f~'(F’) C F”. Kuna F ja F” on iihikkera By maksi-
maalsed paristahud, peab maksimaalsuse tottu kehtima F' = F”. Jarelikult
fYF'") = F jaseega f(F) = F'. Niisiis on f(F) iihikkera By maksimaalne
péaristahk.

15



Teistpidi suund saadakse toestatud isomeetriale f~': Sy — Sx rakendades.
O

Lemma 1.18. Kui p € Sx on thikkera Bx eksponeeritud punkt, siis

Toestus. Olgu F, koigi selliste kinniste kumerate hulkade 7" C Sx kogum,
mille korral

peT ja  f(=T)=—f(T).

Kogum F, ei ole tiihi, sest p sisaldub mingil tihikkera Bx maksimaalsel
paristahul. Lemma 1.16 pohjal kuulub iga selline paristahk kogumisse F,.

Olgu

Siis on U kinnine ja kumer. Kuna f on bijektsioon, saame

f(=U) = () S(=T) = () (=£(D) = = f(U),

TEF, TeF,

seega U € F,,.
Kui U = {p}, siis vordusest f(—U) = —f(U) jareldub kohe f(—p) = —f(p).

Oletame niiiid, et leidub ¢ € U nii, et ¢ # p. Kuna U on kumer ja U C Sk,
saame [p, q] C Sy. Seega ¢ € st(p, Sx).

Rakendame lemmat 1.13. Selle jargi leidub kinnine kumer hulk 75 C Sx ja
tihikkera By maksimaalsete paristahkude jada (F;) nii, et F; — Ty, p € Tp ja
q¢Tp.

Iga i korral annab lemma 1.16, et f(—F;) = —f(F;). Naitame, et sellest
jareldub f(—Ty) = —f(Tp). Toepoolest, kuna F; — Ty, siis ka —F; — —Tj.
Loplikumootmelises ruumis on koik normid ekvivalentsed, seega voime Haus-
dorffi koondumist vaadelda ka X ja Y normi suhtes. Kuna f on isomeetria,
saame

fE) = f(To) ja  f(=F)— f(=To).

Teiselt poolt —f(F;) — —f(1p). Kuna iga i korral f(—F;) = —f(F;), on
nende Hausdorffi piirid vordsed. Jarelikult f(—T7y) = —f(75). Kuna p € T,
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siis Ty € F,. Jarelikult U C Tj, mis on vastuolus sellega, et ¢ € U ja q ¢ Tp.
Saadud vastuolu néitab, et U = {p} ja seega f(—p) = —f(p). O

Teoreem 1.19 (Straszewiczi teoreem, vt nt [13]). Olgu K C R"™ kompaktne
kumer hulk. Siis on hulga K eksponeeritud punktide hulk tihe hulgas ext(K).

Jareldus 1.20. Kuip € ext(Byx), siis

Toestus. Teoreemi 1.19 jérgi leidub iihikkera Bx eksponeeritud punktide jada
(pi), mis koondub punktiks p. Lemma 1.18 jargi on iga i korral f(—p;) =
—f(p:). Isomeetria pidevust kasutades saame piirile iile minnes

F=p) = tim f(=pi) = lim(=f (p2)) = —F(p),
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1.4 Tingley teoreem

Selles alapunktis kasutame sissejuhatuses sonastatud Mankiewiczi jatkuteo-
reemi jargmises kujus: kui C' ja D on kompaktsed kumerad hulgad ning neil
on vastavates afiinsetes alamruumides aff C' ja aff D mittetiihi sisemus, ning
g: C'— D on siirjektiivne isomeetria, siis g on mingi afiinse isomeetria

g: af C' — aff D

ahend.

Teoreem 1.21 (Tingley, [17]). Olgu X ja Y loplikumadotmelised reaalsed
Banachi ruumid ning olgu

fISX—>Sy

stirjektiivne isomeetria. Siis iga x € Sx korral kehtib

f(=2) = = f(2).

Toestus. Olgu x € Sx ning olgu F' iihikkera By maksimaalne paristahk,
mis sisaldab punkti z. Lemma 1.17 jargi on f(F') iihikkera By maksimaalne
péristahk. Lemma 1.16 jargi on f(—F) = —f(F).

Seega on nii F kui ka f(F") kompaktsed kumerad hulgad, millel on vastavates
afiinsetes alamruumides mittetiihi sisemus. Mankiewiczi teoreemi jargi on
ahend f|r mingi afiinse isomeetria

T: aft ' — aff f(F)
ahend. Samamoodi on f|_p mingi afiinse isomeetria
T': aff(—F) — aff f(—F) = aff(— f(F))

ahend.

Olgu n = dim(aff F'). Kuna x € F ja F' on kompaktne kumer hulk afiinses
alamruumis aff /', annab Carathéodory teoreem esituse z = Z?jll Aixi, kus
A >0, 27:11 Ai = 1 ja x; € ext(F). Kuna F on iihikkera By tahk, kehtib

ext(F') C ext(Bx).
Seega annab jéareldus 1.20 iga i =1,...,n + 1 korral f(—z;) = —f(z;).
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Niiid kasutame afiinseid laiendusi:

f(=2) =T(-2) =T <— Z >\i95i> = Z NT'(—x;) = Z Aif (=)

=— Z/\,f(xz) =— Z)\ZT(%) =T (Z Ail'i) = —T(z)

Kuna z € Sx oli suvaline, on véide toestatud.
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2 Pohitulemuse toestus

Selles peatiikis toestame, et igal mitte rangelt kumeral kahemootmelisel
Banachi ruumil on Mazur—Ulami omadus. Siin esitatud toestus on artiklis
[3] esitatud toestuse adaptsioon, milles on ebavajalikud osad korvaldatud,
liingad &ara tédidetud ja soltuvust allikatest vihendatud. See peatiikk katab
viidatud artikli jarelduseni 3.8, iilejddnud osa artiklist keskendub tdiendavatele
tulemustele, mida meie siin ei esita.

Normeeritud ruumi N punktide a ja b korral nimetame hulka {(1 — A)a + Ab :
A € [0,1]} 16iguks ja téhistame [a,b]. Kui a # b, siis iitleme, et 16ik on
mittetriviaalne. Nimetame kaareks kahemootmelise normeeritud ruumi N
ithiksfaari Sy kinnist sidusat périsalamhulka, mis sisaldab vidhemalt kahte
elementi. Jargnevas néitame, et ithiksfdari Sy alamhulk K on kaar parajasti
siis, kui see on hom6omorfne 16iguga [0, 1] (ehk mittetriviaalse 16iguga mistahes
Banachi ruumis).

Olgu X kahemootmeline normeeritud Banachi ruum, Y mingi teine Banachi
ruum ja 7: Sy — Sy siirjektiivne isomeetria. Meie eesmérgiks on néidata,
et kui X pole rangelt kumer (st kui Sy sisaldab mittetriviaalset 16iku), siis
7 on mingi lineaarse isomeetria T: X — Y ahend. Piisab néidata, et 7 on
mingi lineaarse kujutuse 7': X — Y ahend. Toepoolest, kui selline kujutus 7'
leidub, siis see kujutab sfdari sfadriks ja seega on ka isomeetria.

Paneme veel tihele, et kuna kujutus 7 on homéomorfism, siis peab ruum
Y samuti kahemootmeline olema. Viimase viite pohjendus on kirjandusest
kergesti leitav, mistottu me sellel pikalt ei peatu. Uks voimalik pohjendus on,
et juhul dimY < 2 saame vastuolu sellega, et Sy on lopmatu ja Sy 16plik,
juhul dimY > 2 saame vastuolu sellega, et kahe erineva punkti p,q € Sx
korral on Sy \ {p, ¢} mittesidus ja Sy \ {7(p),7(q)} sidus.

Toestuse iilesehitus on jargmine. Esimese sammuna néaitame, et kui Sx sisal-
dab mittetriviaalset 16iku, siis 7 iihtib sellel 16igul mingi lineaarse kujutusega
T: X — Y. Teise sammuna néitame, et kui 7: X — Y on lineaarne kujutus
ja 7 =T mingil kaarel K, siis kas 7 = T tervel sfaril voi kehtib see vordus
mingil sellisel kaarel K’, mis on selle omaduse suhtes maksimaalne: kui K"
on kaar, K/ C K" ja 7 =T kaarel K", siis K' = K".

Toestuse lopuni viimiseks jadb siis nédidata, et kui 7: X — Y on lineaarne
kujutus ja 7 = T mingil kaarel K, siis alati leidub kaar K’ nii, et K on K’
parisalamhulk ning 7 = T kaarel K’. See on toestuse koige keerulisem osa.
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Vaatleme kahte juhtu. Esiteks nditame, et viide kehtib juhul, kui kaare K
moni otspunkt asub mingil mittetriviaalsel 16igul, mis sisaldub kaares K. Selle
jarel naitame, et véaide kehtib ka juhul, kui mainitud eeldus ei kehti.

2.1 Abilemmad

Lemma 2.1. Olgu X kahemootmeline reaalne normeeritud ruum.

1. Uhiksfidr Sx on homdéomorfne ringiga S* C R2.

2. Kui K C Sx on kinnine sidus hulk, mis sisaldab vihemalt kahte punkti,
sits K on homdéomorfne loiguga [0, 1], st K on kaar.

Téestus. (1) Olgu T: X — R? isomorfism. Defineerime

Tz
h: Sy — S, h(x) = ——.
1Tz |2

See on pidev bijektsioon kompaktsest ruumist Hausdorffi ruumi, seega ho-
moomorfism.

(2) Olgu K C Sx kinnine sidus hulk, mis sisaldab vahemalt kahte punkti.
Kuna h: Sy — S' on homéomorfism, siis L := h(K) C S* on kinnine sidus
parisalamhulk, mis sisaldab vihemalt kahte punkti.

Fikseerime vabalt punkti p € S\ L. Kuna S'\ {p} on homdomorfne reaaltel-
jega R, siis L on homdéomorfne mingi kompaktse sidusa alamhulgaga ruumis
R. Iga selline hulk on 16ik [a, b], ning kuna L sisaldab vihemalt kahte punkti,
siis @ < b. Jarelikult on K homéomorfne 16iguga [0, 1] ehk kaar, sest

K =L = [a,b] =10,1]. O
Lemma 2.2. Olgu x1,x9 € Sx. Siis
[z1,29) C Sx <= [1(x1),7(x)] C Sy.
Toestus. Lemma 1.6 jargi piisab nididata, et

21 + zof| = [|7(21) + 7(22)]|
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Tingley teoreemi jérgi 7(—x2) = —7(x2). Seega
I7(21) + 7(@2)|| = [I7(21) = 7(=22) || = [ = (=22)|| = [l21 + 22 D

Kui N on kahemootmeline normeeritud ruum ning 1, x5 € Sy on sellised, et
x1 & {9, —xo}, siis tahistame

K(Ihxz) = {H(]_ — )\)le +)\x2|| tAE [O, 1]}

Paneme tahele, et tegemist on kaarega.

Lemma 2.3. Olgu x1, x5 € Sx sellised, et x1 & {xs, —x2}. Siis (K (x1,x2)) =
K(7(x1), 7(22)).

Téestus. Tahistame y; = 7(x1) ja y2 = 7(2x2). Paneme téhele, et 7 injektiiv-
suse ja Tingley teoreemi kohaselt y; & {y2, —y2}, mistottu on kaar K (y1,y2)
defineeritud. Vaatleme kujutusi

cos(t)(—x2) + sin(t)z;
| cos(t)(—x2) + sin(t)z ||’

px:(0,2m) = Sx \{—z2}, x(t) = |
ja

__cos(t)(—y2) +sin(t)y
[ cos(t)(—y2) + sin(O)p ||

ey (0,2m) = Sy \ {~y2}, v (t)

Kuna kujutused ¢px, ¢y ja 7° = T|g\{cas}: Sx \ {—22} = Sy \ {92} on
homd6omorfismid, siis homéomorfism on ka kujutus

f=¢y o opyx: (0,2m) — (0,27).

Kuna f(3) = 7 ja f(7) = 7 ning f on pidev ja injektiivne, siis f([F,7]) =
[5.7]. Kuna

T =gy o fouy
ning ' kujutab hulga K (z1,2,) hulgaks [Z, 7, f kujutab hulga [Z, 7] iseen-
daks ja ¢y kujutab hulga [, 7] hulgaks K (y1,¥2), siis saamegi 7(K (21, 72)) =
K(y1,92). u

Jareldus 2.4. Olgu z1, x5 € Sx, 1 # xo. Kui [x1,25] C Sx, siis 7([xq, x2]) =

[T (1), 7(22)].
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Toestus. Kuna [z1,x5] C Sy, siis 1 # —x9, sest muidu 0 € [zq,x9] C Sx.
Lemmast 2.3 saame 7(K(z1,22)) = K(7(x1),7(22)). Lemmast 2.2 saame,
et [7(z1),7(x2)] C Sy. Kuna [z1,25] C Sx ja [7(z1),7(x2)] C Sy, siis
K(xy,x9) = [11,22] ja K(7(21), 7(22)) = [7(x1), T(22)]. O

Lemma 2.5. Olgu 1,29 € Sx, 11 # xy. Kui [x1,15] C Sx, siis iga t € [0, 1]
korral
T((1 =)z + tas) = (1 — O)7(21) + t7(22).

Toestus. Olgu z = (1 — t)xy + tay. Jarelduse 2.4 jargi 7(2) € [7(x1), T(22)].
Seega leidub s € [0, 1] nii, et

7(z) = (1 — 8)7(x1) + s7(22).

Kuna z € [z1,x9], siis ||z — z1]| = t||z2 — x1||. Et 7 on isomeetria, siis ka
I7(2) = T(@ )l = tl|lwg — 2.

Teisalt, kuna 7(z) € [7(x1), T(22)], siis ||[7(2) — 7(z1)|| = s||7(z2) — 7(x1)||. Et
7 on isomeetria, siis ||7(z2) — 7(x1)|| = ||z2 — x1||, mistottu

I7(2) = T(@ )l = s [lz2 — 24,

Jarelikult s =1 ja
7(2) = (1 = t)7(x1) + t7(22). O

Lemma 2.6. Olgu T: X — Y lineaarne, olgu [a,b] C Sx ning olgu J C [a, b]
mittetriviaalne osaloik. Kui 7 =T hulgal J, siis T =T kogu loigul [a,b].

Toestus. Valime loigu J kaks erinevat punkti
u=(1—s1)a+ s1b ja v =(1—s2)a+ sqb,
kus s; # sy ja s1, 59 € [0, 1]. Lemma 2.5 jargi on

7(u) = (1 — s1)7(a) + s17(b) ja 7(v) = (1 — s9)7(a) + so7(b).
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Kuna 7 = T punktides u ja v, saame

{(1 — s1)7(a) + s17(b) = T(u),
(1 — s9)7(a) + so7(b) = T'(v).

Sama siisteemi rahuldavad ka T'(a) ja T'(b) (vektorite 7(a) ja 7(b) asemel),
seega
7(a)=T(a) ja  7(b)=T(b).

Rakendades uuesti lemmat 2.5, saame iga ¢ € [0, 1] korral
7((1=t)a+tb) = (1—t)7(a)+tr(b) = (1—t)T(a)+tT(b) = T((1—t)a+tb). O

Lemma 2.7. Olgu T: X — Y lineaarne kujutus ja Hy C Sx kaar, millel
T="T. Stis kas T =T kogu sfidril Sx voi leidub kaar H C Sx, mis sisaldab
kaart Hy, millel 7 =T, ja mis on maksimaalne selles mottes, et kui K C Sx
on kaar, H C K ja 7 =T hulgal K, sits K = H.

Toestus. Vaatleme hulka
F={xeSx:7(z)=T(2)}.

Kuna 7 ja T'|g, on pidevad, on F kinnine hulgas Sx. Eeldusest saame Hy C F.

Kuna Hj on sidus alamhulk ruumis F, sisaldub H, tapselt iihes alamruumi
F' siduskomponendis C'. Kuna siduskomponendid on kinnised ja F' on kinnine
hulgas Sy, on ka C' kinnine hulgas Sy.

Lemma 2.1 jargi on C' kas kogu Sy, iiksik punkt voi kaar. Kuna Hy C C' ja
Hj ei ole iiksik punkt, ei saa C' olla iiksik punkt.

Kui C' = Sy, oleme valmis. Oletame, et C' # Sy, ja olgu H := C. Siis H on
kaar, Hy C H ja 7 =T hulgal H.

Viidame, et H on selles mottes maksimaalne: kui K C Sx on kaar, H C K
ning 7 = T hulgal K, siis K = H. Toepoolest, tingimusest 7 = 1" hulgal
K saame K C F'. Kuna K on sidus ja sisaldab hulka H = C| siis hulga F
siduskomponendi C' maksimaalsusest jareldub K = C = H. O]

Lemma 2.8. Olgu T: X — Y lineaarne kujutus. Olgu H C Sx kaar ja olgu
q € H tema otspunkt. Eeldame, et H sisaldab mittetriviaalset loiku [p,q] C H.
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FEeldame lisaks, et T = T kaarel H. Siis leidub punkti q suhteline timbrus
W C Sx nui, et
T=T hulgal H U W.

Toestus. Jagame toestuse kaheks juhuks.

1. Eeldame koigepealt, et punkt ¢ on mone sfaéril asuva 16igu sisepunkt, st
leidub mittetriviaalne 1oik J C Sy, mille suhtelisse sisemusse ¢ kuulub. Olgu
P € [p, q) selline, et

p',q) C HN J.

Rakendades lemmat 2.6 16igule J ja selle osaldigule [p', q], saame
T=T hulgal J.
Vottes niiiid W := J, saame
T=T hulgal H U W.

See lopetab esimese juhu.
2. Eeldame niitid, et punkt ¢ ei ole iihegi sfdiril paikneva loigu sisepunkt.

Samm 0. Maksimaalse loigu J valik.

Olgu ¢ sirge, mis ldbib punkte p ja ¢q. Kuna Sx on kompaktne ja ¢ on
kinnine, siis Sx N ¢ on kompaktne hulk sirgel ¢, mis sisaldab 16iku [p, q|.
Olgu J alamruumis Sx N ¢ see siduskomponent, mis sisaldab 16iku [p, ¢
Kuna [p, q] on sidus, on see toesti tihe siduskomponendi alamhulk. Sirge ¢ on
homoéomorfne ruumiga R, mistottu iga kompaktne sidus alamhulk sirgel on
loik. Seega leiduvad punktid a,b € ¢ nii, et

J:[a,b] C SxnNt.

Viidame, et ¢ on 16igu J otspunkt. Toepoolest, vastasel juhul oleks ¢ mittet-
riviaalse 16igu J C Sy sisepunkt, mis on vastuolus juhu 2 eeldusega. Seega
voime otspunktid téhistada nii, et J = [a, q|.

Loik J on sisaldumise jargi maksimaalne koigi sirgel ¢ asuvate loikude I seas,
mis rahuldavad tingimust [p,q] C I C Sx. Toéepoolest, kui I C Sy N ¢ on 16ik
ja [p,q| C I, siis I on sidus alamhulk alamruumis Sx N ¢, mis 16ikub hulgaga
J. Siduskomponendi maksimaalsuse tottu peab kehtima I C J.
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Kuna 7 = T 16igul [p, q] ja [p, q] on 16igu J osaldik, saame lemma 2.6 pohjal
7 =T 16igul J. Tingley teoreemi jargi on 7 = T ka 16igul —J = [—¢, —a.

Samm 1. Baasi vahetus ruumides X ja Y.

Tahistame

_ llg—al
2

q—a u ‘_q—f—a
2'——2

A

>0, w = g—,
lg = a

Véidame, et (ug, uz) sobib ruumi X baasiks ehk vektorid u; ja us on lineaarselt
soltumatud. Kui u; ja us oleksid lineaarselt soltuvad, siis oleksid lineaarselt
soltuvad ka vektorid

q—a=2\u ja q+ a = 2us,
seega ka nende vektorite summa ja vahe,
29=(q—a)+(qg+a) Jja 2a=(¢+a)—(¢—a)

Siit jarelduks, et a ja g on lineaarselt soltuvad. See on voimatu, sest a,q € Sk,
a # ¢ ning a # —q.

Téhistame iga vektori z = {uy + nug € X koordinaate baasi (u;, uz) suhtes
kujul (&,n)x. Siis

g=\1)x ja a=(=\1)x
ning

J={(t.)x:te[-MN} ja  —J={t-Dy:te[-\AL

Téahistame
vy =T (uq) ja vy =T (us).
Viidame, et ka (vy,v) on ruumi Y baas. Téepoolest,

T(a)=ve— vy ja  T(q) = vy + Avy.

Kuna 7 = T hulgal J, on punktid T'(a), T(q) ja T(ug) koik sfaaril Sy. Kui
v1 ja ve oleksid lineaarselt soltuvad, siis oleksid ka T'(a) ja T'(q) lineaarselt
soltuvad. Kuna nad on erinevad ning molemad normiga 1, peaks kehtima
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T(a) = —T(q). Aga siis oleks

g = TWETW)

mis on voimatu, sest us € J C Sy ja T'(uz) = 7(uz) € Sy. Seega on vy ja vy
lineaarselt soltumatud.

Téhistame iga vektori y = vy + nuy € Y koordinaate baasi (v, v9) suhtes
kujul (£,7)y. Siis

T(q) = ()" 1)Y ja T((I) = (_/\7 1>Y
ning

T(J)={t1)y:te[-\A} ja  T(=J)={E -1y :te€[-\A}

Samm 2. Lokaalsed iimbrused punktide ¢ ja T'(q) iimber.
Vaatleme sfdéri Sx punkti ¢ = (A, 1)x timber. Olgu

Ly ={(t,1)x : t € R}

loigu J tugisirge. Kuna J on mittetriviaalne 1oik, mis asub tihikkera By rajal,
on Ly kera By tugisirge. Seega iga punkti (o, 5)x € By korral kehtib 5 < 1,
ning

SxNLx=1J.

Kuna q ei ole iihegi sfaéris sisalduva 1oigu sisepunkt ja ¢ on loigu J otspunkt,
leidub punkti ¢ suhteline imbrus Wx C Sx nii, et iga z = (o, f)x € Wx \ J
rahuldab tingimusi

A< a <2\ ja 0<pB<1.

Vaatleme niiid sfadri Sy punkti 7'(q) = (A, 1)y timber. Kéigepealt mérgime,
et T'(q) ei saa olla iihegi sfiéris sisalduva 16igu sisepunkt. Téepoolest, oletame
vastupidi, et leidub mittetriviaalne 16ik K := [y, y2] C Sy nii, et T'(¢) on K
sisepunkt. Siis leidub s € (0, 1) nii, et

T(q) = (1 = 5)yr + sy>.
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Kuna 77!: Sy — Sy on samuti siirjektiivne isomeetria, saame lemma 2.2
abil, et
[7 (1), 7 (52)] C Sx.

Rakendades niiiid lemmat 2.5 kujutusele 7! 16igul K, saame

¢=7"(T(q)) = (L= s)7 (1) + 57 ' (2),

mis tdhendab, et ¢ on mingi Sx 16igu sisepunkt. See on vastuolus juhu 2
eeldusega.

Olgu
Ly ={(t,1)y : t € R}

16igu T'(J) tugisirge. Kuna 7'(J) on mittetriviaalne 16ik sfaaril Sy, on Ly
ihikkera By tugisirge. Seega iga punkti (¢/, 8')y € By korral kehtib g’ < 1,
ning Sy N Ly sisaldab 16iku T'(J). Kuna T'(q) ei ole iihegi Sy 16igu sisepunkt,
on ta 16igu T'(J) otspunkt ning leidub punkti 7(¢) suhteline imbrus Wy C Sy
nii, et iga y = (o/, f')y € Wy \ T'(J) rahuldab tingimusi

A<d <2\ ja 0<p <1.

Kuna 7 on pidev ja 7(¢q) = T'(¢), voime timbrust W vajaduse korral kahan-
dada nii, et

T(Wyx) C Wy.
Olgu niitid
cx =—a€—J ja oy =T(cx)=-T(a) e T(—J).
Valitud baasides on nende koordinaadid

Cx = ()\, _1>X ja Cy = (/\7 —1)y.

Samm 3. Kaugus punktideni cy ja ¢y maarab teise koordinaadi.

Fikseerime suvalise punkti z = (o, ) x € Wy \ J. Siis

z—cx =(a— N[+ 1)x.
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Kuna A < a < 2\ ja # > 0, saame

a— A
0< <A,
140
ning seega
o —
1 eJ C Sy.
(1+6 >y *
Jarelikult
|z —cxllx = [(a = A, B+ 1)x]||x
a— A\
(55
( ) 5 .
=1+7.
Seega
|z —exllx =1+ 8. (1)

Olgu 7(z) = (¢, f')y. Kuna 7(2) € 7(Wx) C Wy, saame sama arvutuse teha
ruumis Y punktile 7(2) ja punktile cy. Nimelt, kuna A < o/ < 2\ ja 5/ > 0,
siis

o — A
< <A
0< 15 ,
ja seega
a — A )
—— 1) €T(J)C Sy.
(1+@ y
Niisiis

I7(z) —evlly =1+ 5" (2)

Teiselt poolt, kuna cx € —J ja 7 = T hulgal —J, siis 7(cx) = T(cx) = cy.
Et 7 on isomeetria, saame

I7(2) = evlly = [I7(2) = 7(ex)lly = [z = exllx.
Koos vordustega (1) ja (2) annab see

1+ 8 =1+0,
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seega

p=p. (3)

Samm 4. Kaugustasand loigul —J méairab esimese koordinaadi.

Fikseerime taas z = («, 5)x € Wx \ J ning olgu d := 1 + . Vaatleme hulka
I ={we—J:|z—wlx =d}.
Kui w € —J, siis w = (£, —1)x, kus £ € [-\, A], mistottu
|z —wllx =d <= [[(a =& B+ Dxllx =d

= I(%),

Kuna J = {(t,1)x : t € [-, \]}, on see samavéérne tingimusega

a—¢
d

=1.

X

€[\

ehk
€ €la— M, a+ M.

Loigates seda 16iku 16iguga [—\, A] ning kasutades tingimusi @« > A\, 0 < f < 1
ja a < 2\, saame
I =[a—=X1+0),A] x {-1}. (4)

Niiid vaatleme hulka
Ky ={yeT(=J):|7(2) —ylly = d}.

Kirjutades y = (£, —1)y ruumi Y koordinaatides ning kasutades samu votteid
koos vordusega (3), saame

Ko = o = A(1+ ), 2] x {~1}. (5)

Teiselt poolt, kuna 7 = T" hulgal —J ja 7 on isomeetria, siis iga w € —J korral

|z —wlx =d <= |[I7(2) = 7(w)lly =d < |7(z) = T(w)lly = d.
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Seega
T(L) = K. (6)

Aga valitud koordinaatides saadab lineaarne kujutus 7" punkti (£, —1) x ruumis
X punktiks (¢, —1)y ruumis Y. Seetottu annab valem (4)

T(L.) = [o = AL+ B), A] x {1} (7)
Vorreldes valemeid (5), (6) ja (7), saame
[0 = AL+ 8), A = [a = A(L+ 5), A,

ning jérelikult o = . Koos vordusega (3) saame 7(z) = T'(z). Kuna punkt
z € Wx \ J oli suvaline, siis 7 = T hulgal W \ J. Et 7 =T juba hulgal J ja
ka hulgal H, jareldub 7 = T hulgal H U Wx. See lopetab teise juhu ja seega
kogu toestuse. [

Lemma 2.9. Olgu (1,0) € Sx N Sy ja olgu H C Sx NSy kaar, mille
otspunktid on q .= (=X, 1) jar == (\, 1) mingi 0 < A < 1 korral. Lisaks olgu
m = (0,n) € H mingi i > 1 korral. Eeldame, et 7|y = 1d|y. Siis leidub
punkti (1,0) suhteline imbrus Uy, C Sx, mille korral U, C Sy.

Toestus. Olgu H,,, C H kaare osa, mis ithendab punkte m ja r, ning olgu
H,,, C H kaare osa, mis iithendab punkte ¢ ja m.

Defineerime kujutuse

u—q
. H,,, — Sx, .
7t o = Sl S

Kuna 7(u) = v iga v € H korral ja 7(q) = ¢, siis iga u € H,,, korral

lv = gqllx = [I7(u) = 7(D)lly = llu—qlly.

Seega 0,(H,,,) C Sx N Sy.
Paneme téhele, et 0,(H,,,) on kaar. Kusjuures iihelt poolt on
r—9q (2)‘7 0)

UQ(T) = ||7" _ QHX = 2)\ = (170)

Teisalt on m — ¢ = (A\,p — 1) ja p > 1, on kaare o,(H,,,) teise otspunkti
o,(m) teine koordinaat positiivne.
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Defineerime niiiid teise kujutuse

r—u
cHypm — S =—
0-7" q,m X UT(“) ||7"—U,||X

Kuna 7(u) = v iga v € H korral ja 7(r) = r, siis iga v € H,,, korral
Ir = ullx = lI7(r) = 7(w)lly = lIr —ully.

Seega 0,(Hymm) C Sx N Sy.

Ka 0, (Hy,) on kaar, kusjuures

71(@) = 1 9 (1,0).

| —allx
Kuna r —m = (A\,1 — p) ja u > 1, on kaare o,(H,,,) teise otspunkti o, (m)
teine koordinaat negatiivne.

Niisiis on I' := o (Hyr) U0, (Hym) kaar, (1,0) tema sisepunkt ja I' € Sx N Sy.

Kuna Sx on topoloogiline ring, jareldub sellest, et leidub punkti (1, 0) suhteline
imbrus U, C Sx, mille korral ka U, C Sy. O

Lemma 2.10. Olgu q :== (—\,1),7 :== (A, 1) € Sx N Sy. Oletame, et leidub
punkti (1,0) suhteline imbrus Uy, C Sx, mille korral U, C Sy. Siis leidub
punkti r suhteline imbrus W), C Sx nii, et iga z € W}, korral

||2 - CI||X = ||Z - CI||Y-

Toestus. Defineerime pideva kujutuse

Z—(q
q)q: SX \ {q} — SX, (I)q<Z) = m

Kuna r — g = (2A,0) ja ||r — ¢||x = 2, siis

r—q

o, (r)= 9
) =

— (1,0).

Kuna U, on punkti (1,0) suhteline timbrus ja ®, on pidev, leidub punkti r
suhteline imbrus W), C Sx nii, et ®,(W},) C U,.
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Fikseerime suvalise z € W}, ja olgu

Z—q

= =
w= ) = T

Siis on w € Uy, C Sy ja definitsiooni jargi ka u € Sx. Kuna
z—q=|z—dqllxu,
saame

Iz = glly = |[lIz = allxull, = llz = gllxlully = ll= = gllx. =

Lemma 2.11. Olgu p = (A\,—1),r == (\,1) € Sx NSy jam = (0,u) €
Sx NSy. Oletame, et leidub punkti m suhteline imbrus U, C Sx, mille korral

U, C Sy. Siis leidub punkti r suhteline imbrus W, C Sx, mille korral iga
z € W, rahuldab

Iz = pllx =z =plly.

Toestus. Defineerime pideva kujutuse

=P
q)pi SX \ {p} — Sx, (I)p(2> = m
Kuna r —p = (0,2) ja Ir — pllx = 2/, sii
r—Dp 0,2
D, (r) = (0,2) = (0, ) = m.

Cr=pllx  2/w

Kuna U, on punkti m suhteline iimbrus ja ®, on pidev, leidub punkti r
suhteline imbrus W, C Sy nii, et ®,(W,) C U,.

Fikseerime suvalise z € W, ja olgu

=P

= =
V=R =

Siis on v € U, C Sy ja definitsiooni jargi ka v € Sx. Kuna

z=p=lz=plxv,
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saame
Iz = ply = [z = pllxvily = Iz = plix llvlly = Iz = pllx. O
Lemma 2.12. Olgu
H C Sx NSy, qg=(=\1), r=(\1), p=(A\—1),
olgu 7|y = 1d|g ning olgu
m=(0,u) € H, > 1.

Siis leidub punkti r suhteline imbrus W C Sx, mille korral iga z € W jaoks
kehtib

Iz =dqllx = llz=dqly  jo  llz=plx=lz=ply.

Téestus. Lemma 2.9 annab punkti (1,0) suhtelise iimbruse U, C Sx, mille
korral U, C Sy. Lemma 2.10 annab niiiid punkti r suhtelise timbruse W), C Sx
nii, et iga z € W}, korral

Iz = qllx = llz — ally-
Kuna m = (0, ) on kaare H sisepunkt ning H C Sx N Sy, leidub samuti
punkti m suhteline timbrus U, C Sy, mille korral U, C Sy. Lemma 2.11
annab punkti r suhtelise timbruse W, C Sx nii, et iga z € W,, korral

Iz = pllx = llz = plly-

Olgu W = W, N W,. See on punkti r suhteline iimbrus hulgas Sx ning iga
z € W rahuldab molemat noutud vordust. O

2.2 Kahe sfaari loike kohta

Lemma 2.13. Olgu X kahemootmeline reaalne normeeritud ruum, olgu S
selle tihiksfadr ning fikseerime punktid p, z € S nui, et

zFp  ja zZF—p
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Olgu
a=|z=pl| ja b=[z+pl
Suis leidub punkt
2 e(p+aS)N(—p+0bS)

nii, et 2’ ja z aswvad kumbki eri kinnisel pooltasandil, mis on mddratud joonega
Rp. (Punkt 2’ voib asuda joonel Rp.)

Toestus. Kuna z # +p, siis vektorid p ja z on lineaarselt soltumatud. Valime
normeeriva funktsionaali ¢ € Sy« nii, et ¢(p) = 1. Fikseerime suvalise vektori
e € kery \ {0}. Siis (p,e) on ruumi X baas. Asendades vajaduse korral
e vektoriga —e, voime eeldada, et selle baasi suhtes asub punkt z lahtisel
pooltasandil

H" = {tp+se:s>0}

Olgu
H ={tp+se:s<0} ja H ={tp+se:s<0}.
Seega on H— see kinnine pooltasand, millel soovime leida punkti

2 e(p+aS)N(—p+bS).

Toestame esmalt viite eeldusel, et X on rangelt kumer, ning seejérel kasutame
seda iildjuhu toestuses.

Eeldame, et ruum X on rangelt kumer. Téhistame tema kinnist iihikkera
stimboliga B.

Iga t € [—1, 1] korral vaatleme sirget

L ={rxe X :¢(x)=t} =tp+Re.
Kui |t] < 1, siis [[tp]| = |t] < 1 ja seega tp € int B. Jarelikult on B N L; iga
t € (—1,1) korral mittekidunud kompaktne 16ik. Seega iga ¢t € (—1,1) korral
leiduvad reaalarvud g(t) ja f(t) nii, et g(t) < 0 < f(¢) ja

BNLy={tp+se:g(t) <s< f(t)}
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Veel voime lugeda, et

f)=91)=0 ja  f(=1)=g(=1) =0,

sest tugisirged ¢ = 1 ja ¢ = —1 puutuvad rangelt kumerat iihikkera vastavalt
ainult punktides p ja —p.

Niitid néditame, et f: [—1,1] — R on pidev. Fikseerime ¢ € (—1,1).

Ulalt poolpidevus. Olgu (t,,) 16igu [—1, 1] elementide jada, mis koondub punktis
t ning iga n jaoks olgu

T, = typ+ f(t,)e € B.
Kuna B on tokestatud, siis jada (x,) on tokestatud. Kuna
T, =1typ+ f(tn)e  ja tn, — t,
siis on ka arvjada (f(t,)) tokestatud. Valime osajada (,,) nii, et

f(tn,) = limsup f(t,) = a.

n—oo

Kuna (z,,) C B ja B on kompaktne, voime pérast sobivale osajadale iile-
minekut (ja eelmist osajada tdhistust séilitades) eeldada, et (z,,) koondub
mingiks elemendiks z € B. Kuna

T, =tn, D+ f(ta)e  ja  t,, —1,
siis saame x = tp + ae. Seega x € BN Ly, mistottu o < f(t) ehk

limsup f(t,) < f(t).

n—o0
Alt poolpidevus. Valime n > 0 nii, et f(¢) —n > 0. Siis

tp+ (f(t) =me=(1—=Ntp+ A(tp+ f(t)e),

kus
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Kuna tp € int B, tp + f(t)e € B ja B on kumer, siis
tp+ (f(t) —n)e € int B.

Kuna int B on lahtine, siis iga ¢’ korral, mis on punktile ¢ piisavalt lahedal,
kehtib endiselt

t'p+ (f(t) —n)e € B.
Seega f(t') > f(t) — n, mistottu
liminf f(¢') > f(t) — 7.

t'—t

Kuna 1 > 0 oli suvaline, jareldub, et

liminf f(¢') > f(¢).

t'—t
Kokkuvottes oleme ndidanud, et f on pidev vahemikus (—1,1).

Néitame f pidevust punktis ¢ = 1. Olgu t,, — 1 ning téhistame
T, =t,p+ f(t,)e € B.

Kuna B on kompaktne, siis jada (x,,) igal osajadal on omakorda osajada, mis
koondub mingiks punktiks z € B. Kui z,, — z, siis, kuna ¢, — 1, saame

r=p—+ae
mingi « € R korral. Sel juhul
p(z) = p(p+ ae) = 1.

Seega x € BN{y : ¢(y) = 1}. Kuna sirge {y : ¢(y) = 1} on hulga B tugisirge
punktis p, siis range kumeruse tottu

Bn{y:e(y) =1} = {p}.

Jarelikult z = p. Seega on jada (z,) iga koonduva osajada piirelement p,
mistottu x, — p. Kuna ka t,p — p, saame kokkuvottes, et

f(tn)e =z, —t,p — 0.
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Kuna e # 0, siis f(t,) — 0 = f(1). Jarelikult on f pidev punktis 1.
)

Analoogiliselt saaksime, et f(f) — 0, kui ¢ — —1. Kuna B on nullpunkti
suhtes siimmeetriline, siis g(t) = — f(—t) iga t € [—1, 1] korral, seega on ka g
pidev.

Jarelikult saab iihiksfaéri S kirjutada kujul S = ST U S™, kus
Sti={tp+ft)e:te[-1,1]} c Ht ja S = {tptg(t)e:tc[-1,1]} C H-,
seejuures z € ST.
Vaatleme niiiid hulki

p+aS ja —p+0S.

Kusjuures paneme téahele, et

p+aS‘={tp+a9< )63756[1—“’1‘“1]}’

ja
t+1

—p+ b5 = {tp+bg( = )ete[-1-bb-1]}.
Néitame, et 16ik 7 :=[1 — a, b — 1] on mittetiihi. Toepoolest,
2=2pll =Mz =p)+ E+pll <[z =pl+lz+pl=a+b,

seega 1 —a < b — 1. Tegelikult kehtib siin range vorratus (ehk a +b > 2), sest
vastasel juhul a + b = 2 saaksime kolmnurga vorratuses vorduse

[(z=p)+E+p)l = lz—pl+ Iz +pl,

mistottu ruumi range kumerus sunnib vektorid z — p ja z + p olema teineteise
positiivsed kordsed, ja see viib vastuoluni z € Rp.

Samuti kehtib
0<a<?2 ja 0<b<2,

sest z # p ja z # —p, ning range kumerus vélistab vorduse vorratustes

lz=pll < llzll+ 1 =pll =2 ja  llz+pll < llzll + llpll = 2.
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Defineerime pideva funktsiooni ®: I — R,
t—1 t+1
w0 -5 m('5?)
(t) = ag| — 9

Loigu I vasakpoolses 1 — a otspunktis on ® védrtus ®(1 — a) = —bg(%:%).
Kunaa < 2jaa+b> 2, siis —1 < Q;b“ < 1. Seetottu on 9(277“) < 0, ja
jarelikult ®(1 —a) > 0.

Sarnaselt saame 16igu I parempoolses otspunktis b — 1 funktsiooni ® vaartust
hinnata. Definitsiooni jargi on ®(b— 1) = ag(bjTZ). Kunab<2jaa-+0b>2,
siis —1 < =2 < 1. Seega g(%=2) < 0, ja jérelikult ®(b— 1) < 0.

Jarelikult leidub punkt ¢y € I nii, et ®(tg) = 0 ehk ag(%) = bg(%).

Sellise ty korral kuulub punkt

, to—1
z ::t0p+ag( )e
a

tihtaegu nii hulka p+aS~ kui ka hulka —p+bS—, seega 2’ € (p+aS)N(—p+bS).
Kuna alati g <0, siis 2/ € H—, ning rangelt kumera normi korral isegi hulka
H~. See lopetab rangelt kumera juhu.

Vaatleme niiiid iildist juhtu, kus X ei ole tingimata rangelt kumer.
Kuna p ja z on lineaarselt soltumatud, moodustavad nad ruumi X baasi.
Defineerime selle baasi abil ruumil X eukleidilise normi | - | vordusega

ltp + sz| == V12 + s? (t,s € R).
Siis |p| = |z| = 1. Iga € > 0 korral defineerime

\/ﬁ
PP

=
Siis on || - || norm ruumil X: positiivsus ja homogeensus on ilmsed ning

kolmnurga vorratus tuleneb Cauchy vorratusest ruumis R?, sest
Vil +elz? = [[ (2], Ve |2])]],-
Normi || - || suhtes on kinnine iihikkera

B.={rec X :|z|]*+elz> <1+¢e}
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Funktsioon F(z) == ||z||* + ¢|z|* on rangelt kumer, sest kujutus x — ||z||? on
kumer ja kujutus z — |z|> on rangelt kumer. Jirelikult on B, rangelt kumer
hulk. Seega on || - || rangelt kumer norm.

Paneme ka téhele, et

Ipll. = VIpIP +elp _ vite
: vi+e v1i+e

ja samamoodi ||z]|. = 1. Seega asuvad p ja z ruumi (X, || - ||.) ithiksfdéril S..

Olgu

a: = ||z — pl|- ja b. = ||z + pll.
Toestuse esimese osa pohjal leidub iga € > 0 korral punkt
zL € (p+a.S:) N (—p+b.5.)

nii, et 2/ € H-. Paneme tihele, et pere (2/) on tokestatud:

120le < ||z = pll- + |Iplle = ac + 1

ja
ae = ||z = plle <[zl + [Iplle = 2
annavad kokku, et [|2/]|. < 3.

Teisalt kehtib iga x € X ja e <1 korral
Izl < Vi+elz]. < V2|a|..
Jarelikult saame ¢ < 1 puhul
£l <3v2  (0<e<),

mistottu on pere (2.)p<-<1 algses normis tokestatud.

Valime jada ¢, | 0. Kuna ruum X on loplikumootmeline, voime pérast
iileminekut osajadale eeldada, et

/

ZL >z
n

mingi ' € X korral. Kuna iga 2z, € H~ ja H~ on kinnine, saame 2’ € H~.
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Jaéb veel ndidata, et 2’ € (p+aS) N (—p+ bS).

Esiteks on normi || - ||c definitsiooni pohjal selge, et
Ae,, — @ ja b, — b.
Jargmiseks valime konstandi C' > 0 nii, et iga z € X korral
|z < O],

mis on voimalik, sest koik normid ruumis X on omavahel ekvivalentsed. Siis

lz] < VI+ellzlle = Vlzl? +elzf? < V1 +eC? .

Seega,
1 1+ eC?

< <
T el < el < 4/

Jarelikult kehtib || - || — || - || ihtlaselt igal || - ||-tokestatud hulgal.

(e

Kuna jada (2. — p) on tokestatud, siis saame
122, = plle, = lI2L, = pll] — 0.
Kuna 2, —p — 2’ — p, siis algse normi pidevusest jareldub, et
122, =l = Iz = pll.

Kombineerides need kaks fakti ning arvestades, et ||z, — p|., = a,, saame

12" = pll = a.
Samamoodi saame jada (2 -+ p) analiiiisides, et

12"+ pl =10.
Seega oleme néidanud, et 2/ € p+ aS ja 2’ € —p + bS ehk

2 e (p+aS)N(—p+0bS).

Kuna juba teame, et 2/ € H—, on toestus taielik. ]
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Lemma 2.14. Olgu X kahemootmeline reaalne normeeritud ruum, olgu
p,q € X erinevad punktid ja olgu a,b > 0. Tdhistame

I=(p+aSx)N(q+bSx).
Kui I sisaldab rohkem kui kahte punkti, siis I sisaldab mittetriviaalset loiku.
Toestus. Olgu
Ci =p+aByx ja Cy :=q+ bBx.

Siis € ja Cy on ruumi X kompaktsed kumerad kehad mittetiihja sisemusega
ning
801 :p+CLSX ja 002:q—|—bSX

Triviaalselt on ; ;
02: (q——p> +501

Rakendades niitid tulemust [11, lause 21| kehade C} ja C5 rajadele, saame, et
I on kahe 16igu iihend, kus kumbki 16ik voib olla triviaalne, st punkt voi olla
tiithi. Kui [ sisaldab rohkem kui kahte punkti, siis vihemalt iiks neist kahest
komponendist ei saa olla tiihi ega punkt. Seega sisaldab I mittetriviaalset
loiku. O]

Lemma 2.15. Olgu X kahemootmeline reaalne normeeritud ruum ja olgu
p € Sx punkt, mis ei ole iihegi sfidril Sx asuva loigu sisepunkt. Olgu a,b > 0
ning tahistame

I = (p+aSx)N(—p+bSx).

Siis sisaldab hulk I koige rohkem kahte punkti.

Toestus. Oletame vastupidi, et I sisaldab rohkem kui kahte punkti. Lem-
ma 2.14 jérgi sisaldab [ siis mittetriviaalset sirgloiku L.

Valime punkti x € L. Kuna z € I, leiduvad punktid u,v € Sx, mille korral
r=p+au=—p+bv.

Sellest jareldub

o2 = b ' b + 2 (—u)
= 0V — au a Seega = v —Uu).
P Ja seeg Pt T
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Néitame, et punkti x € L saab valida nii, et v # —u. Kui v = —u, siis
vordusest 2p = bv — au saame

2p = —(a + b)u.
Kuna ||p|| = ||u|| = 1, peab sel juhul olema a + b = 2 ja u = —p. Siis aga
r=p+au=(1—a)p.

Niisiis saab juht v = —u esineda iilimalt iihe punkti x € L korral. Kuna L
on mittetriviaalne, valime edaspidi punkti z € L nii, et vastavate punktide
u,v € Sx korral v # —u. Siis on

b . a
v
a-+b a-+b

p:

(—u)

punktide v ja —u range kumer kombinatsioon. Seega on p léigu [—u,v]
sisepunkt. Jaab néidata, et see 10ik paikneb sfaaril Sx.

Olgu Bx ruumi X kinnine ithikkera. Kuna v, —u € Sx C By ja Bx on kumer,
siis [—u, v] C By. Valime iihikkera tugifunktsionaali ¢ € X* punktis p, nii et
llell =1 ja p(p) = 1. Kuna v, —u € By, kehtib

pv) <1 ja  p(-u) <1

Rakendades funktsionaali ¢ iilaltoodud kumerale kombinatsioonile, saame

1= olp) = — olo) + — ().

Et molemad kordajad on positiivsed, saab see vordus kehtida ainult juhul

Jarelikult rahuldab iga 16igu [—u, v] punkt w tingimust ¢(w) = 1. Kuna samal
ajal w € By, saame

1= p(w) <[l <1,
mistottu w € Sx. Seega [—u,v] C Sx.

Oleme leidnud sfaéril Sy mittetriviaalse 16igu, kus p on sisepunkt. See on
vastuolus eeldusega. Jérelikult ei saa I sisaldada rohkem kui kahte punkti. [
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2.3 Teoreem 3.7

Teoreem 2.16 (Cabello Sanchez [3, teoreem 3.7|). Olgu X ja Y kahemoot-
melised reaalsed normeeritud ruumid ning olgu 7: Sx — Sy strjektiivne
isomeetria. Kui leidub mittetihi suhteliselt lahtine hulk U C Sx ja lineaarne
T: X =Y, mille korral T =T hulgal U, siis on 7 =T kogu sfddril Sx.

Toestus. Fikseerime suhteliselt lahtise mittetiihja hulga U C Sx ja lineaarse
kujutuse 7": X — Y nii, et 7 =T hulgal U. Kuna Sx on topoloogiline ring,
sisaldab iga tema mittetiihi suhteliselt lahtine alamhulk kaart. Valime kaare
HycCU.

Rakendame lemmat 2.7. Kui sellest jareldub kohe, et 7 =T kogu sfaaril Sy,
olemegi valmis. Oletame edaspidi, et leidub H C Sx, mis sisaldab kaart Hy,
millel 7 =T, ja mis on sisaldumise mottes maksimaalne selline. Olgu p ja g
kaare H otspunktid.

Otspunktid ei ole sfaariloigu sisepunktid. Kui naiteks p oleks mingi
sfadril Sy asuva 16igu sisepunkt, siis sisaldaks H punkti p juures mittetri-
viaalset 16iku. Lemma 2.8 annaks siis kaarest H suurema kaare, millel 7 =T,
mis on vastuolus H maksimaalsusega. Sama kehtib ka punkti ¢ kohta. See-
ga kumbki otspunkt ei ole ruumi X sfidril iithegi mittetriviaalse sirgloigu

sisepunkt.
Tingley teoreemi jargi kehtib iga x € Sx korral 7(—z) = —7(x). Kuna
lineaarse kujutuse T" korral on samuti T'(—z) = —T'(x), siis 7 = T ka hulgal

—H. Kui HU (—H) = Sk, siis oleme valmis. Eeldame seega edaspidi, et
HU(—H) # Sx.

Vaidame, et siis —p ¢ H. Toéepoolest, kui —p € H, siis kuna H on kaar,
leidub alamkaar A C H, mille otspunktid on p ja —p. Lemma 2.1 toestuses
konstrueeritud paaritu homgomorfismi h: Sy — S* korral on h(A) ringi kaar
otspunktidega h(p) ja —h(p), seega liks kahest kinnisest poolringist. Jarelikult
h(A) U (—h(A)) = S'. Kuna h on paaritu, siis h(—A) = —h(A), mistottu
AU(—A) = Sx. Et A C H, saame

Sy =AU (=A) C HU (—H),
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mis on vastuolus eeldusega H U (—H) # Sx. Seega —p ¢ H.

Valime niitid funktsionaali f € X*\ {0} nii, et ker f = Rp. Kuna Sx NRp =
{£p}ja—p ¢ H,on f(x) #0igax € H\ {p}. Et H\ {p} on sidus, peavad
pideva funktsiooni f|p\(p) véértused olema sama mérgiga. Seega sisaldub
H \ {p} téielikult kas hulgas {f > 0} voi hulgas {f < 0}.

Uhine normaliseerimine. Jirelikult on p ja ¢ lineaarselt séltumatud.
Defineerime baasid

pP—q ptg . ) —7(@) 7)) +7(9)
Bx = , a By = .

= (g ) B=( | )
Olgu

1
A= llp = dllx > 0.
Téahistame nende baaside suhtes koordinaate vastavalt kujul (£,7)x ja (£,1)y.
Siis
b= (_>\7 1)X ja q= ()‘7 1)X7

ja samamoodi

(p) = (=N 1)y  ja  7(q) = (N 1y.

Kuna T on lineaarne ning 7'(p) = 7(p) ja T'(q) = 7(q), saadab T baasi Bx
vektorid baasi By vektoriteks. Seetottu kehtib iga (€,7) € R? korral

T(£7 77)X = (ga n)Y

Samastame niiiid ruumid X ja Y nende koordinaatide abil iihise tasandiga
R2. Selle samastuse korral on 7' = Id ning tingimus 7 = 7" hulgal H tihendab
lihtsalt

HC SxnSy ja Ty = 1d|g.

Kuna H iihendab punktid (—A,1) ja (A, 1), votab pidev esimene koordinaat
¢ kaarel H koik vddrtused vahemikust [—A, A]. Seega leidub punkt m € H,
mille esimene koordinaat on 0. Kirjutame selle punkti kujul m = (0, ). Kuna
H ei saa langeda kokku 16iguga [p, q], on p > 1. Lisaks kuulub m nii sfdéri
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Sx kui ka sfaari Sy. Olgu veel
s=—-p=(A—-1).

Punkti ¢ lokaalne iimbrus. Rakendame lemmat 2.12 kaarele H koos
punktidega

G =p=(=A\1), ro i=q = (A1), po == (A —1).
Saame punkti g suhtelise iimbruse W C Sy nii, et iga z € W korral kehtib
lz=pllx =lz—plly Ja  llz=slx=lz—sly.

Kuna ¢ on kaare H otspunkt, leidub punktile ¢ kui tahes ldhedal punkte
sfadrilt Sx, mis ei kuulu hulka H. Valime niisuguse punkti z € W\ H piisavalt
ldhedal punktile ¢q. Defineerime arvud

a=|z=plx=lz=ply Ja b=lz=slx=lz—slv
Siis, vaadeldes samu koordinaate ruumis Y, saame
z€ (p+aSy)N(s+bSy) = (p+aSy) N (—p+ bSy).
Teiselt poolt, kuna 7(z) € Sy, 7(p) = p ja 7(s) = s, annab isomeetrilisus
I7(z) =plly = llz=pllx =a  ja  [7(z) =sly = [lz = sllx = 0.

Seega 7(2) € (p+ aSy) N (—p+ bSy).

Kahe punkti argument. Koigepealt margime, et punkt p € Sy ei ole
ithegi mittetriviaalse sfadriloigu sisepunkt ka ruumis Y. Toepoolest, kui p
oleks ruumis Y mingi 1oigu sisepunkt, siis lemmade 2.2 ja 2.5 rakendamine
kujutusele 771: Sy — Sx annaks, et p on ka ruumi X mingi sfairiloigu
sisepunkt, mis on vastuolu.

Rakendame niiiid lemmat 2.15 punktile p € Sy. Sellest jareldub, et hulk

I=(p+aSy)N(—p+bSy)
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sisaldab koige rohkem kahte punkti. Samas z € I. Lemma 2.13 annab voima-
liku teise punkti z’ € I, mis asub joone Rp suhtes punktile z vastas oleval
kinnisel pooltasandil. Kuna ka 7(2) € I, siis 7(z) = z voi 7(z) = 2.

Valime niitid punkti ¢ suhtelise imbruse V' C Sy nii véiikese, et kogu V' asub
samal pool sirget Rp kui punkt ¢g. Kuna z on valitud piisavalt lahedale punktile
q, voime eeldada, et z € V. Kui 7(z) = 2’ # z, siis asub 2’ lemma 2.13 jérgi
joone Rp teisel poolel voi sellel joonel. Seega 2z’ ¢ V.

Kuna V' on punkti ¢ suhteline iimbrus, leidub £ > 0 nii, et iga y € Sy \ V
korral ||y — q|ly > e. Valime z nii, et ||z — ¢||x < e. Kui niitd 7(2) = 2’ # z,
siis 2/ ¢ V ja seega ||z’ — ¢|ly > . Aga kuna 7(¢) = ¢ ja 7 on isomeetria,
saame samal ajal

12" =qlly = I7(z) = 7(@lly = [z — qllx <&,

mis on vastuolu. Jarelikult peab kehtima 7(z) = z.

Niisiis leidub punkti g suhteline iimbrus, millel 7 = Id. Kuna selles koordi-
naatide samastuses on 17" = Id, saame, et 7 = T iihel rangelt suuremal kaarel
kui H. See on vastuolus kaare H maksimaalsusega.

Saadud vastuolu néitab, et 7 =T kogu sfaaril Sx. O

2.4 Jareldus 3.8

Jareldus 2.17 (Cabello Sanchez [3, jareldus 3.8|). Iga kahemootmeline reaalne
normeeritud ruum, mis et ole rangelt kumer, on Mazur—Ulami omadusega.

Toestus. Olgu X kahemootmeline reaalne normeeritud ruum, mis ei ole ran-
gelt kumer. Siis leidub mittetriviaalne 16ik [z, 2] C Sx. Olgu 7: Sx — Sy
suvaline siirjektiivne isomeetria. Lemma 2.5 jargi on 7 16igul [z, 2'] afiinne:
iga t € [0, 1] korral

7((1 = t)a + ta’) = (1 — t)7(2) + t7(2').

Vektorid x ja 2’ on lineaarselt soltumatud ning moodustavad ruumi X baasi.
Seega leidub {iheselt médratud lineaarne kujutus 7: X — Y, mille korral
T(x) =7(z) ja T(2') = 7(2'). Afiinsusest jareldub kohe, et 7 = T kogu 16igul
[z, 2'].
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Tahistame
T+ x

U=
Kuna [z, 2'] C Sx on mittetriviaalne ja u on selle 16igu sisepunkt, leidub punkti
u suhteliselt lahtine imbrus U C Sx, mille korral U C [z, 2']. Niisiison 7 =T
mittetiihjal suhteliselt lahtisel hulgal U C Sx. Rakendades teoreemi 2.16,
saame 7 = T kogu sfaaril Sx.

Kuna 7 oli suvaline siirjektiivne isomeetria, on ruumil X Mazur—Ulami omadus.
O
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