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ja López-Pérezi teoreemi tõestuses kasutatud ümbernormeerimisteoreemide ning
üldiste oktaeedrilisust puudutavate tulemuste tõestused ning esitatakse Lange-
metsa ja López-Pérezi teoreemi tõestuse skeem.
CERCS teaduseriala. P140 Jadad, Fourier analüüs, funktsionaalanalüüs.
Märksõnad. Normeeritud ruum, Banachi ruum, kaasruum, ekvivalentne ümber-
normeering, oktaeedrilisus.

Equivalent Renormings in Banach Spaces Inducing
Octahedral Bidual Norms

Bachelor’s Thesis
Jaagup Kirme

Abstract. In 2019, J. Langemets and G. López-Pérez gave a partial answer to a
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Sissejuhatus

Käesolev bakalaureusetöö on referatiivne teoreetiline uurimus funktsionaalana-
lüüsi valdkonnast, täpsemalt Banachi ruumide geomeetriast.

Oktaeedrilisuse mõiste tõid sisse G. Godefroy ja B. Maurey avaldamata artiklis
„Normes lisses et anguleuses sur les espaces de Banach séparables“. Aastal 1989
ilmunud artiklis [G] tõestas Godefroy järgmise teoreemi.

Teoreem (vt [G, teoreem II.4]). Olgu X Banachi ruum. Järgmised väited on
samaväärsed:

(i) X sisaldab alamruumi, mis on isomorfne ruumiga `1.

(ii) ruumil (X, ‖·‖) leidub ekvivalentne norm | · | nii, et (X, | · |) on oktaeedriline.

(iii) ruumil (X, ‖·‖) leidub ekvivalentne norm ||| · ||| ja x∗∗ ∈ X∗∗ \ {0} nii, et

|||x+ x∗∗||| = |||x|||+ |||x∗∗||| iga x ∈ X korral.

Ei ole raske näidata, et kui Banachi ruumi teine kaasruum on oktaeedriline, siis
ka see ruum ise on oktaeedriline. Vastupidine väide üldjuhul ei kehti (vt [G, lk 12]).
Eelneva teoreemi valguses püstitas Godefroy järgmise küsimuse: kas igal Banachi
ruumil, mis sisaldab jadaruumiga `1 isomorfset alamruumi, leidub ekvivalentne
norm, mille suhtes selle Banachi ruumi teine kaasruum on oktaeedriline.

Aastal 2019 tõestasid J. Langemets ja G. López-Pérez järgmise teoreemi, mil-
lega nad lahendasid Godefroy probleemi separaablite Banachi ruumide juhul.

Teoreem (vt [LLP0, teoreem 4.1]). Olgu X separaabel Banachi ruum, mis si-
saldab ruumiga `1 isomorfset alamruumi. Siis leidub ruumil X esialgse normiga
ekvivalentne norm, mille suhtes selle ruumi teine kaasruum on oktaeedriline.

Bakalaureusetöös kirjutatakse üksikasjaliselt lahti Langemetsa ja López-
Pérezi teoreemi tõestuses kasutatud ümbernormeerimisteoreemide ning üldiste
oktaeedrilisust puudutavate tulemuste tõestused ning esitatakse Langemetsa ja
López-Pérezi teoreemi tõestuse skeem. Tõestuses vajaminevad Cantori hulgal
määratud pidevate funktsioonide ruumi puudutavad tulemused jäävad selles töös
pea täielikult „kaadri taha“.

Bakalaureusetöö sisuline osa on jaotatud neljaks paragrahviks. Esimeses pa-
ragrahvis toome välja töös vajaminevaid klassikalisi tulemusi ja mõisteid Banachi
ruumide teooriast: summaruumi kaasruumi kirjeldus, hulga kumer ja absoluutselt
kumer kate, neelava hulga Minkowski funktsionaal, nõrgad topoloogiad normeeri-
tud ruumis, faktorruumi ja alamruumi kaasruumi kirjeldus, lineaarsete isomeet-
riate ja faktorkujutuste duaalsus, piisav tingimus selleks, et Banachi ruum oleks
samastatav kaasruumiga, Schauderi baas ja baasjada.
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Teises ning kolmandas paragrahvis esitatakse vastavalt Langemetsa ja López-
Pérezi teoreemi tõestuses vajaminevate oktaeedrilisust puudutavate tulemuste
ning ümbernormeerimisteoreemide üksikasjalised tõestused.

Viimases, neljandas paragrahvis antakse Langemetsa ja López-Pérezi teoreemi
tõestuse skeem.

Töös vaadeldakse vaid reaalseid normeeritud (ja Banachi) ruume. Kasuta-
tavad tähistused on Banachi ruumide teoorias standardsed. Banachi ruumi X
kinnist ühikkera ja ühiksfääri tähistatakse vastavalt sümbolitega BX ja SX , te-
ma kaasruumi sümboliga X∗; kujutus jX : X → X∗∗ on ruumi X kanooniline
sisestus oma teise kaasruumi, kusjuures jXx asemel kirjutatakse sageli lihtsalt x.
Funktsionaali x∗ ∈ X∗ rakendamist elemendile x ∈ X tähistame 〈x, x∗〉. Kui Y
on samuti normeeritud ruum, siis L(X, Y ) tähistab kõigi ruumist X ruumi Y
tegutsevate pidevate lineaarsete operaatorite ruumi.
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1 Tarvilisi eelteadmisi

1.1 Summaruumi kaasruum

Lause 1.1. Olgu Y ja Z normeeritud ruumid ning olgu p, q ∈ [1,∞] kaas-
eksponendid, s.t 1

p
+ 1

q
= 1 (kui p = 1 või p =∞, siis loetakse vastavalt q =∞ ja

q = 1). Siis kujutus
J : Y ∗ ⊕q Z∗ −→ (Y ⊕p Z)∗,

kus〈
(y, z), J(y∗, z∗)

〉
= 〈y, y∗〉+ 〈z, z∗〉

kõikide y ∈ Y , z ∈ Z, y∗ ∈ Y ∗, z∗ ∈ Z∗ korral,

on isomeetriline isomorfism.

Edasises, kirjutades Y ∗ ⊕q Z∗ = (Y ⊕p Z)∗, samastame me ruumi Y ∗ ⊕q
Z∗ kaasruumiga (Y ⊕p Z)∗, mõistes seejuures elemendi (y∗, z∗) ∈ Y ∗ ⊕q Z∗ all
funktsionaali J(y∗, z∗) ∈ (Y ⊕p Z)∗ lausest 1.1, s.t〈

(y, z), (y∗, z∗)
〉

= 〈y, y∗〉+ 〈z, z∗〉
kõikide y ∈ Y , z ∈ Z, y∗ ∈ Y ∗, z∗ ∈ Z∗ korral.

Lause 1.2. Olgu X, Y ja Z normeeritud ruumid, olgu p, q ∈ [1,∞] kaas-
eksponendid ning olgu S ∈ L(X, Y ) ja R ∈ L(X,Z). Olgu operaator T : X →
Y ⊕p Z defineeritud järgmiselt:

Tx = (Sx,Rx) iga x ∈ X korral.

Siis T ∈ L(X, Y ⊕p Z), kusjuures kaasoperaator

T ∗ : Y ∗ ⊕q Z∗ = (Y ⊕p Z)∗ → X∗

rahuldab tingimust

T ∗(y∗, z∗) = S∗y∗ +R∗z∗ iga (y∗, z∗) ∈ Y ∗ ⊕q Z∗ = (Y ⊕p Z)∗ korral (1.1)

ning teine kaasoperaator T ∗∗ : X∗∗ → (Y ⊕pZ)∗∗ = Y ∗∗⊕pZ∗∗ rahuldab tingimust

T ∗∗x∗∗ = (S∗∗x∗∗, R∗∗x∗∗) iga x∗∗ ∈ X∗∗ korral. (1.2)

Tõestus. Operaatori T lineaarsus on ilmne. Operaator T on ka tõkestatud, sest
mistahes x ∈ X korral

‖Tx‖ = ‖(Sx,Rx)‖p =
(
‖Sx‖p + ‖Rx‖p

) 1
p

6
(
‖S‖p ‖x‖p + ‖R‖p ‖x‖p

) 1
p =

(
(‖S‖p + ‖R‖p) ‖x‖p

) 1
p

=
(
‖S‖p + ‖R‖p

) 1
p‖x‖.
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Tingimuse (1.1) tõestuseks piisab, fikseerides vabalt (y∗, z∗) ∈ Y ∗ ⊕q Z∗ ja
x ∈ X, märkida, et

〈x, T ∗(y∗, z∗)〉 = 〈Tx, (y∗, z∗)〉 = 〈(Sx,Rx), (y∗, z∗)〉
= 〈Sx, y∗〉+ 〈Rx, z∗〉 = 〈x, S∗y∗〉+ 〈x,R∗z∗〉 = 〈x, S∗y∗ +R∗z∗〉.

Tingimuse (1.2) tõestuseks piisab, fikseerides vabalt x∗∗ ∈ X∗∗ ning (y∗, z∗) ∈
Y ∗ ⊕q Z∗ = (Y ⊕p Z)∗, märkida, et

〈(y∗, z∗), T ∗∗x∗∗〉 = 〈T ∗(y∗, z∗), x∗∗〉 = 〈S∗y∗ +R∗z∗, x∗∗〉
= 〈S∗y∗, x∗∗〉+ 〈R∗z∗, x∗∗〉 = 〈y∗, S∗∗x∗∗〉+ 〈z∗, R∗∗x∗∗〉
= 〈(y∗, z∗), (S∗∗x∗∗, R∗∗x∗∗)〉.

1.2 Hulga kumer ja absoluutselt kumer kate

Definitsioon 1.1. Olgu X vektorruum ning olgu C ⊂ X. Öeldakse, et hulk C
on

• kumer, kui mistahes x, y ∈ C ja λ ∈ [0, 1] korral

(1− λ)x+ λy ∈ C;

• absoluutselt kumer, kui mistahes x, y ∈ C ja λ, µ ∈ R, |λ|+ |µ| 6 1, korral

µx+ λy ∈ C.

On ilmne, et iga absoluutselt kumer hulk on kumer. Vastupidine väide ei kehti: kui
x ∈ X \ {0}, siis ühepunktine hulk {x} on ilmselt kumer, kui mitte absoluutselt
kumer, sest (−1)x+ 0x = −x 6∈ {x}.

Definitsioon 1.2. Olgu X vektorruum ning olgu C ⊂ X.

• Hulka

conv(C) :=

{ n∑
i=1

λixi : n ∈ N, xi ∈ C, λi ∈ [0, 1],
n∑
i=1

λi = 1

}
nimetatakse hulga C kumeraks katteks.

• Hulka

absconv(C) :=

{ n∑
i=1

λixi : n ∈ N, xi ∈ C, λi ∈ R,
n∑
i=1

|λi| 6 1

}
nimetatakse hulga C absoluutselt kumeraks katteks.
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Pole eriti raske näha, et

• hulga C kumer kate conv(C) on vähim hulka C sisaldav kumer hulk;

• hulga C absoluutselt kumer kate absconv(C) on vähim hulka C sisaldav
absoluutselt kumer hulk.

Lause 1.3. Olgu X vektorruum ning olgu B,C ⊂ X kumerad hulgad. Siis

conv(B ∪ C) = {(1− λ)b+ λc : λ ∈ [0, 1], b ∈ B, c ∈ C } =: A.

Tõestus. Sisalduvus conv(B∪C) ⊃ A on ilmne, seega jääb tõestada, et conv(B∪
C) ⊂ A.

Olgu x ∈ conv(B∪C); siis leiduvad n ∈ N, x1, . . . , xn ∈ B∪C ja λ1, . . . , λn >
0,
∑n

i=1 λi = 1, nii, et x =
∑n

i=1 λixi. Tähistame

JB :=
{
i ∈ {1, . . . , n} : xi ∈ B

}
ja JC := {1, . . . , n} \ JB.

Kui JB = ∅ või JC = ∅, siis hulkade C ja B kumeruse tõttu vastavalt x ∈ C
ja x ∈ B; niisiis mõlemal juhul ilmselt x ∈ A. Seega jääb vaadelda juhtu, kus
JB 6= ∅ ja JC 6= ∅. Sellisel juhul

λ :=
∑
i∈JC

λi > 0 ja 1− λ =
∑
i∈JB

λi > 0

ning

x =
n∑
i=1

λixi =
∑
i∈J+

λixi +
∑
i∈J−

λixi = (1− λ)
∑
i∈JB

λi
1− λ

xi + λ
∑
i∈JC

λi
λ
xi.

Seega x ∈ A, sest

• λ ∈ [0, 1];

• mistahes i ∈ JB korral λi
1−λ > 0 ja mistahes i ∈ JC korral λi

λ
> 0, kusjuures

∑
i∈JB

λi
1− λ

=
1

1− λ
∑
i∈JB

λi = 1 ja
∑
i∈JC

λi
λ

=
1

λ

∑
i∈JC

λi = 1;

järelikult hulkade B ja C kumeruse tõttu∑
i∈JB

λi
1− λ

xi ∈ B ja
∑
i∈JC

λi
λ
xi ∈ C.
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Lause 1.4. Olgu X vektorruum ning olgu C ⊂ X. Siis

(a) absconv(C) = conv(C ∪ −C);

(b) kui hulk C on kumer, siis

absconv(C) = conv(C ∪ −C) = {(1− λ)a+ λ(−b) : λ ∈ [0, 1], a, b ∈ C }.

Tõestus. Kui C = ∅, siis ilmselt ka absconv(C) = conv(C ∪ −C) = A = ∅,
seepärast võime järgnevas eeldada, et C 6= ∅.

(a). Ühelt poolt, olgu x ∈ absconv(C). Siis mingite n ∈ N, x1, . . . , xn ∈ C ja
λ1, . . . , λn ∈ R,

∑n
i=1 |λi| 6 1, korral x =

∑n
i=1 λixi. Tähistame

I+ :=
{
i ∈ {1, . . . , n} : λi > 0

}
ja I− := {1, . . . , n} \ I+

ning µ := 1−
∑n

i=1 |λi|. Nüüd

x =
n∑
i=1

λixi =
∑
i∈I+

λixi +
∑
i∈I−

λixi =
∑
i∈I+

λixi +
∑
i∈I−

(−λi)(−xi) +
µ

2
x1 +

µ

2
(−x1).

Seega x ∈ conv(C ∪ −C), sest iga i ∈ {1, . . . , n} korral ±xi ∈ C ∪ −C ning iga
i ∈ I+ korral λi > 0, iga i ∈ I− korral −λi > 0 ja µ

2
> 0, kusjuures

∑
i∈I+

λi +
∑
i∈I−

(−λi) +
µ

2
+
µ

2
=
∑
i∈I+
|λi|+

∑
i∈I−
|λi|+ µ =

n∑
i=1

|λi|+ 1−
n∑
i=1

|λi| = 1.

Teiselt poolt, olgu x ∈ conv(C∪−C). Siis mingite n ∈ N, x1, . . . , xn ∈ C∪−C
ja λ1, . . . , λn > 0,

∑n
i=1 λi = 1, korral x =

∑n
i=1 λixi. Tähistame

J+ :=
{
i ∈ {1, . . . , n} : xi ∈ C

}
ja J− := {1, . . . , n} \ J+.

Nüüd

x =
n∑
i=1

λixi =
∑
i∈J+

λixi +
∑
i∈J−

λixi =
∑
i∈J+

λixi +
∑
i∈J−

(−λi)(−xi).

Seega x ∈ absconv(C), sest iga i ∈ J+ korral xi ∈ C ja iga i ∈ J+ korral −xi ∈ C
ning ∑

i∈J+

|λi|+
∑
i∈J−
| − λi| =

∑
i∈J+

λi +
∑
i∈J−

λi =
n∑
i=1

λi = 1.

(b) järeldub vahetult väitest (a) ja lausest 1.3.
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1.3 Minkowski funktsionaal

Definitsioon 1.3. Olgu X vektorruum ning olgu A ⊂ X tema neelav alam-
hulk (s.t iga x ∈ X korral leidub t > 0 nii, et x ∈ tA). Hulga A Minkowski
funktsionaaliks nimetame funktsionaali pA : X → R,

pA(x) := inf {t > 0: x ∈ tA} .

Märgime, et iga neelav hulk sisaldab vastava vektorruumi nullelementi (see
fakt järeldub vahetult neelavuse definitsioonist).

Lause 1.5 (vt nt [M, lk 80, lause 1.9.14, (a)]). Olgu X vektorruum, olgu A ⊂ X
neelav alamhulk ning olgu pA hulga A Minkowski funktsionaal.

(a) Minkowski funktsionaal pA on positiivselt homogeenne (s.t iga λ > 0 ja
x ∈ X korral pA(λx) = λpA(x)), kusjuures

A ⊂ {x ∈ X : pA(x) 6 1}.

(b) Kui hulk A on kumer, siis pA on sublineaarne funktsionaal ruumil X (s.t pA
on positiivselt homogeenne ja subaditiivne (s.t mistahes x1, x2 ∈ X korral
pA(x1 + x2) 6 pA(x1) + pA(x2))), kusjuures

{x ∈ X : pA(x) < 1} ⊂ A. (1.3)

(c) Kui hulk A on absoluutselt kumer, siis pA on poolnorm ruumil X.

Tõestus. (a). Funktsionaal pA on positiivselt homogeenne, sest kui x ∈ X ja
λ > 0, siis

pA(λx) = inf {t > 0: λx ∈ tA} = inf

{
t > 0: x ∈ t

λ
A

}
= λ inf {s > 0: x ∈ sA} = λpA(x).

Kui x ∈ A = 1A, siis ilmselt pA(x) 6 1, seega A ⊂ {x ∈ X : pA(x) 6 1}.

(b). Eeldame, et hulk A on kumer. Märgime, et sel eeldusel mistahes t1, t2 > 0
korral

t1A+ t2A = (t1 + t2)

(
t1

t1 + t2
A+

t2
t1 + t2

A

)
= (t1 + t2)A.

Olgu x1, x2 ∈ X. Kui t1 ja t2 on sellised, et x1 ∈ t1A ja x2 ∈ t2A, siis
x1 +x2 ∈ t1A+ t2A = (t1 + t2)A, seega pA(x1 +x2) 6 t1 + t2. Seega saame sobivalt
infiimumeid võttes võrratuse

pA(x1 + x2) 6 inf {t1 > 0: x1 ∈ t1A}+ inf {t2 > 0: x2 ∈ t2A} = pA(x1) + pA(x2).
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Niisiis, funktsionaal pA on subaditiivne ning seega sublineaarne (sest punktis (a)
tõestasime, et pA on positiivselt homogeenne).

Olgu x ∈ X selline, et pA(x) < 1. Siis leidub t ∈ (0, 1) nii, et x ∈ tA. Nüüd
t−1x ∈ A, järelikult hulga A kumeruse tõttu

x = t
(
t−1x

)
+ (1− t) 0 ∈ A.

Seega kehtib sisalduvus (1.3).

(c). Eeldame, et hulk A on absoluutselt kumer. Veendumaks, et pA on pool-
norm, peame näitama, et mistahes λ ∈ R ja x ∈ X korral

pA(λx) = |λ|pA(x) (1.4)

ning et pA on subaditiivne. Funktsionaali pA subaditiivsus on tõestatud väites (b),
seega, fikseerides vabalt λ ∈ R ja x ∈ X, jääb tõestada võrdus (1.4). Kui λ > 0,
siis see võrdus kehtib funktsionaali pA positiivse homogeensuse tõttu. Edasi, kuna
iga t > 0 korral 0 = t0 ∈ tA, siis pA(0) = 0; järelikult (1.4) kehtib. Jääb vaadelda
juhtu, kui λ < 0. Sel juhul mistahes reaalarvu t > 0 korral hulga A absoluutse
kumeruse tõttu

λx ∈ tA ⇐⇒ t−1λx ∈ A ⇐⇒ −t−1λx ∈ A ⇐⇒ t−1(−λ)x ∈ A
⇐⇒ (−λ)x ∈ tA,

järelikult funktsionaali pA positiivse homogeensuse tõttu (arvestades, et −λ > 0)

pA(λx) = inf{t > 0: λx ∈ tA} = inf{t > 0: (−λ)x ∈ tA}
= pA

(
(−λ)x

)
= (−λ)pA(x) = |λ|pA(x),

nagu soovitud.

1.4 Nõrgad topoloogiad normeeritud ruumis

Olgu X normeeritud ruum ning olgu E kaasruumi X∗ vektoralamruum. Iga x ∈
X, iga lõpliku alamhulga F ⊂ E ja iga arvu ε > 0 korral tähistame

Ux(F , ε) :=
{
u ∈ X : |〈u− x, x∗〉| < ε iga x∗ ∈ F korral

}
.

Definitsioon 1.4. Topoloogiat ruumis X, kus mistahes punkti x ∈ X ümbruste
baas on kogum {

Ux(F , ε) : F ⊂ E on lõplik alamhulk ja ε > 0
}

nimetatakse nõrgaks topoloogiaks σ(X,E) ruumis X.
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Nõrka topoloogiat σ(X,X∗) nimetatakse lihtsalt nõrgaks topoloogiaks ruu-
mis X ja tähistatakse sümboliga w. (See tähistus tuleb ingliskeelse sõna „weak“
– „nõrk“ – esitähest.)

Nõrka topoloogiat σ(X∗, jX(X)) (kaasruumis X∗) nimetatakse ∗-nõrgaks to-
poloogiaks (loetakse: tärn-nõrk topoloogia) kaasruumis X∗ ja tähistatakse süm-
boliga w∗.

Definitsioon 1.5. Olgu X normeeritud ruum. Öeldakse, et kaasruumi X∗ alam-
hulk A eraldab punktid ruumis X, kui mistahes x1, x2 ∈ X, x1 6= x2, korral leidub
x∗ ∈ A nii, et 〈x1, x∗〉 6= 〈x2, x∗〉.

On ilmne, et alamhulk A ⊂ X∗ eraldab punktid ruumis X parajasti siis, kui
mistahes x ∈ X \ {0} korral leidub x∗ ∈ A nii, et 〈x, x∗〉 6= 0.

Järgnev lause ütleb, millal nõrk topoloogia σ(X,E) on Hausdorffi topoloogia.

Lause 1.6. Olgu X normeeritud ruum ning olgu E kaasruumi X∗ vektoralam-
ruum. Järgmised väited on samaväärsed:

(i) nõrk topoloogia σ(X,E) on Hausdorffi topoloogia;

(ii) ruum E eraldab punktid ruumis X.

Järgnev lause kirjeldab perede koonduvust nõrkades topoloogiates. Asjaolu, et
pere (xα) normeeritud ruumis X koondub nõrgas topoloogias σ(X,E) elemendiks

x ∈ X, märgime me järgmiselt: xα
σ(X,E)−−−−→

α
x.

Lause 1.7. Olgu X normeeritud ruum, olgu E kaasruumi X∗ vektoralamruum,
olgu (xα) ruumi X elementide pere ning olgu x ∈ X. Järgmised väited on sama-
väärsed:

(i) xα
σ(X,E)−−−−→

α
x;

(ii) iga f ∈ E korral 〈xα, f〉 −→
α
〈x, f〉.

Tõestus. (i)⇒(ii). Kehtigu (i) ning olgu f ∈ E ja ε > 0. Veendumaks, et
〈xα, f〉 −→

α
〈x, f〉, piisab leida indeksi α0 selliselt, et iga α < α0 korral

|〈xα, f〉 − 〈x, f〉| < ε. (1.5)

Tingimuse (i) põhjal saame leida indeksi α0 nii, et kui α < α0, siis xα ∈
Ux({f} , ε). Viimane tingimus on samaväärne tingimusega (1.5).

(ii)⇒(i). Kehtigu (ii) ning olgu F ⊂ E lõplik alamhulk ja ε > 0. Veendumaks,

et xα
σ(X,E)−−−−→

α
x, piisab leida indeksi α0 nii, et kui α < α0, siis xα ∈ U(F , ε), s.t

|〈xα, f〉 − 〈x, f〉| < ε iga f ∈ F korral. (1.6)
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Eelduse (ii) põhjal saame iga f ∈ F korral leida indeksi αf nii, et kui α < αf ,
siis kehtib (1.5). Kuna hulk F on lõplik, siis pere indeksite hulga suunatuse tõttu
leidub indeks α0 nii, et αf < α0 iga f ∈ F korral. Aga nüüd, kui α < α0, siis
kehtib (1.6).

Lause 1.8. Olgu X normeeritud ruum ning olgu kaasruumi X∗ vektoralamruum
E ruumi X jaoks normeeriv, s.t

‖x‖ = sup
x∗∈BE

|〈x, x∗〉| iga x ∈ X korral.

Siis norm ruumis X on nõrgas topoloogias σ(X,E) alt poolpidev, s.t mistahes
pere (xα) ja elemendi x ∈ X korral

xα
σ(X,E)−−−−→

α
x =⇒ lim inf

α
‖xα‖ > ‖x‖.

Kuna kaasruum X∗ ning loomulik sisestus jX(X) on normeerivad vastavalt
ruumi X ja kaasruumi X∗ jaoks, siis lausest 1.8 järeldub, et ruumi X ja kaas-
ruumi X∗ norm on alt poolpidev vastavalt nõrkades topoloogiates σ(X,X∗) ja
σ(X∗, jX(X)), s.t norm ruumis X on nõrgas topoloogias w alt poolpidev ning
norm kaasruumis X∗ on ∗-nõrgas topoloogias w∗ alt poolpidev.

Lause 1.8 tõestus. Koondugu pere (xα)α∈A topoloogias σ(X,E) elemendiks x ∈
X. Iga x∗ ∈ BE korral

‖xα‖ > 〈xα, x∗〉 iga α ∈ A korral,

seega
lim inf

α
‖xα‖ > lim inf

α
〈xα, x∗〉 = lim

α
〈xα, x∗〉 = 〈x, x∗〉;

järelikult
lim inf

α
‖xα‖ > sup

x∗∈BE

〈x, x∗〉 = ‖x‖.

Teoreem 1.9 (Banach–Alaoglu teoreem; vt nt [M, lk 229, teoreem 2.6.18]).
Olgu X normeeritud ruum. Siis tema kaasruumi kinnine ühikkera BX∗ on w∗-
kompaktne.

Teoreem 1.10 (Goldstine’i teoreem; vt nt [M, lk 232, teoreem 2.6.26]). Olgu X
normeeritud ruum. Siis jX(BX) on teise kaasruumi X∗∗ kinnises ühikkeras BX∗∗

w∗-kõikjal tihe. (Meenutame, et jX : X → X∗∗ on loomulik sisestus.)

Teoreem 1.11 (Banach–Dieudonné teoreem; vt nt [FHHMZ, lk 122, teoreem
3.92]). Olgu X Banachi ruum ning olgu A ⊂ X∗ kumer alamhulk. Kui iga n ∈ N
korral on hulk A∩nBX∗ w

∗-kinnine kaasruumis X∗, siis on ka hulk A w∗-kinnine
kaasruumis X∗.

13



Lause 1.12. Olgu X Banachi ruum ning olgu C ⊂ X∗ ∗-nõrgalt kompaktne
kumer hulk. Siis on ka hulga C absoluutselt kumer kate absconv(C) ∗-nõrgalt
kompaktne.

Tõestus. Lause 1.4, (b), põhjal

absconv(C) = {(1− λ)a+ λ(−b) : λ ∈ [0, 1], a, b ∈ C } =: A,

seega piisab näidata, et hulk A on ∗-nõrgalt kompaktne kaasruumis X∗. Olgu (cα)
hulga A elementide pere; siis iga indeksi α korral leiduvad elemendid aα, bα ∈ C
ja arv λα ∈ [0, 1] nii, et cα = (1−λα)aα+λα(−bα). Hulga C ∗-nõrga kompaktsuse
tõttu leiduvad pere (aα) osapere (aβ) ja element a ∈ C nii, et aβ

w∗−→
β
a kaasruumis

X∗, ning osapere (bβ) osapere (bγ) ja element b ∈ C nii, et bγ
w∗−→
γ

b kaasruumis

X∗. Lõigu [0, 1] kompaktsuse tõttu ruumis R leiduvad pere (λγ) osapere (λδ) ja
arv λ ∈ [0, 1] nii, et λδ −→

δ
λ ruumis R. Aga nüüd

cδ = (1− λδ)aδ + λδ(−bδ)
w∗−→
δ

(1− λ)a+ λ(−b) kaasruumis X∗,

kusjuures (1 − λ)a + λ(−b) ∈ A. Seega on hulk A ∗-nõrgalt kompaktne kaas-
ruumis X∗, nagu soovitud.

1.5 Faktorruumi ja alamruumi kaasruum

Järgnev teoreem kirjeldab Banachi ruumi faktorruumi ning alamruumi kaasruu-
me.

Teoreem 1.13 (vt nt [M, lk 95, teoreem 1.10.17, ja lk 94, teoreem 1.10.16]).
Olgu X Banachi ruum ning olgu Z ruumi X kinnine alamruum.

(a) Kujutus J1 : Z⊥ → (X/Z)∗, kus

〈x+ Z, J1f〉 = 〈x, f〉 kõikide x ∈ X ja f ∈ Z⊥ korral,

on isomeetriline isomorfism.

(b) Kujutus J2 : X∗/Z⊥ → Z∗, kus

〈z, J2(x∗ + Z⊥)〉 = 〈z, x∗〉 kõikide z ∈ Z ja x∗ ∈ X∗ korral,

on isomeetriline isomorfism.

Operaatoritele J1 ja J2 teoreemist 1.13 viidatakse kui loomulikele või kanoo-
nilistele (isomeetrilistele) isomorfismidele.
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Järeldus 1.14. Olgu X Banachi ruum, olgu Z ruumi X kinnine alamruum ning
olgu

J1 : Z⊥ → (X/Z)∗ ja J2 : X∗∗/Z⊥⊥ → (Z⊥)∗

kanoonilised isomorfismid. Siis operaator

(J2)
−1J∗1 : (X/Z)∗∗ → X∗∗/Z⊥⊥

on isomeetriline isomorfism. Seejuures, kui

q : X → X/Z ja q̂ : X∗∗ → X∗∗/Z⊥⊥

on kanoonilised kujutused, siis q̂ = (J2)
−1J∗1 q

∗∗, s.t

(J2)
−1J∗1 q

∗∗x∗∗ = x∗∗ + Z⊥⊥ iga x∗∗ ∈ X∗∗ korral. (1.7)

Tõestus. On selge, et isomeetrilise isomorfismi pöördoperaator on isomeetriline
isomorfism. Veendume, et ka tema kaasoperaator on seda. Olgu A : X → Y iso-
meetriline isomorfism. Mistahes y∗ ∈ Y ∗ korral

‖A∗y∗‖ = sup
x∈BX

〈x,A∗y∗〉 = sup
x∈BX

〈Ax, y∗〉 = sup
y∈BY

〈y, y∗〉 = ‖y∗‖ ,

seega kaasoperaator A∗ on isomeetria. Kaasoperaator A∗ on ka sürjektsioon, sest
mistahes x∗ ∈ X∗ korral y∗ := (A−1)∗x∗ ∈ Y ∗, kusjuures

A∗y∗ = A∗((A−1)∗x∗) = (A∗(A−1)∗)x∗ = (A−1A)∗x∗ = I∗Xx
∗ = IX∗x

∗ = x∗

(siin IX ja IX∗ on vastavalt ruumi X ja kaasruumi X∗ ühikoperaatorid). Seega
A∗ on isomeetriline isomorfism. Kokku oleme saanud, et isomeetrilise isomorfismi
kaasoperaator on isomeetriline isomorfism. Seega on operaator (J2)

−1J∗1 isomeet-
riliste isomorfismide kompositsioonina isomeetriline isomorfism.

Olgu x∗∗ ∈ X∗∗ suvaline. Võrduste (1.7) tõestuseks piisab näidata, et
J∗1 q

∗∗x∗∗ = J2(x
∗∗ + Z⊥⊥), s.t iga f ∈ Z⊥ korral

〈f, J∗1 q∗∗x∗∗〉 = 〈f, J2(x∗∗ + Z⊥⊥)〉

ehk, teisisõnu,
〈q∗J1f, x∗∗〉 = 〈f, x∗∗〉,

milleks piisab näidata, et q∗J1f = f , milleks omakorda piisab märkida, et iga
x ∈ X korral

〈x, q∗J1f〉 = 〈qx, J1f〉 = 〈x+ Z, J1f〉 = 〈x, f〉.
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1.6 Lineaarsete isomeetriate ja faktorkujutuste duaalsus

Järgnev teoreem on meile tuttav kursusest „Funktsionaalanalüüs II“.

Teoreem 1.15. Olgu X ja Y Banachi ruumid ning olgu T ∈ L(X, Y ). Järgmised
väited on samaväärsed:

(i) T on sürjektsioon, kusjuures iga y ∈ Y korral

‖y‖ = inf
{
‖x‖ : x ∈ X, Tx = y

}
;

(ii) T (B◦X) = B◦Y ;

(iii) kujutus
T̂ : X/kerT 3 x+ kerT 7−→ Tx ∈ Y

on isomeetriline isomorfism.

Definitsioon 1.6. Operaatorit T ∈ L(X, Y ), mis rahuldab ühte (ja seega kõiki)
teoreemi 1.15 samaväärsetest tingimustest (i)–(iii), nimetatakse faktorkujutuseks.

Lause 1.16. Olgu X ja Y Banachi ruumid ning olgu T ∈ L(X, Y ).

(a) Järgmised väited on samaväärsed:

(i) T on isomeetria;

(ii) T ∗ on faktorkujutus.

Seejuures iga x∗ ∈ X∗ korral leidub y∗ ∈ Y ∗ nii, et T ∗y∗ = x∗ ja ‖y∗‖ =
‖x∗‖.

(b) Järgmised väited on samaväärsed:

(i) T on faktorkujutus;

(ii) T ∗ on isomeetria.

Tõestus. (a), (i)⇒(ii). Olgu T isomeetria ning olgu x∗ ∈ X∗. Veendumaks, et T ∗
on faktorkujutus, piisab leida y∗ ∈ Y ∗ nii, et T ∗y∗ = x∗, ning veenduda, et

‖x∗‖ = inf {‖v∗‖ : v∗ ∈ Y ∗, T ∗v∗ = x∗} . (1.8)

Selleks defineerime operaatori T kujutisruumil Z := {Tx : x ∈ X} ⊂ Y funktsio-
naali z∗ : Z → R,

〈Tx, z∗〉 := 〈x, x∗〉, x ∈ X.
Ilmselt on funktsionaal z∗ lineaarne. See funktsionaal on ka tõkestatud, sest

sup
z∈BZ

〈z, z∗〉 = sup
x∈BX

〈Tx, z∗〉 = sup
x∈BX

〈x, x∗〉 = ‖x∗‖
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(siin arvestasime, et T on isomeetria). Ühtlasi järeldub eelmisest võrdusteahelast,
et ‖z∗‖ = ‖x∗‖. Hahn–Banachi teoreemi põhjal leidub funktsionaalil z∗ normi
säilitav jätk kogu ruumile Y , s.t leidub y∗ ∈ Y ∗ nii, et y∗|Z = z∗ ja ‖y∗‖ = ‖z∗‖.
Paneme tähele, et T ∗y∗ = x∗, sest mistahes x ∈ X korral

〈x, T ∗y∗〉 = 〈Tx, y∗〉 = 〈Tx, z∗〉 = 〈x, x∗〉.

Kuna ‖y∗‖ = ‖z∗‖ = ‖x∗‖, siis oleme ühtlasi tõestanud ka teoreemi (a)-osa väite,
mis algab sõnaga „seejuures“. Võrduse (1.8) (ning ühtlasi ka kogu implikatsiooni)
tõestuseks jääb veel tähele panna, et kui v∗ ∈ Y ∗ on selline, et T ∗v∗ = x∗, siis

‖v∗‖ = ‖T ∗‖‖v∗‖ > ‖T ∗v∗‖ = ‖x∗‖

(siin arvestasime asjaolu, et kuna T on isomeetria, siis ‖T‖ = 1 ning järelikult ka
‖T ∗‖ = 1).

(b), (i)⇒(ii). Olgu T faktorkujutus ning olgu y∗ ∈ Y ∗. Veendumaks, et T ∗ on
isomeetria, piisab näidata, et ‖T ∗y∗‖ = ‖y∗‖. Kuna ‖T‖ = 1, siis

‖T ∗y∗‖ 6 ‖T ∗‖‖y∗‖ = ‖T‖‖y‖ = ‖y‖,

niisiis jääb näidata, et ‖T ∗y∗‖ > ‖y∗‖. Selleks fikseerime vabalt arvu ε > 0. Olgu
y ∈ SY selline, et 〈y, y∗〉 > ‖y∗‖−ε. Kuna T on faktorkujutus, siis leidub elemendi
y originaal x ∈ X, s.t Tx = y, mille norm ‖x‖ 6 ‖y‖+ε = 1+ε. Nüüd x

1+ε
∈ BX ,

seega

‖T ∗y∗‖ >
〈

x

1 + ε
, T ∗y∗

〉
=

〈
Tx

1 + ε
, y∗
〉

=
1

1 + ε
〈y, y∗〉 > ‖y

∗‖ − ε
1 + ε

.

Eelnev võrratusteahel kehtib iga ε > 0 korral, seega ‖T ∗y∗‖ > ‖y∗‖, nagu soovi-
tud.

(a), (ii)⇒(i). Olgu T ∗ faktorkujutus. Siis juba tõestatud implikatsiooni (b),
(i)⇒(ii), põhjal on T ∗∗ isomeetria. Veendumaks, et ka T on isomeetria, märgime
kõigepealt, et mistahes operaatori A ∈ L(X, Y ) korral

A∗∗jX = jYA (1.9)

(meenutame, et jX : X → X∗∗ ja jY : Y → Y ∗∗ on loomulikud sisestused). Tõe-
poolest, olgu A ∈ L(X, Y ). Võrduse (1.9) tõestuseks piisab märkida, et mistahes
x ∈ X ja y∗ ∈ Y ∗ korral

〈y∗, A∗∗jXx〉 = 〈A∗y∗, jXx〉 = 〈x,A∗y∗〉 = 〈Ax, y∗〉 = 〈y∗, jYAx〉.

Muuhulgas kehtib ka võrdus T ∗∗jX = jY T . Kuna operaatorid T ∗∗ ja jX on iso-
meetriad, siis ka nende kompositsioon T ∗∗jX on isomeetria, järelikult peab ka
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kompositsioon jY T olema isomeetria. Kuna loomulik sisestus jY on isomeetria,
siis järeldub siit, et ka T on isomeetria, nagu soovitud.

(b), (ii)⇒(i). Seda implikatsiooni me käesolevas töös ei tõesta. Selle tõestus
kasutab operaatori A ∈ L(X, Y ) ja tema kaasoperaatori A∗ ∈ L(Y ∗, X∗) kuju-
tisruumide kinnisuse samaväärsust, mis on mittetriviaalne tulemus (vt nt [M, lk
292, teoreem 3.1.21]).

1.7 Millal Banachi ruum on „kaasruum“?

Järgnev teoreem annab piisavad tingimused selleks, et Banachi ruum oleks iso-
meetriliselt isomorfne mingi Banachi ruumi kaasruumiga.

Teoreem 1.17 (vt [K, teoreem 1]). Olgu X Banachi ruum ning rahuldagu alam-
hulk A ⊂ X∗ järgmisi tingimusi:

(1) hulk A eraldab ruumi X punktid (s.t iga x ∈ X \ {0} jaoks leidub x∗ ∈ A
nii, et 〈x, x∗〉 6= 0);

(2) ruumi X kinnine ühikkera BX on kompaktne nõrgas topoloogias
σ(X, spanA).

Tähistame Z := span‖.‖A (s.t Z on hulga A lineaarse katte sulund kaas-
ruumis X∗) ning olgu J : Z → X∗ loomulik sisestus. Siis kujutus

T := J∗jX : X → Z∗

on isomeetria; niisiis ruum X on isomeetriliselt isomorfne ruumi Z kaasruumiga.

Tõestus. Kujutus J∗jX on üksühene, sest kui x ∈ X \ {0}, siis, arvestades, et E
eraldab ruumi X punktid, leidub funktsionaal f ∈ A ⊂ Z nii, et 〈x, f〉 6= 0, seega

〈f, J∗jXx〉 = 〈Jf, jXx〉 = 〈x, Jf〉 = 〈x, f〉 6= 0,

niisiis J∗jXx 6= 0.
Veendumaks, et T on isomeetriline isomorfism, piisab nüüd näidata, et

(]) iga z∗ ∈ SZ∗ korral leidub x ∈ SX nii, et J∗jXx = z∗.

Tõepoolest, kehtigu (]). Siis T on pealekujutus, järelikult jääb teoreemi tõestuseks
näidata, et T on isomeetria. Olgu x ∈ X \{0}. Kuna T on üksühene, siis Tx 6= 0,
seega Tx

‖Tx‖ ∈ SZ∗ , järelikult tingimuse (]) põhjal leidub u ∈ SX nii, et Tu =
Tx
‖Tx‖ = T

(
x
‖Tx‖

)
. Operaatori T üksühesuse tõttu u = x

‖Tx‖ , seega x = ‖Tx‖u ning
järelikult

‖Tx‖ = ‖Tx‖ ‖u‖ =
∥∥‖Tx‖u∥∥ = ‖x‖.
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Niisiis, T on isomeetria.
Jääb tõestada väide (]). Olgu z∗ ∈ SZ∗ . Kuna J on isomeetria, siis lause 1.16,

(a), põhjal leidub x∗∗ ∈ SX∗∗ nii, et J∗x∗∗ = z∗. Goldstine’i teoreemi 1.10 põhjal
leidub ühikkera BX elementide pere (xα) nii, et jXxα

w∗−→
α

x∗∗ teises kaasruumis
X∗∗, s.t iga x∗ ∈ X∗ korral 〈x∗, jXxα〉 −→

α
〈x∗, x∗∗〉. Siit järeldub, et iga f ∈ spanA

korral

〈f, J∗jXxα〉 = 〈Jf, jXxα〉 −→
β
〈Jf, x∗∗〉 = 〈f, J∗x∗∗〉 = 〈f, z∗〉.

Teiselt poolt, eelduse põhjal on ühikkera BX kompaktne nõrgas topoloogias
σ(X, spanA), seega leiduvad pere (xα) osapere (xβ) ja element x ∈ BX nii,

et xβ
σ(X,Z)−−−−→

β
x. Nüüd mistahes f ∈ spanA korral

〈f, J∗jXxβ〉 = 〈Jf, jXxβ〉 = 〈xβ, Jf〉 = 〈xβ, f〉
−→
β
〈x, f〉 = 〈x, Jf〉 = 〈Jf, jXx〉 = 〈f, J∗jXx〉.

Kuna (J∗jXxβ) on pere (J∗jXxα) osapere, siis ka

〈f, J∗jXxβ〉 −→
β
〈f, z∗〉 iga f ∈ spanA korral,

järelikult 〈f, J∗jXx〉 = 〈f, z∗〉 iga f ∈ spanA korral ning seega, arvestades, et
spanA on ruumi Z kõikjal tihe alamruum,

〈f, J∗jXx〉 = 〈f, z∗〉 iga f ∈ Z korral,

s.t J∗jXx = z∗.
Väite (]) tõestuseks jääb veel märkida, et ‖x‖ = 1, sest, ühelt poolt, kuna

x ∈ BX , siis ‖x‖ 6 1, ning, teiselt poolt,

‖x‖ = ‖J∗‖ ‖jx‖ ‖x‖ > ‖J∗jXx‖ = ‖z∗‖ = 1.

1.8 Teadmisi Schauderi baasidest

Definitsioon 1.7 (vt [M, definitsioon 4.1.1]). Öeldakse, et jada (xi)
∞
i=1 Banachi

ruumis X on Schauderi baas ruumis X, kui iga elemendi x ∈ X korral leiduvad
üheselt määratud arvud αi, i = 1, 2, . . . , nii, et

x =
∞∑
i=1

αixi.
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Näide 1.1. Lihtne on veenduda, et jada (ei)
∞
i=1, kus iga i ∈ N korral

ei = (0, . . . , 0, 1︸ ︷︷ ︸
i komponenti

, 0, . . . )

on Schauderi baas Banachi ruumides `p, kus 1 6 p < ∞, ning c0. Sellele baasile
viidatakse kui nimetatud ruumide standardühivektorbaasile või ka kanoonilisele
baasile.

Definitsioon 1.8 (vt [M, definitsioon 4.1.2]). Öeldakse, et jada (xi)
∞
i=1 Banachi

ruumis X on (Schauderi) baasjada, kui ta on Schauderi baas oma elementide
lineaarse katte sulundis span{xi : i ∈ N}.

Definitsioon 1.9 (vt [M, definitsioon 4.3.1]). Olgu X ja Y Banachi ruumid
ning olgu (xi)

∞
i=1 ja (yi)

∞
i=1 baasjadad vastavalt ruumis X ja ruumis Y . Öeldakse,

et baasjadad (xi)
∞
i=1 ja (yi)

∞
i=1 on ekvivalentsed (või ka, et baasjada (xi)

∞
i=1 on

ekvivalentne baasjadaga (yi)
∞
i=1), kui mistahes reaalarvude jada (αi)

∞
i=1 korral

read
∞∑
i=1

αixi ja
∞∑
i=1

αiyi

kas mõlemad koonduvad või mõlemad hajuvad.

Lause 1.18 (vt [M, lause 4.3.2]). Olgu (xi)
∞
i=1 ja (yi)

∞
i=1 Schauderi baasid vasta-

valt Banachi ruumides X ja Y . Järgmised väited on samaväärsed:

(i) baasid (xi)
∞
i=1 ja (yi)

∞
i=1 on ekvivalentsed;

(ii) leidub isomorfism T ∈ L(X, Y ) nii, et Txi = yi.

Teoreem 1.19 (vt [M, teoreem 4.3.6]). Olgu (xi)
∞
i=1 jada Banachi ruumis X.

Järgmised väited on samaväärsed:

(i) jada (xi)
∞
i=1 on baasjada, mis on ekvivalentne ruumi `1 standardühikvektor-

baasiga;

(ii) jada (xi)
∞
i=1 on tõkestatud ning leidub reaalarv M > 0 nii, et

n∑
i=1

|αi| 6M

∥∥∥∥ n∑
i=1

αixi

∥∥∥∥ mistahes n ∈ N ja α1, . . . , αn ∈ R korral.
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2 Banachi ruumi oktaeedrilisus

2.1 Oktaeedrilisuse mõiste ja sellega samaväärseid
tingimusi

Kolmnurga võrratus ütleb, et mistahes Banachi ruumi X elementide x ja y puhul

‖x+ y‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖ .

Oktaeedrilisuse mõiste kirjeldab ruume, kus kolmnurga võrratuses teatud juhtu-
del kehtib peaaegu võrdus.

Definitsioon 2.1. Öeldakse, et Banachi ruum X (või ka et ruumi X norm) on
oktaeedriline, kui iga lõplikumõõtmelise alamruumi E ⊂ X ja iga reaalarvu ε > 0
korral leidub y ∈ SX nii, et

‖x+ y‖ > (1− ε)(‖x‖+ ‖y‖) iga x ∈ E korral.

Märgime, et lõplikumõõtmeline Banachi ruum ei saa olla oktaeedriline. Tõe-
poolest, kui X on lõplikumõõtmeline Banachi ruum, siis E := X on ruumi X
lõplikumõõtmeline alamruum, kusjuures mistahes y ∈ SX korral x := −y ∈ E
ning

‖x+ y‖ = ‖0‖ = 0 < 1 =
(

1− 1

2

)
(‖x‖+ ‖y‖).

Järgnev lause kirjeldab oktaeedrilisi Banachi ruume ainult sfäärielementide
terminites.

Lause 2.1 (vt [HLP, lause 2.2]). Olgu X Banachi ruum. Järgmised väited on
samaväärsed:

(i) ruum X on oktaeedriline;

(ii) iga ruumi X lõplikumõõtmelise alamruumi E ja iga arvu ε > 0 korral leidub
y ∈ SX nii, et

‖x+ ty‖ > (1− ε)(‖x‖+ t) iga x ∈ SE ja iga t > 0 korral;

(ii’) mistahes n ∈ N, x1, . . . , xn ∈ SX ja ε > 0 korral leidub y ∈ SX nii, et

‖xi + ty‖ > (1− ε)(‖xi‖+ t) iga i ∈ {1, . . . , n} ja iga t > 0 korral;

(iii) mistahes n ∈ N, x1, . . . , xn ∈ SX ja ε > 0 korral leidub y ∈ SX nii, et

‖xi + y‖ > 2− ε iga i ∈ {1, . . . , n} korral.
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Tõestus. (ii)⇒(ii’)⇒(iii) on ilmne.

(i)⇒(ii). Kehtigu (i) ning olgu E ⊂ X lõplikumõõtmeline alamruum ja ε > 0.
Olgu y ∈ SX element oktaeedrilisuse definitsioonist 2.1. Kui x ∈ SE ja t > 0, siis∥∥∥1

t
x+ y

∥∥∥ > (1− ε)
(∥∥∥1

t
x
∥∥∥+ ‖y‖

)
= (1− ε)

(1

t
‖x‖+ 1

)
,

millest
‖x+ ty‖ > (1− ε)(‖x‖+ t).

(ii)⇒(i). Kehtigu (ii) ning olgu E ⊂ X lõplikumõõtmeline alamruum ja ε > 0.
Olgu y ∈ SX element tingimusest (ii) ning olgu x ∈ E. Implikatsiooni tõestuseks
piisab näidata, et

‖x+ y‖ > (1− ε)(‖x‖+ ‖y‖).
Kui x = 0, siis see võrratus ilmselt kehtib. Kui aga x 6= 0, siis x = tx1, kus
x1 := x

‖x‖ ja t := ‖x‖ > 0, seega

‖x+ y‖ = t

∥∥∥∥x1 +
1

t
y

∥∥∥∥ > t(1− ε)
(
‖x1‖+

1

t

)
= (1− ε)(‖x‖+ 1),

s.t soovitud võrratus kehtib.

(ii’)⇒(ii). Kehtigu (ii’) ning olgu E ⊂ X lõplikumõõtmeline alamruum ja
ε > 0. Olgu A ⊂ SX ühiksfääri SE lõplik ε

2
-võrk. Eelduse põhjal leidub tingimuse

(ii’) kehtivusest y ∈ SX nii, et mistahes a ∈ A ja t > 0 korral

‖a+ ty‖ >
(

1− ε

2

)
(‖a‖+ t).

Olgu nüüd x ∈ SE ja t > 0 suvalised ning olgu a ∈ A selline, et ‖x− a‖ < ε
2
. Siis

‖x+ ty‖ > ‖a+ ty‖ − ‖x− a‖ >
(

1− ε

2

)
(‖x‖+ t)− ε

2
> (1− ε)(‖x‖+ t).

(iii)⇒(ii’). Kehtigu (iii) ning olgu fikseeritud n ∈ N, x1, . . . , xn ∈ SX ja ε > 0.
Valime elemendi y ∈ SX nii, nagu tingimuses (iii). Olgu i ∈ {1, . . . , n} ja t > 0.
Kui t > 1, siis

‖xi + ty‖ > t ‖xi + y‖ − ‖(t− 1)xi‖ > t(2− ε)− |t− 1| =
= t(1− ε) + 1 > (1− ε)(1 + t).

Kui 0 < t < 1, siis

‖xi + ty‖ > ‖xi + y‖ − ‖(1− t)y‖ > (2− ε)− |1− t| > (1− ε)(1 + t).

Märkus. Lause 2.1 samaväärsusest (i)⇔(iii) järeldub lihtsasti, et ruum `1 on
oktaeedriline.
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2.2 Teise kaasruumi oktaeedrilisus

Lause 2.2 ([L LP0, lemma 2.1]). Olgu X Banachi ruum. Järgmised väited on
samaväärsed:

(i) X∗∗ on oktaeedriline;

(ii) mistahes n ∈ N, x∗∗1 , . . . , x∗∗n ∈ SX∗∗ ja ε > 0 korral leidub y∗∗ ∈ SX∗∗ nii,
et

‖x∗∗i + y∗∗‖ > 2− ε iga i ∈ {1, . . . , n} korral;

(ii’) mistahes n ∈ N, x∗∗1 , . . . , x∗∗n ∈ SX∗∗ ja ε > 0 korral leidub y ∈ SX nii, et

‖x∗∗i + y‖ > 2− ε iga i ∈ {1, . . . , n} korral;

(iii) mistahes n ∈ N, x∗∗1 , . . . , x∗∗n ∈ X∗∗ ja ε > 0 korral leidub y∗∗ ∈ BX∗∗ \ {0}
nii, et

‖x∗∗i + y∗∗‖ > (1− ε)(‖x∗∗i ‖+ 1) iga i ∈ {1, . . . , n} korral;

(iii’) mistahes n ∈ N, x∗∗1 , . . . , x∗∗n ∈ X∗∗ ja ε > 0 korral leidub y ∈ BX \ {0} nii,
et

‖x∗∗i + y‖ > (1− ε)(‖x∗∗i ‖+ 1) iga i ∈ {1, . . . , n} korral.

Märkus. Lause 2.2 samaväärsusest (i)⇔(ii’) koos lause 2.1 samaväärsusega
(i)⇔(iii) on lihtne näha, et kui teine kaasruum X∗∗ on oktaeedriline, siis ka
ruum X ise on oktaeedriline.

Lause 2.2 tõestus. (i)⇔(ii) järeldub vahetult lausest 2.1.

(ii’)⇒(ii), (iii’)⇒(iii) ja (i)⇒(iii) on ilmsed.

(iii’)⇒(ii’). Kehtigu (iii’) ning olgu n ∈ N, x∗∗1 , . . . , x∗∗n ∈ SX∗∗ ja ε > 0.
Eelduse (iii’) põhjal leidub y ∈ BX \ {0} nii, et

‖x∗∗i + y‖ >
(

1− ε

4

)
(1 + 1) = 2− ε

2
iga i ∈ {1, . . . , n} puhul.

Siis kolmnurga võrratusest ‖y‖ > 2− ε
2
− ‖x∗∗i ‖ = 1− ε

2
ning seejuures∥∥∥∥x∗∗i +

y

‖y‖

∥∥∥∥ > ‖x∗∗i + y‖ −
∥∥∥∥y − y

‖y‖

∥∥∥∥ = ‖x∗∗i + y‖ −
∣∣∣∣1− 1

‖y‖

∣∣∣∣ ‖y‖ >
> 2− ε

2
− (1− ‖y‖) > 2− ε

iga i ∈ {1, . . . , n} korral, kusjuures y
‖y‖ ∈ SX . Seega kehtib (ii’).
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(iii)⇒(iii’). Kehtigu (iii) ning olgu n ∈ N, x∗∗1 , . . . , x∗∗n ∈ X∗∗ ja ε > 0. Eelduse
(iii) põhjal leidub y∗∗ ∈ BX∗∗ \ {0} selliselt, et iga i ∈ {1, . . . , n} korral

‖x∗∗i + y∗∗‖ >
(

1− ε

2

)
(‖x∗∗i ‖+ 1) > (1− ε)(‖x∗∗i ‖+ 1) +

ε

2
.

Goldstine’i teoreemi 1.10 põhjal leidub hulga BX \ {0} elementide pere (yα) nii,
et yα

w∗−→
α

y∗∗ teises kaasruumis X∗∗. Siis ka

x∗∗i + yα
w∗−→
α

x∗∗i + y∗∗ iga i ∈ {1, . . . , n} korral.

Kuna ruumi X∗∗ norm on alt w∗-poolpidev, siis iga i ∈ {1, . . . , n} korral

lim inf
α
‖x∗∗i + yα‖ > ‖x∗∗i + y∗∗‖ ,

järelikult leidub indeks α nii, et iga i ∈ {1, . . . , n} korral

‖x∗∗i + yα‖ > ‖x∗∗i + y∗∗‖ − ε

2
> (1− ε)(‖x∗∗i ‖+ 1).

2.3 Antud hulga jaoks oktaeedriline hulk

Paljudel juhtudel saab lause 2.2 samaväärsetes tingimustes elemendi y ∈ leida
ühikkera BX mingist „heast“ alamhulgast. Järgnev definitsioon toob sisse „ok-
taeedrilise hulga“ mõiste, mis täpsustab seda olukorda.

Definitsioon 2.2 (vt [LLP0, definitsioon 2.2]). Olgu X Banachi ruum ja olgu
B ⊂ X∗∗ kinnine kumer tõkestatud alamhulk. Öeldakse, et hulk A ⊂ BX \{0} on
hulga B jaoks oktaeedriline hulk, kui mistahes n ∈ N, x∗∗1 , . . . , x∗∗n ∈ B ja ε > 0
korral leidub a ∈ A selliselt, et

‖x∗∗i + a‖ > (1− ε)(‖x∗∗i ‖+ 1) iga i ∈ {1, . . . , n} korral. (2.1)

Kui B = BX∗∗ , siis öeldakse lihtsalt, et A on ruumi X∗∗ jaoks oktaeedriline hulk.

Märkus. Saab näidata, et kui A on ruumi X∗∗ jaoks oktaeedriline hulk, siis
saame ka mistahes n ∈ N, x∗∗1 , . . . , x∗∗n ∈ X∗∗ ja ε > 0 korral leida a ∈ A nii, et
võrratused (2.1) kehtiksid.

Märkus. Ruumi X∗∗ jaoks oktaeedriline hulk A on ühikkera BX alamhulk, mis
garanteerib ruumi X∗∗ oktaeedrilisuse (ning seega ka ruumi X oktaeedrilisuse).
Tõepoolest, näitame, et sellise hulga olemasolu puhul on täidetud lause 2.2 tin-
gimus (ii’). Olgu n ∈ N, x∗∗1 , . . . , x∗∗n ∈ SX∗∗ ja ε > 0. Siis leidub a ∈ A nii, et iga
i ∈ {1, . . . , n} korral

‖x∗∗i + a‖ > (1− ε0)(‖x∗∗i ‖+ 1) = 2− 2ε0, kus ε0 :=
ε

4
.
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Nüüd
2 > ‖x∗∗i ‖+ ‖a‖ > ‖x∗∗i + a‖ > 2− 2ε0,

mistõttu 1 > ‖a‖ > 1− 2ε0, seega∥∥∥∥a− a

‖a‖

∥∥∥∥ =

∣∣∣∣1− 1

‖a‖

∣∣∣∣ ‖a‖ = |1− ‖a‖ | 6 2ε0.

Järelikult a
‖a‖ ∈ SX ning∥∥∥∥x∗∗i +
a

‖a‖

∥∥∥∥ > ‖x∗∗i + a‖ −
∥∥∥∥a− a

‖a‖

∥∥∥∥ > 2− 2ε0 − 2ε0 = 2− 4ε0 = 2− ε.

Definitsioon 2.3. Olgu C Banachi ruumi X alamhulk, arv α > 0 ja funktsionaal
x∗ ∈ SX∗ . Hulga C α-viil funktsionaali x∗ järgi on hulk

S(C, x∗, α) :=

{
x ∈ C : x∗(x) > sup

c∈C
x∗(c)− α

}
⊂ C.

Definitsioon 2.4. Öeldakse, et Banachi ruumil X on tugev diameeter-2 oma-
dus (SD2P), kui ruumi X ühikkera BX mistahes viilude kumera kombinatsiooni
diameeter on kaks.

Tugeva diameeter-2 omaduse ja oktaeedrilisuse vahel duaalne on duaalne seos
– kaasruum X∗ on oktaeedriline parajasti siis, kui ruumil X on tugev diameeter-
2 omadus (vt nt [HLP]). Järgmine lause kasutab seda duaalsust ära, et saada
oktaeedriline hulk tugev diameeter-2 omadust matkivast hulgast.

Lause 2.3 (vt [LLP0, lemma 2.3]). Olgu X Banachi ruum ning olgu alamhulk
A ⊂ BX \ {0} selline, et mistahes n ∈ N, ε ∈ (0, 2) ja kaasruumi ühikkera BX∗

viilude keskmise 1
n

∑n
i=1 S(BX∗ , x

∗∗
i , ε) korral leiduvad x∗i , y∗i ∈ S(BX∗ , x

∗∗
i , ε), i =

1, . . . , n, ja x ∈ A selliselt, et〈
x,

1

n

n∑
i=1

x∗i −
1

n

n∑
i=1

y∗i

〉
> 2− ε.

Siis mistahes n ∈ N, x∗∗1 , . . . , x∗∗n ∈ SX∗∗ ja ε > 0 korral leidub y ∈ A nii, et

‖x∗∗i + y‖ > 2− ε iga i ∈ {1, . . . , n} korral.

Muuhulgas on A ruumi X∗∗ jaoks oktaeedriline hulk.

Tõestus. Olgu n ∈ N, x∗∗1 , . . . , x∗∗n ∈ SX∗∗ ja ε > 0. Vaatleme viilude ku-
merat kombinatsiooni 1

n

∑n
i=1 S(BX∗ , x

∗∗
i ,

ε
2n

). Eelduse põhjal leiduvad y∗i , x
∗
i ∈

S(BX∗ , x
∗∗
i ,

ε
2n

), i = 1, . . . , n, ja x ∈ A nii, et〈
x,

1

n

n∑
i=1

x∗i −
1

n

n∑
i=1

y∗i

〉
> 2− ε

2n
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ehk 〈
x,

n∑
i=1

x∗i −
n∑
i=1

y∗i

〉
> 2n− ε

2
. (2.2)

Kuna ‖x∗i ‖ , ‖y∗i ‖ , ‖x‖ 6 1, siis 〈x, x∗i − y∗i 〉 6 2, i = 1, . . . , n, mistõttu selleks,
et võrratus (2.2) kehtiks, peab iga i ∈ {1, . . . , n} korral kehtima võrratus 〈x, x∗i −
y∗i 〉 > 2− ε

2
ning seega

〈x, x∗i 〉 > 2− ε

2
+ 〈x, y∗i 〉 > 2− ε

2
− ‖yi‖ > 1− ε

2
,

niisiis arvestades, et x∗i ∈ S(BX∗ , x
∗∗
i ,

ε
2n

), siis

‖x∗∗i + x‖ > 〈x∗i , x∗∗i + x〉 = 〈x∗i , x∗∗i 〉+ 〈x, x∗i 〉 > 1− ε

2n
+ 1− ε

2
> 2− ε.

Näitame nüüd, et A on oktaeedriline hulk ruumi X∗∗ jaoks. Olgu n ∈ N,
x∗∗1 , . . . , x

∗∗
n ∈ BX∗∗ \ {0} ja ε > 0. Iga i ∈ {1, . . . , n} korral x∗∗i = tiz

∗∗
i , kus

z∗∗i :=
x∗∗i
‖x∗∗i ‖

∈ SX∗∗ ja ti := ‖x∗∗i ‖ > 0. Eelnevalt tõestatu põhjal leidub x ∈ A nii,
et

‖z∗∗i + x‖ > 2− ε iga i ∈ {1, . . . , n} korral.

Tõestamaks, et A on oktaeedriline hulk, piisab näidata, et

‖x∗∗i + x‖ > (1− ε)(‖x∗∗i ‖+ 1) iga i ∈ {1, . . . , n} korral.

Olgu i ∈ {1, . . . , n}. Kuna t := ti = ‖x∗∗i ‖ 6 1, siis

‖x∗∗i + x‖ = ‖tz∗∗i + x‖ > ‖z∗∗i + x‖ − |1− t| ‖z∗∗i ‖
> 2− ε− (1− t) > (1− ε)(1 + t) > (1− ε)(‖x∗∗i ‖+ t).
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3 Ümbernormeerimisteoreemid

3.1 Banachi ruumis tõkestatud absoluutselt kumera
hulga lineaarse katte normeerimine selle hulga
Minkowski funktsionaali abil

Teoreem 3.1 (vt nt [M, lk 330–331, lemma 3.4.28 tõestus]). Olgu (X, ‖·‖) Ba-
nachi ruum ning olgu B ⊂ X kinnine tõkestatud absoluutselt kumer alamhulk.
Olgu Y := spanB ning olgu p : Y → R hulga B Minkowski funktsionaal. Siis
(Y, p) on Banachi ruum, kusjuures B on selle ruumi kinnine ühikkera. Seejuures,
kui reaalarv M > 0 on selline, et B ⊂MBX , siis

‖y‖ 6Mp(y) iga y ∈ Y korral. (3.1)

Tõestus. Kõigepealt paneme tähele, et hulk B on neelav oma lineaarses kattes
Y := spanB. Tõepoolest, olgu y ∈ Y . Kui y = 0, siis hulga B absoluutse kumeru-
se tõttu y ∈ B = 1B. Eeldame nüüd, et y 6= 0. Siis leiduvad n ∈ N, b1, . . . , bn ∈ B
ja α1, . . . , αn ∈ R \ {0} nii, et y =

∑n
i=1 αibi. Tähistame t :=

∑n
i=1 |αi|; siis t > 0.

Nüüd

y =
n∑
i=1

αibi = t
n∑
i=1

αi
t
bi,

Kuna
∑n

i=1

∣∣αi

t

∣∣ = 1
t

∑n
i=1 |αi| = 1, siis

∑n
i=1

αi

t
bi ∈ absconv(B) = B, seega

y ∈ tB. Niisiis on hulk B neelav ruumis Y .
Lause 1.5, (c), põhjal on Minkowski funktsionaal p poolnorm vektorruumis Y .

Kui mingi y ∈ Y korral p(y) = 0, siis t−1y ∈ B iga t > 0 korral, järelikult y = 0
(sest vastasel korral oleks hulk B tõkestamata). Niisiis on p norm vektorruumis Y .

Lause 1.5 põhjal

{y ∈ Y : p(y) < 1} ⊂ B ⊂ {y ∈ Y : p(y) 6 1} = B(Y,p).

Lisaks, kui y ∈ Y on selline, et p(y) = 1, siis leiduvad arvud tn > 1, n = 1, 2, . . . ,
nii, et t−1n y ∈ B iga n ∈ N korral ja tn −−−→

n→∞
1. Kuna t−1n y −−−→

n→∞
y ruumis X, siis

hulga B kinnisuse tõttu y ∈ B; järelikult B(Y,p) ⊂ B ning seega B(Y,p) = B.
Olgu nüüd M > 0 selline, et B ⊂MBX . Siis iga y ∈ Y korral

p(y) = inf{t > 0: y ∈ tB}

> inf{t > 0: y ∈ tMBX} =
1

M
inf{s > 0: y ∈ sBX} =

1

M
‖y‖,

niisiis ‖y‖ 6Mp(y).
Jääb näidata, et normeeritud ruum (Y, p) on täielik. Oletame vastuväiteliselt,

et see normeeritud ruum pole täielik, s.t selles ruumis leidub Cauchy jada (yn),
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mis pole p-normi järgi koonduv. Hinnangu (3.1) põhjal on (yn) Cauchy jada ka
ruumi X normi ‖ · ‖ suhtes, järelikult ruumi X täielikkuse tõttu mingi y ∈ X
korral ‖yn − y‖ −−−→

n→∞
0. Paneme tähele, et tegelikult y ∈ Y . Tõepoolest, kuna

(yn) on Cauchy jada normi p suhtes, siis see jada on selle normi suhtes tõkestatud,
seega leidub α > 0 nii, et yn ∈ αB iga n ∈ N korral. Kuna hulk B ning seega ka
tema kordne αB on kinnine ruumi X normi suhtes, siis y ∈ αB ⊂ spanB = Y .

Tähistame iga n ∈ N korral zn := yn − y, siis osajadale üle minnes võime
eeldada, kuna jada (zn) ruumis (Y, p) samuti hajub, et leidub δ > 0 nii, et p(zn) >
δ iga n ∈ N korral, kusjuures (zn) on Cauchy jada normi p suhtes ning ‖zn‖ −−−→

n→∞
0. Tähistame iga n ∈ N korral un := 1

p(zn)
zn; siis ‖un‖ −−−→

n→∞
0 ning p(un) = 1,

n = 1, 2, . . . , kusjuures (un) on Cauchy jada normi p suhtes, sest

p(un − um) = p

(
zn
p(zn)

− zm
p(zm)

)
=

1

p(zn) p(zm)
p
(
p(zm)zn − p(zn)zm

)
=

1

p(zn) p(zm)
p
(
p(zm)(zn − zm)−

(
p(zn)− p(zm)

)
zm

)
6

1

p(zn)
p(zn − zm) +

1

p(zn)

∣∣p(zm)− p(zn)
∣∣

6
2

p(zn)
p(zn − zm) <

2

δ
p(zn − zm).

Fikseerime m ∈ N selliselt, et kui n > m, siis p(un − um) 6 1
2
ning seega 2um −

2un ∈ B. Kuna ‖un‖ −−−→
n→∞

0 ning B on ruumis X kinnine hulk, siis järeldub siis

protsessis n → ∞, et 2um ∈ B, s.t p(um) 6 1
2
, mis on vastuolu tingimusega, et

p(un) = 1 iga n ∈ N korral.

Märkus. Pole raske näidata, et mistahes normeeritud ruumi X norm langeb
kokku tema kinnise ühikkera BX Minkowski funktsionaaliga pBX

(vt nt [M, lk 84,
ülesanne 1.108, (a)]).

3.2 Ekvivalentse normi jätkamine alamruumilt kogu
ruumile

Järgnev teoreem ütleb sisuliselt, et Banachi ruumi alamruumil defineeritud
(esialgse normiga) ekvivalentne norm on jätkatav (esialgse normiga) ekvivalent-
seks normiks kogu sellel ruumil.

Teoreem 3.2 (vt nt [FHHMZ, lk 60, lause 2.14]). Olgu (X, ‖ · ‖) Banachi ruum
ning olgu norm ~ · ~ ruumi X kinnisel alamruumil Y ekvivalentne normiga ‖ · ‖
sellel alamruumil. Siis leidub ruumil X normiga ‖ · ‖ ekvivalentne norm | · |, mis
alamruumil Y ühtib normiga ~ · ~, s.t

|y| = ~y~ iga y ∈ Y korral.
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Tõestus. Olgu arvud α, β > 0 sellised, et

α ‖y‖ 6 ~y~ 6 β ‖y‖ iga y ∈ Y korral.

Paneme siis tähele, et ka norm | · |′, kus |y|′ := β ‖y‖ iga y ∈ Y puhul, on
ekvivalentne normiga ~·~. Seejuures kui |y|′ 6 1, siis

~y~ 6 β ‖y‖ = |y|′ 6 1,

s.t B(Y,|·|′) ⊂ B(Y,~·~). Kuna normide ekvivalentsus on ekvivalentsiseos, siis seega
saame üldisust kitsendamata eeldada, et B(Y,‖·‖) ⊂ B(Y,~·~).

Lausest 1.3 järeldub lihtsasti, et hulk B := conv(B(Y,~·~)∪B(X,‖·‖)) on kinnine,
absoluutselt kumer ja tõkestatud. KunaB∩Y = B(Y,~·~) on ruumi (Y,~·~) kinnine
ühikkera, siis hulga B Minkowski funktsionaal pB =: | · | langeb kokku normiga
~·~ ruumil Y .

Näitame veel, et norm | · | on ekvivalentne normiga ‖·‖ ruumil X. Teoreemist
3.1 saame, et | · | on norm ruumil X, sest spanB = X, ning et B(X,|·|) = B. Kuna
B(X,‖·‖) ⊂ B, siis

|x| 6 ‖x‖ iga x ∈ X korral.

Vastasel juhul, kui kehtiks |x| > ‖x‖ mingi x ∈ X puhul, siis x 6= 0 ning

1 =

∥∥∥∥ x

‖x‖

∥∥∥∥ < ∣∣∣∣ x‖x‖
∣∣∣∣ 6 1,

mis on vastuolu. Teiselt poolt, kui ~y~ 6 1, siis

‖y‖ 6 1

α
~y~ 6

1

α
,

s.t B(Y,~·~) ⊂ 1
α
B(X,‖·‖). Nüüd on selge, et B ⊂ max

{
1, 1

α

}
B(X,‖·‖) ning teoreemi

3.1 põhjal siis ‖x‖ 6 max
{

1, 1
α

}
|x| iga x ∈ X puhul. Kokku oleme saanud, et

norm | · | on ekvivalentne normiga ‖·‖ ruumil X.

3.3 Üks klassikaline ümbernormeerimisteoreem

Järgnev klassikaline ümbernormeerimisteoreem annab eeskirja, kuidas Banachi
ruumist X lähtuva pideva lineaarse operaatori abil defineerida sellel ruumil esi-
algse normiga ekvivalentne norm.

Teoreem 3.3. Olgu (X, ‖ · ‖) ja (Y, ‖ · ‖) Banachi ruumid ning olgu S : X → Y
pidev lineaarne operaator, seejuures leidugu ruumi X kinnine alamruum Z nii,
et ahend S|Z : Z → Y on isomorfism „sisse“, s.t leiduvad reaalarvud α, β > 0 nii,
et

α‖z‖ 6 ‖Sz‖ 6 β‖z‖ iga z ∈ Z korral.
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Siis
~x~ := ‖Sx‖+ ‖x+ Z‖, x ∈ X,

on esialgse normiga ekvivalentne norm ruumis X. Seejuures norm ~ · ~ teises
kaasruumis (X,~ · ~)∗∗ on arvutatav järgmiselt:

~x∗∗~ = ‖S∗∗x∗∗‖Y ∗∗ + ‖x∗∗ + Z⊥⊥‖ iga x∗∗ ∈ X∗∗ korral. (3.2)

Tõestus. Olgu q : X → X/Z kanooniline kujutus. Ühelt poolt, iga x ∈ X korral

~x~ = ‖Sx‖+ ‖qx‖ 6 ‖S‖ ‖x‖+ ‖x‖ = (‖S‖+ 1) ‖x‖ .

Teiselt poolt, leiame κ > 0 nii, et

κ‖x‖ 6 ~x~ iga x ∈ X korral.

Eelneva tingimuse kehtivuseks piisab veenduda, et

~x~ > κ iga x ∈ SX korral.

Olgu x ∈ SX . Oletame, et mingi ε ∈ (0, 1) korral leidub z ∈ Z nii, et ‖x−z‖ < ε.
Siis 1− ε < ‖z‖ < 1 + ε. Ilmselt z1 := z

‖z‖ ∈ SZ , kusjuures

‖x− z1‖ 6 ‖x− z‖+ ‖z − z1‖

< ε+

∥∥∥∥z − z

‖z‖

∥∥∥∥ = ε+

∥∥∥∥(‖z‖ − 1)z

‖z‖

∥∥∥∥ = ε+
∣∣‖z‖ − 1

∣∣
< 2ε,

järelikult

‖Sx‖ > ‖Sz1‖ − ‖S(z1 − x)‖ > α− ‖S‖ ‖z1 − x‖ > α− 2ε‖S‖.

Võttes eelnevas arutelus ε := α
4‖S‖ , saame, et on kaks teineteist välistavat võima-

lust:

(1) ‖x+ Z‖ > α
4‖S‖ ;

(2) ‖x+ Z‖ = infz∈Z ‖x− z‖ < α
4‖S‖ = ε – niisugusel juhul

‖Sx‖ > α− 2ε‖S‖ =
α

2
.

Niisiis igal juhul

~x~ = ‖Sx‖+ ‖x+ Z‖ > min

{
α

4‖S‖
,
α

2

}
=: κ.
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Seega on norm ~ · ~ ruumis X ekvivalentne esialgse normiga ‖ · ‖.

Tõestame nüüd võrduse (3.2). Selleks paneme tähele, et operaator

T : (X,~ · ~) 3 x 7−→ (Sx, qx) ∈ Y ⊕1 (X/Y )

on lineaarne isomeetria. Lause 1.16 põhjal on ka teine kaasoperaator

T ∗∗ : (X∗∗,~ · ~) −→
(
Y ⊕1 (X/Y )

)∗∗
= Y ∗∗ ⊕1 (X/Y )∗∗

lineaarne isomeetria, seega iga x∗∗ ∈ X∗∗ korral lause 1.2 ja järelduse 1.14 põhjal

~x∗∗~ = ‖T ∗∗x∗∗‖ = ‖(S∗∗x∗∗, q∗∗x∗∗)‖1
= ‖S∗∗x∗∗‖+ ‖q∗∗x∗∗‖ = ‖S∗∗x∗∗‖+ ‖(J2)−1J∗1 q∗∗x∗∗‖
= ‖S∗∗x∗∗‖+ ‖x∗∗ + Z⊥⊥‖.

Järgnevalt tõestame mõned teoreemis 3.3 vaadeldud ümbernormeeringu okta-
eedrilisust käsitlevad tulemused.

Teoreem 3.4 (vt [L LP0, lause 2.4]). Kui teoreemis 3.3 teine kaasruum Y ∗∗ on
oktaeedriline ning

(1) S|Z : (Z, ‖ · ‖)→ Y on isomeetriline isomorfism „sisse“;

(2) S(B(Z,‖·‖)) on oktaeedriline hulk teise kaasruumi Y ∗∗ jaoks,

siis teine kaasruum (X,~ · ~)∗∗ on oktaeedriline.

Tõestus. Eeldame, et teoreemis 3.3 teine kaasruum Y ∗∗ on oktaeedriline, kusjuu-
res kehtivad tingimused (1) ja (2). Olgu n ∈ N, ning olgu x∗∗1 , . . . , x∗∗n ∈ S(X,~·~)∗∗

ning olgu ε > 0. Teise kaasruumi (X,~ · ~)∗∗ oktaeedrilisuseks piisab leida
x∗∗ ∈ B(X,~·~)∗∗ nii, et

~x∗∗i + x∗∗~ > 2− 2ε iga i ∈ {1, . . . , n} korral.

Kuna S(B(Z,‖·‖)) on oktaeedriline hulk teise kaasruumi Y ∗∗ jaoks, siis leidub z ∈
B(Z,‖·‖) nii, et iga i ∈ {1, . . . , n} korral

‖S∗∗x∗∗i + jY Sz‖ > (1− ε)(‖S∗∗x∗∗i ‖+ 1) > ‖S∗∗x∗∗i ‖+ 1− 2ε.

Nüüd
~jXz~ = ~z~ = ‖Sz‖+ ‖z + Z‖ = ‖Sz‖ = ‖z‖ 6 1,
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s.t jXz ∈ B(X,~·~)∗∗ ; seejuures iga i ∈ {1, . . . , n} korral

~x∗∗i + jXz~ = ‖S∗∗x∗∗i + S∗∗jXz‖+ ‖x∗∗i + jXz + Z⊥⊥‖
= ‖S∗∗x∗∗i + jY Sz‖+ ‖x∗∗i + Z⊥⊥‖
> ‖S∗∗x∗∗i ‖+ 1− 2ε+ ‖x∗∗i + Z⊥⊥‖
= ~x∗∗i ~ + 1− 2ε

= 2− 2ε.

Järeldus 3.5 (vt [LLP0, lause 2.4]). Olgu X ja Y Banachi ruumid, kusjuures
teine kaasruum Y ∗∗ on oktaeedriline ning leiduvad operaator S ∈ L(X, Y ) ja
ruumi X kinnine alamruum Z nii, et

(1) S|Z : Z → Y on isomorfism „sisse“;

(2) leidub teise kaasruumi Y ∗∗ jaoks oktaeedriline hulk B ⊂ BY nii, et B ⊂
S(Z),

siis leidub ruumil X ekvivalentne norm, mille suhtes selle ruumi teine kaasruum
on oktaeedriline.

Tõestus. Teoreemi 3.2 põhjal leidub ruumil X ekvivalentne norm | · | nii, et ahend
S|Z : (Z, | · |)→ Y on isomeetriline isomorfism „sisse“. Teoreemi 3.3 põhjal on

~x~ := ‖Sx‖+ |x+ Z|, x ∈ X,

normiga | · | ekvivalentne norm ruumis X ning seega ka esialgse normiga ekvi-
valentne norm ruumis X. Kuna ahend S|Z : (Z, | · |) → Y on isomeetria, siis
eeldusest (2) järeldub, et S(B(Z,|·|)) ⊃ B ning seega S(B(Z,|·|)) on oktaeedriline
hulk teise kaasruumi Y ∗∗ jaoks. Teoreemi 3.4 põhjal on teine kaasruum (X,~·~)∗∗

oktaeedriline.

3.4 Kaasruumis ∗-nõrgalt kompaktse kumera hulga
lineaarse katte normeerimine

Teoreem 3.6 (vt [LLP0, lause 2.5]). Olgu (X, ‖ · ‖) Banachi ruum ja olgu C ⊂
BX∗ ∗-nõrgalt kompaktne kumer hulk. Olgu Y := span (C) ja K := conv(C∪−C)
ning olgu | · | : Y → R hulga K Minkowski funktsionaal. Siis

(a) hulk K on absoluutselt kumer ja ∗-nõrgalt kompaktne;

(b) (Y, | · |) on Banachi ruum, kusjuures B(Y,|·|) = K ja

‖y‖ 6 |y| iga y ∈ Y korral; (3.3)
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(c) kui i : (Y, | · |) → X∗ on loomulik sisestus, siis ‖i‖ 6 1 ning, tähistades
Y∗ := i∗jX(X)

|·|
⊂ (Y, | · |)∗, ruum (Y, | · |) on isomeetriliselt isomorfne

ruumi Y∗ kaasruumiga;

(d) kui alamruum Y on kaasruumis X∗ kinnine, siis alamruum Y on ka ∗-
nõrgalt kinnine ning normid ‖ · ‖ ja | · | ruumis Y on ekvivalentsed.

Tõestus. (a). Hulga K absoluutne kumerus järeldub lausest 1.4, (a); selle hulga
∗-nõrgalt kompaktsus järeldub lausest 1.12.

(b) järeldub vahetult teoreemist 3.1, arvestades, et Y = span(C) = span(K)
ning et K ⊂ BX∗ , kusjuures väite (a) põhjal on hulk K absoluutselt kumer ja
kinnine.

(c). Hinnang ‖i‖ 6 1 järeldub vahetult hinnangust (3.3); ülejäänud väide
järeldub vahetult teoreemist 1.17.

(d). Eeldame nüüd, et alamruum Y kaasruumis X∗ on kinnine. Siis (Y, ‖ · ‖)
on Banachi ruum (sest kaasruum (X∗, ‖ ·‖) on täielik ning täieliku ruumi kinnine
alamruum on samuti täielik). Kuna hinnangu (3.3) põhjal on formaalne ühikope-
raator (Y, | · |)→ (Y, ‖ · ‖) pidev, siis ruumide (Y, | · |) ja (Y, ‖ · ‖) täielikkuse tõttu
on Banachi teoreemi põhjal pöördoperaatorist ka selle formaalse ühikoperaatori
pöördoperaator pidev, s.t formaalne ühikoperaator (Y, ‖ · ‖)→ (Y, | · |) on pidev,
s.t leidub κ > 0 nii, et |y| 6 κ‖y‖ iga y ∈ Y korral. Kokkuvõttes oleme saanud,
et

‖y‖ 6 |y| 6 κ‖y‖ iga y ∈ Y korral, (3.4)

s.t normid ‖ · ‖ ja | · | alamruumil Y on ekvivalentsed.
Veendume nüüd, et alamruum Y on ∗-nõrgalt kinnine kaasruumis X∗.

Banach–Dieudonné teoreemi 1.11 põhjal piisab selleks veenduda, et iga n ∈ N
korral on hulk Y ∩nBX∗ ∗-nõrgalt kinnine kaasruumis X∗. Olgu n ∈ N ning olgu
(yα) hulga Y ∩ nBX∗ elementide pere, mis koondub ∗-nõrgalt mingiks elemen-
diks x∗ kaasruumis X∗. Hulga Y ∩ nBX∗ ∗-nõrgalt kinnisuseks piisab näidata, et
x∗ ∈ Y ∩ nBX∗ . Kuna iga indeksi α korral yα ∈ nBX∗ , s.t ‖yα‖ 6 n, siis normi
∗-nõrgalt poolpidevuse tõttu ka

‖x∗‖ 6 lim inf
α
‖yα‖ 6 n;

niisiis x∗ ∈ nBX∗ . Seega jääb näidata, et x∗ ∈ Y . Iga indeksi α korral ‖yα‖ 6
n, seega hinnangu (3.4) põhjal |yα| 6 κn, s.t yα ∈ κnK (siin arvestasime, et
K = B(Y,|·|)). Kuna väite (a) põhjal on hulk K ning seega ka tema kordne κnK
∗-nõrgalt kinnine, siis x∗ ∈ κnK ⊂ Y , nagu soovitud.
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4 Artikli [L LP] põhiteoreemi tõestus

Selles paragrahvis me tõestame artikli [L LP] põhiteoreemi, mille me sõnastasime
juba sissejuhatuses. Parema jälgitavuse huvides sõnastame ta siinkohal uuesti.

Teoreem 4.1 (vt [LLP0, teoreem 4.1]). Olgu X separaabel Banachi ruum, mis
sisaldab ruumiga `1 isomorfset alamruumi. Siis leidub ruumil X esialgse normiga
ekvivalentne norm, mille suhtes selle ruumi teine kaasruum on oktaeedriline.

Teoreemi 4.1 tõestus toetub järgnevatele küllaltki fundamentaalsetele tule-
mustele, mida me käesolevas bakalaureusetöös ei tõesta. Meenutame, et ∆ tähis-
tab sellest töös Cantori hulka.

Teoreem 4.2 (vt [DGH, teoreem 2]). Olgu X separaabel Banachi ruum, mis
sisaldab ruumiga `1 isomeetriliselt isomorfset alamruumi. Siis leidub ruumi X
kinnine alamruum Y nii, et faktorruum X/Y on isomeetriliselt isomorfne ruu-
miga C(∆).

Teoreem 4.3 (vt [L LP0, teoreem 4.1 ja selle tõestus]). Ruumil C(∆) leidub
ekvivalentne norm, mille suhtes tema teine kaasruum on oktaeedriline. Seejuu-
res ruumi C(∆) kinnine ühikkera selle ekvivalentse normi suhtes sisaldab ruumi
`1 standardühikvektorbaasiga ekvivalentset baasjada, mis on ühtlasi oktaeedriline
hulk teise kaasruumi jaoks.

Nüüd me saame tõestada käesolevas töös tsentraalse teoreemi 4.1 (s.t artikli
[L LP0] põhiteoreemi 4.2).

Teoreemi 4.1 tõestus. Teoreemi 3.2 põhjal võime üldisust kitsendamata eeldada,
et ruum X sisaldab ruumiga `1 isomeetriliselt isomorfset alamruumi. Teoreemi
4.2 põhjal leidub ruumi X kinnine alamruum Y nii, et faktorruum X/Y on iso-
meetriliselt isomorfne ruumiga C(∆). Teoreemi 4.3 põhjal leidub faktorruumil
X/Y selline ekvivalentne norm | · |, et teine kaasruum (X/Y, | · |)∗∗ on oktaeedrili-
ne, kusjuures ühikkera B(X/Y,|·|) sisaldab selle teise kaasruumi jaoks oktaeedrilist
hulka {wi : i ∈ N}, mille elementide jada (wi)

∞
i=1 on ruumi `1 standardühivektor-

baasiga ekvivalentne baasjada. Teoreemi 1.19 põhjal leidub reaalarv K > 0 nii
et

n∑
i=1

|αi| 6 K

∣∣∣∣ n∑
i=1

αiwi

∣∣∣∣ mistahes n ∈ N ja α1, . . . , αn ∈ R korral.

Normide ‖ · ‖ ja | · | ekvivalentsuse tõttu leiduvad reaalarvud A,B > 0 nii, et

A‖w‖ 6 |w| 6 B‖w‖ iga w ∈ X/Y korral.

Olgu q : X → X/Y kanooniline faktorkujutus; siis iga i ∈ N korral leidub element
zi ∈ X nii, et

‖wi‖ 6 ‖zi‖ < ‖wi‖+ 1 ja qzi = wi.
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Jada (zi)
∞
i=1 on tõkestatud, sest iga i ∈ N korral

‖zi‖ < ‖wi‖+ 1 6
1

A
|wi|+ 1 6

1

A
+ 1,

seejuures mistahes n ∈ N ja α1, . . . , αn ∈ R korral

n∑
i=1

|αi| 6 K

∣∣∣∣ n∑
i=1

αiwi

∣∣∣∣ 6 KB

∥∥∥∥ n∑
i=1

αiwi

∥∥∥∥ = KB

∥∥∥∥ n∑
i=1

αiqzi

∥∥∥∥ = KB

∥∥∥∥q n∑
i=1

αizi

∥∥∥∥
6 KB

∥∥∥∥ n∑
i=1

αizi

∥∥∥∥.
Teoreemi 1.19 põhjal on (zi)

∞
i=1 ruumi `1 standardühivektorbaasiga ekvivalent-

ne baasjada. Tähistame Z := span‖·‖{zi : i ∈ N} ⊂ X ja W := span|·|{wi : i ∈
N} ⊂ X/Y . Kuna jadad (zi)

∞
i=1 ja (wi)

∞
i=1 on mõlemad ruumi `1 standardühik-

vektorbaasiga ekvivalentsed baasjadad, siis lause 1.18 põhjal leidub isomorfism
T : Z → W nii, et Tzi = wi iga i ∈ N korral. Kuna samuti qzi = wi iga i ∈ N
korral, siis, arvestades, et (zi)

∞
i=1 on ruumi Z Schauderi baas, järeldub siit, et

q|Z = T ; niisiis q|Z on isomorfism. Järelduse 3.5 põhjal leidub ruumil X esialgse
normiga ekvivalentne norm, mille suhtes selle ruumi teine kaasruum on oktaeed-
riline.
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