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Sissejuhatus

Kéesolev bakalaureuset66 on referatiivne teoreetiline uurimus funktsionaalana-
liiiisi valdkonnast, tdpsemalt Banachi ruumide geomeetriast.

Oktaeedrilisuse moiste toid sisse G. Godefroy ja B. Maurey avaldamata artiklis
,Normes lisses et anguleuses sur les espaces de Banach séparables. Aastal 1989
ilmunud artiklis |G| toestas Godefroy jargmise teoreemi.

Teoreem (vt |G, teoreem I1.4]). Olgu X Banachi ruum. Jargmised vdited on
samavddrsed:

(i) X sisaldab alamruumi, mis on isomorfne ruumiga ¢;.
(i) ruumil (X, ||-||) leidub ekvivalentne norm |-| nii, et (X, |-|) on oktaeedriline.

(iii) ruumil (X, |[|]|) leidub ekvivalentne norm ||| - ||| ja ™ € X**\ {0} nii, et

[l + 2] = [ll=[ll + [[l=™[]|  iga = € X korral.

Ei ole raske nédidata, et kui Banachi ruumi teine kaasruum on oktaeedriline, siis
ka see ruum ise on oktaeedriline. Vastupidine véide tildjuhul ei kehti (vt |G, 1k 12]).
Eelneva teoreemi valguses piistitas Godefroy jargmise kiisimuse: kas igal Banachi
ruumil, mis sisaldab jadaruumiga ¢; isomorfset alamruumi, leidub ekvivalentne
norm, mille suhtes selle Banachi ruumi teine kaasruum on oktaeedriline.

Aastal 2019 toestasid J. Langemets ja G. Lopez-Pérez jargmise teoreemi, mil-
lega nad lahendasid Godefroy probleemi separaablite Banachi ruumide juhul.

Teoreem (vt |[LLPy, teoreem 4.1]). Olgu X separaabel Banachi ruum, mis si-
saldab ruumiga (1 isomorfset alamruumi. Siis leidub ruumil X esialgse normiga
ekvivalentne norm, mille suhtes selle ruumai teine kaasruum on oktaeedriline.

Bakalaureuset6os kirjutatakse iiksikasjaliselt lahti Langemetsa ja Lopez-
Pérezi teoreemi toestuses kasutatud iimbernormeerimisteoreemide ning iildiste
oktaeedrilisust puudutavate tulemuste toestused ning esitatakse Langemetsa ja
Lopez-Pérezi teoreemi toestuse skeem. Toestuses vajaminevad Cantori hulgal
médratud pidevate funktsioonide ruumi puudutavad tulemused jaéavad selles t66s
pea taielikult ,kaadri taha®.

Bakalaureusetto sisuline osa on jaotatud neljaks paragrahviks. Esimeses pa-
ragrahvis toome valja t00s vajaminevaid klassikalisi tulemusi ja moisteid Banachi
ruumide teooriast: summaruumi kaasruumi kirjeldus, hulga kumer ja absoluutselt
kumer kate, neelava hulga Minkowski funktsionaal, norgad topoloogiad normeeri-
tud ruumis, faktorruumi ja alamruumi kaasruumi kirjeldus, lineaarsete isomeet-
riate ja faktorkujutuste duaalsus, piisav tingimus selleks, et Banachi ruum oleks
samastatav kaasruumiga, Schauderi baas ja baasjada.



Teises ning kolmandas paragrahvis esitatakse vastavalt Langemetsa ja Lopez-
Pérezi teoreemi toestuses vajaminevate oktaeedrilisust puudutavate tulemuste
ning timbernormeerimisteoreemide iiksikasjalised toestused.

Viimases, neljandas paragrahvis antakse Langemetsa ja Lopez-Pérezi teoreemi
toestuse skeem.

T66s vaadeldakse vaid reaalseid normeeritud (ja Banachi) ruume. Kasuta-
tavad tdhistused on Banachi ruumide teoorias standardsed. Banachi ruumi X
kinnist iihikkera ja tihiksfaari tdhistatakse vastavalt siimbolitega Bx ja Sx, te-
ma kaasruumi siimboliga X*; kujutus jx: X — X* on ruumi X kanooniline
sisestus oma teise kaasruumi, kusjuures jxx asemel kirjutatakse sageli lihtsalt x.
Funktsionaali z* € X* rakendamist elemendile z € X téhistame (z,2*). Kui Y
on samuti normeeritud ruum, siis £(X,Y) tdhistab koéigi ruumist X ruumi Y
tegutsevate pidevate lineaarsete operaatorite ruumi.



1 Tarvilisi eelteadmisi

1.1 Summaruumi kaasruum

Lause 1.1. Olgu Y ja Z normeeritud ruumid ning olgu p,q € [1,00] kaas-
eksponendid, s.t %+% =1 (kuip =1 voi p = 0, siis loetakse vastavalt ¢ = 0o ja
q=1). Siis kujutus

J Y @, 7" — (Y&, Z),

kus
((y:2), J(y", 2")) = (y,y") + (2,27)
koikide y e Y, z € Z, y* € Y™, 2" € Z* korral,
on isomeetriline isomorfism.

Edasises, kirjutades Y* &, Z* = (Y @, Z)*, samastame me ruumi Y* @,
Z* kaasruumiga (Y @, Z)*, moistes seejuures elemendi (y*,2*) € Y* @, Z* all
funktsionaali J(y*, z*) € (Y @, Z)* lausest 1.1, s.t

((y.2), (y",2%)) = (y.y") + (2,27)
koikidey € Y,z € Z, y* € Y™, 2* € Z* korral.

Lause 1.2. Olgu X, Y ja Z normeeritud ruumid, olgu p,q € [1,00] kaas-
eksponendid ning olgu S € L(X,Y) ja R € L(X,Z). Olgu operaator T: X —
Y @, Z defineeritud jargmiselt:

Tx = (Sz,Rx) igax € X korral.
Siis T € L(X,Y &, Z), kusjuures kaasoperaator
Yo, 2" =Y, 2) - X"
rahuldab tingimust
T*(y*,2") =Sy "+ R*2" iga (y*,2") €Y @, Z" = (Y @, Z)" korral (1.1)
ning teine kaasoperaator T**: X** — (Y @, 2)"™ = Y** &, Z** rahuldab tingimust
T g™ = (S™ 2™, R x™) iga ™ € X™ korral. (1.2)

Toestus. Operaatori T' lineaarsus on ilmne. Operaator 1" on ka tokestatud, sest
mistahes z € X korral

|17zl = ||(Sz, R)|, = ([[S=|]” + [|Rz") "
< (ISIP 1l + N RIP [llP) > = (ISP + 1R [l2]7)
= (ISI”+I1RI7) 7 |-



Tingimuse (1.1) toestuseks piisab, fikseerides vabalt (y*,z*) € Y* &, Z* ja
r € X, mérkida, et

(z,T°(y", 2")) = (T, (v, %)) = ((Sz, Rx), (y7, 7))
= (Sz,y*) + (Rx, z*) = (x,S™y") + (x, R*z*) = (x, S™y" + R*z").

Tingimuse (1.2) toestuseks piisab, fikseerides vabalt z** € X** ning (y*, 2*) €
Y*@,Z* = (Y @, Z)*, mirkida, et

<T*(y*,2*),£[)**> — <S*y* + R*z*,x**)
<(y*72*)7 (S**l’**, R**I**)>

1.2 Hulga kumer ja absoluutselt kumer kate

Definitsioon 1.1. Olgu X vektorruum ning olgu C' C X. Oeldakse, et hulk C
on

e kumer, kui mistahes z,y € C ja X\ € [0, 1] korral
(1-=XNz+ Ay e,

e absoluutselt kumer, kui mistahes z,y € C ja A\, u € R, |A| + |p| < 1, korral

uxr + Ay € C.

On ilmne, et iga absoluutselt kumer hulk on kumer. Vastupidine véide ei kehti: kui
x € X \ {0}, siis tthepunktine hulk {z} on ilmselt kumer, kui mitte absoluutselt
kumer, sest (—1)x + 0x = —x & {x}.

Definitsioon 1.2. Olgu X vektorruum ning olgu C' C X.
e Hulka

n

conv(C') := {Z Xizi:n €N x; € C,\ €0,1], Z)‘i = 1}

i=1 i=1
nimetatakse hulga C' kumeraks katteks.
e Hulka
absconv(C') := {Z Nri:neN, z; € C, N\ €R, Z IAi] < 1}
i=1 i=1

nimetatakse hulga C' absoluutselt kumeraks katteks.
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Pole eriti raske naha, et
o hulga C' kumer kate conv(C) on vdhim hulka C' sisaldav kumer hulk;

e hulga C absoluutselt kumer kate absconv(C') on vihim hulka C sisaldav
absoluutselt kumer hulk.

Lause 1.3. Olgu X wvektorruum ning olgu B,C' C X kumerad hulgad. Stis
conv(BUC)={(1=MNb+Xc: A€ [0,1],be B,ce C'} =: A.

Téestus. Sisalduvus conv(BUC) D A on ilmne, seega jaab toestada, et conv(BU
C) C A

Olgu = € conv(BUC); siis leiduvad n € N, zq, ..., 2, € BUC ja Aj,..., A\, >
0, > % A =1, nil, et @ => " | \a;. Téhistame

JB::{iE{l,...,n}:xiEB} ja Jo:={1,...,n}\ Jg.

Kui Jg = 0 voi Jo = 0, siis hulkade C' ja B kumeruse tottu vastavalt z € C
ja x € B; niisiis molemal juhul ilmselt z € A. Seega jadb vaadelda juhtu, kus
Jp # 0 ja Jo # (. Sellisel juhul

A=Y A>0 ja 1-A=> A>0

i€Jo i€Jp
ning
. Y by
=1 i€Jy ieJ_ i€eJp ieJo
Seega x € A, sest
e \e|0,1];
e mistahes i € Jg korral IA_Z'/\ > (0 ja mistahes i € Jo korral ,\7 > 0, kusjuures
A 1 Ao 1
2 TR T TN o 2N
i€Jp i€Jp i€Jo i€Jo

jarelikult hulkade B ja C' kumeruse tottu

Ai . Ai
Zl_)\xieB ja Zxxiec.

i€Jp iEJC




Lause 1.4. Olgu X wvektorruum ning olgu C' C X. Siis
(a) absconv(C') = conv(C'U —-C);
(b) kui hulk C' on kumer, siis
absconv(C') = conv(CU —-C) = {(1 = Na+ A(=b): A €[0,1],a,b € C }.

Toestus. Kui C' = (), siis ilmselt ka absconv(C') = conv(C U —-C) = A = ),

seepérast voime jargnevas eeldada, et C' # ().

(a). Uhelt poolt, olgu = € absconv(C). Siis mingite n € N, zy,...,, € C ja
Ay A €ROITE N <1 korral =)0 A\, Tédhistame

tie={ie{l,...,n}: N 20} ja I :={l,...,n}\I"
ning p:=1-—> " |\ Niiid
m:Z)\ixi:Z)\ixi—FZ}\ixz Z)\xﬂrz xl—i-gxl—l—g( x1).
i=1 eIt iel~ el t el—

Seega x € conv(C' U —C), sest iga i € {1,...,n} korral £z; € C' U —C ning iga
i€ I korral \; > 0, iga i € I~ korral —\; > 0 ja § > 0, kusjuures

DAY M HEEE =D D N = Z|A|+1—Z|A|—1
ielt el— ielt iel—

Teiselt poolt, olgu = € conv(C'U—C). Siis mingite n € N, zq,...,z, € CU-C
ja A, A, >0, 200 A =1, korral z = )" | \jx;. Tahistame

te={ie{l,....n}:z;€C} ja J ={1,...,n}\J".
Niud
=1 eJt ieJ— ieJt ieJ—

Seega x € absconv(C), sest igai € J* korral x; € C jaigai € J* korral —x; € C

ning
VIS SIRPYED SIS DERS !
eJt eJ— eJt ieJ—
(b) jareldub vahetult véitest (a) ja lausest 1.3. O



1.3 Minkowski funktsionaal

Definitsioon 1.3. Olgu X vektorruum ning olgu A C X tema neelav alam-
hulk (s.t iga € X korral leidub ¢ > 0 nii, et € tA). Hulga A Minkowski
funktsionaaliks nimetame funktsionaali p4: X — R,

pa(z) :=inf{t > 0: x € tA}.

Maérgime, et iga neelav hulk sisaldab vastava vektorruumi nullelementi (see
fakt jareldub vahetult neelavuse definitsioonist).

Lause 1.5 (vt nt [M, 1k 80, lause 1.9.14, (a)]). Olgu X wvektorruum, olgu A C X
neelav alamhulk ning olgu p4 hulga A Minkowski funktsionaal.

(a) Minkowski funktsionaal ps on positiivselt homogeenne (s.t iga A > 0 ja
x € X korral pa(Ax) = A\pa(x)), kusjuures

AcC{r e X: pa(x) <1}

(b) Kui hulk A on kumer, siis pa on sublineaarne funktsionaal ruumil X (s.t pa
on positiivselt homogeenne ja subaditiivne (s.t mistahes x1,x9 € X korral

pa(z1 + x2) < pa(x1) + palxs))), kusjuures

{r € X:pa(zx) <1} C A (1.3)

(¢) Kui hulk A on absoluutselt kumer, siis pa on poolnorm ruumil X.

Téestus. (a). Funktsionaal ps on positiivselt homogeenne, sest kui z € X ja
A > 0, siis

pa(Az) =inf{t > 0: Az € tA} = inf {t >0:z€ ;A}
= Ainf {s > 0: 2 € sA} = Apa(x).

Kui x € A = 1A, siis ilmselt pa(z) < 1, seega A C {z € X: pa(z) < 1}.

(b). Eeldame, et hulk A on kumer. Méargime, et sel eeldusel mistahes ¢;,t5 > 0
korral

t t
L gy D
Olgu x1,7o € X. Kui t; ja t5 on sellised, et 1 € t1A ja x9 € 1A, siis
T14 Ty € 1A+ A = (t1+12)A, seega pa(r1+12) <t +1o. Seega saame sobivalt
infiimumeid vottes vorratuse

tA+t A= (t + tz)( A) = (t; + to) A.

pA(.Tl -+ SL’Q) < inf {tl >0: x| € tlA} -+ inf {tQ >0: To € tQA} = pA(.CEl) +p,4(372)
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Niisiis, funktsionaal p4 on subaditiivne ning seega sublineaarne (sest punktis (a)
toestasime, et pa on positiivselt homogeenne).

Olgu = € X selline, et pa(z) < 1. Siis leidub ¢ € (0,1) nii, et = € tA. Niiid
t~lz € A, jarelikult hulga A kumeruse tottu

c=t({t'z)+(1-1)0€A

Seega kehtib sisalduvus (1.3).

(c). Eeldame, et hulk A on absoluutselt kumer. Veendumaks, et p4 on pool-
norm, peame naitama, et mistahes A € R ja x € X korral

pa(Az) = [Alpa(z) (1.4)

ning et p4 on subaditiivne. Funktsionaali p4 subaditiivsus on toestatud véites (b),
seega, fikseerides vabalt A € R ja x € X, jaib toestada vordus (1.4). Kui A > 0,
siis see vordus kehtib funktsionaali p4 positiivse homogeensuse tottu. Edasi, kuna
iga t > 0 korral 0 = t0 € tA, siis p4(0) = 0; jérelikult (1.4) kehtib. J&&b vaadelda
juhtu, kui A < 0. Sel juhul mistahes reaalarvu ¢ > 0 korral hulga A absoluutse
kumeruse tottu

MEtA — t'harcAd = —t'axecAd — t{(-NzecA
— (=Nz €tA,

jarelikult funktsionaali p4 positiivse homogeensuse tottu (arvestades, et —A > 0)

pa(Ax) =inf{t > 0: \x € tA} = inf{t > 0: (=) € tA}
= pa((=N)z) = (=N)pa(z) = |Apa(),

nagu soovitud. O]

1.4 Norgad topoloogiad normeeritud ruumis

Olgu X normeeritud ruum ning olgu E kaasruumi X* vektoralamruum. Iga z €
X, iga lopliku alamhulga F C E ja iga arvu € > 0 korral tahistame

Up(F,e) :={ue X: |{u—=z2%| <eigaaz* € F korral}.

Definitsioon 1.4. Topoloogiat ruumis X, kus mistahes punkti € X iimbruste
baas on kogum

{Ux(F, £): F C E on 16plik alamhulk ja & > 0}

nimetatakse norgaks topoloogiaks o(X, F') ruumis X.
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Norka topoloogiat o(X, X*) nimetatakse lihtsalt norgaks topoloogiaks ruu-
mis X ja tdhistatakse siimboliga w. (See téhistus tuleb ingliskeelse sona ,weak"
— ,,nork" — esitéhest.)

Norka topoloogiat o(X*, jx(X)) (kaasruumis X*) nimetatakse x-norgaks to-
poloogiaks (loetakse: tarn-nork topoloogia) kaasruumis X* ja téhistatakse stim-
boliga w*.

Definitsioon 1.5. Olgu X normeeritud ruum. Oeldakse, et kaasruumi X* alam-
hulk A eraldab punktid ruumis X, kui mistahes x1, o € X, x1 # w9, korral leidub
x* € Anii, et (v1,2%) # (22, 2%).

On ilmne, et alamhulk A C X* eraldab punktid ruumis X parajasti siis, kui
mistahes © € X \ {0} korral leidub z* € A nii, et (x,z*) # 0.

Jargnev lause iitleb, millal nork topoloogia o (X, E) on Hausdorffi topoloogia.

Lause 1.6. Olgu X normeeritud ruum ning olgu E kaasruumi X* vektoralam-
ruum. Jargmised vaited on samavddrsed:

(i) nork topoloogia o(X, E) on Hausdorffi topoloogia;
(ii) ruum E eraldab punktid ruumis X .

Jéargnev lause kirjeldab perede koonduvust norkades topoloogiates. Asjaolu, et

pere (z,) normeeritud ruumis X koondub nérgas topoloogias (X, E) elemendiks

- N o(X,E)
r € X, mérgime me jargmiselt: z, —— =
(64

Lause 1.7. Olgu X normeeritud ruum, olgu E kaasruumi X* vektoralamruum,
olgu (z,) ruumi X elementide pere ning olgu x € X. Jargmised vdited on sama-
vddrsed:

o(X,E)

(i) xo —— x;

«

(ii) iga f € E korral (x,, f) — (x, f).

Toestus. (1)=(ii). Kehtigu (i) ning olgu f € E ja ¢ > 0. Veendumaks, et
(o, f) — (z, f), piisab leida indeksi o selliselt, et iga « = g korral

’<l’a,f>—<l‘,f>‘ <e. (15)

Tingimuse (i) pohjal saame leida indeksi g nii, et kui a = «p, siis z, €
U.({f},e). Viimane tingimus on samaviirne tingimusega (1.5).

(ii)=(i). Kehtigu (ii) ning olgu F C F loplik alamhulk ja e > 0. Veendumaks,

X,E .. . . . .. . ..
et z, u x, piisab leida indeksi ag nii, et kui v 3= «, siis x, € U(F,¢€), s.t
«

[z, f) — (x, f)| < e iga f € F korral. (1.6)

12



Eelduse (ii) pohjal saame iga f € F korral leida indeksi o nii, et kui a = oy,
siis kehtib (1.5). Kuna hulk F on 16plik, siis pere indeksite hulga suunatuse tottu
leidub indeks g nii, et ay = «ap iga f € F korral. Aga niilid, kui o = ay, siis
kehtib (L.6). O

Lause 1.8. Olgu X normeeritud ruum ning olgu kaasruumi X* vektoralamruum
E ruumi X jaoks normeeriv, s.t

|z|| = sup |{z,2")| iga x € X korral.
r*€BR
Siis norm ruumis X on norgas topoloogias o(X, E) alt poolpidev, s.t mistahes
pere (z4) ja elemendi x € X korral

va P 0 — liminf |za] > |-
a (0%

Kuna kaasruum X* ning loomulik sisestus jx(X) on normeerivad vastavalt
ruumi X ja kaasruumi X* jaoks, siis lausest 1.8 jareldub, et ruumi X ja kaas-
ruumi X* norm on alt poolpidev vastavalt norkades topoloogiates o(X, X*) ja
o(X*, jx (X)), s.t norm ruumis X on ndrgas topoloogias w alt poolpidev ning
norm kaasruumis X* on x-norgas topoloogias w* alt poolpidev.

Lause 1.8 toestus. Koondugu pere (4)aca topoloogias o(X, E) elemendiks = €
X. Iga z* € Bp korral

|zall = (za,2") iga o € A korral,

seega
liminf ||z,| > liminf(z,, 2*) = lim(z,, 2*) = (x, 2");
jarelikult
liminf ||z,| = sup (z,z") = ||z||.
a r*€EBR

]

Teoreem 1.9 (Banach—Alaoglu teoreem; vt nt [M, lk 229, teoreem 2.6.18]).
Olgu X normeeritud ruum. Siis tema kaasruumi kinnine thikkera Bx« on w*-
kompaktne.

Teoreem 1.10 (Goldstine’i teoreem; vt nt [M, lk 232, teoreem 2.6.26]). Olgu X
normeeritud ruum. Siis jx(Bx) on teise kaasruumi X** kinnises tihikkeras By«
w*-koikjal tihe. (Meenutame, et jx: X — X** on loomulik sisestus.)

Teoreem 1.11 (Banach-Dieudonné teoreem; vt nt [FHHMZ, 1k 122, teoreem
3.92|). Olgu X Banachi ruum ning olgu A C X* kumer alamhulk. Kui iga n € N
korral on hulk ANnBx« w*-kinnine kaasruumis X*, siis on ka hulk A w*-kinnine
kaasruumis X*.
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Lause 1.12. Olgu X Banachi ruum ning olgu C C X* x-norgalt kompaktne
kumer hulk. Siis on ka hulga C absoluutselt kumer kate absconv(C) x-norgalt
kompaktne.

Toestus. Lause 1.4, (b), pohjal
absconv(C) = {(1 = N)a+ A\(=b): A € [0,1],a,b € C } =: A,

seega piisab nédidata, et hulk A on *-norgalt kompaktne kaasruumis X*. Olgu (c,)
hulga A elementide pere; siis iga indeksi « korral leiduvad elemendid a,, b, € C
jaarv A, € [0, 1] nii, et ¢, = (1 = Xy)@a + Aa(—bs). Hulga C *-nérga kompaktsuse

tottu leiduvad pere (a,) osapere (ag) ja element a € C nii, et ag % a kaasruumis

X*, ning osapere (bg) osapere (b,) ja element b € C nii, et b, “% b kaasruumis

N
X*. Loigu [0, 1] kompaktsuse tottu ruumis R leiduvad pere (\,) osapere (\s) ja
arv A € [0, 1] nii, et Ag > A ruumis R. Aga niiiid

cs = (1 — Xg)as + Ns(—bs) % (1 —XNa+ A(—b) kaasruumis X™,

kusjuures (1 — A)a + A(—=b) € A. Seega on hulk A *x-norgalt kompaktne kaas-
ruumis X*, nagu soovitud. O]

1.5 Faktorruumi ja alamruumi kaasruum

Jargnev teoreem kirjeldab Banachi ruumi faktorruumi ning alamruumi kaasruu-
me.

Teoreem 1.13 (vt nt [M, lk 95, teoreem 1.10.17, ja lk 94, teoreem 1.10.16]).
Olgu X Banachi ruum ning olgu Z ruumi X kinnine alamruum.

(a) Kujutus Jy: Z+ — (X/2)*, kus
(x+ Z, Jif) = (z,f) koikide x € X ja f € Z* korral,
on isomeetriline isomorfism.
(b) Kujutus Jo: X*/Z+ — Z*, kus
(z, Jo(x* + Z1)) = (z,2%)  kdikide z € Z ja x* € X* korral,
on isomeetriline isomorfism.

Operaatoritele J; ja Jo teoreemist 1.13 viidatakse kui loomulikele voi kanoo-
nilistele (isomeetrilistele) isomorfismidele.
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Jareldus 1.14. Olgu X Banachi ruum, olgu Z ruumi X kinnine alamruum ning
olgu
Ji: 72+ = (X/2) ja Jy: X7 — (7))

kanoonilised 1somorfismid. Siis operaator
()" LJr: (X)Z) = X* )7+
on isomeetriline isomorfism. Seejuures, kui
¢: X > X/Z ja @ X" X/7H
on kanoonilised kujutused, siis ¢ = (Jo) ' J;q**, s.t
(Jo) Vg™ = 2™ + ZH iga 2™ € X korral. (1.7)

Toestus. On selge, et isomeetrilise isomorfismi pdordoperaator on isomeetriline
isomorfism. Veendume, et ka tema kaasoperaator on seda. Olgu A: X — Y iso-
meetriline isomorfism. Mistahes y* € Y* korral

|A*y*[| = sup (z, A*y") = sup (Az,y") = sup (y,y") = [[y"],

z€Bx x€Bx yEBy

seega kaasoperaator A* on isomeetria. Kaasoperaator A* on ka siirjektsioon, sest
mistahes z* € X* korral y* := (A71)*z* € Y*, kusjuures

A*y* _ A*((A_l)*l'*) _ (A*(A_l)*>$* — (A_lA)*I* — [}k{x* — Ix*fL'* _ .’L'*

(siin Iy ja Ix+ on vastavalt ruumi X ja kaasruumi X* ithikoperaatorid). Seega
A* on isomeetriline isomorfism. Kokku oleme saanud, et isomeetrilise isomorfismi
kaasoperaator on isomeetriline isomorfism. Seega on operaator (Jy)~'J; isomeet-
riliste isomorfismide kompositsioonina isomeetriline isomorfism.

Olgu z** € X* suvaline. Vorduste (1.7) toestuseks piisab niidata, et
Jrq7a* = Jo(a* + Z+1), st iga f € Z+ korral

<f7 qu**x**) _ <f7 Jg(l'** + ZJ_J_)>

ehk, teisisonu,
<q*J1f7 'T**> - <f7 .T**>7

milleks piisab néidata, et ¢*J; f = f, milleks omakorda piisab mérkida, et iga
x € X korral

(x,q*J1f> = <q$a Jlf) = <$ + Z7 J1f> = <l’,f>
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1.6 Lineaarsete isomeetriate ja faktorkujutuste duaalsus
Jargnev teoreem on meile tuttav kursusest ,Funktsionaalanaliiiis II“.

Teoreem 1.15. Olgu X ja Y Banachi ruumid ning olgu T € L(X,Y"). Jargmised
vdited on samavddrsed:

(i) T on strjektsioon, kusjuures iga y € Y korral

lyll = inf{|l]|: = € X, T2 =y};

(ii) T(B%) = By,
(iil) kujutus
T: X/ketT >z +kertT— Tz eY

on isomeetriline isomorfism.

Definitsioon 1.6. Operaatorit 7' € £(X,Y'), mis rahuldab iihte (ja seega koiki)
teoreemi 1.15 samavéadrsetest tingimustest (i)—(iii), nimetatakse faktorkujutuseks.

Lause 1.16. Olgu X ja Y Banachi ruumid ning olgu T € L(X,Y).
(a) Jargmised vdited on samavddrsed:

(i) T on isomeetria;

(ii) T* on faktorkujutus.

Seejuures iga x* € X* korral leidub y* € Y™ nii, et T*y* = x* ja ||y*|| =
[lz]].

(b) Jéirgmised vdited on samavdidrsed:
(i) T on faktorkujutus;
(ii) T* on isomeetria.

Toestus. (a), (1)=(ii). Olgu T isomeetria ning olgu =* € X*. Veendumaks, et 7™
on faktorkujutus, piisab leida y* € Y™ nii, et T*y* = x*, ning veenduda, et

|lz*|| = inf {||v*|| : v* € Y*, T™0" = 2™} . (1.8)

Selleks defineerime operaatori T kujutisruumil Z := {Tz: x € X} C Y funktsio-

naali z*: 7 — R,
(Tx,z*) = (x,z"), ze€X.

[lmselt on funktsionaal z* lineaarne. See funktsionaal on ka tokestatud, sest

sup (z,2%) = sup (T'z, z*) = sup (z,z*) = ||z"||
2€EBy r€EBx rEBx
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(siin arvestasime, et 7" on isomeetria). Uhtlasi jireldub eelmisest vordusteahelast,
et ||z*|| = ||z*||. Hahn—Banachi teoreemi pohjal leidub funktsionaalil z* normi
sdilitav jatk kogu ruumile Y, s.t leidub y* € Y* nii, et y*|z = z* ja |ly*|| = ||z
Paneme tahele, et T*y* = x*, sest mistahes x € X korral

(x, T*y*) = (Tx,y*) = (Tx,2") = (r,x").

Kuna [|y*|| = [|2*|| = ||=*||, siis oleme iihtlasi toestanud ka teoreemi (a)-osa véite,
mis algab sonaga ,seejuures”. Vorduse (1.8) (ning tihtlasi ka kogu implikatsiooni)
toestuseks jaab veel tdhele panna, et kui v* € Y* on selline, et T*v* = ™, siis

[ [ =Tl = (1T = |27

(siin arvestasime asjaolu, et kuna 7" on isomeetria, siis ||7'|| = 1 ning jarelikult ka
17} = 1).

(b), (1)=-(ii). Olgu T faktorkujutus ning olgu y* € Y*. Veendumaks, et T* on
isomeetria, piisab néidata, et [|[T*y*|| = ||y*||. Kuna ||T’|| = 1, siis

1Ty < Il = Tyl = [lyll,

niisiis jadb niidata, et | T*y*|| = |ly*||. Selleks fikseerime vabalt arvu e > 0. Olgu
y € Sy selline, et (y, y*) > ||y*||—e. Kuna T on faktorkujutus, siis leidub elemendi
y originaal z € X, s.t Tx = y, mille norm ||z|| < [jy[|+¢ = 1+¢. Niitid 17 € Bk,
seega

T Tx 1 ly*|l — ¢
T* * > 7T* * — , * — , * > .
| y||/<1+€ y> <1+5y> 1+€<yy) 1+e¢

Eelnev vorratusteahel kehtib iga ¢ > 0 korral, seega ||T*y*|| > ||y*||, nagu soovi-
tud.

(a), (ii)=-(i). Olgu T* faktorkujutus. Siis juba toestatud implikatsiooni (b),
(i)=(ii), pohjal on T** isomeetria. Veendumaks, et ka 7" on isomeetria, mérgime
koigepealt, et mistahes operaatori A € £(X,Y") korral

A™jx = jy A (1.9)

(meenutame, et jx: X — X™ ja jy: Y — Y* on loomulikud sisestused). Tde-
poolest, olgu A € L(X,Y). Vorduse (1.9) toestuseks piisab mérkida, et mistahes
r € X jay* € Y* korral

(", A% jxx) = (A"y", jxx) = (2, A%y") = (Az,y") = (v, jy Az).

Muuhulgas kehtib ka vordus T**jx = jyT. Kuna operaatorid T™* ja jx on iso-
meetriad, siis ka nende kompositsioon T**jx on isomeetria, jarelikult peab ka
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kompositsioon jyT' olema isomeetria. Kuna loomulik sisestus jy on isomeetria,
siis jareldub siit, et ka T" on isomeetria, nagu soovitud.

(b), (ii)=(i). Seda implikatsiooni me kéesolevas t66s ei toesta. Selle toestus
kasutab operaatori A € L(X,Y) ja tema kaasoperaatori A* € L(Y™*, X*) kuju-
tisruumide kinnisuse samavéérsust, mis on mittetriviaalne tulemus (vt nt [M, 1k
292, teoreem 3.1.21]). O

1.7 Millal Banachi ruum on ,kaasruum*?

Jargnev teoreem annab piisavad tingimused selleks, et Banachi ruum oleks iso-
meetriliselt isomorfne mingi Banachi ruumi kaasruumiga.

Teoreem 1.17 (vt K, teoreem 1|). Olgu X Banachi ruum ning rahuldagu alam-
hulk A C X* jdrgmisi tingimusi:

(1) hulk A eraldab ruumi X punktid (s.t iga x € X \ {0} jaoks leidub z* € A
ni, et (x,x*) #0);

(2) ruumi X  kinnine dhikkera Bx on kompaktne norgas topoloogias
o(X,span A).

Téhistame 7Z := spanl'lA (s.t Z on hulga A lineaarse katte sulund kaas-
ruumis X*) ning olgu J: Z — X* loomulik sisestus. Siis kujutus

T:=Jjx: X —>Z"
on isomeetria; niisiis ruum X on isomeetriliselt isomorfne ruumi Z kaasruumiga.

Toestus. Kujutus J*jx on iiksiihene, sest kui z € X \ {0}, siis, arvestades, et £
eraldab ruumi X punktid, leidub funktsionaal f € A C Z nii, et (x, f) # 0, seega

(f, Jjxw) = (Jf, jxx) = (x, Jf) = (z, f) # 0,

niisiis J*jxz # 0.
Veendumaks, et T' on isomeetriline isomorfism, piisab niiiid nédidata, et

(1) iga z* € Sz« korral leidub x € Sy nii, et J*jxz = z*.

Toepoolest, kehtigu (£). Siis 7" on pealekujutus, jarelikult jaab teoreemi toestuseks
néidata, et T on isomeetria. Olgu = € X \ {0}. Kuna 7" on iiksiihene, siis Tz # 0,
seega % € Sy«, jarelikult tingimuse (f) pohjal leidub u € Sx nii, et Tu =

Tr T . 1 e ~ o
TTal, = T<_HT96H ) Operaatori T iiksiihesuse tottu u =

jarelikult

€T
[ T]| >

seega « = ||Tz||u ning

Tl = [T lull = 1T ]u] = [
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Niisiis, 7" on isomeetria.

Jaab toestada vaide (f). Olgu z* € Sz«. Kuna J on isomeetria, siis lause 1.16,
(a), pohjal leidub z** € Sx« nii, et J*z™ = 2*. Goldstine’i teoreemi 1.10 pohjal
leidub iihikkera Bx elementide pere (z,) nii, et jxx, W 2 teises kaasruumis
X** s.tigax* € X* korral (x*) jxz,) = (x*, ™). Siit jéi?eldub, et iga f € span A

korral
<f> J*ija> = <Jf> jX$a> ? <J.fa ZE**> = <f7 J*Qf**> = <fa Z*>

Teiselt poolt, eelduse pohjal on iihikkera By kompaktne norgas topoloogias
o(X,span A), seega leiduvad pere (z,) osapere (xp) ja element © € By nii,

et x5 % x. Niilid mistahes f € span A korral

(f, T"ixxg) = (Jf, jxws) = (x5, J ) = (g, [)

Kuna (J*jxxs) on pere (J*jxz,) osapere, siis ka

(f, J jxxp) ? (f,z") iga f € span A korral,

jarelikult (f, J*jxz) = (f,2*) iga f € span A korral ning seega, arvestades, et
span A on ruumi Z koikjal tihe alamruum,

, Tjxa) = (f,2) iga | € 7 kowal,
st S ixx = 2%
Viite (f) toestuseks jaab veel mérkida, et ||z|| = 1, sest, iihelt poolt, kuna

x € By, siis ||z|| < 1, ning, teiselt poolt,

[l = 15 ezl = Mgl = []27] = 1.

1.8 Teadmisi Schauderi baasidest

Definitsioon 1.7 (vt [M, definitsioon 4.1.1]). Oeldakse, et jada (z;)$2, Banachi
ruumis X on Schauder: baas ruumis X, kui iga elemendi z € X korral leiduvad
iiheselt maaratud arvud a;, 2 = 1,2, ..., nii, et

oo
Tr = E o,;X;.
i=1
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Naiide 1.1. Lihtne on veenduda, et jada (e;)$2,, kus iga i € N korral

e;=(0,...,0,1,0,...)
—

i komponenti

on Schauderi baas Banachi ruumides £, kus 1 < p < oo, ning ¢y. Sellele baasile
vildatakse kui nimetatud ruumide standardihivektorbaasile voi ka kanoonilisele
baasile.

Definitsioon 1.8 (vt [M, definitsioon 4.1.2]). Oeldakse, et jada (z;)$2, Banachi
ruumis X on (Schauderi) baasjada, kui ta on Schauderi baas oma elementide
lineaarse katte sulundis Span{z;: i € N}.

Definitsioon 1.9 (vt [M, definitsioon 4.3.1]). Olgu X ja Y Banachi ruumid
ning olgu ()%, ja (y;)2°, baasjadad vastavalt ruumis X ja ruumis Y. Oeldakse,
et baasjadad (x;)2; ja (v;)32, on ekvivalentsed (voi ka, et baasjada (x;)32, on
ekvivalentne baasjadaga (y;)52,), kui mistahes reaalarvude jada («;)2; korral

read
o0 o
E ;T Ja E ;Y
i=1 i=1

kas molemad koonduvad voi molemad hajuvad.

Lause 1.18 (vt [M, lause 4.3.2|). Olgu (x;)32, ja (y;)2, Schauderi baasid vasta-
valt Banacht ruumides X ja Y. Jargmised vdited on samavddrsed:

(1) baasid ()2, ja (y;)52, on ekvivalentsed;
(i) leidub isomorfism T € L(X,Y) nii, et Tx; = ;.

Teoreem 1.19 (vt [M, teoreem 4.3.6]). Olgu (z;)°, jada Banachi ruumis X.
Jargmased vaited on samavdidrsed:

(i) jada (z;)$2, on baasjada, mis on ekvivalentne ruumi {1 standardihikvektor-
baasiga;

(ii) jada (x;)72, on tokestatud ning leidub reaalarv M > 0 nii, et

n n
> lad < MY e
=1 =1

mistahes n € N ja aq,...,a, € R korral.
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2 Banachi ruumi oktaeedrilisus
2.1 Oktaeedrilisuse moiste ja sellega samavaarseid
tingimusi
Kolmnurga vorratus iitleb, et mistahes Banachi ruumi X elementide z ja y puhul
Iz +yll < =]l + [yl

Oktaeedrilisuse moiste kirjeldab ruume, kus kolmnurga vorratuses teatud juhtu-
del kehtib peaaegu vordus.

Definitsioon 2.1. Oeldakse, et Banachi ruum X (vdi ka et ruumi X norm) on
oktaeedriline, kui iga loplikumootmelise alamruumi £ C X ja iga reaalarvu e > 0
korral leidub y € Sx nii, et

Iz +yll = (L= e)([l«] + [lyl]) iga = € E korral.

Margime, et loplikumootmeline Banachi ruum ei saa olla oktaeedriline. Toe-
poolest, kui X on loplikumootmeline Banachi ruum, siis £ := X on ruumi X
16plikumootmeline alamruum, kusjuures mistahes y € Sx korral z :== —y € E
ning

1
lo+yll = loll =0 < 1= (1= 3) (=l + lyl)-

Jérgnev lause kirjeldab oktaeedrilisi Banachi ruume ainult sfddrielementide
terminites.

Lause 2.1 (vt [HLP, lause 2.2]). Olgu X Banachi ruum. Jargmised vdited on
samavadrsed:

(i) ruum X on oktaeedriline;

(ii) iga ruumi X loplikumaootmelise alamruumi E ja iga arvu e > 0 korral leidub
y € Sx nii, et

lz+tyl| > (1 —¢e)(||z]| +t) idgax € Sk jaigat >0 korral;

(ii") mistahes n € N, x1,...,x, € Sx ja e > 0 korral leidub y € Sx nii, et

|z +tyll = (1 —e)(||z|| +t) dgai € {1,...,n} jaigat >0 korral;

(iii) mistahesn € N, z1,..., 2z, € Sx ja € > 0 korral leidub y € Sx nii, et

|lx; +yll =>2—¢ igaie{l,...,n} korral.
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Téestus. (ii)=-(ii’)=-(iii) on ilmne.

(i)=(ii). Kehtigu (i) ning olgu £ C X 16plikumdotmeline alamruum ja e > 0.
Olgu y € Sx element oktaeedrilisuse definitsioonist 2.1. Kui x € Sg ja t > 0, siis

|22 +4]| > =) (|2] + vl = @ =) (Flall +1),

millest
|z +tyll = (1 —e)([[z]| +1).

(ii)=(i). Kehtigu (ii) ning olgu E C X loplikumdotmeline alamruum ja e > 0.
Olgu y € Sy element tingimusest (ii) ning olgu = € E. Implikatsiooni tdestuseks
piisab néidata, et

lz+yll = (1 =e)(llzll + llyll)-

Kui x = 0, siis see vorratus ilmselt kehtib. Kui aga x # 0, siis * = txy, kus

Ty = jati= ||| > 0, seega

lz+yll =t

ot o 2 o0 -0) (41 ) = (0= 2ol + ),

s.t soovitud vorratus kehtib.

(ii")=(ii). Kehtigu (ii’) ning olgu £ C X Il6plikumdotmeline alamruum ja
€ > 0. Olgu A C Sy tihiksfdéri Sg loplik 5-vork. Eelduse pohjal leidub tingimuse
(ii") kehtivusest y € Sx nii, et mistahes a € A ja t > 0 korral

€

la+tyll > (1=2) (llall +2).

Olgu niilid x € Sg ja t > 0 suvalised ning olgu a € A selline, et ||z — a| < 5. Siis

€

S
lo+tyl > o+ tyll = o = all > (1= 5) (lall +1) -

z (1 =)zl +1).

(iii)=(ii"). Kehtigu (iii) ning olgu fikseeritud n € N, zy,...,x, € Sx jae > 0.
Valime elemendi y € Sx nii, nagu tingimuses (iii). Olgu i € {1,...,n} jat > 0.
Kui t > 1, siis

lzi +tyll =tz +yl = [1(E = Dall 282 —e) = [t = 1] =
=t(l—e)+1>(1—¢)(1+1).

Kui 0 <t <1, siis
lzi +tyll = llzi +yll = [A =)yl = 2 —e) =1 =] = (1 —e)(1 +1).
]

Maérkus. Lause 2.1 samaviirsusest (i)<(iii) jareldub lihtsasti, et ruum ¢; on
oktaeedriline.
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2.2 Teise kaasruumi oktaeedrilisus

Lause 2.2 (|[LLPy, lemma 2.1|). Olgu X Banachi ruum. Jargmised vdited on
samavddrsed:

(i) X™* on oktaeedriline;

(ii) mistahes n € N, x7*, ... 2" € Sx« ja € > 0 korral leidub y*™* € Sx« nii,
et
|z +y™|| =>2—¢ igaie{l,...,n} korral;

(ii") mistahes n € N, z7*, ..., 2" € Sx+ ja € > 0 korral leidub y € Sx nii, et

e +yl| =2—¢ dgaie{l,...,n} korral;

(i) mistahes n € N, x7* ... ¥ € X*™ ja € > 0 korral leidub y** € Bx+ \ {0}
nit, et

|l +y™ || = A —e)(||l=*|| + 1) igai € {l,...,n} korral;

(iii") mistahes n € N, x1*, ...,z € X** ja e > 0 korral leidub y € Bx \ {0} nii,
et
27" +yll = X —e)(||l«7*||+1) igaie{l,...,n} korral.

Mairkus. Lause 2.2 samavéarsusest (i)<(ii’) koos lause 2.1 samaviérsusega
(i)<(iii) on lihtne ndha, et kui teine kaasruum X** on oktaecedriline, siis ka
ruum X ise on oktaeedriline.

Lause 2.2 toestus. (i)<(ii) jareldub vahetult lausest 2.1.

(ii")=(ii), (iii")=>(iii) ja (i)=>(iii) on ilmsed.

(iii")=(ii"). Kehtigu (iii’) ning olgu n € N, z}*,..., 25" € Sy« ja e > 0.
Eelduse (iii’) pohjal leidub y € Bx \ {0} nii, et

27" +yll > (1— Z) (1+1) :2—2 igai e {1,...,n} puhul
Siis kolmnurga vorratusest ||yl > 2 — § — ||z7*|| = 1 — § ning seejuures
ot + 2l ol = o= o2 | = e+t = = o]l >
Iyl [yl [yl

9
>2- S (- |yl >2--

iga i € {1,...,n} korral, kusjuures i € Sx. Seega kehtib (il’).
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(ili)=-(iii"). Kehtigu (iii) ning olgun € N, 31*,... 2}* € X** jae > 0. Eelduse
(iii) pohjal leidub y** € Bys« \ {0} selliselt, et iga i € {1,...,n} korral

o+l > (1= 2) (et +1) = (0 =e)(llaf" | + 1) + 5.

Goldstine’i teoreemi 1.10 pohjal leidub hulga Bx \ {0} elementide pere (y,) nii,

w* . . ..
et Yy, — y** teises kaasruumis X**. Siis ka
[0

"+ Yo “, ;" +y™ igaie{l,...,n} korral.
Kuna ruumi X** norm on alt w*-poolpidev, siis iga i € {1,...,n} korral

lim inf [|27 + yal| = [l27" +y™ ],
jarelikult leidub indeks « nii, et iga i € {1,...,n} korral

*k *k *k € *k
127" + yall = [l + 57 = 5 > (@ =) (|27 + 1).

2.3 Antud hulga jaoks oktaeedriline hulk

Paljudel juhtudel saab lause 2.2 samavéirsetes tingimustes elemendi y € leida
tthikkera Bx mingist ,heast® alamhulgast. Jargnev definitsioon toob sisse ,,0k-
taeedrilise hulga moiste, mis tapsustab seda olukorda.

Definitsioon 2.2 (vt [LLPy, definitsioon 2.2|). Olgu X Banachi ruum ja olgu
B C X** kinnine kumer tokestatud alamhulk. Oeldakse, et hulk A C Bx \ {0} on
hulga B jaoks oktaeedriline hulk, kui mistahes n € N, 27*,...,2;* € Bjae >0
korral leidub a € A selliselt, et

|l +al| = (1 —e)(|lzf*|| +1) igaie {1,...,n} korral. (2.1)
Kui B = By, siis 6eldakse lihtsalt, et A on ruumi X** jaoks oktaeedriline hulk.

Markus. Saab niidata, et kui A on ruumi X™** jaoks oktaeedriline hulk, siis
saame ka mistahes n € N, 27*, ... 27" € X*™ ja ¢ > 0 korral leida a € A nii, et
vorratused (2.1) kehtiksid.

Markus. Ruumi X** jaoks oktaeedriline hulk A on iihikkera Bx alamhulk, mis
garanteerib ruumi X** oktaeedrilisuse (ning seega ka ruumi X oktaeedrilisuse).
Toepoolest, néditame, et sellise hulga olemasolu puhul on taidetud lause 2.2 tin-
gimus (ii’). Olgu n € N, a7*, ..., 2 € Sx« ja e > 0. Siis leidub a € A nii, et iga
ie{l,...,n} korral

g
loi* +all > (1= o)l + 1) = 2= 200, kus &g 1= .
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Niitd

2 2 [|z77[| + llall = llzi™ + all = 2 — 2,
mistottu 1 > [|a|| = 1 — 2&y, seega
a
o= o] =1 - | el = 1 = i < 220

Jérelikult H%LH € Sy ning

2—260—260=2—4gg=2—¢.

k% a k%
> e+ all —
Iz ||a|| H = ||ZE1 CLH

Definitsioon 2.3. Olgu C' Banachi ruumi X alamhulk, arv a > 0 ja funktsionaal
x* € Sx+. Hulga C' a-viil funktsionaali x* jargi on hulk

S(C,x", a) = {x € C: z"(x) >supz*(c) — a} cC.
ceC
Definitsioon 2.4. Oecldakse, et Banachi ruumil X on tugev diameeter-2 oma-
dus (SD2P), kui ruumi X iihikkera By mistahes viilude kumera kombinatsiooni
diameeter on kaks.

Tugeva diameeter-2 omaduse ja oktaeedrilisuse vahel duaalne on duaalne seos
— kaasruum X* on oktaeedriline parajasti siis, kui ruumil X on tugev diameeter-
2 omadus (vt nt [HLP]). Jargmine lause kasutab seda duaalsust dra, et saada
oktaeedriline hulk tugev diameeter-2 omadust matkivast hulgast.

Lause 2.3 (vt |[LLPy, lemma 2.3|). Olgu X Banachi ruum ning olgu alamhulk
A C Bx \ {0} selline et mistahes n € N, ¢ € (0,2) ja kaasruumi Ghikkera Bx-
vitlude keskmise £ 3" | S(Bx«, x}*, ) korral leiduvad x},y; € S(Bx+,x}*,¢), i =
1,....n, jax € A selliselt, et

1

Sits mistahes n € N, o7, ..., x* € Sx= ja e > 0 korral leidub y € A nii, et
|l +yl| =>2—¢ igaie{l,...,n} korral.

Muuhulgas on A ruumi X** jaoks oktaeedriline hulk.

*ok

Toestus. Olgu n € N, zi*,... 22 € Sx« ja ¢ > 0. Vaatleme viilude ku—
merat kombinatsiooni 1 ZZ 1 S(Bx+, x} Eelduse pohjal leiduvad y;, z}

S(By-,

1 72n)

T %), i =1,...,n, jax € Anii, et



ehk

<x,ixf—iy?> >2n—%. (2.2)
i=1 i=1

Kuna ||zf||, [|yfl, [|z|| < 1, siis (z, 2] —yf) < 2,i=1,...,n, mistottu selleks,
et vorratus (2.2) kehtiks, peab iga i € {1,...,n} korral kehtima vorratus (x, z} —
y;) > 2 — 5 ning seega

(waf)>2-C oy 22—~ lwl > 1- =,
niisiis arvestades, et xy € S(Bx«,z]", 5,), siis
laf* ol > {af,ai* o) = {af 2 + (@a) > 1 - -+ 1- o> 2
n

Néitame niitid, et A on oktaeedriline hulk ruumi X** jaoks. Olgu n € N,
. ,xf € By« \ {0} jae > 0. Igai € {1,...,n} korral 27* = ¢;2*, kus

Kok Z;

2= m € Sy« jat; := ||xf*|| > 0. Eelnevalt toestatu pohjal leidub x € A nii,
et '
|z5* 4+ || >2—¢ igaie{l,...,n} korral.

Toestamaks, et A on oktaeedriline hulk, piisab naidata, et
i +z|| > (1 —¢e)(||lxf*|| +1) igaie{l,...,n} korral.
Olgui € {1,...,n}. Kuna t :=¢; = ||z}*|| < 1, siis

5" + 2l = [lt27" + || = |27 + 2| = [1 =] ][27]
22-c—(1-)2(1-e)1+1t) =1 —e)(l"[| +1).
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3 Umbernormeerimisteoreemid

3.1 Banachi ruumis tokestatud absoluutselt kumera
hulga lineaarse katte normeerimine selle hulga
Minkowski funktsionaali abil

Teoreem 3.1 (vt nt [M, lk 330-331, lemma 3.4.28 tdestus|). Olgu (X, |-||) Ba-
nacht ruum ning olgu B C X kinnine tokestatud absoluutselt kumer alamhulk.
Olgu Y := span B ning olgu p: Y — R hulga B Minkowski funktsionaal. Siis
(Y, p) on Banachi ruum, kusjuures B on selle ruumi kinnine ihikkera. Seejuures,
kui reaalarv M > 0 on selline, et B C M Bx, stis

Iyl < Mp(y) igay €Y korral. (3.1)

Toestus. Koigepealt paneme tahele, et hulk B on neelav oma lineaarses kattes
Y :=span B. Toepoolest, olgu y € Y. Kui y = 0, siis hulga B absoluutse kumeru-
se tottu y € B = 1B. Eeldame niiiid, et y # 0. Siis leiduvad n € N, by,...,b, € B
jaar,...,a, € R\ {0} nii, et y = > | o;b;. Téhistame ¢ := ", |oy|; siis ¢ > 0.

Niitid . .
aA
= ibi =1 —b,
v=2 b=t T
=1 i=1
Kuna Y7 |%| = 137 |oy| = 1, siis D1, %b; € absconv(B) = B, seega

y € tB. Niisiis on hulk B neelav ruumis Y.

Lause 1.5, (¢), pohjal on Minkowski funktsionaal p poolnorm vektorruumis Y.
Kui mingi y € Y korral p(y) = 0, siis t "'y € B iga t > 0 korral, jarelikult y = 0
(sest vastasel korral oleks hulk B tokestamata). Niisiis on p norm vektorruumis Y.

Lause 1.5 pohjal

{yeY:iply)<1l}cBC{yeY:ply) <1} = Byy).
Lisaks, kui y € Y on selline, et p(y) = 1, siis leiduvad arvud t,, > 1,n =1,2,...,

nii, et ¢y € B iga n € N korral ja t,, —— 1. Kuna ¢, 'y —— y ruumis X, siis

n—o0 n—oo

hulga B kinnisuse tottu y € B; jarelikult By,y C B ning seega By, = B.
Olgu niitid M > 0 selline, et B C M Bx. Siis iga y € Y korral
p(y) =inf{t > 0: y € tB}
1 1
> inf{t >0:yetMBx} = Minf{s >0:y € sBx} = W vl
niisiis [|y[| < Mp(y).

Jaab naidata, et normeeritud ruum (Y, p) on téielik. Oletame vastuvéiteliselt,
et see normeeritud ruum pole téielik, s.t selles ruumis leidub Cauchy jada (y,),
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mis pole p-normi jirgi koonduv. Hinnangu (3.1) pohjal on (y,) Cauchy jada ka

ruumi X normi || - || suhtes, jarelikult ruumi X téielikkuse tottu mingi y € X

korral ||y, — y|| —— 0. Paneme téhele, et tegelikult y € Y. Toepoolest, kuna
n—oo

(yn) on Cauchy jada normi p suhtes, siis see jada on selle normi suhtes tokestatud,
seega leidub av > 0 nii, et y,, € aB iga n € N korral. Kuna hulk B ning seega ka
tema kordne aB on kinnine ruumi X normi suhtes, siis y € aB C span B =Y.
Téhistame iga n € N korral z, := y, — y, siis osajadale iile minnes voime
eeldada, kuna jada (z,) ruumis (Y, p) samuti hajub, et leidub § > 0 nii, et p(z,) >
d iga n € N korral, kusjuures (z,) on Cauchy jada normi p suhtes ning ||z, || —

0. Tahistame iga n € N korral u,, := @zn; siis ||, || — 0 ning p(u,) = 1,
n=1,2,..., kusjuures (u,) on Cauchy jada normi p suhtes, sest
pl =) = {5 = 25 ) = e Pt~ )
= g () = 20 = (00 = ) 20)
< oyl = ) + o) ()
< e = 20) < 300 = 30).

Fikseerime m € N selliselt, et kui n > m, siis p(u, — u,,) < % ning seega 2, —

2u, € B. Kuna ||u,|| —— 0 ning B on ruumis X kinnine hulk, siis jareldub siis
n—oo

protsessis n — 00, et 2u,, € B, s.t p(u,,) < %, mis on vastuolu tingimusega, et

p(u,) = 1iga n € N korral. O

Markus. Pole raske néaidata, et mistahes normeeritud ruumi X norm langeb
kokku tema kinnise ithikkera Bx Minkowski funktsionaaliga pg, (vt nt [M, lk 84,
tilesanne 1.108, (a)]).

3.2 Ekvivalentse normi jatkamine alamruumilt kogu
ruumile
Jargnev teoreem f{itleb sisuliselt, et Banachi ruumi alamruumil defineeritud

(esialgse normiga) ekvivalentne norm on jitkatav (esialgse normiga) ekvivalent-
seks normiks kogu sellel ruumil.

Teoreem 3.2 (vt nt [FHHMZ, 1k 60, lause 2.14]). Olgu (X, || - ||) Banachi ruum

ning olgu norm || - || ruumi X kinnisel alamruumil Y ekvivalentne normiga || - ||
sellel alamruumil. Siis leidub ruumil X normiga || - || ekvivalentne norm |- |, mis
alamruumil Y dhtib normiga || - ||, s.t

yl =iyl igay €Y korral.
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Toestus. Olgu arvud «, 8 > 0 sellised, et
alyll <llyll < Bllyll  igay €Y korral.

Paneme siis téhele, et ka norm | - |', kus |y|" := Byl iga y € Y puhul, on
ekvivalentne normiga ||-||. Seejuures kui |y|" < 1, siis

llyll < Bllyll =yl < 1,

s.t B,y C B(y,|.|)- Kuna normide ekvivalentsus on ekvivalentsiseos, siis seega
saame lildisust kitsendamata eeldada, et By, ) C By, |-

Lausest 1.3 jareldub lihtsasti, et hulk B := conv(By, .|y UBx,.|)) on kinnine,
absoluutselt kumer ja tokestatud. Kuna BNY = By,.y on ruumi (Y, [|-||) kinnine

tihikkera, siis hulga B Minkowski funktsionaal pg =: | - | langeb kokku normiga
||| rTuumil Y.
Néitame veel, et norm | - | on ekvivalentne normiga ||-|| ruumil X. Teoreemist

3.1 saame, et |-| on norm ruumil X, sest span B = X, ning et B(x ) = B. Kuna
B(X,H-H) C B, siis
lz| < ||z|| iga x € X korral.

Vastasel juhul, kui kehtiks |x| > ||z| mingi 2 € X puhul, siis x # 0 ning

-

mis on vastuolu. Teiselt poolt, kui ||y < 1, siis

X

]

X

<
[ET -

<

1 1
Iyl < = llyll < =,
« (07

s.t B(YaHHH) - éB(X,H'H)' Niiiid on selge, et B C max{l, i} B(X1H'||) ning teoreemi
3.1 pohjal siis ||z|| < max{1,1}|z| iga © € X puhul. Kokku oleme saanud, et
norm | - | on ekvivalentne normiga ||-|| ruumil X. O

3.3 Uks klassikaline imbernormeerimisteoreem

Jargnev klassikaline timbernormeerimisteoreem annab eeskirja, kuidas Banachi
ruumist X ldhtuva pideva lineaarse operaatori abil defineerida sellel ruumil esi-
algse normiga ekvivalentne norm.

Teoreem 3.3. Olgu (X, || -||) ja (Y, || - ||) Banachi ruumid ning olgu S: X —Y
pidev lineaarne operaator, seejuures leidugu ruumi X kinnine alamruum Z naii,
et ahend S|z: Z —'Y on isomorfism ,sisse, s.t leiduvad reaalarvud o, 8 > 0 nii,
et

allzl]] < ||Sz|| < Bllz||  iga z € Z korral.
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Siis

lll:= 1Szl + [l + Z]l, = € X,
on esialgse normiga ekvivalentne norm ruumis X. Seejuures norm || - || teises
kaasruumis (X, || - [|)*™* on arvutatav jirgmiselt:
™| = |S** 2™ |y + ||l** + Z+H|| iga 2** € X** korral. (3.2)

Téestus. Olgu q: X — X/Z kanooniline kujutus. Uhelt poolt, iga 2 € X korral
el = NSl =+ flgell < STl =+ fllh = ST+ 1) fl=]] -
Teiselt poolt, leiame x > 0 nii, et
kllz]] < ||z|| iga z € X korral.
Eelneva tingimuse kehtivuseks piisab veenduda, et
|lz|]| >~ iga o € Sx korral.

Olgu z € Sx. Oletame, et mingi € € (0, 1) korral leidub z € Z nii, et ||z —z|| < €.
Siis 1 —e < [[z]| < 1+e. Imselt 2, := %5 € Sz, kusjuures

Iz =zl < llz =zl + |2 = =l

(=l = 1)=

< -
ot Il

:5+]||z|| —1}

z
-l
1]l

< 2¢,

jarelikult
15z]| = [[Sz1]| = 15(z21 = 2)[| = o = [[S]|[|21 — ]| = a = 2¢]|5]].

Vottes eelnevas arutelus ¢ := LI’ saame, et on kaks teineteist vélistavat voima-

4115
lust:
(1) o+ 2 > 5
(2) ||z + Z|| = inf,ez ||z — 2|| < 7% = € — niisugusel juhul

4151

«
1Sz]} > a = 2e]|S]| = 3.

Niisiis igal juhul

- -
)l = 1Sz + [l + 2] > mm{ ,_} e
NERE
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Seega on norm || - || ruumis X ekvivalentne esialgse normiga || - ||.

Toestame niitid vorduse (3.2). Selleks paneme téhele, et operaator
T: (X, [I) 3 & —> (Sw,q2) €Y & (X/Y)
on lineaarne isomeetria. Lause 1.16 pohjal on ka teine kaasoperaator
T (X || l) — (Y @1 (X/Y))™ = V™ &, (X/Y)"
lineaarne isomeetria, seega iga x** € X** korral lause 1.2 ja jarelduse 1.14 pohjal

O

Jargnevalt toestame moned teoreemis 3.3 vaadeldud iimbernormeeringu okta-
eedrilisust kasitlevad tulemused.

Teoreem 3.4 (vt [LLPy, lause 2.4|). Kui teoreemis 3.3 teine kaasruum Y** on
oktaeedriline ning

(1) Slz: (Z,]| - ||) = Y on isomeetriline isomorfism ,sisse’
(2) S(B(z,.|)) on oktaeedriline hulk teise kaasruumi Y** jaoks,
siis teine kaasruum (X, || - [|)** on oktaeedriline.

Toestus. Eeldame, et teoreemis 3.3 teine kaasruum Y** on oktaeedriline, kusjuu-
res kehtivad tingimused (1) ja (2). Olgu n € N, ning olgu z7*, ..., 2" € Six |||
ning olgu ¢ > 0. Teise kaasruumi (X, || - [|)** oktaeedrilisuseks piisab leida
e B(X7\|\'|H)** Ilii, et

ller + 2™ >2—2¢ igaie {1,...,n} korral.

Kuna S(B(z,.)) on oktaeedriline hulk teise kaasruumi Y™** jaoks, siis leidub z €
B(Z,||-H) nii, et iga 7 € {1, . ,TL} korral

152" + gy Szl = (L —e) (|57 7" [| + 1) = |57 + 1 — 2.

Niiiid
izl = =l = NSzl + Mz + 21l = [1S=2] = [I=]] < 1,
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s.t jxz € Bx,|.|)=; seejuures iga i € {1,...,n} korral
Iz + gxczll = 15* a7 + S jxz|| + [|lof* + jxz + Z+|
=[S a;* + jy Sz|| + |laf* + 2|
> 1St + 1 — 2+ || + ZH
= ll= Il + 1 —2¢
=2—2¢.
[

Jareldus 3.5 (vt [LLPy, lause 2.4|). Olgu X ja Y Banachi ruumid, kusjuures
teine kaasruum Y** on oktaeedriline ning leiduvad operaator S € L(X,Y) ja
ruumi X kinnine alamruum Z nii, et

(1) S|z: Z =Y on isomorfism ,sisse;

(2) leidub teise kaasruumi Y** jaoks oktaeedriline hulk B C By nii, et B C
5(2),

sits letdub ruumil X ekvivalentne norm, mille suhtes selle ruumsi teine kaasruum
on oktaeedriline.

Toestus. Teoreemi 3.2 pohjal leidub ruumil X ekvivalentne norm |-| nii, et ahend
Slz: (Z,]-|) = Y on isomeetriline isomorfism ,sisse. Teoreemi 3.3 pohjal on

)l := (ISl + |z + 2], 2 € X,

normiga | - | ekvivalentne norm ruumis X ning seega ka esialgse normiga ekvi-
valentne norm ruumis X. Kuna ahend S|z: (Z,] -|) — Y on isomeetria, siis
eeldusest (2) jéreldub, et S(B(z,.)) D B ning seega S(B(z,.)) on oktaeedriline
hulk teise kaasruumi Y** jaoks. Teoreemi 3.4 pohjal on teine kaasruum (X, ||-]|)**
oktaeedriline. ]

3.4 Kaasruumis *-norgalt kompaktse kumera hulga
lineaarse katte normeerimine

Teoreem 3.6 (vt [L LPg, lause 2.5]). Olgu (X, || - ||) Banachi ruum ja olgu C' C
Bx+ *-norgalt kompaktne kumer hulk. Olgu Y := span (C) ja K := conv(CU—-C)
ning olgu | - | Y — R hulga K Minkowski funktsionaal. Siis

(a) hulk K on absoluutselt kumer ja x-norgalt kompaktne;
(b) (Y,|-|) on Banachi ruum, kusjuures By,.;) = K ja

lyll < |yl igay €Y korral; (3.3)
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(c) kui i: (Y,]-]) = X* on loomulik sisestus, siis ||i|| < 1 ning, tdhistades

Y, = i*jX(X)H C (Y] -], ruum (Y,]-|) on isomeetriliselt isomorfne
ruume Y, kaasruumiga;

(d) kui alamruum Y on kaasruumis X* kinnine, siis alamruum Y on ka *-
norgalt kinnine ning normid || - || ja | - | ruumis Y on ekvivalentsed.

Toestus. (a). Hulga K absoluutne kumerus jareldub lausest 1.4, (a); selle hulga
x-norgalt kompaktsus jareldub lausest 1.12.

(b) jéreldub vahetult teoreemist 3.1, arvestades, et Y = span(C) = span(K)
ning et K C By, kusjuures viite (a) pohjal on hulk K absoluutselt kumer ja
kinnine.

(c). Hinnang ||7]] < 1 jéreldub vahetult hinnangust (3.3); iilejadnud véide
jareldub vahetult teoreemist 1.17.

(d). Eeldame niitid, et alamruum Y kaasruumis X* on kinnine. Siis (Y, ]| - ||)
on Banachi ruum (sest kaasruum (X*, || ||) on téielik ning téieliku ruumi kinnine
alamruum on samuti téielik). Kuna hinnangu (3.3) pohjal on formaalne iihikope-
raator (Y,|-]) = (Y, || ||) pidev, siis ruumide (Y, |-|) ja (Y, || -||) tdielikkuse tottu
on Banachi teoreemi pohjal péordoperaatorist ka selle formaalse iihikoperaatori
poordoperaator pidev, s.t formaalne iihikoperaator (Y, || - ||) — (Y, |- |) on pidev,
s.t leidub £ > 0 nii, et |y| < &|ly|| iga y € Y korral. Kokkuvottes oleme saanud,
et

Iyl < Isl < sllyll igay € ¥ korral, (3.4

s.t normid | - || ja | - | alamruumil Y on ekvivalentsed.

Veendume niiiid, et alamruum Y on x-norgalt kinnine kaasruumis X*.
Banach—Dieudonné teoreemi 1.11 pohjal piisab selleks veenduda, et iga n € N
korral on hulk Y NnBx« *-norgalt kinnine kaasruumis X*. Olgu n € N ning olgu
(Yo) hulga Y N nBx« elementide pere, mis koondub x-norgalt mingiks elemen-
diks x* kaasruumis X*. Hulga Y NnBx- *-norgalt kinnisuseks piisab niidata, et
z* € Y NnBx-+. Kuna iga indeksi « korral y, € nBx«, s.t ||ya|| < n, siis normi
x-norgalt poolpidevuse tottu ka

oIl < i inf 1y | < 7

niisiis #* € nBx«. Seega jaib nédidata, et 2* € Y. Iga indeksi a korral ||y,| <
n, seega hinnangu (3.4) pohjal |y,| < kn, s.t y, € knK (siin arvestasime, et
K = By,))- Kuna viite (a) pohjal on hulk K ning seega ka tema kordne xnk
x-norgalt kinnine, siis 2* € knK C Y, nagu soovitud. O]
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4 Artikli [L LP] pohiteoreemi toestus

Selles paragrahvis me toestame artikli L LP| pohiteoreemi, mille me sonastasime
juba sissejuhatuses. Parema jalgitavuse huvides sonastame ta siinkohal uuesti.

Teoreem 4.1 (vt [LLPy, teoreem 4.1]). Olgu X separaabel Banachi ruum, mis
sisaldab ruumiga €1 isomorfset alamruumsi. Siis leidub ruumil X esialgse normiga
ekvivalentne norm, mille suhtes selle ruumae teine kaasruum on oktaeedriline.

Teoreemi 4.1 toestus toetub jargnevatele kiillaltki fundamentaalsetele tule-
mustele, mida me kiesolevas bakalaureusetoos ei toesta. Meenutame, et A tahis-
tab sellest t60s Cantori hulka.

Teoreem 4.2 (vt [DGH, teoreem 2|). Olgu X separaabel Banachi ruum, mis
sisaldab ruumiga (1 isomeetriliselt isomorfset alamruumi. Siis leidub ruumi X
kinnine alamruum Y nii, et faktorruum X/Y on isomeetriliselt isomorfne ruu-

miga C(A).

Teoreem 4.3 (vt [LLPy, teoreem 4.1 ja selle toestus|). Ruumil C(A) leidub
ekvivalentne norm, mille suhtes tema teine kaasruum on oktaeedriline. Seejuu-
res ruumi C(A) kinnine dhikkera selle ekvivalentse normi suhtes sisaldab ruumsi
{1 standardiihikvektorbaasiga ekvivalentset baasjada, mis on thtlasi oktaeedriline
hulk teise kaasruumi jaoks.

Niitid me saame toestada kéiesolevas t66s tsentraalse teoreemi 4.1 (s.t artikli
[L LPy| pohiteoreemi 4.2).

Teoreemi 4.1 toestus. Teoreemi 3.2 pohjal voime iildisust kitsendamata eeldada,
et ruum X sisaldab ruumiga ¢; isomeetriliselt isomorfset alamruumi. Teoreemi
4.2 pohjal leidub ruumi X kinnine alamruum Y nii, et faktorruum X/Y on iso-
meetriliselt isomorfne ruumiga C'(A). Teoreemi 4.3 pohjal leidub faktorruumil
X/Y selline ekvivalentne norm |-|, et teine kaasruum (X/Y,|-|)™ on oktaeedrili-
ne, kusjuures tihikkera B(x/y,.) sisaldab selle teise kaasruumi jaoks oktaeedrilist
hulka {w;: ¢ € N}, mille elementide jada (w;)$2; on ruumi ¢; standardiihivektor-
baasiga ekvivalentne baasjada. Teoreemi 1.19 pohjal leidub reaalarv K > 0 nii

et . .
Z lo;| < K Z a;w;|  mistahes n € N ja aq,...,a, € R korral.
i=1 i=1
Normide || - || ja | - | ekvivalentsuse tottu leiduvad reaalarvud A, B > 0 nii, et

Allw|| € |w| < Bl|lw|| iga w € X/Y korral.
Olgu ¢: X — X/Y kanooniline faktorkujutus; siis iga ¢ € N korral leidub element
z; € X nii, et
[will < [zl < [lwil +1 ja gz = wi.
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Jada (z;)$2, on tokestatud, sest iga i € N korral

1 1
il < flwil] +1 < —|wi| +1 < — +1,
lzill < llwill +1 < Flwif +1 < 5 +
seejuures mistahes n € N ja ay, ..., a, € R korral
Z|ai|<KZaiwi < KB Zaiwi = KB Zaiqzi :KBHQZO"'ZZ'
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

< KB

n
E (07%7]
i=1

Teoreemi 1.19 pohjal on (z;)52, ruumi ¢; standardiihivektorbaasiga ekvivalent-
ne baasjada. Tihistame Z := spanl'l{z;: i € N} C X ja W := span'{w;: i €
N} € X/Y. Kuna jadad (z)2; ja (w;)2; on molemad ruumi ¢; standardiihik-
vektorbaasiga ekvivalentsed baasjadad, siis lause 1.18 pohjal leidub isomorfism
T: 7 — W nii, et Tz; = w; iga © € N korral. Kuna samuti ¢z; = w; iga ¢ € N
korral, siis, arvestades, et (z;)°; on ruumi Z Schauderi baas, jareldub siit, et
q|z = T niisiis ¢q|z on isomorfism. Jarelduse 3.5 pohjal leidub ruumil X esialgse
normiga ekvivalentne norm, mille suhtes selle ruumi teine kaasruum on oktaeed-
riline. O
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