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Juhendid on koostetud vastevalt &pikule:

A.w, LepMalT Kypc MaTeMaTHYeCKOTO aHannsa I, 13 (1958)
(lthendid B I ja B II)ja Ulesannetekogule

I.Petersen ja H.loos, Kdrgema matemaatika Wlesannete kogu I
(1960) ja II (luthendid FR I Ja PR 1I).

Voib kasutada ka dpikut:

A.,borkvell, Matemsatilise ansliilisi kursus I ja II (1958 ja
1960) .

Opilut ja ulesannetekogu tuleb kasutada parslleelseit. ige
teema juurde lkuuluvad tilesanded tuleb lahendada enne wue Gesma

Sppimisel mist, b
ppintesis am s s - ARHITVKOGU

RAA!.‘.'\TUYOGU
rALei
I. SISSE.TUHATUS MATEMAATILISSE ANALGUST,

>

Esimene teema: Funktsioonld ja nende graafikud,

Muutuvad ja jHivad ehk konstantsed suurused., Reaslarviug
ja arvautelg . .Kinnine ja lahtine arvuvahemik, Suuruse ligie
keudne vlirtus., Absoluutne ja relatiivne viga. Tented 1ligi=

kaudsete arvudega.
Funktsioon ja selle mi#ramispiirkond. FPunktsiooni graafil.

Funktsiooni méliramisviise: tabel, valem, graafik, Poordfunktsi-
oon ja gelle graafilk, Liitfunktsioon. P8hilised elementecr-
funktsioonid: astmefunktsioon, eksponentfunktsioon, logaritm-
funktsioon, trigonomeetrilised funkteioonid ja trigonomeetri-
liste funktsioonlde ,p8trdfunktsioonid 3 nende graafikud, Ele-
mentaarfunktsioonide klass. Lihtsamaid funktsioone: lineaarne,

murdlineaarne ja ruutfunktsioon.
Funktsioonide graafikute kon.t:rueerimino paralleellitiiice

ja masteabl muutmise abil.

Opikust B I tuleb hoolege l¥bi lugeda sissejuhatuse 18igud
1 - 8, Brilist rdhku tuleb panna 13ikudels § - 8, miiles k-
sitletekse reaalarvu, lahtise Ja kinnise vahemiku, suunmuse ii-
gikaudse viidrtuse ning absoluutse Jja relatiivse vea m&istedd.

Edasi tuleb samast Spikust lébi t6stada T peatitkl idigud
9(14)= 26(33) ja #lesannete kogust PR I nHited I = IV 1k,
115 ~ 119 .ning lahendada ilesanded 454, 456 = 460, 463 « 466,
463 - 473, 479, 480, 483 - 486, 491, 492, 497 = 501, 606 - 510,
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528 = 531, 534, 535, 537, 546 - 548, 555 - 557, 560, 561, 563,
565, &§72, 573, 578, 579, 580 = 585,

Matemaatilise analiilsl kdige tihtsamaks mdisteks on funktsi-
oonl mdiste, selle peab #lidpilane endale hdsti selgeks tegema.,
Uliopilant peab veendumusele Jdudma, et kaks suurust vdivad
telneteisest sdltuda ka siis, kui nende vahelist seost pole vdi-
malik vdljendada meile tuntud matemaatiliste tehete abil
[10 (15)] ja et tiks funktsicon vdib oma médramispiirkonna erineva.
tes osades olla antud erinevate avaldiste kaudu, nditeks

0, kul 0¢x <1,

X-1, kui 14¢x <2,

§(*)= 1, kui 2<x 43,
4-x, kul 3<x ¢4,

Siln on funktsioon f(x) antud nelja erineva avaldise kaudu,
kuid tegemist on ikkagil itheainsa funktsiooniga, mille m#édramis-
piirkonnaks on kinnine vehemik 0 < x <4 ja mille graafikuks on
murdjoon y = f(x) (joon, 1)

N

| £ x
joon. 1

Kindlat vahet tuleb teha funktsiooni m & H r amis«
Pliirkonna jafunktsiooni vEdrtuste 2Rl ga
vahel, Antud n#ite puhul on funktsiooni médramispiirkond otse=
selt antud, funktsiooni vddrtuste mlga v3ib kdige lihtsamalt
lelda graafikult: 0 <y < 1 ehk 0 ¢ f(x) < 1. Matemaatilises
analilisis moodustavad niihiésti funktsiooni viddrtuste hulga kui
ka médramispiirkonna nimeta arvud, ke trigonomeetriliste
funktsioonide puhul, Nii mistetakse funktsioonl sin x pubul
argumendi x all nurga suurust absoluutmdddus, mitte kraadides.
Seega on antud juhul funktsiooni médiramispiirkonnaks k3ik arvud,
mida vdib lithidalt viljendada jérgmiselt: =oco< x < +00 , Funkte
slooni vHartuste hulgaks on aga kinnine vahemik [-151], sest
=1 {sinx <1,

Lailemalt kasutusel olevates trigonomeetrilistes tabelites
on nurkade suurused antud kraadides., Selgitame trigonomeetrili-
se finktslooni vdlrtuse arvutamist absoluutméddus antud argu-

mendividrtuse puhul jirgmise nuitegt}:
%l




Arvutada ein x, kui x = 5,

Teisendame kdigepealt absoluutmdddus antud nurge kraadmdstu.
560° on absoluutmssdus (radisanides) 2W=2 - 3,1416 = 6,2832;
270° on sbsoluutmoddus 3 * —‘-'2- =3+ 1,5708 & 4,7124,

Et 4,7124 < 5 < 6,2832, siis on antud nurk neljanda vee=
randil nurk ja erineb tHispdordest 6,2832 - 5 = 1,2832 voérra.

Koolis kasutusel olevatest V.liebradise tabelitest (XVI
Radiaanmd&t) leiame, et nurk 1,2832 on 73° 31!, Seega

8in 5 = s1n(360° - 73° 311) = - s1n 73° 311 = =0,95a9.

Funktsiooni graafiku valmistamisel peab kdigepealt uurima,
kas graafik on slimmeetriline koordinaattelgede v3i alguspunkti
suhtes v381 pole nende suhtes stimmeetriline, s.t. kas funktsioon
on paaris- v61 paaritu vdi el ole paaris- ega paaritu funktsiloon.
(B 1, 15(23].

Bdgsi peab oskama funktsiooni y = f(x) graafiku abil joo=
nestada funktsioonide y = f(x = a), y = f(x) + b, y = A £(x)
jay=¢f (kx) graafikuid,

Vaatleme ndutud konstruktsioone tiksikas jaliselt.

a) Bt f(x;) = f(x, ~a), kul x; = x, = a ehk x5, = x; + a,
giis on kdveral y = f(x) kohal X, Jja koveral y = f(x = a) kohal
X, = Xy + a vordsed ordinaadid (joon. 2),
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Seega saadakse esialgse jg:r.x: ¥y = f(x) kdigl punktide
abstsisstel joesuunalisel nilutamisel a Whiku v&rra funktsi-
ooni y = f(x - a) graafik (joon, 3),
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' b) Xuna funktsiooni f(x) + b vddrtus iga argumendi véirtuse
korral erineb f(x) vddrtusest b vdrra (joon. 4), siis saadakse
funktsioonl y = f(x) + b graafik esialgse %oone y = f(x) nilu-
tamisel ordinaattelje suunas b tthiku vdrra (joon. %1

c) Et, joone y = A f(x) minglle abstsissile vastava punkti
ordinaat on joone y = f(x) samale abstsissile vastava punkti
ordinaadi A-kordne (joon. 5), siis saadakse y = A f(x) graafik
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esialgse joone y = f(x) J:ré:.mtteljesuunaliael venitamisel
Jubul,kui 4 > 1 (joon. 6) ja kokkusurumisel Julml kui 0< A<1,

Jooned y.= A(f(x) jJa y = = Af(x) on stmmeetrilised x~tel je
suhtes (joon.5).

d) Kuna f(x) = T(kxy) Jumul kui Xy = kx, ehk x, = a

I‘ ’
slis on kdveral y = f(x) kohal x, Ja kbveral y = f£( kx) kohal
x
3
X = % Vvdrdsed ordinaadid. Kul k >1, siis on |33|<|11|
(joon.7). Kui 0<k<1, siis on ‘x2|>|xll .
YA ya
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joav\. j”'"' 8

Seega saadakse funktsiooni y = f£( kx) graafik esialgse
Joone y = f(x) abstsisstel jesuunalisel k-kordsel venitamisel

Julul, kui 0<k<1l (joon.8) ja kokkusurumisel Juml, kui k> 1
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(joon. 7 ja 6).
Jooned y = £ (kx) jay = f(=kx) on stimmeetrilised ordi=-
naattel je suhtes (joon. 7 ja 8),

Teine teema: Funktsiooni piirvdidrtus ja pidevus,.

Arvjada piirvidlrtus, runktsioon!i piirvddrtus argvxm;ndi
ldhenemisel mingile kindlale suurusele vdi ldpmatul suurenemi-
sel, Uhepoolsed piirvédrtused. Lépmatult vdhenevad ja 1l3pmatult
suurenevad suurused, Teoreeme l13pmatult vdhenevatest suurustest.
Teoreemid summa, korrutise ja jagatise piirvdértustest, Piirviér-
tuse olemasolu tunnused: 1) monotoonse jada puhul (ilme tdes=-
tuseta); 2) funktsioonl puhul, mille vHdrtused on kahe funktsi-
ooni vastavate vddrtuste vahel. Piirv!urtEsed

m SIBE 5o 34n (14 2%,

x-0 * x40
Arv e, naturasllogaritmid. Ldpmatult vihenevate suuruste virde
lemine ja selle kasutamine piirviidrtuste leidmisel ning ligie
kaudsel arvutamisel.

Funktsiooni pidevus antud punktis., Funktsiooni pidevus va-
hemikus. Furiktaiooni katkevuskohad. Pidevate funktsioonide sum-
ma, korrutise ja jagatise pildevus. Liltfunktsiooni pidevus.
Elementaarfunktsioonide pidevus. Kinnises vahemikus pidevate
funktsioonide omadusi: tdkestatus, suurima ja vidikseima viidr-
tuse olemasolu, veahepealsete viHdrtuste olemasolu (kdik ilma
tdestuseta) .

Selle aine 3ppimiseks tuleb 1l¥bi tsdtada Spikust B I
I1 peatiiki 15igud27(34)- 41(49) ja PR I jirgi nHited I - VIII
lk, 129 -~ 136 ning lahendada Ulesanded 591 - 593, 595 - 597, 600,
602, 604, 607, 611 - 614, 616, 619 - 626, 631 - 633, 635, 638,
643 - 646, 648 - 650, 656 - 659, 664, 666, 669, 671, 673, 678, 679.

Funktsioonl piirvidirtuse mdiste kuulub nende mdistete hule
ka, milleta pole mdeldav matemaatilise ana#itiisi edasine BIppi-
mine, Selle tdttu peab iga Ulidpilane t&sist tiéhelepanu pithen-
dama piiri mSiste omandamisele.

Kuna piirl mSiste on defineeritud wvahede absoluutvHértuste
kohta kHivate vSrratuste kaudu, siis peab #1lidpilane hlsti
tundma vdrratuste omadusi ja oskama vdrratusi ka geoms etrili-
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seit tdlgendada.

{nesanne 1. Lida esitab geomeetrilliselt vdrratus |x - 5|< 3

Lahendus: Arvu absoluutvdidrtuse kohta kiéiv virratus on ala=-
ti asendatav selle arvu enda kohte kdlva kahe vGrratusega. Antua
jutml -3 x«5<LK3,

Liites siin koigile vorratusl moodustavatele avaldistele ar=-
vu 5, jadb vdérratus samapidi kehtima

-3+ 5Lx=-5+5< 3+ 5
ehk
2< x ¢8 (joon. 9).

3 c
0 2 i 5 8 =
J’oom. 9

Seega esitab vdrratus |x = 5| < 3 arvsirgel lahtist vahe=
mikku BC, mis ulatub arvule § vastavast punktist A kolrme iihiku
vérra nil vasakule kui ka paremale, Vahemiku otspunktidele A ja B
vagtavad arvud 2 ja 8 vdrratust ei rahulda. Jeldakse ka, et vdre
ratus |x = 5(< 3 midrab punkti x = 5 Umbruse raadiusega 3.

{lesanne 2. ¥Mide esitavad geomeetriliselt vdrratused
0<|x = 2|<42-
Lahendus: Antud juhul on tegemist vorratustega
0<|x =~ 2| jJa|x = 2|4,
Eelmise pdhjal taandub viimane vdrratus vdrratusteks
C i e
esimene vdrratus 0<|x = 2| on aga ralldatud iga x vidrtuse
korral vdlja arvatud see, mille pulml |x = 2| = 0 ehk x = 2,
Seega esitavad vdrratused 0<|[x = 2|< 4 lahtist vahemikiku
BC, mis ulatub arvule 2 vastavast punktist A nelja tthiku vdr-

ra vasakule ja paremale, vHlja arvatud selle vahemiku keskpunkt
A (joon 10).

8 A [ ol
= 1\ panks X2 el \‘Ljd. Vinrotagt
J’obv\. Ao

Enne funktsiooni piirvdirtuse tundma Sppimist vaadeldakse
arvujada piiri [27(34) ja 28(35)).
- B =



Opikus toodud n#ite

13 18 201
Sl TN g P ST TR b
n
pulul on selge, et ?—;——1- <1 iga n viHrtuse korral, s.o.
2% 1 i
B # 1, Kirjutis 1m =+21 -4 aga tdhendab ainult se=-
n-» oo on g

da, et iga kuitahes viHikese positiivse arvu € pubul v3ib leida
niisuguse n vdidrtuse, mille korral 1 = -2—:n:-1-<£. Teiste sdnade=-

ga, ot iga etteantud €£> 0 korral v6ib valida nii suure jérje-
korranumbriga n jada liikme U , mis erineb arvust 1 vihem kui €
vorra.
FPunktsiooni f(x) [29,(36)] piirviédrtuse 1lim f£(x) = 4
XX,
pulul el ole oluline, kas x, kuulub funktsiooni miHramispiirkonda
v6l mitte, killl aga peab x, (nii vasak-kui ka parempoolne) imb=
rus kuuluma funktsioonl mélramispiirkonda, sest x lihenemine
arvule X, vbib slindida nii kasvades kuil ka kahanedes, s.0. kas
vasakult v&i paremalt, Ju.lml,kui X, kaulub muramispiirkonda) el
ole omakorda oluline kas r(xo) = A w81 f(x)) # Ao
Piirviiirtuse 1lim f(x) mHéiramisel tuleb nimelt kdne alla
Z-oxo
ainult need argumendil Mrtunod)mis erinevad vilirtusest
x, (olgugl kuitahes vihe).
Kuil on olemas 1lim f£(x), siils v&ib x — x, m3lemalt poolt,
XX
8.0, V3ib olla nii histi x » x, kui ka x < Xy

Fui age piirviirtuse milramisel on lubatud kasutada ainult
argumendi vi#Hrtusi x> X, vd1l vilrtusi XX, sils résfgitakse

tihepoolsetest pilirvHdrtustest [29(36)]: %in; f(x) on vasake-

o
X<X,

poolne piirvHlirtus ja lim f(x) - parempoolne piirvHirtus

XXy
(joon. 11). x> Xg




Funktsioonil on piirviddrtus

lim £(x) kohal sils ja ai=- y 4
X X,

nult siis, kul tal on sellel .3.;0.)
kohal mélemapoolsed pilrvidre
tused, kusjuures need piir-

vddrtused on vdrdsed: &L&')
u“ ) A¥xe
1lim f(x) = 1lim f(x) loi.;‘
XX x—»xo __5__‘“; & ——
X<X, X>x, joon . A4
See mdlemapoolne tthine piirvédrtus ongi 1lim f(x) ,
X=X
o

Kui 11-mx f(x) = £(x_), siis nimetatakse funktsiooni f(x)
pide::kos kohal X .

Funktsiooni pidevuse mdiste on matemaatilise analililsi Uks
téhtsamaid md3isteid. Seda mdistet on killlaldase pdhjalikkusega
selgitatud 8pikus [35(42)]. Eatkevuskohtade kdsitlemine [36(43)]
slivendab pidevuse m3istet, seepHrast on kasulik raamatu n#iteid
suure hoolega l¥bi tbttada, Samuti peab pdhjalikult tundma pi-
devate fumktsioonide omadusi [37(44), 38(45)], erilist rdhim
tuleb panna teoreemidele I = V,

Lisaks dpilus ja ilesannetekogus toodud niidetele vdtame
vaatluse alla jHrgmised funktsioonid:

Nide 1. 1

£(x) = (1 + x)* on katkev kohal x = 0, sest see
argumendi vidrtus ei lmlu funktsiooni mééremispiirkonda; mujal
on funktsioon pidev. 1

Bt aga 1lim f£(x) = lim (1 + x)* = ¢ [41(49)], sils vo1d
x>0 x -0

moodustada kSikjal pideva r\mkfaiooui

‘Q“’ A (1+x)§. kui x ¥ 0,
e s bmi x = 0,
Nitide 2.

- §

; »
£(x) =
x+2, kui x ) =1,
on kSikjal miiératud, Nagu funktsiooni avaldistest nkha, on
-1l0 =

i x <=1,



f(x) pidev, kui x # - 1, Kobal x = =1 tuleb funktsiooni pide-
vust eraldi uurida. Selleks leiame mdlemapoolsed piirvikrtused
kine all olevas punktis:

m £(x) = 1tm =<1 (kuma x<=1 pumul £(x) = &),
x-> =1 x>=1x -
X< =1 b X
aga .
lim f(x) = 1im (x+2)=1 (kuna x>=1 puhul on £(x) =x+2),
X9ml X =l
X>=l X> =1

Nagu niha, pole vasak- ja parempoolne piirviddrtus vdrdsed, see-

ga pole olemas piirvldrtust 1im‘ f£(x) ning f(x) on katkev ko-
Xl

hal x = =1, See katkevuskoht on funktsiooni hilppekohaks, kuse-
Juures hilppe suurus on (joon. 12):
1im £(x) « 1lim f(x)=1la(=1)=2
’;—;: : ::::.'44 Lspmatult vihenevate suu-
s ruste puhul peab tundma suurusge
/ 5-{£Z'L‘ ::: Jérgu mdistet ja teadma, milli-
seld 1l3pmatult vihenevaid suue
rusi nimetatakse ekvivalentse-

————_ 4 | "x teks., Eriti tkhtis on niidate
\ oL ja sin el ekvivalentsust,
kui ec—> 0 [40(48) III 1k, 125].
Joor. 42, Lisake 3pikus toodud niie

detele lahendame l8pmatult vHhenevate suuruste jirgu selgitami-
seks veel kaks lihtsat tllesannet. .
esanne 3. Euubi serva pikkus on x, NMidata, et
serva pikkuse suurenemisel A X vSrra ruumala suureneb ligikaudu
3x2Ax vorra.
Lahendus: Ruumala suurenemine avaldub kujul

AV = (x +Ax)3- x° = x° +3x%4x +3x(a x)% 4 (Ax)° = x° =

= 3x2Ax + 3x (Ax)2 + (Ax)s.

Eul Ax-»0, siis Sxaa x>0, 3x (Ax)z—’o ja (ax)— 0,

kus juures 2 3

un ZOZ) . ggp4E.0 g0 oy, B
Ax—>0 3x°Ax Ax—>p X &->0 3x(ax)2

= 1im 44X = o,

4x+0 3x




Seega on kdik kolm liildetavat ldpmatult viéhenevad suurused,
kuiAax — 0, sealjuures on aga teine liidetav esimese suhtes ja
xolmas liidetav teise suhtes kdrgemat jHrku ldpmatult viéhenev A
suurus. Selletdttu nimetatakse esimest liidetavat esimest jHrim,
teist liigetavat teist ja kolmandat liidetavat kolmandat jérku
15pmatult vihenevaks suuruseks. Jittes kdrvale kdrgemat jérim
13pmatult vidhenevad suurused, voimegl vdtte AV 3x A x.

Kui oleks vajalik suurem tdpsus, sils peaksime vdtma

AV &aszx + 3 x(A'x)a. Sel jubml Utleme, et ruumala juurde-

kagv on médratud kuni teist jérku ldpmatult vEhenevate suuruse
teni.

{lesanne 4 Olgu OT joonisel 13 antud kdverale

if ¥ = £(x) punktis (03;0) tdmmatud puu-
41 g ?“’ tuja. Kui X—> 0, siis 18igud XT,

l XP ja TP on 15pmatult vihenevad suu=-

rused. Seal juures on aga PT kdrge=-
mat jérku 13pmatult vihenev suurus
vorreldes teinetelsega ekvivalent=
sete ldrmatult véhenevate suuruste-
j“m,m ge XT ja XP, Miks see on nii?

Lahendus: Kuil X~> 0, sils on joonise pdhjal selge, et ka

XP—>0 ja XT—>0, kusjuures XP —>XT ehk 1lim A = 1, Seega on
x>0 XT
XP ja XT ekvivalentsed l3pmatult vihenevad suurused ja nende

vahe XP = XT = TP on kdrgemat Jirku l3pmatult vihenev suurus
[39(47)].

Matemaatilises analiiiisis omab t¥htsa koha funktsioon
log,x ehk 1n x (naturaallogaritm x), sellepérast peab histi
tundma natureallogaritmide alust arvu e [41(49)]. Peab oskama

ka arvutada ervu e vHirtusi soovitud tdpsusega. Juhise selleks
leiame 1lk. 127:

o= lim U, B¢y, a1+t da i
n-»co - gl 4

i
Et -(——i—ﬁf = ¢ (n+ 1), siis saame kergesti arvutada
n . IR

"'-co"’ —" < 5.
s! n!

e vHHdrtust etteantud tépsusege. NHiteks v3ime e vHirtust viie
8ige kohaga peale koma arvutada jirgmise tabelil abil:

=12 =



1 1, 000000
f—'_=1 1, 000000

él—!’% 0,500000

;-_*=2l[:3 0, 166667

‘1:!:%!-:4 0, 041667 |
;T=~41-.7 5| 0,008333

<J;T=:ELT:6 0,0013809

;T=.é..r-7 0, 000168

é1-7=;—'—°8 0,000025

;_'=;-'- 9| 0,000003

sumna 2,718282

Seega e=2,71828.

lidirkus: seitsmendat kohta peale koma el ole vaja arvutada,
sest see el mdjuta summa viiendat kohta.

II. UHE MUUTUJA FUNKTSIGONI DIFERENTSIAALARVUTUS.

Kolmas teema: Funktsiooni tuletis ja diferentsiasl.

Ulesandeid, mis viivad tuletise mdisteni e Tuletis ja tema
geomeetriline interpretataioon. Funktsioonide summa, korrutige
Ja jagatise tuletis. Liit- Ja pbordfunktsiooni tuletis. Pdhi=-
liste elementaarfunktsioonide tuletised. Ilmutamata funktsi-
ooni diferentseerimine. Parameetriliselt antud funktsioon ja
tema tuletis,

Diferentsiaal ja tema geomeetriline téhendus. Funktsioonide
summa, korrutise ja jagatise diferentsiasal, Liitfunktsiooni

diferentsiaal. Funktsiooni diferentsiaali invariantsus.
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Funktsiooni diferentseeruvus. Diferentseeruva funktsiooni
pidevus.
Xorgemat jirku tuletised ja diferentsiaalid.

B I jdrgl III peatiki 1digud 42(5C) - 44(52), 46(54) =
49(87), 51(59) = 55(63), 59(67), 61(69) ja Wlesannetekogu
PR I jdrgl ndited I « XIIT 1k, 144 - 154 ning lahendada Ules-
anded 681 - 684, 687, 688, 690 - 694, 697 - 701, 708 - 714, 717,
721, 722, 724 - 727, 741, 745 - 747, 751, 752, 754 = 756, 759,
767 = 771, 776 - 778, 784, 787, 788 - 791, 797 - 800, 803 = 805,
807 - 808, 813, 825 - 828, 836, 837, 841, 842, 844, 845, 843,
850, 851.

Ulispilane peab veenduma, et diferentsiaalarvutuse pdhili-
sed misted - tuletis ja diferentsiaal - on vilja kujunemud
praktilisest vajadusest tundma 3ppide mitmesuguseid looduses
esinevaid protsesse, N3ttek#lkudega, mis viivad tuletise mdiste
loomisele, tutvub Ulidpilane 1l¥ikudes 42(50) ja 43(51), Sama
tdhtis on aga ka tuletise georeetriliie interpretatsioon, mis
on kitllaldase selgusega kHsitletud 1ldigus 44(52), t113pilane
peab omandama selge ettekujutuse pldevast funktsioonist Jja
diferentseeruvast funktsioonist. Funktsiooni diferentseeruvuse
ja pidevuse vahekorda on selgitatud 1ldigus 54(62).

Samutl tuleb kindlat vahet teha funktsioonli tuletise ja
diferentsiaali vahel. Seda aitab vast kdige paremini selgitada
kummegi mdiste geomeetriline interpretatsioon [44(52) ja 51(59),
joon,53 ja 60].

Lisaks sellele on soovitav veel kord tagasi tulla klesoleva
tes juhendites eelmise teema puhul toodud Wlesande 4 Juurde
(Joon. 13), mis néitadb, et funktsiooni diferentsiaal dy ja funkt-
siooni Juurdekasv & y on ekvivalentsed ldpmatult vihenevad suu-
rused. Seal toodud joonisele pdhjeneva lahenduskiiigu asemel
v3ib nlitid kisimust késitleda jHrgmiselt:

Lahendus, XP = f(X) = £(0) = £(X) = A y. OF kui puutuja vor-
rand on y = £'(0)x, seega XT = £#1(0) X = dy, kusjuures

dew EEL 2 £(0) o o4y 2CR)
x>0 X =0 x>0 X

millest

= £1(0),

LAl =



tm 4% . g4y XP

X . s fom) £(x)

-——llm —————

¢ dy XT 3
X x>0 x>0 f'(o)xA x-»0 1im {‘(ﬂ . x
x>0 X
= 1im —f—(.x_).__ LA
x-»0
£(X) X
X

Diferentseerimise tehnika peab Ulidpilane kindlalt omandama
[46(54) - 49(57)]. Diferentseerimise pohivalemid [48(56)] tuleb
tingimata pdhe Sppida. Erilist téhelepanu tuleb plhendada liit-
funktsioonl diferentseerimisele [47(55)].

Suurt rdhku tuleb panna diferentsiaali mdiste rakendamisele
ligikaudses arwvutuses [53(61)].

Nel jas teema: Tuletise rakendusi.

l¢sePunktsloont L e R e BT W

Rolle'i, Lagrange'i ja Cauchy keskvidirtusteoreemid, Teoreo-
me funktsioonl kasvamisest ja kahanemisest antud vehemikus,
Funktsiooni ekstreemum. Tarvilik tingimus ekstreemumiks., Piiga-
vad tingimused ekstreemumiks(esimest ja teist tuletist kasuta-
des). Funktsiooni suurima Ja vdikseima vHdrtuse otsimine. Funkte
slooni graafiku kumerus ja ndgusus, kiddnupunktid, Funktsiooni
greafiku kiddnupunktide ja kumeruse ning ndgususe pilirkondade

otsimine,

L'Hospitale'i reegel, Funktsiooni graafiku plist- ja kalde
aslimptoodid. Funktsiooni uurimise ja tema graafilu konstrueeri-
mise Uldskeem, ¥

Taylori valem, tema jiikliige Lagrange'i jirgi. Taylori po-
luinoom funktsiooni ligikaudse avaldisena.

Libl tobteda Spiku BI jdrgi IV peatillkd 13igud 62(70) = 72(80)
I (II v6ib Hra jHtta), 73(81) - 75(84) Ja Ulesannete kogu PR I
Jérgi néited II = IV, VI = XII 1k, 165 = 176 ning lahendada
Wesanded 855, 857, 861, 867, 869, 870, 873, 874, 876, 878 -
882, 893 ~ 896, 918, 920 - 923, 928, 929, 936 = 940, 946, 947,
952 = 954, 958 - 960, 964 = 969, 981 =~ 985, 993 ~ 995, 998,
1001 - 1003, 1009 - 1012, 1016,
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2. Rakendus ol il ke naieus

arvutamilses.

Funktsiooni ligikaudsete vddrtuste arvutamine Taylori vale=-
mi ja diferentsiaali abil, Ligikaudse viirtuse hindamine.

Vsprandl lahendid <(funktsiooni nullkohad), erinevad Ja kord=-
sed lahendid. Vérrandi ligikaudne lahendamine. Graafiline vdte.
Proovimis-, ldikaja=- ja puutuja vote.’

Sppida BI jérgli IV peatilki 13igud 76(85) = 79(88) ja Ules-
annete kogu PR I jérgl ndide V 1k, 168 ning lahendada iilesanded
903 =~ 908, 911, 915, 1023 = 1029.

Varrandl lahendi ligikaudse viirtuse leidmist puutujae abil
[76(85) IIT valem (T )] nimetatakse ka Newtoni vitteks.

g someetr il UaY raendns - 973

Tasapinnalise joone puutuja ja normaal. Tasapinnalise joone
k8verus. Koverusraadius, =keskpunkt ilma valemiteta koordi-
nastide jaoks) ja =ringjoon. Tasapinnalise joone evoluudl ja
evolvendi mdiste.

Ruumikdvera perameetrilised vdrrandid. Ruumikévera puutuja
ja tema vdrrandid. Skalaarse argumendige vektogfunktuioon. HO=
dograaf. Vektorfunktsiooni tuletis, tema geomeetriline ja meh=
haaniline t#hendus.

Tuletise geomeetrilisl rakendusi on kédsitletud Spikus B I
13igetes 80(91) = 83(94). Peale selle tuleb 1dbi todtada PR II
jérgi paragrahvis nDiferentsiaalgeomeetria elemendid" toodud
ndited I = VI ning lahendada tilesanded 1814 - 1816, 1819, 1820,
1822, 1824, 1825, 1830, 1831, 1833 ja 1835.

I1I, UHE MUUTUJA FUNKTSICONI INTEGRAALARVUTUS:

Viies teema: Funktsiooni Hldintegraal ehk’

mégramata integraal.

Algfunktsioon ja #ldintegraal. ¥ldintegraalide pdhivalemi
tldintegraall lihtsamaid omadusi. Otsene integreerimine. Inte
~waarimina mmtuia vahetusega., Ositi integreerimine.

e e



Algebre pohiteoreem (ilma tiestuseta), Reaalarvullste korda-
jatega polinoomi esitamine lineaar- ja ruutpolinovmide korruti-
sena, ilurdratsionealse funktsiconl esitamine osarurdude surmana
(1lma tBestusetbta;.

Ratsionaalfunktzioonide integreer’mine. Irigonomeetriliste
funktsioonide suhtes ratsionaalsete funktsioonlde integreerimi-
ne, Lihtsamate irratslicnoalsete funktsioonide irtegreerimine,
Munktsiconide interreerimire kdsirasmatutes antucd integraalide
tabelite abll, Nédlteid ildintugraallidest, mls pole avsldatavad

clenentaarfunktsiconide kau u.

Cppida B I jargi VI peabitkl 1l6imud 94(105) - 100(112),
102(114) (vélja jdtta II lk. 338 diferentslaalbinoomi integree=
rimine), 103(115) = 105(117) ja Ulesannetekogu PR I jHrgi néi-
ted I = XVI lk. 191 « 205 ning lahendada iilesanded 1033 = 1035,
1037, 1038, 1042, 1043, 1045, 1043, 1049, 1052, 10583, 1057,
1088, 1063, 1066, 1C73, 1078, 1080, 1084, 1085, 1087, 1093,
1092, 1094, 1095, 1102, 1107, 1108, 1109, 1114, 1116, 1119,
1126,1126, 1131, 1132, 1141, 1145, 1150, 1151, 1154, 1156,
11588, 1166, 1168, 1171, 1175, 1181, 1166, 1192, 1194, 1193,
1200, 12¢2, 1204, 1209, 1Z2c, 1221, 1224, 1226, 1228, 1232,
1236, 1239, 1244, 1261

TPI~-s kdsitletakse tavaliselt iilaintegreali, s.o. funktsi=-
ooni leidmist kui on antud tema tuletis, enre miretud integ-
raali

Enne kul asuda kHesoleva teema dppimisele, peab teadma
peast diferentseerimise plhivalemeid ning kordama 5 I IV pea=-
tuki 15iku 69(77) ja tédlesti selgeks tegema selles 1digus antud
teoreemi.

Integreerimise pdhivalemid, mis on antud 1dikude 94(105) ja
99(109) 1ldpul, tuleb pihe Sppida,

Irratsionaalsete funktsioonide integreerimisel on mdnikord
Spikus antud [104(116)] trigonomeetriliste teisenduste asemsl
sobivam kasutada hiiperboolseid teisendusi, mis on ndidatud
lesannetekogus PR I 1lk. 190 valemites (31) ja (32). liiper-
boolsete. funktsioonide definitsioonid on antud samas iilesannete-
kogus lk, 113, Nendost definitsioonidest v31ib kergesti jhrel-
dada hilperboolsete funktsioonide jérgmised omadused:

- 17 =
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chx + shx = e,
chzx - gh"x = 1,
ch2x = ch"x + sh®x,

chzx = -;—(ch 2% + 1),

Sd" = thx + G, S X - cthx + C,

ch“x shex

S shxdx = cax + C, jchxdx: shx + C,
5 ch xdx:%sh 2x+-?:+ C,
J sh*x dx = 2 sh2x = £+ 3,

4 2

Sapgell véib antud Uldintegraall avaldamlseks kasutada mitut
ori vdotet ja igale vdottele vastavalt saada ka erineva vastuse,
Kuid kéik saadud vastused erinevad {lkstelsest ainult konstant-
se llidetava vdrra, kuigl see igakord ei ole silmméhtav,

dx
Nditeks, kui i = lahendamiseks kasutada telsendust

x2+21+ 2

t=x+1, slls saame S-z-—ix——--—=j 4 — = arctan t + C =
x“+2x+2 1+ t2

= arctan (x + 1) + C, kul aga kasutada teisendust x =

z -1

ehkz:i-+1, siisaaanoj ax =-I ds =

xz+2x+2 14+ 28

== arctan (£ + 1) + C.Saadud vastustest pole otsekohe niha,et nad
erineksid konstantse liidetava vdrra. Kuil aga lugeda meele=-

valdseid konstante mSlemas vastuses vdrdseteks ja esimesest ‘
vastusest lahutada teise, siis saame

arctan (x + 1) = [-arctan(% +1)], millest ‘
tan[arctan(x + 1) + arctan,(% +1)] =

tan arctan(x + 1) + tan arctan (2 4 1)
=

1 - tan arctan (x + 1)+ tan arctan (§-+ 1)
“ 18 =

LK Y 4173
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2
I f_+1 +§+1=32+2x+2____1
1 = (x+1)(32:'+1) -a:z-Zx-ﬁ

Kuna tan(-s—:g- L kW) = =1, kus k on naturaalarv, slis ongi

2 A
arctan (x + 1) = (~ arctan = + 1) eT-k‘i'.

Tirelilult erinevadki saadud #Wldintegraalid konstandl S"..“l * vo
virra.

Suurt tédhelepanu tuleb pithendada murdratsionaalse funktsie-
voni integreerimisele [99(110), 100(112)], sest viga suur osa
irratsionaalseid, trigonomeetrilisi ja muld funktsioone teiw
sendatakse enne integreerimist mautuja vahetusega murdratsionaal-
setaks funktsioonideks.

Ul13pilane peab olema teadlik, et Wldintegraal avaldub
elementaarsetes funktsioonides ainult eriliselt valitud inte=
greeritavate funktsioonide puhul, N#éiteks isegi pealt néha nii
lintsad integraalid nagu

Sex ax, E sin(xz)dx, Scoa(xz)dx, ,[gxf ax, j”‘: £

dx,

Sco: x ax, j]_:x el ole avaldetavad elementaarsetes
x

funktsioonides.

Yuues teema: Mératud integraal.

Georeetrilise ja flillsikalise sisuga tilesanded, mis viivad
mifiratud intepraall mdistele. idHratud integraali definitsioon
ja olemasoluteoreem (1lma tdestuseta), lidératud integraali
pohiomadused: lineaarsus integraalialuse funktsiooni suhtes,
agitilvsus integreerimispiirkonne suhtes, #ilemine ja alumine
toke, kesxvﬁ&rtuateoroel, integraali tuletis tilemise raja jér=-
g, Newton-Leibnizi teoreem, seos Hldintegraali ja mi#ratud
integraali vahel,

N#dratud integraali arwutusvitted: muutuja vahetus, ositi
integreerimine,

NHdliratud integraall ligikaudne arvutamine: ristkillikuvalemn,
trapetsivalem, Simpsoni valem,
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Ispmatu rajage pHratu integraali mdiste, 13plikul arwvul
katkemiskohtl omava funktsiooni piratu integraali mdiste.

Oppida B I jérgli V peatilki 1igud 84(95) - 86(97), 88(99) =
30(101) I je II (IXII voib Hra jHtta), 91(102) - 93(104) ja VII
peatitki 18ignd 106(118) = 108(120), 110(122), 112(124), ning
llesannetekogust PR I n#ited I, II, IV = XII, XIV 1lk. 222 = 228

1
[n#ites XI on trikiviga, peab oleme S 4dx ]. Lahendada
1+ x2
tuleb tilesanded 1265(1), 1266, 1268, 1270, 1273, 1231, 1282,
1285, 1287(1), 1288(1, 2), 1290, 1201, 1293, 1295, 1297, 1299(1),
1301, 1303, 1305, 1309(1,3,5), 1310, 1312, 1315, 1322, 1325,
1327, 1329, 1333, 1335, 1341, 1343, 1344, 1347, 1349, 351, 1352,
1356, 1358, 1364, 1366, 1368, 1382, 1383, 1387, 1390, 1391,

I8igud 84 ja 85 moodustavad sissejuhatava osa, Olulisem
nendest on 84(95), mis anneb mé#ratud integraalile geomeetri-
lise B8lgenduse, mida iga Wlidpilane kindlasti teadma peab,
Ndited fuiisikast 85(96) el ole esialgu nii tdhtsad, kuna nende
juurde tullakse veel hiljem fillsika, teoreetilise mehaanika
ja mitmesuguste eriainete pulml. Vdga pShjalilkult tuleb aga
1¥bi tootada 86(97), milles antakse méératud integraali defi-
nitsioon ja olemasolu teoreem.

Mi#ratud integraali omadustest (88 ja 89) tuleks esile
tosta aditiivsust:

X g ! Co b
S f(x)dx = S f(x) ax + S £(x) dx + oo + S £ (x) ax,
" % %
mis véimaldab integreerida inseneripraktikas killlaltki sageli
esinevaid funktsioone , nagu

2x, kui 0 <= <1,
fix)= J2, ki 1<x<2,

-x%, mi 2<x £4,
seega
4 1 2 4
St(x)dx= g £(x) ax + gt‘(x) ax + X fix) dx =
0 ) %
; - B0



1 2 4

= S 2x ax + g 2dx + j \/&x-xzdx-S#‘T.
6 1 2

MEdratud integraali arvutamisel muutujate vahetuse abil
(107) on kaks vdimalust., V3ib avaldada tildintegraali uue muutue
ja kaudu, siis saadud #ildintegraall teisendada tagasi eslalgse
mutuja funktsiooniks ning alles siis arvutada integraal
Newton-Leibnizi valemi abil, Niisugusel julml pole vaja inte=-
graalil rajasid muta, Sel viisil on lehendatud ilesannetekogus
néide II 1k, 223, Sagell on aga uue muutuja kaudu leitud HUlde
integraall tUlikas telsendada esialgse muutuja funktsiooniks,
kohasem on teisendada integraali rajasid wele muutujale vage=
tavaiks. Sellekohane néide on toodud Spikus (107, nHide 1) ja
filesannetekogus (n#ide VII lk. 226).

Kul mi#ratud integraall ;bf(x) dx arvutamisel kasutada

uut muutujat u = (Q(x), gils peab vaatama, et ptirdfuhktsioon
x =\ (u) tildeks tingimusi, mis on esitatud Spikus 13igus
107(119) II. Eriti dpetlik on 1lHbi uurida sealsamas toodud nil
de, kus need tingimused pole ralmldatud. Ekslik oleks siiski

2
arvata, et _{ xad.x el saake 1lldse lahendada asendusege u = xa.

Kuid seda peab Yegema m3istlikult, mitte puhtformaalselt nagu
Spilkus kiésitletud., Integreerimise piirkonnaks on antud Julml
vahemlk =l £ x < 2, Selle vahemiku {thes osas on x negatiivme
wl & x £ 0 ja telges osas positiivne 0 < x €2, Kul niild vali-
da u = x°, sils on selle funktsiooni psSrdfunktsiooniks vahemi-
kus =1 {x <0 funktsioon x = = {u ja vahemikus 0<x <2
funktsioon x = Ju. Vastavalt sellele on esimeses vahemikus

ax = - :;Tf ja telses vehemilus dx = :J‘_‘; . Jirelikult peab
antud integraall esitama summena

(o} 2 0 &
rxadxtszdxi»'[xzdx’ju(--gﬂ-i-Sn_dL.

0 4
=-% Xﬁ'dn+ % Sﬁdu=§[ ffﬁ'du* S‘ﬂ?dn]=
1 0 0 0
-2l -
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1 4
=2 wV¥) + [ufw) }-%(1+4. 2) = 3,
3 0 0
Viiga kasulik on tHhele panna ,siimmeetrilise" integraali
a
Sr(x) dx omadusi juhtudel,kui f(x) on paaris- v8i paaritu

-8
funktsioon, need on kiisitletud eelmainitud 1digus 107(119) III.
Julul kui Uldintegraal pole avaldatav elementaarfunktsiooni-

des, v3ib mdnikord kunstliku vdtte abil mélratud integraali
giiski arvutada Newton-LeibniZ'l valemi abil

Néiteks Ix_‘i"_f_ dx pole avaldatav elementaarsetos funktsi-
1+ ooazx
T

oonides, kuid{ SERE dx on arvutatav Newton-keioniz'i

o) 1+cos“x

mi kaudu. Esitame nimelt antud mé#ratud integraall summana:
T ~
3 ¥

x
xsi.n2 A I xainzx e xsin x -
1 +o008 x 1 +cos”" x 1 + cos® x

vale-

—

2
Kul nitid viimases integraalis v8tta kasutusele uus muutu ja t,
nil et x =W « ¢, slts dx = - at Ja
T 0

G )
j x8inx u_xf X sin x dx‘[ (T-t);l.nt

O'————._'I

at =

1+oonzx 1+ooazx 1+ c08”¢t

0 -
2

e

%
Xain x
at = -——!—dx-
S 1+ cos“x

1+ cos“t

0

¥
e Szninx u+x (F=t)eint
0 0

-

5 5
- X tsin t at +TS ﬂ-—dt.

1 +oo¢2t 1+ oo.at
0 0
Ilmselt on nii saadud kaks esimest integraall vdrdsed (esi-
- 22 -
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meses 1ntograalil vdiks tohn asenduse x = t, dx = 4t), seega
in x
xa A d‘i _siat ;
1+ co.ax b T ool2 t

mis nonduaog& cos ¢ = u taandub integraaliks
] 1

1 2

-‘I du ¢’_‘§ du P i
e ———— T -’[mmn] s —
1140 14+ u? .

Niisuguseid kunstlikke vStteid saab siiski viiga harva rae=
kendada, Alati sasb aga miMratud integraall vHlrtust arvutada
ligikaudselt [108(120)].

M3lemat tulUpi piératu integraali puhul peab teadma defie-
nitsiooni ja oskama seda definitsiooni rakendada nii hMsti intee
graall koonduvuse kul ka hajuvuse kindlaksmédramisel.,

Seitsmes teema: MMMratud integraall rakendusi.

Milratud integreali rakendamine geomeetriliste ja filisika-
liste suuruste lelidmiseks.

Pindela arvutamine Cartesiuse ja polaarkoa dinsatides., Keha
ruumala definitsioon ja arvutamine paralleelldigete pindalade
kaudu, pbérdkeha ruumala., Kaare piklkuse definitsioon ja arwvuta-
mine, Pddrdpinne pindala definitsioon ja arvutamine.

Lintsamad fitisikalise sisuga Ulesanded,
Sigse juhatava osana oleks soovitav 1dbi lugeda Spiku B I

VIII peatiikd 131gud 114(126) ja 116(127). Oppida tuleb IIT pea-
tiki 151k 57(65) ja VIII peatilld 13igud 117(129) - 120f133).
L3igust 121 tuleb selgeks teha mdned lihtsamad fillisikalise
sisuga Wlesanded. Ulesannetekogust PR I 1¥bi t¥8tada nHited
I = XVI 1k, 244 = 258 ja lahendada Ulesanded: 1407~ 1409, 1411,
1412, 1417, 1421, 1423, 1427, 1429, 1431, 1437, 1441, 1443,
2447, 1451, 1455, 1460, 1462, 1467, 1470, 1473, 1475, 1478,
1483, 1487, 1488, 1490, 1496, 1507, 1511, 1517, 1520, 1527,
Kdesolev teema peab andma 11113pilasele kindla veendumuse,
ot midratud integraali mdiste on méddapissematult vajalilk vipa
mitmesuguste suuruste mdstmisel.




IV. MITME MUUTUJA FUNKTSIOONIDE DIFERENTSTIAALARVUTUS.
Kaheksas teema: Mitme muutuja funktsiooni mdiste.

Kahe ja mitme muutuja funktsioonid. Kahe ja kolme s51tumatu
mwtuja funktsiooni midramispiirkond, esitusviisid. Kahe mutu ja
funktsiooni geomeetriline tdlgendus: pind, nivoojooned. Mitme
mutuja funktsioon punktl funktsioonina, Kahe ja mitme muutu ja
funktsioonl plirviiirtus, Mitme muutuja funktsiooni pidewvus.

Opikust B TT 1#bi t&stada X peatliki 13igud 136(151) - 143
(158) ja ulesannetekogust PR II § 15 pMitme muutuja funktsie
oonid" niited I = VI ning lehendada lesanded 1529, 1530, 1533 »
1534, 1535, 1538, 1539, 1542, 1544, 1546, 1650 = 1552, 1554,
1557, 1561, 1564, 1565, 1567, 1569, 1570, 1574, 1576, 1577,
1580, 1582, 1583, 1586, 1587,

Maailmas tolmuvaid n#htusi uurides on leitud, et enamatel
Jubtudel Hks muutuv suurus ei s8ltu mitte Bhestainsast telsest
mutuvast suurusest, vaid mitmest. Selletdttu omab mitme muutue
ja funktsioonide teooria suurt praktilist vHsrtust., Suuruse
e8ltuvus mitmest muutujast on muidugi hulga keerulisem kui g8l
tuvus thestainsast argumendist,

Kuna aipnult kahe rmuutuja funktsiooni z = f(x,y) on véima-
1ik geomeetriliselt interpreteerida kui kolmemddtelise ruumi
punkte (mis funktsiooni pidevuse korral moodustavad mingi pin-
na), siis on mitme muutu ja funktsioonide uurimise l#htekohaks
vBetud kahe muutuja funktsioon.

Uheksas teema: Tuletised Ja _diferentsisalid.

Osatuletised. Rahe muutu ja funktsiooni osatuletiste geomeet=
riline t3lgendus. Osa juurdekesv ja osadiferentsiaal, T#isjuurde~
kasy ja tHisdiferentsiaal, Tdisdiferentsiaali avaldis. Pinna
pautuvtasapind ja normasl., Rahe muutuja funktsiooni t#isdife-
rentsiaali geomeetriline t8lgendus, Mitme muutu ja funktsiooni
diferentseeruvus, piisav tingimus. Suunatuletis, Funktsiooni
gradient, selle tHhtsamad omadused, ;

Liitfunktsiooni diferentseerimine, Funktsiooni diferentsiasli
kuju invariantsus, Téistuletis,

Mitme muutuja ilmutamata funktsioonid. Ilmitamata funktsi-
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oonide diferentseerimine.

Ksrgemat jérku osatuletised, nende sdltumatus diferentsee-
rimise jdrjekorrast.
B II jirgl 3pplda X peatiiki 18igud 144(159) - 151 (166),
153(168) = 154(169), tlesannetekogust PR II § 15 n#ited VII =

XVIII ja lahendada #lesanded 1588, 1591, 1592, 1594, 1597,
1601, 1603, 1607, 1608, 1611, 1612, 1616, 1619, 1621, 1623,
1626, '1631, 1637, 1642, 1647, 1648, 1650, 1653, 1656, 1657,
1659, 1662, 1665, 1667, 1669, 1672, 1676, 1678 - 1682, 1684,
1685, 1687, 1689, 1691, 1695, 1696, 1698, 1700, 1701, 1703,
1705, 1707, 1711, 1714, 1716, 1725, 1730, 1732, 1737, 1740,
1751,

Selle teema pulml tuleb kdigepealt selgeks teha kahe muutue=
ja funktsiooni osatuletise, tdisdiferentsiaali ja funktsioonl
diferentseeruvuse mdisted. Neid mdisteld aitab selgitada neile
vastav geomeetriline interpolatsioon: osatuletist 13igus 144
(159) esinevad joonised 14 a ja b ning diferentsiaali 18igus
146(161) joon. 15. Funktsiooni f(x, y) diferentseeruvus kohal
(x;y) tH#hendab sga pinna z = f(x,y) puutuvtasapinna olemasolu
vastavas punktis (samuti nagu Uhe muutuja mnktsioonice (x)
diferentseeruvus mingil srgumendi viHértusel tdhendab joone
7= (Q (x) puutuja olemasolu sellele argumendi viHdrtusele veas-
tavas punktis).

Kui f(x,y) on diferentseeruv, siis vdib funktsiooni juurde-
kaswvu A £(x,y) = £f(x +Ax, y +Ay) = f£(x, y) vidrtust ligikeu=-
du (sede paremini, mida viikeemad on Ax ja A y) asendada
funktsiooni diferentsiaall vHdrtusega samal kohal, kusjuures
argumendi juurdekasvud A x ja Ay on vastavalt vdrdsed dife-
rentsiaalidega dx ja dy. See t&siasi leiab inseneriprakbikas
lalaldast kasutamist,

Mitme muutu ja funktsioonide diferentseerimisel omab keskse
koha liitfunktsiooni diferentseerimine, mis on kHsitletud 1di-
gus 150(165), Seal toodud esimese teoreemi s 3 ne stust
el ole vaja Hra &ppida, kitll aga peab vidramatult tundms neid
kahte valemit, mis teoreemi sisu véljendavad. Telse teoreemi
pulul on aga sdnastus oluline.

Teistkordsel diferentseerimisel mingib téhtsat osa sega~
osatuletiste teoreem [153(168)]: ki £ ja £, on pldevad

mingis punktis, siis on aealz = %! Siinjuures tuleb aga
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teadlik olla, et segaosatuletiste pidevus on nende vdrdumise

plisavaks, mitte aga tarvilikuks tingimuseks. On olemas funktsi-
oone f(x,y), mille pulml f;, Ja £ pole pidevad,kuid on siiski
vordsed. Kui aga r'n # t‘,’z, siis kbne all olevad segaosctuleti-
sed el ole pidevad,

Kumnes teema: Mitme muutuja funktsioonide

diferentsisalarvatuse rakendusi.

Mitme muutuja funktsiooni ekstreemum, Bkstreemumi tarvilik
tingimus, Mitme muutuja funktsioonl suurims ja viikseima vEdr-
tuse otsimine, Pinna puutuvtasapind ja normaal,

Opixust B I1 l#bi tostada peatilkl XI 18igud 156(171) ja
157(172), korrata 146(161), Wlesannetekogust PR II § 15 ,Mitme
mutuja funktsioonid” nMited XXIV « XXVI ja lahendada lese
ended 1769, 1770, 1779, 1787, 1791, 1792, 1797, 1798 = 1801,
1804, ’

Paljud praktilised Ulesanded nduavad mitme mutuja funktsi-
ooni ekstreemumi leidmist, Selliste Hlesannete lahendamisel tu=-
leb silmas pidada, et mitme muutuja funktsioonil v&ib olla
ekstreemum! kes statsionsarses punktis v81i punktis, kus funkte
sioon pole diferentseeruv.

Wéiteks on funkteloonil z =V z° + y° miinimum punktis (0;0),
kuld selles punktis el eksisteeri funktsioonil osatuletisi, na-
&z} ja z; aveldamisel kergesti veenduda v&ib,

I8igus 146(161) on antud pinna z = f(x,y) puutuvtasapinna
vorrend punktis (x5 y,5 2z,):

e ‘0 = &":‘0! ,o)(x - ’-o) + t;(xoo ,o)(, - 70) . (*)

.Eui pinne v8rrand on aga antud idmitameta funktsiooni kujul
P(x,y,z) = 0, siis v3ib 18igu 151(166) IT pShjal avaldade tema
pantuvtasapinne punktis (xo; Vo zo).

Et
B (%0 ,¥0 5%

g (xo 2 'zo)
ja '
£z ,y)= - M,
’ B (Zoa¥p0%,)
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siis omandab wv8rrand () kuju
X, X 9% )- : )
Ze 2= -im (x-xo) M‘—o— (y-,‘o),

CALE NS LY EALC NS TS

millest korrutamisel arvuga F;(xo,yo, z,) Ja kSikide lilkmete
viimisel Uthele v8rrandi poolele saame

B! (X5 Tos 20) (% =X )+ B (X0, Fo, Z0) (=Y ) + B (Xq, Yo, 20) (2 =20) = 0,
mis ongl Ulesannetekogus PR II § 15 esitatud valemina ( 6).

V. MITME MUUTUJA FUNETSIOONIDE INTEGRAALARVUTUS.

theteistkiimnes teema: Kahekordsed integraalid.

GCeomeetrilise ja flilsikalise sisuga llesandeid, mis viivad
kahekordse integraali mdlste loomlsele, Kahekordse integraall
olemasolu teoreem.

Kahekordse integraali lihtsamaid omadusi: lineaarsus integ-

raalialuse funktsiooni suhtes, aditiivsus integreerimispiir-
konna suhtes, alumine ja #ilemine td&ke.

Kahekordse integraali arvutamine rist- ja polaarkoordinaati-
des kahe integraali abil.

Kahekordse integraali rakendamine geomeetriliste ja fillsi-
kaliste ilesannete lahendamisel.

Oppilda BII XII peatiikl 13ignd 167(184) - 172(189), 174(191),
176(194) (viimase n¥ite vdib vHlja jutta), 177(195), 178(I) ja
tlesannetekogust PR II § 19 uMitmekordsed integraalid® n#ited
I - VIII ja lahendada Wllesanded 2222, 2224, 2227, 2229, 2230,
2232, 2234 - 2236, 2240, 2241, 2243, 2227, 2229, 2250, 2252,
2255, 2257, 2261, 2264, 2266, 2268, 2270, 2872, 2275, 2516,
2322, 2323, 2329, 2336, 2338, 2344, 2346.

I3igus 167(184) on hMeti néiidatud, kuldas silindrilise keha
ruumala m33tmisel tekib vajadus kahekordse integreali mBiste
Jirele. Samasugune va jadus tekib ka pal jude muude suuruste md&te
misel hoopls telstes ainevaldkondades nagu fiilsikas, mehhaanikas,
tugevusdpetuses, hildromehheanikas.

Oleks soovitav, et Wlidpilane peale tutvumist kahekordse
integraali definitsiooniga katsuks vdimalikult iseseisvalt
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tuletada kahekordse integraali omadusi, mis on kdsitletud 1%ie
kudea 169(186) ja 170(187).

Kahekordse integraali pulml peab ulibpilane k@igepealt oska=
ma hHstl ette lujutada vBrratustega antud integreerimispiirkonda
ja teiseks-oskema integreerimispiirkonna jdrgi miirata integraa-
11 rejasid. Samutl peab oskama kahekordse integraali rajade abil
leida integreerimispiirkonda mi#ravaid vdrratusi.

Kaheteistkiimnes teema: Joonintegraal.

Geomeetrilise ja fiilisikalise sisuga Hlesandeid, mis viivad
joonintegraali m¥istele. Joonintegraal kaare pilkkuse ja koordi-
naatide jérgl tasapinnal. Joonintegraali lihtsamaid omadusi:
lineaarsus integraalialuse funktsioonl suhtes, aditiivsus integ-
reerimistee (kontuuri) suhtes. Joonintegraali arvutamine tema
tavaliseks integraaliks teisendamise teel., Integreerimistee ku=
just s8ltumatuse tingimused, koordinaatide jHrgl vBetud joon-
integreall puhul,

Oppida B II jurgl XIII peatiki 15igud 18(200) - 183(202),
185(204) = 188(206), (millest ruumikdvera juhtumid vdlja jHtta),
ja lesannetekogust § 20 nJoonintegresal® n¥ited I, III, V, VI
ja lehendada ilesanded 2361 = 2363, 2366, 2363 = 2372, 2380 =
2388,

Nagu nthtud 18igu 181(200), tekib muutuva jdu poolt tehtava
t58 arvutamisel vejadus uue matemaatilise mdiste = jooninteg-
raali jlrele. Joonintegraal osutub tdhusaks uurimisabinduks ka
paljude teiste niéhtuste pulml mehhanikas, elektromehhaanikas,
hlidromehhaanikas, termodiinaamikas ja muudes teadustes.

EKbigepealt tuleb endale hlsti selgeks teha joonintegraali
definitsioon kaare pikkuse jHrgi [181(200)]., Sellest defi=
nitsioonist jéreldub, et joonintegraal kaarepikkuse jHrgi e i
8 8 1%u integreerimistee suunast, sest kaare pikkust vaa-
deldakse alati positiivse suurusena.

Edasi tuleb selgeks teha joonintegraali definitsioon koor=
dinsatide jirgl [183(202)]. Sellest definitsioonist jhreldub,
et joonintegraal koordinaatide jérgi s 6 1 tu b integreeri=~

misteo suunast, sest A xi = 11+1 - xi(VM.Ari = 71+1 w yi)
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(joon. 55). Kul integreerimistee suunda muuta, siis miutub A x,
médrk vastupidiseks.

Suurt tdhclepanu tuleb pithendada tingimustele, mille puhul
joonintegraal el sdltu integreerimistee kujust [185(204), 186
(205)]e Eriti tuleb uurida nimetatud 1dikudes kiésitletud n#ldet

¥ x
s ax + dy.
e it e
Faye 1

VI, READ.

kolmeteistkiimnes teema: _A_r__vread.

Rea koonduvus. Rea summa, Koonduwvuseks tarvilik tinglmus
ja selle tingimuse mittepiisavus Harmooniline rida, Koonduvate
ridade liitmine ja arvuga korrutamine. Koonduvuseks piisavad
tingimused ja positiivsete lijkmetega ridade hajuvus: ridade
vérdlemine, D'Alembert'i tunnus, Cauchy integraaltunnus. Vahele
duvaete médrkidega rida. Absoluutne ja tingimisi koonduvus. Abso=
luutselt koonduvate ridade omadusi: lilkmete iimberpaigutamine
ja gruppeerimine, ridade korrutamine. Leibnizi tunnus vahel-
duvate mérkidega ridade koonduvuseks, rea jélgi hindamine.

Oppida B I jérgl IX peatiilkl 15igud 123(137) = 126(140) ja
lesannetekogu PR II jérgi § 22 yRead” nHited I = X ja Ulles=-
anded 2413 - 2423, 2426, 2427, 2428, 2430, 2432, 2433, 2435,
2438, 2440, 2443, 2444, 2449, 2451, 2453 - 2457, 2459, 2461.

Read osutuvad matemaatilises analiliisis titheks tdhtsamaks
vahendiks nii funktsiooni ja integraali ligikaudsel arvutami=
sel kui ka diferentsiaalvdrrandite lahendamisel, Kuna niil-
sugusteks operatsioonideks sobivad aga ainult koonduvad read,
sils osutubki ridade teooria keskseks probleemiks rea koondu=
vuse v3i hajuvuse kilsimus.

Tuleb selget vahet teha positiivsete liilkmetega rea koon-

duvuse tarviliku tingimuse lim u, = 0, kus u, on rea ild=
n—»ce

liige, je piisava tingimase vahel .
Rea koonduvuse tarvilik tingimus on kiillaldase pdhja-
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likkusega kiisitletud 1oigus 123(137) III, kus on alla kriip=
subatud, et iga koonduva rea pulml on koonduvuse tarvilik tine

gimus rahuldatud; kui aga koonduvuse tarvilik tingims on téie=
detud, sils pole rea koonduvus veel tagatud (harmooniline rida).

Koonduvuse piisavatest tingimustest on 13igus 124(133) peale
ridade vordlemise, D'Alembert'il ja integraaltunnuse kidsitletud

veel Cauchy juurtunnust (II), mida ei ole killl programmis otge=
selt mainitud, kuid mida on mugav kasuteda mdningate tilesannete

lahendamisel.
Vahelduvate mérkidega ridade puhul tuleb erilist tdhele-

panu pbérata absoluutselt koonduvate ridade ja mitteabsoluute

gselt ehk tingimisi koonduvate ridade omadustele, mida on ké=-
sitletud 13ikudes 125(139) ja 126(140).

Nel jateistkilimes teema: Astmeread.

Funktsionaalrida ja tema koonduvuspiirkond, Astmeread.
Abeli teorsem, Koonduvusvahemik, koonduvusraadius, selle leid-
mine D'Alembert'i tunnuse abil, Funktsioon! arendamine astme-
reaks. Funktsiooni Taylori ritta arendamiseks piisavad tingim-
ged, Funktsioonide ex, sin x, cosx, In(l + x), arc tan x ja
1+ x)® Taylori reaks arendused.

Astmeridade liitmine ja korrutamine., Astmeridade integree-
rimine ja diferentseerimine,

- Oppida B I jérgi IX peatiki 13igud 127(141) - 134(143),
Ulesannetekogu PR II Jirgl § 22 sRead" néited XI = XVII ja
lahendada #lesanded 2479 - 2481, 2484, 2486, 2488, 2490, 2491,
2493, 2495, 2497, 2499 - 2501, 2504 = 2507, 2509, 2511, 2513,
2514, 2516 - 2518, (Vaata kHesolsvate Juhendite viienda teema
13ppu.)

Funktsionaalridade puhul on iheks kdige tdhtsamaks mdisteks
rea U htlase koonduvuse mGiste, mis on kiésitletud 13ie
&ds 127(141), Lisaks sealtoodule Vv8iks veel toonitada, et iga
koonduva, kuid mittetihtlaselt koonduva rea puhul on vastavalt
igale £ >0 olemas niisugune naturaalary ‘N, et ‘rN (x) | <€ 1ga
x vidrtuse korral, mis kuulub koonduvusvahemikku, sinult et
igale x viirtusele vastab erinev N vHirtus, Niisiis on arv N
mittelthtlase koonduvuse pulml kahe muutuja x Ja & funktsioon,
fihtlase koonduvuse puhml aga alnult tthe muutuja € funktsioon
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Kul funktsionaalrea liikmed on mingils vahemikus pldevad ja
rida on selles vahemikus Uhtlaselt koonduv, siis vdib teda ni-
metatud vahemikus liikmeti integreerida, See tdsiasl vdimaldab
avaldada iildintegraale, mis pole véljendatavad elementaare
funktsioonldes, funktsionaalridadena (Ulesanded 2516 = 2518).

Funktsionaalridadest on eritli suure praktilise vHidrtusega
astmeread, millele tuleb selletdttu viga suurt tHdhelepanu pid=
rata ja mis on 8pikus [129(143) - 134(148)] killlaldase selgu=
gega kdsitletud.

‘Viieteistkiinmnes teema: Komplekslilkmetega arve- ja astmeread.

- Kompleksliikmetega arvread. Rea summa ja koonduvus. Astmee
rida, tema koonduvusraadius ja -ring. Eksponentfunktsioonide ja
trigonomeetriliste funktsioonide defineerimine kompleksmuutuja
puhul astmeridade abil, Euleri valem,

Oppida BI IX peatiki 13igud 135(150) koos seal toodud n¥i~
detega.

Paljude praktiliste kllsimuste lahendamisel osutub kompleksw
mwtuja funktsioonide kasutamine otstarbekohaseks. Selletdttu
ongl programmi vBetud kompleksliikmetega arve ja astmeread. Uli-
Spilene peab tutvuma eksponentfunktsiooni ja trigonomeetriliate
funktsioonlde vahellste seostega,

Neist kBige olulisem on Euleri valem

eiznooaz+1ainz.

Lisaks 8pikus toodud nHidetele lahendame veel kaks lles-
annet:

Ulesanne 1. Leida In(=l),
Lahendus: Euleri valemi pdhjal on =1 = °(2k':7+‘:)1‘
kus k on meelevaldne tHisarv., Jdrelikult
In (=1) = (2kF+9) 41 = (2k + 1)% 1.
Ulesarme 2, Avaldada Arc tan x logaritmfunktsiooni kaudu.
Lehendus. THhistame Arc tan z = 2z, siis

tan z = x ehk 2inZ _ .

: cos 2z
E
iz -lZ iz -iz
6" = o (e 400 G
sin z = ——m———— a cosg z =
rapi 2 .
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siis x mBn ST
1(912 + e-iZ)
millest
21z _ 1 + xi i
1-x1
Logaritmides saames
z = 3 Ln EL:;EEL.

21 1 wxi

Seega
Arc tanx =é—1;Ln li—ﬁ .

1 e-xi

VII. DIFERENTSIAALVORRANDID.

Kuueteistkimnes teema: Esimest jdrku diferentsiaalvdrrandid.

Geomeetrilise ja fillsikalise sisuga Wlesandeid, mille lahen-
damine toimmub diferentsiaalvdrrandite abil, Harilikud diferentsi-
ealvdrrandid, diferentsiasalvdrrandi jérk, Diferentsiasalvdrrandi
lahend ja integraalkdverad. Esimest jérku diferentslaalvdrrand,
sihivéll, isokliinid. Esimest jirku diferentsiealvdrrandi lahen-
di olemasolu ja ainsus. Cauchy Wlesenne, Uld- ja erilahendid.
Eralduvate muutujatega, homogeensed, lineaarsed ja eksaktsed
(ehk t¥isdiferentsisalides) diferentsiasalvdrrandid.

Euleri meetod esimest jHrku diferentsiaalvdrrandi ligikaude
seks lahendamiseks.

Oppida B IT XIV peatiiki 15igud 192(217) = 194(219) (Hra jit=-
ta viimane n#ide: Bernoullif vdrrand), 195(220, 221) I, 196(222)
(III Ja IV pole vaja 8ppida), #lesannetekogust PR II § 17 nEsi-
mest jiriku diferentsisalvrrandid” nHited I = VII, IX ja lahen=-
dada.ilesanded 1875 = 1877, 1882, 1883, 1885, 1887, 1895, 1899,
1900, 1903, 1906, 1909, 1911, 1913, 1915, 1917, 1920, 1921, 1923,
1925, 1927, 1929, 1934, 1936, 1939, 1941, 1942, 1044, 1946 -
1949, 1960, 1961, 1963, 1965, 1970, 1972, 1973, 2043 - 2046.

Ksigepealt peab #lidpilene endale selgeks tegema mdisted
diferentsiaalvSrrandi jirk, aste, uldlahend Jja erilahend.

Peab silmas pidama, et esimest JEiriu diferentsiaalvdrrandi
puhul v8ib leiduda punkbe, mida el 1#bi antud vOrrandi tikski
integraalkdver, samuti aga v3ib leiduda punkte, mida l#bivad
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mitu véi koguni 13pmata palju integraalkdveraid.
Ndide 1., Diferentsiaalvdrrandist % =X on nidha, et otsie-
X

tava funktsiooni tuletis pole md#ratud tltheski punktls, kus argu-
ment on null. Et antud vdrrandil #ildlahend on y = ¢x, siis on
integraalkdverateks punkti (030) l#bivad sirged, vdlja arvatud
sirge x = O. Seega ldbib koordie r
naattasapinna iga punkti, kus

x # 0iks ja ainult ilks integraal-

]
kdver, punktl (x = C; y # 0) el 1lé
bi tikski integraalkdver punkti /
“/ ,

(0;0) aga kdik, s.o. ldpmata palju \ 3

integraalksveraid (joon 14).
Ndide 2, Nagu kergesti veendu=-

da vdib, on diferentsiaalvdrrandi

y2(1 + y'z) = 3.2 {a > 0) tildlahend

(x =)+ yz = a° ja iseHrane la- Joon 44

hend, s.0. lahend, mis pole tuletatav #ldlahendist, y = Sl

Seega on integraalkdverateks
| vordsete raadiustega ringid,

mille keskpunktid asetsevad
7 W x-teljel, ja kaks x=teljega

/ _» stimmeetrilist sirget, mis on
\ )_; i : : >é f ildlahendiga antud ringjoons
T te puutujateks (joon. 15).
Kuna i{ildlahendist
¢ =xt\|a? = 32, sils 1t

J‘oo-\. 5 bib iga punkti, kus -adly<a,

kaks integraalringjoont, iga punkti, kus y = ¥ a, 1libid ks
ringjoon ja iiks sirge ning punkte, kus y > a vl y'< =g, 01 ld-
bi Ukski integraalkdver, Seega asetsevad kdik integraalkdverad
ribas, mis on piiratud sirgetega y = a ja y = =a.

Unhte antua punkti liébiva integraalkdvera leidmist ehk dife=-
rentsiaalvdrrandi erilahendi leidmist vastavalt antud algtingi=~
mustele nimetatakse Cauchy llesandeks.
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Seltsmetelstkiimnes teema: Telst ja kdrgemat jariu
' diferentsiaalvdrrandid.

-Telst jHrku diferentsiaalvbrrandi lahendi olemasolu ja ain-
sus. Cauchy Hlesanne. Uld- ja erilahendid. Mdnede teist jérku
diferentsiaalvdrrandite lahendamine j¥rgu alandamise vdttega.
Edrgemat jHrka diferentsiaalvdrrandite lahendamine mdningatel
erijuhtumitel. :

Oppida B II XIV peatiki 181gud 199(226) = 200(227), tlos-
annetekogust FR I1 § 18 yKdrgemat jdrku diferentsiaalv3rrandig®
ndited I = IV ning lahendada lesanded 2066, 2068 = 2071, 2073,
2075, 2077, 2079, 2081, 2083, 2084, 2086, 2088, 2089, 2091,
2092.

Teist jérku diferentsiaaslvdrrandi Uldlahend sisaldeb kaks
meelevaldset konstanti, seega esitab ildlahend kaheparameetri-
1list- joonte parve., Uhe kindla integraalkdvera leidmiseks peab
olema algtingimustena antud iiks punkt, mida integraakdver peab
ldbima ja joone siht ehk puutuja tdus selles punktis, s.o.
erilahendi leidmiseks peab olema antud funktsiooni ja funktsi-
oonl tuletise vddrtus antud argumendi vddrtusel.

Kaheksatelstkiimnes teema: Teist ja kdrgemat jérku

lineaarsed diferentsiaalvdrrandid.

Homogeensed ja mittehomogeensed teist Jérku lineaarsed dife-
rentsiaalvdrrandid. Lahendite fundamentaalsiisteem Ja Wronsky
determinant, Homogeense Jja mittehomogeense vdrrandi iildlahendi
struktuur. Teist jérku lineaarsed konstantsete korda jatega di-
ferentsiaalvdrrandid. Karekteristlik vdrrand. Homogeense vdrran-
di Uldlehend.juhtumitel, kui karakter{stlilu vérrandi lahendid
on 1) reaalsed ja erinevad, 2) reaalsed, kuid kordsed, 3) komp=
lekssged. Mittehomogeense vdrrandi erilahend spetsisalsete vaba-
liikmete puhul. Rakendusi lihtsamate vénkumiste ja resonantsi
uurimisel.

Teooria #1ldistamine k3rgemat jdrku vdrrandite jaoks.

L¥bi tostada Spikust B II XIV peatiiki 18igud 202(230) -
205(333), 207(235), Ulesannetekogust FR IT § 18 wKBrgemat jére
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ku diferentsiaslvérrandid" ndited V = XI ja lahendada illes=-
anded 2094, 2096, 2100, 2102, 2103, 2106, 2108, 2109, 2110,
2113, 2115, 2116, 2117, 2119, 2120, 2122, 2123, 2425, 2127,
2142, 2144, 2148, 2150, 2151, 2153 - 2155, 2160, 2162.

Teist ja kdrgemat jHrku linesarsete diferentsiaalvdrrendite
#ldlahendi leidmisel on oluline tdhtsus 1 1 neaarselt
sd31ltumatutel erilahenditel, Dineaarselt sditumatuid
erilahendeid on killlalt pdhjalikult kisitletud 13ikudes 202(230)
ja 203(231).

ks tdhtsamaid 1iike lineaarsetest diferentsiaalvdrrandi=-
test on konstantsete kordajatega lineaarsed diferentsiaalvdr-
randid, mis on kHdsitletud 1ldigus 204(232)., Mittehomogeensest

1ineaarsest konstantsete kordajatega diferentsiaalvdrrandist
on 13igus 205(233) kiésitletud kahte titipi: 1) vabalilkmega

P(x)e® ja 2) vabalilikmega e‘x[Pl(x) cospx + Pp(x) sinpx].

Erijuhtumite kohta,kus @ = 0,on toodud dpikus ndéiteid, mls
tuleb hoolega libi lahendada.
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