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Eessdna.

Matemaatilise fulUsika meetodite kursus on flusikute
Oppeplaanis Uhendusliliks kdrgema matemaatika ja teoreeti-
lise fulsika distsipliinide vahel. Selle kursuse uUksikud
osad on véaljaarenenud ja laiaulatuslikud matemaatilised
distsipliinid, nagu naiteks kompleksmuutuja funktsioonide
teooria, variatsioonarvutus, osatuletistega diferentsiaal-
vOrrandite teooria jne. On selge, et kahesemestrilise kursu-
se jooksul ei saa nende distsipliinide kasitlus olla taie-
lik, vaid on paratamatult valikuline. Seejuures pole alati
voimalik taotleda ténapdeva matemaatikale iseloomulikku ran-
gust, vaid on otstarbekam ka matemaatilisi moisteid ja mee-
todeid kasitleda peamiselt selles plaanis, milles neid hil-
jem fuusika kursustes rakendatakse. Seda laadi eesmarki sil-
mas pidades on kirjutatud ka k&esolev, variatsioonarvutusele
puhendatud vihik. Nii teoreetilise aine kui ka harjutusmater-
jJali esitamisel ja valikul on puitud silmas pidada eelkdige
variatsioonarvutuse rakendusvOimalusi mitmesugustel fulsika

aladel.



Oma ullatuselt Uletab konspekt mbnevOrra programmi ndu-
deid.« Koigepealt on puitud lugejale refereerivas ja kohati
retsepti laadis tutvustada ka fuhktsionaali ekstreemumite
piisavaid tingimusi (8 4), et ta oleks suuteline ilma tdien-
dava kirjanduse uurimiseta lahendama iseseisvalt lihtsamaid
sellealaseid praktilisi Ulesandeid. 8 6 on aga puhendatud
fllsika ja eriti véaljateooria variatsioonprintsiipidele ja
Jaavuse seadustele. See materjal on obligatoorne eelkdige
teoreetilise fuusika erialale spetsialiseeruvatele.

Suurt tahelepanu on konspektis pddratud harjutusmater-
jJalile (ligi veerand kogu mahust), kuna ilma praktiliste tO6-
deta pole mdeldav selliste kursuste pdhjalik omandamine.
Ulesanded on p&hiliselt kolme liiki. K&igepealt on siin too-
dud méningaid taiendavaid kiusimusi ja konkreetseid naiteid
teoreetilise materjali juurde. KOige suurema osa moodustavad
vahest puhtarvutuslikud tGlesanded, mis on méeldud teoreetili-
se pohimaterjali Kinnitamiseks ja tlidpilaste arvutusoskuse
taiendamiseks voi vadhemalt selle hoidmiseks juba omandatud
tasemel. Osa Ulesandeid on aga tdsisema fluusikalise sisuga
Ja nduavad mdningat suvenemist filsika vastavatesse problee-

midesse.



§ 1. SISSEJUHATUS. LIHTSAVMAD VABIATSIOONULESANDED.
1. Funktsionaali mOiste. Naiteid variatsioomilesannetest.

funktsiooni mdiste ei ole killaldane paljude reaalsa-
ses esinevate sdoltuvuste ja vastavuste kirjeldamiseks.
Uneks voimalikuks funktsiooni mdiste Uldistuseks on funkt-
sionaali mdiste. Vajadus selliseks Uldistamiseks tekib ju-
ba klassikalises matemaatikas (naiteks matemaatilises ana-
liUsis geomeetrias) ja see leiab laialdast rakendamist nii
mehhaanikas, optikas kui ka "teistes fulsika distsipliini-
des. Vaatleme kdigepealt paari konkreetset naidet, mis ai-
tavad selgitada nii funktsionaali mOistet kui ka variatsi-
oonarvutuse problemaatikat uldse.

Kogu geomeetrilise optika aluseks on nn. Fermat* print-
siip (1662), mille kohaselt valgussignaal valib Uhest punk-
tist (A) teise B joudmiseks sellise trajektoori, mida
moodda liikudes ta l&bib nende punktide vahelise ala kdige
kergemini, s. o. kdige lihema aja jooksul. Vaatame, kuidas
tuleks seda printsiipi matemaatiliselt formuleerida. Peale

valguskiire alg- ja I0pp-punktide A s (*0;40, 4«) ja



X1l peab olema veel teada keskkonna murdumisnaita-
ja K, ruumipunktide funktsioonina:
K@ K(P)=k( rn .
Olgu nuud Y" meelevaldne tikati sile kéver, mis Uhendab
punkte A ja B Mooda seda kdverat liikudes jouaks val-

gussignaal punktist A punkti B aja Ts-TitF] jooksul:

8 1
tct] = wyoeray T
B 2\ («Iflg
A =— (K(P) dn(P) .
" CA A C-1)

Fikseeritud otspunktide korral soltub integraal T[rj ilm-
selt kbvera Y kujust, me Gtleme, et ta on funktsionaal ko-
verast y . Kovera y analuutiliseks maaramiseks on mit-

meid vOimalusi. Naiteks vdib selleks kasutada kahte funkt-

siooni ¥= ") ja [X) , mis rahuldavad rajatingi-
musi :
,juo) =~. ; fct*o>* 1o ; *1 0-2)

Ja mis méddravad ruumilise kdvera projektsioonid vastavalt
ol - Jja x i-tasandile. Jarelikult viiksime anda funkt-
sionaali (1.1) ka selliselt:

TLEF] = TL jAe9] = - ) i +b X

*0
(1.1¢)

Uues esituses (1.1*) on aeg 7"£y] madratud kahe pideva funkt-
siooniga ja (16igul maaratud igale pide-
vate funktsioonide paarile vastab kindel aja vaartus Tiy,2] ).

Niisuguseid muutuvaid suurusi, mille arvulised véartused sol-
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tuvad Uhe vOi mitme funktsiooni valikust, nimetamegi funkt-
sionaalideks. Kuna funktsioonidele ja nende sisteemidele
saame vastavusse seada kindlad geomeetrilised objektid: joo-
ned tasandil vOi ruumis, pinnad (V0i hiperpinnad) ruumis
(n-médtmelises ruumis), siis raagitakse sageli, et ka funkt-
sionaal on mdaratud teatud liiki geomeetrilistel objektidel:
joontel, pindadel v3i hiuperpindadel (vt. (1.1)).
Valguskiire kuju leidmiseks tuleb vastavalt Fermat*
printsiibile maarata selline punkte A ja 8 (hendav tika-
ti sile kdver, mille korral integraal (1.1) omandab minimaal-
se vaartuse. VOi teisiti oGeldes: 16igul [rQ%J tuleb pideva-
te funktsiooni paaride seast, mis"rahuldavad lisatingimusi
@ .2),valida selline funktsioonide paar, mille korral integ-
raal (1.1%) omandab minimaalse vaartuse. Lahem anallis nai-
tab, et on voimalikud ka juhud, kus valgussignaali levimis-
aeg on statsionaarne vOi koguni maksimaalne. Naiteks ellip-
tilise peegli (peegli pind - pdordellipsoid) korral on aeg,
mis kulub valgussignaali joudmiseks Uhekordse peegeldusega
Uhelt fookuselt teisele, kdigi Uks kord peegeldunud kiirte
jJaoks Uhesugune (T£«y] on statsionaarne), kui aga asendada
peegelduspunktis P pdordpeegli moodustaja (ellips) suure-
ma kbverusega, kuid Uhist puutujat omava joonega, sSiis on
sellise peegli S< korral tegeliku valguskiire jaoks sig-
naali leviku aeg koguni maksimaalne (puutetasandi SA kor-
ral aga ikka endiselt minimaalne (vt. joon. 1). Jarelikult
tuleks Fermat* printsiipi sOnastada veidi Uldisemalt: val-

gussignaal liigub punktist A punkti [ sellist trajektoori
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modda, mille korral signaali levimisaeg on kae minimaalne
vOi maksimaalne vOi statsionaarne. Seejuures on pohilise
téhtsusega siiski ekstremaalse levimisajaga juhud. Niisu-
guseid Ulesandeid, kus
tuleb leida funktsionaa-
li ekstreemumkohad, ni-
metataksegi variatsioon-
ulesannetekse

Teise naitena va-
riatsioonulesannete koh-
ta vaatleme nn. brahhis-
trokroonitlesannet

- lUhim,

~ove>4 - aeg)- See Ulesanne, mille formuleeris 1696. a.
Johan Bernoulli ja mis ilmus sama aasta juunis Leipzigi tea-
duslikus ajakirjas "‘Aeta Eruditorum', mangis suurt osa va-
riatsioonarvutuse tekke- ja arenguloos. Vertikaaltasandil on
antud kaks punkti P ja Pu . Maarata joon, mida m6odda oma
raskusjou mojul hdordu-
misvabalt libisev mase-
punkt jouaks punktist Pj
punkti lihima aja
jooksul (vt. joon. 2).
(Punktis PjJ on mass-
punkt alghetkel paigal;)
Ulesande lahendamiseks

jattis J. Bernoulli taht-



aja pool aastat, kuid selle aja jooksul saatis lahenduse ai-
nult G.W. Leibnitz, neljakuulise pikendusaja jooksul saatsid
lahendused veel tema vend Jacob Bernoulli, I. Newton ja

de I"Hospitale.

Sellest peale algab Oige hoogne variatsioonarvutuse
areng: todtatakse valja uldised meetodid variatsioonarvutu-
se ekstreemumprobleemide lahendamiseks ning neid hakatakse
laialt kasutama eriti mehhaanikas ja hiljem ka teistes fll-
sika distsipliinides. Termini '“funktsionaal” vOttis esimese-
na kasutusele 1903* a. J.S. Hadamard. Vaatamata vordlemisi
pikale arenguajale ei ole funktsionaalide arvutuses veel ole-
mas klassikalise analiisi taoliselt labitéotatud uldisi mee-
todeid. Hasti labi téotatud on pohiliselt varlatsioonarvutus
kitsamas mottes, s. t. funktsionaalide ekestreemumprobleemi-
de lahendusmetoodika.

Nagu toodud ndidetest ndha, on funktsionaali mdiste Oi-
ge analoogiline funktsiooni mdistega. Kuil naiteks Uhe muutu-
ja funktsioon korraldab vastavuse reaalarvude vahel, n-muu-
tuja funktsioon n-méotmelise ruumipunktide ja reaalarvude va-
hel, kompleksmuutuja funktsioon kompleksarvude vahel, siis
funktsionaal J£$(*)] seab igale teatud kindlate omadustega
funktsioonile vastavusse kindla reaalarvu. Piltlikult 6eldes
on funktsionaal funktsioon funktsioonist (nitte ara vahetada
liitfunktsiooniga) . Kaasaegne funktsionaalanallis tegeleb
funktsionaalist veel Uldisemate mdistete - operaatoritega,
mis korraldavad vastavusi meelevaldsetest objektidest koos-

nevate hulkade vahel.



2. Funktsiooni Tuwn-

mn—-muutuja funktsioonide uurimisel on vdga hea kasutada
geomeetrilist interpretatsiooni, mille puhul argumendi vaar-
tuste igale vdimalikule kombinatsioonile vastandatakse punkt
n-mddtmelises ruumis. Samasugune geomeetriline interpretatsi-
oon on kasulik ka funktsionaalide uurimisel, kuna see vdimal-
dab kergesti uldistada méningaid tavalise analllUsi operatsioo-
ne funktsionaalide juhule. Funktsionaali vaatleme sellises
tolgenduses funktsioonina, mis on defineeritud mingis funkt-
siooniruumis vBi selle piirkonnas, funktsiooniruumi punkti
maarab aga iga antud funktsionaali argumendiks kohane funkt-
sioon. Ometi on siin vorreldes mitme muutuja funktsioonide
jJuhuga Oige oluline erinevus. Kui k&iki n-muutuja funktsioo-
ne vdime nende geomeetrilises interpretatsioonis uurida Uks-
koik millise konkreetse n-dimensionaalse ruumi baasil (harili-
kult on selliseks ruumiks lihtsaim - n-md6tmeline eukleidi-
line ruum), siis kdigi mdeldavate funktsionaalide jaoks ei
ole olemas uUhist universaalset funktsiooniruumi. Konkreetse-
le funktsionaali. le vastav funktsiooniruum tuleb valida sOltu-
valt funktsionaali enese omadustest ja imeloomust. Naiteks,
kui on vaatluse all funktsionaal J7j] = é?(x , Siis
on seda loomulik vaadelda kdigi 10igul («.,&) defineeritud
ja pideva | j&“ku tuletisega funktsioonide ruumis; funktsio-
naali J [u] « A<l m korral peab 18igul (n ,X%)
defineeritud funktsioonidel olema ka pidev Il jarku tuletis.

Ekstreemumiprobleemide uurimisel funktsioonide vallas on
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oluline tuletise mbiste, viimane omakorda tugineb piirvaar-
tuse ja pidevuse mOistetele. Seejuures pdhineb piirvaartuse

moiste ruumipunktidevahellse kauguse mdistele. Naiteks arvu-

jJada 1 piirvaartus defineeritaksegi tingimusega, et
iga etteantud kuitahes vaikese t>o0 korral leidub selline
arv NCE£) ,nii et - kui vaid k> NXC). Abso-

luutvaartus P+ | aga kujutabki reaalarvude geomeetrilises
interpretatsioonis arvsirge punktidevahelist kaugust.Ka piir-
vaartuse omaduste tdestamisel ei kasutata tehteid jada {tij
elementideks olevate arwvudega, vaid ainult nende vahede abso-
luutvadrtustega, s. 0. kaugustega. Piirvaartuse mdiste Ulekand-
miseks funktsionaalide valda on tarvis tuua sisse funktsioo-
niruumis kaugusele analoogiline mdiste, mida nimetatakse nor-
miks. Normi mdiste me toome sisse esialgu voimalikult Uldiselt,
s. t. formuleerime esialgu lineaarse normeeritud ruumi moiste.
Lineaarseks ruumiks nimetame meelevaldsete elementide x ,

, b , ... , mida nimetame punktideks, kogtunit R , kus

%
on defineeritud liitmise operatsioon ja korrutamine arvuga,

nii et:

1) ;

2) (>kp+b* x+Cy , 9

3) leidub nullelement, s. t. element 0O , mille korral
X +0xx 1iga '"X6R korral;

4) iga x korral I;idub vastande lement —xfefkI , nii
et x+() -0 R

5 1*x*x iga X 6 R korral,

(CLFfp - suvalised arvud),
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1)) + n% + /~x ;

8) <A(xX+M)r -

Lineaarset ruumi loeme normeerituks( kui igale elemen-
dile X leidub vastav mittenegatiivne arv 11*11 < mida ni-
metatakse elemendi X normiks, nii, et

1) 0% HzO vaid siis, kui X=0 ,

2) l<x| ajt] Hxll,

3 Ix+ 4£ Uxill e WM. *

Lineaarses normeeritud ruumis vdoime kdnelda ka kahe
punkti vahelisest kaugusest, moistes selle all norai ele-
mentide vahest Ux-«j U .

Variatsioonarvutuses on olulisemad jargmised lineaarsed
ruumid:

1) Ruum C , mis koosneb koigist 16igul [n, pide-
vatest funktsioonidest, kus elementide liitmise ja arvuga kor-
rutamise all mdeldakse tavalist funktsioonide liitmist ja ar-
vuga korrutamiste norm aga madaratakse funktsiooni mooduli
maksimaalse vaartusega:

Null *  kcwuc 14(.x)1
Jarelikult on ruumis C funktsioon ~(x) Tfunktsiooni

£ -naabruses, kui tema graafik asub koverat umbrItse-

* Sageli nimetatakse lineaarset ruumi, mille mistahes
elemendi X norm on mittenegatiivne-, ka eukleidiliseks ruu-
miks. On vOimalik vaadelda ka nn. pseudoeukleidilisi ruume,
mille elementide norm vdib olla nii negatiivne kui ka posi-
tiivne .

<* 0eldu on liitmise ja arvuga korrutamise kohta kehtiv
ka teiste ruumide D , O™ ja C,, korral.
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vas ribas, mille laius modda vertikaali on Z t (vt. joon.3).

2) Ruum C*, koosneb 16igul Cn, &3 koos oma 1,2,...,n

jJarku tuletistega pidevatest funktsioonidest. Norm defineeri-

ritakse samuti nagu funktsiooniruumis C” , s. t. seosega

- ualX MY,

Joon. 3.

3 Ruum OA , mis koosneb 18igul C<, &H] koos oma esi-
mese tuletisega pidevatest funktsioonidest. Norm defineeri-

takse seosega:
IM*H = 14 @l +
Aixii’ aixijgr
4) Ruum OK . See koosneb 16igul | ,A-J koos oma 1, 2,
--- , h—jarku tuletistega pidevatest funktsioonidest, mille

norm defineeritakse valemiga
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OQIF= Z. N X K c°Cc*)1
0 KrO tr

Analoogiliselt vdib tuua sisse ka mitme muutuja funkt-
siooni ruumid.

3* Funktsionaali pidevus.

Me nimetame funktsionaali pidevaks punktis
~0O€R , kui iga £>0 korral on olemas selline £>0 ,
nii et j3U] “No] I<t , kui vaid -

Esimesel pilgul ndib, et funktsionaalide uurimisel ja
variatsioonilesannete lahendamisel eriti vOib piirduda ruu-
miga C~ (VOi isegi ruumiga C ) kui uldisemaga kdigist
Ioetlet%ql ruumidest. Kuid juba lihtsaim funktsionaal

on pidev vaid sii"s, kui naabrust
moista ruumi mottes, kuid on katkev funktsiooni”uumis C, .
Lihtsaks illustratsiooniks 6eldule on joone pikkus
Alati leidub antud joone ~dX) "-naabruses ( .a— iI<t>
selline joon * mille pikkus on naiteks 10 korda suu-
rem joone "pikkusest. See aga tdhendabki, et funktsio-
naal ei ole pidev. Variatsioonarvutuses tuleb aga alati vali-
da funktsioconiruum R nii, et meid huvitav funktsionaal
oleks pidev.

Lopuks margime veel, et paljude variatsioonilesannete
korral vaadeldakse funktsionaali mitte tervel funktsiooni-
ruumil, vaid nendel funktsioonidel, mis rahuldavad teatud

lisatingimusi (naiteks l&bivad antud punkte).
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4. Funktsionaali diferentsiaal ehk variatsioon.

Me nimetame funktsionaali diferentsiaaliks ehk
variatsiooniks £J tema juurdekasvu
lineaarset peaosa. Niisiis on variatsioon &J lineaarne
funktsionaal, mis erineb juurdekasvust [3 argumendi juurde-
kasvu ~ suhtes teist vOi korgemat jarku vaikese auuruse
vorra:

L OLU - SO Li] +ACM Hfcil, (1e3)

kus ACk3 O ,kui ERIN 0.

Funktsionaali L me nimetame aga lineaarseks, kui
ta on:

1) pidev,

2) igasuguste funktsioonide ™ ~ ~  korral kehtib
seos LtBn+ixJ - LC Jhl*a] ja

3) iga korral U*H=*LUJ (o - meelevald-
ne arv). n
n Lineaarsed on nditeks funktsionaalid
JaM 1U*> -k («(=<) - fTikseeritud funktsioon).

JL
Kui funktsionaali variatsioon on olemas, siis ta on maa-

ratud iheselt. Oeldus veendumiseks peame eelkdige silmas, ct
kui CL ||<’3|I on lineaarne funktsionaal ja Kk LLA
siis LtU 20 < Oletane, et funktsionaali variatsioon ei

* Seda on kerge pbhjendada véaitevastaselt. Olgu naitek;
L[Ao3-A*° | siis vittes ~ - JLt , saame J*. LL 3 _

- +0.
K-» Q0 NKown loll



ole Uheselt mdaratud., s. t.
aacn =fdcn +a4U3 i in

Ja
A3 it =fjuJ* AMCU pkiif

kus *fCnN ja on kaks lineaarset funktsionaali ning
£ENA<Ul =0 ja f- AtU3=6. seega

utL>0 nn*o
NCO=(AxU1l-A<Ul)H*M

on i suhtes vdhemalt teist jarku vaike. Kuna "C£3

] _ _ crnz Il
on ka lineaarne funktsionaal, mille korral _ VBU
illi- 10 K3

s ALlcI-ANC*3) » O t siis peab ta olema

nW-*o
identselt null.

5. Funktsionaali ekstreemuml tarvilikud tingimused.

Meenutame kdigepealt n-muutuja funktsiooni ekstreemum-
koha definitsiooni. Me Utleme, et n-muutuja funktsioonile
fcp; on punkt p#* (/7 *x )™ x*) ekstreemumkohaks, kui
leidub punkti PO selline Umbrus 9 , milles [OAp =
=F(P)—FiP© (PE£ «") sailitab marki. Kui AF £0 ,
siis on tegemist miinimumiga, kui AF £ 0 , siis maksimu-
miga.

See definitsioon on rakendatav ka funktsionaalidele,
kusjuures eristatakse tugevat ja ndrka ekstreemumit. NOrga
ekstreemumi korral sailitab [ 0= marki, kui lu-
batud funktsioon *1) asub "*(X) 1 -naabruses ruumi 0O~

normi mottes, s. t. 1I™-ijjI™ cl . Tugeva ekstreemumi kor-
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rai sailitab A O marki k3igi funktsioonide "JO) korral.
Mis asuvad funktsiooni *I#(X) mdnes t -naabruses ruumi C
normi mdttes, S. t. < t

On selge, et iga tugev ekstreemum on samal ajal ka ndr-
gaks ekstreemumiks. Toepoolest, kui N« "IN < €, sils on
ammugi rahuldatud ka tingimus HA 1< 1 - Kui aga nuud
A3 sailitab marki kdigi nende funktsioonide korral, mis
rahuldavad avaramat tingimust - efis a3 saili-
tab marki ka nende funktsioonide ~Cf) korral, mis rahulda-
vad kitsamat tingimust - Tuleb markida, et ndr-
ga ekstreemumi leidmine on tunduvalt lihtsam tugeva ekstree-
mumi  leidmisest. See on seotud sellega, et enamik variatsi-
oonarvutuses kasutatavaid funktsionaale on pidevad ruumis
(vt. 3), samal ajal aga ei ole need funkteionaalid enam ul-
diselt pidevad ruumis C .

Teoreem. Selleks, et funktslonaalil oleks ko-
hal * yo ekstreemum, on taivis, et ta variatsioon, (kui
see on olemas) saaks nulliks kohal ~ »e. t.:

SJi = O.
TOestuseks vaatleme lliolr_llk)lieetselt miinimumi juhtu. Vasta-
valt miinimumi definitsioonile
U >1O1
kui H*J4 on kullalt vaike. Variatsiooni definitsiooni ko-
haselt aga
=S3U] +ALniiM>
kus ACN1 ® ,kui B O _Kui &JL™3 "0 , siis kul-

lalt vaikese A. korral madraks vahe A3 margi esimese liik-



me, (s. o, pealiikme) mark. Teiselt poolt aga teame, et <&J
on lineaarne funktsionaal ja selleparast

Jam =-£ 3un,
jJarelikult vdib juhal S 3C_.H¢pO olla vahe 43 nii pooi-»
tiivne kui ka negatiivne, s. t. funktsionaalil ei saa siis
olla ekstreemumit.

Matemaatilise anallusi kursusest tunneme lisaks ekst-
reemumi olemasolu tarvilikule tingimusele ka veel piisavat
tingimust, mis on seotud funktsiooni teise diferentsiaali
margiga. Analoogilise probleemi kasitlus funktsionaalide val-

las on aga tunduvalt komplitseeritum.

6. Variatsioonarvutuse pdhilemma.

Vaatleme lineaarset funktsionaali

LLIT » Jft*) *<*) D (@)
kus on Idigul pidev funktsioon. Variatsioon-
arvutuse pohilemma véaidab, et kui funktsionaal (1.-4) on null
iga funktsiooni &(*) korral, mis on Idigul pidev koos

oma esimese tuletisega ja rahuldab aaretingimusi R.CO =

=1 = 0 , siis on funktsioon £<*) identselt null 10i-
gul [clJGJ .

Toestuseks oletame vaitevastaselt, et 18igul (A, .f)
leidub punkt %=C nii, et (n<c< ). Konk-
reetsuse mottes olgu f (0>0 . Funktsiooni ) pidevu-
<. tottu leidub 16igul CL, niisugune punkti C Umbrus

re ,h ] ,kus {(=*>£ . Valime nuud funktsiooni £(x)
Jargmiselt
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On kerge veenduda, et selline funktsioon on pidev koos
oma esimese tuletisega ja rahuldab seega lemma tingimusi.

Funktsionaali LC4 Jaoks saame aga:

U B = F SE)GT“*IXK~b)K ¥ * °

=

Saadud jéareldus on vastuolus lemma tingimustega ja seega
meie vaitevastane oletus ei saa olla dige.

Variatsioonarvutuse pohilemmat on voimalik tldistada
kahes suunas: 1) vOime kitsendada funktsioonide hul-
ka, nbudes funktsiooni *<*) ja tema tuletiste pidevust
kuni jarguni n ¥ 2 (tdestada iseseisvaltl), 2) Ivﬁime ule
minna ka kordsetele integraalidele (mitme muutuja funktsioo-
nide juht).

Nii nditeks tuleks kahekordsete integraalide korral
see lemma sGnastada jargmiselt: kui integraal (lineaarne
funktsionaal)

LCII*.015

kus on piirkonnas D pidev funktsioon, saab nul-
liks iga funktsiooni ~.(*1) korral, mis on piirkonnas D
pidev koos oma esimest jarku osatuletistega ja piirkonna ra-
jJajoonel Y on null ( = 0 ), siis peab funktsioon
fi«,,) olema identselt null kogu piirkonnas D

TOestuseks oletame, et e Siis peab leiduma



niisugune punkti (J, U ) naabrus (vaike ring Cj raa-
diusega f ja keskpunktiga punktis ($ ,” ) ), milles
pidevuse tottu on sanuti {(*(Q) * N < Lemma tingimus LCOsO
pole nild aga taidetud, kui valime funktsiooni & (=) jarg-
miselt:

r O, valjaspool ringi Co
K*,u) * <

-J1]4, ringis Cy

7* Lihtsaim varlatsioonulesanne. Eulerl vorrand.

Yaatleme funktsionaali

tr
=J , .5
koa on pidev kolmemuutuja funktsioon ning omab pi-

devaid osatuletisi kuni jarguni 2 (kaasa arvatud). Leiame
"nutd koigi fanktsioonide ™ >k” X) hulgast, mis on 18igul £%,4]
pidevad koos oma esimest ja teist jarku tuletistega ja rahul-

davad aaretingimusi

, ) B, a.e)
sellise, mille korral funktsionaal (1.5) oleks ekstremaalne.
Hagu nagime viiendas punktis, on selleks tarvilik, et otsi-
tava funktsiooni korral oleks null funktsionaali JL4J
esimene variatsioon £3 . Esimese variatsiooni arvutamiseks
anname funktsioonile 4] (x) jJuurdekasvu &(x) . Selleks,
et ka naaberfunktsioonid <|*(X) * "O)+I1£¥)rahuldaksid funkt-

20 -



sionaali (1.5) argumendile pealepandud tingimusi, peab 4 (X)
olema pidev koos oma esimest ja teist jarku tuletistega ja

16igu otspunktides olema null (vt. tingimusi (1.6)):
fc@ = kiL) =0 . A 6»)
Leiame nuid funktsionaali 3 juurdekasvu lineaarse osa:
* JLF (X, ,mj-tix) - £, J,y")d -
%
» 111 tLFM(*,<J'1 A + Fy(«]™y") &'(*)] ilx +

+ korgemat jarku liikmed.
Ekstreemumiks on tarvilik, et

S3* *WJ«u=o0. 0.7)

Integreerides teist liiget ositi ja arvestades rajatingimusi
(1.6*%) saame:

J
Sj « - 1J- fcc*;4*=o0. (1.70
murksuluavaldis (1.7")» mis sisaldab funktsiooni F esimest
ja teist jarku osatuletisi ja funktsiooni ~(*) koos esimest
ja teist jarku tuletistega, on meie poolt tehtud eeldustel pi-
dev funktsioon argumendist X < Selleks, et integraal (1.71)
oleks null iga funktsiooniruumi kuuluva ja tingimusi

(1.6™) rahuldava JU*) korral, peab variatsioonarvutuse po-

hi lemma kohaselt olema avaldis nurksulgudes null:

y) =0+ (1.8
Vorrand (1-8) on teist jarku harilik diferentsiaalvdrrand.
Teda nimetatakse Eulerl vidrrandiks (L. Euler, 1744. a.) _.Eunkt-
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sionaali Euleri vorrandi integraalkdveraid nimetatakse selle
funktsionaali ekstremaalideks. Niisiis, ainult oma ekstremaa-
lidel vbib funktsionaal (1.5) saavutada maksimaalset vOi mi-
nimaalset vaartust. Euleri vorrandi (1.8) kui Il jérku vor-
randi Uldlahendis erinevat kahte meelevaldset konstanti saa-
me maarata rajatingimustest (1.6).

Tuleb markida, et Euleri vdrrandite (1.8) tuletamisel
me eeldasime ka funktsiooni jj( teise tuletise pidevust,
kuna funktsionaal at,a on maaratud koigil funktsiooniruu-
mi  Qy funktsioonidel. On aga v@imalik ka pdhilemmat nii Gl-
distada, et tingimusest (1.7) jéareldub Euleri vorrand (1.8)
ka siis, kui eeldame ainult funktsiooni (Ja ka *C )
kuuluvust funktsiooniruumi (vt. ulesandeid 1, 2). See-
Juures osutub, et lahendikdveral on pidev 1l jarku tuletis
siis, kui koigis selle kdvera punktides (@ , "X) )

Fvv *0 (Glesanne 3).

8. Euleri vorrandi lahendusvotteld lihtsamatel
erijuhtudel.
ir
a 3Lijl = JFC*~")H)o . 1.9
€3]

Euleri vorrand on nuud vaga lihtne:

I P70

ja Uks kord kergesti integreeritav:

FVv = ¢Cc =
Lahendades saadud vorrandi suhtes, saame

t’= f c*"c) >
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kust 4 on leitav integreerimise teel*
* ir
b) - J @.9
Euleri vorrandi

ANCAFVEFTIrAII'-Fyv
esimese integraali voib leida kergesti. Selleks korrutame

Euleri vOrrandi vasakut poolt suurusega ~ 1

F-~"FV = C.
C) Kui F ei soltu N tuletisest, siis on Euleri vOr-
rand harilik algebraline v0i transtsendentne vOrrand, mis mai-
rab Uhe vBi mitu kdverat. Viimased ei pruugi tldjuhul rahul-

dada &aretingimusi (1.6).
d) * 5 F(N) CiIX . @edn)
Euleri vbrrand JL—JE&2 y"1=-0

viib siin lihtsale alternatiivile, kas

. 4y
VvOi -
ij"C~ o0
Esimene vorranditest on rahuldatud, kui NG5 tkus

»cs on funktsiooni “F(»j1) nullkohaks ja seega uevtgX+C,, .
Teise vOrrandi integreerimisel saame lineaarse funktsiooni

< - Cx +
See ongi Euleri vorrandi Uldlahendiks, kuna esimene alterna-
tiividest viib vaid lineaarse funktsiooni Kkitsamale erijuhule

konstandi C rangelt fikseeritud vaartustega.

- 23 -



9. Varlatsioontuletla.

Variatsioontuletise mdiste on osatuletise mdiste loomu-
likuks Uldistuseks. Selleks vaatleme lihtsaimat funktsionaa-
1! Ir

3U3 = S F( etx a#s)
A
ja teostame koigepealt Ulemineku variatsioonilesandelt 16p-

likule harilikule vorrandisisteemile. Jaotame I10igu («,£m)

punktidega s aee s n+l osaks. Lihtsuse mottes
vOtame osaldigud vordsete pikkustega. Lisaks tahistame veel
«t-aa. ja X ja OX* . Niud asendame si-
ledad koverad murd joonega, mille tippudeks on punk-
tid (** Yt (< * M)t oo » ecee o

( )= Sellisel juhul vBime funktsionaali (1.5)

asendada ligikaudu summaga

( 4* Ja on fikseeritud aaretingimustega (1.6)).

7
Vaatleme osatuletist —’i—J— S

iHifc °© AX e oc.
»3 . - FV ) 5e
Suhte ——  piirvaartust jaotuspunktide arvu Kk tokesta-

matul kasvamisel, mis toimub nii, et iga 16igu pikkus ligi-

neb nullile, nimetataksegi funktsionaali variatsioontuleti-

seks funktsiooni jargi punktis ja tahistatakse
(| 1

simboliga s 1
h
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r Ik

Alt—0 p
Margime siinkohal, et avaldisel AX f1 =mAxJykon lihtne
geomeetriline tdhendus - pindala, mis jadb antud murdjoo-

ne ja punkti ( O, A< ) nihutamisel punkti ( XK ,
tekkinud uue murdjoone vahele (vt. joon. 4). Toodud asjaolu

Joon. 4.

silmas pidades vBime anda ka variatsioontuletise Uldisema de-

finitsiooni:

S3

SN Ix=af* pan-+o (1-10%)
kus 04 on kdveratega ™ a M)+ fUX) ja piiratud pin-

dala. Piirprotsess tuleb teostada nii, et nulliks ldheb ka
HUic)ll ja et see I0ik, millel &) 0 , tOmbuks kokku
punktiks 9CO e Sellisel juhul defineerib piirvaartus (1.10)
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(kui ta on olemas) variatsioontuletise punktis *e . On
kerge ndha, et variatsioontuletise korral kehtivad anallisi
kursusest hasti tuntud diferentseerimiseeskirjad.

10. Euleri vorrandite invariantsus.

Cartesiuse ristkoordinaatide asemel vdime tasandil
kasutada ka koverjoonelisi koordinaate <wV < Molemad koor-

dinaatsiusteemid on seotud omavahel teisendusvalemitega

X =X (o, m ,

4 = y (Qr> >
kus funktsioonid a@4#r) ja ~.(.4%V) on Uhesed ja pidevad

(1.11)

koos oma esimest jarku osatuletistega ja rahuldavad tingimust

dpe X

Trmr

Mre9m o .11
9@ oA

(Tingimus (1.11*) garanteerib Uksihese vastavuse punkti vana-

de ja uute koordinaatide vahel.) Uks ja sama kdver avaldub

kummaski koordinaadistikes erinevate vdrrandite abil:

jJja nr= A¢n) (ilmutamata kujul @.,v) = "jt*x /] )-
Muutujate vahetuse (1.11) vdime teostada ka funktsionaa-

lis (1.5), mis muutub sellega funktsionaaliks funktsioonist

vVt at(w) : £

= J 7™ QU /A, ) =

an QT /M.
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Naitame, et kui funktsioon ™ =7YX) rahuldab funktsionaa-
i (1.5) Euleri Vorrandit, siis sama kdverat koordinaatides
"UJV maarav funktsioon 4y) rahuldab funktsionaali
(1.12) Euleri vorrandit.

Toestuseks kasutame variatsioontuletise mdistet. Tahis-
tane koveratega y ) ja y* E£()u-WU) piiratud
X §, -tasandi pindala simboliga An . Muutujates on
need kdverad madratud vastavalt funktsioonidega K- 4#) ja
T -v(n.) -a §(4a2) , nende poolt piiratud pindala aga téhista-
me sumboliga A 0” .0On teada, et Idopmata vaikeste pindalade

suhe avaldub jargmiselt:

19X 9Xx
/ﬁl Q@ = (0 0) .
€1
_ fr _ _
Kuna funktsioon rahuldab funktsionaali 3£7N\1
Euleri Vvorrandit, siis
Jo-to n
Siit aga jareldub, et ka
N = O
'D'<r_»o N N
Jarelikult rahuldab ka funktsioon funktsionaali

(1.12) Euleri vorrandit, ehk teisiti Oeldes: ekstremaal jadb

ekstremaaliks, sOltumata koordinaatsusteemi valikust.
Toestatud teoreem lubab teha Ulesannete lahendamist liht-

sustavaid muutujate vahetusi juba funittsionaali defineerivas

integraalis (vt. Ulesanne 8).
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Olesandeid 8§ 1 _juurde.

1. Toestada jargmine lemma: I0igul C<,W  pidev funkt-
sioon on konstantne, kui integraal
7
on null iga funktsiooniklassl C< kuuluva funktsiooni
korral, mis rahuldab aaretingimusi KM X M > = 0.

Markus: Lemma tingimuste pd&hjal
tr

@
Q

iga 18igul C d, &r ] pideva funktsiooni korral, kui vaid kons-
tant c on valituc™ii, et

=0,
8. t. * £
no -k fS-ix) Nnc

&-a J
Valemi (1) pohjendamiseks arvestada, et igat 16igul C.afAJ
pidevat funktsiooni vBib anda summana 00 —/100 *» ,
kus JM® ) dJ»0 , Funktsiooni A(*) vOib aga samastada
funktsiooniga &'(©) (sest iy~ 0 ). Lemma tdestu-

seks tuleb I0puks valemis (1) votta konkreetselt ~(*) =
=&CW)-C .

2. Toestada jargmine lemma: kui
tr

N -° (1)
iga funktsiooniklassi C4 kuuluva funktsiooni korral, mis

rahuldab tingimusi fu.)=«.() = O , Ssiis on funktsioon
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ir¢) diferentseeruv funktsioon ja a@-/HX) O . Selle
lemma pbéhjal jareldub Euleri vorrand (1.8) ekstreemumi tarvi-
likust tingimusest (1.7), kui eeldame funktsioonide y(*) ja
) kuuluvust ainult funktsiooniklassi C«

Markus: Integreerides esimest liiget ositi vOime valemi

(@) esitada jargmisel kujul:

tx=0,
J
kus MC*)= - Eelmises Ulesandes tdestatud lemma pdh-
jal aga t{)-X*) = const .
3. Naidata, et Euleri vOrrandi (1.8) lahendil on
ka pidev teist jarku tuletis koigis punktides » bis

Fyy (*.UW'VWA* 0 -

Markus: Toestuseks vaadelda piirvaartust

dt ‘=x14"
AX~*0 A* A-K-+0 N =
See piirvaartus on olemas ja Euleri vorrandi pohjal vordub
osatuletisega F, ( Fy ) t jarelikult on olemas ka

piirvadrtused igast liidetavast eraldi.

4. Lahendada esimeses punktis formuleeritud brahhisto-

kroonitlesannee
Markus: Koguenergia — a1l jaav ja alghetkel
vOib teda lugeda nullike, seega V= ja
Ttyrt] = -£=m J / H 1 cu, 1]
* 1 B 4 \Y (€))
¢) =0 , Uu) =

(punkt R, on vOetud koordinaatide alguseks, x -telg on

suunatud horisontaalselt ja —telg vertikaalselt alla,
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punkt M ) (vt* joon. 2, Ik. 8).
Kuna on tegemist juhuga (1.9%), on Euleri vdrrandi esi-

mene integraal kergesti leitav

*N+ V. X)y = G4. @
Vorrandi 18plikuks integreerimiseks ja eriti lahendikdvera
geomeetriliseks tdolgendamiseks on otstarbekas tuua sisse pa-

rameeter b , vottes

r ast . (©)
Valemitest (2) ja (3) saame
= C4 * ()
Seoste () ja @) abil leiame funktsiooni xCt) , pidades
silmas, et y”
<<*x= - i t**;
x(H= C, (4- +C4 . (5)
Aaretingimuse pohjal =C ja tahistades veel 2,-t-T
saame I16plikult
x - N (c N = *phe C1 - N T3

Lahendiks on niisiis tsiukloid, s. o. joon, mida Kirjeldab
libisemiseta mooda x- -telge veereva ringjoone fikseeri-
tud punkt (vt. joon. 5).
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Ringjoone raadius _;L, tuleb valida nii, et tekkinud tsik-
loid labiks ka punkti Px e

5. Leida kdver, mille poorlemisel Umber X -telje te-
kib minimaalse kilgpindalaga potrdkeha (vt. joon. 6). Kdve-
ra otspunktid P<*(@a/"ja P» =C™on fikseeritud. Lahemalt

Joon. 6.

analuisida juhtu, kus Pi on koordinaatide alguspunkt.

Markus: Punktsionaaliks on poordkeha pindala
StCx)] *il? J ax. .
Euleri vérrandi esimene integraal on juhu (1.9%) psh-
jal kergesti leitav
C.

Selle edasiseks integreerimiseks kasutada asendust
Vastus: Lahendikdveraks on aheljoon:
oc=C4t4-ct T Ci ftXt

6. Lahendada jargmised variatsioonilespjaded:
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af ac”cus * Xt<y>1- ? * J ; 1 <»>*«; NMF) *-»;

4
b) St X+1i*y] d*; JO=o; 1»
C) 3c/b3 = [(P+1*4 Y)<i*; *, mjt«)-8;
a J[Eiwi =S (*l-y-24 Y ,<(x™ *@,=z;
e) Jt'jiol = J[ti + JIW **/ gW * v
) oCuc=>]1=J ; mjCo) = o; = je N
» t
Vastuss a) = ; b) X N

c) integraal ei sOltu integreerimisteest, variatsioonules-
andel ei ole mitet;
d) pidevate f?wktsioonide hulgas lahendit ei leidu;
/s
e J=-x T +x;
D +(%-4) »4

7. Leida jargmiste funktsionaalide ekstremaalid:

.
a) J[ubCx)J « JF cU ;
0 T< V
«.
b) JCM*) = | Ur+/~r-“24 x) AX ;
K
0) = f-s”pu~x .



Vastus: a) Crth 4.Cx ) j

b) kAkk N j
QNN L5-Che ]
8. Leida jargmiste funktsionaalide ekstremaalid, teos-

tades enne integraalis sobiv muutujate vahetus:
LS .
a OM = p/fLHhCECH) A¥)

ri .

p* C44 Y’ 3*
© 3t,»]= 1 c*-yu-i>

Markus: a) minna Ule Cartesiuse koordinaatidele,
b) minna Ule polaarkoordinaatidele,

C©) tuua sisse uued muutujad

* * >

YT
4 - X+ 14,



§ 2. LIHTSAIMA VARIATSIOONULESANDE ULDISTUSED.

1. Funktsionaaljd. mitme tundmatu funktsiooniga«

Uurime nild ekstreemumi tarvilikke tingimusi mitmest

funktsioonist sOltuva funktsionaali
tr

korral (vt. ka nait. funktsionaali (1.1%)). Nagu varemgi

@ 1,7)» eeldame, et funktsioon F on pidev koos oma esi-
mest ja teist jarku osatuletistega. Leilame nuud, milliseid
tinginusi peavad rahuldama funktsioonid , mis tee-
vad funktsionaali (2.1) ekstremaalseks. Seejuures eeldame,

et funktsioonid ja nende esimest ja teist jarku tu-
letised* on pidevad 18igul [, (funktsioonid ytt%) kuu-
luvad funktsiooniruumi  Cr ) ning nad rahuldavad &aretin-

gimusi
* A,

4;U) = Bc . (r.1)

* Nagu_juba 8 1,7 10pul mérkisime, vOib pbhilemmat ka

siin nii taiendada, et funktsioonide _ teist jarku tu-
letiste pidevust pole tarvis eeldada, faid et see osutub ja-
relduseks tingimustest ¢ O (vt. ka ulesanded 1-3, § 1),

Y



Geomeetrilisest aspektist vaadates on meil tegemist
funktsionaaliga, mis on defineeritud (HH) -dimensionaal-
ses ruumis punkte a0, Ar,=, ) ja Pv =

Uhendavatel siledatel koveratel

Analoogiliselt varem vaadeldud lihtsaima variatsioon-

ulesande juhule (81,7) leiame funktsionaali (2.1) esime-

se variatsiooni

@-3)

Kuna funktsioonide variatsioonid RACX) on Ukstei-
sest sBltumatud, siis viime Uhe variatsioonidest (naiteks
4*) ) valida meelevaldselt, teised aga votta nulliks.
Ekstreemumi tarvilikust tingimusest &3 =0 jarelduvad see-

ga seosed
tr (

J(F* + Q.9
o

Analoogilisest tingimusest (1.7) léhtudes saime lihtsaima

variatsioonilesande (1.5) korral ekstreemumi tarviliku tin-
gimusena funktsionaali (1.5) Euleri vdrrandi (1.8). Siin ags
saame funktsioonide madramiseks susteemi W, Euleri

vorrandist

~57 Fupr =0/ = 2.5
SUsteemi (2.5) uldlahend sisaldab 2 meelevaldset konstan-

ti, mille mdaramiseks tuleb kasutada Z k a&aretingimust (2.2).
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2. FunktsionawH d kbrgemate tuletistega»

Lihtsaima variatsioontlesande teise voimaliku Uldistu-
sena vaatleme juhtu, kus funktsionaal sisaldab funktsiooni
o) korgemaid tuletisi (kuni jarguni kv (kaasa arvatud)):

-
Aa. . @.6)

Funktsionaali (2.6) korral voime formuleerida jargmise vari-
atsioonulesande: kdigi 18igul («.,/<) funktsiooniruumi P*.
kuuluvate funktsioonide (™) hulgast leida selline funkt-

sioon, mis rahuldab &aretingimusi

JEAY N - Bow
<ju) - B#
@.7n

Y* *h pAua> yyleb)- B..,
jJa muudab funktsionaali (2.6) ekstremaalseks.

Siingi lahtume ekstreemumi tarvilikust tingimusest
£3-0 , kus esimese variatsiooni leiame tavalisel viisil

kui funktsiooni juurdekasvu lineaarse osa. Seega

$3 = i[F,Jt+ Fy *>__.+ F~> 3 (38
kusjuures funktsioonid JU*) kuuluvad funktsiooniruumi
C*, ja rahuldavad homogeenseid aaretingimusi
KCH= &= ..x \ ) *&0 s e ..« \Dso (.9
*

Integreerides avaldises (2.8) esinevaid liikmeid .fF4>>o
i

N
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IC korda ositi ja arvestades lisatingimusi (2*9) saames

ItF,+E(-«"“~J£ Ftf,,I».(*)<<*- 0 . .89
0, « KC» * T,
Kui eeldame, et funktsioon F |]on pidev koos oma
osatuletistega kuni jarguni un +4 (incl.) ja an

pidev koos oma tuletistega kuni jarguni £+ , siis pohilem-
ma (8 1, 6) abil jbéuamegi nn, Euleri-Poissonl vorrandile
funktsiooni maaramiseks
Fu + «2"1 %K F?Q(, = 0. .10)

Vérrand (2.10) on Xk -jarku diferentsiaalvorrand ning tema
uldlahend sisaldab X meelevaldset konstanti. Nende maara-
miseks tuleb kasutada lisatingimust .7).

LOpuks margime, et siingi on voimalik pdhilemma sobiva
uldistamise teel jouda tingimuselt (2*8) otseselt Euler-Pois-

soni vorrandile (2.10), eeldades ainult funktsiooni ja

tema esimest, teist,...) * -jarku tuletiste pidevust.

3. Punktsionaalid mitme muutuja funktsioonidest.

Vaatleme niidd jargmist variatsioonulesannet: kdigi piir-
konnas D defineeritud funktsioonide 2(xt") seast, mis

piirkonna D &arel y omandavad etteantud vaartusi

ly ~ f ¢"1* 2-11)
jJa mis on piirkonnas O pidevad koos oma esimest ja teist

jarku osatuletistega, leida selline funktsioon ,

mille korral integraal
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- Jy /[ NV/»X(F"3>>"V ™)) S xXB Q.12)
omandaks ekstremaalse vaartuse.

Nagu teame (vt* 8§ 1, 6), on sellise funktsiooni bB-CXtY)

korral null funktsionaali (2.12) esimene variatsioon. Seega

<53*- YN* My «° 2.13)
Selleks, et ka naaberfunktsioon 1 * = £ £, rahuldaks ees-
pool loetletud tingimusi, peab funktsioon olema
piirkonna D aarel null;
=0 > 2 .11»)

ja piirkonnas D pidev koos oma esimest ja teist jarku osa-

tuletistega.
Kasutades Greeni valemit:
n ( f r = SM"AXi-QJ))
D 1 tr

(funktsioonid P ja di peavad olema piirkonnas D pide-

vad koos oma esimest jarku osatuletistega) ja &aretingimust

(2.117) saame:

N &+ Ve
= %



Seega

JJ ) YUx) Mr4r o.(2.13-)
D I«

Variatsioonarvutuse pohilemma pShjal saamegi siit nn. Euler-

Ostrogradski vorrandi

(©On eeldatud nagu varemgi», et funktsioon F ja tema esimest
jarku osatuletised on pidevad.) Vorrand (2.14) on osatuletis-
tega diferentsiaalvorrand, lahendi konkretiseerimiseks tuleb
arvestada, et funktsioon peab piirkonna D &arel
omandama etteantud vaartusi (2.11).

Geomeetrilisest aspektist vaadates on antud juhul tege-
mist funktsionaaliga, mis on madratud ruumilistel pindadel,
mi3 l&bivad antud kdverat ruumis (selle kbvera projektsioo-
niks tasandile on piirkonna D &irejoon , kdver ise
on aga maaratud vorrandiga (2.11).

LOpuks margime, et kaesoleva punkti tulemused on kerges-

ti Uldistatavad -muutuja funktsioonide juhule: selleke,
et funktsioon f(* X ) teeks ekstremaalseks funktsio-
naali

0CFCI™; Xx0J* Je=1.

Fiizajl Qe ot/
peab ta rahuldama vorrandit:
r -£ ja JLL = o . .15-)
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Samuti on vdimalik kombineerida kdesoleva punkti tulemusi
kabe eelmise punkti tulemustega ja formuleerida ekstreemumi
tarvilikke tingimusi funktsionaalide jaoks, mis s6ltuvad
mitmest mitme muutuja funktsioonist ja mis sisaldavad nende

funktsioonide kdrgemat jarku osatuletisi.
4* Isoperimeetriline varlatsloonilesHrma -

Lihtsamas variatsioonulesandes oli lubatud kdverate

vOi funktsioonide klass maaratud pidevuse nduetega ning aare-
tingimustega. Vaga sageli esinevad rakendustee ka juhud, kus
lubatud funktsioonid peavad rahuldama integraalikujulist li-
satingimuste Selliseid variatsiooniilesandeid nimetataksegi
isoperimeetrilisteks Ulesanneteks. Nimetus "isoperimeetrili-
ne Ulesanne*™* (s. o. Ulesanne fikseeritud Umbermdddu ehk pe-
rimeetriga) on seotud jargmise konkreetse probleemiga: koigi
sama pikkade pidevate kdverate hulgast leida selline, mis
piirab suurimat pindala. Kuna kinnist kdverat on kdige muga-
vam anda parameetrilisel kujul: x-xtt) , (4Lij.)
siis kitsamas mottes isoperimeetriline Ulesanne seisnebki

kahe sellise pideva ja diferentseeruva funktsiooni XC+) ja

maksimaalseks ja mis rahuldavad samaaegselt tingimust
*
Jd = const, (.16»)
a



kusjuures ja * @*16)
Analoogilise Ulesande voime formuleerida ka Uhe tund-
matu funktsiooniga: leida kahte punkti F] ja P% uhendav

antud pikkusega A koéver if t°Cx) , mille korral kdverjoo-

nelise trapetsi P< (vt. joon* 7) pindala oleks eks-
tremaalne. Siin on funktsionaaliks pindala
n_
S5£*(*N - .10
Joon* 7.

funktsioon ~(X) peab aga rahuldama nii aaretingimusi

yu@aa, ~fE) * 3 @.177
kui ka lIlsatingimust
ar "

rro w 1 <Ax = Z. Q.17

Uldise lIsoperimeetrilise probleemi v&iksime ihe tund-

6 -4 -



matu funktsiooni korral sBnastada jargmiselt: 18igul 0,*}
defineeritud Ci ruumi funktsioonide (kaesolevas kasitlu-
ses eeldame kull funktsioonide kuuluwvust ruumi (X, ) seast
leida funktsioon, mis rahuldab &aretingimusi

n B (2-18)

ja mille korral funktsionaalil

3,U«)1=Ff (2*18%)
A
on antud vaartus £~ , nii et funktsionaal
r
J (2.18")

oleks ekstremaalnee

Uldise isoperimeetrilise iilesande (2.18-18") lahendami-
seks oletame, et funktsioonid ja F on pidevad koos oma
esimest ja teist jarku osatuletietega ning et Ulesande lahend
L2 () ei ole funktsionaali (2*18") ekstremaaliks. Naitame,
et seda isoperimeetrilist ulesannet vbdib taandada lihtsamale
variatsioonulesandele. Nimelt kehtib jargmin? nn. Euleri teo-
reem:

Kui funktsioon rahuldab &aretingimusi (2.18), li-
satingimust ~ ning teeb funktsionaali eks-
tremaalseke, siis leidub selline konstant X nii, et see

funktsioon <C¥) teeb ekstremaalseks ka funktsionaali

I .19
kus H- F + - (2.19»)
Vaatleme niud lisaks funktsioonile ~(*) , mis on va-

riatsioomilesande (2.18-18") lahendiks, kaheparameetrilist
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naaberkdverate parve
~F) = =) + > (2.20)
kus ~t*) ja I*.1%) on esialgu kaks meelevaldset 156igul

(«,™) defineeritud funktsiooni, mis kuuluvad funktsiooni-

ruumi  (*L ja rahuldavad homogeenseid aaretingimusi

= 1-m) - e )* 0 e

Lisatingimuse tottu ei saa parameetrid J,, ja *K
olla soltumatud. Toepoolest, naaberfunktsioonidel (2.20) osu-
tub funktslonaal funktsiooniks parameetritest d ja

° X
N UX) cc N +\[‘i:§l_
tingimus 3™ ;&) s”™ aga tdhendabki, et on tegeli-
kult funktsioon -st. Tavalisel viisil leiame:
- | o gfdjLVfcinH*, @a=1.«

ehk parast teise liikme ositi integreerimist:

~ “n~n7 (GHF] * 2421
don i kbnardzo ~ GOP] ¢ )

Kuna 4-) ei ole funktsionaalne ekstremaal iks, siis
/ J

vahemikus ,8) . Seega voime alati
valida nii, et:

n
Kosutades seoseid (2.21-21%) saame leida ka tuletise

U |
i< k:o .



AL
J K. (2.22)
Aey .
4 J WO "IN GIg¥]
Jagamine on voimalik just tanu tingimusele (2.21%)-

Ea funktsionaal 3 osutub naaberkdveratel (2.20) funkt-

siooniks parameetritest «l ja , arvestades veel para-
meetri *xx sOltuvust parameetrist , saame:
il 1 *_.111 + TH 1ii]
ehk
-lr *
L *o= *5I fl n \~4% kN> (2.23)

HE'S %)

n=-_ ————— - - .23%

; “ 3x N I~

Kuna eelduse kohaselt teeb funktsioon 4 () funktsio-
naali 3LvXi ekstremaalseks, siis on ka funktsioonil

i) I°* eaksimum vOi miinimum, kui N=o0 . See-
I =0 , ehk (2.23) péhjal
@b~ o (2.23) pohj
Funktsiooni meelevaldsuse tottu jouamegi siit pohilemma

abil funktsionaali (2/19.19*) Euleri vOrranditele:

H4 *“ 72 H4” = 0 " L-2*>
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Vorrandi (2*24) uldlahend sisaldab kolm esialgu maara-
mata konstanti ( /1 ja kaks integreerimiskonstanti). Nende
maaramiseks tuleb kasutada lisatingimust ja aare-
tingimusi (2*18).

Et integraali (2.18") korrutamisel konstandiga ekstree-
mumi asukoht el muutu, siis v0ime H jJaoks anda ka slameet-

riliseaa avaldise

H-RF+ Al~ne (2.19%)
Kuna nuud esinevad W avaldises simmeetriliselt F ja
siis vOime vaita, et funktsionaali (2.18'") ekstre-
maalid tingimusel, et funktsionaal (2.18%) on fik-
seeritud véartusega, uhtivad funktsionaali ~ (2.18%)
ekstremaalidega eeldusel, et funktsionaali .18

vaartus on Ffikseeritud.
LOpuks margime, et Uhe lisatingimusega isoperimeetrili-
sele Ulesandele (2.18-18') vdime juurde votta veel Uhe lisa-

tingimuse
XLN()3 = X
Ja uuesti rakendada Euleri teoreemi. Selliselt jatkates vOi-

me oma tulemusi kergesti Uldistada juhule, kus on suvaline

arv integraali kujul formuleeritud lisatingimusi.
5* Tinglik ekstreemum (Lagrange*i ulesanne).

Isoperimeetrilise variatsioonilesande korral olid lisa-
tingimused formuleeritud samuti funktsionaalide kujul.

On voimalik aga ka jargmine nn. tingliku ekstreemumi
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probleem ehk Lagrange*i Ulesanne: leida funktsionaali
91,.
oUuwm =3 3" A (2#25)
ekstreemnm, kui lubatud funktsioonid *C rahuldavad

peale aaretingimuste

BC .259)
veel nn. seosevlrrandeid
{l-(,V r-_.v) =2 <j- (2.25")

Vaatleme konkreetselt juhtu, kus n=9  ja K.-4

Geomeetrilisest aspektistx vaadeldes me otsime funktsionaali
r
N~ JRFOY,  yL,*T X (2.26)

ekstreemumeid ruumilistel koveratel ~ , mis labivad kahte
punkti FO®C nr) ja ning asuvad Fik-

seeritud pinnal

Gex, M|20 = o . (2.26%)

See Ulesanne on kergesti taandatav variatsioonulesande-
le ilma lisatingimusteta. Selleks tuleb vorrandist (2.26%)
avaldada ja saadud tulemus asetada integraali
(2.26). Kasutame seda asjaolu selleks, et tuletada vOrran-
deid, mida peavad rahuldama funktsioonid ~ (x) ja z(x) ,
mis teevad funktsionaali (2.26) ekstremaalseks. Oletame veel,
et piki variatsioonilesande lahendi kbverat y (mis on maa-
ratud kahe funktsiooniga 7="1%*) »
See tingimus garanteeribki vOimaluse avaldada i-r fij)

Avaldades nuud integraalis (2.26) 2 suuruste X ja u



kaudu, saame

3*1 FC,<$.™» + VA* »X F («IW y”) dx
Q &s
ja funktsiooni maaramiseks Baieri vorrandi
in - jL e O @.27n

Arvestades, et

® V EVHES )
N -V

i P gl PV o+ fOJU X+ RIS A

saame (2.27) asemel:

Teiselt poolt; saame vOrrandist (2.26") avaldada

V.V &

Seega (2.277) asemel vOime kirjutada

*y "V ;A g FV ~Fb) : - (2.279)
Piki vaadeldava ulesande lahendi kdverat ~ peavad
vorrandi (2 .27'") parem ja sak pool kujutama Uhte ja sama
funktsiooni J1Cx) , seega

57Y -N 8D/
fo Fi' - CF* +A(*J,55%) = 0
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ehk

(2.28)

kus
F* = F+A &= (2-28%)
Seega vOime vaita, et Lagrange™i probleemi ekstremaa-

1id on kdrvaltingimusteta funktsionaali
<

(2.28")

a
ekatremaalideks. Seejuures tuleb vorrandisusteemi (2.28)

uldlahendis esineva meelevaldse funktsiooni A(X)  ja nel-
jJa integreerimiskonstandi leidniseks kasutada lisatingimust
(2.26») ja aaretingimusi (2.25%).

Leitud tulemus on (2.28-28"*) kergesti uUlekantav uldise-
male juhule (2.25-25'"), samuti jadb ta kehtima juhul, kui on

tegemist nn. mitteholonoomsete seostega:

(2.29)

(seoseid (2.25'") nimetatakse holonoomseteks seosteks).

Ulesandeid § 2 juurde.

A 1. Lahendada jargmised mitme tundmatu funktsiooniga variat-

siooniilesanded:

a JLiju), *(M] - f Ux,



y.) =0 , >J<£)

4t0)=0; *_1 .
r ?
b) JL j&X), bb)1 ~ J[2.™M + 7~ - b 1]bIx,
*jw= Wwe») * - X;
2.0)= ov rctr) - -ff.
<
v® > Ine*),r(*qa = I X+ -+ ATrfJ n* o,
49O =< , "~@D = o,

b(o; =-4y  £0) s 4.

VastUB:

a gaygl™oc 1 2— ->£* Ky
b A

Xamx —>»ivaey £= X CH?X — "™Sv~-"NY

c) u

-x-F1/ I XHT .

N

2%# Erijuhulisele kahe tundmatu funktsiooniga variatsioon—

tUlesandele viib ka lihtsaim variatsioomilesanne
'

JLAD)] - 1 FCaA /A X B P»

kui sellele otsida lahendikbverat parameetrilisel kujul:
q a gtt) ; x (te) - a ; N CERN- /4,
X-xCt), xCtn ACt<) A B

Vaatavas funktsionaalis

Nro*

e * D



integrand ei sisalda muutujat i ning on esimese astme

homogeenne funktsioon tuletiste x ja suhtes, s.t.
BO<, Y, XLKY) - €<y X.y) - @)

Naidata, et integraali (I) kuju ei soltu parameet-
ri i valikust, s.t. integraal ei muuda oma kuju uue

parameetri X m <f(i) (v(0*0) sissetoomisel.

Teiseks, veenduda, et funktsionaali (2) Euleri vSr-

randite sisteem taandub Uheks vorrandiks

b/ y - - =c

(1)4,, ’\y*25 =- O7* = GH
Toestamiseks kasutada esimese astme homogeensete funkt-
sioonide korral kehtivat seost

O* <Y* eo
ning selle diferentseerimisel *, # ,* ja y jargi
saadavaid seosed . (Valemi (4) saamiseks diferentsee-
rida valemit (™ Kk jJargi ja siis votua K=d .)
Vorrandi (3 lahendamisel tul”™b juurde votta lisatin-
gimus, mis konkretiseerib parameetri valiku (kai
naiteks parameetriks votta kaare pikkus mdoda ekst-
remaali, siis -4 ).

. Lahendada jérgmised variatsioonilesanded kdrgemate tule-
tistega n

I a) J 0ikK>



A"E)K O 1 <]i0o * it
%'«>)= 1 , y#co B®t;
V/ b)) JLMM)]=d y*- . J».+x" «U,

F<e>*1, -}%=o0.

© J[-1V]=S(¢=)"1+ H

,d) 3ty*)3-_1 (|7« ) *m+ )oU,

JI-*)*», >U) =0,
y(-t)=o, yu)*"
Vastus:
D 1= *m;
b) - ®5F,

¢c) 4 = A,*"QS & >-Uv 2¢*m)

*

- - ? -
d 2 * . mp
4. Leide Euler-Ostrogradski vorrandid:

O 3L*(*,M) 1=

b) 3C4Cx )=

= [(M)ir+(r-)i+di) +*u
v 1
-5 -



5* Lahendada isoperineetrilised Ulesanded:

< *
a J» (4L sSNj
o o’
tjco * o , "@® * o]
*« =
by 3=l y=* ;o *n> v
o o

yo) 3 <J,,, «JU<) = **<;

c 3F Ity*l *oUxr-yr)s/m>

RE G L T SRR
° s ™»
i o) =D, »co *

Vastus: » <

a) N« + B KiTx N (U® b A

b) «J-3——-" ——— * +z *? K *>>
/

C) N = &« 'q **“+ _y » / N = X *
6. Punkte P1 ja ?* Uhendavate antud pikkusega kdvera-

te hulgast leida kdver, mille korral kdverjooneliee |,
trapetsi A 6\;*.?)( Pindala on ekstremaalne (vt.
Joon* 7)*

Markus: Euleri vorrandi I0plikuks integreerimiseks

on otstarbekas tuua sisse parameeter I , vOttes N"- tot,

1



Vastus: Lahendiks on punkte Pj ja Pjl Uhendav ringi-
kaar pikkusega £ =

7. Leida punkte ~ ja Pr dhendav antud pikkusega K ko-

ver, mis piirab koos samu punkte l&biva fiﬁseeﬁjtud kdve-

raga 4 - N suurima pindala (vt* joon, 8).

Joon. 8.

Markus: Lahendamiseks kasutada scma votet mis eelmise

tulesande korral.

8. Leida otstest kinnitatud ja vabalt rippuva homogeense
paela kuju. Paela pikkus on antud, samuti ggldatakse, et
pael on absoluutselt painduv ja mitteveniv.

Markus: Variatsioomilesande formuleerimisel pidada sil-
mas, et tasakaaluasendis on raskuskese kdige madalamal, s. €

peab olema minimaalne integraal .
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*4
- J g N
X»
(raskusvali on suunatud vertikaalselt alla, ~ -telg -
ules). Euleri vorrandi I6plikuks integreerimiseks tuua sis-

Sse parameeter

Vastus: Ekstremaaliks on aheljoon:

+ Ck , N N *
9. Leida geodeetilised jooned
7 1 hi
a) sfaaril ja b) silindril «o - <0 .

Markus: Ulesandeid on otstarbekas lahendada vastavalt
polaar- ja silindrilistes koordinaatides. Mooda geodeetilisi
jJjooni on kahe punkti vaheline kaugus minimaalne.

Vastus:

a) suurringid, b) jooned: ~= C~ ~ 1 $F?<>e



§3. ESIMESE VARIATSIOONI JLDINE AVALDIS JA SELLEGA
SEOTUD VARIATSIOONULESANDED.

1. Esimese variatsiooni uldine avaldis»

Vaatleme funktsionaali
3[<~Cx)] * J 3.1)

muutumist Uleminekul funktsioonidelt (kdveratelt) ~ (*)

naaberkdveratele ~ Cx) t 33guures erinevalt senisest
kasitlusest loeme naaberkdvera L{I__‘(X) otspun>®e PN ja
Pr erinevateks kdvera » (x) otspunktidest ja P~

(vt. joon. 9). Kdiki vaadeldavaid koveraid loeme siledatek

Joon. 9-



(funktsioonid (*) kuuluvad klassi C1 ), nendevahe-

lise kauguse defineerime aga selliselt:
T L, I+ ylosk Y “1 + + (3-2)

( M(PMP*;) == kdverate alguspunktide (.is<) ja 10pp-
punktide ( ist ) vaheline kaugus). Uldise definitsiooni
kollaselt loeme funktsionaali (3.1) esimeseks variatsiooniks
tema juurdekasvu peaosa, mis erineb kogu juurdekasvust AJ
vaid liikmete poolest, mis on vdhemalt teist jarku véikesed
suurused kauguse (B.2) suhtes (J t, ) iseloo-
mustab funktsionaali argumendi juurdekasvu ulatust). On ilm-
ne, et esimene variatsioon peab olema lineaarne nii funkt-
siooni () muutuse* E£(*)* kui ka otspunkti koor-

dinaatide muutuste suhtes. Niisiis

*1

JOF (x th Y oix
*JL

e Ei_tarvitse erilist tdhelepanu podrata asjaolule et
4 Cx) ja ~(xX) on defineeritud erinevatel Idikudel, me
vdime neid mbélemaid néiteks lineaarselt ekstrapoleerides
Jatkﬁtadjﬁlgule, mis sisaldab m6lema funktsiooni madramis-
piirkondi.
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N — J QfjCis'ji'P*- +Fy 4)t1] +

. - F(«I?27*) \%ha~r SXI =

= SLPA*,y ) - J'I"F(*,y *)JI *"bl)4dKk +

*FR“M«mv)tn)+ F(n.LW'PA*]Lﬁr.
Jooniselt 9 ndeme, et funktsiooni juurdekasv on seo-
tud alguspunkti ( R.(x4) -106pp-punkti) koordinaatide juur-
dekasvudega ja piirdudes vaid lineaarsete liikmetega, vdime

kirjutada

fyi-yi** » = N*a. (.4
ja seega lIoplikult:

Q) = ~ dx ,1] dx
¢ ft. +(F - ,"Fy)J*]* =
- ~* U* ) »
J)
4Ry (xIyfa) yh))fyi * y(xD Y&l o -
g * (I%)

Vaga sageli kasutatakse esimese variatsiooni Uldises avaldi-
ses (3.5) funktsiooni &tx) asemel simbolit £ 4 Cx)
(funktsionaali argumendi variatsioon punktis X )e

Leitud tulemus on kergesti Uldistatav ka mitmest funkt-

sioonist s6ltuva funktsionaali juhule
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) 'K 'b -)'}»>¥An> (1,6)
Al

ia- E%SGFV‘ - ,E,.>F\4.)fv W <Kok

+J§4f“4;|>(f—1:|**V") /th

C3.6")
Tahistades
F oo j- FeZ/JiF'.=- F+z ulpc* H, (3.7)
T» i " *1 * i*l

voine esimese variatsiooni Uldise avaldise (3*6") anda sel-

liselt:

j3. iv - v ° N+ (fr; ™ - nmsre)ir e «*8>
*1
Kui tuletistest F\7oof moodustatud determinant ei

ole null, siis v8ib vérdustest

FIT* P;
avaldada tuletised suuruste jp; Oa kaudu (fiksee-
ritud X korral, s. t# lokaalsalt). Selletottu vdime vaadel-
davas funktsionaalis Ule minna muutujatelt
ja funktsioonilt F muutujatele f, ja fuhtt-
sioonile H *Neid uusi muutujaid nimetame kanoonilisteks

muutujateks.
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2. Variatsioonilesanded muutuvate rajadera

Funktsionaali (3*1) korral vdime lisaks juba varem vaa-
deldud lihtsaimale variatsioonilesandele (81, 7) ja isoperi-
meetrilisele variatsioonprobleemile (82, 4) formuleerida ka
variatsioonilesande muutuvate rajadega: siledate tasaplnnalls-
te kOverate hulgast, mis iUhendavad kahte fikseeritud kdverat
#4 ja Mr , leida selline, mis teeb funktsionaali (3*1)
ekstremaalseks (vt. joon. 10). Seejuures on eeldatud, et ko-

verad M4, Ja ei Idiku. Seda laadi ulesannete lihtsai-

Joon. 10.

maks esindajaks on kahe kdvera vahelise kauguse leidmise

tlesanne.



Lahtume esimese variatsiooni Uldisest avaldisest (3*5)e
Fakt, et naiteks kdéver ~ (resp. funktsioon 4c) ) on
meie Ulesande lahendiks, tahendab seda, et funktsionaali

vaartus on kas suurem (v0i vaiksem) voOrreldes funkt-
sionaali JL”3 vdaartustega koigil teistel lubatud kdvera-
tel, mis asuvad kdvera y mbnesuguses & —naabruses. Jare-
likult on funktsionaali vaartus kdveral ~ suurem
(v0i vaiksem) kui koigil teistel siledatel kdveratel, millel
on samad otspunktid ( P* ja P” ) nagu kdver * See aga

tahendab, et kdver ” peab olema funktsionaali (3*1) ekst-

remaal iks ehk funktsioon rahuldama selle funktsio-
naali Euleri vOrrandit (avaldises (3*5) on sel juhul ,
S nullid)

F, - £ «y « 0. 0.9)

Jarelikult langeb funktsiooni IX) korral avaldisest

(3*5) vélja esimene liige. Kdveral Yy on funktsionaali véar-
tue suurem (vOi vaiksem) ka kui nendel naaberkdveratel, mil-
lel on kdveraga ~ (hine I8pp-punkt, kuid erinevad algus-
punktid ( £X2~ ® ), vOi ka nendel, millel on kdvera-
ga ™ (Uhine alguspunkt, kuid erinevad I6pp-punktid

( »0 ). Seega saame lisaks Euleri vorrandile (3.9)
veel kaks nn. transversaalsusetingimust

a (3*10)

Kuna — S_ pole midagi muud kui &arejoone * tdus



£
punktis Pi  ja T £ kdvera tous punktis P~ , siis

fikseerivad transversaalsusetingimused (3.l0) tegelikult

nurga, mille all lahendikdver ~ [108ikub kdveratega ~ ja

. Kdvera kohta, mis rahuldab tingimust (3»10),
Oeldakse, et ta ldikab kdverat ~a (vOi ) transver-
saalselte

On kerge naha, et erikujulise funktsionaali
ir .

1 *4«™) V*+V 1 4x
korral taanduvad transversaalsusetingimused tegelikult orto-

gonaalsusetingimusteks (vt. ul. 1)
s-\f \ . (3.10»)

Variatsioonilesande lahendamiseks tuleb kdigepealt lei-
da Euleri vorrandi (3*9) uldlahend. Meelevaldsete konstanti-
de maaramiseks aga tuleb nild kasutada transversaalsusetin-

gimusie
3. Tukati sileda ekstremaali juht.

Nagu markisime lihtsaima variatsioonprobleemi 16pul
&1, 7), garanteerib tingimus @0 ekstremaali teise
tuletise pidevuse. On olemas aga terve rida selliseid vari-
atsioonprobleeme, kus funktsionaal saavutab ekstremaalse
vaartuse tikati siledatel kdveratel (nditeks Fermat ~pirint-
siibiga seotud probleemid peegeldumistega).

Vaatleme konkreetselt jalle funktsionaali (3*1), kuid

seekord tavalisi &aretingimusi

- 61 -



rahuldavatel funktsioonidel, mille esimene tuletis on k&t-
kev mingis punktis c (a < c< &) (mujal aga diferent-
seeruv). Vahemikel La,c ) ja (e,&] rahuldab funkt-
sioon  ~1*) loomulikult Euleri vérrandit (3*9) (pdhjenda-
dal) ja nii saame kummagi vahemiku jaoks tldlahendid, mis
molemad sisaldavad kahte meelevaldset konstanti (kokku on
meelevaldseid konstante 4). Nende m&dramiseks on meil esi-
algu vaid kaks &aretingimuste Ulej&dnud kahe tingimuse saa-
miseks peame silmas, et antud probleemi korral vGime funkt-

sionaali 3 esitada summana

Esimese funktsionaali varieerimisel on otspunkt X *0, Tfik-

seeritud, kuid teine otspunkt on vaba« funktsio-
naali korral on aga otspunkt %= fikseeritud,
kuid otspunkt on samuti vaba. Seega ulesande la-

Eketreemumitingimusest

saame variatsioonide ja d44 sdltumatuse tottu:

(3.11)



Tingimusi (3*11) nimetatakse Weierstrassi-Erdmani tingimu-
seks.
Weierstrassi-Erdmani tingimustele vdib anda jargmiset

lihtsa geomeetrilise tdlgenduse. Selleks fikseerime muutu-

jad < ja » ning vaatleme funktsioonina ainult
kolmandast argumendist . Esimene tingimustest (3*11) ta-
hendab, et selle funktsiooni puutujad on punktides (c-0)

ja ™ Tc.+0) paralleelsed* Teine tingimustest, mille kirju-
tame
F|x.c-o ~ ~x*c «“ Y ic*oS IX*c-0 Y/x*c+0)>® t

aga tahendab, et need puutujad ka tGhtivad (vt* joon. 11).

Joon. 11.

Siit aga selgub iUhtlasi, et tingimuse =% O korral
peab lahendikdver olema tingimata sile. Tdepoolest, kui ndi-

teks FA. > 0 , siis on kéver F =F nogus ja temale
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erinevates punktides ~;{c-0) ja ~"(c+d) tommatud puutujad

el saa Uhtida (vt. joon. 12.).

Joon. 12.

4. Variatsioonilesanded ekstremaali peegeldumise

vOi murdumisega.

Variatsioonilesanded ekstremaali peegeldumise vdi mur-
dumisega on Uldistuseks Fermat® printsiibist tuletatud opti-
kaprobleemidele ja on tihedalt seotud eelmises punktis vaa-
deldud tukati sileda ekstremaali uldjuhuga.

Ulesannet peegeldumisega vdime formuleerida jargmiselt:
leida punkte P,= («,/>) ja P»=(4,e; uhendav kdver, mis
teeb ekstremaalseks fqutsionaali

- fPCIN.T) ,
kusjuures otsitav kdver vdib jouda punkti alles parast

peegeldumist etteantud kdveral (*) (vt. joon. 13).
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Ulesande lahendamiseks on otstarbekas lahutada funkt-

sionaal kaheks: & n
= § * STdx « + U ju I,
a 0
Joon. 13.

Kasutades esimese variatsiooni avaldist (3*5)» leiame uldi-

sest ekstreemumitingimusest

£J- S3*+ £3r=0 (3.12)

et 10ikudel c] Jja Cc,l peab funktsioon ra-
huldama Euleri vdrrandeid, 6eldus veendumiseks tuleb fiksee-
rida thel 10ikudest ja varieerida teisel loigul,
seal on aga tegemist juba fikseeritud otspunktide juhuga.
Kummagi 18igu jaoks mddratud Euleri vdrrandi Uldlahendites

on kokku 4 meelevaldset konstanti, teadmata on ka tipupunkti
P} asukoht (s. t. koordinaat C )e Nende 5 suuruse leid-
miseks on olemas 2 &aretingimust, lahendikdvera pidevuse ndue

punktis Pj  ja tingimus, et punkt Pj asub kdveral ije*ffx) ,



viienda tingimuse annab Uldine ekstreemumi tarvilikkuse tin-
gimus (3.12). Kirjutades valja i ja S3t avaldised
ning arvestades, et 1) funktsioon  (*) rahuldab mdlemal
I16igul Euleri vorrandit, 2) et punktid P< ja Pjl on fik-
seeritud ja 3) et £73 - "f(© , Saame parast kui
meelevaldse suurusega lébitaandamist tingimusele (3*12) an-

da jargmise kuju:

[Fe (4 TVFy]Ix,e_<C¢[F*t,1"1 " Fyl *=<ie* O~ (3.13)

Analoogiliselt on késitletav ka variatsiooniilesanne mur-

dumisega. Sel juhul on integrand funktsionaalis =

= ~NFC ) dx, katkev monel joonel ~ . Punktid
ja PR, aga asuvad teine teieel pool kdverat ) (vt
joon. 14-).

Joon. 14.



Ulesandeid &3 juurde.

Naidata, et funktsionaali A38B3= £ v(*, korral
*«

taandub transversaalsusetingimus (3*10) ortogonaalsuse-

tingimuseks (3.1CM).

Leida koordinaatide alguspunkti sirgega i|,s then-

davate kdverate hulgast kbver, mis teeb ekstremaalseks

funktsionaali

*

Vastus: ringi kaared

Lahendada eelmine Glesanne juhul, kui lubatud kdverad
thendavad koordinaatide alguspunkti ringjoonega

(*__ 9)»_* N * 9

Vastus: ringi kaared ~

Leida koordinaatide alguspunkti vertikaalsirgega 9SCc—
lhendavate koverjoonte hulgast kdver, mis teeb ekstre-
maalseks funktsionaali

N _ g) \V .

Vastus: ~ = 0

Lahendada brahhistokroonliilesanne (vt. 81, 1 ja llesanne
4) juhul, kui punkt Pn on fikseeritud, kuid punkt
voib liikuda a) moédda vertikaalsirget , b) mddda

horisontaalsirget ~ 71

Leida vertikaalsirgeid x=x1 ja >=Xr (hendavate ko-
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verjoonte hulgast kdver, mis teeb ekstremaalseks funkt-

sionaali
*4
4
Vastus:
a> N f*| B> y- - * o

. Leida koordinaatjoonte alguspunkti tasandiga >k= *1
thendavate kdverate hulgast kdver, mis teeb ekstremaal-

seks funktsionaali

Vastus: Kui aaydp0 , siis "«o , 1 =0 ;
kui cos MA-0 , siis "=CGawvX, £=-C * (konstant
C, jaab maaramatuks).

. Uldistada uUlesandes 1 tdestatud teoreem funktsionaalne

*4
. Kasutades esimeses punktis arendatud metoodikat, leida

esimese*%ariatsiooni uldine avaldis funktsionaali

JUT* J F(ax,4/ ja<ks*

Markus: Tuleb kasutada seoseid * vy V * i*V

S<jax,) = ~(*0qJ%, + .
VaatlB: Jj - \](" -£ fy+i F )fWdx +
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+ [Cp-v o-1"V +177 HA"A*_*<f~*i+

*(Fv -A Fv W  sv *V [* » b U |<-

* »1

10* Leida funktsionaali J = AN X ekstreemum, Kkui

11.

12.

MN=)Y-0 » A =1 -1t kuid <MP) vBib
olla meelevaldne.
Vastus: ™ » X
31
Leida funktsioon, millel funktsionaal
saavutab ekstreemumi, kusjuures ~(0)® ~ "(0) s.o0 ,

yo= ,B , kuna on meelevaldne.

Vastus: r
—————— us -iL 4 -L o™ -**;
JH

Lahendada alljargnevad variatsioonilesanded, kui on
voimalik, siis leida ka tUhe tipupunktiga tikati sile-
dad lahendid:
4
a) 3[,W]= J -Dx CV+4)<<x
i 0
RAIUUMUN-"HA-u4M"™ - y_ )=0; jW* -t

o
<r

©) 3CNbI3 * N a@+Zx4 , M(<OA A; 8;
o

D3DjtV)=1 V 3 Jik Q@)= 74

e) f/vUrdx, )= o ,” Q)=
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13.

14.

Naidata, et fungﬁ§ionaali

* J Ar(x,n) j72- tfix
a
korral viib tingimus (3.13) tavalisele peegeldumissea-

dusele (langemis— ja peegeldumisnurgad on vdrdsed).

Naidata, et tingimus £3.13) viib murdumisega variatsi-

ooniilesandes JL"*] a | /-My/ 1"<6C»

kus »nr” =
piirkonnas 11,

tildistatud murdumisseadustele
[-£-(*-/)] JA(71,

=N

Markus: Tasapinnalisel juhul viib Fermat Zprintsiip
tilesannetes 13 ja 14 vaadeldud funktsio-

naalidele.
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4. TEINE VARIATSIOON JA SELLEGA SEOTUD JROBLEEIilID.

le Funktsionaali teine variatsioon.

Kahe muutuja funktsionaali , kus Ja
on mingi lineaarse normeeritud funktsiooniruumi K-
elemendid, nimetatakse bilineaarseks, kui ta iga fikseeri-
tud b. korral on lineaarne suhtes ja iga fikseeritud "
korral lineaarne '2 suhtes. Bilineaarset funktsionaali, kus
=D , himetatakse ruutfunktsionaaliks.

Naiteks funktsionaal

*CX)NX,

kus 4 (*) on fikseeritud funktsioon, on bilineaame, kuid

1 A(Y) dx,
on ruutfunktsionaal.
Ruut funktsionaali nimetatakse positiivseks,
kui iga ™ d©O kori*al vaadeldavast ruumist kui

aga eksisteerib ka selline positiivne konstant w0 tet
N N NN korral, siis nimetame funktsio-
naali positiivselt maaratuks.
Kui funktsiooniruumis R. defineeritud funktsionaali
Juurdekasvu
A3 ~0

saab esitada kujul

Oac i JCyH +i"tCrj. *-.x]+/5[ 40 11" 1", (4.1
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e "3 on " suhtes pidev lineaarne funktsionaal (a. t.-I
variatsioon), f - suhtes pidev ruutfunktsionaal ja

s 0 , siis nimetame funktsionaali kaks korda

diferentseerivaks. Ruutfuhktsionaali f nimetatak-

se funktsionaali teiseks variatsiooniks ehk teist jarku di-
ferentsiaaliks:
i*3 = "f£ * 3 e (4.1»)

Lihtsaima funktsionaali
tr

3* \F(x","") <Ax (1.5)
0.
teise variatsiooni vdime fikseeritud otspunktide korral ker-
gesti leida arendades [3 avaldises F(*, N+ ) Tay-
lori ritta kohal kuni 111 jarku liikmeteni (vt.
81.7):

ro- @.2)

Analoogiliselt on leitavad ka lihtsaima funktsionaali lldis-
tuste (2.1), (2.6) ja (2.12) ja (2.15) teised variatsioonid.
Teist variatsiooni vOib defineerida ka kui variatsiooni
esimest jarku variatsioonist
N«. = rcntv *]),
vaadeldes seejuures &UW A 1 funktsionaalina muutujast
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2. Ekatreemumitinglmused .ia teine variatsioon«

Teoreem 1. Selleks, et funktaionaal on
defineeritud normeeritud funktsiooniruumis R , omaks kohal

™ e miinimumi (maksimumi), on tarvilik, et iga lubatava

£X3 E *0 >/ 0 (4.3)

Toestuseks peame silmas, et ekstreemvunkohas

X OL«jo, A3 &1,5)
ja jarelikult
s i EN3 Lj#,A3 + /iCjo, A] Al

Kallalt vaikese W14  korral uhtib A3 mark
margiga ja jarelikult negatiivse teise variatsiooni korral

ei saa funktsionaal omada kohal miinimumi.

Teoreem 2. Kui normeeritud funktsiooniruumis R. defi-
neeritud funktsionaali JL"3 esimene variatsioon on ko-
hal  ~,0 nulls

f3 =0
ja teine variatsioon positiivselt mddratud, siis on funkt-
sionaali miinimumpunkt (ekstreemumi olemasolu piisav tingi-

mus) .
Tdestuseks valime positiivse arvu 1> O nii vaikese,

et iga A<t korral 3< ~ . Siis

na = HLIWAVE > E£]iAlil >o,
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kui DR b , s. t. funktsionaalil on kohal miinimum.
Margime, et vaadeldavas teoreemis el saa tingimust
Sldc*.,*.1* * ii*.nb
(funktsionaali teine variatsioon on positiivselt mdératud)

asendada ndrgemaga - tingimusega, et funktsionaali teine
variatsioon oleks positiivne (vt. 0l. 1).

3. Legendre*i tingimus.

Vaatleme niud jalle funktsionaali (1.5)
*

juj = §fco.vj p) « C1,5)

mis on maaratud fikseeritud otspunktidega kdveratel

sjl X1 * Be (1.6)

Leitud teise variatsiooni avaldistes (4.2):
Lig

iLF~ +iF.jyU"+F y

integreerime teist liiget ositi, pidades silmas, et =
= L&) = 0 . Saame
tr
<fl13 = J (0 d <, (4.4)

kus

(4.4%)
Nagu eelmises punktis ndgime, taandub ekstreemumi l&hem
uurimine teise variatsiooni $ 3 uurimisele vdi lihtsaima

variatsioonilesande korral ruutfunktsionaali (4.4) uurimise-
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le. Kéesolevas kursuses me seda probleemi uksikasjalikult ei
kasitle, vaid piirdume ainult pohiliste tulemuste refereeri-
mise ja monede konkreetsete ndidete vaatlemisega.

Formuleerime koigepealt veel Uhe miinimumi tarviliku

tingimuse nn. Legendre* tingimuse. £
Selleks, et funktsionaal 3[u] = 5 fc*, saavutaks
1
kdoveral ~ miinimumi, on tarvilik, et mddda seda kdve-
rat
Ffv=*>"r- (4.5)
Toestuseks vaatleme ruutfunktsionaali (4.4)
&
JDVK+ 0 *x)

ja néitame, et vaitevastane eeldus, nagu vGiks mdnes punktis
y-at* olla PC*0) negatiivne, viib tulemusele, et so-
biva A. valiku korral on ka ruutfunktsionaal (4.4) negatiiv-
ne. See aga on vastuolus miinimumi tarviliku tingimusega (vt.

84.2. teoreem 1). deldus veendumiseks valime K selliselt:

B (j+ ~£=7) , x6xx +x0 ,

kX = M > (4.6)
@] X Xo+fJ x. &Ao-a.
Loigul [O6,xct6] ; ja teise variatsiooni
avaldises
K+6<
$I3U1 = J<2iLdx + J p<-"r”"
‘FB-<T T# -~

ligineb esimene liidetav nullile, teine aga vaartusele
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?(*¢) <0 , kui F~O .

Legendre puldis naidata, et range vdrratuse

> o * 5,
kehtivus modda ekstremaali “oth) ongi miinimumi piisavakf

tingimusekse

Selleks ta teisendas teise variatsiooni jargmisse kujji

SMU] » > “.7

See on alati vdimalik, sest iga diferentseeruva U/GO kor-

ral annavad tingimuste t(")s”~)s0 tdttu juurdelisatud

liikmed nulli:
t »

(@] +

Legendre®i vaide oleks tbestatud, kui Onnestuks valida funkt

sioon V., nii et valemis (4.7) oleks nurksulgudes taia-

ruut. Selleks aga peab funktsioon W rahuldama diferentsi-
aalvlrrandit

P(<3+tW7Y = 4.8)

See diferentsiaalvorrand on alati lahenduv lokaalselt, kuid

el tarvitse omada killalt pikal 18igul diferentseeruvat la-
hendit .*

. Naiteks kui. P-4 , Q=4 , siis Vi/"+f+"cQ
w(*) =t»Av Cc-x) . On selge, et kui f si s

ei ole vérrandil kogu Idigul fa , b] diferentseeruvat la-
hendit «
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4. Kaaspunktld na Jacobi tingimus.

Kuigi Legendre®i idee otsida miinimumi piisavat tingi-
must lokaalse, s. t. mitte lahendikdvera kohta tervikuna,
vaid tema uUksikute punktide kohta kehtiva vOrratuse F~Ai"O0
kujul, on pohimdtteliselt véaar,* on tema lahendusvite -
teise variatsiooni esitamine taisdiferentsiaali kujul -
otstarbekas. Selle lahendusvottega seotud diferentsiaalvdr-
randi (4.8) uurimine vdimaldab aga formuleerida juba téapse-
maid miinimumi olemasolu tingimusi (ka mittelokaalseid).

Kéigepealt margime, et vorrand (4.8) (nn. Riccé&ti vor-

rand) on uue tundmatu funktsiooni J1 sissetoomise abil

w= - J—P (4.9»)
viidav kujju
-£ (pv)+<h - o. . (4>91)

Vorrand (4.9%) on aga ruutfunktsionaali (4.4) Euleri vorrand

ning teda nimetatakse funktsionaali (1.5) Jacobi vdrrandiks.

Toome niiid sisse kaaspunktide mdiste - ruutfunktsio-
naali suhtes. Me nimetame punkti % punkti « = 6u
. On selge, et kui tingimus (4.5") on téidetud kdvera

kaartel AR ja BC , siis on ta tdidetud ka kogu kaarel
AC . Ometi ei jareldu alati asjaolust, et kdvera kaared
AB ja 8C teevad funktsionaali minimaalseks, veel see,
et ka kaar AC teeb sama funktsionaali minimaalseks. Nai-
teks sfaaril on suurringi kaar lihim kahte punkti Ghendav
kover, kui tema pikkus on vaiksem poolest lUmbermdddust, po-
le aga seda, kui pikkus Uletab ppole Umbermddtu.
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kaaspunktiks, kui vdrrandil (4.9") on mittetrlviaalne la-

hend, mis on null punktides ja *="X . Punkte X*Q-

ja nimetame funktsionaali Jt-V1 ) d* suh-

tes kaaspunktideks, kui nad on kaaspunktideks funktsionaali

teisele variatsioonile SMLj1
Kui osutub, et funktsioon*”" (*)

1) rahuldab funktsionaali (1.5) Euleri vorrandit

EREAL I

ja &aretingimusi (1.6) ;

2) méoda seda kdéverat PC*)* S v (* ,A(*)™Cun) >0 (Legend-
re*i tugev tingimus (4.5%));

3) Id6igul ei leidu punkti 1 kaaspunkte (Jacobi tu-
gev tingimus),

siis sellel kdveral saavutab funktsionaal ndrga miinimumi

(maksimumi korral on vdrratuse (4.5") madrk vastupidine).

Toodud tingimused (Jacobi tingimuse tdime tdestuseta)
ongi ndrga miinimumi piisavateks tingimusteks.

Kaaspunkti mdistele ja Jacobi tingimusele vdime anda
lihtsa geomeetrilise interpretatsiooni tuues sisse nn. ekst-
remaalide valja méiste. Me utleme, et Uheparameetriline ko-
veraparv (c moodustab piirkonnas D a) parisvalja,
kui labi selle piirkonna iga punkti laheb iUks ja ainus par-
ve kdver b) tsentraalse valja, kui parve koverad, téites ter-
ve piirkonna, ld8ikuvad kdik parajasti piirkonna V'  uhes
punktis. Eriti saame ekstremaalide valja, kui see on moodus-

tatud mdne variatsiooniillesande Euleri vorrandite lahendite
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poolt. Kui mingi konkreetne funktsioon sisaldub mdnes ekst-
remaalide valjas, siis réigime, et ta on lilitatav ekstre-

maalide valja.

Naiteks on funktsioon lalitatav 18igul
O<a E£(@<TT parisvalja 45¢C 16igul
0£XKHr<-" tsentraalsesse vélja t , aga 1oi-
gul [P/AJ CST<ilJ ei moodusta funktsioonid enam

valja (on véhemalt kaks punkti, kus parve koverad ldikuvad)
(vt. joon. 15).
Kui funktsioon ~C*)
on ekstremaaliks funktsio-
naalne ICyl t sii0 va-
rieeritud naaberfunktsioon
IL®) on samuti ekst-
remaal, kui funktsioon &m®
rahuldab funktsionaali 3
Jacobi vorrandit, oeldus
veendumiseks asetame naaber-
funktslooni Euleri vdrran-
Joon. 15. disse ja arendame tulemuse
ritta funktsiooni iL astme-
te jargi, piirdudes ainult lineaarsete liikmetega.

Vaatleme niud meie lihtsa variatsidnilesande lahendi-
kéverat "~ (9 ja samast alguspunktist PO-Ca]A) valju-
vate naaberekstremaalide kimpu. (Viimase saame, kui néiteks
elimineerime Euleri vorrandi Gldlahendlst &aretingimuse abil

the meelevaldsetest parameetritest). Jacobi tingimus punkti
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kdaspunktide puudumlse kohta 1digul Ca ,>) té&hendab,

et Ukski ekstremaali punktist valjuvatest
naaberekstremaalidest ei l16ika 10igtil enam ekstre-
maali (funktsiooni ainsaks nullkohaks on

punkt ec ). Jarelikult on lahendikdver lulitatav punktist

PO véaljuvasse tsentraalsesse ekstremaalide véalja.

5. Tugeva ekstreemumi piisavatest tingimustest.

Naiteid.

Kuna iga tugev ekstreemum on samaaegselt ka ndrgaks
ekstreemumiks, siis langevad tarvilikud tingimused tUhte ndr-
ga ekstreemumi tarvilike tingimustega. Piisavad tingimused
peavad olema mdnevorra kitsamad. Osutub, et kitsendada tuleb
Legendre*i tingimust. Tuleb nbuda, et FCx., ”n O BO
punktides , mis on ldhedased lahendiekstremaali punk-
tidele, kuid igasuguste vaartuste korral. Kahjuks on
see tingimus rakendatav ainult siis, kui funktsioon F (*141"")

on Y igasuguse vaadrtuse korral arendatav Taylori rittas
+ (4.-10)

Sama nbue on oluline ka ndrga ekstreemumi uurimisel, ainult
siis peab rittaarendus (4.10) olema vdimalik nende CFL vaar-
tuste korral, mis on lahedased lahendikdvera tdusule

Kui funktsiooni ei saa arendada Taylori
ritta (4.10) vOi Legendre*i tingimus ei anna tugeva ekstree-

mumi kohta positiivset vastust, tuleb see asendada tépsema,
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kuid keerukama tingimusega. Selleks tuuakse sisse nn* Weier-

strasse E -funktsioon

(kus p on uuritava lahendikdvera tous). Norga miinimumi

korral

4 0 »0 (4.111)

punktides (LCi}) » mis on killalt lahedased uuritava ekst-
remaali punktidele ja puhul, mis on lahedased vaar-
tustele pic) e Tugeva miinimumi korral peab vdrratus
(4.11*) kehtima igasuguste vaartuste korral. Maksimumi-
tingimustes on vorratus (4.11° vastupidise méargiga. On liht-
ne ndha, et arenduse (4.10) olemasolul l&aheb tingimus (4.11%)
tle Legendre*i tingimuseks.

Naitena uurime funktsionaali

3 = J *o(x G )

ekstreemumit rajatingimustel ~(0)=>0 , Ma)a . Ekst-
remaalideks (vt. 81, 8") on sirged o= C|* HC* > milledest

rahuldab rajatingimusi ~ " st . Seda sirget saab lulitada

tsentraalsesse ekstremaalide valja "C«X. keskpunktiga
Po® » Jarelikult on Jacobi tingimus téidetud. Kuna
funktsioon -y"3 on iga ldpliku korral

arendatav Taylori ritta, vdime kasutada Legendre*i tingimu-

si. On kerge néha, et

= N < A4 kui £>0 ,
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(ndrk miinimum) ja
Fre - A t kui %<0 ,
(nork maksimum). Tugevat ekstreemumit ei saa olla, sest
avaldis =C el sailita mérki igasuguste
vaartuste korral. Kui j}— O , on ka %:
funktsionaalil ei ole siis Uldse ekstremaalset véartust.
Legendre 1 tingimuse asemel vOit kasutada ka Weier-

strasse"i E -funktsiooni kaudu antud tingimust (4.11%)

(kuigi Oldiselt on viimase uurimine komplitseeritum). Meie

Juhul
E fehi>=n 1-3* - +2f)
ekstremaalil » ~ tl on valjatdus p n ,  kui

vaartused on ligidased vaartusele p-~ 0 nii et
1 j< Zfi , siis b sailitab marki, kui AYO t
siis E b0 (ndrk miinimum), kui , siis C" O
(n6rk maksimum).

Teise naitena vaatleme funktsionaali

© d
ekstreemumit rajatingimustel ~ (0-1 , MU= (a>d6 ,

0<A-4-"1 ). Kuna on tegemist juhuga (1.9*), saame leida ko-

he Euleri vdrrandi esimese integraali

ehk i"*zc4d/
& N = Ccdx+ C*)I- * -Punktist 7?0~ t0i 4) véaljuvas paraboo-
lide kimbus YH(Q% saab leida kaks parabooli, mis l&a-

bivad punkti P<» (u1fir)
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(vt. joonis 16). Esimese parabooli Ll kaart POP saab
lulitada tsentraalsesse valja 1digul C0,*3 (selle moodus-
tavad paraboolide kaared, mille lagipunkt A* asub x-tel-

jel valjaspool I6iku (0,0 (paremal pool).* Uuritaval

Joon. 16.

ekstremaalil > A v e*
saa vaita, et funktsionaal saavutab tugeva miinimumi vaadel-
daval ekstremaalil, sest Taylori arendus ei ole vbimalik iga
korral. N&rga miinimumi kindlakstegemiseks aga Lagrange *i
kriteerium sobib, sest Taylori arendus (4.10) on olemas la-
hendikdverale ligidaste vaartuste korral. Kuna ka

£ -funktsioonis

* Uldjuhul on ekstremaalide I3ikumise uurimisel ots-
tarbekas kasutada jargmist diferentsiaalgeomeetria teada-
olevat fakti: Uheparameetrilise kdveraparve = kaks
ldhedast koverat saavad ldikuda vaid diskriminantkdvera kil-
lalt vaikeses umbruses. Diskriminantkéver (kujutab enesest
kéveraparve mahijoont vdi singulaarsete punktide geomeetri-
list kohta) on mddratud vorrandisisteemiga ,

~F*-(*,c)=0.



tegur £yf+p ei sailita marki suvalistel ~  vadartustel,

siis tugevat miinimumi ei esine.

Ulesandeid &4 .luurde.

1. Naidata, et ruumis C on funktsionaali

teine variatsioon positiivne punktis =0 , kuid
funktsionaalil ei ole punktis *0 miinimumi.
Markus: Valides
{ x ., 1,
t-* 1J4<xS i,

0/ X~rtt
vdib kergesti veenduda, et funktsioon “fl(X) : 1) asub
funktsiooni ~Mtx) = O I -naabrusee ja2)muudab funkt-

sionaali negatiivseks.
2. Leida funktsionaali

*x /\I\J

ekstremaal, mis Uhendab punkte Po=(P/~ ja PP-@,) ,
ja uurida, milliste A. vaartuste, korral saab teda luli-
tada ekstremaalide vélja.

Markus: Ulesande lahendamiseks vdib uurida punktist
Pj-(0te) valjuvate ekstremaalide parve v0i uurida Jacobi
vorrandi lahendeid, mis rahuldavad tingimust -Pv.(0)=0



ja leida, kus paiknevad punkti oi- 0 kaaspunktid.

3. Kontrollida, kas Jacobi tingimus on taidetud funktsio-
naali n

jun = J r+
0
ekstremaali korral, mis Uhendab punkte Po-(6,0) ja

Vastus: on taidetud iga J1 korral.
4. Uurida funktsionaali
0
ekstreemumit rabatingimustel <j(0)=0 »

Markus: Ekstremaalideks on sirged (vt. 81, =
ning lahendikdver on lilitatav tsentraalsesse ekstremaalide

valda t"s-C~AX . Juba Legendre ¥ kriteeriumi pohdal saab nai-

data, et kui 3%'? 4 , Siis on ndrk maksimum, kui 31 <1,
siis on ndrk miinimum. Tugeva ekstreemumi kohta aga positiiv-
set otsust ei saa anda. Kasutades £ -funktsiooni E =
* saab naidata, et tugeva maksi-

mumiga on tegemist siis, kui fa ~>/J . Selleks tuleb iga
p korral uurida , milliste vaartuste juures muudab

E -funktsiooni nurksulu avaldis marki. /

5. Uurida brahhi strokrooni llesande (il. 4 81) ekstreemu-
mit rajatingimustel %Mo)~ 6,
jt,(,a» j/UAENX.

0 f
Markus: Alguspunkti labivad tsukloidi kaared x-C«(I'- T?

moodustavad tsentraalse valja, kuhu kuulub ka
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lahendikdver kui ca > —21—_-l|; (tsukloidid, mille puhul Cj_l<7_n}_
I6ikuvad I6igul (0, x*)) (vt. joon. 17). Kuna iga
korral on integrand arendatav ritta (4.10), vdime kasutada

Lagrange®™i tingimust.

Joon. 17*

Vastus: tugev miinimum.

6. Lehendada jargmised variatsioonilesanded ja uurida ekst-

reemumite iseloomu.

A
a) 3U] , Mo)=o, ij(<) =2;
r
b) JLj] - 1 (*™+ dx , -41
K
c)J I Cij "= U™~ 16" X¢=c, 1> 0 |~ Co)=o,
a
«Jtjl=* AC-0%* 1, =4;

jy(oxyY)” miC0=3>{jW- 5

fyaur = J(sf- 1+,) ix,4o)— 1,j (f) = 0;
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B 0f,1eJ

., 9@ =0, <jl«0 = J <3 (50

N3
h) 33* | -"ndx , =1, ~0) =4;

1

3
ou*i=1J
A

it tU, ~0=0, "(»? -TU-

a) tugev miinimum kdveral s %5+X J
b) tugev miinimum kdveral %= ~-g-
O tugev miinimum koéveral 5:0 ,  Kkui

0Ma.< Ik ; Kui pole miinimumi

1
d) pidevatel koveratel ekstreemumeid pole;

© tugev miinimum kéveral ~ c>- Y °

Xy
f) tugev miinimum kéveral " 2.x = "lj
s) nérk miinimum kéveral s= j- *13J
B ndrk miinimum kdveral <J= OCIj
i) tugev maksimum koveral " = ->K5+Xx .
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§5. EULERI VORRANDITE KANOONILINE KUJU. VARIATSIOON-
PRINTSIIBID JA JUVUSE SEADUSED.

v 1, Euleri vorrandite kanooniline kuju.

Punktsionaali
tr
0.
Euleri vOrrandite silsteemi

F -i F»=0 (1=1, 2,...n0)  (5.2)
Vodx. b

vdime véaga mitmel viisil asendada 1 jarku diferentsiaalvor-
randite silsteemiga, seejuures vorrandite jargu vahenemise ar
vel kahekordistub vdrrandite arv. Selleks on kdige lihtsam
vaadelda vorrandites (5*2) tuletisi t kui uusi sdltuma-
tuid tundmatuid (s. t. séltumatuteks tundmatuteks on vlrran-
dites (5.2) nii funktsioonid kui ka ) ). ja
suhtes esimest jarku vorranditele (5*2) lisandub aga siis
veel jv seosevdrrandits
JhL =

Palju summeetrilisema kuju saab anda Euleri vdrrandite-
le nn. kanoonilistes muutujates, mis me tdime sisse esimese
variatsiooni Uldise avaldise vaatlemisel (83» 1). Selleks

tuleb avaldada suurused seostest

pl* Fy, (5.3)

suuruste kaudu funktsioon
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asendada nn. Hamiltoni funktsiooniga
H ?pi) = - F+ X fi . (5.39)

Uleminek muutujatelt kanoonilistele muutujatele

on vahemalt lokaalselt teostatav sii3, kui

MR M 6 i 1+ E L
DGy, ,- »'}'> *

Edaspidi meie eeldamegi, et tingimus (5.4) on alati téide-
tud.

Et Euleri vdrrandites lle minna kanoonilistele muutuja-
tele (5.3,3"), selleks tuleb kdigepealt avaldada osatuleti-
eed F,.~ (mille arvutamisel on konstantsed tuletised ~ ,

t ) osatuletiste H kaudu (konstantsed on ,

t p*, )» Otsene arvutus on Oige tilikas, selleparast ka-
sutame funktsiooni H taisdiferentsiaali avaldist (mis ei

olene sOltumatute muutujate valikust):

dH = -dF + 21 pc dfi 4 Z. dpc =

FunJfctsiooni K osatuletiste leidmiseks tuleks asendada di-
ferentsiaalid diferentsiaalide d x ; ,dfi  kaudu.
Kanooniliste muutujate vaartus aga selles ongi, et niisugust
asendust pole tarvis teha, sest definitsioonivalemi (5«3)

kohaselt on kordaja avaldises (5*5) null. Seega
4H Fx Jx - £ ‘mf V <PC (5.5%)
ja jarelikult

12
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D<= - * frt « (5.6)

Kasutades leitud seoseid vdime Euleri vdrrandite slisteemi
(5*2) asendada Ztv vdrrandiga
i a_U0L s ffil = -10 . (.7
c/t IC 5 =

Neid vorrandeid nimetataksegi funktsionaali (5*1) kanooni-

listeks Euleri vorranditeks*

*J 2* Euleri vdrrandite esimesed integraalid.

Diferentsiaalvlrrandite susteemi esimesteks integraali-
deks nimetatakse funktsioone, mis jadvad konstantseteks moo-
da lahendikdveraid. Vaatleme niid lahemalt, millised funkt-
sioonid vdivad olla susteemi (5.7) esimesteks integraalideks.

Vaatleme juhtu, kui funktsioon F ei s6ltu otseselt
xN-st, s. t. Fx » 0 t (5.5% pb6hjal Hamiltoni funktsioon

ei soltu samuti otseselt x -st. Kasutades voOrrandeid (5*7)

nademe, et
«H _ Y B Jji ASH O 4l
17 = X x o m

Seega H = const moéoda funktsionaali (5*1) igat ekstremaa-
li. Teisiti oeldess antud juhul ongi Hamiltoni funktsioon
Uheks Euleri vorrandite esimeseks integraaliks.*

Selgitame niud, millist tingimust peab t&itma

. On kasulik vdrrelda saadud tulemust 81,8 kasitle-
tud juhuga F= F )
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funktsioon 4 (M)**"; p< 9 ee= ) ) yet ta voiks olla Eu-
leri vorrandite (5.7) esimeseks integraaliks* Vastavalt esi-
mese integraali mdistele peab mo6da sisteemi (5*7) integraal-
koveraid olema ¢ konstantne, s. t.:
dd
o 0. (5-8)
Tuletist dx (5.8) on otstarbekas pisut teisendada, arves-

tades vdrrandeid (5*7) :

-9

- HT,
kus avaldist

feowl - 5 M - A1 Al 5.9

nimetatakse funktsioonide ¢ ja H Poissoni sulgudeks. Nii-
siis: funktsioon eeejp*) olla Sulerl vor-
randite esimeseks integraaliks siis ja ainult siis, kuil te-
ma Poissoni sulud Hamiltoni funktsiooniga H on nullid.
Juhul, kui ¢ sOltub X -st ka otseselt, siis ta saab
olla Euleri vdrrandite esimeseks integraaliks ikkagi vaid
siis, kui on tdidetud tingimus (5*8), ainult sel juhul keh-

tib (5.9) asemel seos

ii-fi.U.HI

Kasutades Poissoni suluavaldisi v@ime anda Euleri ka-
noonilised vdrrandid vaga lihtsal ja simmeetrilisel kujul:

dpi r i,l



3. Integraali “a invariantsus /m

Euleri vorrandi esimesed integraalid.
Belmises punktis me nagime, et funktsionaalile

Jtvi * <§ch/V;> el I <5v)
vastav Euleri vlrrandite siisteem annab lihtsa esimese inte-
graali

H ~ Z. £ f%» f
t |

Asjaolu, et F ei sOltu otseselt x-st, on samavaarne

funktsionaali (5*%1*) invariantsusega teisenduse

Bh* = X+<* ) £ = (5.10)

suhces. Niisiis on Hamiltoni funktsioon H Euleri vorran-
dite esimeseks integraaliks parajasti siis, kui funktsionaal
on invariantne teisendusel (5*10). Osutub, et selline seos
Euleri vdrrandite esimeste integraalide ja funktsionaali in-
variantsuse vahel on kaugemaleulatuv.

Koigepealt tépsustame veidi lahemalt funktsionaali in-

variantsuse miistet.

i a
Funktsionaal JC}, ,JJ = J A
on defineeritud (h+0 -dimensionaalse ruumi kdveratel
% S . Teisenduse
*n>, (nl)

= "fc (Ti"jM *ee)
abil saame igale kdverale seada vastavusse teisenenud ko-

vera y* . Selleks tuleb kdvera ~ parameetrilises esitu-
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ses esinevad funktsioonid asetada teisendusvalemi-
tesse (6*11). Elimineerides nii leitud (**H) vdrrandist

Y saame W, vlrrandit
£ = *t¥) (5-12)

mis maaravadki teisenenud kdvera ~ . (Siin ja ka edaspi-

di me eeldame, et teisendusvalemid (5*11) oa p6dratavad, s.t.
et on voimalik fakdada sxurusi 4*,  funktsioonide-
na suurustest X > ees> ja nende funktsioonide abil ta-

gasi minna teisendatud kdveratelt esialgsetele koveratele

Y ) Naditeks teiseneb lineaarselsendusel

1* = X+A = gt
sirge " * «.*+ Xr sirgeks S a. x* +X}- +/S-*Ad. Punktsionaa-
li me nimetame invariantseks teisenduse (5.11)

suhtes, kui iga lubatud kdvera korral 3LylI»3Ly*J , S. t.

J1 >+,
r

Nii nditeks on funktsionaal invari-
antne teisenduse r A suhtes. Toepoolest, kui
kébver ~ on antud vOrrandiga ~ “*(x) ( * x U) , Siis
teisenenud kdver on antud vorrandiga ij*=- & -1-] =
5 (com * ja seega

i i, m n B j. /J1c\
3ty4 . ] . |
oriii+e 4* otV+C o x

otVtae Jj(x*-¢)

= jti No-«*- IV

ciVv-VC V bI:. Y
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If

Samal viisil on kerge ndha, et funktsionaal Xy] * £ * dx,

pole invariantne nditeks teisenduse X » x+C > " ~ N

suihttes. TK@poolest f

311*1 = f * « [ - P n
nC «F* a+C

4. Hoetheri teoreem.

Valime teisenduste (5.11) hulgast valja ihe Uhepara-

meetrilise teisenduste parves

= o (*c $o * )

(G i ) >
kus fe ja *F on diferentseeruvad funktsioonid ning pa-

rameeter bl on valitud nii, et juhule hkI= 0 vastab ident-
ne teisendus, s. t.

Toestame jargmise teoreemi: igale teisenduse parvele
(5.12, 12»), mille suhtes on funktsionaal (5.1) invariantne,

vastab aelle funktsionaali Euleri vdrrandite (5.2) mingi esi-
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mene integraal. See teoreem on erijuht E. Noether! (1882-
1935) 1918.aastal tlestatud, Uldisemast teoreemist (vt. ka
86, 4).

TOestusk&aigu lihtsustamise huvides kitsendame esialgu
veidi teisenduste klassi (5*12, 12 ?» ndudes tadiendavalty
et

X* s X . (5.12")

Kui parameeter ot on vaike, siis

« —————--2———0ad a , (5-13)

kus
-he».,«,)» - ccF A . (5-13,)

Eeldame veel, et vérrandiga

V =V Ix)
maaratud kdver on funktsionaali (5.1) ekstremaaliks. Siis
avaldub selle funktsionaali esimene variatsioon uleminekul

kdveralt ~ kdverale & jargmiselt:

S3- - £ F+"'12
(sest antud juhul - ei varieeru, s. t. £x0a SX1<0 ja

). Kuna vastavalt teoreemi tingimustele on
funktsionaal (5.1) invariantne teisendusel (5.12-12"), siis
peab toodud valiku korral olema esimene variatsioon

null. Niisiis

ehk Y
i FVt+; l, . (5.14)
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Kuna leitud seosed on oiged igasuguste ot0 ja X~ vaar-

tuste korral, siis seega
LY

£ F.* +« =
<=« >*
modda igat ekstremaali. Niisiis vastabki teisendusele (5*12-

-12") Euleri vdrrandite esimene integraal:
Y c, 2 tLjj . (5.15)
it/V n
Rakendame nildd nditena toodud mottekdike ka juhule
Fx» 0 /vt. (5*%1*)/. Nagu mérkisime juba eelmise punkti
alguses, on selline funktsionaal invariantne teisenduse
(5.10) suhtes. Teisendusele (5.10) vastab esimene variat-
sioon (eeldusel, et funktsioonid "4~ on funktsionaa-
Ine (5.1*) ekstremaaliks) (vt. (3*8))

Sl--2¢ C1..

Fimktsionaali (5*1") invariantsuse tdttu joOuamegi tulemu-

K = const

(mboda ekstremaale). See aga tahendabki, et Hamiltoni funkt-

sioon on Euleri vorrandite siisteemi esimeseks integraaliks.
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5->Mehhaanika variatsioonprintsilbid .ia jddvuseseadused.

Esimeseks selgesti formuleeritud variatsioonprintsii-
biks oli juba sissejuhatuses mainitud Fermat® printsiip
(1662) (vt. 81, 1). Kuigi juba tol ajal olid oige levinud
vaated, mille kohaselt liikumisseaduste p6hiomaduseks on
nende lihtsus, vOi siis teleoloogilise kallakuga vaated,
nagu saavutaks loodus oma eesmédrke lihtsaimate vahenditega,
néudis mehhaanika variatsioonprintsilpideni joudmine ligi
sajandi pikkust uurimistdéd. Peamine raskus seisis selles,
et kaua ei olnud téit selgust, milline filsikalistest suu-
rustest peaks liikumisprotsessis olema ekstremaalne. Opti-
kas aga oli selleks konkreetne ja kergesti mdistetav suurus
- aeg. Esimesed mehhaanika valdkonnas formuleeritud variat-
sioonprobleemid olidki oma loomult Fermat® printsiibi formaal-
seteks laiendusteks mehhaanika Ulesannetel. N11 on Je Bernoul-
li kuulsa,1696. aastast péarineva brahhistokroonl probleemi
korral minimaliseeritavaks suuruseks samuti aeg.

Tosi kill, juba 1669. a. tdi G.W. Leibnitz (1646 - 1716)
mehhaanikasse uue suuruse "mdju" (“actio formalis™), mis on
massi, kiiruse ja teepikkuse korrutis. On vaga tdendoline,
et tal oli ka killalt selge, millist osa mangib see suurus
mehhaanikas.* Kahjuks jai Leibnitzi sellealane uurimus tema

kaasaegsetele praktiliselt tundmatuks, kuna see ilmus trikist

* 1751* a. publitseeris S. Koenig katkendid saksa mate-
maatik J. Hermannile saadetud kirjast, mille aufor (arvatak-
se, et kirja kirjutas 1707. a. Leibnitz) véidab, et reaalse-
te liikumiste korral omandab mdju tavaliselt maksimaalse vOi
minimaalse vaartuse.
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allee 1860. aastal. Enam-vahem rahuldava formuleeringu meh-
haanika vahima méju printsiibile andis alles 1746« aastal
P. Maupertuis (1698-1759)» "Mdju, mis on tarvilik selleks,
et teostada mingit muutust looduses, on vdimalikest vaikseim."
MGju flusikaline tdhendus aga langes tal kokku Leibnitzi poolt
antuga. Nii siis:

JNoywd S - minimaalne . (5«18)

Tuleb mérkida, et Maupertuis oli teleoloogiliste vaadete in-
nukas pooldaja, kes ndgi véhima mdju printsiibis jumaliku et-
tendgelikkuse kehastust ja otsis sellele rakendusi ka valjas-
pool loodusteadusi. Hilisem analliis nditas, et vahima mdju
printsiip on tegelikult variatsioonprintsiip, mille korral
tulevad arvesse ka liikumised, mis annavad mojuintegraalile
statsionaarse vdi koguni maksimaalse vaértuse, ning veelgi
enam, variatsioonprintsiipe vdib formuleerida mitte ainult
mehhaanika, vaid ka paljude teiste diferentsiaalvirrandite
korral.

Maupertuis® poolt antud véhima méju printsiibi formulee-
ring on killlalt ebamdarane, kuna pole selge, milliseid tingi-
musi peavad rahuldama vérdluseks vdetavad vo6imalikud muutu-
sed. Selles suunas tegi olulise sammu edasi J.L. Lagrange
(1736-1813), kes andis Maupertuis vahima mdju printsiibi
(punktmasside silisteemi jaoks) range pOhjenduse ja nditas, et
voimalikud liikumised peavad rahuldama energia jaavuse sea-
dust ning osakestele mdjuvad tungid peavad olema konserva-
tiivsed. Pidades silmas, et

WAL« st* « 2T"
%
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(TjJ - i-nda osakese kineetiline energia), vbime anda
Maupertuis®-Lagrange®i printsiibile sellise, tapsema formu-
leeringu:

Konservatiivsete tungide mdju all oleva punktmasside
susteemi tegelik liikumine antud alg- ja IGppasendi vahel
erineb kdigist teistest kinemaatiliselt v@imalikest (s. t.
seoste poolt lubatud) liikumistest, mis toimuvad sama kogu-

energiaga, selle poolest, et

W= 3 ETJJt (T-2T3) (5.16%)
- ro
omab ekstremaalse (v8i statsionaarse) vaartuse. Lagrange”i

mojufunktsiooni W varieerimisel tuleb arvestada, et ener-

gia lause
T+U = £ = const

( -slisteemi potentsiaalne energia) tottu séltub kineeti-
line energia T ja seega ka slsteemi punktide kiirused nen-
de asendist. Jarelikult ei tarvitse liikumise aeg siin olla
iga vordlusaluse liikumise puhul Uhesugune (aeg sGltub teest)
ning meil on tegemist fikseerimata rajadega isoperimeetrili-
se variatsioonilesandega (lisatingimus koguenergia E =const).
C. Jacobi naitas 1842. a., et Maupertuis®-Lagrange”i

printsiibis on vGimalik elimineerida aega, kasutades selleks

energia lauset X
2N *4 clsi

a T a (M):= n* -~



V&hima m6ju printiibi mitmesuguste erinevate formulat-
sioonide hulgast on eriti otstarbekas W. Hamiltoni (1805 -
1865) formulatsioon, mis on antud 1834. - 1835« a. Siin ei
vOrrelda enam sama energiaga vdimalikke liikumisi, vaid sa-
ma ajavahemiku jooksul toimuvaid véimalikke Iiikumisi. Eks-
tremaliseeritavaks suuruseks Lagrange®i mojuintegraali W

asemel on mdjuintegraal S

S = J (T -U) eit . (G.17)
o
Seda, nn. Hamiltoni véhima mdju printsiipi, vdime sonas-

tada jargmiselt:
Kéigist kinemaatiliselt v6imalikest liikumistest, mis
viiksid silisteemi sama ajaga antud algasendist antud I8ppaseo-

disse, toimub tegelikult see, mille puhul méjufunktsioon
t,

Se JLeuU (5.17)
“fo
on ekstremaalne (statsionaarne).

Suurust L , mis on tegelikult kineetilise ja potent-
siaalse energia vahe
L=T-U, (5.17")
nimetatakse slsteemi Lagrange*i funktsiooniks.

Margime veel, et toodud Hamiltoni printsiipi v0ib uldis-



tada ka mittekonservatiivse tungivalja juhule (potentsiaal
1C puudub), samuti aga ka pidevate keskkondade juhule.
Veelgi enam - Hamiltoni printsiibile analoogilisi print-
siipe saab formuleerida ka teiste fulsikaliste néhtuste
jaoks (elektromagnetism, véaljateooria jne.)»

Eelmise punkti tulemuste konkretiseerimiseks rakenda-
megi neid iv punktmassist koosneva sisteemi juhule. Vasta-

valt Hamiltoni v&hima mdju printsiibile kirjeldavad sellise

susteemi liikumist ajavahemikul ( ) sellised funkt-
sioonid 3tE£(t) , ~; (0 t (t) (i=1,2, ... ,n
r(<i*4C»11) “° i-nda punktmassi koordinaadid ] ,

mille korral integraal
s= J1 ja
m
on ekstremaalnee Seejuures

L=jL + Mt +1\)- K,,---,

ja i-ndale partiklile mGjuva tungi komponendid:

v "*»Uu.v.. -2J71 m?2. DWW

X i ox7 " ~ ev " Tbh~ *
On kerge veenduda, et funktsionaali JL «tr Euleri vorran-
did on samavaarsed Newtoni v6rrandifg3a mehhaanikast. Kanoo-
nilisteks muutujateks oleks antud probleemi korral peale aja
ja partiklite koordinaatide veel partiklite impulsi komponen-

did
PI - = "uit 1 PN = “tji i pi * "CHEr (5.18)

ja kogu energia
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H= Z (x;pi + +—Iiﬁ)—L:

= ar-(r-u) = r--u . G189

Vaatleme niid, millised on mGjuintegraali Euleri voérrandi-
te esimesed integraalid. Nende kaudu me jduamegi nn. jaavus-
seadusteni, s. t. selliste suuruste sissetoomiseni, mis sai-
litavad oma vaartust siusteemi liikumisel. Nende hulk ja ful-
sikaline té&hendus séltub Langrange®i funktsiooni L konk-
reetsest kujust.
1) Vaatleme kdigepealt nn. konservatiivset susteenmi,
s. t. sellist siusteemi, mille Lagrange®i funktsioon (eriti
aga potentsiaalne energia 1A ) ei sdltu otseselt ajast. Na-
gu juba eespool nagime, on sel juhul j&davaks suuruseks Ha-
miltoni funktsioon H s konservatiivse silsteemi koguenergia
on jaav.
2) MOjuintegraal on invariantne paralleelliikke suhtes,
s. t. teisendusel
t*= t, bAT
X* - r?” = r;+c -

Jaotades selle teisenduse hulga kolmeks uheparameetriliseks

jne. ja rakendades eespool leitud tulemust (5.15), néaeme, et
mojuintegraali invariantsusele X -telje suunalise paralleel-
likke suhtes vastab slsteemi koguimpulsi X, -komponendi jaa-

vus

= const. ehk P - Py, = const.



Analoogiliselt jareldub invariantsusest -telje ja i-tel-
je suunalise paralleelliukke suhtes susteemi koguimpulsi Yy~

ja -komponendi j&avuse seadused:

s 4 = con8t 2. — = const
P RS ? ion P

On selge, et kui mGjuintegraal on invariantne ainult
kindlas sihis teostatavate paralleellikete suhtes, siis on
jaav vaid koguimpulsi vastavasuunaline komponent.

3) Vaatleme nidd juhtu, kus m@juintegraal on invariant-
ne pdorete suhtes Umber I -telje, s. t. koordinaatteisen-

duste
t* -t , - BbC,

%L - XL a +

*
suhtes. Valemi (5*15) pdhjal leiame, et jadvaks suuruseks on

c’” P3x;) - .
See pole aga muud midagi kui koordinaati&F a&gusppnkti suh-
tes arvutatud sisteemi impulssmomendi M A cXfle
2 -komponent. Niisiis on slsteemi impulssmomendi fim- kompo-

nendi jaavus seotud mdjuintegraali invariantsusega Umber

£ -telje teostatud poddrete suhtes.

- I.O3 -



6. Hamllton-Jacooi vdérrandid.

Vaatleme funktsionaali
0- § F(*»4 C, *4c) » (5.1
Xo

mis on maaratud -modtmelise ruumi mingis piirkonnas
G. asuvatel koveratel. Oletame, et labi selle piirkonna
6 kabe punkti PO ja laheb ks funktsionaali (5*1)

ekstremaalidest. Suurust

(519)
ao
kus integraal vletakse mddda punkte

) 4 4 AN ) i
ja Pn Uhendavat ekstremaali, nimetatakse

e
/\*)

punktide PO ja vaheliseks geodeetiliseks kauguseks.
See on lhene funktsioon punktide Po ja koordinaati-
dest. Eriti, kui funktsionaal téhendab koévera pik-
kust, siis on geodeetiline kaugus samavdarne kahe punkti
vahelise kaugusega ta\@AIises mottes. Fermat®" printsiibi
funktsionaali Tf*y]= J Ja n On
geodeetiliseks kauguselca aeg, mis kulub valgussignaalil lii-
kumiseks punktist o punkti Pj . Mehhaanika véhima mdju
printsiibi funktsionaali korral on geodeetiliseks kauguseks
mdju muutus, mis vastab Uleminekule algolekust l6ppolekusse.
Kui punkt ?c on fikseeritud, P~ aga on muutuv punkt
piirkonnas Q , siis on ka geodeetiline kaugus $ funkt-

sioon punkti Pj» P koordinaatidest, niisiis

S = . (5.19%)
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Leieune, millist diferentsiaalvérrandit rahuldab funkt-

sioon S . Arvutame kdigepealt funktsiooni S osatuleti-

S JJL
sed o * —_|fJ—

siaali, s. o. juurdekasvu

. Selleks arvutame funktsiooni diferent-

4S5 = + SCgc, t™i)
lineaarosa, seejuures peame silmas, et
45 - JL~J " Uy J

Siin on V  ekstremaal, mis thendab punkti PO punktiga

Ps Cx, JjN 7) , &y aga ekstremaal, mis lUhendab teda
punktiga P* = Seega
UsS* ?23=Zjvfy -HY* (5-20)

(16pp-punkt varieerub). Jarelikult

“H>

IC (5-20%)
* P4 P
Valemites (5*20) tuleb suurusi p; vaadelda kui osatule-

tiste Py. vaartusi punktis P , kusjuures tuletised
on arvutatud médéda punkte PO ja P dhendavaid

ekstremaale; seega ka

on funktsioon vaid suurustest x, " ,e<Tj
Vorranditest (5.2XfF) ndeme, et S kui funktsioon punkti

P koordinaatidest peab rahuldama jargmist vorrandit:



aida nimetatakse Hamilton-Jacobi vdrrandiks. Hamilton-Jacobi

vorrand on | jarku osatuletistega diferentsiaalvdrrande Eu-

leri kanoonilised vdrrandid (5*7) moodustavad vdrrandi (5%21)
karakteristlikkude vorrandite sisteemi.

Anname veel meie poolt labitehtud konstruktsioonidele
geomeetrilise tdlgenduse. Vorrand = const, maa-
rab ( K-M )-dimensionaalses ruumi s pinna, mille kdigi punk-
tide geodeetiline kaugus fikseeritud punktist PO on ihesu-
gune. Andes konstandile erinevaid vaartusi, saame terve parre
selliseid pindu. Kuidas aga l8ikuvad pinnad S = const,
punktist PO valjuvate ektremaalidega? Vastuse saamiseks
vaatleme valemit (5.20). Kui punktid P ja Pr asuvad md-

lemad pinnal S s const. , siis
ZT1 -«S8* -0.

See aga Utleb, et pinna 5 = const, kdik joonelemendid
punktis P I8ikuvad sama punkti labiva ekstremaaliga (mis
valjub punktist PO ) transversaalselt, ehk teisiti, pin-
nad 5 = const, ldikavad punktist Po valjuvaid ekstre-
maale transversaalselt. Niisiis asendatakse Hamilton-Jacobi
formalismis ekstremaalide uurimine neid transversaalselt
Idikavate pindade uurimisega.

Fermat* printsiibist tuntud funktsionaali
*4

Uyl = J /<te}"e +r "1 N1*
Xo
korral taanduvad transversaalsusetingimused lihtsalt orto-

gonaalsusetingimusteks (vt. ul. 8 &3). Seega asendatakse

Hami lton-Jacobi formalismis antud punktist valjuvate Kkiir-



tekimpude uurimine neid kiirtekimpe ortogonaaleelt I6ikavate
pindade (tapsemalt: pindade parvede) uurimisega. Need pinnad
pole midagi muud kui optikast tuntud lainepinnad« Sel teel
loob Hamilton-Jacobi formalism silla geomeetrilise ja laine-
optika vabele. Loomulikult ei téhenda iGleminek Fermat® print-
siibi esialgselt formuleeringult Hamilton-Jacobi formalismi-
le veel tdelist Uleminekut kLirteoptikalt laineoptikale. Vor-
rand, mida rahuldab funktsioon S (nn. eikonaali vdrrand) on
ikkagi ainult Idpmata vdikese lainepikkuse piirjuhule vaetav
ligikaudne erikuju laineoptika pdhivorrandist (vt. llesanded
3 ja 4).

7. Seos Hamilton-Jacobi voOrrandite .laEuleri virrandite

esimeste integraalide vahel.

Teoreem 1. Kui 3 =5 <y mm on Hamil-
ton-Jacobi vdrrandi (5.21) lahend, mis séltub K parameet-
0ocC
riet i@ I ... , , Siis iga t (i=1,2,...,k)

on Euleri kanooniliste vorrandite (56*7) esimeseks integraa-
like (s. t. ~oi|7 on konstantne mddda igat ekstremaali).
d /9S\

Toestuseks naitame, et =0 moédda mistahes

ekstremaali. Arvutame selle tuletise:

J_ 21 = + Yy . . ;
dx Q1 ~ fd3< dx (.22)
Asendades lahendi vorrandisse (5*21)

ja diferentseerides jargi saame
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b £ JOH. 7
f, <5.25)

Seostest (5*22) ja (5*23) néemegi, et mooda ekstremaale, s. t.
seal, kas
Jc, 24 - O

TTr «r*
Ka .
_dL (-240-) = O.
dx Te*_ "
Teoreem 2> (Jacobi teoreem). Kui funktsioon 5 e
= ek S* FX4[ F> . ) on Hamilton-Jacobi vorrandite
taielik* integraal ja
375
A Tiprk * 0 » (5*24)
sils seostest
9s , 3.
Mrw ~* (5.25)
kus s e on meelevaldsed konstandid, maaratud
funktsioonid

*

Osatuletistega diferentsiaalvdrrandi taielikuks lahen-
diks nimetatakse sellist lahendit, mis sisaldab nii palju s6l-
tumatuid konstante, kui palju on sdltumatuid muutujaid. Antud
Juhul on kull (*e<) soltumatut muutujat, kuid kuna vdrrand

(5*%21) sisaldab ainult funktsiooni S esimesi tuletisi, siis

on Uks konstantidest adltiivseks liidetavaks, s. t. téaieli-

kuks integraaliks oleks seega funktsioon S*

fkus A on meelevaldne konstant.

Konstandi A sissetoomine toob kaasa ainult taiesti triviaal-
se esimese integraali - funktsiooni, millel igal pool on kons-
tantne vaartus 1 e
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r (* ¥ o+* /% /= *) (5»26)
moodustavad koos funktsioonidega
|<ia SC**, P/ n ) / (5.27)

Euleri kanooniliste voérrandite tGldlahendi.

Toestuseks peame silmas, et vastavalt teoreemile 1 on
funktsioonid %%?£ Euleri vdrrandite esimesteks integraali-
deks, s. t. nad on konstantsed mddda Euleri vorrandi lahendi-
kdveraid (lgale lahendikdverale vastab lLF: kindel vaartus,
naiteks ). Kui niid kdik esimesed integraalid on séltu-

matud, s. t.

«|** * 0
siis voime n. vdrrandist (5*25) médérata funktsioonina
X-st ja parameetrist thi , ... , o, , .

Kanoonilisi muutujaid p; saame aga leida funktsiooni 5 osa-

tuletiste kaudu (vt. (5.20)).

Ulesandeid &5 juurde.

1. Formuleerida jaavusseadused tsentraalses tungivaljas lii-
kuva punktmassi jaoks.

2. Formuleerida jaadvusseadused aksiaalslmmeetrilises tungi-
valjas liikuva punktmassi jaoks a) tldjuhul, B juhul, kui
vali ei sdltu b koordinaadist.

3. Leida Euleri kanoonilised vorrandid, Hamiltoni funktsioon
ja Hamilton-Jacobi v@rrandid Fermat* printsiibi funktsio-

naali
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¢
Ttyj - ijudaii Zi+u't +2-i j*,
p. C *

korral.

— '"CT1rTMPM &T«® * -

. Naidata, et eelmises llesandes leitud Hamilton-Jacobi
vérrand (nn. eikonaali vdrrand) on piirjuhiks elektro-
magnetilise valja vdrranditele kui lainepikkus A-*0

Markus: Maxwelli vdrranditest vaba véalja jaoks

4 dB + 77 1Dbp
— B N

rv** E * - » n c mjt ’

*Uv 0, «Uv @Q« O

ja seostest B*®»gH , P = t Zf ndeme, et vdljavekto-
rite komponendid rahuldavad jargmist vérrandit

abl + M L9 4

D

( A vdib olla valjavektorite mistahes komponent). Vor-
rand (1) on saadud eeldusel, et t ja”™ on konstant-
sed. Praktiliselt on vorrand (1) rakendatav ka siis, kui
t ja J* on peaaegu konstantsed (nii et nende suurus-
te ruumilised tuletised on kaugelt vaiksemad valjavektori
ruumilistest tuletistest. Vdrrandi (1) lahenditest on

lihtsaim tasapinnall!si laineid kirjeldav lahend
C(2T —oo"t + =)
A e * =* @
N

p ) )
(>»>m - - ringsagedus, »C - lainevektor; ta on
suunatud risti lainefrondiga, s. t. tasandiga icn

kuna lie/ - "o ). Kui elektromagnetiline kiirgusvali ei
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ole tasapinnaline, kuld siiski selline®, et amplituud
ja lainevektori suund ei muutu oluliselt lainepikku-
se suurusjarguliste lineaarmddtmetega piirkonnas, siis on
voimalik sisse tuua on* lainepinnad. Need on pinnad, mil-
le kdigis punktides on lainefaas lUhesugune. lgas kullalt
vaikeses ruumipiirkonnas v@ime raakida ka lainete leviku-
suunast, mis on risti lainepindadega. Sel teel saame elekt-
romagnetilise valja teooriasse tuua kiire mdiste. On sel-
ge, et eespool vaadeldud tingimused on seda paremini tai-
detud, mida vaiksem on lainepikkus X e ldeaalse olukor-
ra saame piirjuhul A** e Selleks, et teostada Ulemineku
X “* & vdrrandis (1), peame silmas, et Gldjuhul tuleb ta-

sapinnalise laine (2) asemel vdtta lahend kujul

A « a(xiy i,t) A *ef i @)
Tasalaine korral - Kt -wt +ot ja e e Laine-
pindade sissetoomine on véimalik, Kkui €) erineb

X suurusjargulises piirkonnas vahe lineaarsest funktsi-
oonist, ning <K on samas piirkonnas peaaegu konstantne.
Arvestades to ja K, seost lainepikkusega J1 , néeme, et
X. vahenedes peab funktsiooni ~ vaartus kasvama. Nii-
siis piirjuhul A" O , kasvab tokestamatult. Aseta-
des nuud lahendi (3) vorrandisse (1) ja arvestades kdige
suuremaid liikmeid, jouame jargmisele vorrandile funktsi-

ooni T jaoks

Juhul, kui lainel on sagedus 60 4 vdime kirjutada

- 111 -



f « - CM 4 co S(xtriv) . )

Asendades selle vorrandisse (4), saamegi funktsiooni S

jaoks eelmisest uUlesandest tuntud Hamilton-Jacobi vOr-

randi .

. Naidata, et igale mehhaanlkaprobleemile punktmassi lii-
kumistee méaramiseks ajast sdltumatus tungivaljaa potent-
siaaliga r) vastab Fermat®™ (lesanne valguskiire
maaramiseks. Leida seos partikli energia B ja potentsi-
aalse energia ning murdumisnditaja

vahel.

Markus: Hamilton-Jacobi voOrrand partikli jaoks
4 I fei) A H)+df)AMYITT

on viidav uUlesandest J» tuttavasse kujju, vdttes
s=s0(*>) - et
( B on partikli energia, mis on jaav suurus, kuna Lag-
range "i funktsioon ei sisalda otseselt aega).
Vastus:
n(x",b) == i/Awn cCE-U)
Leida antud potentsiaalse energiaga "tC tungivédljas lii-
kuva punktmassi Euleri kanoonilised vérrandid, Hamiltoni
funktsioon ja Hamilton-Jacobi vdrrandid a) polaarkoordi-

naatides, b) silinderkoordlnaatides.
Tleafnee
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b) 4 1 £(p» +P* + +-4("M1,«).
Leida Hamilton-Jacobi vdrrandi taielik lahend homogeen-
ses tungivaljaa AX=- F2 triikuva partikii jaoks. Ka-
sutades 8. punkti tulemusi, leida Euleri vérrandite kdik
lahendid ja esimesed integraalid.

Markus: Hamilton-Jacobi vdrrandis

£ -£HEM ~Aga4)']-F, «>
saab eraldada muutujad* Kdigepealt vdib lGlesandest 5 tun-

tud teisenduse S= SOfri*J/"i)- £ b viia vorrand (1) kujja

vorrandis (2) vb6ime otsida funktsiooni 5# kujul SO *
=3$ < ( * ) + (3). Asetades lahendi (3) vorrandis-
se (2) saame

E(4yW .[(tF)M |S/j*F ,-r. <
Saadud vorduse vasakul pool on ainult X -*1 funktsioon,
paremal Ne% N -1 fnnktsioon. M&lemad avaldised saa-
vad olla vérdsed igasuguste % , | Jja t vaartuste
korral vaid siis, kui nad on mélemad konstandid. Nii saa-

me

1rr/ * )
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Vorrandis (5) on samuti muutujad eraldatavad, nii saame

veel kaks vdrrandit

J-t «tMl:l'ltil*-> ()

AC T I ) = FX-C -*,-<*»_ . “B)

Vérrandid (4-4") on kergesti integreeritavad.

Vaatus:
5=-E-M X N
Euleri vdrrandite esimesed integraalid on kergesti inter-

preteeritavad, kui B asemel votta integreerimiskonstan-
diks E * E .

. Kasutaaes muutujate eraldamise meetodit (vt. il. 7) ja Ha-
miltoni funktsiooni H aval<U3t polaarkoordinaatides (vt.
ul. 6), leida Hamilton-Jacobi vdrrandite taielik integraal

eeldusel, et A

Vastus:

5 - =+ Pf 'f *+ +
+ J\f v (im- A@)- -71 ~
. Kasutades funktsionaali J=. J(y> dx ekstremaalide

Oldist avaldist » = » teha labi kdik kaesole-

va paragrahvi konstruktsioonid.
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Markus: Geodeetiline kaugus kahe etteantud punkti

Po-0fe”o0) ja P~U*«”) vahel avaldub

selliselt

AMYG ACT v +

Vaadeldes punkti Po  fikseerituna, punkti Rj aga mee-

levaldsena ( =x , t- ) annab see avaldis Hamil-

ton-Jacobi vdrrandi kaheparameetrilise lahendiparve (veen-
duda, et see funktsioon tdepoolest rahuldab Hamilton -Ja-

cobi vdrrandit). Parameetrid Xgq ja aga ei ole mole-

mad sdltumatud, sest

+ (b5 \r *
BbXo -~ Y -~

Euleri vorrandi tldlahendi leidmiseks vastavalt 7« punktis
tdestatud teoreemile 2 vOime Ukskdik kummale parameetritest

ex* vOi tj0 anda fikseeritud vaartuse (nditeks 0).
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S 6. HOEWEBI TEOREEM JA VALJATEOORIA
VARIATSIOGNPRINTSIIBID .

1e Sisse .juhatavad, markused.

Lihtsa variatsioonulesande tldistust mitme muutuja funkt-
sioonide juhule vaatlesime juba varem (82, 3) ning leidsime

funktsionaali
u, ) M». Nyy (2.15)

a
esimese variatsiooni eeldusel, et funktsiooni Kk, piilkonna

aarel ei varieeritax

£
Kuna funktsionaalid mitme muutuja funktsioonidest mén-

givad fulsikas vaga suurt osa (pidevate keskkondade mehhaa-
nika, hajutatud parameetritega mehhaanilised slsteemid (kee-
led, membraanid jne.), valjateooria jne.), siis uurime kaes-
olevas paragrahvis funktsionaali (2.15) uksikasjalikumalt.
Koigepealt me leiame esimese variatsiooni uldise avaldise,
seejarel formuleerime ja tdestame Noetheri teoreemi Uldjuhul
ning selle abil analuiusime filsika ja&vusseadusi.

Esimese variatsiooni Uldise avaldise leidmiseks kasuta-
me metoodikat, mis erineb kolmandas paragrahvis kasutatust.
Nimelt tdlgendame Uldjuhul esinevat integreerimispiirkonna (g,

varieerimist kui sdltumatute muutujate
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varieerimise resultaati ja taandame oma llesande "funktsio-

naali kaitumise uurimisele teisendusel

NN*~Y (%11 **> /£>
On naha, et kuna i*® s *£*)) , siis vO0ime W* vaadel-
da funktsioonina muutujatest X,* , , X* _ Selleks tu-
leb esimesest KR vdrrandist (6.2) avaldada & , ..., X«
muutujate X ,*, , XH kaudu (me eeldame, et teisendus-
valemld (6*2) lubavad sellist Gleminekut uutelt koordinaati-
delt vanadele) ja asetada tulemused viimasesse vlrrandisse
(6.2). Teisendusvalemid (6.2) mdaravad lUheparameetrilise (pa-
rameeter £ ) parve varieeritud piirkondi G*(&) Ja vari-
eeritud funktsioone U*(S) , Kui nduame tdiendavalt, et va-
lemid (6.2) annaksid juhul 1*0 identse teisenduse, sile
kuulub varieeritud piirkondade ja funktsioonide hulka ka esi-
algne Integreerimispiirkond ja funktsioon GV ~0O).

Teisendus (6*2) seab funktsionaalne (2*15) vastavusse

uue funktsionaali

Oi *,*(**)] * FUJ*,...>Xj, *;\—k’ <**# , uj i

G*
Tahistuse lihtsustamiseks méargime edaspidi sdltumatuid muutu-
. ) o 5L 1
jaid vV ... ,**, (he tadhega ja muutujaid X

tdhega X* . Esimese variatsiooni arvutemiseks tuleb nidd

leida funktsionaali muutuse
£3= QCu.* C»)] - 0[*.(M] (6.3)

peaosa, mis on lineaarne parameetri 1 suhtes.
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) _ B _ u
2. Funktsiooni It _ja osatuletiste 9\—7

varlatsioonid.

Piirdudes t, vaikeste vaartustega vdime valemid (6.2)

anda ka selliselt

= Xi. + t + hdrgemat jarku liikmed,

(6.2)
k*Cx*) =U(*) + I *X)+ hdorgemat jarku liikmed,
kus
<«<<*>e T f ||tsOR (6.2")
Tabistame veel
-V da U etf (6.4)
ning

\k* (x)- -U(x) “<Zf(*) + kdrgemat jarku suurused
] (6.4%)
ja £u = £ x)

(vt. joon. 18).

Pidades silmas, et

1A% (**) “ UCX) = “gpr(x) + A *(x)-4n(X.)

«J £?241 <"1.(*-)'4Ju + kdrgemat jarku liikmed,

“1=»

* Tuleb silmas pidada, et "~-(x) ja " {*) sdltuvad muu
tujatest x nii otseselt kui ka funktsiooni 4 (*) kaudu.
Tuletiste ja arvutamisel me vaatlemegi edas-

pidi suurust ~ funktsioonina muutujatest X
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saane

e ;0 (6-5)

* U . . . . I
fcuna :—-—ija - = *i erinevad teineteisest vaid 1, jJarku
- %
suuruse vdrra, siis v0ib lineaarse lahenduse valemis (6.5)

. 9u.- B 0.
asendada tuletised ----- tuletistega - -
n ->XC

ElL= £% + t Bus* (6.5%)

Piirdudes £ suhtes lineaarsete liikmetega vOime Kir-

jutada:
N\ A, kui Lmocf
- . *
&Ce+ t O<tc B> T, 0, kuit ax -
Sumbol tahendabki vordust £ suhtes lineaarsete

liikmete téapsusega.
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(s" "N2+# N <66)

ning I6puks

Leiame niid veel osatuletisé - - variafgfooni, s. t.
frxc
vihe
NFxE(FS> O 9*(x) g *ACu*(ack) - u(x*>] b -IMVl
Toe* N*xK, 'IX* * SxN +
&u(x*) _ 9u.(x*)
?2X* &Xtc (6*7)

lineaarse osa. Vaatleme Uksikuid liikmeid eraldi

»U* (Ci»)-.uu*)] c ? t <>~ e
" * Uu.43 E **«m * (6-77)

fzj-fe) &»e(Ad-fC)*OA Z T fe ts? o*o'm>

Jarelikult

- 120



3» Esimese variatsiooni ildine avaldis.

Funktsionaali OLwwtiQn juurdekasvu (6.3) lineaarosa

leidmiseks teisendame kdigepealt integraali
JL = dx*
. - S ich .
nii et integreerimispiirkonnaks oléks piirkond 6. < Selleks
tuleb minna kordses integraalis lUle muutujatelt X* muutuja-

tele -

Nagu teada matemaatilisesl analiisist

:éiame (6.6) abil ©
9 <ff
"0 x
S?x
ex»- N
=1
« 217N r 1 *»-- 4ﬂ23
1T, 2z 5%r o (6.9)
Seega
CF u%) (M2-5~)-F(t,4,4x)] oi,.»
cR "ol (6.3%)

Asendades integrandi ritta £ astmete jargi ja piirdudes

vaid lineaarsete liikmetega saame
a *
:J-H Lf*(,y,\i<4/5;*)+>éi Fx* <4 Il‘o "Jc'K_ +
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(6.11) saamisel on peetud silmas ldentsusi

12L. 2 b s£ » (if f*) £ _2-»£ fu m

. & x«. " *<3 2 2. fv + P X, + F
=4 ICai « IC»1 % L *

T £ bl n r

H=* b»4 ® P XD, VI ®

Erijuhul, kui soltumatuid muutujaid ei varieerita SzK=0
ja kui funktsiooni u, variatsioon piirkonna (* &érel on
null, vdime Greeni valemi pdhjal Integraali S$eee
teisendada integraaliks Gle piirkonna G. &arepinna P

I"j fu o S*),
C» «6
mis aga on null tingimuse $ 4|*- 0  tdttu. (6.11) taandub
sel viisil juba tuntud avaldiseks (6.1).

Leitud esimese variatsiooni Uldine avaldis (6.11) on ker-

gesti uldistatav mitme muutuja funktsionaali juhule:

- KS-fr- » F \ K



W/
(6.11»)

Teise, peaaegu triviaalse uldistuse saame, kui vaatle-

me teisendusvalemeid (6.2") sdltuvatena mitmest parameetrist

by » > eee  » e Kuna valemid (6.2") omandavad
kUuJu ?
XS - *K W gL Ee xR, >
u? = n C«iu.) ,
**1 :
siis on selge, et S"X" » Ja * &11 tuleb

nuid valemis (6.11) mdista jargmisi avaldisi:
?

ExK = 7 (ottO |

jw/j

4. Noetheri teoreem.

Eelmises paragrahvis toodud (85, 3) funktsionaali in-
variantsuse mdiste on kergesti lldistatav ka funktsionaall-
dele mitme muutuja Ffunktsioonidest. Ue Utleme, et funktsio-
naal (2.15) on invariantne teisenduse (6.2) ( £ fiksee-

ritud) suhtes, kui

= mjt-]
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Naiteks funktsionaal

Jus = JJ
a

on invariantne teisenduse ( -tasandi podre)

= X004+ ™ mymd,

= - X AN * 4 oA

> (6.12)
u* - JI1 .
suhtes. Tdepoolest
4*0*,3%) = YU C * * d “ fIx e «

(kahest esimesest valemist (6.12) on avaldatud J ja »
aCr ja "jj* kaudu) ja

G*

= i [kx*» = 0-r"o*)1 + (-~ x »*N0i t+,01)% c(x*elb*s

G*
s 11 [(nn*)1** * 3 L*] ,

|

D(*v»* i

sest jakobiaan - (, » )77 {-

Kui funktsionaal

nLAl e [I Ux) dX

€
on invariantne teisenduste parve (6.2) iga teisenduse suhtes,

siis kehtib seos
(+:+'JAO > (6.13)

kus funktsioonid 4 .ia on defineeritud valemitega (6.2
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4 on funktsionaali 305wl meelevaldne ekstremaal
(Noetheri teoreem).

Teoreemi td8estuseks peame silmas, et invariantsuse ndu-
dest jareldub tingimus e Esimese variatsiooni uldi-
ses avaldises (6.11) tuleb aga arvestada, et funktsioon

MX*«,eeej"**) kui ekstremaal rahuldab Euleri vlrrandit, seega

H ti & (1£ - +F*03 eeer =0
£ ICM *e

ja siit piirkonna G, meelevaldsuse tdttu K

[0 ok XGi Nz

Markus 1. Kui teisenduste parv (6.2) sisaldab £ sdl-
tumatut parameetrit , --- , Ey t siis saame Yy sdltu-
matut seost (6.13).

Méarkus 2. Kui on tegemist funktsionaaliga mitmest funkt-
sioonist, siis asendub tingimus (6.13) veidi keerukamaga

s w * e g o (6-<%)

kus

TA HU ea

(vt. (6.4*, 5%)).

5. Yal.jateooria variatsioonprintsiibid.

Nagu eespool mérkisime, on mehhaanika vahima (tépsemi-
ni statsionaarse) mdju printsiip, mille me formuleerisime
masspunktide sisteemi jaoks (85»5), kergesti ildistatav

eelkbdige Idpmata suure vabadusaetmete arvuga (ehk nn. haju-
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tatud parameetritega mehhaaniliste sisteemide juhule. Sel-
leks tuleb uldiselt Lagrangeli funktsiooni avaldises (5»17"%)
asendada summeerimine uUle I6plike masspunktide Jt summeeri-
misega Ule ldpmata hulga elementaarsete masspunktide s. o.
integreerimisega (vt. uUlesanded 4-7) . Vaadeldes valju kui
Idpmata suure vabadusastmete arvuga siisteeme vOime Ules ehi-
tada analoogiliselt klassikalisele mehhaanikale ka valjateoo-
ria, lahtudes sobivalt formuleeritud variatsioonprintsiibist.
Seejuures vdib kasutada kas Hamiltoni vOi Lagrange*! forma-
lismi. Esimesel juhul on pdhisuurusteks Hamiltoni funktsioon
ning uldistatud koordinaadid, mis alluvad nn. kanoonilistele
virranditele. Kuna ajakoordinaat on esile tdstetud (kanooni-
listee vdrrandites on pbhiliseks muutujaks aeg, ruumikoordl-
naadid esinevad parameetrite osas), siis ei ole selline ka-
sitlus relativistlikult kovariantne, ning see ongi selle for-
malismi pOhiliseks puuduseks. Teisel juhul lahtutakse Lag-
range*i moéjufunktsioonist, mille kaudu formuleeritakse valja-
vlrrandid ja jdavuseseadused. Kuigi analoogia mehhaanikaga
ei ole siin igal sammul nii ilmne kui Hamiltoni formalismis,
on kogu kasitlus relativistlikult kovariantne, sest aeg ja
ruumikoordinaadid esinevad siin tdiesti summeetriliselt.
Kédesolevas Ulevaates piirdumegi Lagrange"i formalismi vaatle-
misega.

lgat valja saame iseloomustada kas Uhe voi mitme vélja-
funktsiooniga (4= 1 *)_ mis soltuvad ajast t ja
ruumikoordinaatidest , Et anda valemitele simmeet-

rilisemat kuju,nummerdame koordinaate indeksiga all ,
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ja c - valguse kiirus). Sol-
tuvalt funktsioonide teisenemiseeskirjast uleminekul
Uhest inertsiaalsilisteemist teise ja ruumitelgede pddramisel
jaotame valju skalaar-, vektor-, tensor- vdi spiinorvalja-
ieks.

Teooria aluseks v@tame siingi variatsioonprintsiibi
Ss a O. (6.14)

MGju S on funktsionaal valjafunktsioonidest . Oluli-
semaks ja ldisemaks ndudeks funktslonaalile S on relati-
vistliku invariantsuse nfue, s. t. ta peab olema invariant-
ne kdigi vdimalike paralleelnihete ja homogeensete Lorentzi
teisenduste suhtes. Lorentzi teisendusteks nimetatakse koor-
iinaatide oi*. (tt*0( /selliseid lineaarseid homogeen-
seid teisendusi, mis jatavad invariantseks intervalli
4sl=<r*
nistahes kahe ajalisruumilise sindmuse 0*«-) ja t"i
/ahel. M6ju kujutab vormiliselt integraali Ule teatud aeg-

ruumi piirkonna
6 L( AN T[rdx g -jfe . (6.15)

funktsiooni L nimetatakse lagraniiaaniks ehk Lagrange 4

funktsiooni tiheduseks (Lagrange4 funktsioon <€ on integ

raal lagraniiaanist tUle wdmruumi piirkonna: «*(y0) =

NLGHE) N Lagranziaan soltub vabade véaljade
corral koordinaatidest harilikult ainult funktsioo-
dde w4, ja nende osatuletiste kaudu. Seejuures leiavad

miisikalistes teooriates rakendust peamiselt funktsiooni-
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dest Vg, ja nende esimest jarku osatuletistest sdéltuvad

lagranziaanid

£E-(**) s t»n) , 2 . (6.151)
2

Variatsioonprinteiibist (6.14) saame eeldusel, et valja-
funktsioonide variatsioonid J Ljg saavad 4-mddtmelise integ-
reerimispiirkonna aartel nulliks, valjavorrandid:

Ejﬂ ND B
.
n ) Ié;EEE) ) (:)..
Nn. lineaarsetes teooriates, kus valjavdrrandid (6.16) on
lineaarsed diferentsiaalvdrrandid, vdib lagranziaan sisalda-

da ulimalt ruutkombinatsioone vaija-funktsioonidest ja nende

tuletistest.
6. Enerp;ialmpulsster=r.
Kui integraal (6.15) on invariantne £ -parameetrili-
se teisenduste parve suhtes
(0]
~ OOCoLUAL' T > ~ XK £~ 1
*= (6.17)
LA = = 4A * >
siis kehtib Noetheri teoreemi kohaselt ~ divergentsitilpi
seost
3 A
W =0> Cet (6.18)
kus
Moo ;
« - Z —rr +
*<e ~ As4 (6.18*)
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Iga selline seos annab lUbe véljainvariandi. Et selles veen-
duda, integreerime vOrdust (6.18) lle 4-mddtmelise piirkon-
na, mis on piiratud kahe tasandiga x0*d. ja *097 ja
silinderpinnaga (4-ruumis) + «R (vastav kélaruu-
mi piirkond on piiratud sfdériga). Teisendades integraali di-
vergentsist pindintegraaliks Ule piirkonna &aare saame:

* lcex*,**_ ) Atf,

kus ~ 0" on 4-md6tmelise piirkonna &&arepinna element, -
selle pinna normaali Uhikvektor ja ( B*/ <4 ) - 4-vekto-
rite B*, ja **, skalaarne korrutis. Kooskdlas tavaliste
fllsikaliste kujutlustega kahaneb vali ruumilises l6pmatuses
kiallalt kiiresti, mistdttu piirjuhul saab integraal lUle si-
lindripinna nulliks.* Jarele jaab vaid integraal lle silind-
ri péhjade, seal aga (e*«.» J1) taandub 4-vektori 0" aja-
sarnaseks komponendiks &”Q  ja integreerimine tle H3" in-
tegreerimiseks kdigi ruumiliste koordinaatide jargi. Nili

saame

ehk avaldis
R*=J +LFE R =3(6.19.)

* Ruumiliselt Idplike piirkondade korral on see nii,
kui vali piirkonna &arel saab nulliks.



on ajast soltumatu*

Olgu mérgitud, et vdrdus (6.18) jaab kehtima ja tema

poolt maddratud jé&ava suuruse arvuline véartus jaab en-
diseks, kui lisame komponentidele QA liikme
Z i*, 7 > (6.20)
kus suurused $~* rahuldavad tingimust
= - f*. <6-2°%
(vt. ul, 8).

Vaatleme niiid, millistele jareldustele viivad eelmises
punktis formuleeritud Gldised mdjuintegraali invariantsuse
nduded. Peatume esiteks invariantsusel ruumi ja aja-koordi-
naatide paralleelnihke suhtes. Selleks, et meil edaspidi por>
leks tarvis eristada vektorite ja tensorite kontra- ja kova-
ri&ntseid komponente ja tensorite luhendamisel kasutada pseu-
doeukleidilise aegruumi meetrilist tensorit, toome sisse puht-
imaginaarse ajalise koordinaadi «4 * X0 (sama seos kehtib
ka teiste vektorite ajaliste komponentide jaoks). Paralleel-
nihkel

= X* At <] BY) . (6.21)

Kuna seejuures vektorite ja tensorite komponendid ei muutu,
siis
«; (**>= «J1 <«> e ©.2-,,)

Vorreldes valemeid (6.17, 21, 21%) ndeme, et
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Xt~ KA
0, kui K®E , (6.22)

da - _ <r N nn
K a=0 =« ™ia"f"*A"

Seega saame avaldised (6.18, 18") anda selliselt

J N
gmTsa=272. j~ T *=0, (6-2J)
N *k L . O
C6-2J,)
Suurust nimetatakse energiaimpulsstensoriks. Ilgale
i -le vastab (6.197 tulpi jaav suurus
i,PA = J T4 dxi dx*. d.*b e (6.24)

Vektor PK on valja energiaimpulssvektor, komponendid

(*eW ) annavad vélja impulsi, komponent POsBIr-~- vélja
energia £

Lopuks margime, et valemiga (6.23) antud energiaimpulss-
tensor T ei ole Uldiselt simmeetriline, s. t.
Tige » ~» K*

Kuid sobiva (6.20, 20 ) tuupi liikme juurdelisamisega vdime
alati saada energiaimpulsstensori summeetrilise avaldise:

tE . rkt + Z 5% 1 >

kus

0 & s, oO. (6.25)



7. Impulssmomendi ,la splnmomendi tenaorld.

Pisut keerukam on anallilsida méjuintegraali invariant-
sust Lorentzi teisenduste suhtes. Uldist infinitesimaalset
Lorentzi teisendust vdime lahutada iUksikute koordinaattasan-
dite (kokku 6) podreteks, "35* tasandi poéodrdel nurga
vorra (vt. 85» 5)s

ocf» ot, O +*X u ti)

X* ~ - c=? o ix,, *4 =X1i

ehk ldpmata vaikese poéorde korral:
1 - X, + ooia. T ]
%X S * o« e
Uleminekut iihelt inertsiaalsisteemilt teisele, kiirusega *r

Xs1-telje suunas liikuvale sisteemile

* *1 *+ ‘C* **o ” *
- nT ) - *r.,
« =
K>*=
/4- (*)c
vOime vaadelda kui tasandi pddret imaginaarse nurga
= b0jO vdrra (210 - reaalarv), kusjuures
f-rre c*> NFAQ ;N « -t =10 .

Seega saame ldpmata vdikese teisenduse esitada selliselt

R o] e <o, L
r*o- W,4», ; v* = Ty.
On kerge naha, et Gldise teisenduse vdime anda selliselt



xXKa + £ Yt NUK > (6.27)

kus
Wkl ¢ - WU = (6.27%)

Tingimuse (6.27") tdttu on 16-st suurusest sol-
tumatuid ainult 6 (diagonaalliikmed wn , , *MH on
nullid). Seega on teisenduste parv (6.27) 6-parAmeetriline,
nendeks on suurused 40ym, , mille puhul *< & .Et seda
asjaolu selgemalt esile tuua, teisendame (6.27) teist lii-

get Ci**.)

blLtXE»Mmtx, C g4 irAc +hn 1¥14x =

=1« (.«) -*-4«) - X 9kM) (6_28)

Siin summeerime Ule indeksi paaride (*£)f mille korral
lgale sellisele paarile - £*) vastab Noetheri teoree-
mi pdhjal Uks divergentsi tulpi seos (6.18) ja Uks j&av suu-
rus (6.191)« Nende konkreetse kuju leidmiseks tuleb teada
valjafunktsioonide 4”7 teisenecilaeeskirja. Viimase vdime

anda sellisel Uldisel kujul:

) 4 U ack) + » (6.29)

kus

(6.29-)
Bl

_* Meie késitluses, kus piirdutakse ainult ortogonaalse-
te sirgjooneliste koordinaatsiisteemidega pseudoeukleidilises
algruumis,on suurused S?A% , konstandid. Kdéverjooneliste
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Skalaarse vai ja korral J/P_ 0 (vt. ka ulesandeid

AB BV
(9 - 11)* Kasutades seoseid (6-28 . 29 ®) vdime anda vale-

mitele (6.18, 18 7 sellise kuju:

oq Ao > (6.30)
kus
v "y A
+ L( J - X *8 =
- Aot/
- AN -
- xi X X 7o N 3R -0 "9 - esa0n)

B 4&*tc/
Momentide tensor M <(,;*:,£ koosneb kabest osast (orbitaal-

sest) impulssmomendi tensorist
M A tKIDD) c (6.31)

ja vélja polarisatsioonilisi omadusi iseloomustavast spin-

momendi tensorist
St(.i) = -Z QAS M ) "e - (6 Jii)

Kasutades valemeid (6.12*) vdime kergesti leida ka igale in-

deksi paarile vastavad jaavad suurused (vt. ul. 13).

koordinaatsisteemide ja mitteeokleidilise meetrikaga aegruu-
mi korral on suurused koordinaatide ja aja funkt-
sioonid.
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8. Esimest liiki gradlentteisendus ,la laengu jaavus.

Laenguga objekte kirjeldavate valjade (mesonvéaljad,
elektron-positronvali jne.) valjafunktsloonid on komplekssed.
Seejuures garanteerib lagranZiaanl, mSjuintegraali ja jaavate
suuruste reaalsuse asjaolu, et lagranzia&n sdltub vaid valja-
funktsiooni ja tema tuletiste ruutkombinatsioonidest w4 u.
(kompleksarvu ~ ja tema kaaskompleksarvu u korrutis). On
ilmne, et mdjuintegraal on siis invariantne nn. esimest lii-

ki gradientteisenduse suhtes:

CcL
(6.52)
ehk infinitesimaalsel kujul
Pidades silmas, et
(6.33)
kus
Vektorit tdlgendatakse kui vooluvektorit ja jaavat

suurust O



kui valja laengut (vorrand (£.33) - pidevuse vOrrand). See-
juures ei tarvitse laeng Q, tdhendada alati elektrilist

laengut; ta voib kirjeldada ka nditeks nukleonlaengut.
Ulesanded &6 Juurde.

1. Leida funktsionaali 3ﬁﬂm51khi% X esimese variat-
siooni uldine avaldis, kasutades punktides 1 - 3 arendatud
metoodikat.

2. Kontrollida, kas funktsionaal

u & ~
on invariantne teisenduse (6.12) suhtes.

Vastus; ei ole.

3. Veenduda, et W punktiimformuleeritud Noetheri teo-
reem viib funktsionaali JLhJ mil * korral juba tut-
tavale formuleeringule (85*3)«

4. Formuleerida Hamiltoni printsiip 18pliku keele vai-
keste ristvinkumiste jaoks ja tuletada vdnkumiste diferent-
siaalvdrrand.

Markus: Keelt, s. t. peenikest elastset pingutatud nii-
ti, mis ei avalda vastupanu painutamisele, kill aga venitami-
sele, vaatleme kui Uhemddtmelist silsteemi. Tasakaaluolekus on
keele mistahes punkt mddratud Uhe koordinaadiga x. = Keele
vonkumisi kirjeldab vektorfunktsioon ZT (v, O (keele punkti
X nihe tasakaaluasendist hetkel £ ), kui piirdume tasa-
pinnaliste ristvdnkumistega, siis piisab nende kirjeldamiseks
Uhest skalaarsest funktsioonist . Keele kineetili-

ne energia on kergesti leitav
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X1 *£ C0 <kx €))

( - keele joontihedus). Potentsiaalne energia koosneb
mitmest osast: 1) deformatsiooni potentsiaalne energia
i
L OI (Kit) d< @)
( TO - keele pinge), mis on seotud keele elementide
(*,x+d%) pikenemisega Z | *£clxvérra (vt.
joon. 19);

(Pidades silmas, et ristvonkumiste korral joonelemendile

(*, v+Atl ) mBjuva pingetungi x komponent on null, ndi-

data, et TO@YDP)=Te() = . Tdestuse juures arvesta-
da, et vOnkumiste vaiksuse tO0ttu on ka «wax ja U VK vaikesed.);
2) joonelementidele mdjuva valise tungi tleta-

miseks kuluv energia
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E
- Jwtxi+) **e-) i N
o
ja 3) keele otspunktides mdjuvate seosetungide uUletamiseks

kuluv potentsiaalne energia. See on mdaratud otspunktide kin-
nitusreZiimiga. Kui nditeks otspunkt XsO on elastselt
seotud etteantud seaduse u.0= £, (+) jargi liikuva punktiga,

siis oleks otspunkti X = O potentsiaalne energia

- i [«(<><m) - e, (+) ] * (*>

( @1 - elastse tungi vdrdetegur). Kui lisaks elastsele tun-

gile mdjuks muu paritoluga teada olev tung @ , siis li-

sanduks veel liige

4Ct) 4 (O y
Nii siis lugedes alghetke nulliks

s= { 8) ~Ttqgjh,t)+ i & )«(*>*)] IxM-t
0

+ J] Uto.t) +

t
+J{/<IW QU'V * i @ fu ( <tt. (N

Liikumine 4,Uit) , mis viib keele aja b1l jooksul
algkujust KC~io) 18ppkujju = "N(x) f On sel-
line, mille korral funktsionaali (5)" esimene variatsioon on

null (SS=0 ). Kasutades valemeid (1.7) ja (6.11) ning ar-

vestades, et 1) M » 't , X 2) sdltumatud muutujad
ot ja t piirkonna aartel ei varieeru, 3) fu(v,0) = O ja
S saame
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J}t
<Az I 5Li(X, -<ju)4H + T0 Yes} (Pu. J1/bl* +
00 |

t,
+ S{1,V O« +<I u(«,« +[=>x(+)-0", e,(t)]I "t +

o

+ J /-TedK« (@)deiac,i)+1/4». «y**» B«.C<r)3]»t+.

(6)

Kasutades juba tuntud metoodikat (vt. 83i 2), saame

v - T n - <>

To 4XC0,£) + 6* (4 (Ott) a -yud4Ct).7

] r @

-TO04r(<,t)+ 6i.(U(EL)-0ztt))* ynxc+H>J
kusjuures

u(x,<0=>f0(*) J uCri"ti) -4Y9n)- U%)

Margime, et kui 6— - O , aimavad aaretingimused (77)
antud tungi m6jul liikuva otspunkti juhu; kui ka It)«0 ,
siis vaba otspunkti juhu; kui aga €“6- O« Ff siis saame
antud viisil liikuva (vBi kui ka O , silis kinnise)
otspunkti juhu. Teise tingimuse (7") asemel kasutatakse kee-
le vonkumise probleemi uurimisel vdrrandi (7) lahendit lhe-
seks méédramiseks tavaliselt teist algtingimust: kiiruste jao-
tust alghetkel

4(or - 40 (*) -

5. Formuleerida Hamiltoni printsiip elastse varda (kee-

le, vedru jne.) vaikeste pikivdnkumistei jaoks ja leida vdn- *

kumiste diferentsiaalvérrand.
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Markus: Vonkumisi iseloomustame funktsiooniga U(*t+) *
mis annab varda punkti longitudinaalse nihke tasakaaluasen-
dist. Pidades silmas, et vadikesed deformatsioonid alluvad

Hooke"i seadusele
1 -~ \cS
(T - pinge, F - ristldikele mojuv tung, S - ristldike

pindala, K ““Youngi moodul), saame deformatsiooni potentsi-

aalse energia anda kujul:
*

7(J)+0(*) SU) uUEU,f) Mx

Vastys:
Ib_ Lpim wld+ rr
etl- — OX -
- varda tihedus, - valise tungi tihedus).
6. Formuleerida Hamiltoni printsiip &irtelt kinnitatud

tasapinnalise membraani véaikeste ristvdnkumiste jaoks ja lei-
da vonkumiste diferentsiaalvdrrand.

Markus: Membraaniks nimetame 8hukest pingutatud kilet,
mis ei avalda vastupanu paindele, kill aga venitamisele. Memb-
raani ristvonkumisi iseloomustame membraani punktide halvete-
ga tasakaaluasendist ( -tasand), s. o. funktsiooniga

. Membraani ennast iseloomustame pindtihedusec

~txi”™)  ja pingega Te (nii nagu keele korralgi, saab ndi-
data, et Membraani deformatsiooni potentsiaal-
ne energia avaldub selliselt:

{ ISui T. nbly
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( D - membraaniga kaetud -tasandi piirkond), sest
vinkumisel deformeerub pinnaelement dx «v Jja omandab

juurdekasvu:

/1 +4x el *
Vastus:

U 5 (CAXXH"YO + —mmeem ¥

7. Formuleerida Hamiltoni printsiip homogeense sirge
varda ristvonkumiste jaoks, tuletada vOGnkumiste diferentsi-
aalvdrrand ja vabadele otspunktidele vastavad &daretingimused.

Markus: Erinevalt keelest avaldab varras vastupanu
paindele. Elementaarse paindedeformatsiooni potentsiaalset
energiat me loeme seejuures vdrdeliseks joonelemendi d*  ké-
veruse muutusega. Seega deformatsiooni

potentsiaalne energia (/ -vOrdetegur)

+ J N Ll'** J* S
0
Vastus:

Ya 4 M o.M _
97 (0it) e 4 (At) s O

(Jaiga kinnituse korral M(oit}a0 t- (Et) =0 j toetatud
otspunkti korral o (0O(O=0 |, x 1t =0 ).

8. Veenduda, et divergentsitilipi liikme (6.20) lisamisel
avaldisele (6.18 % jaavad kehtima seosed (6.18) ega
muutu ka jaavate suuruste (6.19 ) vaartused.

Markus: Avaldises (6.18% on juurdetulevad liikmed kas
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nullid, kuna fe.«= 0 , vO0i kompenseerivad iUksteist (6.20%)
tottu. Jaavate suuruste avaldistes tuleb integrandl juurde
ruumiline divergents, s. t. liige , mis
on teisendatav integraaliks lle ruumilise piirkonna &arepin-
na. Piirjuhul K=* 00 on see null.

9* Leida valjavdrrandid, tensorid TKX*rja " ning
jJéédvad suurused skalaarse valja korral.

Markus: Siin ja jargnevates Ulesannetes on killaldase
vilumuse puudumisel soovitatav lagrantiaanide avaldistes esi-
nevad summad kirjutada valja lksikasjaliselt ja alles siis
teostada nbutavad arvutused.

Lineaarses teoorias peab skalaarse védlja lagranziaan
olema selline (ainus skaalar, mida saab moodustada 1A ja

tema esimest Jarku osatuletiste ruutkombinatsioonidest)

(Klein-Gordoni vdrrand).

10. Leida Klein-Gordoni vdérrandi (vt. ul. 9) staatiline
radiaalsimmeetriline lahend ja ajast -x0 ning koordinaadist
a>, sO0ltuv eraldatud muutujatega perioodiline lahend. Leida

viimase juhu jaoks tensorite TK« ja konkreetsed
avaldised.
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Markus: Eraldatud muutujatega lahendit otsida kujul
3fy*4) &>(*=).
Vastus:
u= &> VIC21"*on "X 1le
11. Naidata, et elektromagnetilise védlja vorrandid vaa-
kuumis on tuletatavad variatsioonprintsiibist5S= 0 , kus

lagranziaan:
L -

Arvutada tensorid » ja 5% A4 ja
jédvad suurused. Esitada leitud avaldised nii nelja- kui kol-
memdotmelisel kujul.

Markus: Elektromagnetilise valja tensor on seo-
tud 4-potentsiaaliga A*» (A<|]Ai/ A3 - vektorpotentsiaali

komponendid, A* ~ i, *f - skalaarne potentsiaal):

@

Maxwelli vorrandite esimene paar sisaldub vdrdustes
bF ci n 2 N
+ “NT m O’ <2
mis jarelduvad vahetult valja tensori avaldisest potentsiaali
kaudu (1). Variatsioonprintsiip potentsiaali jaoks annab vOr-

randite teise paari (veendudal)
i 9F,,,



Tensori konstrueerimiseks tuleb konkretisee-
rida valjafunktsioonide teisenemiseeskirju. Kuna vektor Ak

teiseneb samuti kui kohavektor, siis
N

<1*1- W

Tahelepanu vaarib asjaolu, et mdju 5 on invariantne

nn. teist liiki gradientteisenduse suhtes

AL =A* +A 6

kus on meelevaldne funktsioon muutujatest . Funkt-
sionaali invariantsus meelevaldset funktsiooni sisaldava tei-
senduste rihma suhtes toob kaasa lineaarse sdltuvuse Euleri
vorrandite vahel (nn. teine Noetheri teoreem, mida me kaes-
olevas kursuses ei vaatle), mistdottu ka vdrrandisisteemi la-
hendid ei ole Uhesed. Lahendite hulga kitsendamiseks tuuakse
sisse potentsiaali jaoks nn. Lorentzi tingimus

4 n
- (6)

Veenduda, et Lorentzi tingimuse abil lihtsustub vdrrand po-

tentsiaali jaoks 0), andes lainevdrrandi

»7m B »om 5Ty-=H7)

Vottes lagranziaani aga algusest peale kujul
L=TI7T~ L~ 1nl i:,EIA*t*' (8)
saame variatsioonprintsiibist potentsiaali jaoks lainevor-
randi (7), ilma et oleks vaja kasutada lisatingimust (6).

Ometi toob kaasa lagranziaani (8) kui ka temaga ekvivalentse
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C)

kasutamine teist laadi raskuse. Lagranziaanid (8) ja (87)
viivad vdlja energia jaoks vaartustele, mis ei ole positiiv-
selt maaratud (kontrollidal). Kasutades aga nilid energia aval-
dises Lorentzi tingimust, mis vahendab potentsiaali vektori
s6ltumatute komponentide arvu kolmele, saame energia jaoks
uuesti positiivselt mdaratud avaldise.

12. Konkretiseerida eelmise lUlesande tulemusi eeldusel,
et nullist erinevad ainult vektorpotentsiaali komponendid
YAr0-Ce-3 fe(x*-Xj) ja AXS S

13. Kasutades 7» punkti tulemusi, analuisida, millised
divergentsituipi seosed (6.30) ja millised jd&vad suurused
on seotud» Mojuintegraali invariantsusega kolmruumi péodrete
suhtes ning missugused jarelduvad invariantsusest Lorentzi
teisenduste suhtes. Saadud tulemuste alusel grupeerida ska-

laarse ja elektromagnetilise véalja jdavad suurused.
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87. VARIATSIOQNARYUTUSE OTSESED MEETODID.

1. Otseste meetodite pdhild.ee.

Senini me taandasime variatsioonlilesande lahendamise
vastava Euleri vdrrandi vOi vdrrandite sisteemi lahendami-
sele etteantud lisatingimuste juures. Kuid mitte alati ei
onnestu neid diferentsiaalvorrandeid I6plikul kujul integ-
reerida ja paratamatult tuleb kasutada ligikaudseid meeto-
deid. Seejuures on otstarbekam vaadelda fuhktsionaale endid,
mitte ara nende Euleri vdrrandeid. Niisuguseid variatsioon-
tUlesannete lahendamise meetodeid nimetataksegi otsesteks
meetoditeks. Oma olemuselt on need meetodid killaltki uni-
versaalsed ja rakendatavad ka diferentsiaalvdrrandite lahen-
damisel, juhul kui viimased on esitatavad sobiva faaktsio-
naali Euleri vdrranditena.

Otsesed meetodid tuginevad vdimalusele vaadelda fuokt-

sionaali 3 kui funktsiooni lI6pmata paljudest muutuja-
test &L , 47 » eee f » eee * milleks on naiteks luba-
tud furiktsiooi ae

7.9

no—

kordajad (naiteks Taylori vdi Fourier» rea korggjad). Piir-

valisel teel. Edasine piirprotsess h —*oo annaks meile ju-

ba variatsiooniilesande téelise lahendi.
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Aimame esitatud mdttele veidi rangema formuleeringu*
Konkreetsuse mdttes vaatleme mingis funktsiooniruumis
madratud funktsionaali 3C<j3 miinimumi leidmise tGlesan-
net. Et probleemil oleks ildse mote , peab ruumis R lei-
duma funktsioone, mille korral 3LI3 ca loplik (
ning kooskdlas Ulesande tilbiga (miinimumi leidmine) peab
funktsionaali vaartuste hulk olema alt tbkestatud (alumine

tdke yri ). Kahtlemata leidub siis selline funktsioouidc ja-

da
nii et
- (7.2%)
Kui sellel minimiseerivai jadal { on piirkdver u0()
ja
J [0 @] = * 3CHXMP @-3)
0 K=¢ 00
siis
3t zy* e (7.37
Nii siis tuleb variatsioonilesande lahendamiseks 1) lei-
da minimiseeriv jada , 2) tdestada, et jadal {
on olemas piirkdver ~ 0(x) , 3) tdestada, et piirprotsess

(7.3) on teostatav. Uksikuid minimiseeriva jada liikmeid vdi-
me vaadelda Tui vastava variatsioonilesande ligikaudseid la-
hendeid.

On selge, et minimiseerivat jada saab konstrueerida
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alati, kui funktsionaali véartuste hulk on alt tdkestatud.

Mitmesugused otsesed meetodid erinevadki Uksteisest pdhili-
selt minimiseeriva jada valiku poolest. Tuleb markida, et

jada { piirkévera olemasolu ei ole iseenesest miis-
tetav (vt. ul. 1). Sama kehtib ka piirprotsessi (7*3) kohta,
sest variatsioonarvutuse funktsionaalid ei tarvitse olla pi-
devatel kdveratel pidevad. VOrduse (7.3) kehtivuseks on tar-

vis nduda funktsionaali poolpidevust (altpoolt). (Tbeetadat)*

2. Ritzl meetod.

tr
Siin on funktsionaali J minimiseeriva
jada { } konstrueerimisel aluseks 1digul li-

neaarselt sbéltumatute funktsioonide taielik hulk

AL e % > ees (70

Funktsioonid fA~C*) peavad olema sellised, et iga nende

lineaarne kombinatsioon

C« + ...t f* (7.5)

oleks funktsionaali lubatud kdveraks.

Kéveratel (7.5) osutub funktsionaal 3C'3 h.-muutuja
funktsiooniks (muutujad  ....... ), selle mii-
nimumi leidmine on ainult tehnilise .iseloomuga tlesanne. Nii

leiame iga korral funktsioonide (7.5) hulgast funktsioo-

* Funktsionaali nimetatakse altpoolt poolpidevaks
kohal 4 , kui iga positiivse arvu Tt korral leidub selli-
ne &Cif »et -3C I fiwi vaid b *$ e



ui ~U) , mille puhul on funktsionaalll vaikseim
vaartus . Kuna ( n+ J1-liikmelises kombinatsioonis
(7*5) sisalduvad ka kéik  tv-liikmelised lineaarsed kombi-

natsioonid, siis ilmselt
Z14 .../\/H-k N eee

Kui funktsionaal on vaadeldavas lineaarses ruumis R
pidev ja funktsioonide YW CO hulk téielik, siis jada
on minimiseeriv jada, s. t.
Ry e *
Toepoolest olgu ~*Cx) funktsioon, millel 3t,a on mi-
nimaalne 3L"-tX)1=0, sjis leidub pidevuse tottu iga <

korral selline £>0 tet

10 1 < £9)

kui
»Yy- v IIr *-s e
Lineaarsete kombinatsioonide (7.5) seas leidub (kui K on

killalt suur) selline » et
mif*- f .
Seega
Olgu niid see lineaarne kombinatsioon w funktsioo-
nist *(~14) , mille juures funktsionaal antud tv korral

on minimaalne, siis:

V= ™1~ 3 47N+ 1 .
| - meelevaldsuse tdottu saame siit
Y, mM- .

n*o0
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Ritzi meetodi koonduvus s6ltub Uldiselt nii vaadelda-
vast variatsioomilesandest kui ka funktsioonide (7»40
valikust. Vaga sageli piisab juba paarist-kolmest funktsioo-
nist saada killalt hea.d ldahendust téapsele la-
hendusele. Konkreetsete lahendite koonduvuse uurimine ja vea
hindamine on kullaltki keeruline (vt. nait. [Zjt [&]* raken-

dusi flusikas vt. [7]De

3. Euleri murd.loone meetod.

Nagu markisime juba ~ursuse alguses (81, 9), on vdima-
lik funktsionaali J 1 igikaudu asendada
-muutuja funktsioonig;? kui asendame siledo.d kdverad
neid aproksimeerivate murdjoontega, mille tippude abstsissid
, L o, ..., on fikseeritud, koordinaadid <N ,
» .e* » aBa vabalt valitavad. Kui murdjoone lili-
de arv on killalt suur, vOime integreerimise funktsionaalis

asendada summeerimisega ja

acv , V.
ki-0 0 Xic ( E»
O ka - x ) .
Funktsiooni 0 »**A*] ekstreemumi leidmiseks tuleb lahenda-

da vérrandisisteem

91 -C V FI¥""\s+r . C (-~
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Leides iga P korral selle murdjoone, mis teeb funkt-
siooni (7.6) minimaalseks, saame minimiseeriva murdjoonte ja-
da, mille igat liiget vBime vaadelda kui teatud té&psusega li-

gikaudset lahendit variatsioomilesandele.
4. OmavéértusulesanneteRa seotud variatsloonprobleemld.

Vaatleme nn. Sturm-Liouville®i llesannet: leida I6igul

vorrandi

mittetriviaalsed lahendid, mis rahuldavad homogeenseid &are-

tingimusi
Ajc*)- 0, O. . .(7.8%)

Seejuures on eeldatud, et funktsioonid pU) Jja *yCx) on
16igul positiivsed. On vdimalik tdestada, et see
tlesanne omab mittetriviaalseid lahendeid vaid parameetri \
kindlate vaartuste A* , s --- 5 Aw korral. Neid JL
vaartusi nimetamegi Ulesande omavdaartusteks ja vastavaid la-
hendeid omefunkteioonideks.

On kerge ndha, et lGlesandele (7*8, 8 ) viib isopeiimeet-

riline Ulesanne funktsionaali

. Harilikult vaadeldakse Sturm-Liouvilen {lesande kor-
ral Gldisemaid lineaarhomogeenseid &aaretingimusi

ais aga viitavad mdnevdrra keerukamatele variatsioonilesan-
net de.
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sr
o1 * 5Lfex)(re)* Jix (7.9)
jaoks lisatingimustel
(r
| "Gy B f* dx * 4 (7.9%)
<0t*)*0 / AM(*) s O . (7.9%%)

Seejuures on funktslonaal Q>3 alt tbokestatud, sest

* * I 7
ic o & C I 1>W 1+<h x-)d3L * | » nJ .
No »
(M - funktsiooni <Xic) minimaalne vaartus 1&igul [JT])

See voOimaldab tema miinimumi leidmisel edukalt rakendada ka
otseseid meetodeid.

Otsese arvutuse teel vdime kontrollida, et funktsionaa-

Ii 3Lyl minimaalseks vaartuseks ongi kdige vaiksem oma-
vaartus A, ( - vastav omafunktsioon)»
tr A
31VJ) = S(PVI + +p*)**m -V M 5I» + +
+vil i< C J2%t) AA'(X)e/X e * e

Jargmiste omavaartuste ja omafunktsioonide leidmiseks
tuleb juba nduda taiendavalt, et otsitav funktsioon oleks or-
togonaalne esimese omafunktsiooniga , S. t. tuleb juurde

veel lisatingimus

tr
>U)y*) <Xio . (7.10)

Funktsionaali (7*9) miinimumi otsimine tdiendava tingimusega
(7.10) kitsendatud funktsioonide hulgal annab meile jargmise

omavaartuse 0a omafunktsiooni
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Tuues juurde veel lisatingimuse

Ir

5 $c*) vjCt*) S« 0 (7.10»)

*
saame leida kolmanda omavéartuse ~  ja omafunktsiooni
Jne.

Ulesandeid 87 juurde.
1. Leida Poissoni vorrandi a2 s - j ligikaudne la-

hend, mis piirkonna aarel saab nulliks ruudus ~a * a

-ae Vf a.
Markus: Probleem taandub funktsionaali

o
miinimumi leidmisele. Ligikaudset lahendit vOib otsida néi-

teks kujul
a) *fc c*( X-amKu*-ay , b) t=«< :
) (<0 5 J ) a
oOr* »nNl, d) *» *» ) +
kus e , ja «r on konstandid. Analiisida, milline neist

lédhenditest on parim.

2. Leidakfunktsionaali

= w400 «j 1+ ; **n(0*0

0
ligikaudne ekstreemumvaartus, vdttes minimiseeruva jada kujul

*thx *>*) ja piirdudes juhtudega
ja h» d

3. Leida funktsionaali
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ligikaudne ekstreemumvaartus, vottes kujul:
te. + ) ja piirdudes juhtudega

ja «ei . Vorrelda tulemusi tépse lahendiga.

4. Leida Eulerivmeetodil variatsiooniilesande

oLl « J yaivn , 1@ = ~(>) »0
o
ligikaudne lahend ja vOrrelda seda tédpse lahendiga. LGk
(0,0 jaotada vOrdseks osaks ja vaadelda juhte K =2,
4, 8.

5» Kvantmehaanika tUheks pdhiprobleemiks on Schrédingeri

vorrandi

1 YON

<, @
omavaartuste , £% , ... Ja neile vastavate
omafunktsioonide ~ , J1 | * eee » My » eee leidmine
Cxa+ 1-nda osakese mass, ~ (G - Plancki kons-

tant), IX osakeste sisteemi potentsiaalne energi”] .Seejuu-
res peavad omafxinktsioonid olema 1dplikud ja I06pmatuses saa-
me nulliks. Veenduda, et sellele lUlesandele vastab isoperi-
meetriline variatsioonilesanne funktsionaali

OLT3= J-JF HF 0

n
jaoks, kus H on nn. Hamiltoni operaator

A N o t* b 9*- AN
m- -1"rCswF ®
Lr1

oa

(4)
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Samuti veenduda, et otsitav omavaartus £ on esitatav

ka kujul - n
J-JYHYofi/, ..
- T e e e e e — [ J
J-Jf M, JHh
6. Lahendada eelmises ulesandes formuleeritud variat-

sioonllesanne vesinikusamase aatomi pdhiseisundi jaoks.

Markus: Vesinikusarnase aatomi korral

H* ”7 ;11 B& =Y n,
( 2tA - tuuma laeng). Pdhiseisundis sdltub funktsioon
ainult raadiusest o. , seega:
I
= "im “ta
Ulesande lahendajal seks valida kas kujul: 1)y*=O/1 A=
véi 2)V = ; Ne-B- - 20-
Vastus: E"= (N —e/t)~ ~1 o ) ™ r-Ao* J
L4 »
kus a# ~ (nn. Bohri raadius).

7. Veenduda, et parameetri *3? sobiva valiku korral on
fuxiktsioonid —(—fo).d- a# ortogonaalsed p6hiseisun-
di omafunktsiooniga r< (vt. eelmine llesanne), s. t.

N _ Seejéarel leida jargmine energia oma-
vaartus, mis vastaks radiaalsummeetrilisele omafunktsioonilelfc.

Markus: 3E-j+B),

ZIP1
tWe (°V i R"-ifi+z*) .
ja energia miinimumitingiimusest

2=
N -
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Vaatus:

F--21 1i- MC = I/fc- (4- 1 2-Dn 77537
x~ %} N o« 7 £1°
8. 1928 - 1930. a. rakendas E. Hylleraas lUlesandes nr.5

formuleeritud kvantmehhaanika variatsioonprintsiipi heeliumi-
samase aatomi pdhiseisundi ja mdnede ergutatud seisundite
energia ja omafunktsioonide arvutamiseks. Po&hiseisundl korral
ta vottis kdige madalama lahendi kujul

Y, 115, (0
C ja li on vastavalt esimese ja teise elektroni kaugus
tuumast (laenguga i-t )/. Kui potentsiaalse energia avaldi-

Ses

u=* b
*aT A,

jataksime viimase liikme arvestamata, siis oleks ~ (U9 ja
"AL(A.) lihtsalt UGlesandes 6 leitud vesinikusamase aatomi
omafunktsioonid ~ ~ 4 ) * . Kuid teine elektron ekranee-
rib mdningal mdaral tuuma méju esimesele elektronile ja vas-

tupidi, selleparast on loomulik vétta V"™ kujul

_ Ay
o= IT A «© n « @

(~ -\ iseloomusta kraneerimise tugevust). Formuleerida
omavaartusprobleemi variatsioonilesanne, leida parameetri /I
vaartus, mis annaks energiale kdige vaiksema vaartuse, ning
madrana pohioleku energia ja omafunktsiooni ligikaudsed aval-
dised.

Markus; Raskusi tekitab integraali
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AH
arvutamine. Integraal ) kujutab tuuma Umber tihe-
- XEK ) aix: o
dusega £ «e paikneva tsentraalsiummeetrilise ruumlaengu
potentsiaali esimese elektroni asukohas. Potentsiaaliteoo-
riast on teada, et laetud sfaari vali valjaspool sfaari on
selline, nagu oleks kogu kerapinna laeng koondunud tsentris-
se. Sfa&ri sees aga on potentsiaal konstantne, s. t. selline,

nagu ta on ka kera tsentris, odeldut silmas pidades

IV W =ib Jar =A (g -o* 8]

Teiste integraalide arvutamine ei tekita erilisi raskusi.
Saame

L*1 - U * -j -~ . ©)

Margime I6puks, et saadud tulemus on eksperimentaalselt

kergesti kontrollitav. Nimelt ionisatsioonienergia

0- - Bnt w

C—— - parast ihe elektroni eenfldumist jarele jaava sus-
teemi tuum + elektron energia).

Vastus:

Saadud lahendi té&psuse iseloomustamiseks toome mdnede elemen-
tide ionisatsioonienergiate eksperimentaalsed ja teoreetili-

X
sed (valemi (4) pdhjal arvutatud) vaartused (Uhikutes ikl )

«



"Aine ““I

“teor Jeksp
He 0,848 0,9035
Li+ 2,723 2,7798
Be++ 5,598 5,6561
B+++ 9,473 9,5321
CH+++ 14,343 14,407
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