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Sissejuhatus

Il osas kasutasime Besseli funkisioonidest J; ja J; koosnevat rida | osas toodud diferentsi-
aalvorrandite lahendamisel. Saime suhteliselt paremaid tulemusi kui | osas kasutatud Fourier
ridadega. Ettekandes 15. veebruaril 2022 TU teoreetilise fiiiiska labori seminaril sai mainitud
matemaatikast tuntud meetodit kasitletud tiitpi diferentsiaalvorrandite lahendamisel. Kirjuta-
takse vorrandi andmetest ldhtuvad karakteristiikud vorrandid, lahendatakse need, saadakse la-
hendiruumis nn karakteristikud jooned. MGda neid jooni integraale vorrandi vabast likmest ar-
vutades saadaksegi lahendid. Seda on véimalik teha juhul, kui osatuletistega diferentsiaalvor-
randi tuletiste kordajad ja vaba lige on antud teadaolevate funktsioonidega. Véis kill arvutada
vabd likmed aga osatuletiste kordajad olid samuti otsitavad. Neid oleks vGinud ka ette vétta
mingite mudelite jérgi, mida sai ka proovitud. Kuid karakteristike joonte saamine ja nende jargi
lahendiahendi leidmine osutus lialt ligikaudseks ja arvutusaega néudvaks, mistottu sai korva-
le jaetud. Niitid, kui ll osas saadi suhteliselt paremad lahendid kiiruste jaoks, on sama tapselt
teada ka dif-vorrandi osatuletiste kordajad. Seet6ttu tekkis mbte proovida ka lahendusmeeto-
dit karakteristike vorrandite kasutamisega. Ka oleks see varem saadud lahendite kontrolimi-
seks kasutatav.

Meetodi lithikirjeldust vib leida kasiraamatu G. Kom ja T. Korn Mathematical Handbook
1974. aastal viliaantud venekeelse tolke Ik 301. Palju itksikasjalikumat esitust voib leida dili-
dpilastele moeldud valiaandest:

The Notebook Series. First order partial differential equations by R. S. Johnson, Professor
of Applied Mathematics. School of Mathematics & Statistics. University of Newcastie upon
Tyne 2010.

Enne seda esitame veel koimanda samade dif-vdrrandite lahendamise, mis erineb Il osas
esitatust nelja asja poolest Jotame &ra Il osas kasutatud kiruskomponentide ja jaotus-
funktsioonide laiendamise, mis sai ette voetud lootuses vahendada valja aartel tekkivaid la-
hendusvigu funktsionaalridade kasutamisel, kui ei ole véimalik kasutada kiillalt pikki ridu. Jarg-
nev proovimine naitas, et Besseli funkisioonide J, ja J, baasil koostatud rida annab peaaegu
sama hea léhenduse laiendamata véla puhul, kuigi "eksperimentaalpunktide” arvu vahenemine
pirab enam kasutatava rea pikkust. Teiseks, tekkis idee imber kifjutada valiatugevuste inte-
graalsummade arvutamise programm. Autori kasutuses olev lauarvuti kiirus véimaldas endise
programmiga leida valiatugevused 17 x 17 x 17 punktis 117 minutiga. Uus vdimaldab sama te-
ha 9 minutiga. Eelmine arvestas ebapiisavalt seda aja kokkuhoidmise pShimbtet, et peab vima
miinimumini samade arvude korduva arvutamise, mis pshimétteliselt programmi 66 kaigus ei
muutu. Aja vdit on 13 kordne. Kolmandaks, kogemused kahe eeineva arvutusega andis véima-
luse valida parema algmudeli varem kasutatud tasapinnaliste kiruskomponentide ja Gihtiase
jaotusfunkisiooniga mudeli asemele. Neljandaks, sama kogemus ndudis ka ildiahenditele esi-
tatavate "aéretingimuste” modifitseerimise. Neidki esitan jutumérkides, sest nad on poolikud —
naiteks ei raagi midagi lahendite mérkidest, kus nad peaks olema positivsed, kus negativsed.
Péhjuseks on see, et halvetesumma eiolene halbe mérgist — arvutatakse ruutude summana.
See tekitab vajaduse saadud lahendeid parandada, mida pdhjendame fiiisikaliste arusaam-
dega,

Alustamegi kahe vimasega, aaretingimuste loomisest ja nende abil algmudeli kirjutamisest.
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; I'S;f%ﬁngimused ja algmudel

Aaretingimusi on 4 — kolm kiruse komponentidele ja itks laengu jaotusfunkisioonile. Nende
abil esitame algmudeli kirused ja jaotuse, mille oleme nimetanud solenoidaalseks.

Alustame programmi algusosaga, mis maarab silindrilises vaatevaljas kasutatavad koordi-
naadid ja nende vaartuste piirid. Silindriline vaatevali sama Ebim6odu ja pikkusega p1m jao-
tatakse 2 punktidesiisteemiks nimega integreerimispunktid ja vaatluspunktid, kus ithed
asuvad teiste vahel, et véltida singulaarsuste tekkimist jagamisel punktidevahelise kaugusega
integraalsummades, mis arvutavad valjatugevusi. M66tmed on vdetud angstrémides ja arvutused
tehakse Gaussi siisteemis. kr on sellest tulenev konstant integraalavaldistes. Hilisemates arvu-

tustes kasutatakse 10* korda suuremaid koordinaate r ja z.
Integreerimispunktide arv (im+2 x im+2 x im/2+2) ja koordinaadid (iv peab olema paarisarv):

Ivi—16 MR AT =TV s pl0:=0 plm := 1.60985653409092 x 10_4
Im - pl0 2. 1
Apl = p_gl_p Al = - b Clmi=2-plm ACL:= o km=im i=0.im+ 1
im + 1 im+ 1 im+ 1
AL 3 : Clm
pli=pl0 AP " T=0 tm+1 9lj:= Agl-j k==0_.km+1 Qlk-Aglk——z—
Vaatluspunktide arv (iv+1 x iv+1 x iv+1) ja koordinaadid: Vi@ e s Dosiv G 0s v
Apl
Ap :=n-Apl A@ :=n-Apl AL:=n-All p,:=pl0+ Ty + Ap-1 kaz= E7.-33
Aol ALl 1
oy = —iz"—— + Ap-v eisibllabe moupy o %“—’ kr:= 3.54875670306443 x 10

2 2
R(P,(P,C,Pl,(Pl,Cl) = \/p = 2-p-p1-cos((p = (pl) +pl + ((; = Cl)2 L= pli-104 z = Clk‘104

V/étame paaritute astmetega astmerea, mis poolel vaateviijal (z < 0) rahuldaks z- suunal
tingimusi:

A(z) = a-z5 + b-z:3 +cz a zo)5 -(z ) +cz,=0 a-(zg)5 + b-(28)3 + cz, = -1

0 8

AYS) ™25 il e a5(28) +b3( )2 +c=0
W ) o (af

M= (28)5 (23)3 zg |[D=IM]  M1=| (28)3 zy| D= M| a:=%
5(7.8)4 3-(28)2 1 0 3-(18)2 1
(20)5 0 2 (ZO)S (ZO)3 0

M2 = (28)5 -1 zg | D2:= [M2] M3:= (28)5 (28)3 -1 | D3:= |M3| b:=%
5 (28)4 0% 5 (28)4 3.(z8)2 0

c:=% k:=0.16 Az =a(z)5+b-(z) +c-z Azys ¥

100

Tartu Ulikooli Rasmatukogu
ARHIIVKUOGU



5 3
1:=0.16 Ar = a-(rl) - b-(rl) o AR AR, | = ArpAz
: S S o {REEEETARY 54 Gl
AR osatuletised r ja z jargi: Arrl = ey (rl) +b-3 (rl) +c Arr33~l = Arrl
4 2
Azz_:= a-S-(zK) - b-3-(zK) +o Azzy =Az  ARn = AmeAz ARz = ArpAzz
2 L T T rreor
! Need on daretingimu-
."‘._00000.' sed radiaalsele kirrus-
Az i ° komponendile vp.
eee b °® O 4
AZZk .Q ..‘. ‘.
....... ':.5.....’
o 1 I I
0 10 20 30 40
k
2w a9 T T T T T
Ar; Q......‘.‘..........“'...
X > 2o,
0 1
Arr;
i | I I I Yol A
0 5 10 15 20 25 30 35

AR ARr
Teisiti leiame aaretingimused AZ kiruse
z-suunalisele komponendie vz.
Tl — 0.5-(r1 < rl.,)
2
Oiia=50.5:rl 3 1 2005 O
e P B 2 D5 i Tk.—- .‘(l'33+ ¥
0
Bz :=Ar,  Cz = if(ri < Ok,l,—l) Bz,
Ok b5 L
ARz siis I d1a
> Ok 0k

O on paraboolne joon, mis algmudeli jaoks
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méarab vz jaoks koha, kus see muudab mérki r suunas likumisel ( kohal r; = O, ). Seda edas-

pidi muudetakse programmis, kui on saadud uus vaartus vzu, maarates margimuutuse koha
vzu-s. See nduab ka seal AZ, AZr ja AZz uut maaramist.

0.6~ T

1 | | ] ] I I
i =l 5 1 =0 0 0.5 1 ES 2

0.4

K

: 2 1
>0 sis ak =330 (12 e E

Uzi,k = ak-[(ri)2 = ri-(r33 4 Ok) i r33-0kj]

U3, | = n°(ri < Ok,Uli’k,UZi’ k)

Cz

AZ = if(ri ), 1 ,—1)-sz-U3i,k

s

max(AZ) = 0.995526557093426
min(AZ) = —0.994585343924711

AZ

Jargmine programm Tfu() to6tab 34x34 mddtmeliste massiivide tihel poolel ka = 17..33, muu-
tes need pidevateks funktsioonideks. See véimaldab neist naiteks osatuletisi leida. Programmi
sisendis olevad r ja z tihendavad tegelikult koordinaate p1 ja {1. Sellest tulenevad tuletiste va-

lemites arvud 104. See toimub jargmiselt (S on konkreetne massiv, millest tulefisi leitakse):

Tfu(r,z,m) := |s « . sh(e.7,S) = Fiule 2 S)
Apl
Ap < mod(s, 1) stf(r,2,5) = L sf(r, 2,9)
p<s—Ap dr
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if p<0
p<«0
Ap « s
ifip =52
p < 32
Ap«—s—-p
otherwise
P<p
Ap « Ap
z—-Clo
ACl1
Al <~ mod(s, 1)

S %

1es—Al
it
R
Al «s—1
i
1«32
Al s -1
otherwise
1
Al « Al

f0 « m

p,!

fl ‘_mp+1,l

f2 (_mp+1,1+1

s (—mp,Hl

fx

fx « [0 + (f1 - £0)-Ap ]-(1 — A1)
fx « fx + [ 3 + (2 - £3)-Ap |-Al

szi(r, z,S):= d—sf(r,z,S)
dz

Sr. . =0 onerror 10 4-srf(p1i,(;] Lo S)

S

i,ka

2.2
Z 1= 0 on error 10 -szf(pli,qlka,S)

Vélia teise poole voib taita valemitega

Sr.

B et

i,ka

S =5

T - T Lk

Margi + voi — valk oleneb sellest, kas

S on vilja pooli lahutava tasandiz=0
suhtes siimmeetriline v6i assiimmeetri-
line, ja milise simmeetriaga peaks ole-
ma leitud osatuletised. "on error” valis-
tab tekkida vGivaid torkeid. Nendesse
kohtadesse kirjutatakse 0. Nulii voib
vajadusel asendada ka mdéne muu ar-
vuga.

Selle programmiga saame leida AZ
tuletised r ja z jargi:

AZr, , =0 onerror 10 4-srf(pli,Clka,AZ)

i,ka

AZz., =0 onerror 10 4-szf(p1i,glka,A2:

AZ

AZ

i,ka

s s

Z 33 ko = AL 1y

AZr
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AR juures saadud avaldistega saame teha ka AJ ehk kiiruskomponendi vp aaretingimused.

AJi,k = Ar.-Bz, Ka osatuletised: Bzz = Arr, AJri,k = Amr-Bz, AJzi,k:= Ar-Bzz,

Al Alr

Samade seostega saame tuletada ka solenoi-
daalse algmudeli kiruskomponendid ja laengu jao-
tusfunktsiooni. Seejuures votame kiruse vpa maxi-
mumi relativistiikust piirist 1 ménevdrra madalama
0.9, vpa maksimumi 0.5 suuruse ja vza temast
2x vaiksema 0.25 (see koik varema kogemuse poh-
jab).

Algmudeli jaotusfunktsiooni ta kirjutame pShi-
moéttel, et laengut on seal rohkem, kus kiirus on
vaiksem. Sellisel juhul on laengu tihedus kbige
suurem valispiiril. Kirustele rakendatud &aretingi-
AL mused muudavad kiruse seal 0-ks.

vpa:= AR  mx:= max(AR) mx=0.995526557093426  vpa: 00 sniid wbibopn) = 85
mx

I

vopa = Al mx = max(AlJ) mx = 0.99107312587829 vpa = 22AJ maX(V(pa) =09

mx
0.25
vza:= AZ mx = max(AZ) mx=0.995526557093426 vza:= —- AZ max(vza) = 0.25
mx
o Lo S 2 2 2
Kas moodul ei ileta relativistiikku piiri? vma, | = J (vpai k) + (voai k)~ + (Vzai,k)

max(vma) = 0.901643637339743
taaj k== 0.9 - vma, |

>

vpa vpa
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vza Taa

Kui programm on leidnud v@rrandite lahendamisega uued kiruskomponendid vpu, vou, vzu
ja jaotusfunktsiooni tu, need salvestatakse faiidesse ja loetakse siin tleval (kus toimub uute
vaartuste sisestamine) endiste asemele. Algab jirgmine "tteratsioon”. Seda korratakse nikaua

kui saadud tulemused jaavad praktiliselt muutumatuks.

taa vajab normeerimist. Seda saab teha mdni lehekiilg allpool esitatud programmiga ja siia
algusse (punkti 3) tuua. lteratsiooni IBpust iiles toodav tu normeeritakse seal IBpus. Uksikut

arvu At saab kasitsi Giles tuua copy-paste meetodil.

2. Viljatugevuste arvutamise programmi see o0sa,
mis ei olene laengu kiirusest ja laengujaotusest

Programm arvutab kaks arvumassiiviA ja B, mis ei muutu j&rkjérgulise hendamise prot-
sessis dif-vorranditele lahendite otsimisel. Programm arvestab valitud arvutuse omapéra, et la-
hendid ei olene nurgakoordinaatidest ¢ ja ¢1, st kogu laengusiisteem on telgsiimmeetriline.
Nendest koordinaatidest sdltuvaid tegureid integreeritavates avaldistes keskmistatakse ile
vaéartustevahemiku 0..2 7. Telg on koordinaattelg z (algsed koordinaadid ¢ ja £ 1) siindriises
teljestikus. A ja B on nelamdétmelised massiivid, indeksitega i, k, 1 ja k (kaks vimast kreeka
tahed). Mathcad tunnistab kuju (ainult programmides, téélehel mitte):

( Ai k) Esialgu anname punktidevahelisele kaugusele R() teistsuguse kuju. Kui
LK

co= cos((p — (pl) Gi=¢ -1 onprogrammis arvutatavad kaheindeksilised suurused, siis:

- , 2 2 2
RP(P,PI,CO,Q)3= p —2-p-plco+pl +G

S0:= | for je 0..im
for ve0..iv
co; | (—-cos((pv—q)lj)
for k€ 0..iv
for ke 0..im + 1
Gik,x < Gk — Gl
for ie 0..im+ 1
for ke 0..im + 1
for 1e 0..iv
for k€ 0..iv
sl <0

s2« 0
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Edasist selgitust loe punktist 4.

A= SO0 B SOl

Véljatugevusi arvutava prog-
rammi jargnevad osad asu-
vad iteratsioonitsiikli sees,
kasutades neid massiive.
Vana programm pidi iga

uue iteratsiooni alguses
need uuesti arvutama, mis
véitis kdige suurema aja
kogu iteratsioonist.



vp = vpa

for ve 0..iv

im

1

aa <«

im

: 3
j =) Rp(pl’pli’coj’vsgk,l()

co.
),V

ba «

sl « sl + aa-Agl

s2 < s2 + ba-Agl

Aa -sl
byl iv+1
1
Ba -s2
UL iv+1
Ai,k(ﬁ Aa
Bi,k(_Ba
v%i()(— A
véil <« B
véd

: 3
j=0 Rp(pl,pli,COj,V,C_,lk’K)

3. Iteratsiooniprotsess algab siit
Esimesel tsiiklil, nummerdame selle 500-ga, sisestatakse algmudeli andmed:

v = vpa vz =vza

Ta = taa Az = 8.16907704373994 x 1034

Jargmistel tsiikiitel loetakse need failidest, kuhu uued salvestati eelmise tsukli I6pus. At
tuuakse iles copy-paste meetodil. Programmi valjatriikis on néha vimane iteratsioon 517.

N —

vQ =
&
i\ WrusS 1

Il

%
C:\.\vzub17

L

C:\..\vjub17

=
G\ Mudis

At = 5.12259316663844 x 10°

¢ joonisel on ¢ teelg suunatud
alla. Kui v naib siin negativne,
siis on talr, ¢ ,z koordiaadisti-
kus posttiivne vaartus. Siin nai-
tame siiski ainult arvwwaartust.

vp

v
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vz Ta

Siin on kirjas normeerimiskonstandi At muutumine tsiiklite 500..517 jooksul.

500.  8.16907704373994 x 10> 509.  3.05556137881296x 107\
501. 1.28253273978656 x 1035 510. 3.52778472032995 x 1035 vastavaid
502.  1.97967735593606 x 10°> 511,  3.5286909493908 x 10°° e
503.  2.73032860064488 x 10° 512, 3.94027935710498 x 10°° {3;‘1322
504. 2.85992536811034 x 10°° 513.  4.14317267462174 x 10> i
505. 2.81328979469237 x 10°° 514.  4.55795026112716 x 10°

506. 2.87213700907272 x 1035 515, 5.15200171061452 x 1035

507.  2.6958640173986 x 10°° 516.  5.60921791539232 x 10>

508. 2.70960276278728 x 1035 547 5.12259316663844 x 1035

Viliatugevuste arvutamisel kasutame arvumassiivide "m" pidevaks funktsiooniks muutmise
programmi:

Gfu(r,z,m,im,km) == |rl < pl

muudab massivi m, millel
indeksid i ja k muutuvad
0..im ja 0..km piirides pi-

rlim+1 = rlim+ Apl

¢ ¢ (-—rlirerrl + Apl

im+2 devaks funktsiooniks. im
ja <« —1 on 32 ja km 32, mitte
for ie 0..im + 1 e b

jae« |i if rl.<r< £ NB! neid funktsioone

: 3 peab hiljem uuesti de-
ia otherwise fineerima kui on muu-
ia¢e |1 ifia<o0 detud argumentides
e mitte ndidatud kons-
329t ia> 1
e e tante plg, Ap1, L1 ja
ia otherwise A1 ning muidki.
alie 1 ;
Programmi voib naiteks
o T Mg kasutada osatuletise leid-
misel massiviga m esita-
ey &y A tavast funkisioonist punk-
ka < -1 BohEN
for ke 0..km+ 1 d
: —Gfu(pli,Clk,m,im,km)
ka < |k if zlksZ<zlkJrl dpl
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Jnt(B)i=

im+1,k
fie—fl

ka otherwise
kae |1 ifka<o
32 if ka>km+ 1
ka otherwise
r—plja

Apl

Al <«

z—Clka
ALl
for xe€0..2

f0 « mia—l Jka—1+x

Ak «

fl « mia, ka—1+x

. mia+1,ka—1+1c

£2-2-f1 + 0
LT

a

b « — 2-ia-a

.8 4o 2 .2 2 :
ce——————g———-——a- ia +§ — b-ia

h < ala sl ol b

h2 = 2’h1 i h()

2
h,-h

et

b« —2-ka-a

h b Fh
c(—O—;—z—a-(ka2+-§-)—b~ka

h « a-(ka + Ak)2 - b-(ka - Ak) +c

fOl' ie 01m+ 1
for je 0..im
for ke 0..km+ 1
5 o Gfu(p1;, L1k, T,32,32)-pl;

for ke 0.km+ 1

<—ﬂ0k

>

for ie 0..im

for je 0..im
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Jargmine on tdendosus-
funktsiooni normeerimise
programm, voimaldades
vajadusel seda teha ka
tstikii alguses. Sisseloe-
tu ta on juba tsiikii [5pus
normeeritud.



for ke 0..km
S s+ (fi)j,k + (fi)j+1,k + (fi”)j,k + (fi“)}rl,k

e (fi)j,k+] . (fi)j+1,k+] e (fi+1)j,k+1 g (fi+l)j+1,k+1

P %-Apl-Aq)l-A(;l

Valemid, mis voimaldavad siin teostada Ta normeerimist, kui see jai all tegemata (loogilised
vordused = tuleb siis asendada omistamismargiga := ja arvutatud Acp viia tsiikli algusse):

024

4. Veel moningaid vajaminevaid siimmetreerimise, silumise jt programme

Si(M) == [m« M As(M) = lm« M

for i€ 0..33 for i€ 0..33
for ke 0..16 for ke 0..16
1 1
3 L 5'( ik F ™334 ikl 5'( Pk ™ 33-k)
Wk Y ik
vd < m vd < m
Paraboolne ekstrapoolimise prog-

rammid kohale i=0 ja i= 33:
Uhembotmelise funktsiooni puhul voi massiivis

g r;;:_kl: 0.33 mooda thte rida voi veergu silumise programm,
koostatud Mathcadi programmi loess baasil:
a(_3.(m1’k_m2’k) Sm(f,x,u,nm) = | for ne 0..nm
mO,k<—a+m3,k wxn<—xn
Vi < m Wi fn

bs « loess(wx,wy, p)
for ne 0..nm

sfn e interp(bs,wx,wy,xn)

ExIM):= lm<« M
for ke 0..33

3 e
it (m32,k m31,k)

WalT T Tul st
vi< m 3=0:251.2 3.
Smrv(m, i, pk) — [ ior ey Massiivi m silumine ridade ja veerg-
for ke 633 ude kaupa. pni=0.25..1,2, 3, .. vee-
rus, pk sama reas.

VX Clk
4o

as « loess(vx,vy,pk)

for ke 0..33
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Syi,k « interp(as,vx,vy,vxk)

for ke 0..33
for i€ 0..33

WX, plj
i B

bs « loess(wx,wy, pi)
for ie 0..33
ty. € interp(bs,wx,wy,wxi)

ty

5. Kirjeldame pohilist viljatugevuste arvutamise protsessi, mis
algas iilaltoodud massiivide A ja B arvutusprogrammiga
Integraalid on jargmist tiiipi. Laeng on jagunenud vaatevaja punktidesse p1; o1 i ¢1,- Vala-
tugevuste komponendid arvutatakse punktides nende vahelp , ¢,, C.:

va(p,w,c)=J J J walp1,¢1)-avlp,9,5,p1,91,51)-pl dpl dol 4Gl

Seejuures arvestasime olukorraga, kus ta ega kirusvektorite komponendid ei olene nurgakoor-
dinaatidest. St avaldises on tegureid, mis ei olene nurgakoordinaatidest ¢ ja ¢1. Kirjutame need

¢1 integraali alt vaia:

vip,9,0) = ra(pl,Cl)-pl-J av(p,,¢,p1,01,51) dol | dpl d1

Integraalid arvutame summadena, kasutades trapetsi meetodit (sin naitame lihtsama kirjapildi
saamiseks ristkiiliku valemit, programmne kaib ikka trapetsi meetodijargi):

im+1 im+1 im
(Vﬁt K) < Z Z aj ke Pli Z aV(Pla(Pv,Cx,Pli,(Plj,Clk)'A(Pl -Ap1-ACl
Ty
i=0 k=0 e

NB! Ringintegraali puhul on summa ularada im+1 kurjast, sest see kattub 0 vaartusega:

im im+1
z Aol = 6.28318530717959 >n 2n aga Z AQl = 6.47358486194261 mite!
j=0 i~0

K&gi 5 valiatugevuste komponendi valemite levaatamisel saime 5 erinevat avaldist av:

p— pl-cos((p - q)l) . ((; - Z;l)-cos((p - (pl) R pl-cos((p - (pl)

a0 =
3 3 3
R(p,<p,C,pl,<p1,Cl) R(p,w,c,pl,wl,cl) R(p,q),c,pl,wl,él)
43 & pl ad = c-¢l Neis on veel tegureid, mis saab
3 3 - - . -
R(p,w,é,pl,wl,(;l) R(p,q),é;,pl,cpl,él) S AN (s M

Mérgi alla jagb ainult 2 tiitipi avaldisi:
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i i - cos(¢ - 1)

Alp.o.Cp1.0) =Y B(p.¢.C.p1,51) = .
j:() R(P:(P,C,Pl,q)]y‘;l) j=0 R(ps(P5C:pl’(Pl‘]’Cl)
Kuidas need olenevad ¢-st? Kui kéik kasutatavad fliliskalised suurused ei olene nurgakoordi

naatidest, ei peaks ka I6pptulemus — integraalide vaartused sellest olenema. Ligikaudsel arvu-

tusel nad muidugi clenevad. St fuleks veel keskmistada tile kbkvoimalike ¢ vaartuste. Nii saa-
me:

Alp,¢,p1,¢1) = -Z Z ‘

v=0j=0 R(p ov.C, pl,(Plj,Cl)

Need ongi tlalpool tsiikiite ees

cos (pl') arvutatud neljaindeksiliste
B(p,,p1,51) = —— Z Z massividenaA ja B ja eindua
v=0 j=0 R(P 9v,GC,pl,01; Cl) korduvat arvutamist.

Elektrivaljatugevuse komponentide Ep ja Ez arvutusprogramm on (Eo = 0 valitud simmeet-
ria t6ttu):
Se(A,B,ta) = |for ie 0..im + 1
for ke 0..im + 1
for 1e0..iv

for k € 0..iv

aO(—pl-(A. ) —pli-(B. )
1,k1’K i,k LK

€py,x < ol

al « (CK - Clk)'(Ai,k)l .

-

ez <« al
1,K
aOi,k<— ep
al, . « ez

i,k
for 1e 0..iv
for x e 0..iv
for ie 0..im + 1
for ke 0..im

boi,k <« tai,k-(aoi’k) + rai’]ﬁ_l-(aoi’kJrl)l 2

bl. . « ta; k-(al. ) + 13; k+1-(a1. )
1.k i,k & > i, k+1 s &

m
B0, « Z b,
k=0

K

m
Bl « Z bli,k
k=0
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im

o3 « Z (pl;-BOi + pl-Hl-BOi_H)
i=0
im

o4 «— Z (pxi-mi : pli,”-BIM)
i=0

Ep x < a3

Ez «— o4
1,.X
1
AS « Z-Apl-AQl

véo <« Ep-AS

vﬁl < Ez-AS

va

Ulalbeldud nimetused on diged positivse laengusiisteemi puhul. Siin nad tahendavad tegelikuit
negativsele laenguiihikule mojuvat jsudu. Seda tuleks arvestada jooniste lugemisel suuruste
mérke hinnates.

58 = Se(A,B,ta) Epk= se, £ 1

Mingisuguse asjaolu mm&bmﬁaﬁm mtﬂra@stge,adamuﬁ
ekraanieileidu.

Jargnevalawuhrnenngnelvéjah:gevusle!«xmonendﬁ Hp Ho ja Hz.
Sh(A,B,vp,vtp,vz,ta) = Jfor ie0..im+1

for ke 0..im+ 1
for 1e0..iv

for x € 0..1v

a0 « (G - c:lk)-(BLk)l .
hp, x < a0
al « p‘-(Ai,k)1 e pli'(Bi,k)

hol; « < al

1,K
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he2, < al

a2 « pli'(Ai,k)l,K = Pl'(Bi,k)l,K

hz <« a2
1K
aOi’k(—hP
ali’k(—h(pl

azi,k <« ho2

a3i,k(——hz
for 1e 0..iv
for k€ 0..iv
for ie 0..im + 1
for ke 0..im

b01 ik g Tai’ k'V(Pi, k.(aOi, k)

b,k

boi,k (= bmi,k e Tai,k+1‘V(Pi,k+1'("‘0i,1(+1)1 .

i rai’k'vzi,k'(ali,k)l K

bli,k — b“i,k - Taisk+1'vzi,k+1'(a1i,k+1)1 .

b21; ¢ i,k VP k(a2 )

Lk

bzi,k — b21i,k G- Tai,k+1"’F"i,k+1'(?121,k+1)l K

b31. . <« 1a; 1-ve; k(a3
l,k ( l’k)l,K

b3 | € b31, | + rai,k+1'V<Pi,k+1'(a3

i,k+1)l =

?

m
BO, « Z b0; |
k=0
m
B« » bl
k=0

im
B2, ¢ Z b2, |
k=0

m
s
k=0

im
a0« " (p1iBO;+ plis1BO, )
i=0
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im

al « Z (pli-B1i+ p1i+1-Bli+l)
i=0
im

a2 « Z (pli-BZi - p1i+1-132m)
i=0
im

a3 « Z (pli-B3i e p1i+1.B3i+l)
i=0

Hp, i < a0

Hoy < al —o2

Hz « o3
1K
1
AS « Z-Apl-Agl
vii0 < Hp-AS
vii1 < Ho-AS
vi«i2 <« Hz-AS

va

shic= Sh(A,B,vp,vcp,vz,ra) Hpk = shO Hok := sh Bzk = sh2

Hpk Hok

Aj = At-10° § Aj = 5.12259316663844 x 1027

Seliine kordaja tuleb integreeritud vaartustele
2-104 ey juurde kirjutada, et saada Ep, Eg, Hp, Ho ja
i Hz vaartusi CGS sisteemis. At on jaotuse ta
} normeerimistedur ja 108 teisendab angstre-
mides arvutatud integraali aluse avaldise cm-
teks. Neid integreerimisel ei arvestatud. Ajon
arvestatud allpool tildkordajas K.
Kiirused on antud 34 x 34 mootmelistena.
L aiendame valjatugevusi ja arvutame ka dif-vor-
randite vabade likmete (joudude) massivid
Hzk sellistena.
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Pf(r,z,m,tm,lcm) =

Sim(m, ni,nk,sa) :=

0«0
for te 0..um—1
10« fu if py <1r<py41

10 otherwise

We |15 if r>pym

10 otherwise

k0« 0

for k€ 0..xm—1

e —;—-(h12 + h34)

h

for ke 0..33
for i€ 0..33
fi — mi,k
fp < medsmooth(f, ni)
for ie 0..33
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Epk, .. Hpk on 17 x 17 moot-
metega massivid. Massivim
indeksid 1 ja k muutuvad 0..um
ja 0.xm pires. Pf() teisendab
need piiridesse indeksitega k=
0..im, = 0.. km. Tahistustes
Epl ..Hzl on viimane taht el -
laiendatud.

Epl; k= Pf(p1;,Clk, Epk, 16,16)

Ezl, | == Pf pl;,Clk,Ezk, 16,16)

k0 « [k if S
= Hpl; i := Pf(p1;,Cli, Hpk, 16,16)
k0 otherwise
wedune b Hol; x == Pf(p1;,C1k, Hok, 16,16)
k0 otherwise Hzl, | = Pf(pl;,Cly, Hak, 16,16)
ml « mlO’KO
ml < Mg 1
m3 <« m10+1,1<0
ok £l
ml — m2
hl ¢ m2 + ————(z - Cy41)
Gk0 — Cx0+1
3 -m4
h2 « md + —————(z - {41
G0 ~ Ck0+1
ml — m3
h3 ¢ m3 + —————(r — pyo+1)
P10 ~ P10+1
m2 — m4
ML $s - Dt {r=pus) Mathcadi programmi
A medsmooth(f,n) baasil médda
a2 o W2 .(r o Plo+1) k_= const ja i = const jooni sdq—
P10 — P10+1 miseks koostame programmi
s ik Sim(). m on silutav 34x34-mas-
534 o bt + ___'___.(Z & CK0+1) suvja ni=1, 3, 5,7,... isuuna-
Ci0 — Cx0+1 lise ning nk =1, 3, 5,... k-suu-

nalise silumise jérk. sa =0 ta-
hendab pérastist simmetreer
mist sti(), 1 — assiummetreeri-
mist as() ja 2 — kumbagi ei toi-
mu.

Summetreerime koiki arvutatud vajatuge-
vusi Sim() abil. Algsett tuli igal iteratsioonil
kontrollida vimase parameetri valimise 6ig-
sust. Voib ka mitte siluda margi := valja-
lulitamisega (asendades omistamismargi
loogilise vordusega).



fs. . « fp.
et Epl := Sim(Epl,5,3,0) Ezl:= Sim(Ezl,3,3,1)

for i< 0..33 Hpl := Sim(Hpl,3,3,1) Hzl := Sim(Hzl,3,3,0)
i b0 35 Hol := Sim(Hgl,3,3,0) Aallolevate joo-
g < fsi K niste jargi.
gp < medsmooth(g,nk) EpPlo,k:=0  Hoelg x:=0  Hplg =0
for ke 0..33
85 k < 8P

gs « Sii(gs) if sa=0
gs <« As(gs) if sa=1
gs <« gs otherwise

gs

Epl Ezl

1-103 : 11§

Hol

6. Diferentsiaalvorrandid ja nende
lahendamisviis

Tahistame dif-vorrandite siisteemi kuuluvad aval-
dised:

. .n— 8
e (R

VEi,k = vpj k Eplj k + VZi,k'EZli,k
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Ja kirjutame ka siisteemi enda kujul, kus koigi vorrandite vasakud pooled on identse kujuga.

K vE
i 2
Vp.d_vpu + vz-—vpu = K-(Epl — vp-vE) + K-(V(p-Hzl = vz-H(pl) .
dp dg P
Vp.d_.vq,u F vz-?j-évcpu =-K-vo-vE + K—(vz-le = vp-Hzl) ~ E~v<p Eol =0
dp p

Vp.g__vzu + vz-g——vzu = K-(Ezl — vz-vE) + K-(vp-H(pl - V(p-le)
dp dg

Arvutame vabad likmed sisendkiiruste vaartusi kasutades.
2
(voi,x)

vapvj k= Ki’k‘(EPli,k TP ETE e VZi’k-H(pli’k) vapij | = .
) ?

3000+ 1-10°-

5-107-

vapv vapi
VPil, k
Plil

vaQvj i = Ki,k'(—WPi,k'VEi,k T VZi’k‘lei,k = VPi,k'HZli’k) il=1.33 vpjj; k=

vpj = Ex(vpj) vaQij i = —Vpjj k-vVO;i_ k
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vapv vaQi

vap = vapv + vapi vap = Sﬁ(vap) vaQ = vapv + vapi vag = As(va(p)

vap vag

vaz, | = Kx, k'(EZli,k s k'VEi,k + vpi k- Holj g — vo;, k'HPli,k) vaz := As(vaz)

Ulalpool kirjutatud kolm diferentsiaalvérrandit

ja alipool juurdetuleva jaotusfunkisiooni maaraval
pidevusvorrandist saadaval on kdigil thine homo-
geenne osa. Kolmel esimesel on tuletiste korda-
jateks vp ja vz, vimasel aga nende uued vaartused
vpu ja vzu. Lahenditele esitatavad aaretingimused
esitame {ildiahenditele. Kuid osutub, et Gildiahendi-
te saamiseks ei ole eri- ja homogeensed vajalikud-
ki. Erilahendeid maarame ainult siis, kui tahame
veenduda, kui hasti need vordsustavad dif-vorrandi-
te vaba liget vorrandi vasaku poolega.

Otsitavad kiirused ja jaotusfunktsiooni arenda-
me kahemdétmelisse ritta. Nii nagu Il osas koos-
nevad need Besseli funktsioonidest J, ja J,. See-

kord kasutame neid nii, et sétime nende 0-kohad
just vaatevalja piirile, kus ka l&hendatav funkisioon

vaz
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peab nullistuma. O0 ja O1 on funkisioonide nullkkohtade tabelid.

50—

dJi

2.40482555769577
5.52007811028631
8.65372791291101
11.7915344390143
14.9309177084878
18.0710639679109
21.2116366298793
24.3524715307493
27.4934791320403
30.634606468432
33.7758202135667
36.917098353664
40.0584257646283
43.1997917131769
46.341188371662
49.4826098973968
52.624051841115
55.76551075502
58.9069839260809
62.0484691902272
65.1899648002069
68.3314693298569
71.4729816035937
74.6145006437018
77.7560256303881
80.8975558711376
84.0390907769382
87.1806298436412
90.3221726372105
93.4637187819449
96.6052679509968
99.7468198586806
102.888374254195
106.029930916452

rows(00) = 34

Ol

Il

3.83170597020746
7.01558666981562
10.1734681350627
13.3236919363155
16.4706300508776
19.6158585104682
22.7600843805928
25.9036720876184
29.0468285349169
32.1896799109744
35.3323075500839
38.4747662347716
41.6170942128145
44.7593189976528
47.9014608871857
51.0435351835717
54.1855536410613
57.327525437901
60.4694578453475
63.6113566984812
66.7532267340986
69.8950718374958
73.0368952255731
76.1786995846415
79.3204871754763
82.4622599143735
85.6040194363502
88.7457671449264
91.8875042516951
95.0292318080447
98.1709507307911
101.312661823039
104.454365791283
107.596063259504

rows(O1) = 34

Erandina kasutame vzu vérrandi
lahemdamisel z-suunal Besseli
funktsiooni asemel siinus-funktsi-
ooni, mis on y=0 kohal 0 ja y=1 ko-
hal 1, sest selle vaba lige omab
piiril y=1 just suurt vaartust, mis-
tottu Besseli funktsiooni nulli ase-
tamine sinna ei anna head ldhendit:

1:="0.10

1
VZi= T 24+ —
2

(esimene taht tahises v on kreeka
taht naa)

Zi(y) := sin(y)

Ziy(y) = cos(y)

Neid kasutame peamises arvutus-
programmis W(U) tunnuse tuz=1
puhul

Ji(nz, Wz y)
asemel kujus

Zi(vzfy)
Osatuletis y jérgi on siis

vzt-Ziy(vzt~ y)

Besseli funktsioonid ja nende tu-
letised koordinaadi x jargi on anta-
vad integraalidega (m=0ja 1):

T
1
Ji(m,x) == -—-J cos(m-t — x-sin(t)) dt
T
0

Osatuletis argumendi x jargi:

g
Jix(m,x) := lj sin(m-t — x-sin(t))-sin(t)dt  Lahendit otsime kujul:

520

on
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jm tm
Rf(x,)’,nr,nz,w,llZ,C) = Z Cj+(jm+1)- t-Ji(nr, prj-x)Ji(nz, pzt-y) nrjanzon 0 voi1
j=01t=0
ur ja uz on kasutatava J nullkohad OO0 v6i O1.
Et valtida rea kordajate maarmise lineaarvomrandite siisteemis lineaarselt iiksteisest soltu-

vaid vorrandeid, saab kasutada ainult iiht vaatevaia poolt. Kasutame z > 0 poolt. z-tefie suunas
votame koordinaadiks (valemites oleva x asemel) y, mis z = 0 kohal omab vaartust 0 ja piiril
Z =233 vaartuse 1. r-telie suunas kasutame x, mis r = 0 kohal on samuti 0 ja piiril r = ra5 vaar-
tus 1. Nii saame garanteerida, et reaksarenduse igas likmes olevate Besseli funktsioonide

ks O-kohtadest satub alati vaatevalja piirile x=1 v6i y=1, kus ka ihendatav peab omama
vaartust 0.

7. Koigepealt lahendame vpu vorrandi

= : d d 4
Vorrand on: T e - .o oS
orra n vp-—vpu + vz-—vpu = vab vabi’ K 10 -vap;j

(104 -1, x, z ja y on reaalsetest médtmetest sedavord suuremad)
Koordinaatide r ja z puhul on punktidevahelised kaugused: Ar:= 104-Apl Az = 104-AL;1

Nudd kasutame  x.:= — k= 0..16 Y= . ¢
- Tas = ih

tasime ka indeksit ka:= 17..33 Selle abil saame valemi

Miline on y ja z seos? Alas z > 0 kasu-

| _Zka~Z17_Zka—zl7
: : o T RRC e A
mis annab samad vaartused kuiy omad. Sellest: R

A 1 1
Ay = —— 4= 4 Analoogselt Ar=r, -Ax St
16-Az dz  16:Az dy 33 o i

Agnevpwimandsasbluj: RS 4 o=vab (1) Uldiahenditotsime kuju

P
T3 dx 16-Az dy

vpu = AR-Rf(x,y,nr,nz, pr,pz,C)  (2) (2) asetamisel vérrandisse (1) saame (AR ja Rf
tahisele lituv kolmas taht x vbiy thendab osatuletist x voi y jargi):

P 0 -AR-Rfy + ARk vons -ARy |-Rf = vab Tahistame kordajad:
T 16-Az T 16-Az
33 33
vpii = AR vzii= —=— AR voii = —2.ARX + —2—.ARy = vp-ARr + vz-ARz  sest
r 16-Az r. 16-Az
33 33
1
ARr=9AR=—9 AR ARx=r_-ARr Anabogset ARy = 16-Az-ARz
dr r,, dx 33
33
Siis vorrand on: vpii-Rfx + vzii-Rfy + voii-Rf = vab Rea osatuletised on:
jm  tm
fo(x,y,nr,nz, pr,pz,C) = Z Z Cj+(jml)_t-prj-Jix(nr,prj—x)-Ji(nz, p.zt-y)
j=0t=0
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jm tm
Rfy(x,y,nr,nz,ur,uz,C)=Z Z Cj+(jm+l)_t-li(nr,urj-X)-quJiX(nz,quy)

j=0t=0
Asetamisel vorrandisse (ima C ja summa markideta):

(Vpiii’,(-urj-]i nr,prj-x.l) + Voiii’K-Ji(nr,prj-x‘))-Ji(nz,pzt-yK) +

"+ vzﬁi’K-pzt.Ji(nr,prj-xi).Jix(nz, pzt.yK) =vab, . Tahistades vasaku poole (FFj,t)i i
saame vorrandi Gleskirjutada nii: jm  tm
stvorrand on kirutatud iga valia T il ) e
punkti (x,y,) kohta eraldi. Sel -0t ¢

lise siisteemi lahendamine tdhendab reaksarenduse kordajate C leidmist. Kasutame vorrandi
vasaku ja parema poole vahe ruutude summa miinimumi maaramise meetodit.

jm tm
SU(C) = Z Z Z Z Cj+(jm1).f(FFj,t)i K_Vabi,x+17
j=01t=0 :

=g =0

2

Leitakse osatuletised 9—SU(C) iga komponendi Cj bt jargi ja vorrutatakse need
dC 0-ga.

33 16 jm tm
2-2 Z _ Z Cj_!_(jmi_l)'t.(FFj,t)i,K—vabi’K+17 -(FFjl,ﬂ)i,K =0  Sellestsaame

33 WG

_]+(_]m+1) t, jl+(jm+1)-11 z Z (FF )l . (F Fjl,tl)i = i1 ja t1 omavad samu vaartusi,
i=0x =0 : misjjat

vab Saame lineaarse vorrantite siisteemi, kus
JH(JmH) - 120 KZO l K+17( i, ﬂ) vorrandite arv on jm(jm+1) tm:

jm:=10 tm:= 10 jm + (jm + 1)-tm = 120 Antud Besseli funktsioonide nulkkohtade arv
34 vdimaldab jm, tm vaartusi kuni 33, mis annab arvuks 33 + (33 + 1)-33 = 1155 Kuid pooles

vaatevéljas on meil punkte 17-34 =578  Stme saame jm ja tm maksimaalselt votta 23.
23 + (23 + 1)-23 =575 Tegelikult on veerus punkte 34, reas 17.  Loomulik oleks vStia maksi-
maalseks reapkkuseks jm=33 tm=16 jm+ (jm+ 1)-tm =577 stpunkte muutes tu-
leks jm ja tm jagada suhtes 2/1. Halvetesumma ja kiirusepildi jargi saab méarata, milline oleks
lahendusrea optimaalne pikkus. Kasutusse léks variantjm = 30 ja tm = 15.
Besseli funktsioonide indekseid m (0 v6i 1) valime nii (pShiliselt maaratav kiiruste ja t jargi,
olulisemaks osutus siiski vaba likme ruumiline jaotus):
1) r ehk x suunas — kui tefiel =0 peab olema suur vaartus, siis 0, véike voi 0, siis 1.
2) z ehk y suunas — kui teliel z=0 peab olema suur vaartus, siis 0, vaike vi 0 puhul 1.
3) parim viis on siiski katsetamine — miline valik annab vaiksema halvetesumma Su
vOi ka maaratava kiruse voi jaotusfunkisiooni daretingimustele parima vastavuse jargi.
Valiku 0 korralon nrvéinz =0 ja ur vi uz = OO0, 1 korrainr véinz ka 1 ja ur voipz= Ol1.
Kui stisteemi determinant annab letditumise, tuleb kogu vorrandsiisteemi kordajaid vahen-
dada teguriga "ko". Liialt vaikse puhul determinant = 0 ja rea kordajad C jaédvad magramata —
ko tuleb suurendada. Mathcad annab valjastamisel suurusele vaartuse 0 kui see on <10-15. 0
naitamise juhul ei ole teada, kas see on paris 0 voi mitte. ko valisime nii, et D oleks jarguga 10.
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Saadud tulemusi on tarvis parandada ja siluda. Siluda seeparast, et arvutusprotsess on
ligikaudne ja seda sooritatakse koigi valjapunktide kohta eraldi ning keskmistatakse. Paranda-
mine on vajalik seetbttu, et "aaretingimused” el maara otsitavate vaartuste marki vaid suuruse
jaotust ja peamiselt ikkagi 0 vaartusi vaja piiridel.

Suurem osa vajalikest jargnevatest arvutustehetest on asetatud programmi Cs0() ja W(U).

Nende sisendisse annavad iilaltoodud valemid kordajad: PR 15k Lot
YRR TR e S e 17
33
VZ.
<3 el 1Y A b B ARr ARz
Vzui,K eayE BT voui’K = VPi,x+1T i,x+17 22 VZ k417 i,x+17
CsO(M,va,sp) := | for p2€ 0..sp if va, # 0 See on lineaarse vorrandsiisteemi
HoRE lahendamise programm, kui on teada
vabade likmete vekior va ja susteemi
for ple 0..sp maatriks M. Programmil on 2 alam-
b ok juhtu — kui va, ei ole 0 ja kuion. Tei-
e . seljuhul ja&b C, vaartuseks ka 0.
ALy M Teine programm arvutab rea korda-
. M| jad C ja muud vajalikud suurused.
otherwise Kgna sisestatavaid s&iu_rusi on p_aiu,
f 3e0 1§ pakime nad iihte massivi U. Eraldi
yoIns Re® argumentidena naidates ei saaks
Va1p3 pias 1% suure laiuse t6ttu programmi tihele
lehekiliele trukkida.
for p4de 0..sp—1
M

™ By whe
for p2€e 0..sp—1

b « Ml

for pl€ 0..sp—1

bp],p2 “— valpl

ol L0
P2 |Mi|
for p2€ 0..sp
Cha if(pZ = o,o,c1p2_1)

C1

W(U) := Jvpi « UO
vz < U1
voil <« U2
nr < U3
nz < U4

pr < U

pz < U
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tuz(—U7

vz(—U8

ko<—U9
jm e—UlO
tm <« U11
va(——U12
si « U13
nt U

for ie 0..33

i
ok
1538

for x€0..16
i K
o 16

D0. <« voii.
i,x i

s

A

D1. <« vpij;
ix PUi «

D2. <« vzi.
i,k i,x

d0. <« DO0. -va

1. ix  ,x+17

dli,l( 5% Dli,K.Vai,K+17

d2. <« D2. -va.
K i R T

for i€ 0..33
for je 0..jm

coli j <« Jl(nr,prj‘xi)

sil, [« mj-hx(m,prj.xi)
for k€ 0..16
for te 0..tm

coZK, o Jl(nz,pzt-yK) if tuz=0
Zi(vzt-yx) otherwise

SIZK, ' pzt-Jlx(nz,p.zny) if tuz=0

vzt-Ziy(vzt-yK) otherwise

for jle 0..jm
for tle 0..tm

le,tl «~0
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for i€ 0..33
for x€0..16
V1 « (d(). -col
1,

>

K

... +dl. -si
AL 1, i,j
ps & . adain: &', dhoae

v

VWoreGmen)-1 & Vil

for je 0..jm
for te 0..tm

for i€ 0..33
for xe€ 0..16

F. (—(DO. -col. .+ DI. -sil. .)-002 +D2. -col. .-si2
1,X LK 5] e 1 w3t

FF. «F
3,5t

for je 0..jm
for te 0..tm

for jle 0..jm
for tle 0..tm

B balnugenit 2. L (FFj,t)i’K-(FF,-l,ﬂ)i’K
=0 « =1

pm <« jm + (jm + 1)-tm

if VvO =0
for p3€ 0..pm -1
VaIp3 A VVp3+l

for pAc 0..pm — 1
M3 04 € Mpzi1, pan
pml « pm -1

otherwise
Ml <« M

val « Vv

pml < pm

D « |ko-Mi|

for p2€ 0..pml

for pl € 0..pml
for p3 € 0..pml

bpl,p3 = Mlpl,p3

for pl € 0..pml

b <« val
pl,p2 p

: |ko~b|
p2 D

1

C1
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for p2e€ 0..pm if VVO =0
Ch, < lf(p2 = o,o,C1p2_1)

Ch < C1 otherwise

for i€ 0..33

for k€ 0..16
jm tm

Ve 2L 20 Chimeni (i),
J=0t=0

if si=1

for k€ 0..16

f <« vas.
K I8

ik SR
vasseSm(f,w,u,M)
for k€ 0..16

vas. <« vass
1,K K

>

vas < vas otherwise
for k€ 0..16
if si=1l
fop i€ 0..38
fi « vasi"c
&H—ﬁ
vass < Sm(f,E,,p.,33)
for i€ 0..33

vas. < vass.
1,K 1

>

vas <~ vas otherwise
for i€ 0..33
for ke 0..16
jm tm
i € Z Z T
j=01t=0
ja<« 34-17-(34-17-1)

g .
Su « ;Z > (Y ken)

i=0k=0

Vﬁo <« Ch

véi1 < vas

v.%i2 <« Su
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vi
Niid saab alustada vp-vOrrandilahendamisega. nr:=1 pr:= Ol nz=0 pz:=00

Kui tunnus tuz = 0, siis kasutatakse reaksarenduses z ehk y suunal Besseli funkt-
siooni, 1 vdi méne muu vaartuse puhul sinust.

tm=15 pm:=jm+ (jm+ 1)-tm pm =495

p:= 0..pm onreakordajate C indeksite vahemk.  si:= 1 p:= 0.5 si—siudaridujaveerge,

kuisi=1.  Pakime W argumendid iihte mssiivi U: UO = vpil UI = vzil U2 = voii
U3 = nr U4 = 7 U5 — U6 = iz U7 =tz U8 = U9 = ko U10:= jm
U“ = tm U12 = vab U13 = si U14 =p wp=WU) Cr:= Wp, Vvasi= Wp, Su:= wp,

D:= wp, Ml = wp, = wp, D = 9.88433083042251 ko valimiseks:  kop = 24.604

|kop-M1| = 9.88433083042251

100

Crp 0

~100
0 100 200 300 400 500

VPUj ka = ARi,ka'rf i ka—17 parandused ja silumine:

vPuj, ka = if(VPuj, ka < 0,~vPui, ka VPUi, ka)
VPUj 33-ka= —VPUj ka Silumisele kuuluv:

: .mllll”l//l//]]W

b7 o

....... ’e,
e

.

vpu

vpu = Smrv(vpu, 0.3, 0.5) o
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vpu3z3z k=0 vpuj 9:=0 wpuj33:=0 vpug:=0

max(vp) — min(vp)

e max(vpu) = min(vpu)
vpu = mu-vpu

mu = 0.015 Keskmistame sisendvaartusega vpu = 0.5-(vpu 4 vp) vpu = As(vpu)

VpU;j 33—ka = —VPUj ka

VGrrandi poolte kokkulangevus:

vau.

ik " Aty Wine S

ka

[Py
T L

”'l"ll!n

o max(vpu) = 0.146761106120564

min{vpu) = —0.146761106120564

vab,vau

Su = 0.031731315589408 mu=0015  ko=24604 nr=1 nz=0
500: 0.017193614442957 0.104 0.9809 Kokkulangevus r-telie otste
501: 0.02240935554767 0.085 1.1809 gtﬁig‘;:m:e:uﬁg”@
502: 0.018983243819785 0.081 14313 peame ihendusrea pikust
503: 0.016746126570133 0.252 17958 Zﬁx'gixﬁzfxﬂ?
504: 0.015267045880466 0.406 27421 arimeetiised arvutusvead
505: 0.024981403815386 0.074 N e
506: 0.020745650853844 0.091 10.19
507: 0.015627210882557 0.123 14.966
508: 0.02265549561325 0.037 8.138
509: 0.022780128200374 0.036 13.735
510: 0.023662146389822 0.019 20.597
511: 0.028940161992745 0.015 38.073
512: 0.030569920276268 0.014 51.82
513: 0.031166884011188 0.014 50.504
514: 0.031505715086265 0.014 45.751
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515: 0.03171762079221 0.014 33.262
516: 0.03155020721298 0.015 21.369
517: 0.031731315589408 0.015 24.604

8. Teisena lahendame vopu vorrandi

vab, = 10" *vag; ;  Vajalikud suurused tidiahendi viu leidmisprogrammie on:

& o Piege iy kel or
Bt d L2y el e i6 AL LEslT _
voll, = Vpj 417 AJr; v Alz ar=1 w0l =0 =00

i,k+17 1,K+17. i,x+17

jm:=30 tm=15 pm:= jm+ (jm+ 1)tm pm =495
si:=1 p:=0.5 Pakime Wargumendid iihte mssiivi U: U0 = vpil U1 = vzil U2 = voii

U3 =nr U4 =nz U5 = pr U6 = pz U7 = tuz U8 i= Vz U9 = UIO = jm
Ull =) U12 = vab U13 =St U14 = PN Cj— wp, vas:= wp; Su:= wp,
D:=wp, Ml:=wp, 1f:=wp, D=9.89673979298924 ko valimiseks:  kop := 28.363

|kop-M1| = 9.89673979298924

0 100 200 300 400 500

VQUj ka = AJi’ka-rfi’ka_” parandused ja silumine:

vou; k == if(vcpui’k < 0,—vq)ui,k,vcpui’k)
VQU; 33 ka = VQU;j ka Silumisele kuuluv:

vou

vpu = Smrv(vq)u, 0.5, 0.5) vou
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enulisid: | vou33 k=0 vouj =0 wvouj33:=0 voug =0

vouj k= if! (V‘P“i,k < 0,—V¢Ui,k,V¢Ui,k)

max(vcp) - min(V(p)

mu = vou := mu-vopu Keskmistame sisendiga vou = 0.5-(V(pu i vq))
max(wpu) - min(vq)u)

vou = Sii(v(pu) Vérrandi poolte kokkulangevus:

vau —vau.

ke Thikal? b Thhdnda i,ka

vou

max(veu) = 0.987515543182079

min(vq)u) =0 vab,vau

Su=223531664012676 x 10 °  mu=1013 ko =28363 gk Bob
500: 9.01834905457875 x 10 * 0.242 13529
501: 1.94988001883796 x 107 ° 0.242 1.4029
502 143922154903842 x 10 ° 0.421 1.8924
503: 1.02063872925609 x 107 ° 0.47 2.3958
504: 9.66496763835294 x 10 8 1.198 3.441
505: 2.06107128217776 x 107 ° 0.279 5.5867
506: 1.74455161355644 x 107 ° 0.427 12.034
507: $.07817402879846 x 107 * 0.755 17.479
508: §.24690700019288 x 10 * 0.792 9.446
509: 2.53991254723705 x 10~ : 1.144 26.548
510: 9.21611854755532 % 10 1.073 23.268
511: 13008462756519 x 107 > 1.073 42.758
512: 1.62641911174257 x 10 ! 1.073 58.168
513; 1.82786424687131 x 107 ° 1.073 56.677
514; 1.85382204429505 x 10 ° 1.073 51.281
515: 1.82222999327876 x 107 ° 1.305 24.735
516: 1.91833759151644 x 107 ° 1.305 24.735
517: 2.23531664012676 x 107 ° 1.013 28.363
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9. Kolmanda ehk vzu vorrandi lahenduskaik

Alates 2. iteratsioonist hakkame algmudelis paika pandud vz nuljoone (kus r voi x suunal
vz muudab mérki) asukohta markivat O, muuima vastavaks eelmisel iteratsiooni saadud uue

vaartuse vzu nuljoonega. Selle muutmine nduab ka aaretingimuse AZ ja selle osatuletiste
muutmist. Selleks on tarvilik Il osas kirjutatud programm Rop():
Rop(vz) := | for ke 0..33
i0
while i <32 A Vzi,k'vzi+1,k >0
0« i
i—i+1

I()k(——10+1

vl « VZiO,k

V2<—vzi0+l’k

v3 « vzl.0+2’k

(rio)2 g 1

Ma « | V2 Losl 1

5 e |

Mc « (ri0+1)2 Lor v2

3
_(‘10+2) Loz V3
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if a=0

Ja « b2 —4-a-c
1« if(Ja <0,0,y/Ta)
N op := Rop(vz)

rl « 3

-a o, o

74 Ou:=0p;  OUy,i= Ouy

P, 0:= Sm(ou,z,0.75,33)
ro « |l if ry<rl<r, . Siimmetreerme seda:

r2 otherwise

i %'(Oka 5 O33—ka)

c ;
ro, < —— otherwise
k b

5 o€ % oy
y()k <« a-(rok) i b-rok He
Selle t6ttu muutub ka AZ ja
for ke 0..33 selle tuletised:
for ie0..32
rop, < 0.5-(ri - ri+l) if I Sx0, <k Czi,k = lf(ri x Ok’ ; ’_1)'sz
continue otherwise O -r 5
IR T e,
vd_ <« ro ¥ ; o
0 i =
véi1 «y0
Kuir> Ok, siis
vi, « 10
2 o > 2
=50 —
véi3 < rop akk 35 Hia (r k)
. [ 1
va ak b ;Ik—
b - 1A
U2, | = ak._(ri) “ ri-(r33 + ok) +15 ok} U3, = lf(ri < Ok,Uli,k,Uzi’k)
- o = 4
AZi,k:: 1f(ri < Ok’l’—l)'BZk'U?’i,k Azri,ka‘_ 0 onerror 10 .srf(pli,glka,AZ)
—4
AZZi,ka: 0 onerror 10 -szf(pll,Clka,AZ) Azri,33—ka = Azri,ka AZZi,33—ka — —AZZi,ka
1 I I 1
See on C uus vaarius
ja all uued aaretingimu-
ouy sed ning nende osatu-
05 ] letised r ja z jargi.
Ok ;
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4
vabi’k.= 10 i |
Vajalikud suurused iildiahendi vzu leidmispro-
grammile on:
it VPi, x+17
igm S DS e L
3B
Y s
Vzui,l( ) 16-Az ; i,K+17
AZz
VOﬁi,K = vpi,K+17-AZri,K+l7 T vzi,K+l7.AZZi,K+l7 nr:=1 pr:=01
ko:=23535 jm:=30 - tm=15 pm:= jm+ (jm+ 1)tm pm =495
:=0.pm si:=1 p:=0.5 PakimeWargumendid Ghte mssiivi U: UO = vpii U1 = vzii
Uy=voii Up=nr Ug=nz Ug=p Ug:=pz U, :=tuz Ug = vz U9 = ko
Um:z jm U“ =tm U12:= vab U13 = si UI4:= powpi=W{U) Cz:=wp, vas:= wp,
Su = wp, M1 = wp 4 i wps D= wp, D =9.92626473302642
ko valimiseks: kop := 2.3535 |kop-M1| = 9.92626473302642
107 T T T T
Cg, 0
-10 I 1 1 1
0 100 200 300 400 500
p
LTS et T
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parandused ja silumine:
: vzui,k — if(vzui’k <0 A < Ok,—vzui’k,vzui’k)
104
vzui’k = 1f(vzui’k >0 A r > Ok,—vzui,k,vzui,k)
Silumie: vzu := Smrv(vzu,0.5,0.5)
Vzui,0:= 0 vzui,:‘3 = vzu33’k:= 0
Sailitame sisendi suuruse
mu ;= i) 5o VZU = VZu-mu

vzu

max(vzu) — min(vzu)

Keskmistame sisendiga: vzu := 0.5-(vzu + vz)

VZu
Vérrandi poolte kokkulangevus: vZu
b 0 Pty 2 R Y BBk shae bip

vab,vau

Su = 3.69445905466824 x 107 ° mu = 0.014
g

500: 4.44577681924445 x 10 0.047
g

501: 4.85969417714447 x 10 0.031
_3

502 4.65398778820352 x 10 0.027
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vzu = Sii(vzu)

max(vzu) = 0.071697034806224
min(vzu) = -0.01303612562707

Pilt naitab, et l3hendus on teistest halvem. vaz
eiole hea Bhendada Besseli funkisiooniga. Natu-
ke paraneb see, kuiz-suunas asendada Besseli
funktsioon sinusega. Teistest vaiksem halvete-
summa on pdhjendatav asjaoluga, et vz-vorrandi
vaba lige on umbes 100x viiksem teiste omast.

ko =2.3535 ner—
0.056354 i
0.08463 1
0.12927 1

Tartu Ulikooli Raamatukogu
ARHIIVKOGU



503: 4.48645616273857 x 10 ° 0.059 0.17938
504: 4.45201999992585 x 107 ° 0.025 0.28928
505 4.53509798545436 x 10 ° 0.019 0.48255
506: 4.50913235201811 x 10 ° 0.012 1.09885
507: 4.35156971213895 x 107 ° 0.012 1.6728
508: 4.50451427530854 x 107 ° 0.01 1.0084
509: 4.70246110192756 x 10 ° 8489 10 ° 1.5302
510: 4.49399568760535 x 10 ° 3.041x 10> 2.2992
511: 4.17904211735296 x 107 1592x 107> 4.1497
512 4.00691697838924 x 107 ° 8294x 10 4 5.4822
513: 3.85664746367397 x 107 ° 2.774% 107> 5.6455
514: 4.02193174849373 x 107 ° 8.533x 10 ° 4.7286
515: 3.96631513969334 x 107 ° 7.616% 107> 2.9612
516: 3.89188257719968 x 10 ° 0.012 2.0066
517: 3.60445005466824 x 10 ° 0.014 2.3535
10. Kokkuvéte

Siin naitame kiirusvektori komponentide maksimaalvaituste muutumist iteratsioonide kaigus
ja joonistame ka vimasel 517. juhul r-ja z-tasandi iihel poolel saadud vpu ja vzu komponentide
poolt antud pildi. Vaate kogu silindri selle tasandi ulatuses saame, kui peegeldame olemasole-
vat vasaku kiille ehk péoriemistelje suhtes teisele poole.

Kogu arvutusprotsessi ulatuses on vz-vdrrandi vaba lige vaz umbes 100 x véiksem vp-vdrran-
di omast vap. See iitles, et imselt peab vzu olema véiksem kui vpu. Seepérast sai juba alg-
mudeli korral voetud vz amplituudi 2 korda vaiksemaks, vorreldes vp omaga, et vaadeldaval pi-
dil tekiks ringlikumisele Ehedane pilt. Selliseks jatsime kogu protsessi valtel vzu ja vpu ampli-
tuudide suhte. Seda reguleerisime siin, kui eespooine seda muutis. Et pitt ei jaénud ringjoonte
kujuliseks, tihendab magneetiliste tdmbejdudude mdju — nad suruvad ringlikumised r-z-ta-
sandil kokku nii, et ringlikumine muutub pika ovaali kujuliseks ja kogu laengusiisteem ketta-
kujuliseks.

max(vzu)

max(vpu)

=05

vpu
vzu
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vou

500:
501:
502:
505
504:
505:
506:
507:
508:
509:
510:

514:

sl
513:
514:
515:
516:
Hid:

max(vpu)

0.4064526627560
0.4064526627560
0.3889042343788
0.2617349734700
0.2261719404181
0.1870134599160
0.1806871119446
0.1566890986067
0.1525899690550
0.1516210817458
0.1507829358971
0.149563558167

0.1489403793017
0.1479899737126
0.1474651327918
0.1474651327918
0.1471636930551
0.1467611061205

vu suurust muudame alipool nii, et siisteemi
impulsimoment saaks vordseks elektroni spinni-
ga. Selles on ka erinevus Il osa arvutusega. Seal
muutsime mainitud eesmérgil kogukiruse ampli-
tuudi, kuid see ei ole pohjendatud, sest vpu ega
vzu ei mbjuta impulsimomendi z-telje suunalist
komponenti.

vou votsime alati positivse. Selle vaartus poor-
lemisteljel peab olema 0 ja ei saa ka omada
nega-tivseid vaartusi.

min(V(pu) =

vpu miinimum on alati suuruselt vérdne maximumi-

ga kuid negatiivne, seetdttu ei ole tabelisse kirju-

tatud.

max(vq:u)

0.8892183286150
0.9813662574776
0.9930669251277
0.9957967823544
0.7268079227619
0.8945224485377
0.9746976789312
0.819394198499

0.977080456528

0.981998446874

0.9711893140263
0.9900527998605
0.9901795853507
0.9903568877258
0.9902335243399
0.9959572937299
0.9953951735352
0.9875155432512

max(vzu)

0.2032263313780
0.1944521171894
0.1944521171894
0.1308674867350
0.1130859702090
0.0935067299580
0.0903435559723
0.0783445493033
0.0783445493033
0.0758105408729
0.0753914679485
0.0747817790836
0.0744701896508
0.0740849656594
0.0739949868563
0.0737325663959
0.0735818465275
0.0733805530602

min(vzu)

—0.1201581293995
—0.0863762659765
—0.0797689935877
-0.103968218654

—0.1308790642451
-0.0887431715964
—0.0547839178753
—0.0419969404467
—0.0233184144563
—0.0134959074986
-0.0105957614611

-9.299030791557 x 10
-9.581140001804 x 10

—0.0196932968382
—0.0120316354793
—0.0146214521948
—0.0126099464052
—0.0133422269256

vpu maksimum on palju suurem kui teistel vp,vz-tasandi kirustel St ringlikumisel
imber peatelje suure kirusega likuvad paraleelvoolud, meie mudeli jargi lihtsalt elektromag-
netiline vali, hoiavad end tugevalt koos. Pdoriemine ristuval tasandil on mérksa aeglasem ja
solenoidaalse likumisega annab oma panuse kogu siisteemi koos hoidmisel.

Jargmine joonis néib horisontaalse kesktasandi, nn ekvatoriaaltasandi, suhtes ebasiim-
meetriline. Teadmata Mathcadi sellise joonise tegemise ideoloogiat, ei Gnnestunud joonise
siimmeetriatasandit asetada t-indeksi poole véatuse kohta (vertikaalne ehk z-tefie indeks).
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11. Edasi tuleb lahendada t vorrand

Varem tuletatud vorrand on (programmi srf() ja szf() kohta vaata selgitusi 4. punktist):

Vpu--d—ln(T) * vzu--(-l—-ln(T) Bt vat = —ivpu = d—vzu T Arvutame vaba likme:
dr dz dr dz 1
SE) X
vpurj k= 0 on error 10 -srf (pl i35G kas vpu) VPUrj 33_ka '= —VPUT; ka

VPUii k

e ¢
vzuz, =0 onerror 10 -szf(pli,Clka,vzu) VRUZ 3 = VEUZ G vpji1 k=

,ka
T

vpj = Ex(vpj)  varj k= —vpurj x — vauz. - vpji Kok lidetavad on assimmeetriised
ja kuna z = 0 pinnal esineb jarske hiippeid, on Smrv() silumisel soovitav teha silutav esmalt
siimmeetriliseks, siluda ja parast seda muuta tulemus tagasi assiimmeetriliseks.

vpur VZuz

vpj vat

Lt = In(x)-le a&retingimusi annme AJ logaritmiga. Kuna 0 logaritm on méaramatu, asenda-
me selle mingi sobiva negatiivse arvuga. Sobivamaks osutus -2 .
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. o E
LT. ;= -2 onerror \“(Ali,k) +4 mn:= min(LT) LT:=LT-mn = max(LT)

EE

1

vpi-Rfx + vzii-Rfy + voii-Rf =vat Lt =LT-Rf Lt on iildlahend, mis rahuldab “aérevaar-
tusi" LT.

ik 4
LTri,ka:z 10 -srf(pli,Clka,LT) LTri,33—ka:= LTri,ka LTZi,ka:z 10 ~szf(pli,C1ka,LT)
vzu,
» _ VPUika : i N
LTz, 43 gaie 05 5, Wl 17 s cme kT, WSO e e
33
VB, = VP“i,ka'LTri,ka + Vzui,ka'LTZi,ka e s

Toieecd 0.084 -

Lin iz vpi
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vzu voii

Méaarame funktsioonide numbrid LT jargi: nri=1 wr:=01 nz=0 pz:=00 ﬁ

——- <15 pme= -G+ yim =499

p:=0.pm si=1 = 0.5 Pakime W argumendid {thte mssiivi U: Uy=vpli U, := vzi

U2:=voii U3:=nr U4:=nz U5:=pr U6:=p.z U7:=tuz U8:=vz U9:=k0

U10:= jm U“ == tn U12 = vat U13 = si U14 =p wp:= WU Cr:= Wp, Vvas:= wp,

Su := wp, D= wp, Ml = wp, if = WP D = 9.90403419666397

ko valimiseks: kop := 4.1146  |kop-M1| = 9.90403419666397

20

C‘tp 0

. 100 200 300 400 500

p

Lahendon: Lt ka:= LT, b -xf. ikt L7 33-ka = L7j ka

parandused ja silumised: t logaritm (kui
otsitakse 1 normeeritud 1 ) ei saa kunagiolla
positivne. Kui on siis see on arvutusprotses-
simargiveast tingitud.

Lt k= if(L‘ri,k > 0,—L’t‘i,k,LTi’k)
Silumisele kuuluv on:
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Lt := Smrv(Lt,0.75,0.75)

Cl:= —max(L'r) Ti k= teLti’k"’(:1

t:=si(t) min(c) = 8.19081869320241 x 10~ > Lz

Keskmine sisendiga. o= 0.5-(1’ - ra)

Vorrandi poolte kokkulangevus:

vaui’ ka = vasi’ k17 vaui, 33-ka = —vau.

i,ka

Satime v maksimumi vordseks 1-ga ja t&-

vat,vau

histame sellise ta-ga jargmiste foimingute

jaoks.
m := max(1) ta:= i ta, = if(tai’k < 0,0,tai’k) max(ta) =1  min(ta) = 5.819285x 10~
Su = 6.64104779235438 x 10 ° ko = 4.1146 ar=1 nz=0
500:  0.022817119979614 0.21923 (1,0)
501:  0.027758836525663 0.21923
502 0.029532169128147 0.21923
503:  0.015425773449584 0.5408
504:  0.013212952070356 0.88035
505: 9.53137925262298 x 10 > 1.8989
506:  6.59951800099258 x 10 > 2.7496

140

3



507:
508:
509:
510:
511:
512
53
514:
H1h:
516:
ST

12. Laengusiisteemi ipulsimomendi séttimine vorreldavaks elektroni spinniga

Jargmine programm arvutab kordaja tx, millega tuleks vou korrutada, et selle amplituud saaks
vordseks sinisega margitud vaartusega. Kasitsi on seda raske teha. Kasitsi reguleerime ainult
sinise arvu vimaseid kimnendkohti. See on vajalik stisteemi impulsimomendi reguleerimiseks
nii, et jargmine programm vordlus() annaks suhtele elektroni spinniga 1 hedase vaartuse.

vouamuut(tun, vemu, mi, mx, pm) :=

7.1343136531234 x 107 °

5.49433486477041 x 10
4.58960634310055 x 10
4.64612362710757 x 10
5.1110268543677 x 10>
5.52487048891994 x 10

5.75774994765314 x 10
5.80962076482296 x 10

6.38179870246539 x 10

3
3
%)

3
3
3
3

6.49041870327783 x 10 ”

6.64104779235438 x 10

8

1.4847
2.4616
3.6482
6.7077
9.1057
8.8903
7.9693
5.8473
3.8386
4.408

4.1146

if tun=1

i S

mx — mi

pm

for pe 0..pm

t < mi+s-
P p

for i€ 0..33
for ke 0..33

vei,k < (vpui’k)2 + (tp-vq)ui’k)2 e (vzui)k)

p

y,_ < max(ve) — vemu2

av <« 1 otherwise

for pe l..pm -1

lfyp-yp+1<0
a <« A 2
P -y
2(yp+l T -
2-s
4 Y
1
P e = —2.a-t
2-s

C « yp — a-(tp)2 - b-tp

X «
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lox<p
av « 2 otherwise
for ie 0..33

for ke 0..33

vei’k = J(VP“i,k)2 =5 (tx-V(pui’k)2 & (Vzui)k)2

V§O<~y

véi](—tx

Vii2 .

Vﬁ3 < max(ve)

vd

— tun:= 1 yp:= vouamuut(l,vemu,0.75,2.5,100) tx:= yp 1

tx = 1.00973912436985 vem := ypg vem = 0.9999999999874  vou = tx-vpu

Kas ei tekkinud imaginaarsust? Kontrolk ve, | = (vpui’k)z i (v(pui,k)z + (vzui k)z

jui,k = Im( '1 = Vei,k) - min(ju) =0

Vajalikud arvutused, mis on seotud siisteemi impulsimomendi ja elektroni spinni suhte maa-
ramisega, kaasa haaratud ka "ta" normeerimine, on vormistatud programmina "vordius".
Konstant ko avaldises muutub, kui vilja mé6tmed muutuvad!

2.730969971695
330 33

Z Z tai,k-pli

i=0k=0
25

v6rdlus(ta,vp,v<p,vz) = ko «

kor « ko-10

3 33 tai’k’V‘Pi,k'(pli)z

¥ 3

i—0 k=0 \ll = (VPi,k)2 = ("‘Pi,k)2 i (Vzi,k)z

Imz <« kor-su

h « 6.626176-10 i

b 4-n
spi =
h
suhspi « spip-Imz

v%io <« ko

vii1 < spip

vd, < su
2

Véi3 « suhspi
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Ivﬁ

Vil = vf‘)rdlus(ta, vpu,vou, vzu)

e —

500:
501:
502:
503:
504:
505:
506:
507:
508:
509:
510:

274.827810496366

1.89647401674196 x 1027

s su, kahekordne summa
1.93679514238159 x 10

1.00946499129324

suhspi

8.24923271662659 x 10

0.315714320566285
1.00083957708316
1.00623858938283
1.00681369880523
1.00927247361518
1.00361219492716
1.00388958167369
1.00389823005051
1.00022472246545
1.00144201130117

vm
4 0.999
0.99999999999999
0.999999999999863
0.999999999999939
0.99999999999936
0.999999999999947
0.9999999999969
0.9999999999942
0.99999999999
0.9999999999825

0.9999999999875

Vmi i = \/Epui,k)z 5z (V(Pui,k)z + (vzui,k)2

kor ilma astmeta 10-25.
spip, spinni péérdvaartus

suhspi juhul, kui tegu on kaesoleva lgbijooksu
kiruste ja jaotusega.

algmudel ei véimaldanud suhspi 1 ahedale tosta.

kiiruse moodul reguleeritud nii, et shsp tuleks
1 lahedale vou muutmisega. Tapselt iiheks re-
guleerimisele ei ole mingit moistlikku selgitust

51t
512:
513:
514:
515:
516:
517:

1.0031738317497

1.00000336224666
1.00192983311716
1.00156275354826
1.00692348044467
1.00467856947133
1.00946499129324

0.9999999999901
0.9999999999938
0.9999999999956
0.9999999999946
0.9999999999935
0.9999999999926
0.9999999999874

max(vm) = 0.9999999999874

vpu,vou-0.4,vzu-2

NB! vou on kujutatud véhendatult (punane) ja vzu suurendatult (roheline).
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13. T normeerimine, tulemuste viljastamine ja siirdumine tagasi 3. punkti

24
It := Jnt(ta) At:= It = 2.30120554308749 x 10~ > Nion sis niiiid t(p,%) valemiks
It
(p,2) = Av-Ghillp, L, ta, im, k). iSRS
Arvutame iima iildkordajata tuj == Gfu(pl;, L1k, ta,im,km)  min(tu) = 5.8193 x 10~ 3
N ’Lé / '
,’ YT /f7
D
T
Vijastame tulemused (vpu, vou, vzu, ta) falidesse vru501, vju501, vzu501, tu501 alates ja
votame copy-paste meetodil At kaasa ja Eiheme iteratsiooniprotsessi algusesse punkti 3.
Seal valjastame need ja uus tsitkkel algab. Edaspidi suurendatakse siin naidatud faiinumb-
reid ja nii oleme selles tritkis jsudnud 517.-ni. Suurustes ja kujutistes ei toimunud vimastes
tsliklites enam olulisi muutusi. Vt Lisa.
14. Alustame vorrandite hhendamist karakteristike vorrandite meetodil
Naitena kasutame esimestes punktides saadud lahendite vpu, vou ja vzu 3 vimase iterat-
siooni tulemuste keskmiisi, et siluda vimastes esinenud vaikseid muutusi.
vpl = ; vpLi= : vp3 = ,
C:\..\vru515 C:\..\vru516 C:\..\vru517
vol = s Vo2 = vp3 = :
C:\..\\vju515 C:\..\vju516 C:\..\vju517
vzl = ; vz2 = : vz3 =
=
C:\..\vzu515 C:\..\vzu516 C:\..\vzu517
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Ja vorandite vabad likmed olid:

1= D= =
vap vap. vap,
C:\..\var515 C:\..\var516 C:\..war517
1= e 3
vag vag vag
C:\..\vaj51 5 C:\..\vaj51 6 C:\..\vaj51 7
vl — vard = Yazs —
C:\..\vaz515 : C:\..\vaz516 C:\..\vaz517
Arvutame 3 keskmise:
1 1 1
vp = ;-(vpl + vp2 + vp3) v = —3~-(v<p1 + vo2 + V(p3) A= ;-(vzl + vz2 + vz3)

1 1
vap = ;.(vapl + vap2 + vap3) vaQ := S—-(vaxpl + vaQ2 + va<p3) vaz = -;—-(vazl + vaz2 + vaz3)

Konkreetsuse mbttes votame ette vp vorrandi (karakteristikud on kdigil samad):

-‘—i—vp =vab vabi g = 10 4'Vapi,k

Xl
I, dx 16-Az dy

33
Lineaarse osatuletistega dif-vorrandi karakteristiikud vérrandid kirjutatakse jargmiselt:

d
g T

Need on taisdiferentsiaalsed vorrandid, miledest esimese
33 vp vVZ

vorduse lahendamisega leitakse karakteristikud jooned ja vimases vorduses on ds nende
joonte pikkuse diferentsiaal ning see vordus voimaldab vp méarata joonintegraaliga mé6da ka-
rakteristikke jooni. Tulemus annab vp vaartuse selle véapunktijaoks, mis asub joonel:

r3yva(x,y)-dx = 16-Az-vp(x,y)-dy vp(x,y) = J vap(x,y) ds Esimese lahendamine
annab funktsiooni y = y(x), mis X,y tasandil annab karakteristliku joone. Neidki lahendamisi
on lihtsam teostada, kui arendada vp ja vz ritta Besseli funktsioonidest.

va(x,y) = Rf(x,,0,0,00,00,C2)  vp(x,y) =Rf(x,y,1,0,01,00,Cp)
Lahenduskaiku selgitame alpool.

15. vp ja vz arendamine ritta Besseli funktsioonidest reana

Reaksarendus on sama, mis iilevalgi kasutatud. Kuid arvutusprogramm tuleb ménevérra
lintsam, sest rida vordub vp-ga ja maératavaks jgavad realikmete kordajad C. Maaramisviis on
sama — halvetesumma peab saavutama minimumi (v = vp vdi vz).

Wv(jm,tm,nr,nz,pr,pz,ko,v) = jfor i€ 0..33

for je 0..jm

Sli’j e Jl(nr,prj~xi)
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for kae 17..33

for te 0..tm

Cika—17,t <« Ji(nz, p.zt-yka__”)

for jle 0..jm
for tle 0..tm

hgteis A L z Z Ve ok i1 17,0
e e

for je 0..jm
for te 0..tm
for jl1€0..jm
for tle 0..tm
nej+(m+ 1)t
nl « jl + (jm + 1)-tl

33
3 &gk, Z Si; Cliy17,¢50, 51 Cka17, 1
i=z0 ka=17

M «—a
n,nl

nm < jm + (jm + 1)-tm
D « |ko-M|
for p2€ 0..nm
for ple 0..om
for p3€ 0..nm

B Mo

for pl € 0..nm

bpl,pZ & Vpl

¢ e ttl
for i€ 0..33
for kae 17..33
jm tm
ka <" Z Z J+(er1)t ka—17t
j=0t=0
ja<« 34-17-(34-17-1)

i=0ka=17

vii()(—-M

véi1 « D
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e 31 tm:=15 wor:=1 pr:=0l1 bz — 0 pz:=00 nm:= jm+ (Jm+ 1)-tm

B Wv(jm,tm,nr,nz,pr,pz,ko,vp) M= Y By w, Cp — W,
ko:=203 D:=|koM|  D=9.18271264997992 lima ko naitaks 0, ko naitab, et ei ole.
vpL = W, vpLi 33-ka = —VPLj ka Su=w, Su=0

n:=0..nm Su- 1,()15 = 0.704470937875549 Ruutkeskmine hélve on vaiksem kui 10-151

0.2 I I I I ]
o, B & FEERE 2 r v Y &
Bt L 1 L 1 1
0 100 200 300 400 500 600

n

Erinevusi ikskutes punktides naitab joonis:

vp,vpL vp — vpL

Teeme sama kiirusega vz.
jm:=31 tm:=15 nr=0 nz:=0 pr:= 00 uz := 00 nm = jm + (jm + 1)-tm

_ W= Wv(im,tm,nr,nz, pr,uz,ko,vz) M= W, D:=w, Cz:= w,

ko= 17506 D:= |koM|  D=9.97625550619855

5= o = —~ 7
viLi=wy vl g = vaL Su:=w, Su = 4.95666433493486 x 10
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0.05 T T T T T

—0.05
0 100 200 300 400 500 600

vz, vzL vz — vzL

Sellel juhul on kokkulangemine mérksa kesisem, kuid siiski rahuldav edasisteks arvutusteks.

16. Karakteristliku vorrandi lahendamine
14. punktis saime: 135 va(X,y)-dx = 16-Az-vp(x,y)-dy  vz(x,y) =Rf(x,y,0,0,00,00,Cz)

vp(x,y) = Rf(x,y, 1,0,01 ,Oo,Cp) V&rrandi vasakut poolt tuleb integreerida x jérgija pare-
mat y jérgi. Kuna kirused on antud ridadega, tuleb integreerida rea koiki ikmeid eraidi.
Skl
¥ao Z Cz, 3141y, t-Ji(0,00j-x)-Ji(0,00t~y)~dx =1
j=01t=0

3115

16 As - Ji Selised i lid saab ka
1 =16:Az JZ::O tz::o CPj+(31+1)-t J1(1,01J x) Jl(() OOty) dy aNutad:tegraa saa

X

j=0.31 Ix(j,x) = ), Ji(0,00j-x)dx IX; ;= Ix(j,xi)

ry

t:=0.15  Iy(t,y):= Ji(0,00t-y)dy IR Iy(t,yK)
‘0
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frs

A Hiihe
{HAD
i

i |‘\.‘-“|‘
i\ \%m

Y

Uldjuhul tuleks igale integraalile lisada ka esialgu méaramatu konstant Cx ja Cy, mis oleks iga
valiapunkt juures esialgu oma vaartusega. Nii saame vorduse

3115
5 Jif 0,00 -y)-(IX. . =
SIS TR L L AR
j=01=0
331415
b, Z Z ij+(3l+1)‘rh(l’Olj'x)'(IYt,x+ Cyt,x) Siin on 4 erinevat avaldist:
j=01t=0
53 lged b
s Z Czj+(31+1).t’h(0’00t’y)'lxj,i
j=01t=0
B
Cli,y) =ry > > Czj+(31+1)-t‘J‘(°’0°t‘y)’CXj,i
j=01t=0
TEER
=df A Cp; Ji(1,01 -x)- :
F2(c,) 16AZZ z PR31r1 ‘( ]X) G F1 ja F2 saab arvutada koigi
j=01t=0 valapunktide jaoks, C1 ja C2
at. a8 mitte tundmatute konstantide
; 15 Cx ja Cy t6ttu. Aga miskis mét-
c2l,x) = 16'AZ.Z Z Cp1+(31+1)'th(1’01j x) CYix  teslitsustada saab:
j=01=0
31 15
Fl(i,y)=r33'z IXj’i'fl(J,Y) f1(j,y) = Czj+(31+1)‘t-n(0,oot-y)
j:O =0
15 31
FZ(K,x)=16~Az~Z Y, 20 2(%):= z ij+(31+1).t-Ji(1,Olj-x)
t—0 50
31 15 :
Cli,) =ry3 Y. Cx; ¢A1GY) ) =1642 3 cy, 20
j=0 =0
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Neist saame samuti massiividena ara arvutada 2:

15 31
o= Cz,, 3141y, t-Jl(O,OOt-yK) £2, ;= Z ij+(31+1).t-ll(l ,Olj-xi)
t=0 j=0

fl 2
Nende abil: 31 15
W r33'z IX, il « F2, o= 16‘AZ'Z Y, .2 ;
j=0 t=0
31 15
Cli,x=‘33'z Cx; oAl C2i’K=16-Az-z Oy, 2, ; Esimestest saame massiivid:
=0 t=0

F1 F2
Karakteristik vorrand saab kuiju:
31 15
EL el z Cx; fl; =F2, + 16-Az-z Y, 2y ;
j=0 t=0

Sellest saame leida tundmatuid konstante sisaldavate avaldiste vahe iga vaatevaia punkii
(ip,xp) jaoks:
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31 15
=r - sk TIE] NG A7 (3 £ =F> — b1
Cmip,kp 33 ij,l J,xp Z Yt,xp t,ip ip,xp ip,xp
j=0 t=0

ip:=0.33 xp:=0..16 Cm. e - F1. Seejarel laheme F1- ja F2-ga tagasi
g e i g koordinaatidega esitatud vormi:

F21(k,x) - F11(i,y) - Cm = 0

Selle vorrandi lahenamisega leitakse y olene-
vus x-st iga etteantud « = «p, i = ip vaartuste-
paari jaoks ehk y = f(x). Need kujutavadki ka-
rakreristilkke jooni x,y tasandil. Tuleb koosta-
da programm, milles x muudetakse vahemikus
0..1 ja maarataks y vaartus, millal avaldis saa-
vutab 0 vaartuse. Seda tehakse iga Cm kons-
tantse vaartuse puhul. Karakteristk peaks I&-
bima valapunkti (YypXip)- Esialgu valime x ja

y vaartusteks vaatevalia punktid x; ja y, ning
arvutame kahe esimese likme vahe:

V:=F2 -Fl1 jalisame selele joonisele
Cm

tasandi mingi ip ja xp vaartusega Cm poolt antud kérgusel:

ip=17 wp:=5 T, =Cm Nende kahe pinna IGkejoon ongi otsitav karak-
1 3 teristeristlik joon. Et saaks IGikumisi tipsemailt
maarata, arvutame pindadele punkte palju theda-
damalt. Arvutusaja vahendamiseks, teeme vastava
programmi. Esiteks arvutame pinnapunktid:

Pi(nm,mm) := | for je 0..31
for ne 0..nm
n

& ==
nm

U Ji(l,Olj-Em)

2

for te0.15

for me 0..mm

m
Ym <
Vi E mm

2 € Jl(0,00t-\ym)
nm:= 500 n:=0.nm mm:= 325

for je 0..31
m:=0.mm pi:= Pi(nm,mm) for ne 1..nm
Flp:= pi, F2p:= pi, En
G : 5.7 Hloon- )d
Vp:= F2p - Flp ja siis tasandi j.n J' 1( Jg 5
)
omad: A Cmip’Kp forite 0. 15

for me 1..mm
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Vp,Tu

Jargmise programmiga arvutame
l6kejoone punktid. Pinnapunktide ko-
ordinaadid on niiiid x ja y asemel §
ja y. Seda teeme koigi vatevaia-
punktidele (ip,xp) vastavate Cm vaar-
tuste jaoksl.

XY0(Cm,Vp,nm,mm) := | for ipe 0..33

for kxpe 0..16
t<0

for ne 0..nm

m
Ym <
mm

Tu « Cm.
ip,xp

for pe 0..mm -1

al <« A
n

a2« A
n,pu+l

1562

A m(—Vpn,m—

Wm

2, J Jl(0,00t-\]J) dy
0

for j€0..31

for me 0..mm

B
0 D FonnZym
t=0

for te 0..15
for ne 0..nm
51
IRt Z Cojr31+1)-t91; |
=0
for ne 0..nm

for me 0..mm
31

Pl oty B 0 0
i=0

15
FZaje 16-Az-2 e
=9

Vn,m <« an,m = Fln

,m

va, « Fl
v, <« F2

va

Tu



xyk := XY0(Cm, Vp,nm, mm)

if (al20Aa2<0)v(@al<0Aa2>0)

Yu+1-al -y -a2
al —a2

YO«

&0« &
te—t+1

continue otherwise

Tm, «t-1
p, Kp
X. « &0
1p, Kp
Y <« yo0
1p, Kp »
vﬁo < Tm
véi1 «— X
véi2 =
vi
Tm:= xka X:= xyk1 Y := xyk2

Joonistame mdninga ip vaartuse puhul kdigile xp = 0...16 vaartustele vastavad karakteristi-
kud. Selieks tuleb teha mitu joonist, sest Mathcad lubab Ghel joonisel kujutada ainult 16 graa-
fikut. Ka lehekiilgedele paigutamine nduab tiikeldamist.

ip:=1

Kp:

Kp:

Kp :

Kp:

Kp:

Kp:

Kp :

Kp:

Kp:

Kp

Kp

Kp:

Kp:

Kp:

= 10

= b

=

tm0 := Tmip,lcp
tml = Tmip,'cp
tm2 = Tmip,‘(p
tm3 := Tmip,lcp
tm4 := Tmip,'cp
tmS5 = Tmip"cp
tm6 = Tmip,:cp
tm7 = Tmip’Kp
tm8 = Tmip,wcp
tm9 = Tmip,xp
tm10 := Tmip,‘cp
tmll = Tmip,lcp
tml12 = Tmip,l(p
tml3 = Tmip,lcp

t0:= 0..tm0 00— %

ip,kp
=0 _tml el —

ip, kp
2:= 0..tm2 02— X

1p, Kp
t3:= 0..tm3 Qi

1p, xp
t4:= 0..tm4 £04 = X.

1p, Kp
t5:= 0..tmS5 05— X

1p,xp
t6:= 0..tm6 c06s— X

lp’Kp
t7:= 0..tm7 EO07E— N

1p, kp
t8:= 0..tm8 E08 =X

1p,Kp
t9:= 0..tm9 09—

1p,xp
t10:= 0..tm10 £010 := Xip
tll:=0..tml1 £011:= Xip =
12— 0 tmi? EQ12 = Xip -
t13 := 0::tml13  &013 = Xip

153

W00 := Yip,l(p
w0l := Yip,Kp
Y02 := Yip’Kp
W03 = Yip,Kp
W04 = Yip,Kp
yos = Yip,lcp
w06 := Yip,Kp
Y07 := Yip,Kp
W08 = Yip,Kp
W09 = Yip,Kp
w010 := Yip"cp
yoll = Yi :
Y012 := Yip’Kp
yo013 := Yip,lcp



kp:= 14 tml4:= Tm. tl4:= 0..tm14 &014 = X. y0l4:=Y.
lp’Kp 1 > 2
=15 wml5:=Tm, t15.:=.0. tmi5 OE5 =X, 015:=Y.
- ip, kp g iy ip, xp
kp:= 16 tml6:= Tm, t16:= 0..tm16 £016 := X. w016 := Y,
ERp 1p,xp 1p, Kp
I I I I

09

08

3
nuuum-u-u-“-x-i_...,m-

1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

£0049, 0141, £02¢2, £033, E0444, E05¢5, £06¢6, £0747, Xy,

Ringikestega on tahistatud karakteristik punkt (x;,.y,.,), millele vastav karakteristlik joon
on joonistatud..
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0.1
0

0.2 0.4
&Osts’ 509t95 éOIOtIOa E_.Olltl 1 a§012112, &013113,§014114,§015115,ij

1 1
0.6 0.8 1

S : ' l |
w016,16
05F =l
Yi6
oXe
| I i |
%5 0.2 0.4 0.6 0.8 1
016,16, x;,
Senised 16 joont vastasid ip vaartusele 1.
i o s 1050 s R =
ip = 17 Kp s 0 tmO 3 Tmlp,l(p 0 tm0 éOO 2 Xip,Kp WOO 2 Ylp, Kp
ke o A tl = ) 38 tml = X =
xp:=1 tml Tmlp,,cp &01 XIMp ol : Yip’Kp
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000

Kp:

Kp :

Kp :

Kp:

Kp:

Kp:

Kp :

Kp :

Kp:

Kp :

Kp

Kp

Kp

Kp

Kp:

= 10

=

=il

=

&=kl

e

= 16

2 = Tm.
1p,Kp

tm3 = Tm.
1p, Kp

tm4 := Tm.
Ip, Kp

tmS := Tm.
1p, Kp

tm6 ;= Tm.
1p, Kp

tm7 = Tm.

1p, Kp
tm8 := Tm.

1p, Kp

tm9 := Tm.
1p, Xp

tm10 ;= Tm.
1p,Kp

tmll := Tm.
ip, xp

il = I
1p, Kp

tml3 := Tm.
1p, Kp

tml4 = Tm.
1p, Kp

5= Tm.
ip, kp

tm16 := Tm.
ip, kp

i

..tm3

..tm4

..tm5

..tm6

..tm7

..tm8

t9:= 0..tm9

t10 := 0..tm10

#Hr— 0. tnllk

t12:= 0..tm12

t13:= 0..tm13

tl4:= 0..tml4

15 =0 .mmlS5

t16:= 0..tm16

(2 Xip,l(p
£03 = Xip,lcp
£04 = Xip,lcp
05:=X, o
£06 := Xip,lcp
Q7= X
£08 := Xip’Kp
€09 = Xip,Kp
£010 == Xip,lcp
Q1= X
£012 := Xip,'q)
=03 — Xip,lcp
£014 := Xip,lcp
8015 = X
€016 := Xip,Kp

02 = ¥.
v 1p,Xp

=¥
Y 1p, Kp
O =y
2 1p, Kp

05:= Y,
v 1p,Kp

b= ¥.
1p, Kp

07 =Y.
1 1p,kp

08:= Y.
4 ip, kp

08 =%
T 1p,Kp

010 :=Y.
4 Ip,Kp

011 := Y.
P S Ep

w012 = Y.

ip, xp

013 :=Y.
r 1p,xp

w014 := Yi

>

0% 5/— Y.
i ip, kp

016:= Y,
y e

€004, 011,802, E0313, E044, Xip
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02T
(4 b i

Y099
w0109
Y0125
000
™
000
Y12
000

Y085

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5
£099,£01040,E011411,£012;15,

0.3 0.4
£05¢5,E0646,£0717,£08,g,

0.2

0.1

xip

051

Y0144
Y13
000
Yia
000

w0133

0.4 0.5 0.6 0.7
€013413, 501414, x;p

0.3

0.2

0.1
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Y0155
Y0166
T = 7]
15
000
Y16
000
0 b 8 I | |
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
&015,15,é016t16,xjp
Jargnevalt ip = 32 vastavad jooned.
ip—= 32 gpr=0 tm0 := Tmip *p t0:= 0..tm0 00— Xip,Kp w00 := Yip,Kp
= 1 —im_ tl := 0..tml =K (Fe— %
o 0 mlP,KP 8 1p,Kp " 1p, Kp
Kp == 2 tm2 := Tm, t2:= 0..tm2 £02:= X w02 =Y.
lp’Kp lp’Kp IPJKP
Kp—5 - bl Tmip,Kp t3:= 0..tm3 03 = Xip,Kp Y03 = Yip’]cp
kp:=4  tm4:= Tm, t4:= 0..tm4 &04 = X Y04 =Y,
1p, Kp 1p,Kp Ip,Kp
= = i pe-=3 X 05 e 3
Kp—=15 tm5 : Tmip"cp 5= _itm5 €05 : le,Kp y YIP,KP
=0 tm6 ;= Tm. t6 := 0..tm6 06 = X, 06 =Y.
5 ot mlp, Kp 2 S 1p, Kp " 1p, Kp
Kp— 7 7l B B — 0 i} cOP— % Wwo7:= Y.
1p, Kp 1p, Kp 1p, xp
= = : =0. =X 08 = Y,
Kkp = 8 tm8 Tmlp’]cp t8 := 0..tm8 £08 .50 ) i
— e —N = Y 09 = Y
Kp—9 tm9: Tmip,lcp 19°="0.tm9 &09 le,vcp ) i
kp ="10+ " a0 Tmip 5 t10:= 0..tm10 010 := Xip,Kp Y010 := Yip,xp
K — Tmip o tll:=0.tmll ¢&011:= Xip,lcp woll = Yip,‘cp
p=12 wmlZ= Tmip & t12:=0..tml12 &012:= Xip,Kp w012 := Yip,lcp
kg — 13 i3 — Tmi t13:= 0..tm13 &013:= Xip - y013 = Yip A
kp =14 tuif— Tmip = t14:= 0..tm14 £014 = Xip 55 w014 = Yi
Kh— 15 S Tmip = t15 = 0..ml5 E0I5 = Xip o yol5 = Yip -
xp:= 16 Htnl6— Tmip p t16:= 0..tml6 £016 = Xi w016 := Yip -
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0049, 80141, 8027, 8033, E04y4, E05,5, E0646, £07,7, Xip

1 I l I I

wogg 0.8 '1

| | 1 f)
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
€08,3,£099,8010;10, X;,
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1 1 1 ] |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

E011411,E012¢17, 801313, £014¢14,E015¢5,501616, Xip

Et koiki valjapunkte l&bivaid jooni naha, tuleks veel joonistada 10 (ip = 2..31) sellist kolmik-

Integraal-summade tapsema mé&aramise méttes peab teadma, milisest punkist karakteris-
tik algab ja kus see I6ppeb. Ka see, kas siseneb e vaatevalija valispiiri, valub lle selle voi ei
tee kumbagi. Kuialgus eiole punktis koordinaatidega (0,y0y), (£0g,1) VGi (£00,0) — vasakul,
tleval véi all ning I6pppunktis (1,y04,), (604, 1) v6i (£04,,.0) — paremal, tileval véi all toésolevas
poolvaljas, siis tuleb ka alguspunktid (£a,ya) ja Ibpppunktid (£6,y6) maarata. Prakiiiselt on
need maaramata suurel enamusel koigist joontest. Seega tuleb jargmisena teha programm
algus- ja IBpppunktide arvutamiseks. Need on vastavalt AL(X,Y) ja LO(TmX)Y).

AL(X, ¥). =

for ipe 0..33
for xpe 0..16

&0 « X.
1p, Kp

0« Y.
w2 ip,xp

if y0o =0

| wa < woo
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a0

if y0g < w0y

if y0g=0

ya <« 0

ga < &0p

otherwise

@ §00-y01 - £01-y0g
Y01 - 0o

&a

ya <« 0

if Ea<0

—Ea-y0p
€0p - Ea
a0

4 <

otherwise
fae&a

ya < ya

otherwise

if y0g=1

Ea « E0p

ya < 1

otherwise

£00(1 — v01) - £0,:(1 - yoy)
w0o - w0,

Ea «

ya « 1

if Ea<0

€0g - Ea-y0g
0o - &a

a0

ya <«

otherwise

a <« &a

ya < ya alg == AL(X,Y)

Xaip’]cp « & Xa:= alg,

Yaip,vcp <« ya Ya— alg]

viio <« Xa Need on karakteristikute si-
: v senemispunktide koordinaa-

i o Bt did z > 0 poolsesse vaia-

ossa.

v
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LO(Tm,X,Y) := | for ipc 0..33
for kxpe 0..16

tm <« Tm.
1p,Kp

£0 « X.
1p, Kp

0« Y.
Y ip, kp

if tm > 2

if YOum-1 = W0tm

Yo < y0im

E0 « 1

if YOum—1 < Y0um

if E0y =1

Yo « Yoy

&0 « 1

otherwise

£« 1

ja < E0m — E0tm-1

o < yOu (1 — E04m-1) — WOum_1-(1 — £0tm)
wd « |yOyp—1 if ja=0

u .
— otherwise

ja
if yo>1
Yo « 1
5 F:.Otm'(l 5 \I’Otm—]) = anhn—]‘(l 3 ‘I’Otm)
E0 «
Y0tm = WO0tm-1

otherwise

&0 « &

Yo <« yd
otherwise

if YOy =0

£5 « E0qm
yo « 0
otherwise

£ < E0tm WO0tm—1 — E0tm—1-WO0tm
O

Y0im—1 — YO0im
Yo « 0
if £6>1
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(25 - 1)-yOum
&5 — E0im

Yo «

0 « 1
otherwise
E0 « &0

Yo « yo
otherwise

E5 « &0p

Y8 « y0q

&o

X0. -
1p,Xp

¥ <« yd

e
1p, Kp
va, <« X0

véi1 «~ Yo

vi

16p := LO(Tm,X,Y)  X&:= 16p,, Y6 := 1op Need on karakteristikute vafjumis-

punktide koordinaadid z > 0 poolsest valiaosast.

1

17. Vabade liimete integreerimide joonintegraalidena méoda karakteristlikke jooni

Selleks on tarvis vabad likmed esitada ka nm+1 x mm+1 mdstmelistena, miliseks muutsi-
me poole vaatevaljast karakteristiike joonte leidmisel. Esmalt koostame méoda veergu « ithes
punktis £ (x- koordinaat) vaba likme véartuse arvutamise programmija i-rea iihes punkis
(y-koordinaat). Saadute abiga koostame kogu massiivi thendamise programmi Ti(E,y,va), kus
va on laiendatav vaba lige, muidugi voetud poolest vaatevajast suurusena 34 x 17.

vav(&,,va,x) = |xs ¢ X

g

u« =
Xs

i0 < u — mod(u, 1)
if i0<1

var < (va. = va. - ¥n ;
( i0+1,x lO,K) Vot

>

ko « 1
otherwise

if 10 =33
i0 « 31
il 52
i2 ¢ 33

otherwise
il « 10

i0¢il-1
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var(lu ,va, i) =

|i2 il +1
1 ViomE Ve Yk Dike
a« -
iy - (M e ¥h e
va = N
1’ 0’
b « = - K—a~(x.+x.)
x iy il i0
il i0
« i P E
B e ? (xi()) %o
EE « xn-(lZ —u) + xi2~(u —il)
2
var < a-§§ + b-E§ +¢
var
ys <y,
ve b
ys
kO < v — mod(v, 1)
if k0<1
vav « (Vai,k0+1 255 Vai,ko)'v +Va, 1o
ko<« 1
otherwise
if k0=16
kO « 14
kl « 15
K2 « 16
otherwise
k1l « kO
Makt-t
k2 <kl +1
1 e e iy
a <« . -
Yo 7 ¥kt Yo 7 Yo Yk1 7 ko0
va. =~ N
i, k1 i, kO
b« —— —afy,, +y
it k1 " 7k0
Y1 7 Yo ( )
« —a- ? - b-
T U (yk()) k0
Yy <« ykl'(kz b V) + ykz'(v e kl)
2
vav <« a-yy +b-yy +c¢
vav
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Ti(F,,\y,va) = jve AL
4

k0 « v — mod(v, 1)

U« =

o

i0 « u — mod(u, 1)

vk « Va4 k0 if i0=33Ak0=16 uhes punktis
vk « varly,va,i0) if i0=33 Ak0 <16 mé6da rida im, varieerus v
vk « Vav(g,va,k()) if i0<33Ak0=16 modda veergu ki'n' var'eerub E-,
otherwise
vl « vav(&,va,kO) kaks mddda veergu ja 2 moo-
V2 < vav(?,,va,kO + l) fasm
v3 « vax(ql,va,iO)
v4 « var(\y,va,iO + 1)
it B B 14 TN g
(v 5e) ¥ )
Yko+1 ~ Yxo
v4-(E —x. )+ v3-(x. . —&
0
g o ( i ) ( i0+1 )
Xio+1 ~ So
1
vk « ;-(vr + vv) keskmine
vd < vk

Eraldame vbadest likmetest selle poole, kus pooles viljast on senine t56 kainud:

-4 =4 i
vapp; == 10 -vapj 417 vagpj, = 10 -vag; 417 vazp, =10 ‘-vaz, ..
Ja laiendame need nm+1 x mm+1 suurusteks massiivideks: nm = 500 mm = 325
1 1
n:=0.om ‘m=0.mm Ei=—n Wmi=—m var e Ti(é‘,n,wm,vapp)
nm mm n,m

var
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vaj e Ti(gn’ \l’m’Va(PP) VaCn,m = Ti(énv Wm,VaZP)

n,m

vag vaj

Integraal-summasid igat valjapunkti (ip,kp) l&biva karakteristliku joone puhul arvutav prog-

ramm on (va on iiks &sja arvutatud vaba likme poolvaiia osa var, vaj voi vaz, mida soovime
integreerida) ilhe punkti jaoks IN(ip,..va) ja koigile korraga INk(nm, .. , va). Integreerimine kaib
mddda karakteristlikku joont selle sisenemispunktist kuni vaapunkdtini (xp,,y,;) voi tihendatud skaala jargi
(Enk-Wnk)» NN karakteristiiku punktini. Selleks numereerime karakteristiiku joone punktid umber, lisades
senisele t=0.tm algusesse sisenemispunkti (£a,ya) ja IBppu valju- mispunkti vaatevajast (£6,y0).
Nii saame indeksite vahemiku = 0. tm, kus Tm = tm+2. Um- bernumereerimist teeb programm
Tp(Tm...YS). Samuti oleks edaspidi vaja teada, kas kaigil karakteristikutel on algus ja opp valispiiril.
Selle selgitame vala samas programmis, maarates vastavad tunnused tu. Seda saab teha sisenemis-
ja vélumispunkti koordinaadi w0, ja w0_, jargi:

tu = 0 — sisenemine ja valjumine lle valispiiri,

tu = 1 — sisenemine teisest vaatevaija poolest ja valjumine (le valispitri,

tu = 2 — sisenemine ja valjumine ile valjapoolte piiri,

tu = 3 — sisenemine Ule valispiiri ja valjumine teise poolvaia.

Tp(Tm,X,Y,Xa,Ya,X3,Yd) = | for ipe 0..33
for xpe 0..16

tm <« Tm.
1p,Kp

0« X
€ 1p, Kp

0« Y.
2 ip, kp

Ea « Xa.
1p, Kp

a <« Ya.
v 1p, Xp

£6 « X&.
1p, kp

0 « YO.
L 1p,Kp

for te 0..tm + 1
le‘c — if(‘t = O,E_,a,ﬁotq)
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tp := Tp(Tm,X,Y,Xa,Ya,X5,Yd)

x0

Tmu

XO0.

1

YO.
p

0

vz'i1 <« X0

vﬁz «— YO0

vi, <« tu

3

v

Tmu

-2

yotth

tu. <
1p,Kp

<« &5

<« yd

™m < tm + 2

: <« Tm
1p, xp

<« x0

y0

P, Kp

—
aKp

vd, < Tmu

= tpO

0 otherwise

O tpI

IyoT <« if(t = 0,ya,y0;_1)

1 if y00=0/\y0m¢0
5 ify00=0/\y0m=0

3 1fy00¢0/\y0m=0

) — tp2 e tp3

Integreerimiste labivimisel thendatud punktidega massivide abil on veel tarvis teada karak-
teristike punktide (xp.Y,) koordinaate (£,y.) ehk nende jarjekorra numbrit nk karakteristliku
joone numeratsioonis t =0 tm+2.

Tk(X0,Tmu) =

IN(ip,Kp,nm,mm,X(),YO,Tmu,tk,va) =

for ipe 0..im + 1
for xk€0..16

Tm < Tmu.
ip,x

&0 « Xin,K

for te 0..tm -1

tk« |t if &0,

continue

tk. <« tk
ip,x

tk

= xip <&07+1

otherwise

x0 « XO.
1p,Kp

y0 « YO0.
ip, kp

m ¢ Tmui

tk « tk.
ip,xp

167

P, Kp

tk := Tk(X0, Tmu)
Need on maaratud poole ©
muutumise tApsusega,

AZO = %'(iz ~£&y)

AE,O:lx10_3

£0 muutumisvahemik on 0..1.



for t€ 0..tm
v < x0 _-nm
T
dv « mod(v,l)

n<«v-—dv

n <« if(n > nm,nm - 1,n)
v (——yOT-mm

dp « mod(u, 1)

m<« p—dp
m « if(m > mm,mm — 1,m)
vbl « van,m + (Van,m+1 = van,m)-dp

i d Van+1,m : (Van+l,m+l & van+1,m)'du

vb3 « va - (va —-va )‘dv
n,m n+1,m n,m

vb4 <« va

n,mel T (van+l,1ml 7 Van,m+l)'dv

vbs « i—-(vbl + vb2 + vb3 + vb4)

vb_ <« vbs
k7

for te 0..tm-1

As; J {xpsse xot)2 (30, yot)2
k-1

sl « 5 Z (vbT * vbTJrl)-AsT
=)

2 : £ b b A
s (——2—2 (VT+VH_1)- St
T =Tk

va0 <« sl

vi:il <« s2

vd

Programm sooritab kdigis punktides (ip,xp) arvutused edukalt, valja arvatud osa vaatevaia
aarepunktidest, mis annavad torkeid. Selle asemel, et programmis teha vajalikke parandusi,
mis teevad programmi palju keerulisemaks, taidame need ekstrapoolimiste voi muude paran-
damistega. Niisiis edasistes programmides indekseid muutuvad nii:ip =1..32 ja xp=1..15.

INk(nm,mm, X0, Y0, Tmu, tk,va) :=

for ipe 1..32
for xpe 1..15
VI < IN(ip,Kp,nm,mm,XO,YO,Tmu,tk,va)

wrl. <« vr
ip,xp 0

vr2

5 < Vvr
ip, kp

1
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vd, « vrl

0
viil <« vr2
vi
vpp := INk(nm,mm, X0, Y0, Tmu,tk, var) vop = INk(nm,mm, X0, Y0, Tmu, tk, vaj)
vpl := vppg vp2 := vppj Vol = vopg Vo2 := vpp)

1.54

vpl vl

vp2

vzl vz2

Tahisestustes 1 margib summeerimist sisenemispunktist kuni vaapunktini (ip,xp) ja 2 vak
japunktist kuni vafjumiseni valjapoolest, kus kogu 166 kéib. Need tulemused on diged ainult ju-
hul, kui méératavad kirused peavad olema nullid nii sisenemis- kui valjumispunktis. Esimesele
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tuleb lita otsitava algvaartus sisenemispunktis ja kui 2 kasitieda integreerimisena valumis-
punktist valiapumktini, tuleb sellele lita ndutav vaatus vajjumispunkis. Loomulikult peavad mo-
lemad tulemused andma valjapunkti jaoks sama tulemuse. Oigesti arvutatuna oleks nende
keskmistamine hea arvutusvigade vahendamisel. Seetottu oligi tahtis teada, milisest punktist
karakteristik siseneb ja valjub t66s olevasse valjapoolde. Naiteks vz korral ei pea see olema

0 nii peamisel podriemisteliel kui ka valapooli eraldaval piiril ja kuna see on ofsitav suurus ei
saa me seda ette anda. Tuleb siseneda sealt, kus me saame anda algvaartuse. Kui naiteks on
tegu karakteristikuga, mis siseneb (ile vajapooli Uletava piiri ja ka valjub ule selle (tu = 2), siis
me saame anda ette vaartused 0 ainult vp puhul kuna see on assiimmeetriine selle piiri suh-
tes ja tleminek piirist ei ole jarsk hiipe. vz ja v puhul ei saakski sellist karakteristikut kasuta-
da. Aitab see, et karakteristikud on siimmeetrilised véljapooli eraldava piiri suhtes ja vimati
kéne all olev karakteristik moodustab kogu vaateviljas tegelikult kinnise joone. Integreeritavad
vabad likmed on kas siimmeetriised voi assimmeetrilised selle piiri suhtes. Seetdttu oleks
sisendist valjumiseni arvutatud summa v1+v2 iima 2-ga jagamata summa ule kogu kinnise
joone. Kui vaba likme véartused on teisel poolel vastandmargilised, on need summad nuliid.
Tulebkaarvestada, et ikski karakieristk el sisene ile peamise podriemistefe (z-ehk y-elg).

S 1
tu=0 koigil kiirustel v= E-(vl + v2)
1
tu=1 vp = —2—-(vp1 + Vp2) vz =vz2 v = vo2
wm=2 vp = vpl + vp2 vz=0 vp =0
1 ; ?
tu=3 vp = -2~-(vp1 + vp2) vz = vzl vo = vpl Neid tehteid teeb programm:
Sum:= | for ipe 1..32 Vp = Sum0 v = Soum1 V= Sum2
for xpe 1..15
ne< -
1P, Kp 08"
if tn=0

Vr ¢ 0.5-(vplip,,q, + VpZiP’Kp)
v 0-5'(V‘P1ip,xp = V‘Pzip,xp)

vC « 0.5-(vzlip,‘<p + szip’Kp)

iftn=1

NE < 0.5-(vp1ip,,cp o+ vpzip,,q,)

Vj « V92ip «p vp

vi « vz2.
1p,Kp

if tn=2 4 :

vr < vplip «p + VP2ip, xp Loy
vj< 0 /
VG« 0 o171

otherwise B

vt < 0.5-(vplip, xp + VP2ip, kp) 3

Vj < volip «p

vi « VZlip,lcp vo
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Vpip,l(p <« Vr

VQip,xkp < V]

VZ. <« Vi
1p,Xp E

vd, < vp

Vi, < V@

vd, < vz

vi

VZ

Siin tuleb veel arvestada margimuutustega. Nagu vorrandi lahendamisel iteratsioonide mee-
todil, nii ka siin on mérkide valik vaba. Esitatud darevaartused ei sati paika margivalikuid. Et
saada samu lahendusi kui iteratsiooni meetodil, tuleb siingi teha parandamisi ja I6puks ka silu-
misi. Naiteks vz peab muutma marki x koordinaadi suurenemisel, kui see liletab daretingimus-
tega paika pandud nuljoont Oy. v valisime posttiivse jne. Samuti ei rahulda tikski saadud joo-
nistest 0-seid &arevaartusi ja muidki tingimusi. Siinkohal ei olegi ruumi kdigi jargmiste toimin-
gute segitamiseks, mis jargnevalt on tehtud. Osa neist on esittud jooniste juures naidatuna.

-:"'....': e

/

vp

VZ

Tekitame vz-le margimuutuse joonel O

vzai,k = nf(ri > Ok,—vzai’k,vzai,

o

0.6- . B 10
04 oY

L

Vo

Taidame teise valapoole siimmeetria abik:
VP3j ka'= VPi,ka-17 VP2, 33—ka'= ~VPaj ka
VQ3j ka = V@i ka-17 VPaj 33-ka-= VP2 ka

bog 4" o 8% b = % T Ly B
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vpa vza
Silume tulemusi ja taastame silumisprogrami rikutud 0-vaartused aartel:

vp = Smrv(vpa,O.S,O.S) vQ = Ser(V(pa,O.S,O.S) vz:= Smrv(vza,0.5,0.5) vpj g:=0

wi33:=0 vpo k=0 w33 k=0 voj0:=0 vp;33:=0 Voo k=0 V33 =0

vzi’o = vzi,33 =10 vz33’k:= 0

vp vQ

Suurim erinevus oli tildsuuruses. Selle erinevuse
kustutasime uidkordajaga. Kujundi erinevus tule-
neb imselt arimeetilistest vigadest karakieristii-
ke joonte madramisel — arvutuste kik on meele-
tult pikk. Siiski on naidatud, et pohimétteliselt on
molemad lahendusviisid sama tulemust andvad.

Lopetuseks

Ill osa kordab oma esimeses pooles paljusid
valjadeldud todesid esimesest kahest. Suur muu-

tus on valiatugevuste arvutamise kiremas prog-

VZ

rammis. Ka ei ole algmudel enam liga rohmakas. See véimaldab vaiksema arvu iteratsiooni-
dega jouda stabiliseeruva lahendini. Peamine muutus on ka tilevaade karakteristiku vorrandi-
ga lineaarse osatuletistega dif-vorrandi lahendamise kéigust. Laengu jaotusfunkisioonid naita-

vad, et suurem osa elektroni laengust asub valispinna l&heduses.
Auutor loodab, et leidub lugejaid, keda huvitab arvuti kasutamine Mathcadiga teoreetiliste
tilesannete lahendamisel voi vahemalt voimaluste valjasegitamisel, mis on véimalik, mis mitte.

Ulo Uder, ylo.uder@mail.ee, 5652030
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Lisa
Kaigi iteratsioonide sisendkiirused ja jaotusfunktsioonid. 500 tahistab algmudelit.

vr500 vr501 vr502

vr503 vr504 vr505

vr506 vr507 vr508
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vr509

vr510

vr511

vr512

vr513

vr514

vr515

vr516

vr517

V500

vp501
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vp503

vp504

vp505

vpS507

vp508

Vo510

vp513
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vp514



Vo515

vp516

Vo517

vz500

vz501

vz502

vz503

vz504

vz505

vz506

vz507
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vz508




vz509

vz510

vz511

vz512

vz513

vz514

vz516

vz517

ta500

ta501

177

1a502




il
‘H”MW%‘

ta503 1a504 1a505

ta506 ta507 1a508

ta509 ta510

taS12 ta513 ta514
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ta515 ta516 ta517
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