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Sissejuhatus

Kaéesolevas magistritoos vaatleme esimest liiki integraalvorrandite lahendamist.
Need vorrandid on mittekorrektselt seatud iilesanded, kuna lahend ei pruugi
leiduda, lahend ei pruugi olla iihene ja ei pruugi soltuda pidevalt iilesande

lahteandmetest. Kédesoleva t66 enamuses on lahendi olemasolu eeldatud.

Korrektsete iilesannete lahendamisel koonduvad diskretiseerimismeetodid avaratel
tingimustel. Kui mittekorrektse iilesande lahendamisel otsitakse ldhislahendit
standardsete baasfunktsioonide (néiteks splainide) lineaarkombinatsioonina,
on ldhislahendite koonduvus baasfunktsioonide arvu lopmatusele lihenemisel

garanteeritud vaid oluliselt kitsendavate lisatingimuste téaidetuse korral.

Kaéesolevas to0s vaadeldakse spetsiaalset kollokatsioonimeetodit esimest liiki
integraalvorrandite lahendamiseks. Vaatleme integraalvorrandeid tuumadega,
kus esimese argumendi asendamisel kollokatsioonipunktidega saadavad teise
argumendi funktsioonid on lineaarselt soltumatud. Need funktsioonid ongi
baasfunktsioonid, mille lineaarkombinatsioonina lahislahendit otsime. Baasfunkt-
sioonide kordajad leiame kollokatsioonitingimustest. Osutub, et saadav ldhend
on kollokatsioonitingimusi rahuldavate koéikvoimalike ldhislahendikandidaatide
hulgas minimaalse Lo- normiga. Saadava ldhislahendi teiseks oluliseks omaduseks
on, et ldhislahend on vorrandi lahendile parim ldhend antud baasfunktsioonide
lineaarkombinatsioonina esituvate ldhendite hulgas, kui vorrandi vabaliige on
tapselt teada. Téapsete andmete juhul on néidatud ldhislahendi koondumine
tapseks lahendiks avaratel tingimustel. Vaadeldud on ka kollokatsioonipunktide

optimaalse paigutamise kiisimusi.

Mittekorrektsete iilesannete korral on oluline vaadelda ligikaudselt antud
lahteandmete juhtu. Nende iilesannete lahendamiseks sobib meetod, mis
garanteerib tépsete lihteandmete korral ldhendite koonduvuse tépseks lahen-
diks ning mis votab ebatdpsete ldhteandmete korral arvesse ldhteandmete
veataset viisil, mis garanteerib ldhislahendite koondumise tépseks lahendiks
veataseme koondumisel nulliks. Sellises regulariseerivas algoritmis esineb teatav
regulariseerimisparameeter, mille sobiv valik soltuvalt iilesande ldhteandmete

veatasemest peabki garanteerima ldhislahendite koonduvuse.

Kaesolevas magistritoos vaadeldavas spetsiaalses kollokatsioonimeetodis on regu-
lariseerimisparameetriks diskretiseerimistase n. Eeldatakse, et igale naturaalarvule
n on mingi fikseeritud eeskirja alusel vastavusse seatud kollokatsioonipunktide

komplekt, seejuures n suurenedes iga jargnev komplekt sisaldab eelmist. T66s
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nédidatakse, et kui vorrandi vabaliige on tépselt teada, siis n kasvades vastavate
ldhislahendite viga vdheneb monotoonselt ja koondub nulliks, kui kollokat-
sioonipunktide hulk on piirtihe vastaval 16igul. Ligikaudselt teadaoleva vabaliikme
juhuks on tuletatud kontrollitav tingimus, mille tédidetuse korral l&hislahendi w,
viga on viiksem kui ldhendil u, ;. Tuletatud tingimuse alusel on formuleeritud
monotoonse vea reegel arvu n, g kui regulariseerimisparameetri valikuks: valime
nye = Ny + 1, kus n, on viimane arvudest n = 1,2,..., mille korral mainitud
tingimus on rahuldatud. Kéesoleva t66 olulisimaks tulemuseks on punktis 3.6
sisalduv teoreem 3.4, mis niitab, et monotoonse vea reegel diskretiseerimistaseme

valikuks muudab vaadeldava kollokatsioonimeetodi regulariseerimismeetodiks.

Teisi aposterioorseid regulariseerimisparameetri n valikueeskirju antud kollokat-
sioonimeetodi jaoks pole seni pakutud. Kéesolevas t66s on formuleeritud teistes
regulariseerimismeetodites traditsiooniliselt kasutatav hélbeprintsiip n = np s

valikuks, aga siin on ebaselge nii konstandi b valik kui ka ldhislahendite koonduvus.

Magistritoo viimases osas ja lisas 1 on nii monotoonse vea reeglit kui héalbeprintsiipi
katsetatud numbriliselt, lahendades kahte esimest liiki Fredholmi integraalvorran-
dit ning kaheksat numbrilise diferentseerimise mudeliilesannet kui esimest liiki
Volterra integraalvorrandit. Kollokatsioonipunktideks ¢; € [0,1] (i = 1,...,m)
on valitud 16igu [0, 1] keskpunkti 1/2 suhtes siimmeetriliselt paiknevad vordsete
vahemikega punktid. Nende arv diskretiseerimistasemetel n = 1,2,... on
m = m(n) = 2" — 1. Vorrandi paremale poolele on lisatud héire 0 - fi(¢) voi
d - fat), kus fi(t) = sin(M - t) ja fo(t) on teatav konstrueeritud funktsioon,
mille véartusteks kollokatsioonipunktides on —1, 1 v6i 0. Siin d néitab veataset
ja M on konstant. Tabelites on esitatud ldhislahendite vead ja hélbed erinevate
0 védrtuste ning diskretiseerimistasemete n korral. Eraldi on vélja toodud iga
0 korral ngw, numEe, np,1s ja np 5 vadrtused, seejuures mn,, on antud 6
korral vdhima vea andnud n va#rtus. Lahislahendite vigade kohta on esitatud ka

graafikud.

Numbrilised tulemused kinnitasid teoreetilist tulemust mnaygp < ngy, seejuures
nyge el olnud oluliselt viiksem optimaalsest véartusest. Koéigis eksperimentides
Nopt — 3 < Nyp < Ngy. Ootustekohaselt oli nyp léhedasem vadrtusele ngpy,
kui info ldhteandmete vigade kohta oli téielikum: kui iilesande parema poole
héire solmedes t; oli tapselt § voi kui eeldasime igas solmes ¢; konkreetse erineva

veataseme 0; = ¢ |sin(M - ¢;)| teadmist.

Peatiikis 1 ja punktis 2.1 toodud materjal on iildtuntud (vt. [4—6, 10, 11,



17, 20, 24 —26]). Punktides 2.2 — 3.2 on laiendatud ja iihtlustatud teiste autorite
iisna erineva ldhenemisega késitlusi. Kasutatud kirjandusallikateks on vastavalt:
2.2-[28], 2.3, 2.6 [13], 24, 2.5 [27], 2.7—-2.10- [1 -4, 11, 15, 16, 23], 3.1,
3.2 - [1]. Punktides 3.3 - 3.5 on laiendatud oma artikli [9] tulemusi, punktis 3.6
saadud pohitulemus on publitseerimata. Peatiikis 4 esitatud arvuliste tulemuste
saamiseks on kéesoleva t06 autor iseseisvalt Maple V keskkonnas koostanud

programmi ning viinud 1dbi numbrilised eksperimendid.



1 Mittekorrektsed iilesanded

1.1 Korrektselt ja mittekorrektselt seatud iilesanded

Ulesande seade korrektsuse maiste on iiks keskseid méisteid matemaatikas. Selle
toi 20. sajandi algul sisse prantsuse matemaatik J. Hadamard. Mittekorrektsete
iilesannetega hakati tosisemalt tegelema umbes 40 aastat tagasi, teoreetiliste

aluste loojateks on A. N. Tihhonov, V. K. Ivanov ja M. M. Lavrentjev.

Vaatleme tiilesannet

Au = f, (1.1)

kus A on operaator, mis tegutseb Banachi ruumist £ Banachi ruumi F', vabaliige
f € F on antud ning u € E on otsitavaks funktsiooniks. Rakendusiilesannetes on

sageli vorrandi tépse parema poole f € F' asemel teada tema ldhend.

Definitsioon 1.1. Oeldakse, et iilesanne (1.1) on korrektselt seatud ruumide

paaril E ja F' ehk korrektne Hadamard’i méttes, kui on tédidetud tingimused:
(a) sellel tilesandel leidub lahend u € F iga vabaliikme f € F' korral;
(b) lahend u € F on iihene;

(c) lahend u € E soltub pidevalt vorrandi (1) vabaliikmest, st. vabaliikmete
koondumisest f, — f meetrika F' mottes jareldub alati vastavate lahendite

koondumine u,, — © meetrika E mottes.

Teisisonu, kui tilesandes (1.1) operaator A : E — F' on pidev lineaarne operaator
ning sellel iilesandel leidub iihene lahend v € E iga vabaliikme f € F' korral, siis
iilesanne (1.1) on korrektne. Sel juhul operaatoril A : E — F eksisteerib pidev

lineaarne podrdoperaator A~! : ' — E ning jirgnevast hinnangust

lun = lle < AT fo = £ llr

jareldub lahendi v € FE pidev soltuvus vabalitkmest f € F. Tahistega | w, ||g
ja || f |lF mérgime norme Banachi ruumides FE ja F. Kui vihemalt {iks neist
kolmest tingimustest (a) — (¢) ei ole tdidetud, siis 6eldakse, et iilesanne (1.1) on
Hadamard’ i mottes mittekorrektselt seatud ehk mittekorrektne ruumide paaril £
ja F.

Edaspidi vaatleme vaid mittekorrektseid iilesandeid, kus ruumid F ja F' on
Banachi ruumid ning A on pidev lineaarne operaator, mis tegutseb ruumist F
ruumi F') st. A € L(E, F). Kujul (1.1) olevate mittekorrektsete iilesannete korral

voib vorrandi (1.1) vabaliikme f kuitahes viike hiiritus kaasa tuua lahendi u
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kuitahes suure héairituse eeldusel, et lahend iildse eksisteerib.

Pohjalikuma késitluse mittekorrektsetest iilesannetest voib leida raamatutest
4, 6, 20, 24, 25].

1.2 Regularisaatori moiste

Mittekorrektsete iilesannete lahendamisel kasutatakse regulariseerimismeetodeid,
mille korral konstrueeritakse regularisaator ja selle rakendamisel iilesande vaba-

litkmele leitakse lahislahendid.

Vaatleme vorrandit (1.1), milles A on pidev lineaarne operaator Banachi
ruumist £ Banachi ruumi F. Me ei eelda selle vorrandi lahendi olemasolu
iga vabalilkme f € F korral ega ka selle iihesust. Vorrand (1.1) on lahenduv
parajasti siis, kui f € R(A). Siin R(A) tédhistab operaatori A védrtuste
piirkonda ning siimboliga A~'f tdhistame vorrandi (1.1) koigi lahendite hulka
antud f € R(A) korral.

Tavaliselt me ei tea iilesande vabaliiget [ péris tédpselt, vaid teame tema
teatavat lahendit f5. Eeldame, et fs € F ja ||fs — f|l <0, siin 6 on teatav
parameeter. Jirgnevas vaatleme olukorda, kus vorrandis (1.1) on tépse vabaliikme

f asemel teada vaid tema ldhend f5 ning toome sisse regularisaatori moiste.

Definitsioon 1.2. Ulesande (1.1) regularisaatoriks nimetatakse sellist
parameetrist 0 soltuvat operaatorite Rs : F — E (0 < § < )
itheparameetrilist peret, kus iga f € R(A) korral protsessis § — 0 kehtib

seos
sup inf || Rsfs —u||[— 0.
F5€F, || fs—f|| <6 ueATlS
Kui me oskame konstrueerida vaadeldava mittekorrektse iilesande regularisaatori,

siis saame leida iilesande kuitahes tapse ldhislahendi Rjfs, kui vaid teame kiillalt
tapselt vabalitkme f ldhendit f5 (0 < < dp).

Definitsioon 1.3. Regularisaatorit nimetatakse pidevaks (lineaarseks), kui iga
operaator Rs; (0 < § < ) on pidev (lineaarne). Ulesannet (1.1) nimetatakse
regulariseeruvaks (pidevalt regulariseeruvaks, lineaarselt regulariseeruvaks), kui
tema jaoks leidub vdhemalt iiks regularisaator (pidev regularisaator, lineaarne

regularisaator).



On teada (vt. [25]), et esimest liiki integraalvorrandeil

Au(t) = /bIC(t,s)u(s)ds = f(t), a<t<b

sileda tuumaga KC(t,s), kus operaator A : Cla,b] — Lsla,b], regularisaatorit
ei leidu. Regularisaatori leidumine on garanteeritud juhul, kui ruum F on

refleksiivne. Vastavate ruumide néiteks on ruumid LP(a,b), 1< p < oc.

Regularisaatori olemasolu lubab suvalise f € R(A) korral, mis on teada
ligikaudse tépsusega d (0 < 6 < dp), leida lahislahendi, mis koondub tapseks
lahendiks w piirprotsessis 0 — 0. Reaalsetes iilesannetes reeglina piirprotsessi
0 — 0 teostada ei ole voimalik. Paljudes rakendusiilesannetes osutub Rjsfs
(0 < d <) siiski kiillalt heaks ldhendiks téapsele lahendile.

Vilja on tootatud terve rida regulariseerimismeetodeid — eeskirju ldhislahendite
Rsfs arvutamiseks. Koigis neis meetodites esineb teatav parameeter, nn.
regulariseerimisparameeter, mille sobiv valik soltuvalt veatasemest ¢ tagab

lahislahendite koonduvuse.

1.3 Naiteid regulariseerimismeetoditest

1.3.1 Tihhonovi meetod

1963. aastal vottis vene matemaatik A. N. Tihhonov kasutusele regularisaa-
tori moiste ning pakkus vélja iihe efektiivse meetodi mittekorrektsete iilesannete
lahendamiseks. Tihhonovi meetodi lihtsaima variandi puhul leitakse tilesande (1.1)

lahislahend kui funtsionaali
Oo(u) =a |lullf+ || Au—f |5,

miinimumkoht. Siin « on véike positiivne regulariseerimisparameeter, £ ja F' on
reaalsed Hilberti ruumid, operaator A : F — F, vabaliige f € F ning u € F on

otsitavaks funktsiooniks. Kirjeldatud miinimumiilesanne on samavéérne vorrandi
(A"A+a Hu, = A fs

lahendi wu, leidmisega. Siin A* on operaatori A kaasoperaator ning I tdhistab

ithikoperaatorit.

1.3.2 Iteratsioonimeetodid

Mittekorrektse iilesande (1.1) lahendamisel kasutatakse ka iteratsioonimeetodeid
(nii ilmutatud kui ilmutamata iteratsioonimeetodeid). Ilmutatud iteratsioonimee-
todiks on néiteks Richardsoni meetod ((vt.[21], 1k.250) sageli nimetatakse seda
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meetodit ka Landweberi meetodiks)
Uy, = Up_1 — PA (Aup_1 — f), n=12,.., (1.2)

mis korrektse iilesande puhul koondub suvalise alglihendi wy € F korral, kui
_2
llA)*
meetodina, kus regulariseerimisparameetri rollis on iteratsioonide arv. Kasutatakse

0<p< Mittekorrektse iilesande puhul kasutatakse seda regulariseerimis-

ka ilmutamata iteratsioonimeetodit kujul
au, + A*Au, = au,_1 + A*f, n=12, .., (1.3)

kus «a on positiivne konstant. Iteratsioonimeetodites (1.2) ja (1.3) saadavad
ldhislahendid avalduvad kujul

Ump = (I — A"A ¢ (A" A)) up + gm(ATA)A* f,

milles funktsioonideks g,,,(A) on vastavalt g,,(A) =1 [1 — (1 —aX)™] ja

gm(N) =1 [1 - (%H)m}, kus 0 < X < ||A]|* ning m > 1 on naturaalarv.

1.3.3 Projektsioonimeetodid

Toome sisse iseregulariseerimise maiste. Oletame, et peale ldhtevorrandi (1.1)
vahetut diskretiseerimist oleme saanud iiheselt lahenduva n- moéotmelise vorrandi
Apunisy = f5. Leidku tdpsete andmete korral aset koondumine u,, — u protsessis
n — oo. Sel juhul on ligikaudselt antud parema poole f5 korral voimalik
valida n = n(d) soltuvalt veatasemest J selliselt, et saame regulariseeriva
algoritmi regulariseerimisparameetriga n, s.t wu, — wu protsessis o — 0. Sel-

list diskretiseerimismeetodiga regulariseerimist nimetatakse iseregulariseerimiseks.

Jargnevas vaatleme projektsioonimeetodeid vorrandi (1.1) jaoks, milles operaa-
tor A € L(H,F) ning H, F on Hilberti ruumid. Seda {ilesannet saab
lahendada mitmete projektsioonimeetoditega. Olgu H, C H ja F, C F
alamruumid dimensiooniga n ning P, ja @), vastavad ortoprojektorid. Projekt-
sioonimeetodites otsime ldhislahendit w, € H,, mis rahuldab projekteeritud
vorrandit A, w, = @, f, kus operaator A, € L(H,, F,) on méadratud
seosega  A,v, = Q, Av, iga v, € H, korral. Projektsioonimeetodite naideteks
on vahimruutude meetod, milles F,, = AH, ning vihima vea meetod, kus
H, = A*F,. Juhul FF = H ning A = A* > 0 voime kasutada ka Galjorkini
meetodit, milles F,, = H,. Nende meetodite koonduvustingimusi tépsete andmete
(fs = f) korral ja dimensiooni n kui regulariseerimisparameetri valikureegleid
ebatépsete andmete korral voib leida artiklitest [9, 17, 26, 27].
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1.4 Regulariseerimisparameetri valik

Mittekorrektse iilesande lahendamisel regulariseerimismeetodiga on oluliseks
kiisimuseks regulariseerimisparameetri valik soltuvalt veatasemest ¢. See
valik peab olema tédpsuse ja stabiilsuse kompromiss: Tihhonovi meetodis
regulariseerimisparameetri « védrtuse vihenedes tdpsete algandmete korral
(6 = 0) aproksimatsioonitapsus suureneb, kuid ebatédpsete algandmete korral
(0 > 0) stabiilsus andmevigade suhtes viheneb. Kui lahendi siledus suureneb, siis
on voimalik tépset lahendit tdpsemalt aproksimeerida ning optimaalne parameeter
a viheneb. Iteratsioonimeetodites on regulariseerimisparameetri rollis peatumis-
indeks n. Lahislahendi veas domineerib viikese n korral aproksimeerimisiviga,

suure n korral ebatépsest vabalitkmest (fs # f) tingitud viga.

Léhislahendile vahimat voéimalikku viga garanteerivaid optimaalseid parameet-
reid saab leida vaid mudeliilesannetes kus tdpne lahend on teada. Siiski on ka
tapset lahendit teadmata monede parameetrivaliku eeskirjade korral voimalik
tagada, et valitud parameetri korral lahislahendi viga ei ole oluliselt suurem kui
optimaalse parameetri korral. Sobiva parameetri leidmiseks on viélja toctatud
mitmeid regulariseerimisparameetri valikureegleid. Vastavad reeglid jagunevad
aprioorseteks (kogemuseelseteks) ja aposterioorseteks (kogemusjirgseteks) vali-
kuteks. Aprioorne parameetrivalik toimub konkreetse iilesande lihteandmeid A
ja fs kasutamata, aposterioorsel parameetrivalikul seevastu valitakse parameeter

péarast arvutuste teostamist. Arvutustes kasutatakse konkreetseid ldhteandmeid
Aja fs.

Tuntuimaks aposterioorseks parameetrivaliku eeskirjaks on hélbeprintsiip
(vt.[24, 25]), mille kohaselt valitakse Tihhonovi meetodis parameeter « vordusest
| Aug — fs||=0 6, b= const > 1.

[teratsioonimeetodites valitakse hélbeprintsiibi korral parameetriks n esimene

arvudest n =1,2,..., mille korral
| Au,, — fs5 || < b0, b = const > 1.

Hiljuti on neis regulariseerimismeetodites vilja pakutud ja uuritud uut apos-
terioorset regulariseerimisparameetri valikureeglit. Selle reegli kohaselt leitakse

Tihhonovi meetodis vdhim «,, mille korral on teada, et kehtib hinnang
| U, — || < || e —w |, Va> a,.

Seda reeglit nimetatakse monotoonse vea reegliks ehk ME- reegliks, kus lithend

ME tuleneb ingliskeelsetest sonadest ” monotone error ” (vt. [7] ja [8]).
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Iteratsioonimeetodites valitakse selle reegli alusel peatumisindeksiks n = nyg
kui esimene arvudest n = 1,2,..., mille korral dygp(n) < 4. Siin  dyg(k)
mérgib niisugust funktsiooni, et kui kehtib vorratus dyp(k) > 0, siis sellest
jareldub, et || ugr1 —u || < || wp —w ||. Kuna k& = 1,2,...,nypr — 1 korral
dye(k) > 0, siis kehtib hinnang

| wn —wl < || tp1 —ull (n=1,2,....,nmE).

Viimaste seoste alusel ongi ME- reegel oma nimetuse saanud.

Mérgime veel, et punktis 1.3.2 vaadeldud iteratsioonimeetodites (1.2) ja

(1.3) on omadust dyg(k) > ¢ rahuldavateks funktsioonideks vastavalt

(Tn + Tn+1, TnJrl)

I 7

(Tn + 7ﬁnJrla Tn)
|7 |

9

kus 7, = Au, — f5 (vt. [7]).
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2 Spetsiaalne kollokatsioonimeetod esimest lii-
ki integraalvorrandite lahendamiseks tépsete

andmete juhul

2.1 Esimest liiki integraalvorrandid kui mittekorrektsed

iilesanded

Vaatleme esimest liiki Fredholmi integraalvorrandit

b

(o) = [ Kt s)uls)ds = F(0), ¢ fe.d) (2.
kus /C(t,s) on tuum, wu(s) on otsitav funktsioon ja f(t) on vabaliige (koik
nad on reaalsete vidrtustega). Olgu tuum (¢, s) pidev ristkiilikus

R=A{(t,s)| c<t<d, a<s<b}.

Siis operaator A on téielikult pidev lineaarne operaator, kui teda vaadelda tegut-
sevana ruumist £ = Ls[a,b] ruumi F' = Lg[c,d]. Selliste ruumide paaride kor-
ral podrdoperaator A~! pole méidratud kogu ruumil F ning on tokestamata, see-
juures operaatori A vadrtuste hulk R(A) = AF ei ole kinnine ruumis F'. Jarelikult
iilesanne (2.1) on mittekorrektne, kuna ta pole lahenduv iga vabaliikme f € F
korral ning vabaliikme véikestele vigadele voivad vastata lahendi kuitahes suured

vead.

2.2 Kvaasitsebosevi tuumad

Toome 16igu [a, b] jaoks sisse jaotuse
a<t;<...<ty,<hbh. (2.2)

Vaatleme integraalvorrandi (2.1) tuumas /C(t, s) esimese argumendi fikseeritud
vaartuste {t; € (a,b] }I, kasutamisel tekkivat argumendi s € (a,b) funkt-

sioonide siisteemi

(Kt 8), .o Kt 5) 1. (2.3)

Kéesolevas t60s vaatleme esimest liiki integraalvorrandi (2.1) lahendamist kollokat-
sioonimeetodiga, esitades ldhislahendi siisteemi (2.3) funktsioonide lineaarkombi-

natsioonina.

Definitsioon 2.1. Siisteemi (2.3) nimetatakse lineaarselt soltumatuks, kui iga

fikseeritud s € (a, b) korral seosest
i=1
jareldub a3y =...=a,, =0.
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Kui siisteem (2.3) on lineaarselt soltumatu iga s € (a,b) korral, siis vaadel-
davas spetsiaalses kollokatsioonimeetodis saame ldhislahendi avaldises esinevate

kordajate leidmiseks lineaarselt soltumatute vorrandite siisteemi.

Definitsioon 2.2. (vt. [28]) Tuuma K(¢,s) nimetatakse kvaasitsebosevi
tuumaks, kui siisteem (2.3) on lineaarselt soltumatu iga jaotuse (2.2) ja iga
s € (a,b) korral.

Monograafias [28] on toodud ka néiteid vastavate tuumade kohta. Kvaasitsebdsevi
tuumadeks on Gaussi tuum, mis avaldub kujul e~ (=% Cauchy tuum (t+s)™t

ning tuumad kujul [t —s |7 kus 0<a < 1.

Jargnevas vaatleme Volterra tuumi KC(t,s), s.o tuumi omadusega K(t,s) = 0

piirkonnas ¢ < s, ning formuleerime jargneva teoreemi.

Teoreem 2.1. Kui Volterra tuumal K(t,s) wvaadelduna suvalise t € (a,b)
korral argumendi s funktsioonina osaldigul [a,t) ei ole nulliga vorduvaid vidrtusi,

s1is on ta kvaasitsebosevi tuum.

Téestus. Oletame vastuviiteliselt, et tuum (¢, s) ei ole kvaasitsebosevi tuum.
Siis leidub jaotus a < t; < ... < t,, < b ning leiduvad konstandid {o;}",,
mis ei ole samaaegselt nullid, nii et on téidetud tingimus (2.4). Olgu j > 2

maksimaalne indeks, mille korral konstant o; # 0. Siis

—_

j_
Kt;, s)=—3 S K(t, 9).

i=1 7

Volterra tiitipi tuuma korral KC(t;, s) = 0, kui 1 <i<m—1ja t; <s < b,
jarelikult KC(¢;, s) = 0 tingimusel ¢;_; < s < b. Saadud tulemus on vastuolus
eeldusega, mille kohaselt funktsioonil /C(¢;, s) ei ole nulliga vorduvaid védrtusi

vahemikus (¢;_1, t;). Teoreem on tdestatud.

Jargmiste teoreemide 2.2 ja 2.3 toestused voib leida monograafiast [28].

Teoreem 2.2. Selleks, et wvéorrand (2.1) oleks lahenduv Sobolevi ruumis
H7" [a,b] (r > 1) iga sellise vabaliikme f € Cle,d] korral, mille puhul seosest

m

dYoaif(t;) = 0 jgareldub oy = ... = oy, = 0 suvalise jaotuse (2.2) korral, on
i=1

tarvilik ja piisav, et tuum K(t, s) oleks kvaasitsebosevi tuum.

Kui tuum K(¢,s) ei ole kvaasitsebosevi tuum, siis teatud juhtudel on voima-
lik garanteerida siisteemi (2.3) lineaarne soltumatus, lisades kitsendused diskreti-

seerimissammule.
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Teoreem 2.3. Olgu tuum kujul K(t — s) selline, et funktsioon K(s) on paaris-
funktsioon, monotoonne ning summeeruv vahemikus (—oo, o0) ja paiknegu sélmed

ty,..., t, selliselt, et nendevaheline kaugus ei ole viiksem kui 7 > 0, mille korral

/f\fc<s>\ds>/f°|/c<s>|ds.

2

Siis funktsioonid K(t;, s) = K(t; —s) (i =1,...,m) on lineaarselt soltumatud

suvalisel loigul |a, b].

2.3 Integraalvorrandi normaallahendi aproksimeerimisest

Olgu antud 1digu [a,b] jaotus (2.2) ja selle poolt genereeritud funktsioonide
siisteem (2.3). Siinkohal me ei eelda selle siisteemi lineaarselt soltumatust.
Jirgnevas néitame, kuidas leida Ly- normis funktsioonide siisteemi (2.3) lineaar-
kombinatsioonina esituvat parimat ldhendit vorrandi (2.1) minimaalse Lo-

normiga lahendile w, ilma et me seda lahendit teaksime.

Votame kasutusele tihise K;, mis on defineeritud seosega ICi(s) = K(t,s)

iga t € [0, 1] korral ning formuleerime jérgneva teoreemi.

Teoreem 2.4. Olgu u wvéorrandi (2.1) minimaalse Ls- normiga lahend. Siis

normi || w— Y ¢; Ky, || miinimum dile koikide konstantide cy,...,cn saavu-
j=1

tatakse juhul, kui vektor ¢ = (c1,...,cm)t on lineaarse vorrandisiisteemi Dc = b

lahend. Seejuures di; = (KCy,, Ky,) (4,5 =1,...,m) ning b= (f(tr),..., f(tm))",

kus (-, ) tdhistab skalaarkorrutist ruumis Lo[0, 1] ning T mdrgib transponeeri-

mist. Kui siisteemil Dc = b on mitu lahendit (c',c?,...), siis vastavad

lihislahendid wn, = Y- ¢/ Ky, (i =1,2,...) langevad kokku.
j=1

m
Téestus. Hilberti ruumide teooriast on teada, et normi || u — ) ¢; Ky, ||

Jj=1

miinimum saavutatakse, kui konstandid ¢; (j = 1,...,m) valida selliselt,

et > ¢; Ky, on normaallahendi u ortogonaalne projektsioon alamruumile
j=1
span{Ky,,..., K, }. Vastav vektor ¢ = (c,...,¢,)7 on vorrandi Dc = b

lahend, seejuures vabaliikmete vektori 6 komponentideks on skalaarkorrutised
b; = (u, Ky,). Kuna vorduse (2.1) pohjal kehtib seos

(1, Ky) = /0 w($)Ky, ()ds = /O K(t:, s)u(s)ds = f(t:),

on teoreemi esimene véide toestatud. Vaatleme juhtu, kui siisteemil Dc = b on

m
mitu lahendit ¢', ¢?,.... Néaitame, et siis vastavad lahislahendid u,, = > ¢j Ky,
=1
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m
ja up, =Y Ky, langevad kokku, s.t u), = u,. Téepoolest, iga i=1,...,m
j=1

korral
(uin, - uzm Ki) = chl'(’ctw Ki) — ZC?(ICtj’ Ki) =
=1 j=1
= f(t:) — f(t:)) = 0.
Kuna nii u! kui u? molemad kuuluvad lineaarkattesse span{Ki,,... K, },
siis saamegi, et ul = u?. Teoreem on tdestatud.

Mérgime, et siimmeetriline m X m maatriks D teoreemis 2.4 on Grami
maatriks. Tema determinant on nullist erinev parajasti siis, kui siisteem (2.3)
on lineaarselt soltumatu. Teoreemi 2.4 kohaselt saab integraalvorrandi (2.1)
lahendit edukalt lihendada siisteemi (2.3) lineaarkombinatsiooniga ka juhul, kui
see siisteem on lineaarselt soltuv. Vastavat singulaarset vorrandisiisteemi Dc = b
on praktikas siiski ebamugavam lahendada kui lineaarselt sdltumatule siisteemile
(2.3) vastavat siisteemi, millisel juhul maatriks D on positiivselt madratud ning

vorrand Dc = b on iiheselt lahenduv.

2.4 Spetsiaalse kollokatsioonimeetodi kirjeldus

Vaatleme esimest liiki integraalvorrandit (2.1) 1oigul [a,b] = [0, 1] operaatoriga
A H — Ly)0,1] ja vabaliikmega f € C'[0,1]. Eeldame, et iilesanne (2.1)
on lahenduv, st f € R(A) ning N(A) = {0}, s.t lahend on iihene. Olgu
antud m solmest koosnev solmpunktide komplekt {t1,...,¢,}, kus t; €[0,1]
(i =1,...,m) ja t; # t;, kui i # j. Soltuvalt ruumi H valikust eristame

jargnevas kahte olukorda.
A. Esiteks vaatleme juhtu kui H = L0, 1].

Me aproksimeerime vorrandi (2.1) tdpset lahendit w«  funktsiooniga
Uy, € span{ Ky, ..., Ky, }, mis minimiseerib normi || wm, — w ||1,0,1). Normi

|| Um — u || £,]0,1) Mmiinimumtingimuse tottu kehtivad vérdused
(U, — uy, K(t;,8) =0 (i=1,...,m).

Tépne lahend u rahuldab seose (2.1) tottu tingimusi

(u, K(t;, s)) = /0 K(ti, s)u(s)ds = f(t;) (i=1,...,m). (2.5)

Me otsime ldhislahendit u,,, mis rahuldab samasuguseid seoseid
1
/ K(ti, s)um(s)ds = f(t;) (1=1,...,m). (2.6)
0
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Seega, lihislahendi esituses

m

Um(s) =Y ¢ K(t;, s) (2.7)

j=1

sisalduvate kordajate {c; }7.; leidmiseks saame vorduse (2.7) asendamisel

seostesse (2.6) lineaarse algebralise vorrandisiisteemi

j=1
............ (2.8)
mo 1
Zlcj J K (t;,$)K(tm, s)ds = f(tm)
\J= 0
Eeldame jiargnevas, et iga naturaalarvulise m € N korral hulk {Cy,,..., K, }

on lineaarselt soltumatu ruumis Ls[0, 1], kus Ky, (s) = K(¢;,s). Meie eeldus ei
ole viga range kitsendus, sest kui leiduksid konstandid c¢y,..., ¢,, mis ei ole

samaaegselt nullid ja mille puhul > ¢, = 0 iga s € [0,1] korral, saaksime
i=1

seose (2.5) pohjal iga f € R(A) korral > ¢;f(t;) =0. Hulga { Ky,..., Ky, }
=1

lineaarselt soltumatuse tingimusi késitlesime pohjalikumalt alapunktis 2.2.

B. Teise voimalusena késitleme Sobolevi ruumi juhtu, H = H "[0,1] =
=W, [0,1] (r >1).

Me aproksimeerime vorrandi (2.1) tédpset lahendit w funktsiooniga
Um € span{ GKy,...,GK;, }, mis minimiseerib normi | w, — u | ,. Siin

G on operaator, mille korral
(u,v) = (Gu,v),

ning
1
(u,v), :/ [uv +u' ") vl))ds
0

on skalaarkorrutis Sobolevi ruumis H"[0, 1].

Saab niidata, et G = L7! kus L on diferentseerimisoperaator, mis on

defineeritud seosega Lu = u + (—1) " v ") ja misramispiirkonnaga
D) ={u|uec H"[0,1], u®(0)=u®(1)=0, k=r,...,2r —1}.
Normi || %, — w ||, miinimumtingimuse tottu kehtivad seosed
(Um —u, GK(ti,s)) » =0 (i=1,...,m).
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Tépne lahend w rahuldab seose (2.1) tottu tingimusi (2.5). Léahislahendi w,,

méadramiseks kasutame tingimust (2.6). Seega saame l&hislahendi esituses
= ZC]' GIC(tj, S) (29)
j=1

sisalduvate kordajate {c; }7., médramiseks lineaarse algebralise vorrandi-

siisteemi

ch/o K(t;, $)GK (6, s)ds = f(t) (i=1,...,m). (2.10)

Jargnevas alapunktis uurime meetodi koonduvust.

Margime, et artiklis [19] on vilja pakutud algoritmi {(2.7), (2.8)} modifikatsioon,
kus kollokatsioonipunktide komplekt {¢;, i = 1,...,m} ning baasfunktsioonides
{K(04,s), i =1,...,k} kasutatud punktikomplektid {o;, i = 1,... k} voivad
olla erinevad. Selles t60s on tehtud numbrilisi eksperimente ning hinnatud

maatriksite konditsiooniarve.

2.5 Kollokatsioonimeetodi koonduvus
Formuleerime ja téestame jargmised koonduvusteoreemid:

Teoreem 2.5. Olgu u € Ls[0,1] vorrandi (2.1) vihima Lo- normiga lahend ja

kehtigu tingimused:

/ | K(t,s) |* ds <c=const (0<t<1),

/|IC Kt,s)|?> ds — 0 juhul t' —t (0<t,t' <1).
Siis seostega (2.7) ja (2.8) madratud lihislahend w,, koondub:

A = 2o =0,

kus A\, on defineeritud seosega

AN, = sup inf |[t—1¢;]. 2.11
1e[0.1] 1<z<m| | ( )

Téestus. Vaatleme vorrandit (2.1) operaatoriga A : Ls[0,1] — Ls]0,1]. Olgu
P,, ja P ortoprojektorid ruumis L[0,1], mis projekteerivad vastavalt alam-
ruumile span {Ky,, ..., K} ja L0, 1] &N (A) = Ly[0,1]N N(A)*. Siis suva-
lise w € Ly [0,1] korral

| Pow — Pt || L,01— 0 (m — 00),
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kui

h5121%};|ti+1_ti|_>0 (m — o).

Eelduse tottu f € R(A) C C[0,1]. Seega juhul kui f € A Ly [0,1] ja on tegu
tapsete andmetega ( fs = f), ldhislahend w,, = P, u koondub L;— normi

mottes vorrandi (2.1) Ly~ normaallahendiks. Teoreem on toestatud.

Teoreem 2.6. Olgu uw € H" [0,1] (r > 1) vorrandi (2.1) vihima H"- normiga
lahend ja kehtigu tingimused:

1
/ | KC(t,s) | ds <c=const (0<t<1),
0

1
/ K 8) = K(ts)| ds—0 jubul t' —t (0<t t'<1).
0

Siis seostega (2.9) ja (2.10) mddratud lihislahend w,, koondub:

Aljnrgo | wm —ull, =0,

kus A, on defineeritud seosega (2.11).

Téestus. Iga u € H"[0,1] korral protsessis h — 0 (m — oo) kehtib

| Pnu — Pxu |,— 0, kus P, ja P, on niiid ortoprojektorid ruumis
H"[0,1], mis projekteerivad vastavalt alamruumidele span {GK,,,...,GK;,, }
ja H'[0,1]&N(A). Juhul f e AH"[0,1] ldhislahend w,, = P,u koondub H"—
normis vorrandi (2.1) H"— normaallahendiks, s.o vorrandi (2.1) selliseks lahendiks,

mille H” norm on vahim. Teoreem on toestatud.

2.6 Kollokatsioonipunktide optimaalsest valikust

Jargnevas vaatleme, kuidas valida s6lmpunktide komplekt {¢q,...,¢,, } selliselt,

et saada iilesande (2.1) minimaalse normiga lahendile w« parim lihend

m
Un = > ¢; K(t;, s). Vaatleme esmalt juhtu m = 1 ning rakendame teoreemi
j=1

2.4. Saame, et

f(t)
(K(tb 3)7 ’C(tla S))

on parim ldhend lahendile u Lo- normi mottes antud vdartuse t; korral eeldusel,

uy(t) = K(t1, s)

normi

f(t1)

et K(ti, s) # 0. Jarelikult on meil vaja médrata ¢, vddrtus, mis minimiseerib
u— K(ty, s
Ko ). Ko, ) Y

Fakti (u,KC(t1, s)) = f(t1) kasutades saame, et

_ f(t) a2y (E)
U Rl ), Ko, sy e s = =2 e e

G0 e U(0)?
[, 5) 12 [, ) T2

+

_|_
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Mérgime, et tdpne lahend w ei ole teada, ent see ei sega minimiseerimisiilesande

lahendamist. Tuleb leida ¢; vdartus, mis maksimiseerib suuruse /(1)) *

[K(t1, s)[I 2
Toome konkreetse néite.
Naiide 2.1. Olgu antud integraalvorrand kujul
1
(Au)(t) = / (t —s)u(s)ds =5t —3 (0<t<1). (2.12)
0

Vordust N(A1) = R(A*) (vt. [18]) kasutade saame

N(AY) = R(A*) = span{ (t —s), 0 <t <1} =span{ 1, s },

seega vaadeldava integraalvorrandi minimaalse normiga lahend avaldub kujul
u(s) = ¢1 + ¢ - s. Viimases vorduses sisalduvate kordajate ¢; ja ¢y leidmiseks
asendame u(s) avaldise ldhtevorrandisse (2.12), millest integreerimise jérel saame
vorduse (c; 4 ¢2/2)t — (¢1/2 + ¢2/3) = 5t — 3, mis kehtib iga ¢ € [0, 1] korral.
Muutuja t kordajate vordsus ja vabaliikmete vordsus annavad siisteemi kujul
{c1+e/b=05, ¢1/2+4 c3/3 = 3}, mille lahenditeks on ¢; = 2, ¢o = 6. Seega
vorrandi (2.12) minimaalse normiga lahendiks on wu(s) = 2 + 6s.
Naitame, et funktsiooni % maksimum 16igul [0, 1] saavutatakse, kui
t; = 0. Toepoolest, kuna (f(t1))? = (5t —3)* (0<t; < 1) ja
1 1 3 |
1K, ) |2 :/0 K(t, s) 2ds:/0 (= s)ds = (s =0+ )| =

1
=ti—ti+s (0<tH <),

siis lihtne diferentsiaalarvutus néitab, et funktsiooni (5t; — 3)%/(t1 — t; + 3)
ainsaks ekstreemumiks on maksimumkoht ¢, = —% ning seega t; > —% korral
t; vadrtuse suurenedes see funktsioon kahaneb. Seega, maksimumkohaks loigul
[0,1] on t; = 0. Jarelikult, parimaks ldhendiks minimaalse normiga lahendile

kujul (f(t)/ || K(t,s) || %) K(t,s) esituvate funktsioonide hulgas on
(FO)/ | K(0,5) [2K0,5) = 95 Siis | w = /i 2+65)2ds = VB Ja
| u—w =/ fp(@+6s—95)2ds = 1.

Jargnevas formuleerime iildise tulemuse eeldusel m > 1.

Teoreem 2.7. Selleks, et minimiseerida norm || w — Y ¢; K(t;, s) || dle
j=1

koikide konstantide ci,...,c,, ja solmede tq,...,t,,, on vaja lahendada jirgnev

m

tilesanne: maksimiseerida avaldis »_ c; f(t;) dle koikide solmede ti,...,t,, see-
j=1

juures kordajate vektor ¢ rahuldab vorrandit Dc = b, milles dij = (K, Ky;)

(G,=1,....m) ja b= (f(t1),.... f(tm))T.
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Toestus. Vaatleme ldhislahendit kujul u,, = > ¢; K(¢;, s), milles ¢ on vorrandi
j=1

Dc = b lahend ning olgu w vorrandi (2.1) minimaalse normiga lahend. Vastaval
kujul esituv ldhend w,, on minimaalse normiga lahendi u ortogonaalne projekt-

sioon alamruumile span{lC;,,... Ky, }, seega (u — Up, uy,) = 0. Siis

| v =t |2 = (4 — U, ¥ — Upp) = (U — Uy, 1) — (U — Uy, Upy) =

— (1=t ) =] 0> ~(aemy0) =
Nl =3 K u) =l w =Y st

Teoreem on toestatud.

Teoreem 2.7 naitab teoreetiliselt, kuidas kollokatsioonipunktide optimaalse

paigutamise iilesannet ldhislahendi tédpsuse maksimiseerimiseks saab taandada
m

teisele iilesandele. Paraku on avaldise ) ¢;f(t;) maksimiseerimine tingimustel

j=1
Dc = b komplitseeritud {iilesanne.

Kéesolevas t60s vaadeldud néiteiilesannetes on diskretiseerimistasemel n kollokat-
sioonipunktid paigutatud iihtlaselt valemi ¢; = ¢/2" (i = 1,...,m = 2" — 1)
alusel. Seega kihtides mn = 1,...,4 paiknevad kollokatsioonipunktid jérgneva
tabeli kohaselt.

Kihi number Kollokatsioonipunktid
1
1 2
1 1 3
2 1 2 4
3 1 1 3 1 5 3 7
8 1 8 2 8 4 8
1 1 1 3 1 5 3 7 1 9 5 1 3 13 7 15
16 8 16 4 16 8 16 2 16 8 16 4 16 8 16

2.7 Reprodutseeriva tuumaga Hilberti ruum

Ettevalmistuseks jargnevatele alapunktidele toome sisse artikleis [6, 11] kasutatud

reprodutseeriva tuumaga Hilberti ruumi moiste.
Olgu H Hilberti ruum skalaarkorrutisega (-, -) ning olgu funktsionaalid
temas 16igul [0, 1] reaalsete vadrtustega.

Definitsioon 2.3. Oeldakse, et funktsioon @ on ruudus [0,1] x [0,1] repro-
dutseeriv tuum Hilberti ruumi H jaoks, kui  Qs(t) := Q(s, t) kuulub ruumi H
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iga s, t€[0,1] korral ja seos

9(s) = (g, Qs ) (2.13)
kehtib iga s € [0,1] puhul jaiga g€ H korral.

Definitsioon 2.4. Oeldakse, et ruum Hg on Hilberti ruum reprodutseeriva

tuumaga @, kui funktsionaalid ¢+ g¢(s) on pidevad iga s € [0,1] korral.

Saab néidata, et Hilberti ruum H on reprodutseeriva tuumaga siis ja ainult siis,

kui funktsionaalid g — ¢(s) on tokestatud iga s € [0, 1] korral (vt. [11]).

Seose (2.13) tottu

Q(Sat) = < Q57 Qt >v S7t S [07 1]' (2'14)

Olgu edaspidi H reprodutseeriva tuumaga Hilberti ruum reprodutseeriva tuuma-
ga () ja skalaarkorrutisega (-, - >Q. Olgu vastava skalaarkorrutise poolt ruumis
Hgq indutseeritud norm || - [[o, s.t || g ||2Q = (9, 9 )o- Kui ruumis Hg leiab

aset koondumine ¢, — ¢, siisiga s € [0,1] korral saame seost (2.13) kasutades

|gn(8)—g(8) |: <gna Qs >Q_<gv Qs >Q ‘:‘ <gn_g> Qs >Q S
<[ gn—9g ||Q | Qs ||Q

Seega vastavast koondumisest ruumis Hg jéreldub punktiviisi koonduvus. Seoste
(2.13) ja (2.14) pohjal || Qs llg =( Qs Qs )g=Q(s,5), s€[0,1], st

|| Qs ||Q =V Q(S,S) (215)

ja jérelikult Q(s,s) on pidev ning koondumisest ruumis H jéreldub iihtlane
koonduvus. Seos (2.13) néitab, et norgast ehk w— koondumisest ruumis Hy
jareldub punktiviisi koonduvus. Téepoolest, kui g, — ¢ ruumis Hg (téhisega

~ mirgime norka ehk w— koondumist), siis seose (2.13) pohjal

9n(8) = gn, Qs ) — (g, Qs )g=9(s) Vsel0,1].

Mirgime, et ruum Ly[0, 1] ei ole reprodutseeriva tuumaga Hilberti ruum, kuna

koondumisest ruumis L[0, 1] ei jareldu punktiviisi koonduvus.

Vaatleme Fredholmi integraaloperaatorit A : Lo[0, 1] — L»[0, 1], mis on defineeri-
tud seosega (2.1). Eeldame, et iga s, t € [0, 1] korral IC.() :=K(¢t, - ) € L0, 1]
ja Ki():=K(-, s) € Ly[0,1] ning olgu seosega

Qt,t) = (K K1) = /DllC(t, s)K(t',s)ds (2.16)

defineeritud tuum Q(t,t") pidev ruudus [0,1] x [0, 1]. Mérgime, et Q(t,t) on

operaatori A*A tuum.
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Lemma 2.1. (Nashed- Wahba (vt. [1, 6, 16]) ) Operaatori A vidrtuste piirkond
R(A) on reprodutseeriva tuumaga Hilberti ruum Hg, kus reprodutseeriv tuum @ on

middratud seosega (2.16) ja ruumi Hg skalaarkorrutis on defineeritud alljargnevalt:

(f,9)g=(A"f, A%g). (2.17)

Siin A" tdhistab operaatori A Moore- Penrose’i iildistatud poordoperaatorit (vt.
[23]), mis rahuldab seoseid
At Au = u iga u € N(A)*t = R(A*) korral;
Aty =0 iga v € R(A)* = N(4*) korral; (2.18)
iga v1 € R(A) ja vy € N(A*) korral AT (v +vy) = ATwy + At ws.

Moore- Penrose’ i iildistatud poordoperaatorite pohjalikuma késitluse voib leida

raamatutest [6, 23]. Lemma 2.1 tdestus on esitatud artiklis [16].

2.8 Meetodi koonduvus reprodutseeriva tuumaga Hilberti

ruumis, koonduvuskiiruse hinnangud

Vaatleme integraalvorrandit (2.1) operaatoriga A : Ly[0,1] — Ls[0,1]. Eeldame,
et {ilesanne (2.1) on lahenduv, s.t f € R(A) = Hgp. Normaallahend u esitub
kujul w=ATf. Olgu antud m solmest koosnevad sclmpunktide komplektid

T = {t1,...,tm}. Me aproksimeerime vorrandi (2.1) lahendit « funktsiooni-
ga U, mis rahuldab vorrandit (2.1) kollokatsioonipunktides { ¢; }™,, s.t me

otsime m vorrandist koosneva siisteemi

/0 Kt s)um(s)ds = F(t) (i =1,....m) (2.19)

lahendit.

Defineerime operaatori A,, : Ly[0,1] — R™ ja vektori F,,, € R™ seostega

Aty = ( (Um, Ke)y ooy (g, Kp, ) )T,
Foo=(fi, ..., fa)7T,

kus f; = f(t;) (i=1, ...,m). Kasutades neid tdhiseid saame siisteemi (2.19)

asendada ekvivalentsete seostega
Ay, = Fy,. (2.20)

Eelduse f € R(A) tottu on vorrand (2.20) lahenduv, kuid iildiselt mitte iiheselt.

Vaadeldava kollokatsioonimeetodi korral me otsime vorrandi (2.20) lahendit
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U, kujul w,, = Al F,. Siin Al : L3[0,1] — R™ on operaatori A,, Moore-

Penrose’i iildistatud poordoperaator.

Operaatori  A,, : L[0,1] — R™ véirtuste piirkond R(A,,) on
1oplikumdotmeline, seega Moore— Penrose’ i iildistatud poordoperaator Al
eksisteerib ruumis R™ ja vorrandi (2.20) koigi lahendite hulk avaldub seosega
Pn = Al F, & N(A,), kus tihis & mirgib ortogonaalsummat. Vorrandi
(2.20) koigi lahendite hulk P, iihtib vorrandi A* A,,v = Af F,, koigi lahendite

v hulgaga. Siin kaasoperaator A} on médratud seosega A y = > v; Ky, kus

i=1
y=(y1,...,Ym)’. Viimane seos jireldub vordustest
Az, y) =3 (@, ) z %/ (t:,5)
i=1

(2, Az, ) = / Ca(s) A%y ds = / [2(5) D wi Kt )lds =
—Zyz/lCtz,s )ds = (A, z, y).

Operaator A% A, : Ly]0,1] — Lo[0, 1] ning tema vadrtuste piirkond R(AS A,,)
on 16plikumootmeline alamruum ruumis Lo[0, 1]. Seejuures R(Af A,,) = R(AL) =
= span{ Ky, ..., K, }. Vorrandil (2.20) eksisteerib operaatori Af véadrtuste
piirkonnas R(A},) ithene minimaalse Lo- normiga lahend u,, selline, et

m

U (s) = A:; F,, = Z cilC(t;, s).

i=1
Asendades viimase seose vorrandisse (2.20), saame kordajate {c; }L, médramiseks

vorrandisiisteemi kujul

m

(K. Ki)ej=fi  (i=1,....,m). (2.21)
i=1
Kordajate vektori ¢ voib kirja panna kujul (ci,...,¢,) = F, QF, kus @, on

m x m maatriks, mille (7, j)- s element on méiéiratud seosega

1
Qts, t;) = (Ky,, Ky,) :/ K(ti, s)K(t;, s)ds. (2.22)
0
Seega vorduse (2.21) pohjal avaldub lahend  u,, kujul

U = (f1y e ) QF (KCyys o Ky )T (2.23)

Punktis 2.2 vaatlesime siisteemi {/C;,}, lineaarse soltumatuse tingimust.

Veendusime, et tegu pole viga rénga kitsendusega. Kuna Grami maatriks @,,,
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mille elemendid on médratud seosega (2.22), ei ole singulaarne, siis esituses
(2.23) sisalduva Moore— Penrose iildistatud poordmaatriksi @), voime asendada

poordmaatriksiga Q! Esituse (2.23) saame kirja panna kujul

um:(fla“-?fm) Q;zl (ICtU"'?ICtm)T' (224)

Jargnevalt uurime koondumist {u,,} — A*f. Olgu A, defineeritud seosega
(2.11). Kui  lim A, = 0, siis |J 7, on tihe 16igul [0,1]. Formuleerime

m—0o0 me N

koonduvusteoreemi.

Teoreem 2.8. (Nashed— Wahba (vt. [1, 16]) ) Olgu A, A ja un, defineeri-
tud vastavalt seostega (2.11), (2.1) ja (2.24). Olgu tuum Q(t,s) pidev ruudus
0,1] x [0,1] ning f e R(A)=Hgy. Kui lim A, =0, siis

lim || wy,— AYTf||=0.

Téestus. Olgu @y - ) funktsioon, mis 16igul [0, 1] on defineeritud seosega
Q:i( ) == Q(t, -). Sellise definitsiooni pohjal on Q( ¢, - ) reprodutseeriv tu-
um. Arvestades reprodutseeriva tuuma definitsiooni ja seost (2.13) saame, et
Q: € Hgiga t€[0,1] korral ning (g, Q: ), =g(t) iga g € Hg puhul ja iga
t € [0,1] korral. Viimaste seoste pohjal hulk { @ | t € [0,1] } katab Hg ning
kehtib vordus (2.14): ( Qi, Qs )o = Q(1, s). Jarelikult leidub lineaarne isomeetria
(tdhistame ~ ) Hg ja V' vahel, kus V = span{ KC;, t € [0,1] }, isomeetria on

defineeritud seosega
Qt c HQ ~ K eV. (225)
Tdepoolest, mérgime et seoste (2.14) ja (2.16) pohjal

<Qta QS>Q:Q(t78):<Kta KS)? t,SE[O,l]

ning Q; = AK;, mistottu A"t Q= K;. Jérelikult ;e Vija feHo~ueV
seose (2.25) pohjal siis ja ainult siis kui  f = Au, kus w= ATf. Seega f € Hg

korral
| wm = AT =1 f = Pr.fllg, (2.26)
kus Pr,f on madratud seosega

Prf=Aum="(f1, - fm) Q) (Qu,....,Qu )"

Viimase vordusega médratud operaator Pr_~ on projektor, kusjuures
Pr,:Hg— V. Kui Q(t,s) on pidev ruudus [0, 1] x [0,1] ja lim A, =0, siis
span{ Q¢ t € UT,, } on tihe ruumis Hy. Toepoolest, kui (¢, s) on pidev,
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siis on pidev ka iga f € Hg. Jérelikult, kui f € Hg on ortogonaalne iga funkt-

siooniga @y, (i = 1,...,m). Sel juhul f(t;) = (f, Qn ) =0 (i =1,...,m),
mistottu, kui  lim A, =0, siis f =0. Neil tingimustel span{ Q; | t € UT, }

on tihe ruumis Hg. Seega lim || f— Pr,f ||, = 0 ning kasutades vordust
(2.26) saame, et kehtib seos lim || u,, — ATf || = 0. Teoreem on tdestatud.

Koonduvuskiiruse hinnangu saame jérgnevast teoreemist.

Teoreem 2.9. Olgu f € R(A) ja ATf e R(A*). Rahuldagu seosega
fo K(s,7)dr mddratud reprodutseeriv tuum Q(t,s) jargnevaid

szleduse tmgzmusz

(i) 2 gt(]ts leidub ja on pidev piirkonnas [0, 1] x [0, 1] juhul

t#87‘7:0717"'72p}

(ii) & gt(]ts leidub ja on pidev piirkonnas [0, 1] x [0, 1] juhul

7=0,1,...,2p—2,

2p—1
(111) tlim Nw—z?_(f’s) ja 1tlim+ % leiduvad ning on pidevad iga
—S —S

s €[0,1] korral.
Siis
Fum = ATF | < e (Am),
kus A\, on defineeritud seosega (2.11).
Teoreemi 2.9 toestuse voib leida artiklist [16]. Méargime, et teoreemide 2.8, 2.9

moningaid laiendusi voib leida artiklist [14].

2.9 Pidevalt diferentseeruva lahendi juht

Koonduvusteoreemi 2.8 praktilise rakendusena vaatleme juhtu, kui u = A" f on
16igul [0, 1] pidevalt diferentseeruv funktsioon. Uldsust kitsendamata voime eel-
dada, et u(0) =0. Kui u(0) = a # 0, vdime esialgse vorrandi asemel lahendada
vorrandi kujul fol K(t,s)u(s)ds = f(t), kus % =u—a ning f = f— afo (t,s)ds.

Eesmérgiks on leida u,,(s), mis minimiseerib fo '(s))%ds tingimustel

/1IC(tZ-, s)u(s)ds = f(t;), t;e0,1], i=1,...,m.
0

Néitame, et piistitatud iilesannet saab vaadelda ka reprodutseeriva tuumaga

Hilberti ruumides ning saavutada { u,, } koonduvus vastavalt teoreemile 2.8.

26



Olgu Hpy hulk, mis koosneb 16igul [0, 1] absoluutselt pidevatest reaalviairtustega
funktsioonidest f, mille tuletised kuuluvad ruumi L,[0,1] ning f(0) = 0.
Selliselt defineeritud ruum Hp on reprodutseeriva tuumaga Hilberti ruum, milles

skalaarkorrutis on médratud alljargnevalt:

i fa)p = / £ () £, (5)ds (2.27)

ning reprodutseeriv tuum R avaldub kujul R(s,s’) = min(s,s’). Tahistame

m(s) = /0 K(t, t")R(s,t")dt’

ja nditame, et iga u € Hp korral kehtib seos

/0 K(t, s)u(s)ds = (i, u)p. (2.28)

Selleks mérgime, et

1 S 1
nt(s):/ K, t’)min(s,t’)dt’:/ LK, t’)dt’—i—s/ K(t, t)dt":
0 0 S

1 1
dint(s) =5 K(t, s) +/ K(t, t)dt" —sK(t, s) :/ K(t, t)dt".
S S S

Eelnevat arvestades saame ositi integreerides, vordust - fsl K(t,tdt" = —K(t,s)
ning eeldust u(0) = 0 kasutades seose (2.28):

1

el = [ 5oty s = (50 uts)

- /0 K(t, s)uls)ds.

+ /01 u(s)K(t, s)ds =

0

Minimaalse Hp normiga element, mis rahuldab seost (m, w), = f(t), t € Tp,

avaldub kujul

Um(5> = (ﬁh (8)7 coos Mt <S>> Q;nl (f<t1>7 s 7f<tm>)T7
kus @, on m xm maatriks, mille (¢, 7)- s element on méératud seosega
Q1) - o) L (s)
(ti 1) = (s Mey) = i T3 () o (5) ds.

Eeldame, et viimase vordusega méidratud reprodutseeriv tuum  Q(t, t') on

pidev ja lim A,, = 0, kus A, on defineeritud seosega (2.11). Analoogiliselt
m—0o0

koonduvusteoreemiga 2.8 saame, et | w, — u |[g— 0 protsessis m — oc.

Jarelikult seost (2.27) arvestades saame

’

(U, — U, um—u)R:/O (u, (s) —u'(s)) 2ds — 0.
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Néitame punktiviisi koonduvust ruumis Hg. Arvestades seoseid (2.13) ja (2.15),

saame || R ||% = R(s, s) = min(s, s) = s,

| um(s) —u(s) [ = | (um, Bs)p = (u, Ro)pp | = | (um —u, By)p| <

<t = wllrll B llr = || um =z Vs = 0.

2.10 Kvaasilahendiga iilesanne

Jérgnevas vaatleme olukorda, kui f & R(A), f &€ D(A")=R(A)DR(A)* ning
uurime koonduvust u — A" f. Méirgime, et A'f on ka vorrandi A* Au = A* f
minimaalse normiga lahend, kui f € D(A™T). Seoste (2.18) tottu kehtib vordus
(A*A)T A f=A"f. Kui feR(A) ® R(AL =R(A) & N(K*), siis

A* f € R(A*A). Seetottu voime vaadelda jargnevas operaatori A ja vabaliikme
f asemel vastavalt @ := A*A ja g := A* f. Siin operaatori  tuum avaldub
kujul

Qls.s) = (KL, K:) = /0 K(t, s)K(1, s ")dt.

Olgu U, minimaalse  Ly[0,1]  normiga  element, mis minimiseerib
m

> [(Qu)(si) = g(s:)]?, kus S = {s1,...,5m} C[0,1].

=1

Ulaltoodud eelduste tottu funktsioon q.(s’) := Q(s,s’) tegutseb ruumis
Ly[0,1] iga s € [0,1] korral. Eeldame, et hulk {g,|s € S,} on lineaarselt

soltumatu. Siis w,, esitub kujul

)"

Uy = (gl,...,gm)Pnzl(qu...,GSm (2.29)

kus P, on mxm maatriks, mille (¢, 7)- ks elemendiks on P(s;, s;). Seejuures
1

P(s,s) = @, 2.0 = |

0

ja g = (A"f)(s:).

Q(s,u) Q(s ', u)du (2.30)

Formuleerime koonduvusteoreemi.

Teoreem 2.10. Kui seosega (2.30) mddratud tuum P(s,s’) on pidev ruudus
0,1] x [0,1] ja f € R(A) ® R(A)* ning lihend u,, on defineeritud vordusega

(2.29), siis lim || u,, — AT f ||[=0 protsessis sup inf |s— s;| — 0.
selo1) 1<i<m

Toestus. Tegu on teoreemi 2.8 analoogiga, kus tuum ) on asendatud tuumaga
P, vabaliige f € Hgy on asendatud vabaliikmega g € Hp. Siin Hp = R(A*A)
on reprodutseeriva tuumaga Hilberti ruum reprodutseeriva tuumaga P. Méargime,
et g=A*f kuulub ruumi Hp siis ja ainult siis kui f € D(A"). Teoreem on

toestatud.
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3 Spetsiaalne kollokatsioonimeetod ligikaudsete

andmete juhul

3.1 Meetodi koonduvus kollokatsioonipunktide aprioorse

valiku korral

Ukski eelmises peatiikis vaadeldud koonduvusteoreem ei anna meile informatsiooni
selle kohta, mis juhtub siis, kui tegu on ebatéipsete andmetega. Jargnevas eeldame,
et vorrandi (2.20) A,,u,, = F,, tdpse parema poole F,, asemel on teada vaid

ebatépne parem pool ﬁ; € R™ kujul
Fu=(fioifu)" €R" = R(4,). (3.1)

Punktides 3.1 ja 3.2 eeldame, et on teada veatase 5Nm > (0 selline, et

| £ Fn H;(i\fi—ﬁ\?)”? < G (3.2)

Seejuures héiritused vektori F,, erinevates komponentides vbivad olla erineva

suurusega ja nad on {iksteisest soltumatud.

Vaatleme vorrandi (2.20) asemel ebatépse parema poolega vorrandit
A, = Fyp, (3.3)

mille minimaalse normiga lahendi tdhistame w,,. Eelduse (3.1) tottu on iilesanne

(3.3) lahenduv ning lahendi w,, voime esitada seosega (2.24) analoogiliselt:

U= (Froee s Fr) Qo Ky K )T (3.4)

Suurustele || wp, — U |7 ja || At — Ay, ||22 hinnangu leidmiseks toestame

jargneva lemma.

Lemma 3.1. Olgu wu,, wvorrandi (2.20) lahend ja u,, vastavalt vorrandi (3.3)
lahend. Siis kehtib vordus

—

| wm — um H2 = || Aupm — Auy, Hé = Q' ( Fn = Fn )s i — Up)oms (3.5)

m

kus

m

(v, w)m:Zvi w;, v=(v;), w=(w;)€R™

=1
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Téestus. Vorduse esimene pool tuleb lihtsalt vilja kui arvestades seoseid (2.17)
a (2.18). Toepoolest

| Ay — At = ( Al — T), Al —T) ) =
(A* Al — ), A* Al — i) ) =

(tm = Tyt = T ) = |t = o ||
Seose (3.5) teise vorduse saamiseks mérgime, et kehtib seos
iy~ = ( F = Fu ) Q! (Koo K, )T

Iga t € [0, 1] korral saame integraaloperaatori A definitsiooni (2.1) ning valemit
(2.16) arvestades AK; = Q. Jarelikult, kasutades seoseid (3.4) ja (2.24) saame

A(um—ﬂfn):Z(Fm—ﬁ:@)i w;, kus w; = > ri Qr, € Hg. Seega,

i=1 k=1
| Aty — At || é:ZZ( Fon = Fo )i ( Fo— Fi ) (wi, w; >Q'
i=1 j=1
Seost (2.14) kasutades saame, et

m m m m
(wi,w; ) :Zszrjl Qu: Qu o= 11 > 11k Q(tr, 1) =
=1 k=1

=1

[
Ms i

i Q' Qm )it =754

N
Il
—

Jarelikult

| At = At (| 5 =323 ( Fov = Fun )i ( B = F )y 1y =

=1 j=1

:(Q’;’Ll (Fm_Fm )7 Fm_Fm)m

Oleme nididanud, et kehtib teine vordus seosest (3.5). Lemma on tdestatud.

Toome sisse uue tdahise \,, maatriksi (),, vihima omavéartuse tdhistamiseks.
Maatriksi @, stimmeetrilisuse tottu A, > 0, kvaasitSebosevi tuuma K(t,s)
korral A, > 0. Suurus A, soltub tuumast K(¢,s) ning kollokatsioonipunktide

paiknemisest ja on olulisel kohal koonduvusteoreemides.

Koonduvusteoreemide tarbeks vajame veel iihte abitulemust. Téestame jdrgneva

lemma.

Lemma 3.2. Olgu wu,, vorrandi (2.20) lahend ja u,, vorrandi (3.3) lahend.
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(i) Kui S on defineeritud seosega (3.2), siis kehtib hinnang

— 2 _ —~ 2 T2 -1
| wm —um [I” = || Aup — Aun, ||Q Som Ay
(i1) eksisteerib vektor F, = ( fi,.. s fm )T, mis rahuldab seost (3.2) ja mille

korral vorrandi (3.3) lahendi u,, jaoks kehtib vordus

2

| = 1P = | At = At g = 8- A

Toestus. Lemma 3.1 tottu kehtib vordus (vt. normide [l - |5 ja | -],

méératlusi (2.15) ning (3.2))

—~ 2 —~ |2
| U — tm || = || A — Augy, ||Q:
s o () (22p)).
<o s Q2 D} = G Al @) = A

Iz [l,=1

Siin Apnaz ( Q') on poérdmaatriksi Q! suurim omavéirtus. Oleme niidanud,

m

et véide (i) kehtib. Jddb kontrollida seose (ii) kehtivust.

Olgu z € R™ selline, et ||z, = 1 ning (@2, 2)m = A} Kui vali-

me vektori F,, = F,, — 5; z, siis viide (ii) kehtib. Lemma on tdestatud.

Formuleerime niiiidd koonduvusteoreemi.

Teoreem 3.1. Olgu ) (me(tz) —ft))?% < O ’ ja olgu A, maatriksi
i=1
Qm = (Q(ti, tj))1<ij<m vGhim omavddrtus. Siis kehtib veahinnang

—

~ Om
|t = ATf N < um — AT ||+, (3.6)
Ain
kus w.,, on tdpsele paremale poolele f(t) wastav ldhislahend kujul (2.7). Kui
—~ 2
lim A,, = 0ja lim 4§, -\ =0, sis || un—ATf] — 0 protsessis
m — oo.

Toéestus. Margime, et kehtib seos

Vit = AT | = ] = o +wm = AT || <

< |t =t |+ [ e — AT ]

Seega, arvestades eespool toestatud teoreemi 2.8 ja lemmat 3.2 saamegi teoreemi

viite.
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Diskretiseerimise kvaliteet soltub sellest, kui hésti me suudame leida vorrandi
téapsele lahendile aproksimatsiooni. See tdhendab, et diskretiseerimisviga soltub
peale tédpse lahendi sileduse ka tuuma siledusest. Mida siledam on vorrandi
tuum, seda parem ldhend meil 6onnestub leida. Teisalt, tuuma sileduse omadus
kontrollib ka integraaloperaatori omavéaartuste M\, kéitumist. Siledama tuuma
korral kahanevad omaviirtused kiiremini. Seega, kollokatsioonimeetodi puhul
saame ebatépsete ldhteandmete korral tépsele lahendile hea ldhendi vaid tuumade

puhul, mis ei ole véga siledad.

Formuleerime jargneva koonduvusteoreemi.

Teoreem 3.2. Olgu iga m € N korral X,, maatriksi Q,, vdhim omavddirtus ja

olgu u,, vorrandi (3.3) lahend. Eeldame, et lim A,, =0 ja lim (/5\,,; =0, kus

VAN T/ S ON defineeritud vastavalt seostega (2.11) ja (3.2). Kehtivad jirgmised
vdited:

(i) kui Tim (6, A1) =0, siis (@) — AYf ja (Awn) — f;

(11) kui lim sup(g,; Lo ) <00, siis (Upm) — ATf ja (Auy, ) —— f;

m

(#4i) kui lim inf((/s\,;Q “AE) > 0, siis iga m € N korral leidub seost (3.2)

rahuldav  F,, € R™ nii, et vorrandsi (3.3) lahendite u,, korral

(tm ) > ATf ja (AT um ) > f;

dav F,, € R™ nii, et vorrandi (3.3) lahendite 1wy, korral (un) > Atf ja
(At @) A f.

() kui lim ((/5; Lo ) =00, siis iga m € N korral leidub seost (3.2) rahul-

Téestus. Viide (i) jareldub teoreemist 3.1. Véite (i7) toestus on analoogiline.
Pohjendame lithidalt ka viidet (ii7). Oletame véitevastaselt, et leiab aset koondu-
mine (u,,) — A" f. Olgu vektor E, = (ﬁ, . .,};)T ning u,, konstrueeritud
nagu lemma 3.2 viites (ii). Teoreemi 3.1 arvestades on koondumise (u,,) — A" f
korral tarvilik, et (u,, — %,) — 0. Ent kuna || w, — w, |[?= 62, - A1, siis

oleme saanud vastuolu eeldusega, mille kohaselt leiab aset koondumine. Viite (iv)

pohjendus on analoogiline viitele (iii). Teoreem on tdestatud.

Ké&esolevas punktis vaadeldud kollokatsioonipunktide arvu aprioorne valik
nouab omavédrtuste A, (m € N) leidmist ning ei arvesta lahendi siledust.

Praktilisem oleks kollokatsioonipunktide aposterioorne valik, kuid vastavaid
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reegleid pole seni vilja pakutud. Jargnevates punktides 3.4— 3.6 késitleme osas 1.4
vaadeldud reegleid (ME- reegel, hilbeprintsiip), mis on osutunud efektiivseteks

paljudes regulariseerimismeetodites.

3.2 Diferentseerimisiilesande lahendamine kollokatsiooni-

meetodiga

Vaatleme diferentseerimisiilesannet integraalvorrandi kujul

/Otu(s)ds —f(t) (0<t<1), (3.7)

kus vabaliige f on absoluutselt pidev ja f(0) = 0. Selle vorrandi lahendiks on
u(t) = f'(t). Vorrandi (3.7) voime esitada kujul

! 0, kur s >t
/0 K(t,s)u(s)ds = f(t), K(t, s) = : (3.8)

1, kui s<t

Arvestades reprodutseeriva tuuma definitsiooni (2.16)

Q(t,s):/o K(t,v)K(s,v)dv,

saame seost (3.8) arvestades, et reprodutseeriv tuum Q(¢, s) = min(¢, s),

t,s € [0,1]. Vaatleme m solmest koosnevat kollokatsioonipunktide komplekti,
milles solmed paiknevad vordsete vahemike tagant: ¢; = £ (1 < i < m). Sel
juhul @, = %Dm, kus

11 1]

1 2 2

D,=11 2 3 3

12 3... m

ning mille péérdmaatriks avaldub kujul
(2 -1 0 0... 0 0 0 O]
-1 2 -1 0.. 0 0
0o -1 2 -1. 0 0
D! =

-1 2 -1 0
0 O 0o -1 2 -1
| 0 0 O 0 0 -1 1]




Jérelikult Q! = mD,'. Jdrgnevas kasutame seost \,, = AL (Q;.1): maatriksi
Q. vihim omavéirtus vordub maatriksi Q! suurima omavéirtuse posrdarvuga.
Kuna maatriksi D! suurim omavéirtus on iilalt tokestatud maksimumiga
tema suvalise rea elementide absoluutviirtuste summast, siis Ana(D') < 4 ja

jarelikult maatriksi @, vihima omavéartuse A, jaoks kehtib vorratus

1
A > ——. 3.9
“4dm (39)
Toome ruutmaatriksi D! peadiagonaali elementide summa jaoks sisse tihise

tr(D,}). Siis vorratuse m Apao(D;0) > tr(D,)}) =2m — 1 ja vorduse

Qm = %Dm tottu saame vorratuse
Am < ! (3.10)
" o2m—1 '
Seoste (3.9) ja (3.10) kokkuvdttes saame - < A, < 5-—, seega juhul m — oo
kehtib asiimptootika
A ~ const -m~ " (3.11)
Olgu F:z € R™ selline, et on rahuldatud tingimus
Fp — <F(1/m), F(2/m),. ..F(l)) < bpm.
Téhistame vorrandisiisteemi
/ T u(s)ds = (Fo) (1<i<m) (3.12)
0

minimaalse Lo— normiga lahendi w,,- ga. Seosest (3.12) saame ¢ =1 korral, et
1oigul [0,1/m] ldhend w, = m(Fy):, jirgnevate véirtuste i=2,...,m korral
aga loikudel [(i — 1)m, i/m] ldhend u,, = m[(]/?;)l - (]/7;),_1] Saadud tiikiti
konstantne ldhislahend on analoogiline funktsiooni numbrilise diferentseerimisega
saadud lihendile, mida niitab ka maatriksi D! kuju.

~2

Rakendades teoreemi 3.1 ning seost (3.11) saame, et kui  lim (d,,, -m) =0, siis

m—00

Uy, koondub lahtevorrandi (3.7) tépseks lahendiks f .

3.3 Diskretiseerimistasemed

Jargnevas leiame tingimuse selleks, et kollokatsioonipunktide arvu suurenemisel
ldhislahendi viga vaheneks. Loomulik on vorrelda viga kollokatsioonipunktide
selliste komplektide korral, kus jargnev komplekt sisaldab eelmist. Seejuures

ei pruugi me m kollokatsioonipunkti sisaldavat komplekti vorrelda m + 1
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solmpunkti sisaldava komplektiga, s.o kollokatsioonipunkte pole tarvis lisada

tingimata iithekaupa.

Kui pole teada, et lahend on isedrasustega, tundub loomulik paigutada kol-
lokatsioonipunkte 1digul [0, 1] vordsete vahemike tagant: niiteks otspunkte
0 ja 1 mittesisaldav valik ¢, = i/(m + 1) (i = 1,...,m) voi otspunkte
0 ja 1 sisaldav valik ¢, = (i — 1)/(m — 1) (i = 1,...,m). Moodustades
jargmist kollokatsioonipunktide komplekti arvestades, et ta sisaldab eelmist
komplekti ning solmpunktid paiknevad endiselt vordsete vahemike tagant,
on loomulik lisada seniste punktidega (ning 16igu otspunktidega 0 ja 1)
méadratud osaldikude keskpunktid. Seega, iileminekul iihelt kollokatsioonipunk-
tide komplektilt jargnevale, punktide arv ligikaudu kahekordistub. FEelnevas
néites toodud kollokatsioonipunktide komplektidele jérgnevateks komplek-
tideks voiksid olla vastavalt ¢, = i/(2(m + 1)) (@ = 1,...,2m + 1) voi
ti=0—-1)/2(m—-1)) (i=1,...,2m—1).

Eelnev arutlus motiveerib meid tooma kollokatsioonipunktide arvu m korvale
teist parameetrit, diskretiseerimistaset n, kus n néiitab sélmpunktide komplekti
jarjekorranumbrit. Kui kéesoleva t60 eelnevates punktides kasutasime ldhislahendi
u,, alaindeksina solmede arvu m, siis koigis jargnevates punktides asendame selle
diskretiseerimistasemega n. Uhtlasi jitame edaspidi ligikaudsete andmete korral

lahislahendi téhises kirjutamata mérgi ~ .

Toome diskretiseerimistasemete n ja n + 1 jaoks sisse indeksite hulgad I,

ja I,11. Eeldame, et jéarjestikused diskretiseerimistasemed rahuldavad seost
I, C I, (n=1,2,...). (3.13)

Jargnevas alapunktis {iritame leida tingimust, mille korral oleks rahuldatud vorra-

tus

| ngr = | < un = ] (3.14)

3.4 Lé&hislahendi vea monotoonsuse tingimus

Vaatleme integraalvorrandit (2.1) operaatoriga A : Ly [0,1] — Lo [0, 1]. Eeldame,
et diskretiseerimistasemetel n = 1,2,... on antud m = m(n) punktist koos-
nevad solmpunktide hulgad 7, = {t; € [0,1], ¢ = 1,...,m}, kus ¢; # t;, kui
i # j ning m(n) on monotoonselt kasvav funktsioon. Meenutame punktis 2.4
sissetoodud spetsiaalset kollokatsioonimeetodit. Selles meetodis otsisime vorran-
di (2.1) tépsele lahendile ldhislahendit w, € span{ K;,...,K;,, }, mis oleks
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minimaalse Ly- normiga ja minimiseeriks normi || w, — w || ruumis Lo [0, 1]. Sel
jubhul (w, —u, K¢, ) =0 (i=1,...,m), kai fs = f. Vorrandi (2.1) tdpne lahend

u rahuldab seoseid

(u, Ky, ) = /0 K(ti, s)u(s)ds = f (;) (i=1,...,m). (3.15)

Kui tdpse parema poole f asemel on teada vaid vigadega andmed f;s, siis médrame

ldhislahendi wu,, tingimustest

() /cti>:/0 Kt $)un(s)ds = f5 (6)  (G=1,....m).  (3.16)

Seega lahislahendi wu,, esituses
Zc] (t,5) (3.17)

sisalduvad kordajad  { ¢; }7L; médrame lineaarsest algebralisest vorrandi-

siisteemist
m 1
Z Cj / K(tj, 8) ,C(tl, S)dS = f5 (tl) (2 = 1, Ce ,m). (318)
j=1 0

Eeldame, et siisteem { K(t;, s) }7*, on lineaarselt soltumatu ruumis Ly [0, 1]
iga s € [0,1] korral. Kui eespool oli eeldatud funktsiooni f5 ldhedust tépsele
paremale poolele f ruumi Ls[0, 1] mottes, siis edaspidi eeldame punktiviisilist

lahedust solmedes nii, et hiire e(t;) = f5(t;)— f(t;) solmedes ¢; rahuldab vorratust
st <6 (i=1,....m) (3.19)

kus ¢; on teadaolevad kiillalt viikesed positiivsed arvud. Mérgime, et vorratusega

(3.2) méaratletud ja punktides 3.1 ja 3.2 kasutatud veatase 5, ning seoses (3.19)
m — 2

sissetoodud punktiviisiline veatase d; on seotud vorratusega . 6; < O -

Seejuures voime seoses (3.2) suuruseks d,, votta /m - max 9.
1<i<m

Seoste (3.15)— (3.18) abil saame vordused

(tny w) =Y (Kiyu)=> & f(t (3.20)

i€l, i€l

I 1P=) el (K un) = Y 6 f5 (1), (3.21)

i€ln 1€ln
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kus konstandi ¢} téhises iilaindeks n mérgib diskretiseerimistaset. Arvestades
seoseid (3.13) ja (3.19)- (3.21) tuleneb, et

Fen = [I* = [ wner = w [ = | o I = [ wn | +2(Un — U, Un)—
= 2(tnp1 = Uy Unpr) = [ g [P = [ [P 42D Fe(t) =2 Y e
1€lp 1€ln41
=g [P = Nun [P =2 > G helt) +2) (¢ — ¢ )et) >
1€lny1/ In i€ln
> | g 1* = [ | —2[ > |C?+1|5i+2|0?—0?+1|5i]-
i€lpir/In i€l,

Saime, et vorratus (3.14) kehtib, kui on téidetud tingimus

Fter 1% = [ |17 > 2[ > lattie )yl - |5i]- (3.22)

i€lpi1/In iel,

Viimane vorratus saab olla rahuldatud vaid juhul, kui
It [P 2 1] wn |2 (3.23)

Element wu,, on seoseid

/o K(t;, s)u(s)ds = f (t;) (1€ 1,) (3.24)

rahuldavate elementide u hulgas minimaalse normiga. Element wu,,; rahuldab
seostega (3.24) analoogilisi seoseid, kus kuuluvus ¢ € [, on asendatud kuulu-
vusega i € I,y1. Seega tingimusel (3.13) rahuldavad nii wu, kui ka wu,,; seo-
seid (3.24), aga kuna wu, on eelnimetatud seoseid rahuldavate elementide hulgas
minimaalse normiga, siis vorratus (3.23) on rahuldatud. Seose (3.23) kehtivusest
jareldub tdpsete andmete ( fs = f) korral tingimuse (3.22) téidetus, millest

omakorda jireldub vorratus (3.14). Votame toodud arutluse kokku teoreemiks.

Teoreem 3.3. Olgu tingimus (3.13) rahuldatud iga n € N korral. Siis
lahislahendite vigade monotoonsus (3.14) on garanteeritud tipsete andmete

(fs = f) korral iga n € N puhul, ebatipsete andmete (fs # f) korral aga juhul,
kui kehtib vorratus (3.22).

3.5 Diskretiseerimistaseme valiku aposterioorsed valiku-
reeglid

Kollokatsioonipunktide arvu voi diskretiseerimistaseme aposterioorseks valikuks

pole kirjanduses seni reegleid pakutud. Jargnevalt sdnastame punktis 1.4 vaadel-

dud ja paljudes regulariseerimismeetodites parameetri valikuks kasutatud reeglid

kéesolevas t00s vaadeldava spetsiaalse kollokatsioonimeetodi jaoks.
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3.5.1 Halbeprintsiip

Hilbeprintsiip Olgu || fs— f || < ¢ ja olgu fikseeritud konstant b > 1. Valime

diskretiseerimistaseme np_, kuiesimese arvudest n = 1,2,..., mille korral kehtib

vorratus

| Au, — f5 || < b6.

Kuna hélbeprintsiipi antud meetodi jaoks pole uuritud, on konstandi b valik prob-

lemaatiline ning pole teada tingimusi ldhislahendi koonduvuse
(1511% || Unp, , — U H —0

garanteerimiseks.

3.5.2 Monotoonse vea reegel

Monotoonse vea reegel Olgu rahuldatud tingimus (3.13) iga n € N korral.

Valime diskretiseerimistaseme n ;g kui esimese arvudest n = 1,2, ..., mille korral

kehtib vorratus

ot 12— < 2| 3 1 (6t Y e 6] (329

i€ Int1/In i€ In
Siin  { & bier, ja {7 Ve, on  vorrandisiisteemist (3.18)  leitavad
konstandid. Suurused { J; }ier, on seoseid (3.19) rahuldavad veanivood
kollokatsioonipunktides ja I,, ning I,,; on indeksite hulgad, mis vastavad diskreti-

seerimistasemetele n ja n + 1.

Reegli nimetus tuleneb sellest, et kuna n < npgp — 1 korral kehtib vorratusele
(3.25) vastupidine vorratus (3.22), siis teoreemi 3.3 pdhjal kehtib seos (3.14):

| wp—u || < || tpo1—u | (n=2,...,nyEg). (3.26)

3.6 Monotoonse vea reegli regulariseerimisomadustest

Vaatleme niiiid ligikaudsete andmete juhul diskretiseerimistaseme n = njy;p vali-
kut monotoonse vea reegli alusel protsessis ¢ — 0 ning huvitume kiisimusest, kas

Unpp(s) — U ((5 - 0)'

Teoreem 3.4. Rahuldagu jarjestikused diskretiseerimistasemed seost (3.13) ning
olgu kollokatsioonipunktide hulk piirtihe: A,y — 0 (n — o00). Siis vaadeldav
kollokatsioonimeetod {2.7, 2.8} integraalvorrandi (2.1) jaoks koos diskretiseerimis-

taseme n valikuga monotoonse vea reegl alusel osutub requlariseerimismeetodiks:

H Unpyp() — U H_> 0 (5 - 0)
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Toestus. Eelduse A, — 0(n — o0) tottu on garanteeritud vaadeldava
kollokatsioonimeetodi koonduvus tépsete andmete juhul. Protsessis 6 — 0 on
kaks voimalust: (i) kas (lsii%nME@) =n, < oo voi (it) nyg(d) — oo (§ — 0).
Esimene variant on voimalik vaid juhul, kui w € span{K;,, i € I,,,}. Kirjutame

veahinnangu (3.6) kujul

—1/2
e =l < by = wll 40 A2 s V/m(nae), (3.27)

0

kus w, on tépsete andmete (f = f5) korral vaadeldava kollokatsioonimeetodi

rakendamise tulemusena saadav ldhislahend. Juhul (i) saame, et

(lsi_r% I ugME(é) —ul=lud —ul| = 0 ning vorduse
. —-1/2 ] _\/2
Clsl_r% Aimarp @y~ Vnae(6)) = A0 - v/m(ny) < oo

tottu koondub protsessis d — 0 nulliks ka veahinnangu (3.27) teine liidetav.

Seega juhul (7) kehtib (lsin% | Unpms) —u ||= 0.

Vaatleme niitid voimalust (i7) ehk peajuhtu npyp(d) — oo (0 — 0). Kuna
tdpsete andmete puhul on piirprotsessi n — oo korral koonduvus garanteeritud,
siis || ud —u||— 0 (n— o0), mistottu ka || ud ~—u|—0 (6 —0).

Olgu  ngp(0) suvaline indeks, mis on saadud aprioorse parameetrivaliku

eeskirja

e (8) = 00, 8- Al 5\ mlnae(8) =0 (G—0)  (3:28)

pohjal. Veahinnang (3.27) kehtib ka indeksi ny/p asendamisel suvalise n- ga ning
annab n = n,,.(9) korral koos seosega (3.28) protsesses (6 — 0) koonduvuse
@) —u [|— 0 . Juhul npE(d) > nep(6) kehtib seose (3.26) tottu vorratus
I e = IS | Uiy = = 0 (5 — 0). Jubul nagi(8) < mape(®) aga

| Ungpr
annab seos (3.28) veahinnangu (3.27) teise liikkme koonduvuse protsessis 6 — 0,
kuna molemad ¢ jérel olevad tegurid on argumendi nj;r monotoonselt kasvavad
funktsioonid. Funktsiooni m(n) monotoonset kasvamist on varasemas eeldatud
(vt. punkt 3.4). Maatriksi @,y minimaalse omavéirtuse poordvidrtuse )\;11(”)
monotoonne kasv n kasvades tuleneb jérgnevast lemmast 3.3 ning eeldusest (3.13),
mistottu n; < mp korral maatriks Q,(,,) on maatriksi () n,) alammaatriks,
mis saadakse maatriksist @ (n,) sellest m(ng) — m(n;) rea ja vastavate veergude

eemaldamisel.

Lemma 3.3. (vt. [30], 1k.227, teoreem 4.3.15) Olgu By, = B} ja By = Bj vas-

tavalt my X my ja mo X mo maatriksid, seejuures my; < mgy ja maatriks By
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on saadud maatriksist By eemaldades sealt mo — my  rida ja vastavad veerud.

Siis maatriksite By ja By minimaalsed omavddrtused py ja po rahuldavad seost

f1 > o
Teoreem 3.4 on toestatud.

Mairkus 3.1. Monotoonse vea reegli alusel valitav indeks n,;g on piisavalt suur

garanteerimaks koonduvust || u) ——u |[= 0 (§ — 0), teisalt aga teame mono-
toonse vea reegli omaduse (3.26) pohjal, et ny(0) < nep(d) iga d > 0 korral, kus
Nept(0) on suurim arvudest k =1,2,..., mille korral kehtib hinnang || u, —u [|<

<1 —ul (n=2,....k).
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4 Numbrilised tulemused

4.1 Naiteiilesannete kirjeldus

Kaéesolevas t66s on vaadeldud katkeva tuumaga vorrandeid, kus
Ki(t, s), kui s>t . ' _
Kt, s) = . Siin - Ky(t,s) ja  Ka(t,s) on pidevad
Ko(t, s), kui s <t
reaalvidrtustega funktsioonid vastavates piirkondades 0 < ¢t < s < 1 ja
0 < s < t < 1. Margime, et eespool toodud algoritmid sobivad ka teiste

kvaasitsebosevi tuumadega esimest liiki integraalvorrandite lahendamiseks.

Niiteiilesannetena on vaadeldud diferentseerimisiilesannet esimest liiki integraal-
vorrandi kujul. Seejuures iilesannete 1- 3 lahendiks on w(t) = f ”(¢), iilesannete
4- 5 lahendiks on wu(t) = —f"(¢t) ning iilesannete 6- 10 lahendiks on
u(t) = f'(t). Néidetes 1- 3 ja 6- 10 on iilesanne esitatud Volterra integraal-

vorrandina ning néidete 4 ja 5 puhul on tegu Fredholmi integraalvorrandiga.

4.2 Lahteandmete hiirimine

Mudeliilesannete lahendamisel on ebatépsete andmete (fs # f) korral kasutatud
kahte tiiiipi héiritust. Néidete 4.5.1 kuni 4.5.5 puhul on tédpsele paremale poolele
f liidetud hairitus 0 - fi(¢), kus fi(¢) = sin(Mt). Uldjuhul on valitud M = 10,
kuna vastava konstandi suurte vaértuste, naditeks M = 100 korral méngisid numbri-
listes tulemustes olulist rolli arvutusvead. Ulesande 4.5.2 korral on lisaks kasutatud
vaartust M = 1 ning arvutused on ldbi tehtud ka juhul, kui tédpsele paremale
poolele f on liidetud vaid veatase §. Vastavas iilesandes on kasutatud konstandi M
erinevaid vaartusi, kuna n = 1 korral etteantud veataseme ¢ viahenemisel kaitusid
hélbed kardinaalselt erinevalt. Diskretisatsioonitaseme n = 1 korral, kasutades
arvutustes konstanti M = 10, oli mérgata hélvete kasvu veataseme ¢ kahanemisel,
kuid M = 1 puhul toimis protsess vastupidiselt. Teiste mudeliilesannete korral
vastavat tendentsi ei ilmnenud. Teise voimalusena on vaadeldud juhtu, kus tépsele

paremale poolele on liidetud héiritus § - fo(¢), kus funktsioon

_ sin(128/3- 7t)+sin(64 wt)
fz(t) - sin(1/3- 7)

kasutatud kollokatsioonipunktides on —1, 1, 0, —1, 1, 0,.... Hairituse 9§ - fo(?)

korral on numbrilised eksperimendid lébi tehtud koigi t66s esitatud testiilesannete

on konstrueeritud nii, et tema véartusteks arvutustes

korral.
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4.3 Numbriliste tulemuste esitamine tabelite ja

graafikutena

Ulesannete jirel on toodud vigade || w, — u || graafik ning tabelid viga-
de, peatumisindeksite N, nyE, np oy (b € {1.5; 5}) ning hélvete jaoks.
Niiteiilesannete 1-5 numbrilised tulemused héirituse ¢ - fi(t) jaoks on esitatud
punktides 4.5.1- 4.5.5 ning héirituse ¢ - fo(t) kasutamisel saadud tulemused
kajastuvad kédesoleva t60 lisas 1. Néiteililesannete 6- 10 puhul on arvutused
1abi tehtud vaid héirituse 6 - fo(t) korral ning vastavad tulemused on esitatud
magistritoo lisas 1. Esitatud graafikute legendid on ruumi kokkuhoiu mottes
vilja toodud vaid esimese iilesande korral, iilejadnud néidetes kasutatakse sama

tahistust.

Solmpunktide arv. m = m(n) on leitud diskretiseerimistaseme n = 1,...,7
vadrtuste korral seose m(n) = 2" — 1 pohjal, vastavate kollokatsioonisélmede
leidmisel kasutatakse valemit t; =i/2", i =1,...,2"; mn=1,...,7. Graafikute
horisontaalteljel on toodud solmpunktide arv m, kuid jargnevas tabelis on solm-
punktide arvu m asemel esitatud peatumisindeksiks osutunud diskretiseerimis-

taseme vaartused.

Veatasemed 0 omandavad véartusi hulgast
{1071 1072, 107%; 107%; 107°; 0 }. (4.1)

Vigade tabelites on kasutatud kolme erinevat varvitooni. Seejuures lilla varviga
on tdhistatud suurusele n,, vastav ldhislahendi viga, tumesinise tooniga on
margitud diskretiseerimistasemele nj);p vastav ldhislahendi viga ning helesinist

varvi on kasutatud juhul, kui ny = nare.

Teine tabel sisaldab erinevate valikureeglite pohjal leitud diskretiseerimis-
taseme n védrtusi ning suurust byy. Eelmainitu on leitud kihinumbrile 7y,
vastava hilbe ja veataseme § jagatisena: bop =|| Aup,,, — f5 || /0. Selline konstant
bopt garanteeriks, et diskretiseerimistaseme n valikul hélbeprintsiibi alusel oleks

viga minimaalne: || upn, , = —u ||=| un,, —u .

opt
Ulesannete lahendamisel on veatasemele § antud jérjest véértusi iilaltoodud
hulgast (4.1) ning ME- reeglis on arvutatud mnyp védrtused kahel juhul. Esime-
sel juhul on leitud ny,p kasutades konstantset veataset &; =0 (i € I,,; i € I,,41),

teisel juhul on valitud npps, kasutades veatasemete ¢; erinevaid vadrtusi:
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4.4 Programmi kirjeldus

Punktis 4.1 esitatud mudeliilesannete lahendamiseks on Maple V keskkonnas
koostatud viis erinevat protseduuri. Nende abil leitakse vastavalt vorrandisiisteemi
(3.18) kordajad ¢; (¢ = 1,...,m), ldhislahendi viga || u, — w ||, kihinumbri
Nopt VAArtus, nap ja naps, (kontrollides vorratuse (3.25) kehtivust) ning hélbed
|| Au,— f5 || janende pohjal np 15 ning np 5. Jérgnevas toome vastavate protse-

duuride lithikirjelduse.

4.4.1 Protseduur kordaja

Léhislahendi w,, avaldises (3.17) sisalduvate ning seosega (3.18) mé#ratud kons-
tantide ¢; (i = 1,...,m) leidmiseks on koostatud protseduur kordaja. Sisend-

parameetriteks on:

n- kihinumber (diskretiseerimistase);

- veatase, mis omandab véértusi hulgast (4.1);

fs- vorrandi (2.20) vabaliige, millele on lisatud héiritus;
K- vorrandi tuuma (¢, s) esimene pool (juht s > t);

Kp- vorrandi tuuma (¢, s) teine pool (juht s < t).

Protseduur tagastab seose (3.18) abil leitud kordajate ¢; (i = 1,...,m)

vaartused.

4.4.2 Protseduur viga

Léhislahendi u,, vea || u, —u || leidmiseks on koostatud protseduur nimega viga.

Protseduur kasutab sisendandmetena suurusi:

- veatase, mis omandab védrtusi hulgast (4.1);

f- vorrandi (2.20) vabaliige;

fs- vorrandi (2.20) vabaliige, millele on lisatud héiritus;
u- tapne lahend;

K- vorrandi tuuma K(¢, s) esimene pool (juht s > t);

Kp- vorrandi tuuma /C(t, s) teine pool (juht s < t).

Protseduur véljastab kihinumbri n jérjestikuste vaartuste n = 1,...,7 korral
vead || u, —u ||, kasutatud sélmpunktide arvu ning l6pptulemusena kihinumbri
Nopt-  Doovi korral saab viljastada ka leitud vigade graafiku.

4.4.3 Protseduurid ny g ja nye_deita—i

Parameetri n valik monotoonse vea reegli péhjal toimub protseduurides ny/g ja

MM E—detta—i- Neist esimeses protseduuris kasutame ME- reeglis vorratuse (3.25)
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paremas pooles védrtusi §; = ¢ (i = 1,...,m) ning teises kasutame vadrtusi
d; = 0 |sin(M t;)| . Siin {t;} I, on kollokatsioonipunktid, mis arvutatakse seose
t;=14/2", i=1,....m=2"—-1 (n=1,...,7) pohjal ja M € {1; 10 }. Sisend-

parameetritena kasutame

J- veatase, mis omandab védrtusi hulgast (4.1);

f- vorrandi (2.20) vabaliige;

fs- vorrandi (2.20) vabaliige, millele on lisatud héiritus;
u- tapne lahend;

K- vorrandi tuuma (%, s) esimene pool (juht s > t);

K- vorrandi tuuma (¢, s) teine pool (juht s < t).

Protseduur viljastab jooksvalt vorratuse (3.25) vasaku ja parema poole véértused

ning 16ppvéljundiks on kihinumber ny,g.

4.4.4 Protseduur hdlbeprintsiip

Hélbeprintsiibi  pohjal parameetri n valik toimub protseduuris nimega

hilbeprintsiip. Sisendparameetritena kasutatakse:

J- veatase, mis omandab véaartusi hulgast (4.1);

f- vorrandi (2.20) vabaliige;

fs- vorrandi (2.20) vabaliige, millele on lisatud héiritus;
u- tapne lahend;

K- vorrandi tuuma (¢, s) esimene pool (juht s > t);

K,- vorrandi tuuma KC(¢, s) teine pool (juht s < t).

Protseduur véljastab jooksvalt hdlbed | Au, — f || ja solmpunktide arvu m,

lopptulemuseks on parameetri np 15 ja np s vaartus.

Kasutatud protseduuride téielik tekst on toodud lisas 2.
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4.5 Arvulised tulemused tabelite ja graafikutena

Ulesanne 1
0, kui s >t U B \ .
K(t,s)= ; HN=———+—4+3-f,(t); u(t)=t" -2t +t
DV i s<rt O3 10 g SO w®
40 |- _
30 -
20 |-
m il
g’ 10 |-
> e
ODM S5 —_— ——8
e d = O.1L
-10 d =0.01
vF—-a—« d = 0.001
0 d = 0.0001
aF—aa d = 1le-005
d=0 r r r r r
20 40 (S1e} 80 100 120
Solmede arv (Im)
Vead
d\n 1 2 3 4 5 6 7
1E-01 5,1178E-1  5,0164E+0 | 8,4137E+0 | 1,0121E+1 | 1,2568E+1 = 1,6401E+1 @ 2,2156E+1
1E-02 2,0842E-1  5,1004E-1 8,4206E-1 1,0122E+0 = 1,2568E+0 = 1,6401E+0  2.,2156E+0
1E-03 2,0311E-1  1,0537E-1 @ 9,0874E-2 1,0195E-1 1,2576E-1 1,6402E-1 2,2156E-1
1E-04 2,0305E-1 = 9,2805E-2 | 3,5356E-2 1,5913E-2 1,3301E-2 1,6473E-2 | 2,2162E-2
1E-05 | 2,0305E-1 = 9,2671E-2 | 3,4351E-2 = 1,2321E-2  4,5311E-3 | 2,2499E-3  2,2815E-3
0 2,0305E-1 = 9,2669E-2 | 3,4340E-2 1,2279E-2 = 4,3533E-3 1,5401E-3 | 5,4460E-4
Peatumisindeksid ja b_opt
d\n n_opt n_ME delta n_ ME_delta_i n_D1.5 n_D5 b_opt
1E-01 1 1 1 2 1 1,73
1E-02 1 1 1 2 1 3,40
1E-03 3 2 2 2 2 0,13
1E-04 5 3 3 4 3 0,02
1E-05 6 4 5 5 4 0,02
Hilbed
d\n 1 2 3 4 5 6 7
1E-01 1,7274E-1 1,2060E-1 1,1970E-2 = 1,9328E-3 = 7,1030E-4 = 2,4554E-4 8,5529E-5
1E-02 3,4050E-2  9,9391E-3 = 1,0224E-3 = 1,9578E-4 = 7,1510E-5 | 2,4584E-5 8,5544E-6
1E-03 2,1225E-2  1,2176E-3 = 1,2737E-4 = 2,8925E-5  7,7963E-6 = 2,4922E-6 8,5704E-7
1E-04 2,0031E-2 = 22856E-3 = 2,1272E-4 = 2,0245E-5 @ 2,0908E-6 @ 3,1746E-7 8,8261E-8
1E-05 1,9913E-2  2,3943E-3 = 2,2242E-4  2,0010E-5 @ 1,7942E-6 @ 1,6363E-7 1,7133E-8
0 1,9899E-2 = 2,4064E-3 = 2,2351E-4 = 1,9993E-5 @ 1,7724E-6 = 1,5678E-7 1,3860E-8
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Ulesanne 2

0, kui s >t 1 )
K(t,s)= ) v fi(@)=—sin(tn)—t+3 - f,(¢)> u(t)=—msin(w - 1)
t-s, kui s<t i
M=10
L
sl
g = |
>
o 56 45 __ s %5 100 iZo
Vead
d\n 1 2 3 4 5 6 7
1E-01  2,0888E+0  5,0998E+0 = 8,4204E+0  1,0122E+1  12568E+1  1,6401E+1 = 2,2156E+1
1E-02  2,0359E+0  1,0506E+0  9,0739E-1  1,0193E+0  12576E+0  1,6402E+0 = 2,2156E+0
1E-03  2,0353E+0 = 92446E-1 = 3,5007E-1 = 1,5796E-1 = 1,3283E-1  1,6471E-1  2,2162E-1
1E-04  2,0353E+0  9,2312E-1  3,3991E-1 = 1,2170E-1 = 4,4774E-2  2,2362E-2  2,2798E-2
1E-05 2,0353E+0  9,2310E-1  3,3981E-1 = 12128E-1 = 4,2992E-2  1,5289E-2  5,8137E-3
0 2,0353E+0  92310E-1 = 3,3981E-1 = 12127E-1 = 42973E-2 = 15201E-2  53750E-3
Peatumisindeksid ja b_opt
d\n n_opt n_ME_delta n_ME_delta_i n_D1.5 n_D5 b_opt
1E-01 1 1 1 1 1 1,09
1E-02 3 2 2 3 2 0,33
1E-03 5 3 3 4 3 0,02
1E-04 6 4 5 5 4 0,02
1E-05 >6 5 6 6 5 <0,01
Hilbed
d\n 1 2 3 4 5 6 7
1E-01  1,0864E-1 = 1,4661E-1 = 1,4178E-2  19248E-3  7,0494E-4  24519E-4  8,5682E-5
1E-02  1,8674E-1  3,6142E-2  3,3431E-3 = 2,6449E-4  6,8024E-4  2,4278E-5 | 8,5439E-6
1E-03  19834E-1  2,5191E-2  2,3210E-3 = 1,9680E-4  1,6876E-5  2,6185E-6 = 8,5357E-7
1E-04  1,9951E-1 | 2,4101E-2  22227E-3  19731E-4  1,7304E-5  1,5150E-6  1,5287E-7
1E-05  1,9963E-1 = 2,3993E-2  22129E-3 = 19744E-4  1,7476E-5  1,5468E-6  1,3251E-7
0 1,9964E-1 = 2,3980E-2 = 22118E-3 = 1,9746E-4  1,7496E-5  1,5451E-6  1,2873E-7

46



0.7 -
0.6 |-
0.5 L.
g 0.4
el
? 0.3 L.
0.2
0.1
oL o %
20 40 60 80 100 120
Solmede arv (Im)
Vead
d\n 1 2 3 4 5 6 7
1E-01 2,0488E+0 = 9,9547E-1 | 6,2793E-1 | 7,5574E-1 | 1,0549E+0 | 1,4899E+0 = 2,1064E+0
1E-02 2,0355E+0 = 9,2385E-1 | 3,4389E-1 = 14238E-1  1,1383E-1 1,4976E-1 2,1070E-1
1E-03 2,0353E+0 = 9,2311E-1 = 3,3985E-1 | 1,2150E-1 | 44247E-2 = 2,1285E-2 = 2,1738E-2
1E-04 2,0353E+0 = 9,2310E-1 = 3,3981E-1 | 1,2128E-1 | 4,2986E-2 1,5274E-2 | 5,7730E-3
1E-05 2,0353E+0 = 9,2310E-1  3,3981E-1 | 1,2127E-1 | 4,2973E-2 1,5202E-2 = 5,3791E-3
0 2,0353E+0 = 9,2310E-1 | 3,3981E-1 = 1,2127E-1 = 4,2973E-2 1,5201E-2 = 5,3750E-3
Peatumisindeksid ja b_opt
d\n n_opt n_ME_delta n_ME_delta_i n_D1.5 n_D5 b_opt
1E-01 3 1 1 2 1 0,02
1E-02 5 2 2 3 2 <0,01
1E-03 6 3 3 4 3 <0,01
1E-04 >6 4 4 5 4 <0,01
1E-05 >6 5 6 6 5 <0,01
Halbed
d\n 1 2 3 4 5 6 7
1E-01 2,1371E-1 | 2,5192E-2 = 2,4409E-3 = 2,9834E-4 | 7,1731E-5 | 2,41491E-5 | 8,5043E-6
1E-02 = 2,0105E-1 | 2,4097E-2 = 2,2292E-3  2,0145E-4 | 1,9286E-5 @ 2,90974E-6 | 8,6074E-7
1E-03 | 1,9978E-1 | 2,3992E-2 = 22135E-3  1,9777E-4 | 1,7564E-5 1,57753E-6 | 1,7015E-7
1E-04 1,9966E-1 | 2,3982E-2 = 22120E-3  1,9749E-4 | 1,7501E-5 1,54429E-6 = 8,9825E-8
1E-05 | 1,9965E-1 | 2,3981E-2 = 2,2118E-3 | 1,9746E-4 = 1,7496E-5 1,54667E-6 = 7,4784E-8
0 1,9964E-1 | 2,3980E-2 = 2,2118E-3 = 1,9746E-4 | 1,7496E-5 1,54687E-6 | 1,0834E-7
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fs ()= lsin(t1t)—t+8
T

g
>
P ' r r #
60 80 100 120
S8lmede arv (m)
Vead
d\n 1 2 3 4 5 6 7
1E-01  2,0934E+0 | 23304E+0  6,0713E+0 | 1,7146E+1 = 4,8495E+1  13716E+2  3,8796E+2
1E-02  2,0359E+0 = 9,4758E-1  6,9493E-1  1,7188E+0  4,8497E+0 1,3716E+1  3,8796E+1
1E-03  2,0353E+0 | 92335E-1  3,4517E-1  2,1001E-1  4,8685E-1 = 1,3717E+0  3,8796E+0
1E-04 2,0353E+0 | 92310E-1  3,3986E-1  1,2248E-1 | 6,4795E-2  1,3800E-1 = 3,8799E-1
1E-05 2,0353E+0 | 9.2310E-1  3,3981E-1 = 1,2129E-1 = 4,3246E-2  2,0475E-2  3,9166E-2
0 2,0353E+0 | 9,2310E-1  3,3981E-1 = 1,2127E-1 = 42973E-2  1,5201E-2  5,3750E-3
Peatumisindeksid ja b_opt
d\n n_opt n_ME_delta n_D1.5 n_D5 b_opt
1E-01 1 1 2 1 2,67
1E-02 3 2 3 2 0,32
1E-03 4 3 4 3 0,26
1E-04 5 4 5 4 0,21
1E-05 >6 5 6 5 <0,06
Hilbed
d\n 1 2 3 4 5 6 7
1E-01 2,6718E-1 = 43104E-2 | 2,3481E-2 | 1,6530E-2  1,1688E-2 | 8,26434E-3 | 5,8438E-3
1E-02  2,0604E-1 = 24572E-2 | 32191E-3 | 1,6646E-3  1,1689E-2  826435E-4 | 5,8438E-4
1E-03  2,0028E-1 = 24020E-2 | 22243E-3 | 2,5750E-4  1,1818E-4 | 826578E-5 | 5,8438E-5
1E-04  19971E-1 | 23984E-2 | 22119E-3 | 1,9815E-4  2,1041E-5  8,40840E-6 | 5,8458E-6
1E-05  1,9965E-1 | 2,3981E-2  22118E-3  1,9746E-4  1,7535E-5  1,75612E-6  5,9153E-7
0 1,9964E-1 = 23980E-2  22118E-3  1,9746E-4 | 1,7496E-5 | 1,54504E-6  1,5139E-7
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Ulesanne 3

0, kui s >t .
K(t,s)= . s fi() = =32 +8 - £,(t)5 u(t)=6t-6
t-s, kui s<t

Viga

.
(o] 20 40 60 80 100

S&lmede arv (m) =
Vead
d\n 1 2 3 4 5 6 7
1E-01 1,6869E+0 @ 5,0503E+0 @ 8,4162E+0 = 1,0121E+1 | 1,2568E+1 = 1,6401E+1 = 2,2156E+1
1E-02 1,6209E+0 = 7,7545E-1 = 8,6696E-1 = 1,0148E+0  1,2571E+0 | 1,6401E+0 | 2,2156E+0
1E-03 1,6202E+0 | 5,9353E-1 = 2,2542E-1 = 1,2534E-1 | 1,2837E-1 1,6427E-1 = 2,2158E-1
1E-04 1,6202E+0 | 5,9143E-1 = 2,0930E-1 = 7,4628E-2 | 2,9006E-2 = 1,8826E-2 | 2,2395E-2
1E-05 1,6202E+0 | 5,9140E-1 = 2,0913E-1 = 7,3945E-2 | 2,6171E-2  9,3867E-3 | 3,9479E-3
0 1,6202E+0 | 5,9140E-1 = 2,0913E-1 = 7,3938E-2 | 2,6141E-2 = 9,2423E-3 | 3,2676E-3
Peatumisindeksid ja b_opt
d\n n_opt n_ME_delta n_ME_delta_i n_D1.5 n_D5 b_opt
1E-01 1 1 1 1 1 0,88
1E-02 2 2 2 3 2 2,76
1E-03 4 3 3 3 3 0,12
1E-04 6 4 5 4 4 0,01
1E-05 >6 5 6 5 5 <0,01
Hilbed
d\n 1 2 3 4 5 6 7
1E-01 | 8,7768E-2 | 1,3815E-1 1,3399E-2 1,9248E-3 = 7,0679E-4 = 2,4532E-4 | 8,5517E-5
1E-02 | 1,4915E-1 2,7593E-2 | 2,5093E-3 = 2,1895E-4 = 6,8667E-5 | 2,4376E-5 @ 8,5432E-6
1E-03 | 1,6080E-1 1,6620E-2 | 1,4722E-3 1,2038E-4 | 1,0958E-5 | 2,4407E-6 | 8,4937E-7
1E-04 | 1,6199E-1 1,5530E-2 = 1,3734E-3 1,2029E-4  1,0462E-5 = 9,2193E-7  1,1195E-7
1E-05 | 1,6211E-1 1,5421E-2 1,3636E-3 1,2042E-4  1,0625E-5  9,3612E-7  8,2580E-8
0 1,6212E-1 1,5409E-2 = 1,3626E-3 1,2043E-4 = 1,0645E-5 | 9,4089E-7 | 8,3164E-8
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Ulesanne 4

t(1—s), kui s>t PRNPE
K(t,s)= S(1—1). kui s <1 s fi ()= S +8 - fi(); u(®)=t
1.4l
1.2
Al .
 onl. _—
> ool -
(o] 20 40 Sa"-ngcd)e arv () 80 100 120
Vead
d\n 1 2 3 4 5 6 7
1E-01  7,6630E-1  6,0420E+0  6,6342E+0 = 82692E+0 = 14751E+1  3,6517E+1 | 1,0056E+2
1E-02 @ 3,8762E-1 6,6069E-1 6,8982E-1 8,3765E-1 1,4782E+0 = 3,6523E+0 = 1,0056E+1
1E-03 3,8194E-1 = 2,7535E-1 = 2,0120E-1 = 1,5773E-1 = 1,7544E-1  3,7129E-1  1,0068E+0
1E-04 3,8188E-1  2,6872E-1 = 19007E-1 = 1,3458E-1 = 9,6118E-2  7,6446E-2  1,1121E-1
1E-05  3,8188E-1 = 2,6865E-1 | 1,8996E-1 = 13432E-1 = 9,4991E-2 = 6,7260E-2 = 4,8543E-2
0 3,8188E-1 2,6865E-1 1,8996E-1 1,3432E-1 9,4979E-2 6,7161E-2 4,7490E-2
Peatumisindeksid ja b_opt
d\n n_opt n_ME delta n_ME_delta_i n_D1.5 n_D5 b_opt
1E-01 1 1 1 1 1 1,01
1E-02 1 1 1 1 1 1,41
1E-03 4 2 2 2 2 0,05
1E-04 6 4 5 4 3 0,03
1E-05 >6 6 6 5 4 <0,02
Halbed
d\n 1 2 3 4 5 6 7
1E-01  1,0079E-1 2,0289E-2 1,1010E-2 7,3219E-3 5,1070E-3 3,5993E-3 2,5430E-3
1E-02  1,4144E-2 1,5958E-3 9,5736E-4 7,0696E-4 5,0624E-4 3,5914E-4 2,5416E-4
1E-03 @ 7,0426E-3 9,8271E-4 1,1760E-4 4,9377E-5 4,6291E-5 3,5131E-5 2,5277E-5
1E-04  6,5580E-3 1,0959E-3 1,8674E-4 2,8968E-5 3,5916E-6 2,7974E-6 2,3910E-6
1E-05  6,5140E-3 1,1083E-3 1,9515E-4 3,4067E-5 5,7216E-6 8,1989E-7 1,5035E-7
0 6,5092E-3 | 1,1097E-3 = 1,9610E-4 = 3,4666E-5 = 6,1281E-6 = 1,0833E-6  1,9150E-7
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Ulesanne 5

. t(1—-s), kui s>t s |
t, = s ) =— t+t — 41+ . Y _ .
(-9) s(1=1), kuis <t fi()=—e +te [ u@)=e

L L r r
(o] 20 40 60 80 100 120
Solmede arv (m)

Vead
d\n 1 2 3 4 5 6 7

1E-01 @ 7,6630E-1 = 6,0420E+0 = 6,6342E+0 | 8,2692E+0 | 1,4751E+1 @ 3,6517E+1 | 1,0056E+2
1E-02 3,8762E-1 = 6,6069E-1 6,8982E-1 8,3765E-1 1,4782E+0 | 3,6523E+0 | 1,0056E+1

1E-03  3,8194E-1 @ 2,7535E-1 2,0120E-1 1,5773E-1 1,7544E-1 3,7129E-1 1,0068E+0
1E-04 | 3,8188E-1 = 2,6872E-1 1,9007E-1 1,3458E-1 9,6118E-2 7,6446E-2 1,1121E-1
1E-05 3,8188E-1 2,6865E-1 1,8996E-1 1,3432E-1 9,4991E-2 6,7260E-2 4,8543E-2

0 3,8188E-1 = 2,6865E-1 1,8996E-1 1,3432E-1 9,4979E-2 6,7161E-2 4,7490E-2

Peatumisindeksid ja b_opt

d\n n_opt n_ME_delta n_ME_delta_i n_D1.5 n_D5 b_opt
1E-01 1 1 1 1 1 1,09
1E-02 3 1 2 2 1 0,08
1E-03 5 3 3 3 2 0,04
1E-04 >6 4 5 4 4 <0,01
1E-05 >6 6 7 6 5 <0,01

Hilbed
d\n 1 2 3 4 5 6 7

1E-01  1,0877E-1 1,9906E-2 1,0733E-2 7,2735E-3 5,0984E-3 3,5976E-3 = 2,5443E-3
1E-02 | 2,2823E-2 = 2,9354E-3 7,5295E-4 6,60116E-4 = 49782E-4 | 3,5773E-4 = 2,5445E-4
1E-03 | 1,5337E-2 3,0301E-3 4,8315E-4 6,4458E-5 3,9299E-5 | 3,3899E-5 = 2,6136E-5

1E-04 | 1,4667E-2 3,1034E-3 5,5801E-4 9,4856E-5 1,4235E-5 | 2,5523E-6 = 6,7017E-7
1E-05 | 1,4601E-2 3,1113E-3 5,6593E-4 9,9789E-5 1,7273E-5 | 5,1564E-6 = 7,7104E-7

0 1,4594E-2 3,1122E-3 5,6682E-4 1,0035E-4 1,7731E-5 | 4,2338E-6 | 3,2531E-6
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4.6 Numbriliste tulemuste interpretatsioon

Tabelites toodud numbrilised tulemused kinnitavad, et koigi veatasemete ¢ korral
annab monotoonse vea reegel sellise indeksi nyg, et nyp < ng ning vead

| w, —u || kahanevad monotoonselt, s.t
|| u”]\/IE_U'” < ” UNME—l_U'” <. S|| Uy —u || :

Seejuures ny g ei olnud oluliselt viiksem optimaalsest vadrtusest n,. Kui kasu-
tasime arvutustes esimest tiilipi héairitust, s.t héiritust kujul ¢ - f1(¢), siis saime
nyg vaartuse, mis erines optimaalsest n vaartusest kuni kolme {ihiku vorra. Ent
teist tiilipi hiirituse, s.t hérituse ¢ - f(¢) kasutamisel saime nyp védrtuse,
mis oli ldhedasem optimaalsele vidrtusele n,,, monedes néitelilesannetes isegi
vordus sellega. Ootustekohaselt oli nyp ldhedasem véértusele n,y, kui info
lahteandmete vigade kohta oli téielikum: iilesande parema poole hiire sd6lmedes
t; (i = 1,...,m) oli tdpselt § voi kui eeldasime igas solmes ¢; konkreetse
veataseme §; = d|sin(M - t)| teadmist. Kd&igi mudeliilesannete puhul kehtis

seaduspéra Ny — 3 < nyp < Nept.-

Numbrilistes eksperimentides rakendasime korvuti ME- reegliga hilbeprintsiipi
indeksi npp leidmiseks. Hairituse 0 - fi(t) kasutamisel kahanesid hilbed solmede
arvu suurenemisel oluliselt kiiremini vorreldes héiritusega 0 - fo(¢) ning paljudel
juhtudel osutus hélve palju kordi viiksemaks veatasemest ¢§. Seetottu on ka
vastavalt optimaalsele peatumisindeksile n,, leitud suurused b, viga
viikesed. Héirituse § - f5(t) kasutamisel osutus testiilesannetes 0.80 < b, < 4.51,

enamikes néiteiilesannetes kehtis seaduspéra 1.1 < by < 2.

Peatumisindeksi np , véadrtuste leidmisel kasutasime konstandi b vddrtustena
b = 1.5, b = 5. Ka siin kehtis seaduspéra, et héirituse ¢ - fo(t) kasutamisel
saime npjs vddrtuse ldhedasema n,, védrtusele kui héirituse ¢ - fi(¢) korral.
Koigis eksperimentides 7oy — 3 < nps < nyp < Nepe. Konstandi b = 1.5
korral analoogilist seaduspéra leida ei onnestunud. Moénede mudeliilesannete
korral vois téheldada, et np ;5 védrtus on véga ldhedane n,, védrusele voi
langes sellega kokku. Teiste nédidete korral, olenevalt etteantud veatasemest ja
arvutustes kasutatud solmpunktide arvust, ilmnes et np, ;5 vadrtus voib osutuda

ka suuremaks optimaalsest vadrtusest ngp.

Kirjandusest(vt.[5, 10]) on teada, et iilesannetele 6— 10 vastava integraaloperaatori

omaviartused A, on kujul A, = i iilesannetele 4, 5 vastava integraal-

2
2m—1) 7’

operaatori omavéirtusteks on A, = (7 m) ™2

, analoogilise asitimptootikaga on ka

néidetele 1- 3 vastavate integraaloperaatorite omavéadrtused. Kuna kujul (2.22)
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esituvate elementidega madratud maatriks (@), vastab operaatori A*A teatavale

diskretiseerimisele, siis protsessis m — oo on (), vdhima omaviiartuse M\,
.. . N5 2 . ..

asiimptootika sama nagu suurusel \,,. Seega protsessis m — oo iilesannetes

1 1
6- 10 on A% ~ m~!, iilesannetes 1- 5 on A ~ m~2.

Vaadeldes numbrilisi
tulemusi etteantud veataseme § suurte viidrtuste, niiteks 6 = 1072 korral nieme,

et tulemused on kooskdlas veahinnanguga (3.6).
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Solution of integral equations of the first kind by

collocation method with kernel basis functions
Evelin Avi

Summary

In this work solving of the integral equations Awu = f of the first kind by special
collocation method is considered. This problem is ill- posed. If ill- posed problem
is discretized and solution is approximated using standard basis functions (splines
etc) the convergence of approximate solution to exact one is guaranteed only by

very restrictive conditions.

We consider integral equations with kernels, where after substituting of the
first variable by collocation points these functions of the second variable are
linearly independent. The approximate solution is searched in the form of
linear combination of these basis functions, coefficients are determined from the
collocation conditions. This approximate solution converges to exact one by broad

conditions. The problem of optimal allocation of collocation points is considered.

By solving ill- posed problems it is important to investigate the case of approxi-
mately given data, where instead of f only fs is known with || fs— f || <d. A
proper approximation method must guarantee the convergence of approximate
solution to exact solution by exact data and also by noisy data, if noise level
goes to zero. In such regularization algorithm a regularization parameter occurs.
The proper choice of this parameter according to the noise level guarantees

convergence of approximate solution.

In this special collocation method the regularization parameter is discretization
level n. It is assumed, that for every natural number n a set of collocation points
is assigned with property that for increasing n every successive set contains the
previous set. It is shown, that the errors of the approximate solutions decrease
monotonically for increasing n, if exact right hand side of the equation is known.
For the case of noisy data the condition is proposed, under which the decrease of
error of approximate solution by transition from index n to index n + 1 is guar-
anteed. On the base of this condition a monotone error rule (ME- rule) for choice
of index n as the regularization parameter is formulated: choose ny g = n, + 1,
where n, is the last n for which the mentioned condition is fulfilled. The main
result of this work is Theorem 3.4, which shows that the ME- rule for choice of
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the discretization level turns considered collocation method to the regularization
method. The last section of the work and appendix contain numerical results by
solving two Fredholm integral equations of the first kind and eight problems of
numerical differentiation as the Volterra integral equation of the first kind. The
exact right hand side is pertubated by noise in form § sin(M t) with noise level
0 and constant M. Errors and discrepancies of approximate solutions are given
in tables for various values of § and n. The discretization level n is choosed by
the ME- rule or by the discrepancy principle: np, 15, np, s are first n for which
| Au, — fs [|[< b0 holds with b= 1.5 b=15 respectively.

The theory predicts the inequality nugp < Ny, Where ng, is n with least

error by given ¢. In all experiments we had 1., — 3 < nayp < Mgy, Which shows
the quality of the ME- rule.
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Lisa 1. Tabelid ja graafikud

Ulesanne 1

K(t,s)=

Viga

0, kui s >t

t-s, kui s<t’

t6

=1,

5 3
—t—+t—+8
10 6

() u(t)y=t" =26 +t

i

T

g

40 60 80 100 120
S&imede arv (m)
Vead
d\n 1 2 3 4 5 6 7
1E-01 5,3031E-1  56489E+0 2,1161E+1  89109E+1  3,5076E+2 = 1,4206E+3 = 5,6598E+3
1E-02  2,0888E-1  5,7237E-1 | 2,1164E+0  89109E+0  3,5076E+1 = 1,4206E+2 = 5,6598E+2
1E-03  2,0311E-1  1,0853E-1  2,1438E-1  89117E-1  3,5076E+0 = 1,4206E+1 = 5,6598E+1
1E-04 2,0305E-1 = 9,2841E-2  4,0337E-2  89951E-2  3,5079E-1 = 1,4206E+0  5,6598E+0
1E-05 2,0305E-1 = 92671E-2  34406E-2  1,5172E-2  3,5345E-2  14207E-1 = 5,6598E-1
0  2,0305E-1 92669E-2 = 34340E-2  12279E-2  43533E-3  1,5401E-3  5,4460E-4
Peatumisindeksid ja b _opt
d\n n_opt n_ME n_D1.5 n_D5 b_opt
1E-01 1 1 2 1 1,88
1E-02 1 1 2 1 3,41
1E-03 2 2 3 2 2,41
1E-04 3 3 4 3 2,24
1E-05 4 4 5 4 2,00
Hilbed
d\n 1 2 3 4 5 6 7
1E-01 1,8840E-1 = 14277E-1  1,4168E-1  13906E-1 = 13567E-1  82795E-2  55773E-3
1E-02  3,4062E-2  1,3499E-2  1,4227E-2  13903E-2  13567E-2 = 82790E-3 = 3,6924E-4
1E-03  2,1094E-2 = 2,1958E-3 = 14958E-3 = 13865E-3  13570E-3  8,2782E-4  9,3917E-5
1E-04 2,0015E-2  23468E-3  2,9700E-4 = 13612E-4  13597E-4 = 82751E-5  3,3574E-6
1E-05 1,9911E-2  24001E-3 = 22798E-4 = 2,1728E-5  13963E-5 82575E-6  8,6225E-7
0 1,9899E-2  2,4064E-3  2,2351E-4  19993E-5  1,7724E-6  1,5678E-7 = 1,3860E-8
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Ulesanne 2

0, kui s >t 1. ) _
K(t,s)= ) v fs ()= —sin(tn)—t+0 - f,(t)> u(t)=-—msin(rw -¢)
t-s, kui s<t T
14.8 (- [
12.3 [
9.8 |-
o]
0
'S 7.3 ||
ke
asl
_
2.3"—- //
o
0.2 12 Skt T —r— = = s
20 40 [S]e] 80 100 120
Solmede arv (m)
Vead
d\n 1 2 3 4 5 6 7
1E-01  2,0934E+0  5,7231B+0 | 2,1164E+1 | 8,9109E+1 = 3,5076E+2 = 1,4206E+3 | 5,6598E+3
1E-02  2,0359E+0  1,0822E+0  2,1432E+0  8,9117E+0  3,5076E+1  1,4206E+2  5,6598E+2
1E-03 2,0353E+0  9,2483E-1  4,0031E-1 = 8,9930E-1 = 3,5079E+0  1,4206E+1 = 5,6598E+1
1E-04 2,0353E+0  9,2312E-1 = 3,4047E-1 | 1,5049E-1 = 3,5338E-1  1,4207E+0  5,6598E+0
1E-05 2,0353E+0  9,2310E-1  3,3981E-1 = 1,2160E-1 = 5,5471E-2  14287E-1 = 5,6600E-1
0  2,0353E+0  9.2310E-1  3,3981E-1 = 1,2127B-1 = 42973E-2  1,5201E-2 = 5,3750E-3
Peatumisindeksid ja b_opt
d\n n_opt n_ME n_DL5 n_D5 b_opt
1E-01 1 1 3 1 1,56
1E-02 2 2 3 2 3,29
1E-03 3 3 4 3 2,26
1E-04 4 4 5 4 2,65
1E-05 5 5 6 5 2,03
Hilbed
d\n 1 2 3 4 5 6 7
1E-01 1,5587E-1 = 1,5583E-1 = 1,4099E-1  1,3911E-1  1,3567E-1 = 8,2792E-2  4,5259E-3
1E-02 | 1,8856E-1 = 3,2933E-2  1,3690E-2  1,3951E-2 = 1,3564E-2  82809E-3  6,5225E-4
1E-03  1,9849E-1 = 2,4646E-2  2,2575E-3  1,4466E-3 = 13540E-3 = 8,2772E-4  3,9491E-5
1E-04 1,9953E-1 = 2,4044E-2  2,1753B-3  2,6511E-4  13396E-4 = 8,3045E-5  3,7292E-6
1E-05 | 1,9963E-1 = 2,3987E-2  2,2078E-3 = 2,0094E-4 = 2,0332B-5  8,6451E-6 = 9,8494E-7
0 1,9964E-1 = 2,3980E-2 = 22118E-3  1,9746B-4  1,7496E-5  1,5471E-6  1,2610E-7
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Ulesanne 3

0, kui s>t | .
K(t,s)= . s fi) = =32 +5 - £,(t)> u(t)=6t-6
t-s, kui s<t

Viga

r r r i
60 80 100 120
Soélmede arv (M)

Vead
d\n 1 2 3 4 5 6 7
1E-01 1,6926E+0 @ 5,6790E+0 = 2,1162E+1  8,9109E+1 | 3,5076E+2 = 1,4206E+3 = 5,6598E+3

1E-02  1,6209E+0 = 8,1779E-1 = 2,1264E+0  89112E+0 @ 3,5076E+1 @ 1,4206E+2  5,6598E+2
1E-03 1,6202E+0 | 5,9410E-1 2,9751E-1 8,9415E-1 = 3,5077E+0 | 1,4206E+1 | 5,6598E+1

1E-04 1,6202E+0 = 5,9143E-1 2,1020E-1 1,1579E-1 3,5173E-1 1,4206E+0 = 5,6598E+0
1E-05 1,6202E+0 = 5,9141E-1 2,0914E-1 7,4473E-2 | 4,3746E-2 1,4236E-1 5,6599E-1
0 1,6202E+0 | 5,9140E-1 2,0913E-1 7,3938E-2 | 2,6141E-2 = 9,2423E-3 3,2676E-3

Peatumisindeksid ja b_opt
d\n

n_opt n_ME n_D1.5 n_DS b_opt
1E-01 1 1 1 1 1,39
1E-02 2 2 3 2 2,53
1E-03 3 3 4 3 1,66
1E-04 4 4 5 4 2,03
1E-05 5 5 6 5 1,58
Hilbed
d\n 1 2 3 4 5 6 7

1E-01 = 1,3850E-1 1,5119E-1 1,4123E-1 1,3909E-1 1,3567E-1 8,2811E-2 | 9,5115E-3
1E-02 1,5109E-1 2,5268E-2 1,3831E-2 1,3934E-2 1,3565E-2 | 8,2806E-3 6,0347E-4

1E-03 = 1,6097E-1 1,6091E-2 1,6590E-3 1,4218E-3 1,3550E-3 | 8,2829E-4 = 3,7080E-5
1E-04 1,6201E-1 1,5473E-2 1,3288E-3 2,0281E-4 1,3436E-4 | 8,2952E-5 | 4,6640E-6
1E-05 1,6211E-1 1,5415E-2 1,3586E-3 1,2420E-4 1,5832E-5 | 8,4705E-6 | 6,2526E-7

0 1,6212E-1 1,5409E-2 1,3626E-3 1,2043E-4 1,0645E-5 | 9,4089E-7 | 8,3164E-8

61



Ulesanne 4

t(1—s), kui s>t

3
SCORS fs(t):t6t+6-f2(t); u(t) =1
i
o /
6
L
i /
1),
osmr - - e —
= e Sélmisec:ie arv (m)80 o0 t=e
Vead
d\n 1 2 3 4 5 6 7
1E-01 7,9110E-1  52179E+0  2,0040E+1  87385E+1 34651E+2  14137E+3 | 5,6430E+3
1E-02  3,8812E-1  5.8627E-1 = 2,0129E+0  87396E+0  34652E+1 = 14137E+2 | 5,6430E+2
1E-03  3,8194E-1 = 2,7366E-1 = 2,7612E-1 = 8,8412E-1  34664E+0  14138E+] = 5,6430E+1
1E-04 3,8188E-1  2,6870E-1 = 19101E-1 = 1,6024E-1 = 3,5930E-1 = 1,4153E+0  5,6432E+0
1E-05 3,8188E-1  2,6865E-1  1,8997E-1  13461E-1  1,0110E-1 = 1,5652E-1 | 5,6630E-1
0 | 3,8188E-1 2,6865E-1  1,8996E-1  13432E-1  94979E-2 = 6,7161E-2 = 4,7490E-2
Peatumisindeksid ja b_opt
d\n n_opt n_ME n_D1.5 n_D5 b_opt
1E-01 1 1 1 1 1,35
1E-02 1 1 2 1 1,58
1E-03 2 2 3 2 1,64
1E-04 4 4 4 3 1,38
1E-05 5 5 5 4 1,49
Halbed
d\n 1 2 3 4 5 6 7
1E-01  13537E-1 = 1,3152E-1 = 1,3685E-1 = 13619E-1  13468E-2  8,1298E-2  4,3695E-3
1E-02  1,5827E-2  1,3102E-2  1,3699E-2 = 13617E-2  13468E-2 = 8,1280E-3  5,7668E-4
1E-03  6,8543E-3 | 1,6376E-3  1,3955E-3  13601E-3  13469E-3  8,1290E-4 = 6,4005E-5
1E-04 6,5321E-3  1,1048E-3  2,4662E-4 = 13837E-4  13495E-4  8,1252E-5  8,5747E-6
1E-05 6,5113E-3  1,1085E-3  1,9750E-4  3,6426E-5  14917E-5  8,1404E-6 = 1,1106E-6
0 6,5092E-3 | 1,1097E-3 = 1,9610E-4 = 3,4666E-5  6,1281E-6 = 1,0833E-6 = 1,9150E-7
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Ulesanne 5

t(l1-s), kui s>t

K(t,s)= ‘ s fi(@)=—€"+te—t+148 - f,(t)> u(t)=e
s(1—1), kui s <t
7 ,
| /
| /
6 | /
5 :“L //’/
8 a 4“
D :
> Ll
-
135 ~
R ————————— S
O - v r r 3 3 r
20 40 60 80 100 120
Soélmede arv (m)
Vead
d\n 1 2 3 4 5 6 7
1E-01 1,2447E+0 @ 52678E+0 = 2,0047E+1 = 8,7386E+1 | 3,4651E+2  1,4137E+3  5,6430E+3
1E-02 1,0364E+0 = 9,3114E-1  2,0779E+0  8,7472E+0 | 3,4653E+1 = 1,4137E+2 = 5,6430E+2
1E-03  1,0341E+0 = 7,7343E-1 = 5,8489E-1 = 9,5649E-1 | 3,4760E+0  14139E+1 | 5,6430E+1
1E-04 1,0341E+0 | 7.7169E-1 = 54985E-1 = 3,9862E-1 | 4,4242E-1 = 14271E+0  5,6447E+0
1E-05 1,0341E+0  7,7167E-1 = 54949E-1 = 3,8902E-1 = 2,7725E-1 = 2,4047E-1  5,8082E-1
0 1,0341E+0 | 7,7167B-1 = 5,4949E-1 = 3,8892E-1 | 2,7507E-1 = 1,9452E-1  1,3755E-1
Peatumisindeksid ja b_opt
d\n n_opt n_ME n_D1.5 n_D5 b_opt
1E-01 1 1 1 1 1,39
1E-02 2 1 2 1 1,30
1E-03 3 3 4 2 1,54
1E-04 4 4 5 4 1,62
1E-05 6 6 6 5 0,89
Hilbed
d\n 1 2 3 4 5 6 7
1E-01 1,3864E-1 = 1,3113E-1 = 1,3691E-1 = 1,3618E-1 | 1,3468E-1 | 8,1298E-2 = 6,2539E-3
1E-02 22220E-2  1,3003E-2  1,3759E-2 | 1,3610E-2  1,3469E-2 | 8,1298E-3 | 7,8607E-4
1E-03  1,4995E-2  3,1673E-3 | 1,5388E-3 = 1,3565E-3 | 1,3483E-3 | 8,1327E-4  8,9610E-5
1E-04 1,4629E-2  3,0926E-3 = 5,9785E-4 | 1,6172E-4  13718E-4 | 8,1370E-5 | 8,8882E-6
1E-05 1,4597E-2  3,1100E-3 = 5,6852E-4 | 1,0007E-4  2,3070E-5 | 8,9219E-6 | 3,1145E-6
0 1,4594E-2 = 3,1122E-3 = 5,6682E-4 | 1,0035E-4  1,7787E-5 = 4,0207E-6 | 3,7035E-6
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Ulesanne 6

0, kui s>t £ s
K(t,s)= { ; fB(t)=t—?+5~f2(t); ut)=1-t

, kui s <t

o8 .
0.7 |-
0.6 |- |
0.5 Lok
= o.al)
> U
I
T . : r y
aa 2 100 120
Solmede arv (im)
Vead
d\n 1 2 3 4 5 6 7

1E-01 | 3,6496E-1  5,0989E-1 1,0215E+0 | 2,1910E+0 = 4,4182E+0  8,9800E+0 | 1,7996E+1
1E-02 3,3674E-1 | 1,4962E-1  1,1800E-1 2,2061E-1 4,4197E-1 8,9801E-1 1,7996E+0
1E-03  3,3645E-1 1,4146E-1 6,0237E-2 3,3879E-2 4,5721E-2 8,9972E-2 1,7998E-1

1E-04 | 3,3644E-1  1,4138E-1 5,9376E-2 2,5934E-2 1,2565E-2 1,0561E-2 1,8196E-2
1E-05 | 3,3644E-1  1,4138E-1 5,9367E-2 2,5842E-2 1,1771E-2 5,6309E-3 3,2395E-3

0 3,3644E-1 | 1,4138E-1 5,9367E-2 2,5841E-2 1,1763E-2 5,5588E-3 2,6937E-3

Peatumisindeksid ja b_opt

d\n n_opt n_ME n_DL5 n_D5 b_opt
1E-01 1 1 2 1 2,12
1E-02 3 2 3 2 1,46
1E-03 4 4 4 3 1,49
1E-04 6 5 6 5 0,93
1E-05 >6 7 7 6 0,80
Hilbed
d\n 1 2 3 4 5 6 7

1E-01 = 2,1224E-1 1,2722E-1 1,3208E-1 1,2546E-1 1,2039E-1 8,6331E-2 1,9834E-2
1E-02 | 1,1321E-1 2,4815E-2 1,4631E-2 1,2578E-2 1,2057E-2 8,6338E-3 1,9844E-3

1E-03  1,0657E-1 2,1232E-2 | 4,5744E-3 1,4894E-3 1,2335E-3 8,6469E-4 1,9952E-4
1E-04 1,0596E-1 2,1709E-2 = 4,1121E-3 8,0182E-4 = 2,1073E-4 = 9,3285E-5 = 2,2152E-5

1E-05 1,0590E-1 2,1168E-2 = 4,0818E-3 7,9096E-4 1,6058E-4 3,4784E-5 7,9966E-6
0 1,0590E-1 2,1168E-2 = 4,0786E-3 7,9074E-4 1,5864E-4 3,3507E-5 7,47T41E-6
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Ulesanne 7

0, kui s>t

K(t,s)=

Viga

Vead
d\n
1E-01
1E-02
1E-03
1E-04
1E-05

Peatumisindeksid ja b_opt

d\n

1, kuis<t

. I . _T m
Js ()= Sln(?)+8 ()0 u) = 5 cos( 2)

T

L3

1

5,0369E-1
4,8363E-1
4,8343E-1
4,8343E-1
4,8343E-1
4,8343E-1

1E-01

1E-02

1E-0
1E-0
1E-0

Halbed
d\n
1E-01
1E-02
1E-03
1E-04
1E-05
0

3
4
5

1
2,5066E-1
1,5808E-1
1,5155E-1
1,5094E-1
1,5088E-1
1,5088E-1

2
5,2816E-1
2,0335E-1
1,9742E-1
1,9736E-1
1,9736E-1
1,9736E-1

n_opt
1

AN AW

2
1,2895E-1
3,1552E-2
2,8710E-2
2,8654E-2
2,8651E-2
2,8650E-2

3
1,0232E+0
1,3158E-1
8,3762E-2
8,3146E-2
8,3139E-2
8,3139E-2

n_ME

~N BN

3
1,3241E-1
1,5302E-2
5,8550E-3
5,4399E-3
5,4108E-3
5,4077E-3

T
60

Soélmede arv (m)

4
2,1912E+0
2,2217E-1
4,2913E-2
3,6964E-2
3,6900E-2
3,6899E-2

n_D1.5

SO NV

4
1,2547E-1
1,2600E-2
1,6465E-3
1,0629E-3
1,0544E-3
1,0542E-3
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7
100

80
5 6
4,4182E+0 | 8,9800E+0
4,4215E-1 8,9804E-1
4,7393E-2 9,0176E-2
1,7710E-2 1,2181E-2
1,7156E-2 | 8,2790E-3
1,7150E-2 = 8,2301E-3
n_D5
1
2
4
4
5
5 6
1,2039E-1 | 8,6331E-2
1,2063E-2 8,6341E-2
1,2470E-3 | 8,6550E-4
2,5938E-4 = 9,9149E-5
2,1817E-4 4,8071E-5
2,1647E-4 = 4,7123E-5

T
120

7
1,7996E+1
1,7996E+0
1,8000E-1
1,8440E-2
4,4099E-3
4,0260E-3

7
1,9835E-2
1,9847E-3
1,9992E-4
2,3694E-5
1,1214E-5
1,0797E-5



Ulesanne 8

0, kui s>t ¢ . 1 1
K(t,s)= L kuis<t AN arctan(t)—E +0 - £,(1) u(?)= Y
0.45 -—-‘
0.4l
0.35 J‘t
03|
> ozl
20 60 80 100 izo
S&lmede arv (m)
Vead
d\n 1 2 3 4 5 6 7
1E-01 1,8976E-1 = 4,9253E-1 = 1,0200E+0 = 2,1909E+0 = 4,4181E+0  8,9800E+0 = 1,7996E+1
1E-02  1,2732E-1 = 7,0642E-2  1,0438E-1 = 2,1933E-1 = 4,4184E-1  8,9800E-1 | 1,7996E+0
1E-03  1,2654E-1 = 5,1130E-2  2,4496E-2 = 24226E-2  4,4460E-2  89833E-2 | 1,7996E-1
1E-04 12653E-1 = 50897E-2  22295E-2 | 1,0569E-2  6,6503E-3  9,3044E-3  1,8036E-2
1E-05 1,2653E-1 = 50895E-2  22272E-2  1,0342E-2  4,9901E-3  2,5956E-3 = 2,1658E-3
0 1,2653E-1  5,0895E-2 = 2,2272E-2 | 1,0340E-2 = 4,9705E-3 | 24354E-3  1,2052E-3
Peatumisindeksid ja b_opt
d\n n_opt n_ME n_D1.5 n_D5 b_opt
1E-01 1 1 2 1 1,63
1E-02 2 2 2 1 1,44
1E-03 4 3 4 3 2,01
1E-04 5 4 5 4 1,37
1E-05 >6 6 7 6 1,57
Halbed
d\n 1 2 3 4 5 6 7
1E-01 1,6286E-1 = 12536E-1 = 1,3131E-1 = 12546E-1 = 1,2037E-1 = 8,6331E-2  19834E-2
1E-02 4,6641E-2  14357E-2  1,3431E-2  12550E-2 = 1,2042E-2  8,6332E-3  19836E-3
1E-03 3,8773E-2  6,8641E-3  2,0079E-3 = 1,2831E-3 = 1,2100E-3 = 8,6588E-4  1,9862E-4
1E-04 3,8128E-2  6,7183E-3  1,3021E-3  2,8808E-4 = 1,3740E-4 = 8,7483E-5 = 2,0332E-5
1E-05 3,8066E-2  6,7139E-3 = 1,2708E-3 = 2,5865E-4 = 5,8661E-5 = 1,5687E-5 = 3,8176E-6
0 3,8059E-2  6,7135E-3 | 12680E-3 = 2,5823E-4  56343E-5  12975E-5  3,0979E-6
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Ulesanne 9

0, kui s >t 1 1
K(t,s)= . S f@)=—( =)+t 48 ()5 u()=—(5t"-9*)+1
1, kuis<t 4 4
5
N
ol . . : , . —
=0 a0 Sﬁlmseode arv (m) 8o roo 120
Vead
d\n 1 2 3 4 5 6 7
1E-01 73753E-1  6,6557E-1 = 1,0447E+0  2,1932E+0  4,4183E+0 = 8,9800E+0  1,7996E+1
1E-02  7.2399E-1  4,5319E-1 = 2,4866E-1 = 2,4091E-1 = 4,4384E-1 = 89818E-1 | 1,7996E+0
1E-03 72385E-1  4,5057E-1 = 22702E-1 = 1,0255E-1  6,1183E-2 = 9,1599E-2 | 1,8013E-1
1E-04 7.2385E-1  4,5054E-1 = 22679E-1 = 1,0020E-1 = 42554E-2  2,0173E-2  1,9695E-2
1E-05 7,2385E-1  4,5054E-1 = 22679E-1  1,0018E-1 = 42326E-2  1,8087E-2  8,2034E-3
0 | 72385E-1 4,5054E-1  22679E-1 = 1,0018E-1 = 42324E-2  1,8065E-2 = 8,0036E-3
Peatumisindeksid ja b_opt
d\n n_opt n_ME n_DL5 n_D5 b_opt
1E-01 2 1 2 1 1,43
1E-02 4 3 4 3 1,31
1E-03 5 5 6 4 1,52
1E-04 >6 6 >6 6 1,74
1E-05 >6 >6 >6 >6 1,50
Hilbed
d\n 1 2 3 4 5 6 7
1E-01 = 3,1090E-1  14348E-1  13660E-1 = 12553E-1 = 12049E-1  86335E-2  1,9840E-2
1E-02  22931E-1  72339E-2  24721E-2  13146E-2  12178E-2  8,6389E-3  1,9902E-3
1E-03 2,2347E-1  7,1341E-2  1,8335E-2  4,0677E-3  1,5238E-3  8,8055E-4  2,0698E-4
1E-04 22296E-1  7,1338E-2  1,8000E-2 = 3,8654E-3  7,9583E-4  1,7463E-4  3,8954E-5
1E-05 22286E-1  7,1338E-2  1,7970E-2 = 3,7863E-3  7,7044E-4  14972E-4  2,9833E-5
0 2,2286E-1  7,1339E-2  1,7967E-2  3,8626E-3 | 7,6851E-4 = 14920E-4 = 2,9319E-5
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Ulesanne 10

. 0, kui s >t 1 o, Das . 1 o 1)1
t,s)= ; H=t-(—e" " =D+ - £,()5 ut)=—¢€" (2> +1)—
() =1) i s <i - HO=CGET DS L0F u = e 4D
o
2
>
SﬁlmSeOde arv (m) 8o roo 120
Vead
d\n 1 2 3 4 5 6 7

1E-01 | 4,0490E-1  5,2116E-1 1,0227E+0 | 2,1911E+0 = 4,4182E+0  8,9800E+0 | 1,7996E+1
1E-02 3,7967E-1 | 1,8441E-1  1,2779E-1 2,2151E-1 4,4204E-1 8,9802E-1 1,7996E+0
1E-03  3,7941E-1 1,7785E-1 7,7684E-2 3,9351E-2 4,6398E-2 9,0027E-2 1,7998E-1

1E-04  3,7940E-1 1,7779E-1 7,7018E-2 3,2761E-2 1,4842E-2 1,1020E-2 1,8243E-2
1E-05  3,7940E-1 1,7778E-1 7,7011E-2 3,2689E-2 1,4176E-2 6,4509E-3 3,4920E-3

0 3,7940E-1 | 1,7778E-1 7,7011E-2 3,2688E-2 1,4169E-2 6,3881E-3 2,9926E-3

Peatumisindeksid ja b_opt

d\n n_opt n_ME n_DL5 n_D5 b_opt
1E-01 1 1 1 1 1,37
1E-02 3 3 3 2 1,29
1E-03 4 4 5 4 1,69
1E-04 6 5 6 5 0,96
1E-05 >6 7 >6 6 4,51
Hilbed
d\n 1 2 3 4 5 6 7

1E-01  1,3722E-1 1,2775E-1 1,2972E-1 1,2545E-1 1,2034E-1 8,6329E-2 1,9832E-2
1E-02 | 1,1437E-1 3,0413E-2 1,2946E-2 1,2588E-2 1,2007E-2 | 8,6320E-3 1,9816E-3

1E-03  1,1984E-1 2,7882E-2  5,6240E-3 1,6919E-3 1,1926E-3 | 8,6326E-4 1,9681E-4
1E-04 1,2041E-1 2,7867E-2 | 5,7734E-3 1,1518E-3 2,3843E-4 = 9,6094E-5 = 2,0273E-5

1E-05 1,2046E-1 2,7868E-2 5,8013E-3 1,1460E-3 2,2227E-4  4,5185E-5 9,1313E-6
0 1,2047E-1 2,7868E-2 5,8045E-3 1,1460E-3 2,2366E-4 = 4,4585E-5 9,2904E-6
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Lisa 2
Programmi tekst

Protseduur kordaja

> kordaja:=proc(n, delta, f delta, K1, K2) local A, b, c, 1, j, s, t, m, B;

> m:=(2**n)-1;

> b:=array(1..m);

> A:=array(l..m,1..m);

> B:=array(l..m,1..m);

> for i from 1 to m do

> t[i]:=1/(m+1);

> b[i]:=evalf(f delta(t[i],delta));

> od;

> for i from 1 to m do

> for j from 1 to m do

> if i=j then

> Ali,j]:=evalf(int((K2(t[1],s))**2,s=0..t[1])+int((K1(t[i],s))**2,s=t[i]..1));

> elif i<j then

> Ali,j]:=evalf(int(K2(t[i],s)*K2(t[j],s),s=0..t[1])+int(K1(t[1],8) *K2(t[j],s),s=t[1]..t[j ]+ +int(K1
(il,9) K1 (t[j1,),5=t].-1));

> Blijl=Alijl;

> else A[1,j]:=B[j,i];

> fi:

> od;

> od;

> c:=linsolve(A,b);

> end:

Protseduur viga
> viga:=proc(delta, f delta, f, u, K1, K2) local b, vigal, viga2, vead, c, i, t, m, n, n_opt, pilt;
>n:=1;
> viga2:=100000: vigal:=100:
> while vigal <viga2 do
> viga2:=vigal;
m:=(2**n)-1;
c:=kordaja(n,delta,f delta,K1,K2):

fori from 1 to m do

t[i]:=1/(m+1):
b[i]:=evalf(f delta(t[i],delta));

od;
>vigal:=evalf(sqrt(sum('c[1]*b[i]','1'=1..m)-2*sum('c[1]*f(t[i])','1'=1..m)+ int((u(s))**2,s=0..1)));
> vead[n]:=vigal;
> print(vead[n],m);
> n:=n+l;
> od;
>n_opt:=n-2;
> print(n_opt);
> pilt:=plot([seq([j,vead[j]],j=1..n)],color=red,style=line,labels=[ Osaldikude arv,Viga]);
> display(pilt);
> end:

VVVYVYVYV
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Protseduur n_ME_delta_i

>n_ME delta i:=proc(delta, f delta, f, u, K1, K2) local al, a2, bl, b, b2, cl, c2, d1, d2, t1, t2,
t, n, 1, vasak _pool, parem_pool, nME, tME, viga, ¢, m, m1l, m2, j, veatasel, veatase2;

> n:=0:

> vasak pool:=1000: parem pool:=1:

> while vasak pool>=parem_pool do

>n:=n+1:

> cl:=kordaja(n,delta,f delta,K1,K2);

> c2:=kordaja(n+1,delta,f delta,K1,K2);

> forifrom 1 to (2**n)-1 do
t1[i]:=1/(2**n):
veatasel[i]:=delta*abs(sin(t1[i]));

od:

fori from 1 to (2**(n+1))-1 do
2[1]:=1/(2**(n+1)):
veatase2[i]:=delta*abs(sin(t2[1]));

od:

al:=0:

for i from 1 by 2 to 2**(n+1)-1 do
al:=evalf(al+abs(c2[i])*veatase2[i]);

od;

VVVVVVVVYVYVYVYV

> a2:=evalf(sum('abs(c1[i]-c2[2*i])*veatasel[i]','i'=1..2**n-1));
> for i from 1 to 2**n-1 do

> dl1[i]:=evalf(f delta(tl[i],delta)):

> od;

> for i from 1 to 2**(n+1)-1 do

> d2[i]:=evalf(f delta(t2[i],delta)):

> od;

> bl:=evalf(sum('cl[i]*d1[1]',"i'"=1..(2**n)-1));

> b2:=evalf(sum('c2[i]*d2[1]',"I'=1..2**(n+1))-1));
> vasak pool:=evalf((b2-bl),11);

> parem_pool:=evalf(2*(al+a2));

> print(vasak pool, parem_pool,n);

>nME:=n:

>nME;

> od:

> print(nME);

> end:

Protseduur n_ME

>n_ME:=proc(delta, f delta, f, u, K1, K2) local al, a2, b1, b, b2, cl, ¢2, d1, d2, t1, t2, t, n, i,
vasak pool, parem pool, nME, tME, viga, ¢, m, m1l, m2, j, veatasel, veatase2;
> n:=0:

> vasak pool:=1000: parem_pool:=1:

> while vasak pool>=parem_ pool do

>n:=n+1:

> cl:=kordaja(n,delta,f delta,K1,K2);

> c2:=kordaja(n+1,delta,f delta,K1,K2);

> forifrom 1 to (2**n)-1 do

> tl[i]:=1/(2%*n):

> od:
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for i from 1 to (2**(n+1))-1 do
2[1]:=1/(2**(n+1)):

od:

al:=0:

for i from 1 by 2 to 2**(n+1)-1 do
al:=evalf(al+abs(c2[i])*delta);

od;

> a2:=evalf(sum('abs(c1[i]-c2[2*i])*delta','i'=1..2**n-1));

> for i from 1 to 2**n-1 do

> d1[i]:=evalf(f delta(t1[i],delta)):

> od;

> for i from 1 to 2**(n+1)-1 do

> d2[i]:=evalf(f delta(t2[i],delta)):

> od;

> bl:=evalf(sum('cl[i]*d1[i]'i'"=1..(2**n)-1));

> b2:=evalf(sum('c2[i]*d2[i]'i'=1..(2**(n+1))-1));

> vasak pool:=evalf((b2-bl),11);

> parem_pool:=evalf(2*(al+a2));

> print(vasak pool, parem pool,n);

> nME:=n:

>nME;

> od:

> print(nME);

> end:

VVVVYVYVYV

Protseduur halbeprintsiip

> h2lbeprintsiip:=proc(b, delta, f delta, f, u, K1, K2) local c, h1, h2, h3, h2lve, viga, n, 1, t, m,
h2lbed, nD, vigal, vead;

>n:=1;

> h2lve:=10000:

> while h2lve > b*delta do

> m:=(2**n)-1;

for i from 1 to m do
t[i]:=1/(m+1):

od;

c:=kordaja(n,delta,f delta,K1,K2);

> h2lve:=sqrt(evalf(int((sum('c[i]*(int(K2(t,s)*K2(t[i],s),s=0..t)+int(K1(t,s)*K2(t[1],s),
s=t..t[1])+int(K1(t,s)*K2(t[i],s),s=t[ 1]..t[i])+int(K1(t,s)*K1(t[i],s),s=t[i]..1)),"i'=1..m)-f delta
(t,delta))**2,t=0..t[ 1 ])+sum('int((sum('c[i]*(int(K2(t,s)*K2(t[i],s),s=0..t[i])+

int(K2(t,s)*K1(t[1],s),s=t[1]..t[1])+int(K2(t,s)*K1(t[i],s),s=t[1]..t)+Hint(K1(t,s)*K1(t[i],s),

s=t..t[1+1])+int(K1(t,s)*K1(t[i],s),s=t[1+1]..1))"'i'"=1..])+sum('c[i]*(int(K2(t,s) *K2(t[1],s),

s=0..t[1])+int(K2(t,s)*K2(t[i],s),s=t[1]..t)+Hint(K1(t,s)*K2(t[i],s),s=t..t[I+1])+int(K1(t,s)* *K2(t
[1],8),s=t[1+1]..t[1])+int(K1(t,s)*K1(t[i],s),s=t[1]..1))"'1'=I+1..m)-f delta(t,delta))**2,

t=t[1]..t[1+1]),'I'=1..m1)+int((sum('c[1]*(int(K2(t,s)*K2(t[i],s),s=0..t[1])+int(K2(t,s)*

*K1(t[i],s),s=t[1]..tfm])+

int(K2(t,s)*K1(t[1],s),s=t[m]..t)+int(K1(t,s)*K1(t[i],s),s=t..1))",'i'=1..m)-f delta(t,delta))**2, t=t
[m]..1),15));

> h2lbed[n]:=h2lve;

> print(h2lbed[n],m);

>n:=n+1:

> od;

> print(n-1):

> end:

>
>
>
>
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